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Introduccidn

M'ilumino

d'immenso

Guiseppe Ungaretti

Este volumen reproduce un curso dictado en el Departamen-
to de Matem&tica de la Facultad de Ciencias Exactas y Natura-
les de Buenos Aires durante el primer cuatrimestre de 1979.

Trata principalmente el estudio de distribuciones depen-
dientes de un paré@metro, las distribuciones de Marcel Riesz
y la integral de Riemann-Liouville. Para ello he seguido a
Gelfand (cf. I. M. Gelfand and G. E. Shilov, Generalized Func
tions, Vol. I, Academic Press, New York, 1964), M. Riesz (cf.
Marcel Riesz, L'intégrale de Riemann-Liouville et le probléme
de Cauchy, Acta Mathematica (81), 1-223, 1949) y Gonz&lez Do-
minguez (Alberto Gonz&lez Dominguez, Notas manuscritas).

Considero conveniente para el lector exponer con detélle

el contenido de esta monografia.

Capitulo I

Comienza con la definicidén y los principales conceptos de




una distribucibén dependiente de un pardmetro. Continfia con el

xi, IXIA, |x Psgn %, %

estudio de las distribuciones xk +

+I
m . - . . N -
log X, la evaluacidn de sus derivadas, sus desarrollos en se-

ries de Taylor y de Laurent y sus regularizaciones.

Luego se definen dos distribuciones (x+iOﬁ y (x-i0

. o1 o1
que tienen en com@in con las regularizaciones F%ET Yy T%ET la
importante propiedad de ser funciones enteras de o . Estas dos

distribuciones tienen importantes aplicaciones en la solucibn
de problemas de valores iniciales para ecuaciones en derivadas

parciales con coeficientes constantes. a—1
X3

LA A A
Trar ¥ (x+10)

Veremos despuds que las distribuciones

estdn Intimamente conectadas, via las transformadas de Fourier
o de Laplace.

Este capitulo finaliza con la observacién que las distri

-1
buciones (x+i0) son nada méds que las férmulas de Plemel]j tras

ladadas al lenguaje de las distribuciones y esto explica el por

qué son tan importantes.

Capitulo II

Estd dedicado a las distribuciones de Marcel Riesz. 5ean

xi . El capi-

il 42

-

Ry xn) un punto de R y T =




—\71_

tulo empieza con el estudio de la distribucidn r* , donde o
es un nimero complejo y n és la dimensidén del espacio, en
el parédgrafo 2 se da la expresién de su residuo para « = -2m,
m=20,1, ... . Como una consecuencia de esta férmula se ob-
tiene una generalizacidn de una férmula clésica debida a Pize
tti.

El pardgrafo 3 trata la distribucidn paramétrica

_ o= n _ % o] o n-qa
Ra(x) =r /H (o) donde H (a) = I 2 r&ﬂ /T LTT} , lla-

mada"distribucidn eliptica de Marcel Riesz" vy estudia sus im

portantes propiedades, a saber, R_2Ax) = (—1)"1 Amfdf, donde
A" es el operador de Laplace iterado m veces, m = 0,1,.

y § es la medida de Dirac; R-mn* f(x) = (—lf1 N {f(x)}si

f(x) es una funcidn perteneciente a kaﬁ]); Ra * RB(x) =

= Ru+B(X) si o,B y o+ B son complejos diferentes de n+2h,

k k
ho=0,1,...; & Rx)= (-1 R (x), k=0,1,2,

.« oy

@ # n+2h, h =0,1, ... . Se prueba también gue la transforma

da de Fourier de Ra(x) es, para o # n+2h, h =20,1,..., la
- 2
distribucién |y| ®, donde |y |

y: -

I ™M=

i =t
Finaliza el capitulo con la obtencidn del desarrollo de
Ra(x) en un entorno del punto a= n+2h, h =0,1, ... y se

prueba que el residuo de R (x) en o = n+2h es solucidn de
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la ecuacidén homogénea de Laplace iterada n;2h veces (n par,
n+2h
2

h=20,1,...) y que {(-1) veces el término independiente

del desarrollo en serie de Laurent (llamado "parte finita" )

de R, (x) para o = n+2h, m par, h = 0,1, ... es una solu-

cibn elemental de la ecuacibén de Laplace iterada de orden

n+2h
5 .

Capitulo III

Se estudia acd la integral de Riemenn-Liouville unidi-
mensional definida por la convolucién de una funcién £(x) con

tinua y nula para x<0 y el nficleo singular de Riemann-Liou-
XOL-I
ville: ;a) y denotada por I*f (cf. pardgrafos 1, 2, 3y 7).

I°f es una funcidn analftica de o si Re & >0. El hecho
que I°f pueda ser continuada analf{ticamente para otros valores
de o desempefla un importante papel en las aplicaciones de la
integral de Riemann-Liouville a la integracidn de ecuaciones di-
ferenciables. Dicha continuacifn analitica pﬁede realizarse de
dos maneras diferentes. A ellas estin-dedicados los pardgrafos
4 y 5. El pardgrafo 6 da un ejemplo de la aplicacidn de Tf a
la solucién de ecuaciones diferenciables con condiciones inicia
les

El pardgrafo 8 estudia las integrales y derivadas de orden

racional, se observa que la integral indefinida, n veces 1
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terada de una funcidén F(t) nula para t<9, puede ser expre-
sada por medio de una integral simple y ello permite introducir
el importante concepto de integral iterada de orden racional, o
m&s general, de integral de orden complejo arbitrario siempre
gue el complejo tenga parte real positiva.

Finaliza este capitulo con un teorema de aproximacidn que

afirma la validez de la siguiente f6rmula

A a-t
lim £(t) %Wa) dt = F(0), cuando ¢ es un nimero positi

a0 0

vo arbitrario, F(t) es una funcidn continua y A> 0.

Capitulo IV

La integral de Riemann-Liouville unidimensional puede gene
ralizarse al espacio n-dimensional en dos direcciones: con la
métrica euclidea y con la métrica lorentziana.

En el pardgrafo 1 se trata la extensidn euclidea n—dimens@L

nal. Vale la siguiente f6rmula de composicidn IQ(IBf(P)) =
= Im+8f(P) (cf. parédgrafo 2), donde Iaf(P) es, por definiciA

el potencial generalizado de orden o o potencial eliptico de

orden racional de Marcel Riesz, definido por la fbérmula

J £f(Q) r dQ , donde

P = (x, Ryreoes X ) y 0=1( sz +---4¢£ ) son dos puntos pel
n




LA

de

—_i -
. n n 2y2
tenecientes a R , I,,= Iy = z (g,- %) '
N
a i
2" I‘[%J n’
H (a) = n-u] y Y Re a > 0.
172

El potencial newtoniano y el potencial logaritmico se

estudian en los parégrafos 3 y 4.

Capitulo V

La generalizacidn de la integral de Riemann-Liouville al
espacio n~-dimensional lorentziano, que origina la integracidn
hiperbdlica, es estudiada en este capitulo. La principal difi .
cultad consiste en probar que I f(P) es el operador identig
dad. Damos acd una versidn de ese hecho gue simplifica congjde_.
rablemente la demostracibn debida a M. Riesz, ello es debidQ:qvh
la adopcibn de un tipo particular de superficie de integracidn.

Agradezco afectuosamente a la sehorita Claudia Clemares por

su esmeradisimo trabajo de mecanografiado.

Susana Elena Trione

Buenos Aires, Argentina.

Noviembre de 1980.







Capitulo I

Distribuciones dependientes de un pardmetro

I.1. Definiciones

Sea X =‘(x1' Ryreeos xn) un punto del espacio euclideo
n-dimensional R" y dx = dxl dx2m... dxn
Sea D el espacio vectorial de las funciones complejas

¢(x), infinitamente derivables y con soporte compacto. Con D'
denotamos el dual de D , es decir, el espacio de las funciona
les continuas en D .

D' es, por definicidn, el espacio de las distribuciones

en D .

Sea T(X)ED vy ¢(x)€EDP, con <T, ¢> indicamos

li>

<T, ¢ > J T(x)¢(x) dx . (I,1:1)

R

Sea o un pardmetro que toma valores en un conjunto abier
to A del plano complejg C.
| A.cada valor de 4€A 1le hacemos corresponder una distri-
buéién Ty (X) .

Para cada ¢ (x) € D, BIBLIOTECA

\ULIO F 7 PASTOR”

Dis o SATEMATICA
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A
P¢(a) = <T,, ¢ >, (1,1:2)
define una funcidn ordinaria de o .
Diremos entonces gque Ta (x) = T(a) es una distribucién
dependiente de un parédmetro.
Llamaremos L al limite de T(a) cuando o= ag s si
lim Pq.(oz) = <L, ¢>, (I,1;3)
0.-)0.0
para cada o(x) € D.
Es decir, si para cada ¢(x) €D, es
lim < T(a), ¢>=<1lim T(a),¢ >, (1,1:4)
@ o ey )
T(a) es una distribucidn dependiente de un parametro conti.'
nua en a = o A, si la funcién ordinaria P¢(a) es conti-
a= o€ A, para cada ¢ (x)€ D .

nua en




i-

Equivalentemente, diremos que T(a) es continua en o = «

si

lim T(a) = T(ao). (1,1;5)
e o

Sea T(a) una distribucidn dependiente de un pardmetro
continua en o € A Yy sea a,.un punto limite de A en el cual
T(a) no estd definida. Deseamos extender la definicidn de
T(a) a e, usando la continuidad.

Vale la siguiente proposicidn (cf. [ 3], p. 147): "Una con-
dicibn necesaria y suficiente para la extensidn de T(a) a o,
es que sea posible extender la definicidn de cada una de las

funciones numéricas P¢(Q) por continuidad a «a

T(a) es una distribucién dependiente de un par@metro deri-

vable en a= &€A si P¢(a) es derivable en o = o &A, pa
ra cada o (x)eD.

O sea, T(a) es derivable en o = ao_E A, si y sb6lo si exis

te el siguiente limite, para cada ¢ (x)E D,

lim : ¢t = @ Fettal (I,1;6)



Llamaremos a

aT(Qo) lim T(a)'T(qo)

~ v - -
cQ Q""uo o 00

He

(151;7)

la derivable de T{a) con respecto a o, A. Las derivadas
de mayor orden se definen de manera similar.

si 3T(a)

A existe para todo o €A, diremos que T(a) es
o

diferenciable con respecto a o€ A.

Una distribucién T(a) dependiente de un parémetro es
analitica con respecto a ¢€ A si y sblo si es diferencia~

ble con respecto a o€ A,

De manera equivalente, T(a) es una distribucién dependien

te de un paré@metro analitica de o€ A si P (a) es una fun-

¢
cidn analitica de o € A, para toda ¢(x)€ D,

Sea T(a) analitica de o€ A. Entonces la funcibn ordins”

ria P¢(a) es analitica y, por lo tanto, podemos obtener su se*

rie de Taylor en un entorno de <€ A, Tenemos asfi

=




das

S

andl

Eun-

rd il

Su

<T(a), > = P,(a) = P (o) + (0-a,) —olcel
i v da
P, (a,)
+ % (amqf —E 2+ ... =
do
'c‘,T(OLo)
=<T(0.0), ¢ > + (o,—ao)< —_— >+
20
1 g 2 Tag) _
+ il (Q-ao — r ¢ + =
Ja
3T (g )
=<T(o;o) + (0_30) azo
1 > Tl(a,)
+ 7 (01—(10)2 3 '@>
o a
Es decir,
3T (a,) 2T (a,) .
T(a)-: T(0°)+(a—o;o) __B_a_o—— + % (Q— Qo)z a—_z_o_ + ey (1,1,8)
& oa

que es el desarrollo en serie de Taylor de

de a, EA.

T(c) en un entorno




Sean T(o) y S(a) dos distribugiones analfticas dependig
tes de un parametro definidas en A, que coingiden en algtin subh
conjunto ACA que tiene un punto limite en A, entonces coin

.ciden para todo o €A,
Efectivamente, las funciones P¢(a) =<T(a), ¢ > ¥y R¢(M=

=<8(a',¢ >, para cualquier ¢ (x)E€ D, coinciden para todo
o€ A por la unicidad de la prolongacidén analitica.

Nos basaremos en }a asercibn anterior para introducir el

método de prolongacidn analitica (cf. [ 3], p. 150):

"Sea T(a) analitica en A tal que todas las funciones

ordinarias P¢(a) = <T{), ¢ > .pueden ser prolongadas anali-

ticamente a una regidn B DA. Entonces, para cualquier o B,

T(a) puede ser prolongada analiticamente a B".

Observemos que la prolongacidn analitica de una distribur
cién dependiente de un parédmetro puede aplicarse también, como
en el caso de la prolongacidn analitica de funciones' ordinarias
o funciones con singularidades aisladas (polos o singularidades
esenciales) o a funciones multiformes.

Sea T(a) wuna distribucidn analitica dependiente de un p2

rémetro o sea 3 un punto singular aislado.

La funcién ordinaria Pq(&) =<T(a),¢>es, por lo tanto, &




i

!

(¢

11l

ol

nalitica y tiene en a, un punto singular aislado, entonces,
puede degarrollarse en serie de Laurent en un entorno de o,.

Resulta ast?

<T(a),¢>= P,la) = I Ay(¢)(emop), (I,1;9)

= - OO

donde los Av(¢) estdn dados por las férmulas integrales de

Caﬁchy:
r Pglo) <
Avudzrl-‘ : V+1 do = 1-.[‘E(M;ﬁ> de =
2ns r (e-a) 2R T (e-ay)
= <A, 9> (I,1;10)

_(V:O,il,izl o-o)

y T es una curva dentro de la regidn de analiticidad de T(a)

gon la singularidad a  contenida en su interior.

De (I,1:9) y (I,1;10), obtenemos

v . .
<T(a),¢> =<5 Agle-oy) , > , (I,1:11)




equivalentemente,

T(a) = = A, (a-0) , ' (I,1;12)

donde 1los A,( v=10, 1, ...) son funcionales fijos independiﬂ

tes de o , definidos por las férmulas

Av = X fM_ de . (1,1;13)
2ni v

La f6rmula (I,1;12) es el desarrollo en serie de Laurent

de la distribucibn dependiente de un parémetro T(a), en un en-

torno del punto singular aislado o .

El método de prolongacibén analitica permitird ampliar el

campo de definicién de las distribuciones gue estudiaremos en

los capitulos siguientes.,
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3)

I,2, La distribucién ;:”

Sea .x un-punto de Ry A un nfmero -complejo.

"La funcién xi éstd definida por la férmula

A (I,2;1)

Supongamos ahora gue . Re » > -1 vy consideremos la corres
pondiente distribucién dependiente de un pardmetro * definida

por la f&rmula

(I,2;2)

_.para cada ¢ €D , RS

P (%) es una funcidn analitica de * ,
¥

to de » es:

A ¢ (x) dx. ' (1,2;3)

(33
>‘] as
d

o
-
I
)
»
P
3
b

su derivada respec




_1Q-

La distribucidn xi puede continuarse analiticdamente

a la regién Re » >-n-1, » # -1, -2, ..., -n, (n€EN, arbitra
rio: donde N designa, como es habitual, el conjunto de los

enteros positivos)' por medio de la fdrmula, donde, por como

didad, escribimos * = ¢ ~1,
1 n-=1} Vv
<£1i ¢>= f Qll‘ i(x) - T % ¢M(0) dx +
0 2 vV =0 Ve
o o n =1 (v
+ [ x ¢ (x) dx + < ¢ %0) 1 .
1 v =0 v! a4V
(1,2;4)
Esta f6rmula es valida para a # 0, =1, =2, ey "N, oo .
Supongamos ahora gue - .
-n <Re a <-(n-1). . (1,2:5)

En este caso la férmula (I, 2;4) puede ser escrita de manera

simple. En efecto, consideremos la integral
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L otv-1 1
I = f X d_x = - « . T = (1,276)
1 o +v
Esta integral converge si
a+ v <0, (1,2;7)

Si admitimos que vale (I,2;5), tenemos

ve n<Re {(o+v) < v + 1 - n,

luego (I,2;6) vale si

v=20,1, 2, ... , n-1. (I,2;8)

De (I,2;6) y (I,2;8) obtenemos, si (I,2;5) es vdlida que

Vv
Moy Y

v=0 v!

(I,2;9)

=




"'12"

Si reemplazamos (I,2;9) en (I,2:;4) tenemos, para

-n< Reaoa<=-n+ 1,

o } Elad »=l Y v
*1Xil r ¢> = [ X S ¢ (x) - T Zp ¢\J(0) dx +
0 ) V=0 V.
(v)
o a1 n=1 \Y
% ;MX)_v ¢ (0)x fdx=
1 v=0 v !
e« o= n—1 v (V)
= [ x )wx)-z ¢ ‘O’E ax.
v =0 v!

(I,2;10)

a—

Esta es la m&s simple expresidn para < x+’ , ® {X)> que es |}

vdlida cuapndo -n < Re o < -n + 1.

a1

I.3. Regularizacidn de x_ .

Expresaremos ahora la f&rmula (I,2;10) de una manera di

Q=1
+

. ferente., lLa idea es obtener el desarrollc de Laurent de x

en el entorno del punto a = ={(n-1).

Para ello procedemos como sigue. Escribamos (I,2;10) ep}




hl
!
|
-13- ;
. I
l,
Iy
la forma . - . 1
- i o=1 n~1 v i
<X, ae (x> = x ; e x) - = X Vg { dx  + |
0 V-0 )
® o= n-2 )
\V]
+ J x 3 ¢ (x) - = S (0) f dx - P
1 v=o V* :
I
n—i \i[
o o~ % (n -1) Ly
- I x . 6 (0)ax. (1,3;1) i
1 (n-1)! :
|
Sabemos que - ij
i
= at(n =1) =1 l
- x dx = . (I,3;2) s
1 atn-1 ) ;
. i
Reemplazando (I,3;2) en (I,3;1), tenemos para :
. I
-~ n < Re a<-n + 1,
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] -3 ne=1} L .
<X3_ v $(X)>= f x % ¢(x) = = % ¢(V) (0) f dx +
0 V=0 *
. 0.-1. n—-2 v
+ J X ¢ (x) - 3z X G (0)$ dx +
} V=0 Ve
(n=1)
& (0
Ty (1,3;:;3)
+ - !
a+ n - 1

La f6rmula (I,3:;3) es el desarrollo de Laurent de la funcidn

<xﬁf1, ¢ (X)> en el entorno de o = -n+l.

El primero y el segundo término del lado derecho de (I,3;3) con
vergen para a = =-p+l, Veamos ahora la regién de convergencia-

de la parte regular, a saber,

Reg\x+

]
-,
o
-
L)
1
=]
1
-
S
N g+
Q
s
+

(1,3:4)

COnsideremos el primer término del lado derecho de (I,3;4),
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|3
[}
La integral es de la forma ?
1 a+n=1 ) o B - f”
/] x h(x) dx , (1,3;5)
0

donde h(x) es finita en x = 0. Ademds,converge en el semi

prlano

Re o > -n. - ’ (I,3;6) |

Ahora consideremos el dominio de convergencia del segundo tér

mino del lado derecho de (I,3;4).

Podemos escribir

© o1 n=2 X\) (v)
;] ox o(x) - 2 % ¢ (0) pax =
1 V=0 ‘
oo a=1 n=2 :.(v)(o) o0 DEAVES |
= f x ¢(x) dx - ¥ 1 g ax. (I,3;7)
1 V=0 v 1

El primer término del lado derecho de (I,3;7) converge para
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a+v—1
todo o, mientras que las integrales

"‘.‘8
b

dx (v = 0,1,...I

..+, D=2) convergen para

Re a < - v, , (1,3;8)
Luego el dominio comfin de las integrales es

Re a < - n+2, (I,3:9)

La interseccién de los hiperplanos (I,3;6) y (I,3;9) es UL

. o o (X"l
regidn de convergencia de Reg X, esto es,

-n < Re a < - n+2. (1,3;10)

-n

I.4. La distribucidn X,

Consideremos otra vez la funcional definida por la férmulsf

H
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(I,3;4). Podemos escribir esta funcional de modo un tanto dife

rente., Consideremos para ello la funcidén de Heaviside

1 si x> 0,
H(x) = o (I,4:1)
0 si x< 0
Escribamos
1 a- nelo v (V)
E 3¢(X) - ¢ (0) dx =
(i V=0 ‘
1 a-t n—2 xv 14V ) |
= I x %¢(X) - Z 57 ¢ (0) ‘ dx - :
Y v =0 f
1 o= x"—l @ -1) |
- fx X 4 (0 ax. (1,4;2) |
[ (n-1) ! il
i
i
Considerando (I,4;2) podemos escribir (I,3;4) como sigue
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a1 0 o1 n-l oy (. v
Reg x, - S % o (x) - = % ¢\? (0) dx .
o ‘ V=0 Ve
1 o=t n=-1 (n-1)
- 5 x X o (0) dx - |
o (n-1)!
© a=1 ( . n—2 x\) (v)
= f X 6 (X) - % = "¢ (0)}ax -
0 v=o
© ary xn-l (n-1)
+ £ X ¢ (0) H(l-x) dx,
(n=1)!
0; equivalentemente,
o n=2 (n-=2)
a-1 > T1 0
Reg x, = J x %¢(8)- $(0) - x¢'(0)-...- S U
0 ' (n-2)1
n=l (n<1) .
- X ¢ . (0) H{l-x) dx. 1,413
(n=1)! '
c =l
Esta es la expresidn de Reg X,  que desedbamos obtener
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De particular interés es el valor de esta func:ional para

o= -n+l:

a-1 L
Reg x_ =

jo]
|
-
L
1
El

A== 4]

donde con Pf denotamos parte finita.

Poniendo a= =-n+l en la férmula (I,4;3) tenemos
Reg x;n = Pf x;n = J  x o (x) - ¢ (0) -
0
n-2 n—1 (n—1)
(n-=2) !

- x¢'(0) - ... - =% ¢ (0) - X2 ¢ 0) y(1-x) { ax.

(n-2)! (n-1) ! 5

(1,4;5)

. . . - -n
Observemos que la distribucidn X, (n =0,1,...,, ) no es

a1 a-1 .
el valor de X, para a = -n+l; X, tiene un polo en
o = -n+l y entonces no existe en este runto.

-~1n

Sin embargo, la distribucién X,

na generalizacidn de la funcidn ordinaria x_ .

et S i .

es, en.cierto sentido, u
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I.5. La derivada de X,
Calculemos al continuacibn la derivada de x;n. Obtendre
mos
a - _—nm -1f .
a x+ = n x+ + n. ) (X). (Irsrl)
En efecto, tenemos
<4 7 >= —<x" e (x)> (I,5;2)
\a§ x+ ’ ¢' (X) - - X+ ’ (X) . 7 !
Ademés
<X, 00 (x)> =
. n—1
! ! -r . ] .(n) '
} = "‘ X t'(X) - ¢'(O) - X ‘? (0) TeeeT TT—————— ¢ (O)\.dx'}'
i o (n-1) ¢
o« - s x“‘2 {(n=1) L)
+ I x ) (X)) = 2'(0) - R "(0) ~,..- — ¢ (0)rax ? }:
(n=-2) ' .‘
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Integremos por partes, primero I, . poniendo

- n—1
2= w oyl ) - g 0) -l e X @ (0 |
{ (n-1)! )
y I, poniende x = u, gwx) - ¢'(0) -
n=- 2
(n=1)
- X 5 (0 ( dx = dv
(n=2) ¢ )
Entonces
1 1 -n=1
I,= uv| + J nx ¢ (x) = ¢N0)x~ .,,~
0 ]
y
o o« —-n =1 \
I, = uvil + I n x } ¢ ()
i

‘D

Luego

(I,5;:3)

dx = dv,

- (0) = T

(I,5:4)
n—1
e r(n—l )( O)
(n-1)!
(1,5;5)

!

- dx
\
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1 L 1

1
I = uv’ +uv| + J
2 o i 0

-1 -]
nx j¢(x) - ¢ (0)

{

o © -0 -] ‘ )
- hes - ﬁ%" ¢ (O)g dx + { nx j¢(x) -¢(0) - ... =
'(n-l) . )
- ) dx = uv' + uvi +<n x;"-l r e (X)>.
(n-1)! o 1
(I1576)
Adem&s
1 -n 1 n Y 1
wl o= ox o {ex) - $(0)x-...- ¥ ¢y ! -
0 n! io
1 _(n)
= ¢(1) - ¢(0) -...- ) ¢ (0) (1,5;7)
Y
o -n 1 n—1 (n—=1) ©
uv| = x $(x) - ¢Y0)x-~,..- X (0) | =
1 (n-1)! !
1 (n—-1)
= -§¢(l) - M0) ~...- ' ¢ (0)s. (I,5;8)
(n-1)!
Sale de (1,5;7) vy (I,5;8) que
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1 0 1 ® n ()
+ uvl = -3 ¢ (0) = - <= (~1) ¢
1 -

o

uv‘
1]

Substituyendo (I,5;9) en (I,5;6) resulta

—n-—1 2

I,+ 1, =<nx, -517(-1)“ & (x), ¢ (%)> .

De donde, finalmente, tenemos de (I,5;2) y (I,5:;10)

d - —n-1 (-1 ™
ax *+ - TRE T ar

que es, justamente, el resultado (I,5;1)s

a -1

I.6, La distribucifn x_ log =x_

Partiremos de la férmula

a-1 |

& 1
<K, 4 ¢(X)> = J X ?¢(x)—c(0)—x:'(0) ~ere

(I,5;10)
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¢ (03

-]

¢ (0) p éx + [ = ¢ (x) dx + <

<

]

)
<

vlida para o # 0, -1, =2, ... .

atv

(1, 6; 1)

Diferenciando ambos miembros de (I,6;1) con respecto a

al# 0, =1, ... ), obtenemos

! a~i
<>§;1 log 2, ¢(x)>= [ = log x 3 ¢{0) -..
0
Xn-l (n-1) ' ® o1
- ——— ¢ (0) ‘ dx + [ x log x ¢ (x)
(n=1)° 1
-l (V)
+ z (-1) ¢ (0) 1 5 .
v =0 v (a+v)

Si diferenciamos m veces, con respecto a a

’

dx +

(1,6;:2

obtenemos




O -} m 1 o= m (
< X log x, , ¢(x)>= | x log" x | ¢ (x)r ¢ (0) -
’ 0

' X""‘ (n-1) ) o a=1
- X' (0) ~a..m —2— (0)§dx+f X log x ¢ (x) dx +
(n-1)! 1
n =l (V) v‘.? ‘o
+ = ¢ (O) (_1)" m! ; . (116;3)
v =0 vl T
{(c+v)

&=

I.7, El desarrollo de Taylor de X,

Supongamos ahora que o, €s un punto regular (}5 O,ll,-2,...) .

3 . . Q".
La correspondiente expresidn de Taylor de X, ' en el entor

no de o es

2
Q-1 1 d 0—1' 1 d a-1
= 0 "+ (o+ o )s— (X + 5 (a+ o)) — +
Xy * R 2 T 7 (o of +
G =0 a=0
0 0
o,
- & =1 2 Q™1 2
a-1 %1 . o o —ay) 0 +
= - oo + b4 log x
X, X, + (=0g) X, log.x 5 + g X,
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n.
~ G 0,1
+o¢.+ u x:
m:

donde la nueva distribucién

la férmula (I,6:3).

(1,7:1)

estéd definida por

o1
I.8., El desarrollo de Laurent de X,
[o 3 §
Pasaremos ahora a obtener la expresién de Laurent de X,
en el entorno de un punto singular de xifl(a= 0, =-1,...).
Partimos de la férmula (I,3:3):
a-1 1 a~1 xn-l (n—=1) ( I
<x, , ¢ (x)>= 1 x $(x)=¢(0) -...- ¢ (0) pdx ¢
+ . s
0 (n-1)!
© -1 xn—2 (n—2)
+ f x* 3 ¢(x)=¢9(0) =-...- ———— ¢ (0) f dx
1 (n-2) .
(n-1) S
poe 01 (1,8:1)
{n-1)! a+n-1
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AL

Esta f6rmula puede ser escrita

(n~1)

Dos(x)> pf x0 4+ £ (02 (1,8;2)
(n-1)! o+n-1

a-
<
Xy

Observemos gue podemos escribir (esta férmula es completa

mente similar a la férmula (I,4;5))

= el n—2 (n=2) ‘
Pf x7 ' =/ x ¢ (x)- (0)-...- ¢ (0 ?
0 (n=2) % i
Xn—l (n=1)
- — ¢ (0) H(1-x) ; dx, (1,8;3)
(n-1)!
|
. ‘ . i
Tenemos, si =-n<Rea<-n + 1, |
|
(n-2) ;
m - o=l n=-2 N .
d pex = % loa™ x | () o¢(0)-n..- X8 (O
4" ) (n-2) ! |
{
.('n—]] =1 (
- -2 ¢ (0) H(l—x);dx . (1,8:4)
(La—l)l
{
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Para o= -n+l obtenemos, de (I,8:;4),

a ' a=1 | ) -m m
Pf x, | = x, log x,.
aa" + la=-n+1 + +
Resulta, f&cilmente, gque
<:x;n log™ X, s i (x)> =
= " m (, . Xn_2
= [ X log™ x_ ¢(x)=o0) =-.,.m ————
0 l (n-2) !
n =} (n—l)
x4 (0)
(n=1)!

- -1

Obtenidas las expresiones de x, , X log x

+ +

a1

fdcil obtener la expresidn de Laurent de X,

&= -n+1,.

H(1l-x) } dx. (I,8;:6)

4 1 e s 88

en el entorno de




N
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Para ello partamos de la f&rmula (I,8;2).
a-—
Hemos demostrado gque la funcidn Pf x+l (que aparece en

el lado derecho de la férmula (I,8;2)) es una funcién regular

en la franja -n< Re a<-n+2. Para obtener el desarrollo de Lau

. =1
rent de X, en el entorno de o = -n+l, nosotros desarro-

llaremos en serie de Taylor, en un entorno de o = -n+l, la funcié:

o1

regular de Pf X,

De la definicién de x;" y de (I,8;5) es

pr X '= pf ) b (am(-nt1) | & pEx | 4
X, = + o n 3o X,
jo==n-+1 A =—n -+l
o 2 a1
g lomCod)f ) & Lo v (1,8;7)
2 da? +
g=-n+1
0, equivalentemente,
o= - -n (a+n-lf -n 2
_ n _ , A L - 30 o
Pf X, = x, % (a+n-1) X, log X, ) 4+ +09
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(C\+n—l)m -n m
cee k X log x + i (1,8;8)
m: + *
De (I1,8;2) vy (1,8;8) obtenemos finalmente
n—1 (n=1)
- -(n-1) -1
AR C 1o, ;
(n-=1)! a—-(-n+1)
2
3 -n (a=(-n+1)) - ;.2
+ (o-(-n+1)) X, log X, + p + log X, +
. (1,8:;9)
|
a~1
Este es el desarrollo en serie de Laurent de X, en el
|
‘ sentido de o = -n+l.
. a-1
iy I.9, La distribucién x_ .

Sl
52” - : - }\ - . . -
: La funcidn x_ estd definida por la fbrmula

1 - .
i Sra x un punto de Ry » un niGmero complejo.




-31~-

x} = (1,9;1)

Supongamgs ahora que Re A>-1 y consideremos la corres
pondiente distribucién dependiente de un pardmetro X definida

por la férmula

<x_): r $(X)>

g ke ax o= FoO00, (1,9;2)

para cada ¢ €D.

Esta funcional puede ser prolongada al semiplano Re i > -1,

del mismo modo gue x>‘ Reemplazando x por -xX obtenemos:

+ .

A 0 by [+]
<x_ , ¢(x)>= |x|" ¢(x) dx = (-X%(X)dx =
= f x" ¢(-x) d&x = <x, , ¢(-x)> (I,9;3)
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Hagamos, por comodidad, * =co -1, De manera similar a lo

. Q=1 a~1 .
realizado para X, podemos desarrollar X_ en serie de

Taylor o en serie de Laurent. Tenemos, si a es un punto re-

0

gular, « # 0, -1, -2,..., -n, ... el siguiente desarrollo
de x_ "7 en serie de Taylor:
! - - (a-ay) x
xil = xfo L (a-a)) f? ' log x_ + 2% f?l logzx_ + .
2
(1,9:4)
Ac&, las distribuciones xﬁrl log™ x_ estén definidas por for

mulas completamente andlogas a las f&rmulas similares para las

, . , o1 . ,
distribuciones X, logm X Tenemos, a saber, la siguiente

+ ’
férmula,
<xLULoex)> =<K, ¢ (-x)> =

n -1
o1

"
O =
b

(n-1)}

p=1
c(-x)- ¢ (0) - (=1) x¢'(0)-,..- LZHL X 070

b
I »
LY

t

L

b
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= B I RS : ;
+ X ¢(-x)dx +
L I \Y

n=1_ . , Y] )} P E A
(1" ¢ (0) I (1,9:5)
0 y. a+y

<«
-

-*Esta férmula es v4lida para cada o # 0, -1, srre TRe ey oo

En.la franja -n<Re a < -n+l 1la siguiente f6rmula es v&li

da (esta fSérmula es la andloga de la fGrmula (1,433))

[ C 31 a-i
<x_ , ¢(xX)> =<x_ , ¢(~x)> =

i

. nel
I % §¢‘x’ - (1) 4(0)= (1) x ¢ (0) r.,.- LZHLE 4 L0 | o,
’ (n~-1)}

(I,956)

si diféi‘enciamos ambos miembrps de esta férmula con respecto

a o , oObtenemos

a=1
x‘x‘_’_"’ loc %x_ , ¢(x)>= < X log X, e $(~x)> =
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= (l)n-'xn" o1y, |
= [ x_  log x § ¢(=X) = ¢(0)=,. = ~TH—= )y 4
0 ' ' (1)} 4
(I,9:7) r
Esta es la f6rmula anfloga de la f6rmula (I,6:2),

Diferenciando m veces, obtenemos (—n<IRelx<%n+1),

o-1 @ o=y
<x_ log™ x_ , ¢(x)> =
' i}
=l pel- (
- n =)
R e Y B S mf ax,
(n-1)!

Ista fO6rmula es la anfloga de (I,6:3).

gefinidas las distribuciones x* ' log™x_

o~

: / o
llar x_ en serie de Taylor en el entorno de un punto regular}

Goo

Jenemos

x log % { ¢(-x)- $(0) =-.,.

(I,2:8)

podemos desarro

B
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Esta es la férmula aniloga de (I,7;1),
-]

Supongamos ahora que o, 5 un pupto. sjingular de X
(a':=0, -l, 0‘00)'6

a=-1
Desarrollaremos ahora X_ enh serie de Laurent en el en-

torno de un polo, Procederemos de manera exactamente igual al
-]
caso XQ‘

+

Tenemos, si -n < Rea <=-p+l1,

<xo . et = <k, g (xD> =

g o=l e N A (*1;*‘ $wl%0)(
- 3 $(=x)=(=1) ¢(0) « {-1) %X SL0) ~quur ~— —
° | (ne1)y
© O 1 ’ ‘
+ [ x 3 0 (=x) = (~11 ¢10) =(r1) X F10) - +\u -
A B
AR ) | oy . w ot ke
(=1) - ¢ (o) ! ax - =1L L7y S x ax s
(n=2)3 - (n-1)% ¥ :
(1,9310)
B12LI0TECA
“JULID B2Y »5STOR"

Dea. - VT EMATICA
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Como

T
1

ax

S

tenemos, equivalentemente,

<xiﬂ, p(x)> = < xc: y ¢ (=x)> =
1 Q-1
= 5 x {el-x)-(-1f ¢(0) = (-1) = (o) -
0
n=1
_ (-1) n-l:.(n—ﬂ(o) dx 4+
(n-1)!
xR 3¢-(-x) = (-1)° $00) - -1xe® (0) =~ .y. -
1

ne2 s n-i
- ..(..:l_)_gi_. ¢(n—z)(o) dx + {(-1)
(n=2)! (nrl) s

(n=1)
Cht

spe T

(0)

A1,9:11)

1l
a+np1

(1,9;12)}§m,
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Esta férmula es la andloga de la f6rmula (I,8;l):' Puede

escribirse equivalentemente (para -n5<Rea'<—n+1)

< x ¢ o (X)> =
© -1 n—2
= J x s(=%)= ¢(0) - (-L)x¢'(0)~...- =1
o (n-2)!
n =2 (n=12) (-l)n-l 1 (nt)
"% ¢ (0) - —)—— x ) (0) H(1-x) ¢dx . (I,9;13)
(n-1)1

I.10. El desarrollo de Laurent de xtﬂ

Para obtenér el desarrollo de Laurent de ngl partiendo de

la férmula (I,9;12),procedemos exactamente igual al caso xﬁf’

(£6rmula (I,8:;9)). Los dos'primeros términos de la f6rmula (I,

9:12) constituyen la parte regular del desarrollo de Laurent de

A=t

X en el entorno del polo o = -n+l. Es una funci6n holomorfa

pEma
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en la franja -n <Re <-n+l, La llamaremos Pf x_

entonces, por definicidn,

=1 1wt 1)
PEx_ = [ x )c(-x) - ¢(0) -(-1) x¢
0
(_l)n—l n-1 @ =1)
¢ (0) dx +
(n=-1) '
o a—-1
FLE ] e - (0) - x 3
1
n=2 Ne?
(n=2)
(-1) x ¢ (0) } dx,
(n-2) 1
Cuando ¢ = =-n+l, tenemos
a=! . -n ! -n
Pf x = X_ = ;] x {(-x) -

Tenemos
(0) = ,v. -
(0) - -
(IrlO;l)
c(o) - =
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=t ne=}
o (-1) x

o (=x) =-¢(0) - ... -
(n-1)}

qF'”(O)z ax + f x
1

Ne= 2

=2 .
- ('('1)2)"‘ +""?(0) 2 dx, ©(1,1032)
n- ’

Si diferenciamos ambos miembros de (I,10;1), m veces con

respecto a o , obtenemos (para o satisfaciendo - n < Reo<-n+1)

o~1

1
/] x log'x_ 3 ¢p(-x) =¢(0)~-(-1)x¢'(0) -
0

l
|
g
th
®

[
u

+
- 8

' lod"x_ .i ¢(-x)rb(0)—(?1;x¢'(0) -

1n-2 =2 (n-2) | .
S G 3 M. ¢ (0)$ ax.  (1,10;3)
{n-2)! .
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Observemos que la férmula

a=-1

<x_  logx_ ,e(x)> = J
1]
n=2 .
=) 07 B
(n-2)!

(-1

Para o = -n+l, obtenemos de esta filtima férmula
ar o—1]| o o
<d'm Pf x_ | , ¢(x)> = <x_ logx_, ¢(x)> =
¢ Q=en 41
. n=1
f x logqu % ¢ (-x)=¢(0)=...- =10 % ¢“-1)(0) § dx
o (n-1)!
© m 2
- - -2 ne
;™" log™x_ 3 B (-X) =6 (0)w.. - LR T gD (o>§ dx
1 (n-23) 1

\

(1,10;4)

(1,10;3) puede escribirse

xa—llogmx 3 ¢(-x)=-0(0) = ... -

rd

1 .
(n-1) r _

¢ (0) H(l—x)§ dx.
(n-1)

(1,10;5) }
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Obtenidas las definiciones de las.nueVa§ distribuciones

-h -fl

x_ , Xx_ log"x_ , es f&cil obtener un desarrollo de Lauyent

para qu ep un entorno de un punto singular (a= 0,-1,-2,:..).,
Tenemos, de acuerdec con la férmula (I,9412)
" (x) 1

b = Pf x, + , — (1,10;6)
. (n-1)% atn=l '

. . . . a1l
Entonces, para obtener un desarrollo de Laurent de 3_P en el

entorno de a = =n+l, serd suficiente desarrollar la férmula

(=]

Pf X_ en serie de Taylor en el entorno de ¢ = -n+l,

Tenemos, seglin (1,10;1) y (I,10:2)

rd

X = x:n + (a={-n+1)) % log X, ¢

(0-(=nt1)) -n

(e lendl) ) -0 . -
R, logex- + sen + (cx (h+l)) x‘_ lO"g'mRy- +
2

‘m}

+
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n-=§)
‘5‘, (x) _1 | (1,107
(n=1)! coc+n-l S :

+ .'.‘ +

-t
Este es el desarrollo de Laurent de xi en el entornc del po-

lo o= -n+l,

-1 a—~1 Ot ?—-l

I.11, Los residuos de x; oK %] y Ix1 + sgn x

g

a=1

De la f6rmula (I,8;9) resulta gue la distribucifn X,

tiene polos para « =0, -1,,.., mn y sy residuo (gepotado

‘por Res ) est& dado por la fbrmula:

R
{ R c - .
: Res x: = (-1) é (x) . (1'11’1)!
g=~n n—]_: ]

Teniendo presente la f6rmula (I,10:7) sabemos que la ais'f

=1
tribucidn xi tiene polos para o = 0, =lygqyee =0 Yy




-43-

Consideremos ahora la nueva distribucibén definida por

o1 A Q-1 1
|%] = x, o+ x_ . (I,11;3)
a—1
De (I,11;1) y (I,11;2) resulta que | x| tiene polos
si a = 0,"1,ol¢l Ty y
o] ' Y ‘
. -1 -
Res  |x| = %‘—1—’-—’“—1; §® (x). (1,11;4)
O =-p n '
a-1
Si n es impar este residuo es tero y por lo tanto x| €s

una distribucidn bien definida en estgs puntos. Lo llamaremos

—-n -
naturalmente, X . :

Tenemos
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Cime 1 -2m=2
|x | = x| ' ' (1,11;5)

Ten ==(2m+1)

m = 0,1, ves e

a1
Si n es par, n = 2m, |x]| , o = -2m, tiene polos de
primer orden y
o -1 (@)
Res | x| = 28 3 (I,11;6)
g=-2r - (2m) ¢

Consideremos finalmente la nueva distribucién definida por

| x| sgn X = X - X . (T,11,7F

Resulta de (I,11;1) y (I,11;2) -
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0
a=-1
Res ’x! sgn X =s_(-1—)-_§:( {(m(x) = s
O =-n n' s -2 x(.m_-;)
(2m +1),
a~1 a=1 a=1
I.12. Regularizacidn de x r X_ o X

+

Comencemos por considerar la funcién T (a) definida por

la f6rmula

He=
1
»
&)
1
-

T (4) e x  dx, (1,12:1)

cuando Re o >0,
. . o=l a=1
Procediendo de la misma manera que para X y X_ . Se

obtiene la expresidn de I'(e) para Re o <0, Re o >-n - 1,

o # -1, -2, ..., resulta entonces
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S i n k :
v opoET e™ax o+ oz 2L (1,1272)
1 k=e k!  azxk
De la férmula (I,12;2) resulta gque T{a) tiene polos simples
en o = 0’ ‘.l' V2, v 2 I
Res T (o) = -1 , (1,12;3)
O =-n n.
n = 0, l, LI .
a1 a1 a-1 o-1
X, ¢ %_ 4 |x] v %l sgn x tienen|

es natural intentar eliminarlos

polos en o« =0, -1, .., , -n,
dividiendo cada una de estas distribuciones por una funcidén or

dinaria de o , gue tenga polos simples en los mismos puntos.

A continuacifn construiremos las siguientes distribucione§

enteras de «

A z.b [a—f—l)
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0= 1
estas son las funciones regularizadas de xiﬂ L&

o=
|x|  sgn x, respectivamente.

Los valores de estas nuevas distribuciones paramétricas en

los puntos singulares del numerador Y denominador se Obtienen

mediante el cociente de los correspondientes residuos. Asi, pues

‘'para n =20, 1, 2, ..., resulta (de (I,11;1) y (1,12;3))

a1 Res xfl (~1)"6x)
X+ A=~y n! (n)
= = = ¢ (%), (1,12;4)
T(a) Res T (a) (-1} '
| 2==n O=—g n!

Esta es una fSrmula fundamental debida a Marcel Riesz (cf. [6]).

De las formulas (I,11;2) y (1,12;3), (n

=0,1,...) resulta

Res x_ ¢ (x)
X_ =-n ! n m)
= = %—T = (-l) (X). (1112;5)
I'(o) N Res TI'(a) (-1)
A== n ’
!

Esta es otre f6rmulz fundamental (c£.[31]).
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Teniendo presenta las férmulas (I,11;4) v (I,12;3) obtg
nemos (n = 0,1, )
a1 n
a-1 Res \x§ 2 §2)(X) n @w
|x| - g=—2n (2n) ¢} (=) n. § (x)
Fl% Res r{%} 2(-1)° (2n) !
0==2n Qd=-=n L n'
(I,12;6)
Segin (I,11;8) y (I,12;3) es (n=20,1, ... )
- 1%
a -1 Res [x| sgn x
% | sgnx‘ . O=-271-1 -
r[azlJ Res r[a+1]
0=—2n-=1 2
QA= 2n-1
2n41)
-2 ¢ (x) a1 LY
(2n+1)! - (-1 nt ¢ (x)
(-1)" 2 (2n+1) !
n'
(1,12:7)
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A
I.13. Las distribuciones (x +10)

Definiremos dos distribuciones, gque tienen en com@in con

X, X_

’ » la importante propiedad de ser funciones en-
T'ia) T'(aj
teras de o . Estas dos nuevas distribuciones tienen impor-

tantes aplicaciones en la solucidn de problemas de valores i-
niciales para ecuaciones diferenciales en derivadas parciales

con coeficientes constantes. Mas adelante, parégrafo 15, ve-

xg-l )\ - .
y (x*10) estdn intima |
T (a) g

remos que las distribuciones

mente conectadas, via la transformada de Fourier (o Laplace).

Empezaremos por establecer la expresifn

: 01
o (x +1iy)

exp [ (e-1) log (x + iy)] =

exp [ (e-1)[log |x + iy| + i Arg (x + iy)l].

(I,13;1)

- Elegimos

Arg (x + iy) = arg (x + iy)
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a-1
donde -T <arg z <5 . Entonces (x + iy) es una funcidn

analitica uniforme de la variable compleja 2z = x + iy en

el semiplano superior y> 0. De igual modo, (x - iy(;(-1 es
una funcidn analitica uniforme en el semiplano inferior y<o0,
Nos interesa el limite de estas dos funciones cuando nos a-

proximamos al eje real por arriba y por abajo, Es facilmen-

te calculable. En efecto,

a—1
(x + 10)

e

lim {exp [(a-1) log (x + iy)l} =

¥y >0

= lim { exp [ (a-1) {log |x+iy| + i arg (x
y=>0

a=1 i(0=-1)

= lim {|x + iy| e arg (x + iy)}

It

y =0
<% si x>0,
= (1,13;2) F
o-1 io~1)m .
|x| e si x<0.

Similarmente, tenemos




1

n~

o- 7
(x-10) lim- {exp [(x-1) log (x-iy)1} = ‘

v=>0

lim  { exp [(a-1) {log |x-iy| + i arg (x-iy)}1}=

y—>0

a—1 i(g~1) arg (>—iy)
= lim {]x—iy‘ e }

y=>n

a~1
X si x>0,

O~1 —i( =1) (Ir1373)
|x| e si x<0.

Estas funciones estén definidas para todos los valores comple-

jos de «.

El problema es encontrar distribuciones correspondientes a l

estas funciones ordinarias.

o1
Denenotaremos estas distribuciones también por (x £i0) . i

Es obvio que (I,13;2) vy (I,13;3) pueden escribirse en f

- . - i . a1 -1
términos de las furiciones X, y X_ ;

- o a1 H(o=1)T ooy
(x+10)

W

x, + e x_ (I,13:4) |
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0i--1 —ilo-1)T g

(x-10) = =x, =+ e Xx_ . (I,13;53)

Las férmulas (I,13;4) y (I,13;5) son v8lidas para =
Re a >0,
Por prolongacibn anglitica podemos asociar a las funciones

=1
ordinarias (x+ 1i0) definidas por (I,13;2) y (I,13;3), las L

distribuciones gue aparecen en los lados derechos de (I,13;4)

y (I,13;5), para cada o # 0, -1, =2, .., =D, .,.

a=-1
Entonces, las distribuciones (x * i0) estdn definidas

para cada o distinto de un entero positivo por las férmulas

(I,13;4) y (1,13;5).

En los puntos a«a =0, -1, ... , las distribuciones
o1 O= 3 . . . . . . .
| X, v X_ tienen singularidades. Entonces las distribucio-
| ' =1
nes (x* 10) no estén inmediatamente definidas por las £for-

mulas (I,13;4) vy (I,13;5).

Procederemos a encontrar los valores de estas distribucio”

nes en esos puntos.
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Para ello usaremos las fdrmulas (cf. f6rmulas (I,8:;9) vy

(I,10;7))
n-—1
(n—-1)
—1 - < o =1
e I (1,13;6)
at+n-1 (n-1)!
1 (n-1) aet
xgl = ¢ (X) 4 pf X_ . (1,13;7)
o+n-~-1 (n=1):
Usaremos también las identidades
i(a—-1)7 i(a-14n=-n)T —inT (ot n-1)7
e = e = e e , (1,13;8)
—-i(a=-1)7 —~ifg= 14nn)7 T —i (04 n=1)7
11
o, también,
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P(0=-1)7

@

= (~1) | 1+ difetn-1)n+ ...}, (I,13;10)
e = (=1) {1 - difotn-)N+ ...} . (I,13;13)
Reemplazando (I,13;6) y (I,13;10) en (I,13;4), obtenemos

1
{ n=—1)

1 (-1) ")

(x+10) = + Pf ﬁ:A +
a+n~1 (n-1) ¢
1 &) o |
+ < % (=1) [ 1 + i(a+n~-1)% + ... ] ¢
a+n-1 (n-1) ¢ —
+ PE x>0 [(-1] 4+ ife+n-D)E 4 ...] g

0, eguivalentemente,

Nl
O~ 1 n-1) o
(x+i0) = 1 (-1) &) + Pf x+1 +

«+n=-1 (n-1)!
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(n-1) . n (n~1)
+ (=1 1 (X) o o4 LD & (%) veo +
a+n-1 (n-1)! (n-1)!
n a=1

donde con los puntos suspensivos indicamos términos que tienden

a cero cuando ¢ = -n+l., Equivalentemente,
N (n=1) n.1 n )
(x+10) = 1 & (x) GO (-1>} *
a+n-1 (n-1)!

Ca : } SRPTRLE

+ BE x, o+ (-1 PE T 4+ (-1) L ) 4L
' (n-1)!

(I,13;13)

P— . \" .
donde otra vez los puntos suspensivos indican términos que tien-

den a cero cuando & tiende a (-n+l).

Pasemos ahora al limite cuando o tiende a (-n+l), obtene

mos




_56_
[ n
(x+10) = (x+10) =
U=t 4]
= lim  Pf x37 4 (-1)"  lim pf X7
o-r—=n<+l
Q-+~ 1
n~—1 @ ~-1)
(-1 in (-1 ) (1,13;14f
(n-1) ¢
El lecho esencial es que, en vista de

{n-1) n.y n
L2 {0 +e1d ) = o
o+n-1 (n-1)!
. a1 =1 ~
las singularidades de X, Y X_ para a =0, 1, ,,,, se€ -
Y

anulan; como consecuencia de ello, las distribuciones (x+i0) i
est8 definida para o -1 =0, -1,..., & , en otros términos:

=1 b 3
la distribucidn (x+i0) es una distribucién de ¢« para caég%_
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a finito.

Esto es, una distribucidén entera de a ,

-1
Procediendo de manera completamente similar con (x-i0)

y teniendo en cuenta las siguientes férmulas (ya probadas por

nosotros),

-1 A -0
Pf X+ = X+ r
O=-n 41
Y
a1 A -n
Pf x_ = X_ i
Q=—n 41

obtenemos finalmente,

n

(x+i0) " "+ (-1)

(x+i0)"

H
X
+

x—

(I1,13;15)
(I,l3716)
)
(n-1)!
(I,13;17)

Ne1
(-1) &7 (x) i,

(1,13;18)
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Simplificaremos estas fdrmulas.

Si n espar (n=2m, m=20,1, ... ), tenemos
-2m
-n n -n _ -%m -2m __':_ 4_
x, *+ (1) x_ = x "+ x_ = [|x] =
A -2 -—2m
= Pf x i é X
Cuando n es impar (n = 2m+l, m = 0,1, ... ),
-n n -q —2m —} -2m=1
x, + (-1y x_ = x_ - X_ =
A -2m=—1
S |x|” sgn x| = Pf x
| ==2m-1
A -2m -1
= X .
Finélmente, obtenemos de (I,13;17), (I,13:;18),

(1,13;20),

(I,13;19)

tenemos

(1,13;20)

(1,13;19)
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n-=1

(x+10)"" Pf X

(n-1)!

nelj

(x-10)"" PE x4

(n-1)!

= - iﬂ (-1) ;(‘n-l)

-n il (-1) (n=1)

(%), (I,13;21)

(%), (1,13;22)

Estas fOrmulas son especialmente importantes ya gque estable

cen la conexién entre distribuciones y valores limites de funcio

nes analiticas,

Comentaremos ahora las fOrmulas fundamentales (I,13:21) y

(I,13;22). Recordemos gque ya hemos probado

-n i -]

d =
E)—;X = nx - .

(I,13:23)

Si diferenciamos las fé6rmulas (I,13;21) y (I,13;22) obtene

mos, teniendo en cuenta (I,13;23),

nei

dx (x+10)7" cnox - AR D)
' (n-1)}

b

6 (%)
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nl iq(-1)

= <n {x L e TS = ' -
nt
N : -1 -1 '
= -n (x+i0) . (I,13;24) |-

De. modo similar obtenemos, diferenciando (I,13;22),

9 (x-i0)"" = -n (x-1i0) ) (I,13;25)

Escribamos otra vez las relaciones

-1 iCa-1)mw

o= -1 .
(x+10) = X, "+ e xi , (1,13;26)
o1 a1 —i (0=1)T _ -
(x-10) = x, +e xf l, (1,13;27)




Por otra parte tenemos gue

a o= =2 . -

= X+ = (c-1) x -, . (I,13;28)
5 a Qe (s Rad

'd—; X_ = =(a=~1) X_ ’ (1713;29)

Diferenciemos (I,13;26) con respecto a x. Obtenemos, te

niendo en cuenta (I,13;28) y (I,13;29), }W
i
ik
i‘i'_é

a -1 X - Q=D . Qe a\'
d - =7 8 3y e g -
ax (x+i0) 3% F+ tToe ax *- = ;ﬁ
.- ‘]
i
|
_ ia=2 ]
= @1 K7+ @ e 7= |
a-2 i(a=2) -2
= (a—l)(x+ + e . ) = :
;lf
Q=2 ;. .

=  (x-1) (x+i0) . (1;13330)
! ;
i
)
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K I (x-10) = (a-l)(x7103; Vi (I,13;3n3

De (I,13;24), (I,13;25), (1,13;30).y:(I,13131) concluimos |

que la relacidén |
g ol 5 AP DL B

_ buciones y (x+i0) 2 ‘es la fqncién localmente sumable defihi:"'

da por la ecuacién

Similarmente, KOt S N B

Q-1 . a=2

a—1 o =2

o (xd0) ¢ 217 {a 1) (kR b) ot R e eRerie(r g |

es vélidaﬂpagéﬁtddoﬂg:;} ¢5“5

Sacaremos consecuencias de la ecuacién (I,13;32). Como la
diferenciagifn decrece el exponente en una unidad, la ecuacidn

(1,13332)-" puedé‘géf:ﬁséda:éoﬁémﬁ%axéefinicién para las funciQ'i*
a-1 a~1 |
nes generalizadas ({x+i0) , (x-i0) para o # 0, -1, =2,,p '}

2 A F
- ?
Por ejemplo,_ixfioy-as puede ser defipida como ~2 é% (x+i0)

0 |

donde é% es una diferenciacién en el sentido de las distri*
1
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] Q=1 (o= @-1
(x+10) = X + e X , . (I,13;33)

para a

I
i
()

La ecuacién (I,13;32) tiene otra importante corsecuencia,

En efecto, para o # 0, -1, ... ,

-1 o =1
lim  (x+1y) (x+10) (I,13334)
¥ N0

en el sentido de las distribuciones,

En realidad (I,13;34) es cierta para o suficientemente
grande y, como ya hemos probado, la derivada de una sucesidn
convergente es otra vez una sucesidn convergente,

Para o no positivd, (x =+ iO{-n puede también ser defini

da por diferenciacién. Para ello introduzcamos la funcidn lo-

calmente sumable log (x+i0) definida por

e~

log (x+1i0) lim log (x+iy) =

vio

= lim { log !x+iy |+ 1 arg (x+iy)} =
vle
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= log |x, + il H{(-x). (I,13;35)]

Esta funcidén juega un importante papel en Fisico-Matemitica:

Por diferenciaciébn de (I,13;35), obtenemos

a . _ i . ﬁ,
o log (x+i0) = PEf = - iTs. (I,13;36)

Esta es una fdrmula famosa debida a Dirac que parecil misterioy

sa durante un largo tiempo.

Escribamos otra vez la f6rmula . (I,13;21)

n—1
(x+10)" = pf x " - LB(L) &0y, (1,13;37)
(n-1)!

2, 2% kb i AL N i
d s s

e

Si ponemos en esta férmula n 1, resulta

(x+10)” i (x). (1,13;38)°

i
o
+h

Ll L

1
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Luege de (I,13;36) y (I,13;38), obtenemos

log (x+i0) = (x-#vi(])"l

lir-

xX+i0

&lo

Similarmente, tenemos

lit>

lim log (x-iy) =
- .‘};. 0. .

log (x-10)

1

lim {ioé [x-iy| + i arg (X-iY)}

A by
yi e

i

Yog [# | - 1 mH(-x).

De ac8, por diferenciacidn,

d . _ 1 R
% log (x-i0) = Pf-§ + 10,

De la f6rmula (I,133;22), para n = 1, obtenemos

(I,13;39)

(I,13;40)

(I,13;41)
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(X'iO)-l = Pf % +iné. ‘ (I,13:4a§'

De (I,13;41) vy (I,13;42), resulta

(0 = (weigy™! B ' :
ax log (x-i0) = (x-1i0) = — B (I,13;43)

Luego, las funciones generalizadas (x iiO)'] pueden ser bien

definidas por las ecuaciones (I,13;39) y (I;13;43) y (x i:‘LO)-n

puede ser definida, para o =1,2, .,. , usando la f8rmula

general de diferenciacién (I,13;32),

Ahora, los lfmites (I,13;35) y (I,13;40) son tomados en el |

sentido de las funciones generalizadas.

Esto implica que

Q-1 a=-1
lim (x £iy) = (x £10) (I,13;36)
vito 3

converge, en el sentido de las distribuciones, para todo o .




-7~

1,14, Las distribuciones (x:3i0)” ,

Consideremos ahora las distribuciones (x + i0)™} desde

.otro punto de vista., Comencemos por recordar las clisicas fér

mulas de Plemelj, a saber,

[-<] @

i L o(t) _ $(x) 1 o (t)
l‘?: S ez 5 o tamw [ oeexdt
z = x+iy ,y>0. (I,13:37)
17 &) o(x) . 1T ()
lim == 5 &g - - + gL ¢
e M I, -z 2z Tz I op-x 9t
z = x+iy, y<0, (I,13;38)

Estas férmulas son vdlidas bajo adecuadas hipbtesis, por ejem-

plo, ¢(t)E€ L, (~=,=), ¢(t)EC’,

]

En particular, cuando x 0, las fb6rmulas de Plemelj son

1 =t _oe(0) 1 % elt) g
Um =5 [ oggy &= otgp F oo 9

¥ 0 —o

v >0, (I,13:39)
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, 1 [ e) o o0, 1 £ ey
n gy oy étc -2 taw £

-0

- y<0. . (I,13;40)

(Acd con f indicamos el valor principal de la integral),

La segunda férmula ((I,13;40)) puede ser escrita, eguiva ’L
lentemente,
. 1 7 et _ L ¢(0) 1 . e(t)
Lim o= [ 5y 9t = -t £ ¢ 9
yio0 - ~®
y 20, (I,13;41)

En términos de distribuciones, esta f&rmula puede escribirse,

1im < _1

i t+ive !
vdo 201 tHiy 7,

$(£)> = < -

o, multiplicando ambos miembros por 2Ii,
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%t?" < f*iy i elt)>= - <en i ¥ PE %, e (ty> . (I,13;43)

AN

Esta férmula es, precisamente, la f6rmula (1;1332;) éara n = 1.

Similarmente, la f6rmula (I,13;39) puede ser escrita de

manera equivalente, o
1 1 - & 1 1 ' s .

yto

0, multiplicando ambos miembros por 21 i,

lim < -2, o(t)>=<-T1ié+ Pf
N ’ly i

T . o{t) >, (I,13:453)
yto

ot

il

Esté’és,;precisamEnte, la f6rmula (I,13:22) para n = 1.

-l
Vemos entonces que las distribuciones (x% 1i0) son nada
‘méé gue las férmulas de Plemelj trasladadas al lenguaje de las

distribuciones. Ello explica que sean tan importantes,

[0 3nd |
X
I.5, . La transfqrmada de Fourier de ;%;T.
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=1 ‘
X
Primero calcularemos la integral de Laplace de —i?('-a—)- luego,
por pasaje al limite, su transformada de Fourier, Consideremos
G-
Xy
T (&) para Re a>»0,. Luego
xu-l ( ur -
& -x(c +iy) X
L1_* _ = + =
I'a) ({ © ey 9%
=1
o -ix{y=i 0) X
= af e (o) dx,
qpe converge para c>0.
El resultado, conocido, es 3
i o~
© -x (CTiy) X
I e Ty 8 = —— = o
o ‘ (o+iy) (i(y-i09))
= 1 =
Lo .
el 2 (Y"i CF)Q
o =ix(¥vid) G~=1
= f e s
0 a
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Ambos miembros de (I,15;1) son funcioneé analitfgésfde o Yy
obtenemos, pasando al limite para ¢ -+ 0, la transfqrmada de
a-1
Xy
Fourier de (o)
a=1 0-1 i a-1 .
F x+ = x+ . = f x+ e--lxy dx =
r(e) r(a) - T{(a)
_,;a _
= e (y-10) (1,15;2)
Poniepdo a =0 en (I,15;2), obtenemos
[6] = 1, (1,15;3)
poniendo o = -1 resulta,
o] i
6 = e y = iy ' (1,15;:4)

finalmente, poniendo o = =-n, tenemos
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1

o
<

u
-
<

(1,15¢5)

= . - i
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Capitulo II

Las distribuciohes de Marcel Riesz

~n

IT.1. La distribucidn el

Sea X = (xl, X reees %1) un punto del espacio eucli
deo n-dimensional R' . Pongamos, por definicién,
1
2
r é (x: + ... + xj) . (11,1;1)
I
La distribucitn r estd definida por la férmula
Q—-n . A Q=-—n -
<r , P(R)> = I r ¢ (x) dx, (11,1;2)
RrR" ’

donde ¢(x) es una funcidn de prueba, dx = dx dx,... dx ¥

@ es un pardmetro complejo.

La férmula (II,1;2) puede escribirse, equivalentemente, ape-

lando al cambio de coordenadas,

X
<r- '¢(X)>

f ra—n ¢(x) dr ds, =

Rl‘l
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= 5 " dr o o¢(x) as, =
0 Sr

= }or—" drlsl-l—f ¢ (x) ds_,
0 ) ¥ IS,JS f

donde 4 S, designa el elemento de &rea de la esfera de radio

ry IS,] el volumen de la esfera de radio r.

Escribimos (cf. [3 ], pp. 71-74)

L J ¢({x) 4 s,

Is,| &

1 4

e

F(x),

Con esta notacién (II,1;3) resulta

<r v 0(%)>

it
O
La]
wn
+
2]
Q
H
]

(I1,1;3)

(II!1;4)
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@

a-1
= 1 {aq F(r)} dr, (11,1:5)
0

donde @, es el &rea de la esfera unitaria n~-dimensional:

4
2
9, = 2I- . (11,1;6)
I"._.
2
Poniendo
% F(r) £ o(x), (I1,1;7)

tenemos en definitiva,

<r , o(x)> = <x , e(x)> . (11,1;8)

En consecuencia, hemos reducido la distribucidn n-dimensio

o=n o= 1

nal r a la distribucién unidimensional X, .
BIRLIOCTECA
“JULT ~ ¥ PASTOR*

D TP ATICA
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La distribucién que aparece en el segundo miembro de (II,

1;8) tiene (cf. (I,8;9)) polos simples en

@ = 0, =1, =2, .u.., (I1,1;9)

y los correspondientes residuos (cf. (I,11;2))

. m
Res X = . (rI,1:;10)

Entonces, de (II,1;7), (I11,1;8) y (II,1;10), resulta

) )
Res <r ", ¢(x)>= 2 10 Q, F_(0) (I1,1;11)
m! m!

O= =m

Por otra parte, escribamos

lie>
=

o (x)
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1 ne1li
= Qp —— ] ¢(re ) x da =
ls | @
r
n-—l
= o,-= foel(rew ) da , (II,1;12)
Is, |«

dohde d o es el elemento de superficie de la esfera unidad.

Pongamos todavia

>

) S¢(r)

n

S ¢ (rw ) da . . (I1,1;13)

o]

S¢(r) es el valor medio de ¢(x) en la esfera de radio r.

S¢(r) (definida para r=90 ) tiene soporte acotado y es infi
nitamente diferenciable.

Desarrollando ¢ (x) en serie de Taylor, obtenemos

2
s(x) = ¢(0) + 2000 0 B 2000ty s
3 Xy 2! .axv axu
3
1 o ¢(0) . ;
+ ?- x\) x}J X>\ + s e . (1111114)
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Observemos que insertando (II,1;14) en (II,1;13) todas las

potencias de orden impar desaparecen y resulta

1 3 ¢(0)
Qn S¢(r) =- g{ ¢(0)d9+7'§;-;ax fvaXu daae + ...
H
(I1,1;15)
0, equivalentemente,
S¢(r) = $(0) + a, r’+ a, r'+ ... +a, 4+ 0™,
(I1,1;16)

donde O(rzn) es un infinitésimo de orden superior. La £&6rmula

(IT,1;16) muestra que S¢(r) es una funcién par de la variable

r.
Finalmente de (II,1;11) y (II,1;16) resulta
' k)

Res <Irx, ¢ (X)> = fin < 8§ (x), S¢(x)> =
A =—=n-2k (2k) !
k=0,1,..,.

S(zék)-(O)
= pm _ (II,1;17)

(2k) }
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Haciendo k = 0 en (II,1;17) obtenemos

Res <7, 4(x)>= g_<6&(x), 8, (x) >

A:-vn

< ¢ (x) , S¢(xﬁ>= S¢(O)

= ) (0) =

= § (x). (I1,1;18)

Tenemos finalmente que rA tiene un polo simple cuyo resi-

duo es

Res 1" = Q, 8(x) . T (I1,1;19)

Ii.2. La f6rmula de Pizetti.

Consideremos nuevamente la distribucidén definida por la

f6rmula
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<N, e (x> = <x,, 8(x) >, : < {(1I,2;1)
donde
9
s(x) & | T ; oelx) s . (IT,2;2)
g s
4 r

Sabemos (cf. pardgrafo I) gue $ (x) es infinitamente dife-
renciable y que todas sus derivadas impares se anulan en el ori

gen; por lo tanto, por la férmula de Mc. Laurin, tenemos

Cm
o(x) = 6(0) + % o" (0) x° + ... + —%

(2m) !

(II,2;3)

Deseamos transformar esta férmula de modo que aparezca de
manera explfcita, en el segundo miembro, la funcién de prueba

¢(x) € D (R"). Para ello procederemos como sigue.

Por derivacifn directa se comprueba, para Re A>0 (y luego,

por prolongacién analfitica),  que

A { r**’} = (x4 2)(x+n) r* (11,2;4)

o) (0)x2m+ 0(x2).
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donde

e

. I11,2;5
; 3 x? (1L, )

Iterando esta férmula obtenemos:

m A+2m}
A a r
r 4

(A4+2) (A4+2.2)+...+(A+2m) (A +n) (A+n+2) ... (A+n+2m-2)

(I1,2;6)

O sea, poniendo A = gqa -n,

m og—n+2m
G-n A {I‘
r =

’

(0-n+2) (a=n+2.2) +. ..+ (a-n+2m) o (a+2) . . . ( o+2m-2)

es decir,

my Qen+ 2M
£y

(@+2.0) (¢+2,1) ... (a+2(m-1)) (@-n+2.1) (a~n+2.2) ... (a—n+2m;

(II,2;7)
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G=n
Para calcular el residuo de r para a

bastard calcular el residuo del segundo miembro

COmo el denominador no se anula para ¢ =

= 01_21_41-0.

.
!

cular el residuo del numerador. BAhora bien
4

de rrueba

¢ (x) €D

se verifica

a=A42m

a~-=n+2m
<A“‘{r },¢(x)> =<r

4

-2m, bastari cal-

pPara toda funcién

& {¢(x)}>.

Debemos calcular pues, el residup del primer
lo tanto del segundo)

calcular el residuo de

—2m—n+2m m

<r ,

Pero este residuo ya lo hemos calculadg (f6rmula

para o= -2m; en otras palabras,

(I1,2;8)

miembro (y por

debemos

(I1,2;9)

(IT,1;11))

Q=n
Res

o= 0

f<x

¥
i

——

2]
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= Q,!Am {q;(o)} = < A" §, Q, ¢(x)> . (1I,2;10)

En vista de la f6rmula (II,2;7), tenemos

Res < r , 0 (x) >

A=w2m

2, 4" {¢(o)}
(=2m+2.0) (-2m+2.1).,.(-2m+2 (m~1) ) (-2m~n+2.1) ,..(~2m-n+2m)

f A” {¢<0)}
(2m-2.0)(2m-2.1)...(2m-2(m—1))(2m+n—2)...(2m+n—2m)

Qn A’“{¢(0)} |
(2,4,..2m)[n(n+2) (n+4) ... (n+2(m-1))]

_ o) _

2™ m! n&n+2)(n+4)... (n+2 (m-1))
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_ <a"8, an $(x)> ) (IT,2:11)
. 14
2" m' (n+2.0) (n+2.1)...(n+2m-1)
Tenemos pues, en definitiva,
m ’ ) el
- )
Res <r®7', ¢(x)>= b0 0(x)> (II,2;12)
t=—2m m m—1
2 m! 7 (n+2v)
V=0
O sea, gue vale la siguiente £6rmula
- : Q j
Res % " = m','_l A"s . (11,2;13)
O=-2m 2™ m! 1 (n+2v)

V=0

il
o

Para m es a =0, vy por lo tanto, se tiene

Res r = Q, 8(x) , (I1,2;14)
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resultado ya obtenido (cf.

f6rmula (II1,1:;19)).

De las f6rmulas (II,1;11)y (II,2;13) obtenemos en defi
nitiva
- Q (2m)
Res <r% " , o(x)> = (2n?)' F (0) =
O =e2m 4
— Siad ¢(0)
m m= 1 . ’
2 m! 1 (n+2v)
V=10
O sea,
F0) = Jemd 2" 6(0) . (11,2;15)
Z ml N (n+2v)
v =0

El inter8s de esta f6rmula es 'que hemos calculado explicita

mente las derivadas de

"la dependencia de F(r)

Recordemos ahora la férmula ya vista, a saber, si ¢(x)€D(Rn)

}7

F(r), de manera que resulta claramente

y sus derivadas con respecto a ¢ .
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F(r) = —— f ¢(x) ds, (11,2:16)
S | s
r 4
se tiene
F(r) = ¢(0) +axr’ +ar'+...+a r™+ 0™ . (II,2;17)

Substituyendo en esta f6rmula los coeficientes a_ por sus

expresiones (II,2:;15), obtenemos
k v
F(r) = = & o) r s 0(c™), (11,2;18)
vEo 2V e I (n+2s) 1
§ =0

que concuerda con la f6rmula de Pizetti. El caso parficular

n = 3 estd consignado en [2] , p. 288, f6rmula (33).

Vamos a volver a escribir la f6érmula (II,2;18) desarrollan

do el producto que figura en el denominador:

k V
F(r) = = b~ ¢(0) ¥+ 0(r™ ), (11,2;19)
v=o 2¥ v! n(n+2)..,(n+2(v-1)
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donde, para Vv = 0, el denominador debe entenderse como 1.

Para n = 3, obtenemos

k N
Fiylr) = = - 8 ¢(0) V4 0,
v=¢ 2 v! 3(3+2)...(342(v-1))
o sea, .
1 2
Fo(r) = ¢(0) + 28002 A 00) .+, 0 o
210 3 2 2% 3(3+2)
1 2
= (0) + L0 2, L 0) e
3! 51
es decir,
Y

; A" (0) 2v
v=0o (2v+1)!

fl
R

F,(x) + 0(™) (I1,2;20)

gue es una clésica f6rmula debida a Pizetti (cf. [2], loc. cit).

Volvamos ahora a la f6rmula
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Q- n a=1

(11,2;21)

<r r P(X)> =<y ¢+ 9, Fly)> .
Calculemos el segqundo miembro, tenemos
© a1 1 k1 (\)) v _
6 Sy Epdy = 4 s |Py- 3 IO y - dy +
0 0 v=0 vl
® a k2 ® 1 vham
+o, f yT'F(y)dy + 2 £ S F (0) ) y dy.  (II,2:22)
1 V=0 * 0
O sea,
a-1 [ k=1 yV )] G~1
<r v 9(x)> = f |Fly) - =2 - F (0) | y dy +
[} v=o V-
(V)
© O~y k-1
+ 9, J F(y) y dy + o, 2 F_(0)
0 v=o0 v.(v+a)
(I1,2;23)
Como sabemos que las derivadas impares de F(y) se anulan,

escribiremos
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<™, s(x)> = @

o .

n

k1 _(2v 2V -
[F(Y)- z F10) Y :l ya dy +

v=0 (2v)!

- (2
z F_(0) ’ (I1,2;24)

o (2v)1{(a+2V)

K a-1 k
+ q f Fly) vy dy + Q,
1

\Y

o sea, teniendo en cuenta la f6rmula (II,2;15),

O~n 1 k=1 72 v A\) (0 _
<rU oy x> =g J|F(y)- T ——3 2L0) v ay
0 v=o 2" vin(n+2)...(n+2(v-1))
kK -1 v
oz 2 ¢l0) 1 (II,2;25)

v=0  2Vvin(n+2)...(n+2(v-1)) a+2v

Esta f6rmula coincide esencialmente con las férmulas (II,3;5)

Y (I1,3;6), de [8], pp. 44 y 45.

II1.3. La distribucién eliptica de Marcel Riesz.

La distribucién Ra(x), gue llamaremos distribucidén elip

tica de Marcel Riesz, estd definida por

+
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\ O—n
R (x) = —— ,
ﬁ](a)

3

donde r = (xfT . + xi) ’
n Q

it 2 73]

Hn(&) = I;

donde o es un paré@metro complejo.

(11,3;1)

(I1,3;2)

(11,3;3)

Demostraremos a continuacidn las siguientes propiedades de

R (x):
o

Teorema 1

R (x) es una funcidn meromorfa con polos simples en los puntos
o

G=n+2hrh=0,1,-.. .

Demostracidn

Teniendo en cuenta la f6rmula (II,2;13),

ples en a = =2m, m = 0,1, ... :

tiene polos sim




Res Y =

Q=e2m - 2m
donde
n
2
21
S-2n = —n- . (I1,3;5)
3]

\
También sabemos, segfin f6rmula (I,12;3), que T {%J tiene polos

simples ep o = -2m, m = 0,1,... ¥y

Res F[—] = — . (II,3;6)

Q=-2m

También apelando a (I,12;3) observemos que TI(a) tiene polos

simples en «=0, -1, -2, ... , por lo tanto,I‘(n;a] tiene

polos simples en los puntos o tales que E%E = -h, h=20, ...

© sea, cuando @« = n+2h, h =0,1, .... . De modo gque Iﬁ{nga] es

holomorfa cuando g = -2m, m=20,1, ... .

Por la observacién anterior y las férmulas (II,3;4) ¥

EHEBLJCSTTE(:I\
- MULIO BOY pASTOR"
Dto. DL ATEMATICA
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o
(IT,3;6) deducimos gue Ra(x) es una regularizacién de r "
-

En efecto, los polos de r " son los mismos que los de la

a=n
funcién T[%} , de modo que EI—T es una distrihucidén -en

ri& : - -

2

tera para todo a €C .

Entonces los finicos puntos singulares de R, (x) son los

de r{n;a]

Luego, Ra(x) es una funcidén meromorfa con polos simples

en los puntos o = n+2h, h =0,1, ...

Teorema 2

Sea m=0,1,2, ... . Vale la siguiente f&rmula

R_, (x) = (=1)" A" & . ' (11,3;7)

Demostracidn

Teniendo presente las férmulas (II,3;4) y (II,3;6), obte

nemos
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. a=m
A r[n-a] Res r
Ra(x) = 2 + = _OoT72m a.
o -2 Res r[—]
Ad==2m 2 I Q0= -~ 2m o==2m 2
m m n
_ (-1) 2 T [5 + nj Q .
- m— 1 n A (51
I (n+2k) 2 1°
k=0
1z
donde g = 2 .
n F E
&
0 sea, equivalentemente,
(~1) Vil r[% +mJ o
R, (x) = p— N A 6.
- n (n+2k)T (-]
¢ ==2m k =0 2

8i substituimos en la f6rmula (II,3;9)f (

equivalente

n
2

(c£..12%%], p.3, £6rmula 21)

(IT1,3:8)

(111379)

+m] por su expresidn
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m ]

T (n42K) T [%]

k=0

. : (II,3;10)
" 4

(Esta iltima fSrmula sale por interacidén de la conocida propie

dad r{g+1l) = B Tr(8)), resulta finalmente

Teorema 3.

La siguiente f6rmula es valida,

h+1 A 4
(-1) X . 2
Thh e g n+2h] : (r1,3;11) |2

Res Ra(x) =
a=n+42h

Demostracibn

Es inmediata teniendo en cuenta la f6rmula (I,12;3), En

efecto,
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Res R (x)
o =n-2h a C=n +2h 2 H—% l"[

i
)
(]
0]
|
—
N
N—
Q

h+41
.-y x ]
2n+2h—'l n-i h'.r [n+22h1
\

IT1.4. La transformada de Fourier de Ra(x),

Teorema 1

-~

[Ra(x)] = y-a ’ (11,4:1)

cuando o # n+2h, h = 0,1, ...

Demostracién

La siguiente f6rmula es v&dlida (cf. [3] , p. 363, férmula 4)

a an
Gen . 2 n’ I‘[%] -a
Y = |y| (II,4;2)
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n, La f6rmula (II,4;2) sigue siendo Vv&-

[o £02 ]

lida en la regifn en gque

cuando 0 <Re a<
existe, es decir, para todo

o« #2m, m = 0,1,2, ...

De las f6rmulas definitorjas de Ra(x) ((11,3;1) y (II1,3;3)) vy

de (II,4;2), resulta

~

[ro0] = ™,

férmula védlida para todo o salvo en los puntos singulares de

r[n;al ; es decir, salvo cuando o = n+2h, h = 0,1,

Teorema 2

Sea f({x) € sz(R"), m=20,1, ’ (e§ decir continua has

ta el orden 2m en R"). Vale entonces la férmula

(11,4;3)

m

R__* f(x) = (-1)7 2" f(x).

Demostracidén

B

A

Dl

i
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Recordando la f6rmula (II,3;7), sale inmediatamente que,

R, * £(x) = (-1) "6 * £(x) = (-1)" & £(x) »

El Teorema 2 muestra que es posible reducir 1la convolu-

cidn R-2m* f , que es una operacibén de integracidén, por me

dio del laplaciano iterado de £f(x), a una operacién de deri-
vacibén. Esta propiedad coincide con otro resultado debido a

Marcel Riesz (cf. [6] ) -

Teorema 3

Sean o, B y a+ B nfimeros complejos diferentes de n+2h,

h=20,1, ..., entonces la siguiente f&rmula es vé&lida
* = ,'4
R, Rg (x) Ra+8(x) . (I1,4;4)
Demostracién.

Teniendo presente las f6rmulas (VII,8;8) p. 271 de [8] V¥
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(II,4;1), tenemos

[Ra* Ré(x)]k [RQ]A [RB]“S IYI—a'

Y (1114;5)

vdlida si o , B y a+ B son complejos diferentes de n+2h,

La f6rmula (I1,4;4) corresponde a otra f6rmula importante

demostrada por M. Riesz (cf. [6] , f&6rmula (11), p. 20) con

las hipbtesis o >0, B>0 y o+ B <n.

II.5. Las propiedades fundamentales de

Ra (x) .

Teorema 1

La siguiente f6rmula es valida:

g il s
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cuando o es un complejo diferente de . n+2h, h = 0,1, ... y

n 2
RS N
i=20 aX?
1
Demostracidn
Sabemos que (cf. (II,2;4))
o+2-n Q~n
AT = (o+2-n)(a) r , (I1,5;2)
on
es vdlida o # -2k, k =0,1, ... (puntos donde «r tiene po
los simples).
Entonces
R ro¢+2--n A ra+2—n}
BRoyy () 2 8 \E——— = =l
H (ot+2) H (a+2) i
'O.-n
- {o+2-n) a r , (1I,5;3)
H, (a+2)
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donde H (o) estéd dada por
Ru+2(x)

(I1,3;3).

Recordemos gque
carece de puntos singulares cuando

La tesis sale inmediatamente de
(11,3;10), en efecto.

a = =2k.
(11,3;3),.(11,5;3) ¥
(a2 o 2
A R, (x) = af_‘z 'nl"‘ L r[n'g' ] , (I1I,5;4)
2 nZ T [ﬁ}
2
v .
n-og=-2 n-o _ _ n-a 1
T[——.z ] = T[z 1} - 21"[2} (o-n+2) '
luego, si o # n+2h, h =0,1, , es z
[0 s ]
27 1 r[%‘]

Teorema 2

sl b

i

Vale la siguiente f6rmula:
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! k
8¥ Ry(x) = (=1) R __; (%), (II,5;5)

cuando a es un complejo diferente de n+2h, h =0,1, ... ¥y

k=20,1, ... .

El caso particular k =1 corresponde al Teorema 1.

Demostracidn.

Probaremos este teorema por el método de induccibn.

Supongamos primero k = 1, entonces nuestra tesis (II,5;5)

es, para o ¥ n+2h, h = 0,1,

[ I} [

bRy (X) = - R _,(x) , (11,5:6)

f6rmula cierta por (II,5:;1).

Sea ahora k = s-1, tenemos

s—~1

(-1) R (x) , (11,5;7)

-1
A RB (x) f=2(s=1)
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con 8 # n+2h, h = 0,1,

De (II,5;6) y (1I,5;7) deducimos que

N R_(x)

i
>
>
v
@

»

[}
[

(-R,_,(x)

= = A R (x) , (I1,5;8)

donde ¢« # n+2h, h = 0,1,

Finalmente, de (11,5;7) v (I1,5;8), resulta

1
-
—

it s bt

gl

A e s s

i
i
>
w
Q
1 -
N
——~
»
~
it
1
o~
|
=
S
©n

Ra— 2-2(s=1) (x) =

K Ry (x)

La férmula (II,5;5) es la férmula (22), p. 25, de [6]

Teorema 3.

D ————————————




-103-

Sea 2k # n+2h, k y h enteros positivos, entonces

k k
A (-1) R2k(x) = § , (I1,5;9)
Demostracidn.

2k en (II,3:5), resulta, teniendo presente

n

Poniendo a

(11,3;7) con m = 0,

(-1f s,

~|!

& R, (x)

0 equivalentemente,
£ (-1) R, (x) = & =

La tesis (II,5;9) del Teorema 3 expresa que (-1} R,, (x) es

una solucidn elemental de la ecuacibén de Laplace iterada k ve

ces: - Afu(x) = § .




Observemos también que si n es impar la f6rmula (II,5;9) es

vdlida para todo k ©puesto que 2k # n+2h.

los simples en los puntos a = n+2h, h =20,1, ... .

un_ entorno del punto a = n+2h, h=20,1, ... :
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Sabemos que (cf. Teorema 1, pardgrafo 3) Ra(x) tiene po-

Consideremos el desarrollo en serie de Laurent de Ra(x)en

A_ o v
R, (x) = ——— + A, + x A (a-n-2h) . (II,5;10)

a-n-2h v=1

Tenemos, por definicifn,

ST

[

kg g -

A_l = Res Ra(x) ' (I1,5;11)
= nt+2h
A, = Pf Ry(x) . (I1,5;12)
O=n+2h %
S

A continuacién demostraremos que el residuo de R,(x), cuando

e=n+2h, h = 0,1, ,., y n par, es una solucién de la ecuacifld
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de Laplace iterada k veces, (k = n+§h> v
Teorema 4.
Sea n par y k = n+§h + h=20,1, ,.. , entonces
k .
AA = 0, (IT,5;13)
donde A_1 es el residuo de Ra(x), cuando o = n+2h, dado

por la f6rmula (II,5;11),

Demostracién.

De acuerdo con la férmula (II,3;11) tenemos

) . h+1 2h
A_, = Res R, (x) = n+2h_l(_l; t - . (II,5;14)
O=n < 2h 2 " h'T [nﬁgh
Entonces
h+1
A = ('12, L (11,5;15)
- b 7 n+2h
2 I ht ¥ [ 5 ]




]
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Sabemos (cf. (II,2;6)) gque

2k k k -1 )
A r = T (A+21i) T - (A+n+2i) r" . (I1,5;16)

—
.

Haciendo k = >+ 0 par y A = -n, en (II,5;16)
k k-1 -n
k 2k . - 3
A r = n (2i-n) T (2i) r = 0 . (IT1,5;17)
i=1 i=0

De (II,5;15) y (II,5;17) «resulta nuestra tesis =

El siquiente feorema muestra que si n es par y k = nigk
X
entonces la parte finita de R,(x) por (-1) , para o = 2k

= n+2h, h =20,1, ...; €s una solucifpn elemental de la ecuacidbn

de'Laplace iterada k veces.

Teorema 5.

h=20,1, ... , entonces

S(-1) A, = ¢ , (11,5;18)

!
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donde A, es la parte finita de Ra(x), cuando a = n+2h,

dada por la férmula (II,5;12),

Demostracidn.,

Segfin la férmula (II,5;10) es

A"l
A, = lim |R (x) - ———
0=+ n+2h G'D"Zh

luego, teniende presente (II,5;9), resulta

8 (-1 2y = lim [:K (-1) Ra(x)] - -

|
h ‘
grn+2h = 2k ‘i‘:'

£ (-1 Ry(x) = &

I1.6, Evaluacidén explicita de la parte finita de R,(x), cuando

2= n+2h, h = Oql, «ev e @ . ‘I

De acuerdo con la f6rmula (II,5;10) A, puede obtenerse
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mediante la férmula

lin 2 [(a-n—Zh) Ra(x)] = 2, (11,6;1)
o+rn++ 2h
Teorema 1.
La parte finita de Ra(x), cuando o« = n+2h, h = 0,1,
estd dada por la siguiente f6rmula
A = Pf Ra(k) = ™ (a + B In r) , (II,6;:2)
0=n+2h ’
donde
] - ( n 1 1 1 n r n 1
# h! 1In 2 : 'lh+7 + 5 h! T h+§ + 1"-\h+7 T' (h+1)
A = ("1) n
- n+2h -1 2
1’2 (h'y [F{h+%}l]
(11,6;3)
y L+1
- B = (1) — . (I1,6;4)
= n+2h =1 h+§'
1 2 h! r{ 2]

LAY ey e D g
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Demostracién .

De acuerdo con (II,6;1) debemos calcular el siguiente 11

mites

A = Pf R, (x) = lim é% [ﬂxrn~2h) Ra(x)] . {IX,6;5)
0= n +2h a*n +2h

Equivalentemente (cf, (II,3;11)

r ' (I1,6;7)

A = 1lim S

a>n+2h L0

‘Teniendo presente la férmula (consecuencia de (II,3;10))

T'(-2) r(z-8+1) Zj

con £ entero positivo, la f6rmula (II,6:7) puede escribirse I




- 1-.( a=h ] n—-q p —n
- A ] r[ . +h+J o
Ay = lim da < o1 g ol (o-n 1 T
G*n+42h I 2 [-ZJ rl 2 ]
(1116;9)
Llamaremos, por comodidad para el célculo,
K(a) & T “;n -h+1J1‘ ,[n;“ +h+l] , (I1,6;10)
o1 N ¢
& r|2l p| e I,6;11
L(a) 2 1[”1.\ 5 +1], (11, )
Yy
4 Klo) 11,6;12)
M(a) - L(a) : ( 14 !

Con estas notaciones, tenemos,

h+1
(-1) .
——_ .~ 1lim M'(a) ¢

+ M(a)
R )

(1= 10 ed

o-=n-+2
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Empezamos por calcular
= & |R)| . K'(2)L{a)=-K(a)L"'(a) i
M'(a) = T [L(a ] = ' (I1,6;14)

o]

De (II,6;10) y (II,6;11), resulta

- F[d;n - h + 1]' r' n-2-0t +h+l]:|, (I1,6;15)
y
o1 a=n
L'(a) = 2 1n 2 P[%] r[ 5 +1] +

+ % [r'[%} r{“;n +1] + F{%] r'{ “;n + 1]] . (IT,6;16)

Poniendo « = n+2h, h = 0,1, .., en (II,6;10), (II,6;11),

(II1,6:15) y (II,6;16), resulta

o

=




]

K{n+2h)

L{n+2h)

1

K' (n+2h)

L' (n+2h)

En consecuencia,

M(n+2h) =

r (n+2h)
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T = 1,
2'n‘+ o 1'.1“ {n+22h] I (h+1),
%.[r'(l)r(l)- r(l)r'('l)] = 0,
2T o [n+2‘2h]r(p+1) +
z [r’ 9+2—‘21’] I‘(h+l)+r[n+22h]r'(h+l)
K(n+2h) _ 1
L(n+2h) 2n+2h—lr[n+2?h] rhe1)
L' (n+2h)
[L(n+2h):l2.

(1116;1
(IIIG;].

(IIIG;]_

]

(1I,6:Y




(II1,6;22)

Tenemos, ademé&s,

d O~-n 2h
& | ST (11,6
a=n+ 2h : 16;23)
' f
-
,";
Qe n Z-h ’i
r = r . |
O=n+42h (I1,6;24) - }

De las f8rmulas (II,6;13), (11,6;23) Yy (I1,6;24), resulta
’ I :

o 8

(-1

)
"

[ M'(n+2h) £ 4 M(ne2p) Pt r]

I+1 . ht+1

_ h ('1) ] L -~
= ——:§— M' (n+Z1) + ( 1)n M(n+2h) 1n r
i H’

(I1,6;25)
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puede escribiréé

En yirtpd de (II,6321) y (II,6;22) la férmula (II,6;25)

a, = r’"(A+Blnr) , (I1,6;26)
donde
h+1
a & LY winean -
7
i
p Y 1n 2 r{h+%] + % [h'. ! [h+r2l] +T[h+%] T (h+1)]
= (=1) =
g n+2h =1 2
nco2 (htf [I‘[h+ g”
‘h+l ht1
B 4 i:l%__ M(n+2h) = . i;i) . (I1,6;28)
¥ -?- n_, -1 n
I o2 h'r[h+7]
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Capitulo III.

La integral de Riemann-Liouville en el caso unidimensional.

Los resultados que aparecen en este capitulo fueron pro

bados por Marcel Riesz (cf. {6] ) mediante los métodos cl&-

sicos del An&lisis.

Todo lo demostrado, de manera muy ingeniosa por M. Riesz,
puede hacerse también usando la teoria de distribuciones. Es
to permite que las demostraciones sean afin mds elegantes y sen

cillas y queden asi perfectamente justificadas todas las mani

pulaciones formales de Marcel Riesz.

Esta versibn "distribucional" de la teoria de la integral ;

de Riemann-Liouville se encuentra en [9].

III.1. La integral de orden o 3+ I Ff. i

Sea f(x) wuna funcidn continua, nula para x <0 y sea ;g

Ya(x) el nficleo singular de Riemann-Liouville, definido por \ﬂ

la f6rmula

O =1

x .
Y (x) + : (II1,1;1) |
T{a) Y

a—1
donde

estd dada por las fdérmulas (I,2;1) y (I,12;4). V
T (a) .




]
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Llamaremos integral de orden o a la convolucibn de

f(x) con el nficleo singular de Riemann-Liouville, es decir,

. N a-1
Pf(x) 2 F(x) * Y (x) = £(x) * I, (IIT,1;2)
T (o)
o sea, ¢
x -1
1% = 5 f(t) 2B g¢ . (I1T,1;3)
0 T{a)

I°f en su expresibén (III,1;3) es la forma m&s conocida

de la integral de Riemann-Liouville.

I°%f existe para Re a >0 y diverge para a = 0, -1,

Nota. Marcel Riesz dice (cf.[6]) gue es a partir de qu,

salvo el factor 1 , Qque Hadamard define la parte finita
T'(a)
para valores negativos fraccionarios de o . La ausencia del

1
r(a)

factor

es el obstdculo para la extensidén de esta nocibn
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al valor cero y a los valores negativos enteros de o .

Se trata ahora de extender con condicicnes de derivabilidad
convenientes la definicidén de esta integral a los valores de «a
para los cuales no converge.
Hadamard llega a esta extensibn para los valores negativos
no enteros de o , suprimiendo en la integral divergente ciertas
partes infinitas de orden fraccionario. Lo gue resta es la parte

finita de la integral.

Suponiendo la existencia de un nGmero suficientemente gran
de de derivadas se puede obtener por prolongacidn analitica el
mismo resultado para valores enteros negativos y el valor cero.

1°f es una funcional dependiente de todos los valores gue
f(t) admita entre 0 y x, mientras que para & =0 y o en
tero negativo tiene un valor de carfcter local. Ac&d estd en ger

men el principio de Huygens..

ITI.2. Casos particulares de 1°%¢.

Poniendo @ =1 y @¢=n en la férmula (III,1;3), obte

nemos, respectivamente,

j‘ f(t) dt , (III:Z;l)
[¢]

H
Fh
N
-
th
]
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Nnel
- n. > (x-t)
I'f = I £ = [ f£(t) ——— dt
0 (n-1)!

ITIT.3. Foérmula de composicidn de la integral de Riemann-Liouville,

(I11,2;2)

Vale la siguiente f6rmula de composicidn:

a+R
?(1ff) = 1 £,

pafa Re o >0 vy Re £> 0.
En efecto, tenemos
1 B~
Fee)y = 1 £v) D gy,
0 r(g)
~de acéd, resulta
a—-1

(x-t)

[15 f(t)]
T(a)

1%1%f) =

QO = x

(111,3;1)

(ITI,3;2)

R b S ] i,

CHHIPHIOMM S et ot e 21 s



< . 8-{ o-1
= -[f fvy 2V 0 gy X8 sy L (111,3:3)
o Lo I8 ) r{ )

Haciendo u = %E% en la férmula (III,3;3), obtenemos
o Q 1 x x a-1 g1
I'(I"f) = ——— [ f(v)dv [ (x-t) (t-v) dat
T'(a)T{R) 0 v
1 x a+R-1 1 =1 g -1
= — [ f£(v)(x-v) dv f (1-u) u du
I'(a)T (B) 0 0

(ITII,3:4)

Recordando que la funcibn Beta es, por definicidn,

1 a1 B—1

B(a, B) & g (1~u) u du = M(—Bl, (I11,3;5)
0 T'(a+B )

cuando Re oa>0 y Re g>0, de (III,3;4), resulta finalmente

X +€,.—1
1%(1ff) = -BLUE) 1 eg) (xmv) v =
F(@)T(g) °©
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1 x a4l -
= — I £(v) (x-v) dv =
T(a+® .0
a+f
= I (£) '

vdlida si Re @ >0 y Re B>0 =

[0
ITII.4. La continuacidn analfitica de I f.

a
I £ es una funcibén analitica de ©, para Rea >0, si

f(x) es continua para x = 0.

Es importante el hecho de que, si f(x) es suficientemen
te diferenciable, para x =0, T £ puedé prolongarse analiti é

camente para otros valores de a ; vy este hecho desempena impor

0 I'(al T(qa) :0

‘tante papel en las aplicaciones de la integral de Riemann-Liou- §
ville a la integracibn de ecuaciones diferenciales. Usando in- %
. £

tegracién por pattes (para Rea >0), tenemos %
3

g

:

&

o * e= ! t? ” %

1 = S oe(e) TR gp = gy BEEL D ;
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X o2
P O Qe .Sl N P
0 T(atl)
o X - & .
= F(0) —X—— 4+ 5 fr(e) ) ogp (III,4;1)
T(ot+l) o . T(o+2)

Esta Qiltima f6rmula es v&dlida para Re @ >-1,

Iterando el proceso, resulta

n—i : o+ k x 04 n—l
1% = >3 f(}‘) (0) ___ﬁ___,. I f(n)(t) (_ﬁl____ dt =
k=0 T( otk+1) 0 T'( &tn)
n~-1 o+ k ot n
= z £%@0) X2 4+ 1 (£9) (II1,4;2)
k=0 P (a+k+1)

vélida para Re o >-n.

El segundo miembro de (III,4;2) (y por lo tanto el primero)
es analitico para Re ¢ >-n. Si admitimos pues que f(x)

€ Cm(O,w), llegamos a la conclusidn que 1°f es holomorfo en

todo el plano.
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En definitiva, la expresidn 1°f es una funcién analitica
de a para 'Re a>0, si f(x)ECO(O,w)y si f(x)ECm(O,”)
podemos, por sucesivas integraciones por partes, prolongar ana-

liticamente 1I°f a todo el plano (abierto).

Poniendo o =0 en (III,4:;2), resulta

nel &) 'k‘ X x n=1
*f 2 ¢ = g E O x 1 7 £%¢) (x-t) at
k=0 = k! (n-1)! o

(III,4;3)

La férmula (II,4:3) es la f6rmula de Taylor en el origen con la

forma integral del término complementario:

X n-—1 B
o= —2 5 %) (x-t) 4t . (111,4;4) |:
(n=-1)! o i

Si podemos o = -n en (III,4;2), tenemos %
£
&
%
obn —1 ¥
n-l ! -n4k X ]
I "f= I £ 0) x + lim J fm(x) x=t) dt.
k=0 T (-n+k+1) a*-n 0 I' (a+n)

(II1I,4;5)
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Notemos que, como consecuencia de que I' {o +k+1) , para a = —-I,
tiende a infinito, el primer sumando de (III,4;5) es nulo 'y,

por otra parte, sabemos que (cf. f6rmula (I,12;4))

ot n—1

X
lim —_—
o> ~-n ' (a+n)

¢ (x), obtenemos de (III,4;5) 1la siguiente

férmula

1" = %) . (IIT,4;6)

La f6rmula (III,4;2) gque es muy cbmoda cuando se trata de

definir la prolongacidn analitica no lo es para las aplicaciones.

Mostraremos a continuacibén el método de prolongacidn analitica ¥

debido a Gelfand-Hadamard que es mas util en la pré&ctica. %

III.5. La continuacidn analitica via el método de Gelfand-

-Hadamard.

Sea, para Re oa>0,

1%f = 1 ) . =
= [ f(t) (x-t) dt =
(o) o
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1 X a~1
= i) [f(t)-f(x)+ f(X{] (x~-t) at =
T (a) 0
1 x o—1
= f [f(t)—f(x{] (x-t) dt +
I'(a) o
1 X a=1
+ I E(x) (x-t) dt . (I11,5;1)
T(a) o
Tenemos
X a—-1
S (x-t) dat = % . (I11,5;2)
0
Entonces, de (III,5;1) y (III,5;2), haciendo

f(t) = £(x) + (t-x) f£'(x), resulta %
3

' x ! a ‘

s = - £ fo(x-t)X dt + f(x) ' (I11,5;3) %

I'(a) 0 T (a+1) g

vadlida para Re o >-1 vy o # -1.
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Pongamos ahora

(t-x) . (III,5;4)

Suponiendo Re « > 0, tenemos

1 X Q-1
I°f = J £(t) (x-t) dt =
T{a) 0
: 1 X |
: = i) [f(t)—P(t)+P(t)] (x-t) dt =
T(a) o©
i
- 1 X am1
= f[f(t)-P(t)] (x-t) 4t +
T'(a) o
1 X a—1
+ I P(t) (x-t) dt +
Te) 0
1 X a—1
= i) [f(t)-P(t)] {x-t) at +
T{a) o




Evaluaremos la inte

(111,5;5), tenemos

X n—-1 k)
Pl B (ex
0 k=0 k‘.
n=-1 K ),
_ "D ey B
k=0 k!
njl x &)
= I (-1) £ (x)
k=0 k!
Entonces, finalmente, de
1% = % j‘f(
T@) o %
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dt .

(1II,5:5)

gral gue aparece en el segundo sumando de

a1

(x-t) dt

3l

X o ogtk-=1

I (x-t) dt
0

a+k
___

o +k

(II1,5;6)

(111,5;5) v (III,5;6), es

G=1

t)—P(t)] (x-t) dt




!
3
-
i
3
§
A
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1 1f £ (x) xa+k.

(IT11I,5;7)
™(a) Ak=° - (a+k) k!

( . : 3 e
Si f'?t) existe y es continua, T'f converge si 'Re o >-n vy
(I1I1,5;7) define la prolongacién analitica para todos estos
valores. I°f es entonces una funcién holomorfa de o , pues

to que I'(a) (a+k) # 0.

En particular, como

lim (a+k)k! T (o) = (1) , (III,5;8)
o -k

obtenemos,

I'k f(x) = f®(x) . (I11,5;9)

Poniendo o 0 en (III1,5;7), resulta,

1° £ (%) £(x) . (111,5;10)
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No es necesario para la validez de (III,5;9) y (III,5;10)

. ) . . ,
que las derivadas f (x) existan en sentido estricto. Es su-

ficiente ,por ejemple, que exista un polinomio P(t) tal que

[f(t)—P(t)](x—t)~n permanezca acotado cuando t -+ x .

Para las gplicaciones es (til, a menudo, tener la singula

ridad en el origen.

Para ello, definimos

ne

Qe 1
I%£(0) 1

I' (o) 0

. Poniendo entonces

nel
P(t).= %
k=0 k!

20)

se tiene

b
o%e) = 2 g [f(t)-P(t)+P(t)]t at =
0

T(a)

;OE(R) t dt . (III,5;11) k

(I11,5;12)




=129~

Q=1

1 ° [ |
- £(t)-P(t ] t
T ) )2 ()
' I Y A
+ 1 s £%0) p e, (III,5;13)

'{a) k=0 (k+o)k!

En particular,

Jof(O) = £(0), (III,5;14)

3 e(0) = (-1F £%%0). (I11,5;15)

IIT.6. Aplicacidén a la integracibén de ecuaciones diferenciales.

Se trata de determinar una funcidn f(x) que satisfaga,

para 0< x<b , la siguiente ecuacidn

a’f (x)

ax’?

= A(x) , (IIT,6;1)
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con las condiciones

(I11,6;2)

(I1I1,6:;3)

A(x) es una funcibn de X conocida.

El primer paso es résolver la ecuacién homogénea

Q;giﬁl = (III,6;4)

dx?

cuya solucién es

f(x) = Cx + C,, (I11,6:5)

con C y C, constantes. De (111,6:;2) v (III,6;3) resulta
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c= f vy C = £ . (IT11,6;6)

Para resolver la ecuacibdn inhomogé&nea (III,6;1). bastaré

conocer alguna solucién de la ecuacibn

2 -~
dglx _ 5. (IIT,6;7)
2
dx

Consideremos para ello la funcidn g(x) definida por

g(X) = (1111678)

que en el origen no es diferenciable, pero si lo es como distri

bucién.

Tenemos

1 x>0

CLIDJ
L le}
i

(I11,6:9)

(funcibén de Heaviside)
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= 5(x) . | (I1I,6;10)

En consecuencia, la solucién de la ecuacidén inhomogénea

(IT1I,6;1) es

. d g(x) * A(x) = [ A(t)g(x-t)dt = [A (%) (x-t) 4t
0 . 0
(ITI1,6;11)

Entonces finalmente de (II1I,6;5), (III,6;6) y (III,6;11),

resulta

0 et <

fx) = £, 4 fl X + ; £"(t) (x~t) at , (111,6;12) |
0

© sea, conociendo f(0), £'(0) yv £"(0) queda determinada £f(X).

Por otra parte, poniendo n = 2 en la férmula (III,4;2),

con f£(x)€C’(0,=),f(x) = 0 si x <0, resulta
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R . ok k . at2 ~1
°f = 3 M) E 4 P BB 4 -
k=0 I'(a+k+1) 0 T (a+2)
ot
. o - a o+ 1 x
= £920) X g EXOx T T ey (xmt) g
T(o+l) T{a+2) 0 T(a+2)
(I11,6;13)

Haciendo o 0 en ambos miembros de (III,6;13), resulta

E(0)+£' (0)x + [ £°(t) (x-t) dt , (IIT,6;14)
(4] |

1% = f(x)

resultado idéntico a (II1I,6;12)=

I11.7. Diferenciacién bajo el signo de integral.

Por las reglas usadas de diferenciacién se tiene, ‘para

Re >0,

4 ey = 1 4 s (x-t) de =
T(&4+1) dx o
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* 8
- L ;ofe) 2 (x-t) at =
T{&41) 0 dx
B ; B!
= — [ £(t) (x-t) dt =
T(B+1) 0
1 el
= ;o f(t) (x-t) at . (111,7;1)
T(g) o
Es decir, en definitiva,
4 B 1f¢ , ' (111,7:2)

védlida si Re 8> 0 y por prolongacién analitica si Re g> -n.

' Mis general todavia, vale la relacifn,

a g8k 4B (1II,7;3)

vdlida si Re 8 > -n.

:
:
b
i
i
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Teniendo en cuenta  la f6rmula (III,5;9), la f&rmula

(II1,7;3) puede escribirse, equivalentemente,

-k -k
17 (zfe) = 17" g (III,7;4)

I17.8. 1Integrales y derivadas de orden fraccionario.

Partimos de la clé&sica expfésién de la funcidén T debida

a Euler:

I'(a) = - (III,8;1)

o' g
®
[«
o)
o

vdlida para Re a >0. Sea x>0 vy hagamos en (III,8;1l) en

cambio de variable

u = xt, (I11,8;2)

obtenemos asi,
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re) = x* [ e t at ,
1]
0, equ¥alentemente,
@ -Xt o= 1
Ta) _ J e t dat . (I11,8;3)

= )

Le f6rmula (III,8;3) es una de las transformadas de Lapla

ce mis importantes,

Hemos supuesto, para llegar a (II1I,8;3) partiendo de (1),

x> 0. Pero ahora podemos hacer x complejo, pues, como es sa-

bido lz integral (III,8:;3) converge, y define una funcién holo-

morfa, para Re x> 0. Pongamos, para seguir la costumbre,

z2= x+ 1y .

Tenemos, en definitiva la integral de Laplace

(111,8:4)
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convergente para Re z >0, Re o >0. -

Esta integral va a desempenar papel fundamental en lo que

sigue.

Sea la transformada de Laplace

£(z) = t[F(B)] = [ e F(t) dt . (I1I,8;5)

Para fijar las ideas, supongamos que la abscisa de convergen

cia absoluta de (I11,8;5) es X = 0. Del teorema de inter-

cambio de la convolucibén con el producto para transformadas de

Laplace deducimos de (III,8;4) y (III,8;5),

- a—1
£lz) =y et re) + E at
z° 0 r(a)
o sea,
) t -
£(z2) _ o7 ey 2D g4 at , (II1,8;6)
z® 0 0 T (a)
védlida para Re z >0, Re ao>0.
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En partijcular, si ¢ = n = entero positivo, obtenemos de
(I11,8;6),
o .t n=1
£z) o 5™ op(pn 2T g |at. (II1,8;7)
2 0 0 T(n)

Vamos ahora a obtener una expresidn equivalente de la integral

(IT11,8;7). Partamos para ello de la integral (III,8;7), para

n=1:
© - 1
£(z) _ ;e ! fF(1) d1 ; 4t (I11,8:8)
Z 0 1]
que, ponieﬁdo
t
JF(t) dn = G(t) ,
0
escribimos
flz) o e G(t) at . (111,8:9)
z 0

E
5
r
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Escribamos ahora la (III,8;4) para o = 1l:

e™® H(t) 4t ,

N
i
o3

donde H(t) es la funcidn de Heaviside.

De (III,8;9) vy (III,8;10), obtenemos

(III,8;10)

(IT1,8;12)

£(z) 1 £(z) PGS 1
« — = = G(t) * H(t dat I11;8;:11
s x e {() L)} . )
Pero
1
G(t) * H(t) = [ G(1) d 1 ;

por lo tanto, de (III,8;11) y (III,8;12),

: «© t .
f(Z) - f e-n { f G(T) art } dt -
(4]




© - t
= f e zt { f d - f2 F(Tl) dTl} dt 7 (III,8713)
0 0

T
£ o -zt [ n—1 Ty ]
(2) - ; ¢ { fdar ...fF(T)dT} dt
z" o o n=1 1 1
. 0 0

(111,8;14)

De (II1,8;7) y (III,8;14) obtenemos, por aplicacién del teore-

ma de identidad para integrales de Laplace,

1 : n—1
t n—1 T t _
J dTn—l e fz F(Tl) d'H = J F(1) {t-7) drt
0 0 0 0 r(n)
(I11,8;15)

La (III,8;15) nos dice gque, si F(t) = 0 para t <0, _

la integral indefinida, n veces iterada de F(t), puede expre-

sarse por la integral simple que figura en el segundo miembro

de (III,8;15).

La (III,8;15) aparte de su interés para el c8lculo efec

tivo de integrales iteradas, nos permite inmediatamente, siguien
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do a Riemann y a Liouville, introducir el concepto importante

de integral iterada de orden fraccionario 0, mis generalmen-

te, de integral de orden complejo arbitrario, siempre gque «
sea > 0 6, Re o >0.

Si designamos con I" [£(t)] la integral iterada de or
den n de F(t) (supuesta nula para t<0), la (III,8;15)

puede escribirse

n—1 nel

drt = F(t) * t .

; " T(n) T(n)

(I11,8;16)

La (I11,8;16) nos sugiere inmediatamente la siguiente
definicién de integral iterada de orden o« (Re o >0) de la

funcién F(t) (recordemos que F(t) = 0 para t<0):

a-1

(t-1)
T(a)

T [F(r)] = F(1) dt . (I11,8;17)

©— g

Esta es, precisamente, la definicidn de Riemann-Liouville,
de integral iterada de orden fraccionario.
SIRLICTECA

WJULT. & 2 ASTOR"
Dis, . - e TEMATICA
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Para probar que la (III,8;17) es efectivamente una gene
ralizacidén itil habr8 gue comprobar que el simbolo fx[F(t)]
coza de las propiedades usuales de la integral iterada, cuando

o es entero, es decir, habré& gque probar que, si Re a >0,

Re 2 >0, vale la fbrmula
IS{IQ[F(t)]} = 7 [r)] . (II1,8;18)

Demostraremos que (III,8;18) es efectivamente vd&lida. En

efecto,
(62 |
f {IQ[F(t)]}= T lre) * & =

T(a)

o-1 B—1 a-1 B-1

= Jry » =L x L = F(t) *| & « L
I'(a) r(8) I'(a) r(g)
(II1,8;19) F

¢
H
E
i
E
é

Calculemos la convolucién
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Ot By
t t 1 Lo o £
¥ = = ——— [ x (t-x) dt . (I11,8;20)
T'{a) r{e) T(a)T(B) o
Haciendo el cambio de variable %= u , -obtenemos (cf. !
(I11,3:5))
Qe Ee1 at -1 i a1 B— 1
t + £ = -t f u (i-u) du =
I'(a) r(g) T'(a) T(B) o
ot £-1
= £ B(o,B) =
T(a) T(R)
ot £~ 1
= t _ (II1,8;20)
T{a+B)
De (I11,8;19) y (III,8:;20), resulta
o+ B~
IB{I“ [F(t)]} = r(t) + & 1% Plr (b)),
I'(a+E)
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vélida si Rea>0 y Reg>0 =

III.9. Un teorema de aproximacidn

Consideremos la funcién Y (t), de la variable t 'y del
par@metro o , definida por la férmula (III,1;1). Sea o > O,

F(t) wuna funcifn continua y A>0. Vale entonces el siguiente

Teorema 1

A A a-—-1
lin § F(t) Y (t) dt = lim | F(t) t it = F(0).
a0 0 a> 0 0 ]“((1)
(III1,9;1)
Demostracidn
Escribamos
A A A
I(e) = f F(t) Y tt) dt = s [F(£)-F(0)+ F(0)] ¥, (t) &t
0 Q
A ' A
= 1 [F(0)-F(0)] Y (t) at + F(0) f y,(t) dt =
0 0 :
A o1 A 0=l :
= ; Fo-r0]E dt + F(0) 5 & at = :

0 T(a) o Tila)
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I,(a) + Iz(a).

Se verifica en seguida gue

(1I11,9;2)

I, (a)>F(0), En efecto,

— 1. (111,9;3)

Para demostrar el teorema bastar8 pues mostrar que

I, (¢) —aQ.
a >0
puede escribirse

s -1
1, () = S [F(y-F(0)] &
0

La (IIT,9:;4)

mos ¢ por la condicidn

TF(t) - FO) | < ¢,

Para hacerlo, elegimos

r(a)

vale para todo ¢ tal que

e >0, arbitrario, I, (a)

a-1

t

A
dat + S [F(t)-F(0)] - dt
8

T(a)

(1I11,9;4)

(I11,9;5)

0 <8 <A. Fije
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si t<<¢, Esto puede hacerse, en virtud de la supuesta conti
nuidad de F en el origen.

Escribamos ahora

- e S |
¢
1, @< s [ree) - Feo)] 52— ac| +
o . I'{a)
A Q=1
+1 5 [Pty -~ P(0)] & dt | <
8 T{a)
8 ) Oe~1
</ | F(t) - F(0)] & ac 4
0 I'(a)
a=—1
A , t A
+ 5 |F(t) = F(O)] = at =
S T'(a) )
L)+ 1 . (111,9;6)

Vamos a demostrar gue tanto I,(a) como I, (o) pueden
hacerse arbitrariamente pequefios, eligiendo o suficientemente
pequefio, con ello el teorema cguédard demostrado. -

En efecto,.

IR

Ty Y.

T T ey e
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¢ Ot y o~}
L) <e S at < ¢ s &
o T(a) o I'(a)
= g -———-——;—1 = € ———1 <.-€ [} (III,9;7)
aT{a) I (a+l)
Por otra parte,
A Q=1
I, (a) = J |F(t) -F(0)| & at <
é r(a)
A Q-1
< L g [IF(t)| + |F(0)|] t dt <
Tl) 6
2 mdx | F(t)]
Qa
g 2St=A {p? -3 } < 2 ma&x |F(t) |
I'{a)a o< t< A

. {Ad - é‘} .

Como el factor

(I11,9;:8)

{ A - Ea} puede hacerse arbitrariamente peque

np, eligiendo a suficientemente pequefo, el teorema gueda de-
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mostrado s

Teorema 2

Sea, por definicidn,

G-1 SR | NN
x -—
I(x,0 = Jf F(t) ZB 4 (III,9;9)
0 T (a)
con x > 0. Si F(t) es continua para t > 0, se verifica
lim I(x,0) = F(x) . (I11,9;10)
a0
Demostracidn

Es inmediata con el cambio de variable

X -t = u . ' (111,9;11)

>

En efecto, con el cambio de variable (III,9;11), obtenemos
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0 o1
I(x,0) = = [ F(x-u) 2 du =
x T (o)
X Q-]
s [ Fl(x=-u) du , (111,9:;12)
o T'o)
que también puede escribirse
X 0=
I{(x,a) = ¢(u) dy , (1I11,9;13)
o r{a)
poniendo
F(x,u) = ¢ (u) , (I11,9;14)

Notemos que, en virtud de la supuesta continuidad de F, la fun
cifn ¢ (u) = ¢,(n) es funcidn continua de u(y del paréme-

tro x).

Por lo tanto, aplicando a (III,9;13) el Teorema 1, obte

nemos

lim I(%,2) = ¢ (0) = F(x-0) = F(x) ,

a -0
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y el Teorema 2 est§ demostrado s °

Introduzcamos ahora la distribucibn analitica R_(x,a) de

finida por la f&rmula

o—=1 0 si x>0 ,
X_ "
R (x,0) = = _
T (a) ]Xlu 1
si ¥ <0 . (III,9;15)
T'(a)
Pongamos
¢4
I [£(x)] 2 £(x)* R_(x,0) . (III,9;16)

En esta f6érmula f(x) es una funcién localmente integrable
(o m&s generalmente una distribucibén) y entonces la convolucibn
(I11,9;16) tiene sentido. Puede suceder que la (III,9;16) no
tenga sentido debido al insuficiente decrecimiento de la distri-

bucidn f en el infinito. Tales convoluciones divergentes

Juegan un papel fundamental en teorfa cufntica de campos. En
conexifn con este tema ver  [10].

Tenemos, por definicién (III,9;16),
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Ii [ £(x)]

- o1
t
T(z)

J
0

o
Vamos a escribir I_ f(x) de otra manera.

Pongamas
« Q=1
IS f(x) = J £(¢) (r-t)L
- T'(a)
=1
x—
O sea, por definicibn de
r{a)
= =t |
' . T{a)
en definitiva,
12 [£x} = £(1)

£(x) * R_(x,a) = fix-t) dt = ‘

f(x+t) dt .

G-1

(t-x)

T \(‘-)

(T11,9;17)

dt ;

(111,9;18)
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El segundo miembro de (III,9;18) es 1& llamada integral de

Weyl de £f(x).

Vale la siguiente f6rmula de composicibn:

I {If [f(x)]}: Ici+€[f(x)] , (I11,9;19)
si - £(x) = O para x>0.
Tenemos, por definicibn,
0 -1 -1
R_(x,0)* R_(x,B) = J lel R at =
x T'(a) T (B)
1 0 a-~1 g1
- ple [l -ex] e -

T(a) T(B)

-1 0 -y - 2—1
e I R R PR ] BT
r{a)T (8) —x

~x a=-1 £-1
= — ;e B%E"!ﬂ] dat =

Tle)™(2)y o




~153~

1 ook - 01 g—1 {
(Ix] - £y - dt . (111,9:20) |

1
-
r'.

F{a) T(g) 0

Zon el cambio de variable

14

sbtenemos de (III,9;20) 1la expresién egquivalente

otf—1
1 a=1i g~1
R_(x,a) * R_(x,8) = UxD S u  (1-u) du ,

T(a) T(R) 0

o sea, por la f6rmula de la Beta (cf. (III,3:5)), es
R_(x,a) * R_(x,B) = =l . R_(x,a+8) . (II1,9;21)

Tenemos también



De (IIT,9:21) ¥y (I11,9;22) ¢ resulta

12

valida

[
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{15_ [f(x)]} = 1 { £(x) * R_(x,e)} =

CEx) R_<x,s)}* R_(x,0) = £(x) *{R_(x,s) * R_(x,a)}.

(I11,9;22)

£(x) * R_(x,0+8) =

{. £ [£0]

£+ [£x)] (II1,9;23)

Il

para Re o« >0 y Re £>0.
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Capitulo 1V,

La integral de Riemann-Liouville en el espacio euclideo

n-dimensional.

IV.I, Evaluacibén de una constante

En este capitulo extenderemos al caso n-dimensional la
integral de Riemann-~Liouville unidimensional, estudiada en el

Capitulo 1III,

La extensidn de 1°f a n dimensiones puede hacerse en dos
direcciones: wusando la métrica euclidea, gue da lugar a la inte
gracidn elfptica o bien, la métrica lorentziana, gue origina la

integracién hiperbélicga,

Sean P= (Xl, le L ,x) y Q=(gllgzl L 'En) dos

n

n

puntos del espacio euclidec n-dimensional R,

Sean
. n 2
Tpg = Ygp = Y = [i§_1 (& -X;) ] , (Iv,1:1)

la distancia euclidea de los puntos P y Q.

Definamos, para Re ¢ >0,
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o A 1 a=n _
If(p)] = J £(Q) Tro dao , (IVv,1;2)
Hn(a) Rn

donde H _(a) es una constante dependiente de o y de -n y
a0 = dg, dg, ... di  es el elemento de volumen de R" .

1*f(p) es, por definicibén, el potencial generalizado de orden a

o potencial eliptico de orden fraccionario de Marcel Riesz.

Notemos que si n=1, I%(P) no da'la integrai de Rie-
mann-Liouville para el caso unidimensional pueé en (IVv,1;2) 1la
integral varia de -« a +« , mientras que eh (II1,1;3) 1la in
tegral varia de 0 a o

Hn(;) desempena acd el papel que en una dimensibn tenia
I'(a) y se determina de modo tal que valgan las relaciones si-

guientes:

P lem, (1V,1:3)

'Ia{IB [£(P)] }

o+ 2

AT L]

n

1% [E(®)] ., (IV,1;4)

donde, como es usual,
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n 2
[¢]

o= 2 7 (1v,1;5)
k=1 9%

es el operador de Laplace.

Es evidente que 1las (IV,1;3) y (IV,1;4) exigen una con-

dicidn suplementarias continuidad en general, determinando

ingm

H, (o) de manera finica, salvo un factor e , h entero,
ixy
Elijamos,; para evaluar %}(a), la funcidén £(P) = e .
Tenemos asi
g7
ix ig n 2 2
Hn(a) R, k=
(IVIlI'G)
Haciendo S T obtenemos
Q""l'l
ixy ix in n
1% e =—2 e 'se l( R > ’ dn dn_ ... dn, .
H, (a) R k=1
(IV,1:;7)

Si ponemos
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a=-n
in, "L\ 2 : :
H, (a) = Sn e £, dry, dny w.. dn, , (IV,1;8)
R k=1 :
obtenemos
o ix:t . ix, '
1 e = e . ' : (Iv,1;9)

Luego se verifican las relaciones (IV,1;3) y (IV,1;4)

para la funcibén particular elegida.

Calculemos
d—-n
1711 " 2
Hn(a) = [ e £ n dn, dn, ... dn .
Rn k=1

(Iv,1;10)

. I ‘ 2 2
La funcibén a integrar es constante sobre la esfera N

e + nz = p? , entonces tenemos
dn, dn, ... drn = dn, do dSn (p)y = :
n-—2

(Iv,1;11)

i
feN
fon
jol
©

™
n

-




donde

s (1) = 2L _ (IV,1;12)

es el drea de la esfera unidad.

De (IV,1;10), (Iv,1;11) y (IV,1;12), tenemos

2 o e u=-n
H (¢) = 2(2—.1 5 e T(otn?) * p"an de
T ——% @ =
L2 (IV,1;13)

Haciendo en (IV,1;13)

n, = r cos?© ,
(IV,1;14)
p = r sen?o ,
resulta
ne1]
2 1 2 T ircos @ o—n n—2 n—2
Hn(a) = = f | e r r sen 6 r dr =
pfR=1




-160-
n=-1
2 2 i n—2 © ir cosPd a=1
= ==y [ sen 6 de [ e r .dr
T — (¢} 0
{ 2 J (IV,1;15)

Evaluaremos ahora la segunda integral del segundo miembro

de (IV,1;15):

a-1

8

A .
Lio,e) = J "%  ar . (IV,1;16)
(1]
Pongamos r cos ¢ = r en (IV,1;16), tenemos
1 © ir w1
L(a,0) = 3 [ e r dr . (IV,1;17)
|cos o] 0

Usando el teorema de Cauchy referente a la integral de una

.funcibn holomorfa a lo largo de un contorno cerrado, obtenemos;

3
Q

-a
lcose | T(a) ,

|

+

*3] =

L(a, ) (IV,1;18)

Hl
o
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ti—Q

donde el signo + del exponente de e depende de cos © ,

T
2

Primero suponemos Re o > 1, luego por prolongacidn analiti-
ca la fO6rmula es v8lida para todo «

Usando los siguientes resultados conocidos;:

.
R o5t i)
J] sen © cos 0 do = , (IV,1;19)
n-ao
° 27
7]
e -%_ o (14+a
T(e) = 2 I T[—] T ] , (Iv,1;20)
' 2 L 2 :
y
M(a) (lea) = ——— (Iv,1;21)
senl a

tenemos,. en definitiva,

(IVv,1;22)

E___‘ <
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Iv.2. La férmula de composicién.

Sea
a B 1 1 , (B-r ="
I ST [E(P];= ! f £(8) r ds b r aQ =
{ I H, (o) n{Hn(s) R" * } o
' : [ £(s) ds J oo b do
= Cr r
H («)H, (8) & gr FO B
(IV,2;1)

Suponemos que todas las integrales gque figuran en el c&lculo son
absolutamente convergentes.

Por una translacidén, la Gltima integral se reduce primero a
una integral de la misma forma donde P es reemplazado por el
origen v S nor un punto cuva distancia al origen es Tos *

Por una homotecia se llega a

a-n  B~-n o+pB-n a<n B-n * .
r r dg = r f T r datr , (IV,2;2)

r son las distancias del punto T al origen

donde Topr Y -

Yy a un cierto punto a distancia 1 del origen.
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Evidentemente, la Gltima integral

e

B (a,8) r r aT, (Iv,2;3)

depende sblo de @, B y n y converge si >0, £>0 vy

a +8 < n,

Pe (IVv,2;2) vy (IV,2;3), resulta

0-n  B=n @4B-n : o .
i“ Tro Tos do = T B, (o, B). (IV,2;4)
Poniendo £(pP) = e ! en (IV,2;1) y teniendo pfesente (

(IV,2:4), obtenemos

: Bn (asB) ix 04B~n
1 { IB[e”‘l]}= ;S e lr ds .(1v,2;5)
B (a)H, (8) &° e
Resulta entonces,
BEISLIOTECA

«[UrT ™ Y FASTOR”

Dio. . ‘ATEIV{ATICA
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CE s B T v

. - 8 .
De acuerdo con (IV,1;3), el factor gque acompana a IOL+ [e”']

debe ser igual a 1, es decir, debe verificarse,

Hn(a+8)

Bn(a' 8) = 1, (Iv,2;7)
%I(G)ﬂi(s)

0 sea, equivalentemente,

H, (a)H_(8)
B (a,8) = . (IV,2;8)
H, (o +8)

De (Iv,2;6) y (IV,2;8) obtenemos, finalmente,

° {IB V[eixl]}.: Ioz+t3 [eixl] (IV,2;9)

IV.3. El potencial newtoniano

. a+2-n 2
La funcién r pertenece a C cuando Rea es
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suficientemente grande, tenemos entonces,

o+ 2-n
LAr

-1

e(a+ 2 - n) ™ , (IV,3;1)

Recardando la f6rmula (IV,1;2) obtenemos, luego de cédlculos

largos pero elementales,

G+2 - n g-—n
Ax r

H (o +2) H, (a)

(IVv,3;2)

La f6rmula (IV,3;2) que fue demostrada para Re o >0 es

védlida, por el principio de prolongacibn analitica, para todo

valor de ¢

Es decir, hemos probado la f&rmula (IV,1;4), a saber,

A1 [sm] =-1 [£™] , (IV,3;3)

védlida para todo «o
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poniendo o =0 en (IV,3;3), resulta
2 0 A
s [£(m] = -~ 1°8(P) = - £(P). , (IV,3;4)
La fé6rmula QIV,3;4) expresa que el operador 12 es, excep

to un signo, el operador inverso de A . Podemos escribir,

formalmente,

I2 = - 4 - (IV,B;S)

De la fé6rmula: (IV,1;2), poniendo o = 2 (n#2), resulta

2=n
 [£(m] = —% [ £(Q r,  do, (IV,3:6)
H_ (2) R
donde (cf.(IV,1;12))
3
H(2) = i . (1V,3;7)
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Tenemos asi la expresidn del llamado potencial newtoniano,

# saber,

(Iv,3;8)

"
.
5%
Hh
2
H
.
0

I [£(m)]

IVv.4. El potencial logaritmico

Si ponemos n=2 en (IV,3;8), el factor que aparece de-
lante de la integral del segundo miembro se hace infinito y la

expresidn carece de sentido.

Con la condicibén adicional que la integral de £f(Q) exten-

dida a todo el espacio se anule, mé&s afin, gue sea nula la masa

total:

(IV,4;1)

se puede poner la siguiente definicidn
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2 i-e
I’ [s£@]= 1im 1 [£(P)] =
E >0
(3]
= 1lim 2 I flo) r Sap =
E ¢ 22_81‘ 1 - £ R’ FQ
al - 2
r e
= 11 2 £ (- 1) ao
= lim — fz (Q o
EF0 9 %1—51 K
2
(1IV,4;2)

Obtenemos, de (IV,4;2), la siguiente férmula

12[£@)] = + J £(Q) log = do . (IV,4;3)
2

Ii R rPQ

el segundo miembro de la f6rmula (IV,4;3) es el llamado

potencial logaritmico .

El caso mé&s general, cuando la masa total M es diferente

‘de cero, se puede obtener desarrollando I [£(P)] en serie

de Laurent en un entorno del punto o = 2 (n = 2).

Resulta asi

PATR IR PR IR 54 | WD IO ALt Ih a a1 e d v E A n gt
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A o« -
a -1 k
1'[£(m)] = + A+ I A (a-2) , (Iv,4;4)
a2 k=1 '
donde
- .M
A—l - I
Y
Ao £ potencial logaritmico, a menos de una constante adi
tiva. |

Podemos escribir entonces,
¥
)

2-¢
Ly £(0) log = a = 1lim 3 ( 1 [£(m]+ 1’+E[f(p)]).
21 R2 rPQ € >0

(IV,4;4)

El célculo explicito de A, aparece en el Capitulo II, pa

ragrafo 6.
En efecto, A, no es mé&s que la parte finita, para a= 2
-2
(n=2) de = : |
gue da

Ao donde aparece log

Es en la expresidn de
rpQ




nombre

al operador
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T [£(p)]

cuando

o}
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Capitulo V.

La _integral de Riemann-Liouville en el caso hiperbdlico.

En 1949, Marcel Riesz public6 en el Acta Matémética, vo-~

lGmen 81, (loc. cit.) un largo trabajo sobre la integral de

Riemann-Liouville y el problema de Cauchy. g
En este trabajo introdujo integrales mﬁltiples:del tipo |

Riemann-Liouville y di6 la solucidn del problema de Cauchy

para la ecuacibén de las ondas por una férmula Gnica, la misma

para un nimero par o impar de dimensionés, mediante una prolon

gacidn analitica con respecto al parametro o l |

La principal dificultad consistia en probar que 1° es el
operador identidad.

En 1959, Marcel Riesz publica un trabaijo eﬂ el Canadian
Journal, titulado "The analytic continuation of the Riemann-
-Liouville integral in the hyperbolic case" (cf. [7]1). E1
principal aporte de esta Nota consiste en dar una demd;tracién |
mis satisfactoria del hecho, ya probado de modo “ﬁi simple ni
elegante", seglin dice M. Riesz en [6], que I0 es el operador
identidad.

En este capitulo daremos una nueva versién, siguiendo [ 7],
cuya simplificacidn consisté en la eleccibén de una superficie

especial de integraciédn.




-172-

V.I. Notaciones

Sea X un punto del espacio n-dimensional de Lorentz (es

pacio-tiempo)
0 n-—1
X = X 7 Xl 7 * o0 ’ X - ) . ' ) (Vll;l)

La forma métrica del espacio de Lorentz estd definida por

el producto escalar
0,2 2
(X,X) = (x) - (x') - ... - (x 7). (v,1;2)

El cuadrado de la distancia de dos puntos X, Y esté dado por

la férmuia

R = 1r? = (x~y, x-y) = (¥ -yi, &-¥). (v,1;3)

El producto escalar (a,b) de dos vectores a y b, con las
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respectivas componentes ak, b* viene dado por

n=1 _n=1

(a,b) = (&b%)-(a b )m...=(a" b ). (V,1;4)

Dos vectores cuyo producto escalar es nulo se llaman ortogona-
les . Serd equivalente en lo que sigue normalidad y ortogona-
lidad.

Si el producto escalar (a,a) es positivo, se dice que a
es un vector de tipo tiempo o, més brevemente, de tiempo, si
(a,a) = 0 se dice gue es un vector luz o vector nulo, si
(a,a) <0, a es un vector de tipo espécio, o mids brevemente,

de espacio.

Un vector a de tiempo o de luz se dice positivo o negati

vo, segfin que su componente temporal a° sea positiva o nega-

tiva.
Resumiendo,
(a,a) >0 d>0 vector tiempo positivo,
a vector tiempo a<o0 vector tiempo negativo.

(V,1;53)
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(a,a) =0 a>0 vector luz positivo,
a vector luz a’<0 vector luz negativo.
(V,1;6)

Ahora definimos si

(u,u) 1, u vector de tiempo unitario.

(v,1;7)

(v,Vv) -1, v vector de espacio unitario.

El cono de ondas o cono de luz o cono caracteristico del

vértice a estd dado por la ecuacién

(x~a, x-a) = 0 . (v,1;8)

Los semiconos positivos y negativos estén definidos por

las férmulas:
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Y 0 . . . : cp s +

X -a >0 semicono directo o positivo T ,
(x-a, x-a) = 0 (V,1;9)

x'- a% o0 semicono retrbdgado o negativo T.

Estos semiconos seré&n llamados conos de luz positivos y ne-

gativos en lo que sigue.
Consideremos una variedad (curva) S p-dimensional. Indivi

dualizaremos sus puntos Q(g,) por medio de p pardmetros

Designemos por & al vector de componentes ¢g;, el elemen

to de volumen dS de S o elemento de superficie en caso de

ser 1<p<n por

as = |y| dx dx, ... ai (V,1;10)

donde
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3 & 3 &y
: 9, 8)\1 )
= > et Eﬂ , (vll;ll)
o0&, 3&y
3%2 3}\2 )
donde e,= 1, €, = «.. = g = -1.

El elemento de arco do estd definido por

9¢ 3

do® = | (de,ag)]

n
= ’ z 'y“: d)\i d)\k

. (v,1;12)

Una (hiper) superficie (n-1)-dimensional se dice que es de ti

po espacio si su normal es una vector tiempo.
Sea S wuna superficie de tipo espacio.
Supongamos que el cono negativo o cono retrbgado C con vér

X
tice x y la superficie S delimiten un dominio acotado D

Consideremos funciones definidas en dominios que comprendan
x . -, » . .
a b y hagamos la hipbtesis de que existen y son continuas
todas las derivadas de las funciones gque intervengan

(explicita o implfcitamente) en nuestros cilculos.
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Diremos que tales funciones tienen un buen comportamiento
o que son "buenas" (es decir, que £f(P)+ 0 répidamente en
la parte infinita del cono).

Lo mismo sucederd si hablamos de la superficie S vy las
funciones definidas en S.

Formemos el potencial de volumen

1I°[£(x)] =

;Of(y) r, av, - L (V,1;13)

n-1
donde dv = dy'0 dyl e.. dy es el elemento de wvolumen

de Lorentz n dimensional y

=1
H(@ = 1o° 2 T [%] r [Ez;r-‘] SRR (V,1;14)

La integral -(V,1;13) converge para Re a> n-2.
Con S, designamos la distancia lorentziana del punto

al origen, o sea, de acuerdo con (V,1;3)

- A 2 n-=1
s? = R = r{ = wof—(x])— .- —(x 5 (v,1;15)

X
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El objetivo de este capitulo es demostrar, con adecuadas

hipStesis sobre £(x), la f6rmula

T [£(x)] — £(x) . (V,1;16)

a >0

La férmula (V,1;16) es la f6rmula fundamental de la memoria
de M. Riesz ([6]).
La siguiente elegante demostracidn es la que figura en [7]. i
La simplificacién de esta demostracidén si se la compara con
la primera demostracidn de [6] se debe a la introduccibn, por

parte de Marcel Riesz, de un adecuado sistema de coordenadas.

V.2. Un sistema coordenado !

Colocaremos el origen 0 en el punto X y eventualmente
nos referiremos al dominio Dg cuyas coordenadas serén in-
troducidas aca.

Denotaremos por a un vector de tiempo unitario, negativo,

fijo y por Vv un vector de espacio unitario, variable, ortogo

nal a a.

En una referencia de Lorentz adecuada puede escribirse:
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a = (-1,0, ... , 0) , . (v,2;1)
1 -1 -
v = (0,v, ... , V ) (v,2;2)
con
n=1 k2 B
Z (v)y = 1. (v,2:3)
k=0

Si el vector v tiene su origen en el origen de coordena |
das, describe la esfera unitaria Sn_2 gue yace en el (n-1)

plano ortogonal a a.

Escribamos explicitamente que

(a,a) = 1 (a vector de tiempo unitario), (v,2;4)
v,v) = -1 (v vector del espacio unitario},
(a,v) = 0 (a ortogonal a v).

Un vector arbitrario y puede escribirse

Y = ta+ ov, o >0, (V,2;5) |
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e e LA B s e e

(recordemos que v es variable).
Admitamos que siempre se verifique t >0.

Esta desigualdad se verifica siempre en el dominio D
. +
(0o sea si ver ).

La relacién (V,2;5) puede también ser escrita

Y

% (t4P) (a+v) + %(t- o) (a-v) . (V,2:6)

Pongamos ahora

b = % (a+v) ,
(v,2;7)
c = % (a-v) .
De (V,2;6) y (V,2;7), obtenemos
Y= (t+0) b + (t-pc = (t+p) (b + E%ﬁ c) . (v,2;8)

Introduzcamos todavia las nuevas notaciones:
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tze - o,
t+p
t+p = o .
Obtenemos
|
Y = olb + T ¢c) , (V,2;10)
donde o Yy 1 son escalares vy b, c ey vectores.

Las f6rmulas inversas de (V,2;9) son

p = % o(l-1) r
(V,z;ll)
t = % o(1l+1)

De (V,2;4) y (V,2;7) sale que b y c¢ son.vectores nega

tivos nulos, en efecto,

|
1 n—1
b = % (a+v) = (- %, %v ; eee %V ) ’ (v,2;12) _
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n—=1
C = %(B-V) = (—%, —%' Vl, e e ¢ —%V ) ’ (V,2;l3)
R 1 -
(b,b) I: —2—(a+V) r -2-(a+v):| = o, (V127l4)
(c,c) = [%(a—V), %(a-v):l = 0. (v,2;15)

(v,2;12) yv (v,2;13) dicen gque b y ¢ son vectores ne-

gativos y (V,2;14) y (V,2;15) dicen que b y c¢ son vecto

res de luz.

Finalmente,

1 1 1
(blc) = [5(84’\?), 7(3-\7)] = i" . (V12716)
Nuestras variables serén 1y o y la variable angular v
que varia en la esfera S _, y determina los vectores b y c.

Algunas de las razones por las cuales las nuevas coordena

das nos resultardn tan dtiles son las siguientes:

JETFSUSTN

PUN TP
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Teorema 1,

El cuadrado de la distancia lorentziana de un punto al ori
gen, puede expresarse, por medio de T Yy o " estando las

14

variables separadas.

Demostracidn

De acuerdo con (V,2:4), (V,2;5) y (V,2;9) se verifica

(Y,¥Y) = (ta + pv, ta + ov) =

¢ (a,a)+ tola,v) +ot(v,a)+ o’ (v,v) =

th- o’ = (t+p) (t-p) =

dl

t=-p _ .
(t+pf o - o T . (v,2;17)

Agreguemos que (V,2;17) es también consecuencia de y

y = o(bte), (b,b) =0, (b,e) = 3 y (c,0) = 0O
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En efecto,

[0 (b4rc), o (b¥re)] =

(Y,¥) = -
= o’ [(b,b) + 1 (c,b)+ 1 (b,c)+ t*(c,c)]=
= %1 .

Teorema 2

El vértice del cono directo estd dado por la ecuacibn

o = 0, (v,2:18)
Demostracién
El cono C° ‘tiene por ecuacidédn (Y,Y) = 0, o sea de acuer

do con el Teorema 1,
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Como es

seré (en el vértice)

0 = 0a + Ov ,
0 sea,
t+ p= 0 = o .

Es decir , o =0,

En el vértice c = 0, mientras T es indeterminado, en
efecto,
t-p _ O . . .
—— = = (en el vértice) indeterminado.
t+ P 0
Por otra parte, de acuerdo con la ecuacidn y = ta + PV en

BIBLIOTECA
WJULTY 277 PASTOR™.
Do . - MATEMATICA




~-186-

el cono, excepto en el vértice es

o sea,

Es decir,

_ t-p
TT tEn 0.
o= t+p > 0.

Por otra parte, de la ecuacibn

se deduce que, en el interior del

cono es

0< 17<1.

(v,2:19)




En particular, se deduce gue serda T

1 en el eje vy

(porque ¢ = 0) o, equivalentemente,

De acuerdo con (V,2;19) vy las inecuaciones t=0, f >0, tene

mos siempre g =20.

La ecuacidn ¢ = cte = Yy >0, la cual en virtud de

(V,2;9), es equivalente a

t+ p = Yy >0 (v,2;20)

es la ecuacidn del cono de luz positivo CY , con vértice en
.8 |

Yy o

Es claro que las inecuaciones 0 T<1 vy 0< ¢

A
<

caracterizan el interior y la frontera de un doble cono DYa

o
limitado por el cono de luz negativo C y el cono de luz po

sitivo CQB.

Supondremos de aquif en adelante que la funcién f(x) es "buena"
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(en realidad, f(x)e€?D).

Tenemos
%X = & [ o(b+ 1¢)] = o6 c ,
0T 9T
(V12721)
P
? }; = 0 r p = 2,3' o0 e .
6T

Recordemos que la ecuacidn (V,2;21) es una ecuacidn vecto-

rial equivalente al sistema

= [0 C\); v = 0,1’ v e 7 n-l,

por lo tanto, derivando,

= 0 ; p=2,3, LI 31
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Sea ahora una funcibn f(x) e D .

Tenemos
n~-1
ié = b Qﬁ— ifk .
a1 v=0 9%, T

X
Substituyendo en esta f6rmula a: por su valor (V,2;21)
obtenemos
nel n—1
of of of
— = b2 —— 0o ¢ = C z c .
91 V=0 Ry, v v =0 vVooex,,
Anilogamente [ |
|
2 n -1 . ] J
f _ 3 of _
T = ot I i ‘
g1 T V=0 AV |
nel ne=1 2
o f ‘
- b ,
= (o} é z CU C\) axu axv r

y=0 v=0
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Y, en general,

Z:;;E = o’ (Z c, Bv>p ! (V,2:22)
De
%;g - :-z:o :i:) % Cv axizafxv '
22 <o 3 el ey | i | < #
y, andlogamente,
| 2" p
{3@ | S 9 N (V,2;23)
Recordemos ahora la ecuacién (V,2;18) gue nos dice que

el vértice del cono directo tiene por ecuacibn o= 0.
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De (V,2:;18) y (V,2;22) se deduce la siguiente proposicién:

Teorema 3

P

las derivadas %—; se anulan en el vértice del cono.
T

Los Teoremas 1, 2 y 3 nos muestran el por qué las nuevas

coordenadas definidas por (V,2;5) son tan {itiles .

V.3. El potencial de volumen

Llamaremos ds al elemento de &rea de la esfera S _,.

-2

n—1
El elemento de volumen dX = dx’dx'... dx , puede escri

birse en las nuevas coordenadas pr t

ne=2

av= o dodtds,,. (V,3;1)

Recordemos las f6rmulas.
p= '29(1"[) r

(1+ 1)

LSS
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Calculemos el -jacobiano de la transformacibn

%(l-t) -

Nlq

d(plt) -
dlo,1)

(Vv,3;2)

nja
.

-:‘2:-(1+'r)

N[q

Teniendo en cuenta las férmulas (V,2;5), (v,2;10), (Vv,2;17)

y (V,3;1), obtenemos

1 -1 1
F(v)r dv = f(ta +p v)
H (a) H, (a)
l a=n
2 _ 2 n--2
(t+p) L=P p dpdtds__, =
t+p
21—n a—1 U.—-zn n—2
= f[o(b+trtc)] o T (1-1) dt dods
H,(a) ' 2 BT 1

(v,3;3)

A fin de obtener Io[f(XH integramos esta expresibn sobre
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[¢]
el dominio D, .

Es conveniente dividir el dominio en dos partes, estudién
dolas separadamente.

Primero elegimos vy suficientemente pequeno, de modo tal

0 0
que el doble cono DYa estard contenido en D . Luego di-
0 0 0
vidiremos el resto del dominio en Dys y b, - D,y mos

traremos por diferentes camin®s gque las correspondientes par

tes de la integral I"  denotadas por I? 1% g? son holo-
morfas para o >-1 y que I: [ £(x)] = £(0), Igl[f(x)]= 0

lo cual da
|
|
\
o 0 0o .

I[£f(x)] = Il[f(x)] + Ilgf(x)] = f£(0). ;
|
|
\

Comenzaremos por evaluar I? . ‘ i
Ahora se va a ver la extraordinaria simplificacibén que i
trae aparejado el utilizar las coordenadas 1 y 0O .
En efecto, de acuerdo con las férmulas 0<1<1l, © = 1,

P o . .
0 <0<y, el dominio de integracidn Dyatlene por ecuacién,

en las variables G, T,
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(v,3;4)

Es decir, los limites de integracién con respecto a 1 Yo
son fijos, lo cual simplifica extraordinariamente la evalug
cién de la integral.

Tenemos pues, de acué&do con (V,3;4),

a-0
°Ex)] = —% [ E(Y) r,, 4v =
! H (o) p*
AY 1
= J ds, _, f do [ ... 4t (V,3:5)
Sh-2 0 ‘ 0

donde los puntos suspensivos denotan el integrando del segun-
do miembro de (V,3:3).

Recordemos la definicidén

2 o= ol cx+£2-n '
Hn(“) = I z F{E] T[—————] ’ (V,3;6)

y la férmula conocida
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B(r,s) = J t (1-t) dt = @Is) g 3,7

0 I' (r+s)

y la "clésica f6rmula de dﬁplicacién de la funcibén T":

1 .
r+

- r—1
= r .
ro - 12 g e [xg) (9,355

Ademés necesitamos la f6rmula que da el &rea total de la es

fera s :
n=—2

n-1

N
=

| = . (V,3;9)

n—2

Vamos a calcular primero la integral interior de Ia[f(O)],

o sea,

1=—n o -n .
1 n=-2

2 [ ¢lo(b +1 )] 1 : (1-1) dtr . (Vv,3;10)
Hn(u) 0 -

Afe) =

Un paso importante es desarrollar por la férmula de Mc.
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Laurin con la forma integral del resto.

Tenemos
$(X) = ¢[ o(b +1C)] = o(1) =
N=1 v ) .
= I — ¢ (0) + Ry(1), (v,3;11)
v=o0 v!
donde
Q) a\’ .
» (0) = [——— ¢[olb +1 C)]] (v,3:;12)
ar“ = 0
Y
T N-1
Rylt) = —2— [ o¥(t) (t-¢t) dr . (V,3;13)
(N=-1)! o

En esta f6rmula, N es un entero suficientemente grande
que luego fijaremos.

Es evidente gue R, (1) = O(TN).

Observemos también gque la integral A{ac) es convergente
para

a >n-2 , (V,3;14)
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Por substitucidn de (V,3;11) en (V,3;10), obtenemos

1=n . |
2 1 '2-(0.—1'\) n=2 \t
Afa) = i) RN(T) T (1- 1) dr + :
Hn(a) 0 :
21"" ! N-1 ¥ vy =~ l? (o~ n) AR
+ X — 9% (0) T (1-1) dt
H (a) o v=o0 v
A . . ‘ .
= c(oa) + E{(a) . (V,3;15)

E(a) puede escribirse equivalentemente

N-1 Pen. (v) 1 \)+]—'(Cl—n)' n—2
) o

E(@) = 2 -2 @ (0) (1-1) at =
v=o H (@) V. 0
N-1 W S

= z A, (%) o (0) , (v,3;16)
v=0
. ‘donde

21-n 1 ! v+ 3 (a-n) n-2

A (a) = Y (1-1) dt .  (V,3;17)
H (2) Vi o
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Por otra parte,

vt 4+ @ n -2 I‘[!z"(a -n+2)-!-v] T (n-1)

1
I (1-7) dr . (vV,3;18)
o

T [%—(u +n.)+v]

Substituyendo (V,3;18) en (V,3;17), obtenemos
1=-n 1"(1'1—1)1"[95-'*—'—;-:E +v]
Al) = +— 2 = : (V,3719)
H (o) vl T {0‘2 +v]

Por lo tanto, para v = 0,

2 I (n-1) (V,3;20)

Por otra parte, de (V,3;8), resulta

(v,3;21)

: 1 '
A () = K_(a) ,
0 (@) o
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donde hemos puesto,
1=n a+l
, 2 r'(n~-1) r[ 2:
Ko(on) = . (V,3:;22)

K,(0) = —2Tn71) (v,3;23)

o, equivalentemente, usando otra vez la férmula (V,3;8),

I.[n-—l )

2 1 ’

KO(O) = T = . (v, 3;24)
2 1 2 ISn-zl ) ’ o

Volvamos ahora a la expresidn (6,3;16) gue escribimos

. N—1 V)
E(a) = Ay (a) ¢(0) + X A (a) o -(0). (V,3;25)
v=1 S p )
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De (Vv,3;21),

N1 .
E(a) = K(a) —— ¢(0) + I A (a) ¢ 2(0) . (V,3;26)
T(a) v=1

De acuerdo con (V,3;12), tenemos

A 1 N=1 (V)]
E{e) = K, (a) ¢ (bo) + T A,) o (0). (v,3;27)
T (a) V=1

Volvamos ahora a la f8rmula (V,3;5). De acuerdo con
(V,3:3) deberemos substituir (V,3;27) eﬁ la integtal con
respecto a do gque figura en el segundo miembro de (V,3;5)
v despuds de calcular esta integral, calcular finalmente la
integral con respecto al ds _, Y finalmente pasar al limite
cuando g >0,

Comencemos por substituir (en la integral con respecto a
dd) el primer sumando del segundb miembr6 de (V{3}27).

Consideremos pues la integral

=1

v .
Ko () 1 f ¢{bo) o do . ' ' (v,3;28)
I(a) o
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Integrando ahora con respecto a ds , Obtenemos

n =2 ‘
f v oo a1 : o
g ds K, (a) J ¢(bo) o do . (V,3;29)
n -2 nr3 ' T{a) o

La integral interior, en virtud de (III,9;1), converge uni-
formemente hacia ¢(0).
Por lo tanto llegamos a la conclusibén, de acuerdo con

(V,3;24), de.que el limite de la expresidén que precede es

lim K (a) |S_ J ¢(bv) ¢ = do = ¢(0).

a-> 0

-2| o)
(V,3;30)

La integral (V,3;28) converge para a >0 y de acuerdo
con lo sabido para el caso unidimensional, la continuacién ana
litica de (v,3;28) es holomorfa para o >-1.

Para o = =1, la funcién T [a;l] tiene un polo.

Procedamos ahora a substituir el segundo sumando del se-
gundo miembro de (V,3;27) en nuestra integral.

Es decir, debemos caleular la integral
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a=-1 N-1 [\ N=1 v o~1 N
o I Ayla) o (0))do= = A (a)fo &7(0) do.

V=1 v= 1 0

© = ¢

(v,3;31)

Observemos gue se 'verifica, por f6rmula cl&sica:

I’[%—(a + 2-n) + \)]

T[%(a+ 2-n):\ .
. ;‘[%(a+ 2-n)] [%(a-& 2-n) + 1] [%(ow 2=n) -+ Vv - l]

N c—
I

= I‘[%—(a + 2-n)] P,yla) , (v,3:;32)
donde
P\;(.a) = [12'-(&+ 2-n)] [%( o+ 2-n) + l] ..[%(ow 2-n)+ v-1],
(V,3;33)

Es decir, que P,(a) es un polinomio en e , de grado v .

Substituyendo (V,3;32) en. (V,3;19), obtenemos

1—=1n
2 I'(n-1) r[‘”-g'nL L
A (o) = P (a). (v,3;34)
v H (a) V! T ta;n +\)] v



Recqordando la f6rmula de duplicécién (V,3;8), re;ulta

Av(a) = K (a) 1 ’ B (v,3;35)
AY
T(a)
donde hemos puesto
i-n
2 r(n-1) r[“;l]
Ky (a) = P,(a). (V,3;36)

Empecemos ahora por recordar que, de acuerdo con la férmu
la (v,3;19) vy la f6rmula (V,3;12), todas las integrales que
figuran en el segundo miembro de (V,3;31) contienen el fac-
tor ov ;, con v 21,

Por tal raz6n, todas las integrales son convergentes si

¢ >-1.

Por otra parte, de acuerdo con (V,3;36)

1—n ’
2 r(n-1) r[%}
K, (0) = p— P, (0) = cantidad finita.
n 2 virT p2. +\)J

Por otra parte
r(0) ®
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miembro de (V,3;31) se anula para o = 0, o sea,

. V Ne=1
lim [ 2 A (a) e W (0)] doc = 0. (V,3337)
. ‘

a> 0 v =1

Debemos ahora calcular, de acuerdo con (v,3;14) y (v,3;15),

el siguiente limite

v -1
lim- f d 5., Jo Co,a) do , (v,3;38)
a0 s 0
donde

l1-n

2 1 -;— (@ —n) n—=2 ) .
C(O'I a) = J RN(T) T (1~-1) drt (Vl3739)

Hn(a) 0 L

y las f6rmulas (V,3;11) y (V,3;13).

Observemos que, de acuerdo con (V,2;22), Sm (t,o) con-

tiene un factor oN

De acuerdo con (V,3;13) y (V,2;23) podemos escribir

T N~-1 )
— [ (1 ~t) dt . (v,3;40)
(N=1): o

cd
RN(T) <
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Con el cambio de variable =t -t = A , tenemos

Ne 1

T N-1 N
I (1-t) dt
0

da . (v,3;41)

n

]
!

A - e
>
[o})
>4
]

°
>

Por substitucién de (V,3;41) en (V,3;40), obtenemos

C
Ry < — o N - L (V,3;42)
N! A \
Por lo tanto,
vV a-1 1 21"“ < (g ~n) n— 2
/ dsn.; J o do g Ryl = (1-71) dt| <
5 0 0 Hn(o')
n—~2
v o N—1 1 1=n Nt ;_ (0 =n) n -2
< £ g s __, S ¢ do 2 T (1-1) dt .
N: Sn-z o 0 Hn(a)
(V,3;43)

Por otra parte,




1 N#F -l(a—n) n=2 —2
f (1-7) d1 = (v,
0 I‘[N+ a+n]
2
Ademés
{=n
1r~n o1
2 r L)
H (o) 1 r [a+§—n] I( a)
De (V,3;43), (Vv,3;44) y (V,3;45), obtenemos (si a>-1)

1-n N4+ -;—(C!.— n) n=-2

3;44)

;3;45)

c v N 4 Q-1 1 2
— f dSn__2 f o do S T (1-1) dt =
N; sn__2 0 0 Hn(a)
l~n '
2 r[ o+l ] r(n-1)
- C 2 1
—' n—1 (!'*'n\ PN(:!)
N A F{N+ 7| I( )
V N+4d -1
, f O dg ———= 0 . (V,3:46)
1) a-~>0
De (V,3;43) y (V,3;46) se deduce
1 —-n 1
AV] a-1 1 2 -i((.‘l.—n) n—2
lim ¢ é’lSn_2 [ o do [ RN(T) T (1-1) d4ar-r
a0 S, 2 0 0 Hn(a)

(V,3;47)

0-_
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Estudiaremos ahgra IIO; f

s A .. 0 0
Para hacerlo dividiremos el dominio Ds - D,a en dos
Y

partes de acuerdo con 0<1< 8y §cr<1l.

El potencial de volumen correspondiente a d<1<1 es

una funcibn entera que se anula para todos los enteros pares

<0,

. a . .
Para estudiar I, f en la primera parte, consideramos

1-n

8 R-1 n=2

15 = —2 J ds__, [F(t vo) t (l-7 ar,
L, (a)T(B) n-2 0 i
(v,3:48)
dopde hemos puesto, por definicién,
L (a) T(B) = g, (o) ,
B = % ( o - n) + 1 ’
y i
[¢] a—1
F(t,v,a = [ £ [o(b +1¢)] o do . (V,3;49)

v
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Entonces, recordando el caso unidimensional, Iﬁ f° es una

funcién holomorfa de «

Finalmente, debido a la presencia del factor P[%] .gue
aparece en L (a), Iﬁ,f se anula para e =0 vy esto
* prueba que L,
lim 12 £ = 0. (V,3;50)

a >0

Las férmula (V,3;30), (V,3;37), (V,3;47) y (V,3;50) prueban

que

lim  1%[ £(X)] = £(0)=

o+0
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Principales operaciones

Entrada ,
N© Operacibn P&gina Fé6rmula
d -n
1 = % 20 (1,5;1)
2 4 (x+10)” 60 (I,13;24)
dx 4 r
3 2 (xtiof” 62 (I,13;32)
dx ’ ’
1]
X+ 71 15;2
4 T(a) (I1,15;2)
m A+ 2m
5 A {r } 81 (II,2;26)
6 Res R_(x) 94 (I1,3;11)
o =n-+2h
7 [Ry(x)] 95 (11,4;1)
8 R_,_* £(x) 96 (II,4:3)
9 R (X)*Rg(x), o+8# n+2h, 97 (II,4;4)
h=0,1,
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Entrada

N® Operacidn P&gina Férmula

10 [R, * Ry (x)] 98 (II,4;5)

11 b Ry, (x) 98 (II,5;1)

12 A R (x) 101 (I1,5;5)

13 PE R, (%) 108 (II,6;2)

14 1% (1P (x)) 119 (III,3;3)
& Btk

15 <1 134 (ITI,7;3)
dx

16 1im 1%f(x) 144 (III,9;1)
a-=>0
a,_B

17 I°(I° £(x)) 152 (III,9;19)
o,-B

18 1% (P £(P)) 156 (IV,1;3)
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Algunos simbolos adicionales

€ perteneciente a.

e~

igualdad por definicibn.

Fin de la demostracibn.




