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INTRODUCCION

Notacione s:

Designaremos con X = (s ooy X ) 3 ¥ = (¥y, o-05 ¥} 5 etc., puntos del eg
pacic euclidec n~dimensionsl E® , y se usardn las sbreviaciones sigulentes:
n
2 =
Izl = 2&1 x4 )% . Ax = %“1’ seesy }\xmﬁ ; Xty = (x1+yl,...,xn+yn} s

X .y = %EI X5 ¥4 H E: = {g; =] =1}

El elemento de wolumen en En gers dssignedo con dx » ¥ el de area de }: con

4d€ . Dada F{t) , e E® | designaremos con F f{x] . la transformada de Foupier
~
de £ sz Fflx) = ff(t) ETE =t 5 = T(x)

§= (810 -oes 80 ) 5 == (X, ceesnqy ] 5 2 = (Bys veepy ] 5 eten,
indicarén n-uplas de entercs no negativos,



L2 2 e N
Otrans sbreviaclones: | of{ = zzi Xy 3 2% = %Jl % i CR ¢ 15%— )} =D =
fosd ~of o ¢
) 2% e o%n

L8

Ry %z <n T N =Xz T X =n
aXE_ 'C:)Xzﬁ coe gxn ° é)ﬁif'i - axa axn ~

Notaremos con (C ) 1la femilia de funcionés indefinidamente diferenciables, con
(D) el subespacio de las nulas fuera de un acotado, con (™) el de las funciones con
n  derivadas continuas y con (Dn) - el subespacic de las nulss fuera de un acotado.

°

(g} -, (5 , (D*) indicerdn respectivamente la clase de funciones de (C )
a decrecimiento répido, su dual y el de las distribuciones.

a) Tode funcién homogénea k de grado -n - (o sea, tal que para todo a>0
k (ax) = a ¥ k(x)) con intégral nula sobre la esfera unitaria, define un operador . sip
gular de tipo comnvolucidn:

Sy e K £(x) = f k(x-y) £7) dy = (k%2 (2
En

donde la integral debe entenderse como valor principsl. Para n =1 el dnico operador
de este tipo, salvo factor constente, es la transformada de Hilbert .

Estos operadores conmutan con las traslaciones, esto es, si designemos con @ ta £(x)
= f{z-a) .resulta:

K ty £ = t, Kef
Formalmente obtenemos (mas adelante justificeremios estos resultadecs) que
(2) . FEZ®£) = F (x)F (£)
‘donde F (k) ° es unma funcién homogénea de grado cero.

Esto es consecuencia de la conocldz férmula siguiente, donde kj (t} = Xk (At)

(FE,) () = Nr(Frr) (2

>

v del hecho que k es homogénea de grado =n °

Si se pide al ndecleo k ° que pertenezca & C°° en B - {O} s, Flky tembién
pertenecerd a C¢®  allf y tendré valor medio nulo en . Reciprocamente, toda fun-
¢ién homogénea de grado cero, con VvV o @ . nulo en X vy de C°° es la transforme
da de Fourier de una funcidén homogénea de gradc -n s cOon ¥ . B . en > nulo
g de- C7

lticleos con esas propiedades engendren operadores definidos bor {1) log cuales al
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cOEPONerse Do coneervan su clase, en efecto
(5} F(E X £) = Flk) FK,£) = Flky) F(ka) P(g)

y F (k“l) F(kgk es homogénec de gredo cerc, perteneciente a C°  pero no necesaria «
mente su mediz en Z €8 Cero.

Sin embarge z F {kl) Flkyl = ( vem. Fligy) E‘(kZE gobre 2 ) , por lo an-
teg dicho gserd un F {k.',é} o .

Luego, Fkyd Flkpl = F (kﬁ) + 8 , y 3ntitransformando:
Ky K2 £ = {(C+ 33 3 £
Esto sugiere definir operadores K més generalmente por 2

(@) X £(x) = C£(x) + jn x - 3) 2(y) dy
"

g2l

los que ahors evidentemente forman un &lgebra.

Definiremos como gimbolp de K a: G§K = C+F (k) , luego de (4) resul
terd : P (K f) = (G K) F(£) , y.de lo dicho anteriormente,que existe uns correspon -

dencia biunivoca entre simbolos y operadores .

o
b) Puesto que F (k)€ C°  y es de grado cero, es acotada en E s luego para

funciones fe& L (E®) obtenemos de  (4) por una aplicacién de Parseval 3
Hx £ll, = (HF(k)Hw +Icl) . ligll,

Més adn, como después veremos XK f es de tipa' (p , p) ©pera tode p& (1,%0) . ElL
regultado es felso para p =1 . [~ o N .

La continuidad del operador, X se menifiesta tembién en ciertos espacics de Orliesz,
Si £ satisfece una condicidn de H¥lder of 3

lex) = 2(x)]l € ¥, |z - yée‘

también K  es continuc con clerta norma sobre eses £ , para 0 <% < 1 | Besulta
do felso para X = 1 o .

¢} En lo que sigue nos atendrenos 2 un cdleulo formal, seguramente licito pera fugeig
nes de io@j . De la férmulia :




(5) (r2L ) (m) =-2TTig (F2) (x)

Oxy

v definiende el operador /% por :

(6) F(Ag) = 2T x| F (£)
se obtiene que : F ( é%%; ) x) .= -ix Exi'l (FAf£) () . La aplicacién sucesiva
de A @ F(AAD = 2Tzl AR = 4TT% 12 Fe) = -FA 1)  de don-

dge ¢ L = {—13)1/2 Ef ademﬁsef de (5) 3 (6) sigue que el operador /\ conmu-
ta con Q 74\ = A . - Lo aplicecidén sucesiva de (5) da 3

°
&

oxy ox, = Oxy
N | P e = (0P P el pAlRl g
como  x° ix!'sp! es una funcién homogénea de grade O , y de ° ¢ en E% o {0}
por lo dicho en a) 3
(8) Pe = (-uipl g plpl g
donde K esdelaformm (4) ,con GK = C+Flk) = x° éxi'!pl

De este menera el operador P se redujo & la apiicacidén sucesiva de un gnico ope
rador “malo” (/A no es acotado, y estd definido en un conjunito denso}, seguido de la a-
plicacién de un operador continuo conocido como es el ¥,

d) Considerando shora operadores diferenciales homogéneos a coeficientes constentes ,
vales

(9) Lr = 2. a s = (Z e (-i)pr)[\mf = («1)"xk A®¢

Ipl=m P Ipl=m P
- P g™ = -m - = p

con €K %%}zm a, x Ixl = Py (=) . [x] donde P (x) ipl=n % X es el
polinomio caracteristico de L .

El op. dif. L es eliptico, si y s6lo si P () = © implice =x=0 . En
este caso  ( ()"I()""1 es una funcién homogénea de grado cero, y de C°° en E? - {0}
por 1o cual es simbolo de un operador, que llameremos K o

Ademds : KXt = ¥PKk = I ,enefecto: G(KKY) = 6k fkt =
= PRATROT = 1 = &1

Por ger L eliptico a coeficientes reales, se vé facilmente de Py {z) que n
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debe ser per, n = 2r . Luego, L = g AF f ylaecuseldn L f = g ase peduce

g AFgp = Klg , 0 8¢a & la resolucidén de 4Af = n

e) Generalizaremos zhora d) al caso de coeficientes variables,donde realmente el

método es interesante. Sea L = iZ! &, (x) D’ | entonces
pl=m
(11) Le = ¢ ;ZR: 0% e, K IAT2 = )Tk N g
ri=a

Cada sumando de KX g es de 12 forma @
= <+ B
e (x) Kp g 8, {(z) Cp glx) jap(r} kp(x y) ely) &y,
esto sugiere extender la definicién de k dedo en (4) a z
{12) Eg = blx) g ffk(xy %=y} gly) &y
donde bz} e¢s acotada, y con propledades gue se especificardén més adelante, Ki{x,z)

es homogenea de grado ~-n en 2z , para cada 2z acotada en x y pera cada x
integrable en la esfera lzl = 1. con integrel O

Sfmbolo d¢ K serd shora ¢ (K. = 6K (xtl=bo+ & @c (*ﬂ-))!(ﬂ“‘t b(x) + {(treng
formada de Fourier en 2z de k(x,z” () . Como el operador §° es linesl en fac-
tores dependientes sdlo d2 x el sfmbolo de K dado por (11} es: K =
= Z g, (x) WKP = Zap(x) P, lté-gpi , © sea, nuevamente el sfmbolo de K es el
polinémio carecteristico de L  dividido por [t|'P

Si kx (x,2) esde C< en =z , junto con otras condiciones, K tiene pro-
piedades de continuidad como en  b) .

Difiere de aquellos en que la composicidn no da un opersdor de¢l misme tive, edemds de
no ser conmutativa. Asimismo, como K es acotado en L , estéd bien definido el ad-
junto de K x* ,prs (Kf,6gl = (f,Kﬁ"g) ) fygél.? , ho siendo
en general, K del mismo tipo que K (ef 1o es v.b. cusndo K estd definido por
(4) ) I

Como en &) vale que existe una correspondiencie biunivoca entre operedores y sim-
bolos por lo que podemos definir el geudoproductec de Ky , con K2 ’ Kl _5 K2 s
por el operador cuyo simbolo es § (Kl 8 Kz) = @(Kl) @(Kz) . Con esta operaciém la
familia de los K deviene un &lgebra conmutativa.

Anelogamente, el seudoadjunto de K  gerd el operador K“ﬁ cuyo sfmbolo es :
¢ = ©x . Bs obvio que cugndo : _[{(CK) (x,2)|> & > 0 exziste el seudoinverso
de X , I , definido por ¢ G (TK) = (6K) - ytelque: K8 L =hem



= I .

Designando con Lph = gf; reP st 0 <« é‘h} con una norma que se defi

niréd oportungumente, diremos que el coperador R es pregularizante s8i lleva Lph en

Lph +1 . Este derivscidén debe entenderse en el sentido de las distribuciones. .
Vale entonces que @ P = Kl B K2 - Kl K2 y & % oI K$ son regulerizantes .

En efectu, comc veremos: LA , NP aslcomo 4N ¥ P/A  son operadores acote-

dos en tods Lp,1<p<a>o , por lo cual @

d - =
55 Pf s -t (kN Pe = —ix,, (AR 2

lo gue prusbe, por ejemplo, que P lleve ¥ en Lp1 .

Usando la seuuocomposicidn por la composicidn, o el se¥doadjunto por el adjunto, intro-
ducimos un "error® que es un operador regularizante, o sea, P =0 6 KE= K# nédu-
lo operadores regularizeantes.

Respecto a la inversién del producto de composicién podemos decir que si 6K # 0
gi blen K no tiene un inverso, existe un R regularizante tal que X + R 3f lo pg
see,
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%Lw TRANSFQOQRMATA D HILBERT EN 1 DIMENSION

/.

B

L]
i

Definiremos el operador. Hg s € P70 por: Hegf fe

%%%dtg
&

el cual, como permite ver une aplicacidn de la desigualdad de HSlder estd bien definido pa
re toda £E€LF | 1sp<o .

z=-tl>

o o Ow S o e

si fe1? , 1<p < o> ; entonces:

< A £ con & independiente de € £ .
a) llfe 11, 5 4, 1l ’ o 2 ¥ )
b) Existe el limite en LY de Tifg para &€ —>0 , al cual llemaremos £.
e) | §¥Hp £ “&“p 1ig] ﬁp donde Ap es la misme constsnte (de a )

Demostraciidn:

a) Por le linealidsd de Hg. ‘es suficiente demostrar a) pars funciones no

negativas, .
See f»0 , f (x) iguala f(x) =i Ixl<s5n y ceroen otra parte 3 ob -
viemente T c (x})==£: () en todo punto. Luego del teorema de Fatow s
§

%ﬁ_lgp = - -4 1Y .7 = B
jif&g dx jilm §fn9&§ dx %%%m_féfme ¥ ax

de donde sze desprende que ¢8 suficiente probter &) para funciones nules fuera de un inter
valo, pues en esa £uSO

~ ~ 5
ifelPax g2 [If _1Pax < 1im ap [ I£ [P ax = ap [Ig]}P
¢ 5 J e Sz n P

Ses entonces £ 20 , f£&lP |, a soporte acotado y con integrel no nula ( £=0,
¢, £. & es trivial), l<p< o . EL parecide formal del ndcleo de Hilbert con el
de Ceuchy nos invita a estudier la sigulsnte integral:

F(z) = ifm at
Z = %

donde I (z) >0 , y la integracidn se realiza sobre el gje reald .
Como es licito derivar bejo el signo integrsl se vé gue en esa regién F (z) e3 ane-

%

Sea =z = x+iy , {y>0) , RF(z) = Rizx,y) , IF(z) = I(x,y) ,
I (23l = ¥ (z,y) , &= ArgF (z) .

60 :
Imego 3 R (x,y)} = f mﬁlm? dat = fiﬁ??—L
=0  (x-t)" + ¥ % % yz

3




¥ por la desigualdad de Young , para y fijo 2

(1) HR )0, = |19 éxQ + yz)‘”l‘gg

5 Hetl, = T llgll,

1 ©

Ademds R (x,y) > 0 ¥ por lo tente-T0/2<{ < TI/2 .

Trataremcs shora de acoter [{I (:{,y)M@ por IR (x,y}ﬁ%.p N
See F (2} = M exgip @ , de las hipbtesis hechas sebre £ se vé que [F(z)]
~J Ez%“l para gz — oo , luege |F ()P~ %z%”p Si gz, IRiz)ga ,
Iz) = y} ¥y CF= {z = {a,v) 5.7 >y , u + v = a} por ser FP (z} analitica
es -
f FP(z) dz = 0 ¥ como para & —»cd ] pr(z} dz | £ cte. @ Pl o,
CWwi +00+iy +00
resulta:(2) f F(z)Paz = 0 , osea: O =jﬂ W(x,y) cos p ¢ ax =
.—w+i_y = 00 —~——

Dado p no impar, existe un b >0 y un entorno de radic 4 Cde  TT/2 y de
~Tl/2 enel cusl leosp ®l >b , yexisteun C >0 +tel que en (~TT/2+a
T2 -a) , eost>C

Luego ¢ lsen §|P < bt {sg cog p TI/2) coe p & + (v~+1) a”P cosP O = Acozp <+

+ B cosP ¢ . Entonces, para y fijo :

+ 00 '
T (x,7)1P ax = fﬁwp lsen $1F ax gAfMP;eospQ)dx-%Bpr dx
-3 .

v usande (2} @

(3) ﬂxﬁp ax € B jfap ax

oo N ~
Le diferencia entre I (x,€) = f -(—&% dt y fg(x) viene dada por la
o (x=t)° + &

convplucidn de £ con el siguiente nlicleo:

z 1 .
- = si lxl> €
g (x) = | x° +€2 x
4
i"éj%“ si Ixlgé&
x

Aplicendo la desiguelded de Young y observande que [igglly < TT  tenemos:
(4) flege * pr% TT. Eifllp

luego, usende (3} v  {4)
HEell, € NI G @+ HItx, ) - Fe 11 < /P | |r (x, 201, + Tl
v por (1) ife % A o 1 fﬁﬁp .

Para tener el teoreme serd suficiente demostrar b} , pues ¢} es consecuencis



ipmediata de a) y b} .

») Sea glx) y hx)<€ (D) , hizx) per y hO) = 1 ; entonces :
h (x~%) -
j S & o
[x-t]

Del hecho que lglt) - g(x) nix-t)] € Mjx=-tl con N independiente d¢e x ¥y t

resultas ( () (x) hix-t)

lim f{%%dt=lii0 f gL -ogr 22 & =

€70 |zt E fx-t]

- T o(1) « glx) hlx-t at
—cg x -t
s ~F N . N

De lo dicho es fécil ver que igE (x)] < Tx"m" . Como =T 1 es p integrsbl
para 1l <p< oo ; una aplicacidén del tecrema de Lebesgue ge paso al limite bajo la in-

tegral, prueba que g'gz (x)} es de Cauchy en P .

si felf y lif- ng< S con  gg (c@) , supueste a) , 8¢ tiene de la
desgiguslded de Minkowski:
o~ ~ : od ~ . s ~ ~s ~ ~
Fe « 500, S HE =8 lly+ & =Bl + IE, -5 11, < 28,8 + UEe =g, |1,

=y s A
1o que pruebs que %fé% es de Cauchy en P , y converge a una f& ? o







DIMENSION!:

%2,» TRANSFORMADA DE HILBERT EN T
o " R =

==z

L

Sea k {(x) une funcién homogénea de grados - n , perteneciente a L sobre 1e

esfera unitaria y tal que : k (x) = =k {-x]} .

Comce k es absolutamente integrable scbre todo compacto que no contiene el origen, eg

t£ bien definido el sigulente operador, sobre funciomes £ de (D):

g@ (x) = (Kg £) (xJ = / k (z~y) £{y) &
[x=y|>€

Teorema 2 ¢

Sea k (x) una funcidén con las propiedades enunciadas. Vale entonces: si £ € P s
I<p < @ ¢

a) |l¥e pr < ¥ Ap Hf‘Hp ,.‘/f ik ()] &a@ (Ap es la misma constante
lei=1 del tecrems 1)}

P

b) Existé une funcidn T =x¢r eif a1 que fg converge en media p
a £ para & —0 .

el kel £ 24 fif]] e (x)] a6 .
D péé__&

Demostracién:

Para obtener el teorsma, es suficiente probar &) y bl para funciones de (D)

puesto gue una familia de operadores con normes uniformemente acotadas, fueriemente convergen

» - S~ ~
tes en un conjunto denso define univocamente un operador, que en nuestro caso llamaremcs K,

Si bien esto implica que para f & P ;, Kg £ es obtemido de la extensién continua del mis- |
mo operador.de (D) a LP | veremos mds adelante que, tanto Kg como K , pueden

definirse en P por convoluciones o limite de ellas.

Las demostracicnes que siguen especulan con la idea de reducir el caso n  dimensiopal

gl unidiménsional., Sea entonces £ € (D) .

a) Fijado t' de & , e y del subespseio L , ortogomal'a t° R
convendremos en llamer g(f) a g(f) = £ (y+ Pt') o sea a la restriccidn dg £
2 la recta que pasa por Yy S L , paralela & %° . Entonces:

v B [ 1/p
e 1 = j ax . E...@.l a6 f f.i&.:f_i._} df P dx} ”
€ ''p { a0 é J{; 2 P Ixe 3 %

£ ( usando la desigualdad integrel de Minkowsky) €

i




i2

k (£)] £(x - Pt 1/p
ﬁ&JLmﬁwgu €v~§ Jf ,Jm?rﬁil ap IP ax aw
2l g Y P IE s ‘
Ls expresién entre corchetes, si =x = y + st’ , €8 igual &8 3
o2
wfﬂdy ‘ §Q§ vgﬁ £ ({y + (s=£)t*) af 1P as =
L Je “IfI>E £
= ) [~
, . ~ P o -
= jﬁ dy wjﬂ lge (8317 as = A fdy f lg (e}]|P as =
T, - L -0
~ o
= AP £ (y +st)[P = AP [iz]|®
p.jfayfwsf t)1P as = 4P [£]I2
L ~o0
~ X
Luegos NES T -2 |ifl] le (¢} a® .
2 P 5 _

b) Resulte del hecho que %% converge pera 1> £ —> 0 puontualmente, y acotg
demente por uns funcidn, del L= en todo entorno del origeny p  integrable en el infi-
nito.

Seas t = £t R it} = 1 , entonces:

<&T
o ! - [
fe (x) = jf k(t) £(x - t) at = fk(t”){fw de ac =
lt]>e 5 3 £
» -~
- - - ]
jk(-t*){jfl‘x 3;“)@?}@@ = % f&(tﬁ){f £ {x t)dfjd()\
5 3 £ = [PI>E F

donde el término entre corchetes de la Ultime integral es Hg g(0) Eé (0) , con
g{f) = £(x+Pt) .

Como fe& (D)} |, §é (x) estd uniformemente acotada por una constante M  que de-
pende sélo de £  (ver dem. teorema 1 ) y resulta: |fz (x)] & M/2 A [k (z°)f aF .

Sea I el scportede flx) y X = {x; d{x, I) > l} .

— e o e

Si x€X vy £€<1 , £ (z) no depende de € , luego &l1f fg = £ (x).
Como las %% (x) estdn acotadas sor N , y lejos del origen todas coinciden pera & <1,
de &) y de la convergencia puntual resulta que constituyen una sucesién de Cauchy en &,

¢) se deja a cargo del lector.

Cbserveaciones,

1) Al demostrar &) obramos come si g () pertencciera al 174 (El) si
£ 1P (M) ; esto no es ciertc necesarismente, sunque vale en casi todo y de L

por 1o cual el resultado gueda inalierado.

es una familia de operadores uniformemente
Kg
Kg £

(D) {%e}
es de Cauchy, lo cual permite extender por continuidad cada
feLP

2) Demestramos que en
acotados, y que {Kg f}
a2 un operador continuo (uniformemente acotados) y verificar que para toda

k2
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es de Cauchy.

Demostreremos a continuacidn que f Ik (x=y)1.1f (y)| &y es finita en casi todo pup

to, cualquiers sea € —o R ﬂx-fo- .
y con ello no es dificil ver que k (x-y) £(y) &y = £g es iguel p. p. =& la
|z=yl>€

funcién obtenida por extensidén del K¢ .
Luego j ¥ (x~y) f{y) @y es limite en norme pars & —>0 de aquellas convoluciones,
Lema 1
i i s s

k¥ homogénea de grado - n z 0 s q integrable en Z; 9 a=21 ’
o , fel® , l<p<c<oc , ¥y =Ffy , k'l =1 .

£ 2
Luego:
o0
g (x) = f k(y) £ (x=y) d = jk (y*) a¢ f?‘l T (x-fy') df , existe
' Ixl>& 5 [
.P. B. X o
Demostracidén
kga integral es finita p. p. si es finita p. p en toda esfera S , en parti-
cular si es integrable sobre toda esfera S Integrando esa expresidn en X gobre S
tenemos:
[«
fk (y') af fdx ff‘l £ (x-Py') af ,
s S (J

La integrel interior, por ser f -1 fuera del origen p - integrable para todo

1L<p<ea , e sald¥ factor, menor ¢ igual a :
Vg O

1/p
{ P (z- Py*) df}
-0

e integrendo em x  sobre S5 ¥ aplicandec Hblder se vé que la integral doble interior ,
es salvo factor, menor o igusl que:

p/p-1 +wp 1/p
Is] ax £ (x=Py')y agp
S -0

La integral respecto de x  puede ser calculada primerc a lo large de lineas pardleles a

¥ ¥ luego sobre el espacic de esas lineas, resultando evidente por ser S acotado que
su valor no excede :  cte.||f] ig . ’
Luego:

fg(x)dx(*ao
S







_——

§3a“ CALSO EBESPECIAL . TRANSFORMADA DE RIESZ

x :
Como _.._..L@:e__i,, ; con X, ¥ m - éslme componente de X, es un ndclec con las prg
t I
:XE

piedades exigidas en el teorema precedente, el operador:

- . Xm ~ Im : = . +1)/2 n+l
R £ = ) £ly) ay ‘5}1 = »«:».‘ﬂ“b P(T)

n ngy§n+l

tiene las propledades alll enunciladas.

Demostreremos al fin de este pérrafo que, si

Ey

(1) fe(d): F(R, T = F (D Tal
Z

Esto nos permite sacer las sigulentes consecuencias:

0

i} (1} vele pere toda fE€L ; pues R ¥ la trensformada de Fourier son
operadores continucs de L en LZ B
n 2 )
i1) 3, R® = I sobretodo L® , 1l<p< oo .
m=1 °
En efeecto, de (1) y del hecho que si f& 12 s Ry fe Le , resultal
2.
2 p *n
F(R.f) = — F(R £} = === F(f)
E =l N
¥
F(S R2£) = F (f)
=1 B
: 2 e 2 P
lo que pruebae que en L 4 Z Bm = I . La continuidad de Igﬂ en L s ¥ la

m=1

densidad de 12 N LP gllf, prueban la igusldad en ese espacic.

iii} Definiremos como R g & la transformada vectorial de Riesz con dominic
funciones y rango vector - Tfunciones , de 12 siguiente maneras

(2} Rg = (Rl &8s RZ By cos 3 Rn g

y si e’:ggyuugn} , gEW |, a:
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By
¢ e FARRNS

w=l

A4

(3} e

ehor - funclién en une funcidn.

g
) X
€y mmfﬁ # £ coincide con la
funeidn Rm £ 2 En efecto:

,

; o 2« F0Y = Le m <X >
{v- b %, —Fr * £, Y/ = A¥.p. By Te[ L S, Pl =
oy X

%, X
s s} i 5 /
= lim § = fﬁy) Plx+y) dy) dz = Llim f at -—-in-—:_-i
£ -5 0 SR b e J -0 i Ix]®
Ixl»& ! id “E {xlse
e S ey A - & o - &I P T S . IS
o T ixz-t) Fit) dx \ . CBpe £6% > . Come R . £ converge en L a
Rm F  results el dltimo wmiembro igusl & & EM £, P } » 1o gue prueba lo dicho.
) i}w" o 2 2 £y
Por otra parte, x|  es una distribucidn ée  (S°) , (tempereda), luego, tembién
sus cerivadas lo son.
Veamos que
) s gL }“m
(4} w§~m =" = (1-n) v: p. =——pp
%, Il
iy
lo gue proberéd sdemds que V. P. ‘ﬂaﬂ eg temperada .
3 it
1.,. & 4 o @ 7 . 0
{“ﬁ;* [x] =" y*%?} LT [0, 3 7 = 1in - ln-l 5
- < B
@“&m “m €0 lzfse [l *n
< 1
P (x) ax = (por T. de Gauss) = 1im . { = e ¥ ax -
£ v w b
- Ixlse <
- i»l ' aAY o 16 ) donde xjm es la componente m-&sima del versor normel
PR
a Izl =¢ .
Como e dltime integral tiende & cero con cc, queds demostrade 4y .
o
. - - 2 . B Dlx|ip
De : F (R ) = FALE,v. po =Sy wf) = F( n Olx| ¥ f£) y del hecho
¢ Pl l-n @xm

o 1=-n
que S x]TT pertensce & ($°) vy gue & (D) resulias




i

1-n
Pry 0 = 2 o5 (2ETR, gy

(%) —~ @xm_
Como: F ( QE-D-E— ) = =271 x, F (T) pera T& (8') de (5) cbtenemos:
. axm
= . 531 TT- 1len
(6) F (R, £) = 1 2T =) F (I=x[77).F (£)
T e

Bl probleme se he reducidec entonces a calcular F (1z[*™) . Lo haremos en general cal
culande F {x|™) , con nfzexX<n , n22 .

Definimes  la operacién i1 A por :

ST, @w> = <17, X2FE A

o sea, que si T& (D", TRT también pertenece. Para distribuciones que son funciones
localmente integrables, resulta: [ﬂ}\fﬁ (x) = £(Ax) .

Se ve que, para T & (S8*)

(7 P(Thm = AT, F @ . ,
Una distribucién T se dird homogénea de grade m gl T&T = A®T ., que

generaliza el concepto del mismo nombre para funciones.

F (|x]™%) es, bajo las hipbtesis sobre o , una funcibn, pues el transformsnde es
suma de dos funciones : su restriccidén 2 la esfera uniteria gue & L1 s ¥ su regtriccidn
al complemento de dicha esfera, gue es de LE .

De la férmula (7) se deduce que F (lxﬂ"c{) es homogénea de grado o¢ -1 .

Ademés se comprueba facilmente que le funcidén F (lxrc‘) es rediel, por lo que :

(8) F(lxI™™) = cq . Ix

Cédlcule de Coc

“Tr‘ 2 o 2 *
Como F (e x| } e T € (8) , de la férmula de Parseval se obtiene:
2 2
(9) T T L R S G I T s P LI L
Teniendo en cuenta que para €> -1 , vale:

{10} ‘ /we"Trf‘z fﬁdf = éﬂ“{?‘a’l)/z F{ 52'!'1 )
0

de (9) resulta que :
-in
(11) cu =TT (_z‘§ ﬂ%’i‘a}ﬁ‘z’w—%)

S$i m33 , mne-1 esun o que cumple las condiciones pedidas, y se obiiene de {6}
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(8) vy (11} ¢

*n

F{Rmf) =-T;(T'F(f)

Si m=2 , 1=nl=n/2 noesun o , pero es el limite de ellos.

ks evidente que les distribucicnes temperades x|~ % tienden en (S') , para ‘&
tendiendc 2 1 , & %x&”l . Luego sus transformades de Fourier tienden & F(le'l) ’
pero  F ([z{~%) = Cgu Ix|™  converge em (S') , para &« —1 ,a |x|=t =
= C. lxi™t , 1o cusl & eu vez implice que (1) vale tambien en este caso.

i




4o INTEGRALES SINGULARES CON NUCLEBO PAR

LA

Sea shora k (x) una funcidn homogénez de grado = n , per, con media nulsas sobre la
ssfere unitariz y tal que f&k (x)]% a6 € 0 para algin q >1 .
&
Como fuera del origen Ik (x) es g integrable :
feed
e (x}% ax = le(-3-)1% a6 [ [x]™04 gpx] = e (x*)]% a6,
lzlsE 5 = v v
g(l-gln ~
o m—— o0, entonces K¢ flx} = £z (x) = k (z=y) £ {y) &y ,
(g = 1} o I lx=yiné
si f£& (D) , 88, pare & fijo ung funcidn g integmméy acotada,

Nuestro objetivo es probexr un teorems andlogo al 2 ,» v la 1dea de la demostracién se-
ré reducir muestrs ndcleo par & otro imper. Observemos que la convolucién de dos funciones de
igual ¢ distinta paridad, es respectivamente, una funcidn par ¢ impar, y que la convolucidn de
dos funciones homogéneas de gredos & 9y % es una Ffuncién homogénea de grado g8+t +

+ dim., del esp. .

Operando formalmente, vemos gue aplicando el opersdor de Riesz a Kf = f k (z=y) .
. . = i v 7 . Y = xm
E(y) &y 2 B KT L T # (x (x) % £ (x) ) (&, i Rk (x) ) ®%f (x) .
: i

La dltime comvolucldn entre paréntesis es por lo observado, un micleo impar de grado - n
y por el tecrema anterior definird un opersdor scotado; luego también lo serd:

I
Zﬁm &Bmii}f = K f
1 .

i

Pagemos shora ¢ la demoatracidén rigurcss.

Teorema 2 ]

Sea k (x} una funcidn homogénes de grado -n , par ( k (z) = k& {
die cero sobre la esfers unitaris E: , ¥ tel gue existe g >1 con {
sptonces vale que, peys tode £ & P ;1P < oo e s

1l 114 1/q
< %M Hfﬁép . <§k (=)™ ae )

"

= Kfel? | talque f£g  converge en media p

-x) } con me-
¥ (x)]96 < co.

»

&) 11Fg 11, = Ik 2]

EY S

B) existe unae funcidn
a £ para £ -0
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e 1IEll, € &, o il ¢ éﬁk x)% & &)1 _

&

Demostracidn:

Useremos la siguiente nomenclatura Eg]§ = { Jo (), serd la funcibn iguel a
g {(x) pera Izl > g y cero para |xi€ S 3 HgH designeremos &
( Jf lglp a}%‘l/p dénde 4 serd una medida en A cue se conocerd en cada casc .

serén constentes que dependen del gubindice, pudiendo variar su signi-

e, ¢ . e 0,9
serén constan-

ficado & lo largo de una demcstracidn, nientras que A . Ap 5 P; q
tes especiales, gue conservan su velor en una demostracidn.

Demostraremos m-continuacibn les siguientes proposiciones: 8i £ € (D) entonces:
1) R, Bg®) = (R [K)p) =%

i1) Existe una funcién X (x) imper, homogénea de grado - n , tal que

&l a® = 15, g e LIkl
S{E:}_ 2 qi d

b's
af
s = 1 .
iii) [k]e - Ry [E:}E = g& es del L con ¢ |1 g& Hl < Sq gkilq .
Con estas proposiciones ‘es ahora inmediato &) . En efecto ¢ si fe (D) ’
{(Kg £) = (Bm [k]&} ¥ f = Ek]é ¥ L o= X'& ¥ £ ; el primer sumendo del dltimo miembro,
por ii) , iii) y teoreme 2 , es t=21 ques

A,
. A .
g =2l € e - 4, el - Tighy

8i 1< p< oo y el segundo sumendo, por  iii) v la desigualded de Young , es:
* ¥l -1
It L llp & o ellgelizlly

luego

(1) _ By (e D15 g ep ¢ l%kiiq.ilfiip

De (1) yde ii) del &3 , resulta:

e 2lip € 4p,q Llllq- 11l .. a. a.
Pasemgs a la demostracién de los puntos 1) - iii)
1
: Xp = Ip T
(2) Rus (Ke ) = 6, ) [B—Fl @ . /(g =2) £ (2) az
x5 %" ¢

La integral interior del médulo de su integrando es una funcibn de - 19 {desigualdad de
Young), ¥y como el médulc del ndcleo de Riesz fuers del origen pertenece & todo P .
T p>1 , 1la misma desigualdad permite verificar finalmente que la integral repetida de 1los
méduloses finita, lo que implica que pueden conmutarse las integrales:




o %
Rﬂ? Eg £ gﬂ f{z) igys E:;W jg ° Eiﬂﬁg Q}f@ﬂ} ay Y dz
Lo 8 '

Efectuandc en la dltime integrel ef csmbio de verisbles 7 = 5 -~ t ; tenemos

'
Para b tendiende & cero, el primer miembro de egta ligusldad converge en norma ¢ a
Ry (Kgf) vy el segundo, tembién en norma ¢ , & {Rm Ekj& Y} # £ , puss ka € 14 y

E

fe ™ ; lo que demuestrs 1) .

14

by Sea =xF O ¢ < <ixjsz . Estes dos condicicnes, entendiendo limite

en el sentido puntual, permiten escriblir

Cxp )
(g (g - () (01 =riim fl T G, s ) @

™ £ b [ ) ety |
z F i .
é ! }g
Ky
Y . i) dw = . )
= T k(y) & ( por temer k(y) medis nule en
x=y
E<lyl<p
iy *m
Iyl = 1) = ( T ) k() ay

Jedylen x-yl

Aplicando el paréntesis en la Wltima integral el teorema del valor medio, se obtiene cue:

) Al , ? s
. / - ¢ "
) giﬁm“klv“ (e ”“”Egj gl k@l = elar jﬁm [l ias
3 i

]
iz
é*‘(gv EQ"? JM
<c §y§mn”l 7 Hxell
-~ © i o éf @ - q
L3
De (3) se concluye que la sucesidn E‘ {K} ¢s de Cszuchy en norme L= sobre
todo cerrade que no contiene el origen., ILuego sstd @eilﬁma une funcidn k- {xz) stel que

en  Jxl> « , ”P‘m [k]gg (%) - & ﬁ(x}!ﬁm — 0,

Directamente de la definicidn resulta:

(4} ng {HL (Ax) = NB Rm §*/)\iiﬂi E/x {x)
h
(5) Ryg (&), (=) = -® [, =

- Y . .
Pe lo expuesto y de  (5) resultz cue k (%) es impap salvo medida O .

RN # .
Supongemos haber medificado k COme pers que seéa imper.

- € X
De (4) resulta que k , pare cada by y pare csel tode x  tiene la

o
‘i

oplge

ded s

(6) 2 (hxy o= AR ()
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Pasando al espacic producte (0,90) x EU, como ceda miembro de (6) es une funcién
medible &lli, se comprueba que pars cesl tods =x  , vale (6} para casi todo )

¢

Sea B &) conjunte de les - tales gue no es clerto gue para casi todo A V8=
le (63 .
luego existe una ssfera de radic [ s ) F o tal que la medida sobre 5: r de

i.p B es= cero.

oo xdy

7

Definimos  k {z} = { ?% si E-f % By cerc en todo otro pun-
X

fxl izl
to.

7
% difiere de k en un conjuntc de medida ¢ , come adends es impar y homogénea
de grade - n  ,tenemeos la funcidén buscada .

(1g 2) f@%’ (x)| a® =f Ex)] ex
p 1<

Como se vé, aplicando (3} , 81 xl> 1, (% = Ry K.;-) (z}] & € ixrn’l!lk!!l .
z

¥ por lo tanto

: / € - R, k0 6x g ¢ Lkily g ¢ Lxll
1<

Por otro lado:

7
&I’ ga 3 gp A = i

j’ IRy k%E dx § C IR kﬁ_‘fq s C4y EBL:%EEQ ca %kﬂq

s 1 <lxlc 2

De estas tres relaciones obtenemos:

ﬁféi ac = (1g 2)"% f Ik} ax < (1g 2)°F ij (IE-r el + IR K1) ax g
Iy 1<ixi<2 leixlc 2

< Cg - gkﬁgq
iii) bs suficiente demostrar que @ I gll ﬁl < o | pues un cdlculo simple muese
tra que elx) = &0 Sl (x &1 ¥ que tiene la misma norma que gl .

Jf §Sl (x)ﬁde/ FﬁmklﬁﬁX‘*f IE(XHGX&,Ciﬂ%nklllqmﬁik!ll$
Izj< 2 Ixi<2 lclx]ce 2 .z

soa gl +c 1kl <o szsksﬁqgf 1§,60) axg <] ¢ 1xl"™ ax ) .
b3 Izl> 2 Ix]p 2

vy sumendo se cbtiene la tesis.

b} Sea f(x) une funcidén de (D) » igual @ 1 en un entornc del origen,
y radial; y sea £ de (D) .




2%

Como [f(y)-f(x) Plx-wl gu. [x-yl s @ / k"(‘;;-;y‘)vfu»y) dy=0

LeNemos 3

1lim f k (x=y) £ (y) &y = fk (x3) [£ &) -2 @ Plep) ) &
& —s0 v :

Iz~ylse v e

Se ve facilmente que este limite es uniforme y que fg (x) no depende de & , 81
sl ~
| €] < 1, fuera de un compacto. Como fe e 1P queda probade que I converge en LP

Razonando como en el pdrrafo anterior y utilizando €1 lema 1  se comprueba gque para
todo fFE&LP |, Kk (x=y) fﬂ(y) es en [x=y[> & absolutamente integrable parg casi
tede =% y que existeuna f (x) = X £ {x} , que es limite enmorme& p de fe {x)=
= k (x=y) £ (y) &y .

lx-y|>¢€

Resulta como corolarioc el siguiente @
Teorema 4:

Sea k {(x)  Thomogénea de grado - n , con media nula en o ,» ¥ tal gue su pare
te impar, % {k (x) -k (-x) )] , ses integrable en &. , y su parte par q integra
ble allf, con q> 1 . Entonces valen &) b) y ¢) del teorems precedente.

£







§5WESTUBIO D LALS TRANSFORMADAS DE FOURIER

“oa———
—

DE LOS NUCLEOS

Teorena

Sea k (=} un ndeleo como en el teorema 4 , es decir tel gue su parte impar es inte
grable sobre la esferz uniteria, y su parte par e¢ q integrable (g > 1) y de media nu-
la sobre Z Entonces [vp. k] es una distribucién temperada y _F [vp. kj es una

funeidn acotada, homogénea de grado cero y de valor medic nulo sobre la esfera unitaria. Ade-
mis para toda f< (D) vale

a) K£ = (vp. k) =®7% b) F [k £) F (vp. X) F (£)

Demostracidédn

Que [vpu, lzcj es una distribucidén temperads se deduce del hecho que la distribucién
fvp. k] (1 + |x] )-1 coincide en  |x] > 1 con una gungién integrable y como toda dlstri-
bucién a soporte compacto es de (S') {vp. k] (1 + x°)7"  es temperada y lo mismo vale pa
ra [vp. K] .

La f4rmula &) ea consecuencie de la definicién dé K £ y la definiclén de convoly
cidn de una distribucién temperada y una funcidn de (D) . La identidad b) se obtiene
del teorema sobre la trensformada de Fourier dJde una convolucidn.

Pagemos a demostrar las propledades de F Evp, k] . Sea fe(d) ia1 que
{F(£f}] >0 sobre un abierto 4 dado, resulta gue F (£f) F (vp. k} coincide en A
con F (K f£) 1la cual como sabemos pertensce & L~ . Esto es, F (vp. k) e una fun =
cién que es localmente de L

De
lHF ® )1, = |IF (vp. B.F (D, < HT2ll, g 4, 1Igl],

resulta

HF (Vp, k}sF (f)”z % qu__HF (f)mg 3

lo cual & su vez implica gue F (vp. k) es de L , pues F (£) recorre un ¢onjunto
denso en L s &l varier £ en (D) .

Es facil ver que vp. k (x) es una distribucidén homogénea de grado - n . Luego,
por (7)) de §3 , su transformads de Fourier es una distribucién homogénea de grado

cero:
TIWF (vp. &) = F (vp. k)
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i4m de Tl 7 del hechs que F (wp., k) es una funcién, resultas
<F (wp. ui, ¥ 2 = < T, 7 lvp. €3, > = £ F (vp. ©),ATRY (x.}\aul),} =

= 7 vpe v A, PO

Del primer y ditime miembro de este lguslded, resulta que, dado )\ , para casl tedo

(1) Flvp. k) (Ax) = F (vp. k) (x)

Rezonande como en la demostrecidn de 14} del T . 3 en el §4 , Tesulta gque
es posible modificar le ¥ (wvp.k) en un conjunto de medida nule de tal manera que (1) val
gaen todo xFO yiodo XA>O . Trabejaremos siempre con esta funcibn modifica=
da, Veamos shora que F (vp. k) . tiene media nuls en & 3

De la definicidn de transformade de Fourler y de vp. k H

fF {vp. &} {z) e = p (TTxl%) ax = < wp.k,exp (»WEK!ZD > =

A 2
= lim / £ (x) e x p (=TT{x|%) ax = 1im
£ J

- [ i i
£=o e g—0

® o
T L ar [ (x0)af =0

2

Por otre parte, el primer miembrc es iguel 2 3

00 5 7
/ R el
e jF {vp. k} (x°) 4F R
8] &
1o cual implica que
F (vp. k) () é@ = 0 s Co Go @,
&
Exigiremos shora gue Xk (%) pertenezca a C° en EP« (0} . Lluege, salve factor
constante, la distribucidén
3
;- = F (vp. &) es igual e F ( {z.vp. B} )} .
Xg?‘ axi J

Por otra perte si Y e ()

E=to implics en perticular gue para C’l constante, vale



a7

. ) . ) T . E 2 E
(2} ¢y % 55;: F (vp. k) = F { §3x1 {XJ vp. k) I F | vpe EDxi (XJ k) | o+
Ademsgsa:

j %(mk)dz = 12 | 2l (z, &) a&
1€lxlg2 ¥ i

3 7

¢ integrando por partes el prmer miembro se obtiene:

e

, X X
-J x;— k() af, + x —% k (x) a b
12g ¢ 1zl = S lxl=2 © 1=
pues ambas integrales son iguales.
De esto resulta ques
(%) (x; ) a0 = o
@xi
Z
y como el integrando es de GC*  y homogénec de grado -n , es F {(vp. a (x k) )€ L
X
i
Luego, a/é}xvj F (vp. k} coincide por (2) con una funcién scotada en todo compac
to que no corta x, = O . Como esto pasa pare todo i = i, oo, 1 , 1a distribucidén

i
neneionads coincide con una funcién localmente acotada en EP - (B) -

E1l proceso puede repetirse probdndose ¢

o)l

=T (™ vp. &) = wp @EE (¥ x (x)) + a g,
e Exi
¥ oue
o o
2 s 20 s - ol
cx ! 3. F (vp. k) ¥ m (x%¥vp. k) ) F (vp. S;—;;.;T (2™ wire

o o
donde a ¥y c son constantes ; y razonanac come anbtes, gue &i E/ axi! i {(z¥ 1) es
un micles de log considerades .

De estes propesiciones se deducird , que (@/E@x)ﬁ F {vp. k} es acotada sobre todo
cerrado gue no contiene el origen. Esto demuestra la directa del

Teorema 5

Si k es homogénea de grade -n , de C°  en E® = (0) y de media nula en
Z , entoncee h ='F (vp. k) es una funcidn homogénes de grado cero, de C°° en
" = (0)  y de media nula en & . Bgefprocamente, una funeidn b, con estas propleds
des es le trensformada de Fourier del valor principal de algin k& con aquelias propieda

des.,

Veemos la reciproca. Sea h , homogénez de grado cero, y de ¢ en B - (0) .

Por pertenecer a (§°) , tiene uvna antitransformeda de Fourler que , llamaremos H,
tal ques
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Q)

n
L = ¢cF(<H ,
i
%

Q)
&

donde C es una constante,
Por otra parte @ﬁm 74 ax}; es ung funcién homogénea de grade - n . de c*® en
E® = {(0) y con media nules en & , esto dltimo por un rasomsmiente emelege al de la de~

mostracién de (%) s luego, como es faclil ver: .

n n .
25 . P, Q—%_-@ distribucién con soperte em (@) = CF (xi H}

el
Iz, dx,
Antitransformando Fourler :
n - w €
F"lwp.égwslczs c«(%)g)=cx§3
@xi Klgm :

Como por {1} E es una distribucién homogénea de gredo - n x‘? H es de grado ce-
ro v el segundo sumando del primer miembro debe ser un polinomio de grado cero, pues él pri -
mer sumendo es homogéneo de ese grado.

luego x? H esuna funcidén homogénea de grado ecerc,de ¢ en E%- (0)s

dividiendo por x? ¥ repitiendo el ergumento para 1&£isn concluimos que H ecoin-
cide en E® - (Q) con una funcidn G homogénea de gredo - n ., Veamos que su mediz es

nula.

Sea 9 (%) wuna funcién redial, de (D) , mulaen |t]<1 y [t]> 2 y positi
vaen 1<[x]<2 , luego

<H,¢> = jﬁ(x)?(x)dx= ch(x}d-@ , € = cte,>0
z \ f
Por otra parte : < ,¥> = <F’1(h),w>= <h,F’3(?)> R
como FL (¥) es radisl, el dltimo miembro es salvo factor :
fh(x) at = 0 , e.q. d.
&
Véamos anora que H  coincide con  vp. & . La distribucién H - vp. G tiene sopor
te  (0) » luego su transformade de Fourier h - vp. & es un polinomio, que por ser am -

bos sumandos acotados debe ser una consiante, y necesarismente auwla pues ambag funciones tie =
nen media cero. Osea, F(Hg) = Fivp. G = h , ¢c. q. 4.




6.- ARMONICOS ESFERICOS W_.DIMENSIONALES

Hotacioneasa

P (x) . T (=) ;, ete., indicardn polinomios a coeficientes reales homogéneos de
grado m ,y P(mw3 } el operador difi;zgncial ogsociado a P (x) , obtenido por
reemplazo en P (x) del monomie x=° = %y oo Xy B por @

(2% o=l
Iz 9::;1 cae ax;?ﬁ

Llemerenmos Um al espacio de todos los polinomics homogéneos de grado =m

Proposicion 1:

la dimensidn lineal de losg polinomics homogéneos de gredo m es g (m) = ( m:ﬁ;l o

En efecto, el mimero de monomios distintos de grado m  es  glm) , ¥ estos forman une
base en el espacio de dichos polinomiocs.

Observemos que si P y @ E.Wm ., P ':%) Qx) = <P, Q7 eosunafun
ciocnal bilineal en ﬂm "Wm ¥ que 81 P (xz) % O entonces la funcionel lineal
P( _gi } , no es identicemente nule, pues si P (x) = ] e, x* , <p, Py
£m
= 2 =184 >0 .
l«l=m

Esto nos permit.e identificar cada polinomio diferencial con una funcional lineal. UNds
adn, vale la :

Proposgsicién 2 :

Bxiste uma correspondencia biunivoca y gobre, entre el dual algebralco de 7 ¥

¢l espacio de los operadoree diferenciales ascciado a ﬂm o

En efecto, en lo observado recientemente se demostrd le biunivocided. Veamos gue la
transformacién es sobre.

La familia de los monomiosg diferencisles de grado m  es linealmente independiente,y
genera el espacip ssociado @ T . Como su dimensidén ea g (m) , y este es la dizen-

gidn del dual de Wm , tenemos la tesis.

Por otra parte todo polinomio diferencial de grado ,Q < m es un operador linesl gue

lleva T en ﬂ-

®

m M= g

Ie splicacidén gque define e¢s también s o br e , como lo prueba el




PTeorema 1L

)

, . ' &
81 R ﬁ'ﬁ’fi s S D, B #O , existe un @ “EW@; tal ques P ( =% 3.
Lx) = rx) .

Demosgsitracidn:

k)
i

L ez un subespacio de - ﬂ' T Supongemos que se& propic,

hiC

En efecto, P ( % by
Llineal sobre Wmﬂ, I , nula en ese subespacio y no lidentica-

i
luego, existird une funcional
mente nula.

Por le proposicién 2 , ese funcionel es identificable a 8§ ( = ) com S (z) €,
c Wm—-? , S(x) #£0 . Luego, pera todo Qe Wm , vales

s(£=) P(E) e = o .
Eligiendo @Q {x) = S(x}.P (x] , tendremos Q=0 ycome FPHFQ pgerd SO

absuyrdo .

Teorema 4e descomposieldn

Dado Peﬁm , todo T Q.ng , edmite une descompogicidén Unica de la siguiente
formas

T(x) =L R (0. (@
k

donde: P (féa;; ) R, (x} =0 , 7y la suma se extiende @ todos log k teles gue ¢ k.nm<
< £ . Ademiis, los R, no son divisibles por P .

R
#

Demostracidédn:

Mostreremos primero que ¢ T (x) = P {(x) S1 {z) + R@ {=z) donde Se Wﬂ o k4
P % J B, = O con descomposicién dniea. En efecto, sea: M = ( PS / S&ﬂg n Yy
vw="(r/rell 3 rp(Z)r=0)

%
Si PSEeN entonces:t S (==) P(—2<) P(x) S(x) =0 o sea B=0
o =x S x A - ] 5 = 9

1o que muestra que s M~ N = (O .

Ivego M B N tisne dimensidn : dim ¥ + dim N = g (f-m) + { g () = g (L=a) }=
= g(f) ,estoes, M@N = [lpg y T = PS; *R .

Como MAN = (0) sevé de la definicidnde ¥ v H | que R, ©po ez divi-

zible ﬁor P o
Tratando & 8 como se tretéa T , tenemos & Sl = P 82 + 2&:1

El procesc de recurrencia termina al llegar a2 un Sy de grado menor que ®m , en

cuyo caso coincide com el Ry .




hore el ceso particular P {x) = =x

T oz + ... + %, cuyo operpdor di

iy
o
L]
i
¥
%)
(\
e
o
]
wooo
22
b
}.J
©
[
&
@
o

g el leplacianos
) 0 -4
=1 Duy

Definicidn;:; llenarsmos armdniceoe 8dlido degrado m  a todo
polinomic homogéneo de grade m , sgolucidm ds 18 ecuseién OF = 0 3 ou8 restriccio-
nes @ la esfera uniteris se llamardén s rmdénicoe esféricos degrade m .
Le familie de los armdnicos edlidos serd designade con Ef@m % ¥ in de sus restricclones

con {:Qmﬁ .

e
psi

Provposicidn %5

a) Le dimensién lineal de { OK&E es [ g mw)=-glm2) ) .
b} Todo polimemio P , howmogéneo de grado £ , sdmite el siguiente, univosg
mente determinaedo, dessrrcllo finitos

= 2k . )
Pz} = §2K>0§xi Oy con Oy € {Qﬁwggé
e) Si Q e[q ] ., entonces ‘{i( Q-9 a0 = 0 pare BHK
a) si o, e€[o0;]) , entonces Ufs < 0,0, 8 = 0 pera m#k , r30
iz &% .

Demostracidn

ae

a)l ¥y bl resultan como casos particulsres de Teoremn 1y Teorems de des -
composicidn .

¢) teniendo en cuenta la definiciém de {Qm?ﬁ , vemos que |x|* G (=) es w
arménico sélido O; .

Aplicande la férmula de Green resulta :

) .
f( ‘a3 % ° QK}%OmEdG = aj ; @%@"Ok - @%&@&Bm =0
Z

Izl

& - D a - 2 i"’}%x .
Ademds como  TF FTF] o Hy Oy = LlxlT77q ('), ¥ reemplasendo en la

primera integral resulte ¢

, ',f( QpekeQy = Queme@y )} 4¢ = (k= m), jfﬁw% a¢ 0 c. Q. 4.
My &

d) es consecuencla de ¢) @i se tieme en cuente gue 0Oy (x) = Ex»éisQi (z*) .

#

Designaremcs con Ykgm '), k=1;,2, e, g(m =g (m=2) ) , una base or-
tonormal e [Q ] .

Teoremsa 2 :

La familie [ ¥, 1 m=0,1, ... es complets em o, .
k,®



Demostracidn:

Usendo el teorema de Weilerstrass se puede demostrar que toda funcién continue en E,,
se puede eproyimsr uniformemente por restriceidn de polinomios z Z ¥ estas & su vez son
combinaciones linesles de srménicos esféricos. Lusgo sigue la completidad .

Sea x,& o L o= ¢ (z,} es entonces una funcional lineal sobre ( Qm] s
¥ como este espacic es de Hilbert (com (Q,Q°) = qu.Q* aF ) y de dimensién finita ,
del teorema de representecibn de Riesz obtensmos, que pera tode @& [ 9, ] H

(2) 2@ = alx) = Sz, MNav em z_e (q]

& © °
4 cada puntc x de z estd ssociado asf un arménice que llameremos 2z onal d.e
pelo x N

Teorema 3

2) Sipor w  designemos uns rotacidén slrededor del origen, entonces vale 3

Zux {wy) = z, ).

b} Pars todo arménico zonal vale :
2, (y) = % Vo (23 Y ()
Gunde la sume se extiende sobre todos los elementos de una base de [ Q, ] .

Demostracidn:

Observemos en primer iugar que si @ (x) & EQm] , Q {wzx) tembién, por la inve
rigncia del laplacieno por rotaciones .

Aplicando la férmula (2) a Q (wx) obtenemos :

Q (wx}l = f@ foy) Z, {(y) 46 , y aplicada a @ (x} :
&
Qlwx) = jQ {y) wa(y) ae = fQ (wy)kzwx wy) a& .
£ 3
Cowo egto pasa para todo Q , obtenemos &) °
b) Por ser Y, unabase en [ Q,m} , vale para tode Q& (Qm} :

wa

o (zx) = % g, T, (x) con B, =\/£Q ¥ I, O ag

g (x) QM (S Y, () .Y (x)) a6  e. q. a.
in;’lﬂ ko =

Corolaricoe 5 a) Todo erménico zonal Zx (v’ eg constante sobre paralelos
de eje O, , como se ve de a) pera une rotacidn tal que wWx=x .
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bl i fﬁm {y} = &, = cte.

. . . wrs 5 . &2 - > 2 =
En efecto: por b} 3 % Ym (x} = 2, () ¥ % T {wzx) z(&m {(wx) . Como
por  al los segundes miembros son iguales, ¥y todo punte J esun Wwx ;, Sigue el

Corglario.
Tretaremose ahora de 2cotar log polinomios normalizados y sus derivadas.

Teorema 43

.

< c,ixgm“*‘?‘ﬁ omn/z + el -1

donde €  designa una constante gue s6lo depende de 1la dimensidn del espacic n ;v del
orden de derivacidn = .

Demostracidn 3

Del Corolarioc y de la definicidn de los ., tenemos 3
2 oo - - -
Jf;ﬁlgy}mmm = W = g @ - g (w2
= =

Juego:

(3) v, (0 | s (Emoged) ) F g, 272

Sea P=7Y_ (x). x|®™ y S 1a esfers uniteria, De la férmuls de GCouny :

“km
ﬁ(grad P)x a8 = f( lersd P|% + P, AP ) ax = f]grad P|% ax =
= S W 3
= Exizm Tn-3g Px| _ié&"&d Piz ag , como de la férmula
&
de Euler logremos : grad Px 4% = m P 4%  tenemos:
[ 2 1 2
(4} ﬁ':'jj PPAT® = @ = o Py jgrad P|° 4% .
i « G
g p , . .
Como 5% es homogéneo de greadeo m-l1 y arménico, si & degigne su norma =2  en
&, de (3) obtenemos: | é}xpg =4 &@G@(mﬂn}ﬁmz /2 , ¥ de (4)
i
(42) 2?2 g gﬁ (.@;ﬁ)? a% = m {(2m + n=2 )
i @X:
! N
P . 2 kM (
iuego i §x- LIRS mn/ L6 enlos = con fxl=1 . la =1 homogeneidad de gy* |

d4 la tesis para || = 1 , Iterando el procesc se obtiene el teorema en el ceso gene |

g
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ral,

Nota: Obszem

la denostracidn se vé gue las ascotaciones u o
ular, hscho que se usa al acctar
un operador I gue conserva el

L]
w5
)
v
jal)
o

n

dependen del sig

. befiniremos a continuacidn
radc de homogeneidad de * upa funcibn

Lf = !x§2. Ot

tema ortonormal pariict

g

FProposicidédn 4:

o

8L £ y g tienen 2r derivadas continuas y son homogéneas de grado cerp, vale

j;fga@ = g LY £ a6
= &
Demostracidn:;

°

(f.ﬁg-g.ﬁf}dg = {f-gfg -g-?-a-wﬁ:}ciﬁ“ = O pues de la homoge
1-& £ |x]£1+€ sup o on
meldad resulta -Q—i = 2z = 0 . Como por la continuidad @
dn dn
1

(£ Dg-gle)ab — (£. Ag - g. Az ap

28 Jie s xlsse g=0  Jixl=1

¥ Ng s Ar coineiden en 2 con Lg ; Lf respectivamente, gueda :

°

(fLg - gLf})as = ¢

g
0a b%“““s

Reemplagandc en (5)

por Lg ( £1° g - g 2 g)
do uptenemos la tesis .

s , @ iteran

5]

Proposgicidén 5:

Para todo Y, {x} wtodo >0 vwale

-

LYy, (2) = ()7 (@me2)" 17 v

En efecto:

LY, (=) = ix!z, ﬁl’km (x) = Exiz. AN 'E‘%}' }  dende P {x) =

=zl Y {x} e= un armdnico sélide .

Alxzl™P(x) = P ADlx]™ + |x]™ AP + 2 grad P x grad 1xI™® = P (x) (em) {n-2-m) .

=Z=in

. Il + 0+ 2 (=m2) Plx) |x] ™2

de donde L Yo {x)' = =-m (m+n-2) Ym(x) lo que aplicado sucesivamente da la tesis .




L2 .
L (2} admite por Teor. 2 un
la convergencia debe sntenderse

T A

ey

dak oY £y
v {

“ k. m “km TEm
en &l sentidc de ls noime - v 7 tal gque

[ 2 "2
a = ff Mz)f {x} a& IF1°ag = E a .
o km
vz o k,m
Supongamos f&€ 07 sobre E . EBsto equivale a decir que f  es l& restriccidn
8 s, de unz funcidn g (%) N nm@f”@ﬂ@ de gradoc O yde C*¥ en E=0 , cg
me e3 faeil comprobar. Identifizareme g con F , ¥ guedard & cargc del lector veri-

ficar cusndo se usa la funcidn hom@génea o gu restriccidn .

A% 1]
e

Teorenma
S@a £ {x) = dominio §: . Entonces £ {(zx)e C implica que para tode ¥
by s wnl € 00 .

k.m

Reciprocamente dada une familis de coeficientes B . wm=0, 1,2, ... H =

= L, 25 cees gim,wgfm»«Z} , con esta dltima propiaded, existe uma £  de C* gl que
£(x) = e Y () .
Es:,m
Demogtracidn :
Sea reg® . De la definicidn de I § de la propledad 5 tenemos 3
Sy p 3 = T ¥ e g6 s aplicando la deg
{em}® (min-2) -
lzi=1
lgualded de Schwarz @
g g < w2 r f = e Y .
ol € 3T T ], = oo LT
=
egto es, §am§ eg de decrecimientc rdpide, ¥ vels la primere parte del teorema.
Sea ghora uns familia L t.g. para tode 1 ° E w2 e | < eo o
53 G b
£,
Como pera m fijo el nimsre de sz;.n 88 por  Rprop. 3 del orden ds rn‘“’?“ o
. n/2 =L = -
por teor. 4 ﬁx L=< Coa /2 , resulta gue la serie I gy T (%) &5,
o
s = E o .
por la hipdtesis acbre las 8., ebsoluta gﬁlﬁ iformemente convergenite s una flz) . las
mismes congldersciones prueban que g«aq N Ym {x}) = gbsoluta ¥ uniformenmente cone

1 354 & oo .
° o S s 3 f.: L0 LSS AN L & e LA S WEE
vergente. lLuego la funcidn gque ells define e Continuando €l proceso vemos gue

@o,‘%.
12 funeién fe 0 +

Sabemoz que F ( eu'&’!ﬂ ) = e : el gigulente lema generalizs este resul

tade
L ema 1

81 P {x) es un armbnico s41idc de grado w , entonces F ([ Pz} e Jo=



%6

2
= 4% p(g) o TUE

Demosty»coc Lémn:

o
Designaremos con £ a exp («TUIz|") . Es f£deil ver que :
(6) P(==)f = P(-2Tlx) £+Q(x) ¢
(54

donde @ es un polinomio de gredo menor que n ., Transformends: Feurier (6) resulta

(7} P (-2 Tixg) £ = F (P (=2Mx).f) + F (Q=).£)

Ldemds

(8) ng(ﬂug),ﬁm,?(g%)fzycmzﬂx)f+@(x)f
De (7} y (8} resulta ¢

(93 F (ef) = -igf

De la férmula de Parseval y de (7) y (93 :

(F(P(2Tix) £) ,F(Qf) ) = ((P(-2Tlx) +Q ) f, s Qf) = (P(2TCix) £ , &F )
De los doz dltimos miembros obtenemos:

o -m 2 2 7 2

(10) -1 (2™, [ e ax = [Px) ¢(x) £°(x) ax
Aplicando el teorema de descomposicidn a cada parte homogénea de Q se tiene

- 2k
Q(xy = S By 10
1,k ok = ’

donde los R __son arménicos sélidos y de grado menor que = . Reemplagando en (10)
venos que f f2 Q’z dx , salvo factor cte., ¥ O , es iguasl 2 una suma de integrales de

la forma § P(x} R (x). ﬁxizk £ dx , donde R es un arménico de grado menor que
o, ¥ como JQP (') R {(z') d¢ = 0 , esas integrales serdn nulas, por lo que
Qf = 0 . Reemplazando en (7) obtenemoe la tesis .

Con este resultado, generalizaremos la férmula (1) de §3 y 1o hsremos hallendo ls
transformada de Fourler de vp B (x) zf™™®

Teorema 6

Sea P (x) wun erménico g6lido de grade m >0 . Vale entonces :
Flve P& I=z|™™) = %_ P (x).|x]™

m
o gl —D/f2 n <1l , ptm
¥, = SV S TR, .

=3
€
=
151
&h
i
®
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De i@ ortogonalidad de loe polinomios armdénicos de diferente grado se deduce gue P |
(oTtogernal & 1 J , tiene media nula, por 1o cual F (¥p P(x) |x|™™™)  es una funcién ho
mogénea de grade sers y de valor medioc cero en z , 12 llemaremos V (x) .

Sea @ (x) un arménico s6lido de grade k > O .

Aplicendo la férmuls de Parseval & : «p P xz|™® 3 Q. exp (-Ttixg‘?) , e ob
tiene el lema 1 @

]

G ™, qem ¢t > = KV, (<0 quenp (-TTIxID) >

de donde

(1) f‘l (') @ (x') a¢ = ¢ j[P (z*) @ (x*) &4&
; = A

De la Pérmula (11) se vé, que si &  ortog. & P en E‘ , entonces : Q ork,
@& ¥ alll, Como ¥V  es ortogonsl a Q (x) =1 , resulta que &

(22) V(x) = YR (xl.=l™

m - Aplicendo Parseval a P.exp (-ﬂiﬁxEQ} ¥y
¥ usando el lema anterior, obtenemos

o= o0
Sy J{ §m+n'1,exp {=T fg) af¢ = i® f fm"l exp {=T( fz) ag
. o

Determinacidén de ¥
vp P lx]T7H

¥ aplicando (10} de §3 , tenemos la tesis .






¢7 ESPACIOS FUNCIONALES P

Designaremos Z% s p real 1 , k  entero >0 , al conjunito de todas les
funcicnes £ €lF , cuyas derivedas en el sentido de Schwartz , hasta la de orden &k
inclusive pertenecen al P , normsdo por 3

Hell = 1l , = V’Eékaan”‘fas;

Otras normes equivalentes de este espaclo son por ejemplos

D% , P %
wp 102, L D Ip%al,

Enuncieremos 2 continuscién, sin demostracidn, un teorema que useremos mas adelante .
Véase [1] pg.111-115, [2] pg. 84-88 .

Teorema 1:

Sea N (x) wuna funcifm de (D} tal que fN dz = 1 .81 lgpoeo 7
£ 1P  vale :

1im X N(Ax-y) ] £ ay = £(x)
A= o0 En

donde el limite debe entenderse en norma = p .

Teorema 23

E.»%é es un espacic de Banach y (D) es denso en L§ .

Demostracidn 3

Para la primerz parte de la tesis es suficiente demostrar gque Lﬁ es completo ¢
Si (fn) es de Cauchy en Lﬁ , entonces (D% fﬁ} es de Cauwchy en LP

Luego existe g, = LP tal que |lg, =~ DY £all,— 0 . Baste provar que g, = D% g,
Como pera toda ¢ € (D) vele <D¥zf ,¥> = (i £ £, D¥Y» | haclende tene
der m & oo , obtenemos la tesls.

Mostreremos shore gque (D) @8 denso en Lﬁ -

- .

Sear Ye (D) igual @ 1 enwunentorno de =z =0 , no negativa y son f P du=1

Por el teorems 1 precedente, sabsmos que si fe L§ H

At = N fren e @
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converge en nmoYEme P 8 f . Ademds h, (x) es indefinidemente diferenciable y per-
tenece & LE como prucben las siguientes igusldades y le desigueldad de Toung :

(2) Dom, (m = A j;i’ 27 P (M=p) = DA S 2¥ (M) & -
= para |x|gk = }%‘fb“ 20y) ¥ (Azp)) &

de domde  [10%ny |1, SWD™ I, , para XISk .

p

Otra aplicacién del teorems 1 =2 (2) umuestra que h,(x) converge en Lg &
£ {z) .

Definimos ahora 3

(x) = $¥(—=—F—). hy(x) g, € (D)
ExtE #A) > ToTA ’

siende »{A) elegido de memera que &

; - \ 1 '
(3) D% gy (=) = Dy (], < , OglxlgE
Egto es siempre posible puesto que 3 “
D% (g, fx) =h, (x)) = D [my (P(=F—)-1)) = Cox of n, 0¥ ¢ )&,
A A ‘T(}\) Exsq,giE:gegg A " r
¥iz

+DMnA. (PCE)-1)

v cada sumsndo se puede hacer en norme p arbitrerismente peguefic tomande r  suficlien-
temente grande.

‘De (3) se deduce shora que g5 converge en LE 2l mismo limite que  hj o
NotasEL Lg es un espacio de Hilberr, pues como es de Banach , condicidén nee,

v euf., para que sea de Hilbert , ez que valgs [g+g] 12 + [1£=gl1? = 2li£]12 + 2|lel]? .
lo que es fhcil de prober puesto gue el L2 verifica esta iguglded .

f segdn IP si £{xt+hi)=F{x)

Diremos, para f& P , que existe g o5 by

eonverge en 1P & g . Como siempre
22 s = ) d
Ox; 32{3 axj‘ Iz

Teorema 3

1% es la femilis de funciones £ tales gque para todo % , O0gjxl<r |,
D% existe segin 1P . hAdemfs D%f segin 1P  coincide como distribucién con 1
&

erivada « -ggima en el sentido de Schwartz -

Demostracidn




41

Es guficiente demostrerlo pera el L? o
_of P .
Sea g; = ma = segin L o lumego :
£(x+h, )-£(x) P (x=h,)=-(x) 2F
1
$) = 1 ¢> = 1um (£, S = (e 228
g s > hj_"‘0< By ’ < hi < ox;
e 2F :
lo que prueba que g; = D%, en ¢l sentido de Schwartz .

Entenderemos, en 1o que sigue de esta demostracién las derivedas en el sentido de Schwertsz.

@(x"’hi)‘“ !P(x} - f
by

por ung aplicacidén de la desigueldad integral de Minkowsky el segundo miembro cbtenemos
l ¥ (x+hi) - Yilx)
h

De.

) ds donde P& (@

I, €HeH
" P Pl

Sile ¥ regorre une sucesidn convergente 2 g en L% se obtiene por pasc al limite

g§x+hi) - gl{x)

(4) I
< el
8i féi{ , Y €@ vy f£f=-% = g con Hng1<E ', entonces ¢
?
L £(x+h;} - £(x) oFf ¥ " @ (x+h,) - P(x) oV e 1l glx+hy) = E(x “
hy © Oxy P hy oxy L4 hy axi

Como el segundo sumando es por (4) menor o igual que Bﬁgéﬂpgﬂfgf;ﬂ ﬁp € ZHng’l< 2€ ,

v el primer sumando es memor que & si h, es suficientemente pequefio, resulie gue:s

£{xhy) =
[ 2xthy) - £x) _BL | o356 para |n,l< S
h oz P i
i 4 3

lo que pruebe que la derivada en ¢l sentido de Schwartz es tambich segdn P, €.g.de

Teoremnma 4

81 T es un operador lineal scotade de I en 19 » que conmute cop treslacle-
nes, entoncesg para tode k , T es un operador acotado de Lﬁ en L;z ) ¥
le 2} S el EifH donde |IT]| es 12 norms de T como operader de ILP @

YA Ademﬁs P eommta eon derivacién.

Demostracién

T estd bién definido en 1@ paes para todo iy 4 20 L? contiene Lg‘# 3.

Es suficiente demostrar el teorvems pere el cggo k=1 ,Sea f & L? » luaego, por con
mater T com traslaciones

=

i‘i hi

(29) (xon) - ) =) gf(yéhg:) - 2(x)




_— . ,m . s
derdvada zegdn  L°  tendremos
= T ef b=l o
Ademds 2
e ) [ z
- = ol 15 ; % P - SRR
i1z£ll = ALt rels = X HT O el £ IITil. = [T HE
q,1 ' 9 g Dok
£.g.8.
Nwestro préwime objevivo ss demosirar que, pore tode &k, L‘% es isomorfo a LP |
Pero antes proberemos slgunos resultades suxililares.
. Pl By A . . y ! 1
Lema 1 : (I+fx{") es la trensformada de Fourler de una funeidn J(x) & Ii.
2yl = 3y P =L 9
T E (8%)  , existe ge& (3') wal gque

Demostracidn ¢ Como {1+]x]
E 2N

Veamos que g , como cuslquiera de sus derivedas @f:simim, eon une funcidn de decrsois

eri
miento répido en B -~ {0} . En efeetw, sea gz = ot g

§
b e s
. oy {2 1 1 t ; i P h:
(s) F (gg ) = Wmm:&%giww v DX 7 (eg = F o (2Wi xy gy |
1+|x] A
P ﬁ@(§ hestan nd & o ( )é s;l T anes W
@i { es bastante grende I E ge L s dluego T o8,
Veremos ahora mue g colncide con una funcidn de 1" tambien en un
gen. De (5} obleneumost
] Tl 2, =1 r =1 _ 3
42, =, H o L4,
{ e 30 (32T = F | (2701 x.) g |
Dx, J
J 1 . .
gomo el primer miembro estd en L~ s xgmig 28 uwna funcidn acota
e s l-n
esto & su vez implica qua ezl < M.[x] pere x{ 0 . O sem

una funcidén del Lﬁ" . Vemmos que ge=f ® O como digtribucién. En efecto, el
soporte de g = £ ez el origzen. Luego la trensformeda de Ifourier de egta diferencisz es
un polinomic. Perc como F (g-f) = {(1+|x]°)™" « F (£) +isnde a cero para  |[xf-» s
tenemos g=1f .

;4

_ Pz . 1 ,
Veamos shora gque S = Sx es une funcién de L~  pare tedo k. ¥Ya vimos que
k

S es integrable em izl > 1 . Por otro lado de l2 férmule (5) obitenemos o

Ox. 1+ §x§2 e
Como siempre €2 posible elegirun p 0 1<p <2 tal que exists un sntere @ » O s
para el cual valga
¥ n
7 =>mP» = wl
p
vemos de (6} we el primer miembro, 81 m  verifica este dliima condicidn, es p inte




grable . Antitrensformande (8) se ve gue si g = b% s

A , Gomo este es pers todo  J ; tambien E:@:%m S ez une funcidn h  pertenecients
a L9 , Sea t {x) 1a funcién con la cusl ceincide S en EB% - (0} , luego
_ /p
f [£(xif ax = jf In{=) ). [=]™ ax S—Hh@ﬁq (jj/\ Il 7P ax)
) 7 =l <l

Izl<1 : v lxl<l .

xj? S ze une funcidén de
&

que por (7)) -es finite.
En definitiva t& L]' y S=t es una distribucién a soporte (0) ; que, como
entes se ve gue es nula. C. 9. G

Definicidn :88 £« (8 definimos el operador S comos

F(se) = Q+lxl2)™ T R(e) (osea : SP = gxf)

Como el segundo miembro es una distribucién temperada , S £ € (3*) .

Teorema 5 ¢

Pars todo p >1 , k20 &l feLﬁ entonses SES€LL ., ¥ Hsell
<G .
£Cp Hf!ip’k

pykt2

Demostracidn ¢

Veamos el caso k = O , Sea Pe(d . De: %S ¥ = %% tgx ¥y =
J 3
%}% Y ¥y el lems precedente obtenemos ¢
J
‘ - . og
@ Hsfl, <lisliy 1P, 1=l € 1SR L
o . o
2 2
Pretoremos ahors de acotar ¢ 2 (s = 2 e % ? ®
4 E@xk QXJ E)xk

Transformando Fourler 1la Ultima expresidn

axvj

2 X X
F(-2Eo) 5 (f) = —amPrx Pl F(P) = wé?Iz@f?%mﬂ 3 I=l® #g) F(P)-
i
2 2
(9) - 4T U Ix]® F (g F (Y)

donde }J»L indica la nedis de XX, sobre le esfera unitaria.

Exzceptuade el factor «»4712

birse como :

el primer sumpando del Wltimo miembro de (9] puede eserd

F(v.p. k) [z]° Flg) 7 (¥) con k = micleo singuler cuyce v.p. tiene
por transformadz de Fourier 2 laz funcidn homogépes de grado cero : ¥ %% fzj=2 y .

Povr atwnn ToAn namae
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ged
g
b
il
2
Draget
i
-5
S
i

F{(S-ax¥) =7 (Pex?)

(10) blT Flgr FUY Y o=

tenemos @

:
g

(11) F(v.p. ¥ [x1° Flg) B(F)

P ¢ (Pogx $) )

2l

i

Flv.p.0F (P ~ex )

it

donde K es el operador asocladc a Lk o

Como %@mg% ¥e1P para l«g p <8 y K es un operador acctade de ¥ en
P , pare esos valores, de (9} , (10) y (11} , aptitrapsformando, resulta :

~SEe x = TP [k (Pogxf) v u(Poex ) 7

€0 NP-ex P, <0 11711,

Come (D) es denso en LY s S ﬁ? puede extenderse & todo ese esgpacic en forms cobe

X

Eg fdeil ver ahora que si T €& 1P el valor dado por la extensidén coincide com g % £.
ElL saso k » 0 resulta como corclearic de lo demostrado y del teorema 4

Demostraremos & continuacién que el opersdor S  tiene inverse 2 ilzquierda y dereche,
con lo cual podemos demostrar que él define un isomorfiemo entre Lg ¥ LE-%E -

Teorema 6 :

i) p™ es un operador continuo de norma £1 , de L§+ b<} en Lg o
i) D¥S = 'S DX gsobre L%iig
R B IS NQ - T p
131 (L =(27TD "A) S = I gobre L

i

S (1 - (E‘W}mzﬁ) I sobre Lg
ivy 8§ trenseforma biunivocemente y bicontinusmente LE en Lﬁ +2

Demosgstracidn :

i} resulte diresctamente de la definicidn de Li

6 =P
i1) Sea Y= x| - Entonces, como distribuciones vale:




P S(P) ) = (e2Ti S TSV ) = (w21 (=Bt me) =
= (+xBHPEF %Yy = TSPy,
y entitransformando se tiene la tesls.
1ii) sea f & F. Luego.
FL@-(M™2A)se] = Fse) + =27 (580 = (=)D elx1HP v e = 7 (D)

Antitrensformendo tenemoe la primers férmuls.
Anglogamente se pruebs la segunda férmula.

iv} el teoreme anterior y  1ii) prueban que S  define una transformscidn conti -

nua, biunivoce y scbre de Li en L§+2 . £l teorsma de Banach de la transformacidn

inversa nos 4¢ la continuided de st

Veamos algunss propiededes de la transformada de Riesz que useremos mas adelante @

Teorema T @

1) Rj R, = R Ry  sobre P, lope o
1) RJ -2 = 2 Rj sobre L%
@xk ?}’xk -
i311) B‘,j 2 = Ry sobre L§ ,
Bxk @XJ

Demostracgidén ,

= -2 F(¥) , luego:

[N
§

i1i) 81 Y e (D) , sabemos que F (R,

J Izl
Xq =% @
F (R, —2= 9) = -, (-2Wix) F(P) = F(=2 2, )
I ax, =] ox, ¢

lo que prueba 1ii) en (D) ; como ambos operadores som continucs tememos Lo tesis,

i) y 1i) se prueban anslogamente.

2

,,
e

2

1 ¢ ox,
o

153
et

Definiremocs 2 continuscién un operador A come A= -1

hE

it b
o
L

2

rema siguiente nos permitird ver que A se comporta como We A .
Teorema 8

i) A es un operader continuo de Lﬁﬂ en EJEZ ¥ vale s

W



A A\ )
2 A e 1R
%,
o
23 - 3 -
i3] ij"@n R ) J,ﬁ:i

A 7 A + B

113y A€ = - A en 1%
K ;- j ol p
iv) 84 = AS en I

Demostracidn @

i) &8 consecuencia de la definlcidn de A y del teorema precefente,

i1} leo pruebs la siguiente cedene de lgusldades 3

s 3 < o . o & D
&ﬁmmiz R.Rk S u-i;?,’i.@ RKB.M= miE R}zwm = o
¢ ke J 5 oy k d ox k Sx Hx,
iz k 3 3
111) vesulte @e A = -1 %—u R =2 A = .y O R, A - NI N .-
£ 9g_ ox, ox,
o i
. @
@xk

£n
@
=]

iv} resulta de 11} del teoreme & y de gue 8 R, = R, I, msto ®le
timo es fdeil verlo tomande trensformedas de Fourier de S R,};;U?} econ P (D) ¥ co-
mo los operadores son continuos, la igusldad vele pare ¥ € P,

Teoremas 9
rara k& » 0 Lg e lsomorfo a P
= ? K+l °
Dempostracidén
P =1 R
See T = (3 + {2m)~A)s Bz fdcil ver que T o8 un operador scotado de

L§ en L@ﬁ . #demds el opersder (-1 + {2 TU"IAB ee inversa bilsteral de T
Teants p. eJ., que es inversa s lzgulerda 3

( -2+ @MTAIT = (1+@UTA)(1+@MIA)S = (1-(2m24)s = I

Tenemos entonces gue T es una transformecion continue, biunivoea y sobre. ILa biceon
tinuidad resulie del teorema de Banach .

Definiecidnl: Sem l<peco s P° el ezponente conjugado d2 p ¥
k  un enterc no megative, entonces dpk serd el espacic de las funcionales lineasles con

1
timuas sobre ng . 81 f e ng;: v ge LEG . £F , 2> indlcard el valor de le

N
N
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funeional £ en el punte g. Ademds, idex:xtificaremos I’  con el espacio Lf@ de
iss funcionales lineales continuas sobre P poniende &f , g» = j £(x) glx) ax .
Como Lﬁ ¢s isomorfs a  LP ¥ éste es reflexivo, aguél es también reflexive y es, per
1o tamto, el dual de LE E°

Definicidn 2: Sean 1< pc&,l<dgqe o0 , h y k entepas arbitrp
rieg y T un operador lineal gontinuo d§ Lﬁ en LE , enhtonces con Tt é‘eaign%rg
mos el operador contfmmo de Lfk 2 th dado por <Tf ,g> = £, T, 8> « Co-
mo se sabe, los opersdorea T y Tt tienen la misma norma.

Definieidn 3 : Sea 1l<p<coo s k& entero no negative . Definire-

mos el operador 2 s con dominio L’E}; , como el operador traspuesto de = Su
pﬁ axi Tn pﬁ bR
con dominio Lkﬂ -« O sea i fgl’ r Y 8 GL}; +1

2F &)
s g ={f, - g s
<20 2>

Entonces resulta, para tode h  entero, ser un operador continuo de Lg en

0%

Iﬁm}, s ¥ con norme menor o igual & uno.

Definicidn 4 & Sea Xkx20 . sSi fé.Li definimos el operador D
como D £(x} = £ (-x) , y 81 fe& Lfk como el operador definide por ¢ Df , g =

= (£ ,Dg > donde géLi .

Para todo Lg resulta asi : HDprsh = Hf”psh ¥y D= 1
ITeorema 10 :

Sea l<p< oo , k enterc Entonces

a) 1y comtiemnea If, v £l g 2 Nl -

b} (B) es denso en Li
P D
e} Ly esdensoen Ly si h<k

Demostracidn 3

8) e¢s evidente si k20 . Sea k<0 , fe& L§+1 . Entonces £  es una
e ?

funcidénal lineal continua sobre L{’ k.1 ¢ Que restringidas a LS . Ca una funciomal

continua sobre este espacio. En efecto si g QLE;; se tlene

142 5 &> s el Hallye g < Hell, o Helloe

-y de esto resulta ademds que |[f] Epgkﬂ. > Hf“p»k .
b} ya ha sidc demostrada para k 2 0O oy Sea entonces k < O . Si (D)~ me
fuese denso en Lﬁ existiria un .-g en LEK ; &F0 telgue <«f,g> = O

para toda f € (D) . Pero si f e (D) entonces fe&lIF y €T ,8> se cobtiene




regtringiende la funclongl

p 5 ) p’
i) a&&¢ , h€L
L
e 1P . Es
Ef, 80 = J P} gilx) d&x = 0
Perc eomo esto vale pera tode F & (D) se concluye que g = O , contrarismente & lo

gupuesto .
¢) e consecuencis inmedista de  b) o

Demostreremos & contimuscidn algunos teorsmes que son extensiones de otros ya demostra-
dos en este pérrafo.

Teoreme 1I :

Sea l<p< @@ .

a) Le transformsde de Riessz B, pueds extenderse & un opersdor continuc de Li
en Lg , para todo k  enterc. Su tragpuesta es -~ Rd °
b) Le transformscién I = 1 + S puede extenderse = una transformacidn continue y
T
biunivoca de Lﬂ sobre Li , bera tode k  eutero .
o

¢) pare tode k  los hﬁ; son isomorfos .

Demostracidn :

2

a) Es suficiente mostrer que la traspuesim de - Rj a8 RJ para funciones de
(n) «
Pues, por ser 1o iraspuesta scotada, si coincide con Rj sobre (D)} , ellas es la

extensién buscads .
Sean £ y g & (D) , luego:

<“‘ij9€>:‘1@& é{mR

0 ig f%@} = lim <fs‘335g> = {ﬁfﬁﬁa g} 9

¢.q.4,

b} ¥y ¢} Es Péeil ver que si T define un isomorfismo entre los espaciocs de Ba=
nach X e ¥ , su traspueste define también un iscmorfismo entre sus duales.

Como T i+ /A define un isomorfismo ds Lg sobre ngl (k 1) entonces
su traspuesta T, es un isomorfismo de Lféﬂ s0bre LP;: ¥ los puntos ¢} y b)

estarén demostrados si verificemos que sobre funciones de (5) I, = 1T

it

@

En efectos smea £ , z €(D) .

/

<Tf,g> l(flgma ; a/<(mi éﬁéf})g&xi por def. %3 y a) =

<f§Tg> L3 c@q;,d.

i
fEN
o
o
i
[a]Y
B
11
“™M
.
Lo
e
W
Ryl
£
B4
Noseei?
il
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Sea n la dimensién del espacic, 1< p < e y k entero positivo.

a) Si 2.3 >0 ¥y fe Lg , de soporte compacto, entonces f & LI};_:L con
P -

n
23l i _L yovale izl < C lifl! donde C es una cte. que depende de
r,k-1 = psk
P T P -
r y del didmetro del soporte.de [ .
. . 1.1 P + % e .
B) Si S-5<0 y felj , de soporte compacto, entonces &L, , y vale s
p.n ) =
RE4 Zm,k—l PAVREFd Hp,,k donde C depende de p ¥y del didmetro del soporte de £,

En este casc, todas las derivadas de £ de orden < k  coinciden en casi todo punto con
elguna funcidén continua .

Demostracidédn H

a) Si Pe () , vale:

’ =) Iy
14} {x) = C & i (G ) e
( ©(x ; /axxi mE ay

donde € es una cte., dependiente sflo de la dimensidn. En efetto, la sume de la derecha
cs salvo cte. ¢

2 < 2 3 y = 2 ‘?(x=y}>=<’:’_\ . 5 Qf{;{wy) = -~
i ayi I;Yinﬁz o3 -gyin"‘ﬁ >

=<ng,, ‘f(x--y)>=0?(x) .

‘Le, férmula  (14) vale en casi todo punto, si f &€ Li ¥ es & soporte compacto. En
efecte, sea N, (x) la funcién coincidente con x5/ =l e Il £ B y nule en tods
otre punto, ¥ ‘?m uns sucesidén de (D) s & soportes contenidos en une esfera de ra -
dio R/2 y convergente en Lf a £ . /Entances para toda %’m ¥y % con F3
£ w2 -

(15) ¢ s & o% , N,
. 1 ox
Come ?m converge en /Lg/ a £ de (15) se obtiene :
(16) . £ = ool 2L s
i ox
e
en casi teds punto de x| £ R/2 .

s{ R-»poe , (16) tiende a 3

(279 f(x)=c£~2€f}-*n§iﬁ
i exn fz]

en cesi todo punto.




De aqui obtenercs gue 81 L& K;i ¥ 8 k-1l 2 e
by . p-4
{18) T Es < D8 “’“"'é’f’n" Bo Pe
figi B St S5 , B
Como £ ez de sovorte acctade y Xy iz]" &€ localmentesw L . 81 S5< 1 de la
formule de Young , resulita 3
& e S— —
(19) ME“fHEﬁngay R
1
donde i-3.1 1 3 ©C depende de ¥ y del didwetro del soporte de I . Bs de
T S ;
P s 1.1, 1
cir » es cuzlguiere de los definidos por ¢ =2 E3S =500 °
p r©» p =&
De (6) mresulte :
[ o fEeld
{20} Hﬁérsk-l £¢C Hiuﬁpgk
b) Como shora i.3co , existe mn 8 1ss<’u$1£‘§» , pare el cuel 1ol=g
P n el S
cgea pr = o9 , entonces de (18} , por Young :
[ip¥£l] < .| = p¥rl| 1o cuel implica que :
o @xi B
| E Ho™ ¢l Ez £ c.iifld i ° Le continuided del segundo miem=
]2k B,
sro de (18} es obvia .
Lema 2 H
Sea k entero 2> 0 g sl % >% y f& Lg entonces £ coincide en casi tg

do punto con una funcidn continua,

Demostracidn

Supongamos que £
la perte &)

L. :
Iyi-450

Tomendc shora J => =
n D n

tal que

do 1a parte bl
eidn continua,

del lema 2 resulta gue

Sea £ de suporte cualquiera, & 1%2 z Ye (D) edguala 1 en [x]lsg1.
Ls funcién £ (x) Pz -y e Li ¥ es = soporte acotado, coincide ademds com £ en un
entorno de  y . De 1o recién visto, f(x) P(x -y} coincide p.p. con una funcién
continua. La erbitrarieded de ¥ , prucba que £ ez "continua™ ¢. g. 4.

Dejaremos a cavgo del lector el sigulente coroleric @

Ses k enmtero >0 3 si g‘-ﬁ-—@ >3 vy fé& Lg , entonces D% F coincide

en casl todo punto con una funcién continue pars

es de soporte compacto.
del lema precedente se deduce que f& Lg__ 5

Entonces de una aplicacidnlreigerzaa de
. s 1_4.
siempre que *r 5°h 20 o

, Se puede elegir %.{ % ¥ entonces eplican

£ ceoincide en cesi tode punto con una fum =

lec lgm
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Definiecidn 5 : Designaremos con LP@@ s l<p <o ; & la intersec-
cidn de trrc 2 los Li o
Del corolario precedente se deduce que f & L%g , 81 y sélo si, =& equivalente & una

funcidn indefinidemente diferenciable, tal que ella ¥ todes sus derivades perienecen & i

Definiecidn § ¢ Definirvemos el operador Ka s, traslascidn en a . Sea

220 H
€, £(x) = £l{x-8a si f ELi ysi fa& ng , Gg £ serd la funcional defi

, . 9
nida pors {@af3g> = ¢t , @fwag} para todo gé.l% .

Se vé que para k = 0 ombas defininiciones coineiden. Hemos vigtoc gue si T es
un operador acciado de Li en L;Z* s, k20 , ¥ conmata con tmslgci@nes» entonces ,
conmpute con derivaciones, Veamos que esto tambidn es clerto para k<O . En efecto,
observemos en primer lugsr gque &, 2 s para todo k , define una isometria de @sz
en Lg . Luego, si féL{é , @’&fé‘i% R Tgaféﬁg -y pera gsﬁ”Lik g
nemns 3

{Tgaf@g}a* *{f» gc&T-%:g.A}z <g&‘?§f3g>z<f§fﬁg@ag>

lo que prueba gue Tt tembidn conmuta con tresleciones, Como sdemes "f‘:?% a8
? ?
opera de Lik en ka {k < 0} conmuta con derivedas y de s
e oy - & - 5] gwé G & % . ; s«\§’?2 P g B

{g, 01,82 = £,1,0%g> = (-1 {ro¥e,gd = n' v,
se concluye que T  conmuta con derivadas.

Lema 4

Sea T un operador continue de P oen 1t gque conmuta con traglsciones, Vase

entonces ¢

a) T admite una extensidn S de Li{ en Lik
[1sit < Hrll

b} para g < (D) 9vale E.P_&,’ g DTD g . .

¢y T orestringido a (D} admite uns extensidn continua de A en LF , 2
la migma norm&., BEsta extengibn es dnica, conmuta con traslaciones y serd designada tausb
con T . Para ella vale b) para tode ge 1%

s bara todo k>0 oy

4] sean Tl g '1'2 operadores que conmutan con trasleciones, y tal que T,
transfoma_continuamente P en 19 v '1"2 5 1% en LF . Entonces T, T, -
= T, T, ¢

Demostracidn :

@) Hemos visto que bajo las hipdtesis de este lema 7T g8 un operador ac@“&%d@ de  w

en L; son |lTil, < |iI?]] . Su trenspuesto es un operador acotede de L% en
P con | E’i‘:ti I = Tl v por conmater con traslsciones serd también un operador ass
tado de 1{3 en Lg con | §3T,&§ Ek < HIT% il .

2
Ia traspuesta de la restriccidén de Tt@, Lg” , €8 un operador acoteds §  gue
ta con traslaciones, y que transforma Lfk en Lik o Ademds lis]] = iz 0l <




5a

£l . Habreros demostrade @) sl comprobemos que pera [ <€ ¥ s S E = T F,
! ]
<t s T‘t g >

Sea fe&if y & L7 por definicibn de S : <8f ,g2>
Come g& 1e’ , nor efinieidn de Tp o s e, T, & >=4<Tf ,g > ,c. q. d.

i

]

b) Sea ge&lDd) y & ¥, Supondremos egta Wltims finits en todo punte, Efeg

tuendo una particién £ de E  en cumdredos igueles D= (L}, pra 3, €4,

tenemos :

(£xg) () = ff (x-3) gy = & £lx-3) gly) 141 « R,  con
i

R, (x) = R (=) = § ji:(f(x»y%f(xwi)l g lyy) -2 flz=-y.

hplicando & cada sumendo de R, desiguslidades de Minkowskl , tenemos

(21) HR ), < o sup |If (x—y) - £ (x -yl -le (yq)i.ijﬁiﬁ *
b ;}"@ &i P - ’
+ E sup 11£ (x = 7)1, f le v) -ely )l &
i yéﬂi V’ﬂi
Come 2
(22) it (x=-y) - (x = yimp = It (x) = (x~y, + y}Hp < ?ﬁ:sdggg:ﬁwz)ﬁﬁpﬁ

= & (4

resmplazando en (21} tenemos :

(23 R )1, < (o). Zleg (y;)1 !ﬂiﬁ + lgll ;Z V/ﬂg{y} gly )l ay
4y
Cugndo el difmetrc de la particién D tienge o cero, &E(AY~>0 ,y el primer
sumando de (23) tiende 2 cerc. £l segundo Ffactor del segundo sumendo, por la continuided
uniforme de g , también tiende a cero, o sea : |[R {z)] Ip——>0 si dismdA — o

po

Seen shora £ y g de (D) . Entonces si £, (x) = f£(x - 2)

(24 T (fF%xg) = T (Zf(x~yi) g (y5) iﬁi! + Re) = § (% fyi) (x) g (y4) E«Zﬁi‘é +

ES

rr(E) = L (10, (@ gy 1A

£ 7; + T (Rf) = (T Xg - Fpo T (Rf}

il

Como 3 B‘.{"f‘ y T (R £ tienden en norma g a cero gueda :

(253 T(fxg - (Tfhkg = 0 DePe
dnzlogemente 3
(26} T(fxgl - (Pglxef = 0 PePo




{T g) k7 entodo punto por la contimuidad de

De (25) y {(26) ¢ (T fhxg

ambos miewmbrosg.

b) es consecuencis inmedista del resuliado precedente. IEn efecto, si £, g& (D) 2

CEIY. {treyxpg) (o) = (£xTDgj(0) =< DE,TDg> =

{f,pTDgd> = £, T8>

¢) si TED) , 48 Bb)  tenemps 3

2 Tl = DT Dol = [T, D el g HTdiadiD 2lig = Hzll.iieliy

v de ests desiguslded y le densided de (D) deducimos la existencia de la extensitn contf

nee mencionada, Como HTtE = }|?ll . resulta gue @
7 ; Il ]

(28} ggyég(qﬂ p§} N gﬁTé {ng_g} }
Cembiando en (28) , p eon g y g con DpF ,Tenemes ¢ ‘
. g

il oy = izl

Ademds, una inmediata aplicacidn del teorema de interpolacibn de Wercel Riesz , prueba gue
s
T es un operador continuo de ¥ en L  con s

L2 31X 12, 1=A 0 Xog1

E A - il E o e o B

r P a’ | S q B’

Cualquiera de estas exteénsiones commuts con traslaciones, como se vé ds lm continuidad y e
que sobre funciones de (D) : & T £ T Gt . :

]

d) De la hipdtesis se deduce que , TQ @1 @? un operador contimuo de I en L
y de e} que Tl T2 1o es de LY en 1P . Si demostramos gue pera f & {

Tl T, £ = T2 T}_ £ ; la continuided nog permitivd afiymer cue 11 ﬁz, = ’;532 TQ o ¥
aquello es clerto, en efecto, de @) 3

[

P
B

= = ? 3 Po= (DY D) (o i) B ) P
Tl T2 £ D (?1 Tz)t DT D ng,@ Tlsﬁz DF {D To g D) (D Tyt y £ i
Go Qo dv
Extenderemos ahora el teorema precedente
Teorema 12
Sea 1l <p<er, 1<¢q <c0 y 7 un operador linesl gque conmuta con trasliscic

v acotado de Lﬁ en Lg 9 ¥ y m entercs., Entonses 3

a) Paratodo enters & ; existe un operador acotedo de Lgm en L&_ QUE COLy
cide scbre (D) econ T -
Log designaremos también con T
Lo mismo vale reemplazendo p por g° y g por pf o
9 ?
b) T trensforma 1B, en E’fi@ y L% en L%; s




B

- - (L) wung dnica extensidn continusz de &kﬁs
@n N & < ol 3
. ‘:; b b ] = ;
e B o L e - , Og A%l
B a Tg G Fg
Lo mismo vele pare T .
2) Sean Tl un op. comtinue de L, en @g v @2 de Lg 5e) Lﬁ . B~
™ - meo -
tonces £ Ty T T, T »
Dewmostracidn
a} mo (3 +4A) wm?rfism@ de Li sobre Lg . g para todo h
a . 7 =l : D ot R
el aperador ¢ = (i +/4 © es continuo de L en 17 . Evidentemeg
te T conmuta con tresiacionss v por la cbservacidén al ple de la definicidén & resulis
que conmuta con derivadss. Por e del teorema anterior cormuta con las transformadas de
Rlesz . Luego T commuta con 4 + 4% s %@ cual a gu vez 1mp11 2 que conmuts con
. e - - s m Trelit
(2 +A) » on particular : T o= (1 +dV) k-m = T (1 ¢1ﬁ. .
Por &) dellesmz anterlor .y por teorens % gulta que ¢  trensformé continusmente
v T [ TP N P P ] ¥ . ¢ =] - T 7
h@ en wg pare todo S o ¥ eomo (1 ‘4ﬁ,3 transforma Lﬁ en §¢mmk s T
o -G .
Ly en Lg, v acotadamente, como se vé de 3
et
e ] TRy UL PR 5T el & &
s J—»Hﬂqys_{?@ap BRSNS £ nﬂaq51;mmg, ¢ ”T lHqﬁs’“& "ELHPQS
Le arbltr&rieﬁ?& de S @prueba la primera parie de @) . Por ¢) del lema 4
i . G LB qe 5
i sransforma LY en  LF de 1o cusl se deduce la segunda parte.
b} es consescusenciz de  aj
¢} Sea £ & (D) . Luego, por ser (1+/), = i + N g
moe w2 oa A Jeein ¢ m P ﬂx \k”m =
it h = LR ‘\“.;‘!A): & }t z = LU AR N | DT DE
Es Pécil vim que D copmuta con 4 + AL , 10 cual a su vez lmplica que counmuta
con {1 +A)T . De (29) .
. . kem
. £ = DA+AY T Toper = pTDT . g. d.
7 B q 2 +a° B’
4) Como T  es un operador co tinua de L en L* yde L en L . POT
P . r . Ty
el Lteorema de Riesz es acotadeo de L 1 en L2 ; luego también lo serd de Lg* en
G (1 4 A ED 4 acotad ry %2
o vy T %~{kf serd acotado de  Lg a LS+mwk °
De e} deducimoz esto mismo para T, .
¢) Como por d) del lema 4 , 49T, = T, T, 2l menos sobre (D) |, dela
definicidn de T . resulte &lll & Tl Tg = Tz Ty , lusgo lo mismo valdrd pars cual-

qui

ier extensidn.
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Dejarencs 2 cargo del lector las siguientes observacionss s

i) Los operadores tipo convolucién estudiados commuten con tresiasiones, lusgo les son
aplicables los resultadcs del teorema 12 .

i3} Sea k20 ¥ ?é L;Q =  la familis de funciones teles que e¢llas y sus deprle
vadas en el sentide de Schwartz de orden & k son funciones y de L -

S5 f£e& Lg s k20 entonces ©.r & L?i o

~
“8
]
el
A%
&
o~
3
1]
%vf

53 f € L‘i&k ;, k20 entonces definimos ?gof por 3
? f

para toda g & L{‘; °

En todo caso lz transformacién f£-» yf es comtinua o







§.~ OPERADORES DE TIPO f .

R

@

Ses ﬁ un ndmero real no negative. y sea r su parte entera. Llamaremos Bp

<

a la clase de funciones acotadas cuyas derivadas de drdenes £ 7T son distribucicnes
que coinciden con funciones acotadas, y tales que las derivadas de orden 1r  satisfa -

cen a una condicidn de HBElder de orden ﬂ -r . Bsdeeir, si g(x) eés una de eg -

tas derivadas, vale la desigualdad

| elx+h) -~ glx) | ¢ W mgﬁ - M4 oo

$ 2

para todo x y h . La norma |[f] lﬁ de una funcién f e Bg  es, por defi-
nieidn, la cota superior minims ds los valores absolutos de la funcidn, sus derivadas de

orden £ r , y de las constantes de H8lder M  de las derivedas de orden r

Dejamos al lector, como ejercicio, la demostracidén del siguiente enunciado »

Teorena 1

Sean I A g funciones-de clase B)g « Entonces T +g ¥ fs perte-
necen a Bﬁ v

£+ gllg & 1flls + llellg ; Hz glls < e lIflls llallg
donde ¢ es una constante que depende sblo de ﬁ o

Sea f una funcibén de Bg s, ¥ & une funcién de Li . 1kl g /9 :
B
entonces fg Dpertenece 2 Ly ;¥ Hfg”p,k £c lif} Eﬁ “ng,k , donde ¢
depende sblo de ﬁ °

Vamos a estudiar shora operadores integrales del siguiente tipos

Kf = al(x) f(x) + 1im ¥(x,x~y) £{y) ay (1)
=0
fx=yl|>&

donde k{x,z} es, paera e¢ada x |, una funcioén homogénea de grado -n de z

que es infinitamente derivable en |z] # 0 , y que tiene valor medic nulo en |z| = 1,
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Dadas las propiedades de  k(x,z) , estéd def"'in‘ida la transformada de Fourier de
esta funcidn con respecsto a =z ., Llamémosla h(x,z) . Entonces hi{x,z) es ho-
mogénea de grade O con respecto a z . ez infinitemente derivable con respecte a
z en |zl #0 y tiene valor medioc nulo en lz] =1 . Reciprocamente, toda fun -
eidn hix,z} con estas propiedades es la transformeda de unse k(x,z} de 2quél tipo.
El sfmbolo de operador K , que designaremos con ¢(K) sers, por definicién, la

funcidén

G(K) = =alx) + hix,z} . (2)

La funcién (%) eos precisamente el valor medic de hix,z) en z] =1 ., Ese-
vidente entonces que toda funcién de x ¥y 3 , que es infiniteamente derivable y ho

mogénea de grado O con respectoa 2z, es el sfimbolo de un operador como el (1).

Diremos que el operador K es de tipo ,ﬁ , sipara cada =z , izl =1

las funciones de x

o
(2 % s , oglxlg2n
Oz
gon de clase By . La norma |[K|lg de un operador de clase p serd, por de .
finieidn
2 £ .
HEKl = sup || (=) KII oslaelg2n .
£ fz]=1 Oz oo =

Vamos 2 denostrar el sigulente teoremas

Teorenma 2

Sea K un operador de tipo ﬂ . Entonces si f& Li s, lap<e ,
0 &_k & ﬁ , €l segundo término del segundo miembre de (1)} existe como limite en

LE . Ademds la siguiente desigualdad es vélida
g2, sclixllg Hell,, , ldsp
donde la constante C depende s6élo de ﬁ y de p o

Demostracidén

Sea Y, m(z) un sistema ortonormsl completo de arménicas esférices, donde =z

es el grado de Yﬁmw) o Llememos Rp =~ al operador integral singular de convelu -

cibn cuyo ndcleo estd dado por !zl_n Y&,n(z) . Como sabemos, la transformada de Fou
. _ Memn/2 m ntm y~1
rier (de este nicleo es Km Yp.{z) donde Km =i T« 5 )T‘”( = )} .

©

Sean
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L e, i T, (8 12 ) ax) + B by Yy (2)

m3l - i . o m2 . fu’

h{x,3) vres -

i

los desarrolles en serie de arménicas esféricas de Xk(x,z) y §(K)

pectivamente. Entonces segin se vig en gl capitulo 5 ,

L]

bppx} = (1T u’F (mn=2)™F ﬁg L (n} Yy (2) of
z|=1

La varizble =z figura como un pardmetro en la integral. Derivando con respecto a x
baio el signo de integracidn y acotando los incrementos con respecto a ¥ de las deri

vadas de orden méximo; resulta la siguiente acotacidn

Hb{mﬂﬁ € cneT HEllg ‘g; i‘Yem(z)é a , Ogrsn
z}=1

v-1la desigualdad de Schwarz apiicada a gste integral nos de

-2n

Heg tlg &€ Hxllg  »  llallg s ¢ lxllg . (3)

donde la constsnte C  depende sélo de p (v ¢ n ) . En el capitule. 6 se

vid que !Y{{ma & ¢ nln-2)/2 , ¥ que el némero de srménicss de gredo @  es menor

que C mn~2 % por lo tanto las desigualdedes de (3)  implican que la serie de MK)
converge uniformemente. Sea  ¥(z) una funcién de prueba de decrecimiento rdpido y

L3 z B
Q(z) su tranaformada de Fourier , que supondremos real. Entonces

3o §z|:éx’2) ¥ oo - jﬁﬁbm Ton(z) ] Plz) 6z =

= Z be (x) j\ o2 Ba) ez = Wiy o 6t tim el ™y, (2) 2

Cotio ‘Sm £:C.: n{2 , ¥ como las integrales en los términcs de la dliima serie sén s

L(n=2)/2

en valor absoluto, menores ¢ igusles que , resulta que

lim, i Iix,z) €(z) 6z = Lin b Z gt 820 1l vy0e) | Pea) az
z

y de esto se deduce que

K(x,2) = & gyt B Lzl ™ Yypla)

8om * bfm K;:;l 8 ‘ , I T

={3/2In

E B‘agmg [ﬁ .s Cm !EKQ Elg B . . W e L

Sea ghora R«@mE el operador
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Rppe £ = j; fx=y ™R Tpplx=y) oy &

x=y{>€
¥
Kgf = af{x) £(x) =+ ‘E‘A k(x,z=y) £ly) &y . °
Ix=yl»€

Come, segin (4} , resulta que
o0
1 agelx 121 tpu(a) | g © (? 279 (2],

desarrolliando k(x,x=y} en serie e integrando términoc e términoc, se deduce que si

fetP , 1lepaee ,

Ke £ = alx) £(x) + g agm(xk R?ms £

Si ademds fe€ll , l<p<e , 0%k .516 , de acuerdo con el teorema (4)

delx capitule 4

%
Ry 2t S C ligll,
0, més generalmente,

£ ¢ gl

donde € depende gblo de p , ¥ Reméf converge a R{mf en L{i cuando
&€ -0

De ésto y del teorema 1 se deduce que
11K o € C C L Hlaggllg ) 1glly, g 1IkIlg el

para todo k  tal que El:i&ﬁ , donde C depende s6lode p y de P s ¥
que Kgf conwerge en Ljp{ cuando &~ O - wuedza tamblén demostrade el siguien

te

Teorena 3

-4

Sea K un opersdor de tipe B . Sea By

m el operador

R £ = im Iy 1™ Tpu(x-y) £(¥) &y
|x-yl>€

donde Y@ {z} ez un sisteme ortmormal completo de arméniczs esféricas, y sean a{m(X)
m
los coeficientes del desarrollo en serie de arménicas. Yﬂm(Z) del ndeleo k(x,z} de

X . Entonces la serie de operadores




[

£ .

converge 2 K  en la norma de operadores de LII:._ 9 1<sp <60 lkf

Ahora definiremos glgunas coperacicnes entre operadores de tipo ﬁ . Dados Kl

vy kK definiremos el seudepreoducto K1°K2 de Kl N Kz asf:

Es evidente que si K; ¥y K, son de tipo ‘ﬁ 0 @(Kl) ?(KQ) es el simbolo de

un operador de tipo ﬁ . El seudoadjunte K# de un operador K estéd dado por

s = Fo

es decir & (K#) es el conjugade complejo de §x . El adjunto k¥ de un ope

rador integrel singular K  se defipe, cumo es costumbre, mediante la identidad

féK*g) dx = j‘ (X £) de/
E, B

dende £ y g son funciones de @ e Si KX es un operador de tipo ﬁ s

%*
,,5 0 , KX es continuo con respecto & las normas de Lﬁ s 14&Dpe< @

k| ¢ B, y se puede definir por continuidad en todos estos espacios. Ampliada de eg

te modo le definicidn de K°© vale la identidad
£ ,Kg) = {xf,8) .

Salvo en el caso en que K  es un operador de convolucidn, K* noesun operador
del tipo (1) . Tampoco es del tipo (1) 1la composicién K].K2 de dos operadores de
tipo ﬁ . Sin embarge tanto K" como KlKe son en cierto modo equivalentes &

ciertos operadores de tipo ﬁ , como veremos & centinuacidn.
Teorema 4

El espacio de los operadores integrales singulares de tipo /B con la norme ¢© -

rrespondiente es un espacio de Banach . Si Kl v KZ son operadores de tipo ﬁ

ey + x5l & Higlly = 1l 5 HKgklly & cliglly 11Kl

s

donde la copstante C  depende de ﬁ . Si ﬁ > 1 los operadores
Kl Kz’ - Kl Q K; 2 Kl had Kl

transformen continuamente Li en L§+1 lep < 0 R -ﬁ £ kg ﬁ = 1 s Con
rormes no mayores jue C HKll iﬁ H‘Kgﬂ {5 y C HKll ] 5 respectivamente, donde la

constante C  depende s6lo de /5 ¥y D . Por dltimo si K es de tipo ﬁ v
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» 1  entonces el operador KA -AK es acotaég_én Lﬁ s lepeom:,

[kl g ﬁ -1 , ¥ su norme es menor o igual que C HKHﬁ donde C depende s6lo
de ﬁ yde p '

DPemosgtracién

wie el espacio de los operadores de tipo ﬁ es completo con respecto & su norma,
es une consecuencia inmediata’ de la definicién. Lea acotacidén de la norma del seudopro =

ducte resulta del teorema 1 y de la definicibu de novma.

Sea R = Rem uno de los operadores que introdujimos en la demostracidn del teg

rema 2 y sea a(x) una funcidn de Bg , P>1 ,y £ una funcién de D

Consideremos el operador

(sR ~ Re) 2L = 1in xy) (alm) - aly) ) £30) ay
Ex, €20
i {z=y|>€
- > o
donde  ¥(z) = [z]™® Ypplz) v £3 = -g}% o Si llememos a;{x) e v‘;;i-. s CQ
mo a € Bg . ﬁ}l s, resulta
. . a
alx) - aly) = E (x; =y;) 85(x) + blx,y)
i=1 .
donde [ bxy) | & nllelly lxwl™ , v w=f & Bs2 s w=2 e
ﬁ >2 . Reemplazando esta expresién en la integral precedente e integrando por partes
resulta
A

Yixy) (alx) -aly) ) £,(0) & =
Vix-ylre

e
s T(x-y) a;(y) £(y) &y + j‘ = (xy = 7,) a5(x) Ti(x-y) £(y) dy- +
24

Jiz-ylre fx-yle1 J
+ g E.a(x) - aly) ) Yylx=y) £(y) dy + b(x,y) Yy(x=y) £{y) dy +.
[x-y|>3 £<|x=ylgl
+ Ea(x) - aly) } Y(x-y) £(y) ¥, aF (6)
fx=y[=€ '

donde 18 d,lt‘ima intégral estd tomade sobre la esfera |x-y| = € s ‘Ei es el
i«és‘izé‘u.c;)seno director 8e l1a normal interior y 46 es el elemento de drea., Vamos a
acotar les normas en ; Lﬁ de las integrales precedentes, - Para esto es menester tener
presente las desiéualdades gsiguientes

o2 —0-1 (N

[tx-y)] ¢ CnlP-28)/2 |z g™ . I Gplg o fx=y|
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y observar gque los ndclecs = 3 Yi(zl son homogéneos de tgradew -n ¥y tienen valor
medio nulo sobre la esfers i‘zIQ. = 1 o En efecto, si fe& @ , cualquiera que sea
la funcidn a2 de B} todos los términocs de la ecuacién (6) , excepto tel vez el
tercero del segundo miembro, convergen cuando € =» 0 . Pero entonces también el ter
cer término converge, cualquiera que sea la funcidén a , y ésto es posible sflo si

los ndcleos zy Yi(z) tienen valor medio nulo sobre iz|l =1

Volvamos & la ecuacidn (8) . DPor el teor;émév 4 del capitule 4 1la norma en LP

de las dos primeras integrales del segundo miembro es menor o igual gue

n/2
el

o] Hiallﬁ m » donde C depende sflo de p . 2n virtud de las acotacig

nes (7) les dos integrales siguientes estén dominadas pn>

e H&Hﬁ n?/2 f ix-yﬂ.onwl Iz2(y)l &y
Ix=y[>1

¢ llatlg nf22)/2 j by |79 2yl ey
Vlx=ylg1

y del teorema de Young sobre convoluciones resulta que lz norma en Lp de estas in-

tegraeles es menor o igual que C HaHP V2 Hpr °

Por Wltimo, como | al(x} - a(y) | € n Ix-y| llalls » ¥ en virtud de (7) , el
1fmite de la dltima integral cusndo € tiende'a cero es menor o igual que
=2} /2"
¢ llally ™22 ey .

Resumiendo, hemos demostrado que

_§l§|g
X3

1R - ma) =E[| ) & ¢ llally o™ 11211,

donde € depende gblo de ﬁ y de p - De esto se deduce que

o R -Ra) £ll, € 11(-22R-R22)e)), + [l(er=Ba) =E ||, €

2 1
3xﬂi Xy axi @_xi B

s ¢ llallp o2 qiz1l,

donde nuevamente € 88lo depende de ﬁ ¥y P . Como ademds

Ii(ar =~ Re) £l € C llalig ll2l]

P
resulta que

IL(s - Ra) 211, 5 € © llallg =2 (1211,

Ahora demostraremos por induccién que
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[1{zR = Ra}'flipgm_l e aga;yﬂ o !ifH . (s)
si (0 &%k s/ﬁ -1 . Supongemos vélida la desigualded para O kg r -1 . Sea
£ una funcién de L;p . '

Entonces si ﬁ 2r+l

2 (er-ryell s l(22r-r28) 2 _ + [l(er-ma) 2L[|
xi - ps Xi xi pﬁ xi p,I‘

axi per=1

$Cllallg llgll,, * C llallg =

y de esto se deduce gue

HeR =Ra) £1F, o & © llallg 22 izl . .

Seasn f y g funciones de @ ¥y Osksﬁ @ Entonces si q=°a"

p=1
[1(aR - Ra) f”p,uk-ki € C sup <(&R ~Ra) £, g)ﬁ el ﬂq K=l
= Caw I{f, (Ra ~sRIE)] llgllghy § © lI2ll, o 11CRe - small el I7), §

ezl o Hallg a2,

Asi pues quedas demostrada la desigualded (8) para -/3 £ k £ jg-l s Gonde € de
pende de P ¥ de /ﬁ o

Sean ahora Kl h4 KZ dos operadores de tipo /ﬁ 5 }) 1 e Entonces se

gin el teorems 3 , K; ¥ K, se pueden expresar asi

K =§O &om Rfm K= Z B Rom
donde, para aﬁreviar, hemos incluido los primeros términos de las series en las sumato-
rias, escribiendo a = 2o ¥ Roo =] ,donde I es el operador identidad, etc.

Segin (3} , y con esta convencién, tenemos

Haggll & ¢ @12 [Ixillg o Ilbpl] £ C @D gl . ()

Ahora bien

qx -

&m Rom Bape Roue -

¥ desarrollundo en serie de arm&nicas esféricas los simbolos de K1 ¥y K2 , S€ ve
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inmedlatamente que

Por 1o tanto

K) X, =K 0K 2 2pm (Ron bhfu - b*/‘@ R{m) Rﬁf‘
¥y entonces si -—ﬁ.éKSﬂ‘l » v fed

IR K, = Kjoky) 211, 1 € L e, (Rpy by = Pae Bpd Raw fll g

n/2
£ ¢ llagyl lg baulls ,u,/2 Ry 211, € € Sllggyllg 10y 4l Py S N E1) S

donde € depende slo de p ¥ /5 . Sumendsy ¥y usando las desigualdades () . ze

sulta que
g%, = Kokp) £l 4an € © 1K g sﬂxgiiﬁ HElp, e
donde C dependeds B y p .
Ahora pasemos a estudiar el operador k¥ - % - P.or uny lado es evidente que
& (-m Rpy 3y,
donde gém es el conjugado complejo de &y . .demds desarrcllzndo G(K) en
serie d¢ .armonicas esféricas se ve gue

E -1)% g«?m Ry
Porlotanto,:si -ﬂsksﬂ-l . ﬂ>l s, ¥y fe D

n/2

< Zcllaglls P

¥ en virtud de las desigualdades (9). se obtiene
" . ) . )
donde € depende de ﬁ ¥y p o Por dltimo consideremos el operador kA - Ak,

Segin se vié en el capitulo 8§ A= 4 t J W donde. Rj gson las trang-

1 Jal
formacidnes de Riesz . Entonces si fed sy el <€ ﬂ 1 se tiene
n

(KA - AB P € & 11 2= @k - ) £l E H(_...—K-L.;‘?.,)R fH .
H . ]ip’ki < =1 Ox; J J Bk > =1 axj axj
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Ahora bien, la primera sums es menor ¢ igual que
13
H,éRJK e KRJ) f§ ig,k'ﬁ'l & ¢ HKI i}g Hfﬂ |p k

=1

donde €  depende de ﬁ Yy p s Para acoter la gegunda suma dessrrollemos K

en gerie y entocnces

)

- 9 Dagm
2 K = K oo )} R, = R R.
¢ Dx @x.) J = Dy, €m
‘d 3 J
y de esto, como [kl & jﬁ-'l ¥ “RQm R. fH g lifl Ep,k se deduece que
D ) .
§E(3;K-K5:).iji!p’kéc 21 . D,k
: d o
pere |l¢ a/axj)agml!ﬁ_l £ llappll 5 ¥ en virtud de (9) resulta que
)
L x -2 Ry £l s ¢ |ikllg 1lgll
T @x exi ) Dok p psk

&

Combinandc estos resultados se obtiene, en definitiva
HkA - AR 2]l < C Likllg gl o
donde C depende sdlc de P ¥ ﬁ . El teorems queda entonces demostrado.
Teoremasa 2

Sea K un operador integral singular de tipo /B s ﬂ'a 1 . Entonces
(8/ Exi) K=x(3/ axi coincide con un operador integral singular de tipo js -1

en LE;{ s, 0%k &ﬁ 1 . E1 sfmbolo de este opersdor ecs : )y .
X
3

Demostracidén

En virtud del teorema 3% , si f @& L;D,k s, Kf eka ¥

) e ) Ds D) o .
Kf - k2L = E (af) ca =L+ (a, R, f) - a (R, £)
Dx; axi Oxy x axi ¢m “fn em gxi em
pero como = {af) = -§-&* £ + a ok pera toda a de Bg ¥ toda £ de
X >
L;'ik resulte qﬁe i 1
4 Da
(ﬁ.K,K._a_jfz aaf +Z Em f .
Ox; . Ox Oxy X3

Pero ©e/®x; ¥ Ogp/Ox; son los coericientes del desarrollo en serie del ope-

rador cuyo simbolo es 53/ ©x,) ©(X) - . El teorema queda entonces demostrado.
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Teorema §_

Sea P un pr»oductg,{i‘;‘in;:tc de operadores integrales singulares de tipo ,3 s
ﬁ > 1 s ¥ de adjuntos de tales operadores; y P, el seudoproducto de los mismos o-
peradores o sus seudqadjuri’;osis s?gd.ﬁ sea el casc. Entonces A(P—P@) ¥ (P—PO)A
son operaderes acotados en Lﬁ s, lepe @ , |k g ﬁ -1 » ¥ Sus normes son
menores © igusles que una constante, que s6lo depende del ndmero ds factores, de ﬂ v

de p , por el producto de las normas ﬁ de los factores.

Pemostracidén

Supongamos demostrado el enunciado para productos P dea lo sumo r =1 fae~

teres. Entonces si K es un operador integral singular de tipo ﬁ

(K - PQOK)A (P»PO)KA + (PX - PooK)A

A(PK - P oK) A(P—PQ)K + A(PX - P_oK)

¥ como A es un operador continuo de Lﬁ a Lﬁ-’l se ve inmediatamente gue en -

virtud del teorema 4 el gnunciado vale pars el producto KK s

Por otrc lado
(2t PokIA = BT - KA 4 (2RI + (B - B A
Ae® - pook®) = ARY - &) + Aap-»rc)x# + A(pﬁx"’ - POGK#)

¥ 1s conclusidén buscada se deduce de esta identidad como en el caso anterior,

Teorema T

Sea P un producto finito de operadores integrales singulares de tipo ﬁ s
}3 > 1 , ¥ de adjuntos de tales operadores. Entonces AP - PA  es un operador aeg
tado en Lﬁ s lap< e ,  jxl ¢ ﬁ- 1, cuya norma es menor ¢ igual gue una
constante, gue sflo depende de ﬁ s P ¥ Gcl nfmerc de factorss, por el producto

de las normas ﬁ de los factores,

Demostracidn

En efecto, se tiene que AP -PA = A(E»?OB - (P-PQEA + &?QA - APG) donde
P, esel operador que se introdujo en el enunciado del teorema 6 s ¥ la conclusién

busecada se deduce inmediatamente de esta identided y los teoremas 4 y 6 o
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Katrices de operadores integrales de tipo j5 N

Més adelante serd necesaric considerar funcicnes u’ -cuyos valores son vectores
(£, Loy eoos Tp ) de componentes £ , f, , .o , T3 . Pera abreviar
diremc;s que u pertensce & LE' (o a cuslguier otrc espacio funcional) si.cada una
de susAcomponentes pertenece a Lg. . Dadas dos funciones ue L§~ y VE qu s

= p/(p-1) , definimos la forme bilineal {u , v mediente
£

{u,vd = §'(fg -2

donde u = (flgfz’ocvgfb) y v = (gl.gz,..s,ge) °

Toda operacidr lineal K  entre funciones cuyos valores son vectores de £ com
ponentes estd deada por una matriz de 12 oi:eraﬁores Kij que operan funciones ordina
rias (es decir, de valores numéricos). Diremcs que X es un operador integral singu-

ler de tipo ﬂ si cada uno de los Kj_‘j Jlo son, y |IKl} g . serd la suma
Z_HK@.Hﬁ N
Definiendo 1la norme |[u]] de wu= (fl, 2,...,f£) asi

lall = (Z e 12 )

se ve facilmente que €1 teorema 2 vale tembién para K . Si ademés llamamos § (K)
a la matriz cuyos elementos son ) (Kij) y definimos K* nmediante la identidad

{xu , ¥» = Lu., (v Y , ¥ KoK, ¥ X por las férmulas
Clr oK) = 0K 0K ., &EH. = ewf

donde  G(K)  es la adjunta de la matriz G (K) , es fécil ver que los teoremas
4 5 s 6 ¥ 7 valen también para estos operadores. S6lo cabe destacar dos dife -
r}:\encia]s,q Pmmcra, en este caso el seudoproducto, estands dado por el producto de dos
matrlces, no es conmu ativo. Segunda, las consta'xtms que aoerecen en los teoremas depen

derén ahora tamblén del nﬁmero de componentes de las funciones .



§9.~ ECUALACIONES TOTALMENTE HIPERBOLICAS

En este capitulec expondremns la teoria de existencia de soluciones de ecusciones tg
talmente hiperbdlices segin J. Neuwirth (tesis presentada 21 M., X. T. en 1859, adn i
nédita). Comenzare:ncs con el estuaily de ciertos espacios funcionales introducidos por e

L, GErding.

LOS ESPACIOS ﬁe

Sea, como siempre, En el espacio euclideo n - dimensionegl y R la recta
- e <t € e . un el producto cartesianc E; x B de puntos {x,t) s X & En ’
t € R , consideraremos funciones medibles de valores complejos  flx,t) que pars ca-
si todo t son de cuedrado sumeble en Ej Cen lifl] = Hf{x,2dl| cesignare-

mos 1a norma de f{x,t) en Lz(En) , €8 decirp
netl = [ Vs e )® 8

esta norma es, por lo tanto, ung .funcién medible de ¢ » Dadas dos funcicnes £ , g
de este tipo, (f,8) designard su producto interno come funciones de x , 8, expre

sado en simbolos,
(f,g82 = fx,t) Blx,t) dx . (2)

Este producte interno es entonces también una funcién medible de t . Con ip de
signaremos el espacio de las funciones  f{x,t)} talesque el e Lp(.R) . La norma
de £ en &P serd, por definicién, la norme de ||f]] en IP(R) . Por diti
mo, € serd el espacio de las funcicnes "continuss® de d’fm , €8 decir, de las

funciones Fle,tl que son Jde cuedr.do sumeble en  x  pare csda ¢ty tales que
I flx,t4n) - £flx,t) || == C con h — 0
Hor{x,t) =0 con |t]=® e

También serd necesario considerar funciones diferenciables en 1ls teorfa. Con ig

designaremos el espacio de funciones cuyas derivadas de érdenes &k , gon distribu-

<«
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o~

ciones que coinciden con funcicnes de &P La norma de £ e £P serd la suma de.

les normes en &£ de £ v sus derivadas de orden £k o En forme andloga se

definen los espaciocs gk °

Los exponentes que intersssn en esta teorfa son p=1, 2, ¢ , Por lo tento a
&

econtinuacién nos limitaremos s estudisr sblc los espacios correspondientes.

Teorema 1 :

Ios espacios c'fp . p=1, 2, e s ¥ g gon espacios coupletos,

Demostraeacidn H

Sea f; Una sucesién de Cauchy en il . Entonces para cada f > 0 se
tiene
]
3 2
I£g0x,8) = £,(x,0)] ax @t ¢ (@ P at { lgg -2 1% ax]) ¢
Ixjcf ) e xlg @
<O
n
& (g, P Vg, - mil et
-0

donde ), es el volimen de la esfera Ixl € 1 . Pero por hipbtesis la dltima in-

tegral tiende a cerc cuando /?, m - o2 , es decir, le sucesidén de funciones fm(‘x,t)

converge en promedio de orden 1 en cada c¢ilindro 1%l & f . Bxiste por lo tanto
una sucesidn parcial fm gue converge en casi todo punto de En x B a una funcién
£ . Ahora bien, fijando m y haciendo tender =m e infinito, se tieme por

el lema de Fatou

" e ©
¥ 2 4
lim :gdt ( glfn'l -2 ax) 3 \at 1m ( g»ht”m -5l ax ) 3 et ([Ifm-flzdx:) .
e"’w - -0 {-= o OB

De esto se deduce que f & i’-’— s ¥ como el primer miembro de estas desigualdades

tiene a cerc cuando m—® oo . resulta que £, =»f en Il

Qugel espacio i,a es completo resulta evidente si se observa que I‘? es pre

cisamente el espacio de funciones de cuadrado sumable en B, x R -

L]
Sea ahora f m  Une sucesién de Cauchy en & o El mismo razonsmiento antg

rior demuestra que existe una sucesibn parcial fmi
E, x R . Entonces para tode % fhera de un conjunio de medida nuls en " R. s

que converge en cesl todo punte de

fmi(x,t) converge a un limite f{x,t) pera casi todo x ., ¥y por el lema de Fatou

resulta que para cada m

o

lin [£-2. 11 3 Heg =2
mi—»eo 4
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por 1lo tento, comc por hipétesis el primer miembro de esta desigusldad ticnde uniforme -

L
nente a cero cuande me=bey fm converge @ £ en .I ®

Por dltimo ses fm una sucesibn de Cauchy en ? » BEscogiendo wuna sucesidn

’ . =g
parcisl podemos suponer que | [|fg4q = fmil g 2 ¥ entonces para cada T, fm(x,t)
converge para casi tods X . Sea £ la funcién limite; como en el caso anterior

se demuestra gue Hf_‘m - £}l =0 uniformemente en t , de 1o cual se deduce que

11e(x,6)| =0 si [tl=»eo , y como
Hif(x,t4b) = 0z, t)H € [lfglx,toh) = £z )] + 2 sup ez, t) = £h0x, 0]
pesulia owe

Tim  |l€(x,t+h) - £(x,2) 1] & 2 sup |[£(x,t) = £(x,2)1]
h==0 %

¥ haciendo tender m & infinito se deduce gue
[1£(x,t+h) = £(z,t)|{l=> 0O
cusndo h=»0 , bs decir £ € & .

T eorema 2 H
s

Sea £ unas funcién de g s Entonces
[1£(x,teh) = £(x,t)}] =0
uniformemente en ¢t cuando h tiends a cero.

Demostracidn

Si el enunciado fuese false existirian dos sucesiones T, ¥ hﬁ' 9 hn—*o .

tales que

[£(x,tp90) = 2=t » € >0
Como  |[£(x,t)||-»0 cuendo ¢ —=»ee , 1u sucesién %, es acoteda, y escogiendo
una sucesidn parcisl podemos suponer que t; converge a un limite gque lleamaremos .
Entoneces

HifGxotpthy) ~ £zt )1 € [EGtgeh ) < 2(x,8) 1]+ qux,%n).. £(x, 1)1

Como también. t +h, =% , el miembro derecho tiende a cerc lo gue contradice la des -

igualdad anterior

Teorema 3 H

Tede funcional lineal continua en Il es de la forma
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(0]
» . s, Lo - 4 .»: N T o

" e o0
donde . &8 éf N La ngrme de 1s, fupcmnal es 1gua1 a la norma de g en I °

)
C iy
Hy
()
i

2
~Rec:tpr0cafren“te, dada une 4 de i 12 integral anterior rem'esenta ungs fnnn:.onal

llneal conﬁiqua en il Ce

Demdstrezcidn :

Consideremos €l espacic de funciones de cuadrado sumsble en &1 conjunto de -(x,t)
dado ,por it] & f . Evidentewente estas funciones pertenecen a Il , de modo gue

si M es le noiwe de la funciunal »@ se tiene

‘2
AT sxv:§llxl at ¢ uVaf (J 12]12 dt) ;

- o0

L}

es decir ‘8 es una funeionsl lineal continuas en este espacio, y por loHanto es de la

forma

g(f) = §f(x,t) glx,t) dx at

donde g(x,t) =0 en [t]l>f v

glg(x,t)lz dx 4t < o0 .

o

Sea shora &£ un conjunto de valores de ¢ para los cuales Healz,t) > €,

y f£(x,t) una funcién tal que f(x,t) =Ex,%t) si t€E y flx,t) =0 encs

so contrario. ZEntonces

L) = ;g\!igli'z a 3 (M-:—aé )2 ||
E

*dl"onde IE]  es 1z medida de & . ‘Poz_* otré‘parte
2 @ 2 ]
€01 ¢ of (gnfn st} = (\lallav ) g 7l | el)® et = (@@ 1z
-0 -~ o0 .

vy de.esto se deduce que |P(£)] ¢ 12 {s] 1o cual contradice la desigualdad snterior
. N N 2 .. . .
4] s (u» £)° JE! , @ menosg que |El =0 . Es decir, |lgll €Y pare casi

tode t - Tembién es evidente que g no depende de f °

pade £ el ses folx,t) = £(x,ty si tle » ¥ (le(x,t)]] €,y
fm(‘x,i) =0 ‘en caso contrsric. Entonces -
iy = j}fm,g) &t

AN .

¥y pasando al limite se obiiene la representacién buscada de L(£) o Ia .reciproca es

inmediata, R
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Teorema 4 3

El espacio c@ de funciones infinitsmente derivables de sooorte compacto es denso

en il ®

Demostracidn :

Como 6@ es un espacio lineal, si @ no fuese denso en fl existirfa una
funclional lineal continua ﬁ en f;l
00
=
-6(1“) = §(f,g) at ggi
-0
no idénticamente nula, tal gue L) = 0 pars toda f de D » Pero esto impli-

ca, evidentemente, que g=0 en casi todo punto, lo cual contradice la hipdtesis de

que 'e no es idéaticamente nula.

Teorena 5 H

1
El espacio % es denso en ‘tk

Demostracidn H

Sean Y(x) N qf(t) dos funcicnes definidas en E, ¥ R respectivamente.
Supoengamos gue Yo v %?3; O son infinitemente derivables, de integral igual a
1 y de soporte compacto. Designemos con, ‘?A v &f‘% a las funciones }}n V(Ax)
¥y A¥Y(At) ‘respectivemente, Dada una fuoneibn £{x,t) localmente integrsble se ve

inmediatamente que ls convolucidn (‘PA ‘P%)%-i-. se puede expresar también asf

(\PA Gulet = W%l % %#f) . Entonces, si f €& @‘Cl de la desigualdad integrel
de Minkowski se deduce que || %\* £il £ %*I il , ¥ como por el teorema de

Young sobre conveluciones se tisne que

HB*Cheail ¢ A=zl

resulta en definitiva que

HOH F 0%zl & Py ligll

e integrandc con respecto & t y aplicando nuevamente el teorema de Young a la ihte

gral de la derecha se obtiene
) <0

TR AR (ORI I N RIELH I
Sea shora g una funcidn de c@ tal ¢ue la norma £ - g en i 1 €5 menor
que un ndmero prefijado 5 . Como (‘?’A ‘&)%g converge uniformemente a g cuan
do A — oo , ¥ couo ({FA ‘?;\)%g se eanuls identicemente fuera de un compacto si

A21 |, resulta que (‘& %7% Y#g  converge 8 g en Ii .




&4
Pero de la desigualdad precedente se deduce que

[ $ree - gl at &

f—s
o 3

o0

[ o]
jnw P )%(f~g) - (£-g)lla + gm%‘&mg—glwts
oD

e+

o0
£ 28 « jgii(?x‘?;\)%g-gjldt ;

~ e

¥y haciendo tender ?x a infinito resulta que

o
T IR nt-fll e 28
ADod

-0

Como 6 “eg un ndmere arbitrerio esto significa que (?k P N J#f converge a f

n - xl cuando A = 0 o

Ahora, 81 f & £i ¥y D es un monomic diferencial de orden £k , enton -

ces

[ (hfoxre] = (B foxon

¥y por lo yisto recientemente, se deduce que DE(@A ‘P}\)*f} converge @ £ en il . B
decir - A(‘i),\ W, )% f convergea f en ii cusndo A = o« , Evidentemente

las funciones (¥, ¥, J¥f son infinitamente derivables.

Sea éor d1ltimo *9 {x,t) una funcidn de D igual @ 1 en un entorno del ori
gen. Derivando se ve fdcilmente que cuando A& =20 , la funcién
f?(,&x,/@t) (. Paixe)
converge a (‘5)& *?R)-iéf en ﬁk » Por lo tanto es posible aprox:Lmar f tante
como se Quiera en iﬁ mediante funcidnes de la forma 4?( yz2 /Lt)L( ‘VA ?}\)*f} que

evidentemente, pertenecen = @ . b1 enunciedo queda entonces demostrado.

Teorema & :

El especio 0@ es densc en ﬁi v en fk

Demostracion H

N 2 . . s os
Como £i es el espacio Lk(En x R) s ¥ ya sabemos qug ‘las funciones infinita
mente derivables de soporte compacto formen un subconjunto deuse de éste, sélotenemos

que demostrar cue @ es densec en %k

Sea £  una funcién de @k y ¢ . ¥, ‘& , th las funciones
que introdujimos en la demostracidén del teorema anierior. Supondremos ademfs que ¥(0)=1
- Y€0) =1 . Entonces se verifica fécilmente que  P(At) Y(Ax)f tiendea £




en %‘?k cusndo A =~ 0 5 “PEp 14 ten®s babtard suponer gue | f -tiene "Soporte com

D W e
pacto. BEn este caso (0 W lxf = .

% £)  tembién tiene soporte compacto. Da=

¢

do un ndmero positive &  elegzimos wn ndmero finito de valores ti de t de modo
que £z, t) - f(xgtiém ¢ £/2 para ty gt St . Entonces para A  sufi -

cientemente grande y bty € T £ %54 5 de

:!‘i
Yoo f - £ g Bwfeee) ~ 2lxty) ¢ [Wow fe,t) — 200t + [2x,8) - £lx,1))
.y del teorema de Young sobre convoluciones se deduce gque i ‘%%f - £} i/jQ E ,yecg
mo esta desigualdad se puede satisfacer simultémnesmente para todos los vaiores de i

resulta que | “%A% £« £]]=>»0 cuandeo & —= o0 uniformemente en t . Por otrs

parte de la desiguelds? integral de lMinkowski se deduce gue

r .
sz £l = 5;} NP he) (sx,t-0) = £(x,1)) asl] €

€. sup [iflx,s) = flx,t){! . [t = sl

=y

> 10

donde d& es ial que @it) =0 pera [tlz2d ; ycome rfe&@ resulta que
[19.%f = £|] =0 uniformemente en  t  cuendo A~> 0 . De todo esto se deduce

que

Ei@‘?}\?’hﬁﬁf»fﬁ £ §§§§A%{&§:\’ﬁ%fmfﬂg & ggﬁghﬁ-fmfgg £

€ e =2l] = sup Hhxe -2l
converge uniformemente a cero cuande A -» 00 . Si Dy indica un monem-’f’io diferen-~
cial de orden £ k , como D@iﬁi‘ﬁ%& $I1xws = (,‘&' &Q’Ajﬂﬂ?&f se couclu,;zé que también
Hn,( ‘?A QPA )%£ - D 1| tiende s cero uniformemente en ¢, Bs deci}z’i 2N ‘VX ); =
converge = £ en g{; . Como ﬁi%% ¥, )#®f pertensce a ) ) el teorema queda

demostrado.

Teorena Z H
. N Wl
Toda funcibn f£{x,t) de @g;k .

funcidn de %&k‘_ s ¥ 18 norma de ésta en .~ gkml &8 menor que la de aquells en cf i»

k21l , coincide en casi todo punto con uns
83 £ y g son funciones de 1 la funeién (£,g) coincide para casi todo ¢
con una funcidn absolutemente contimua cuys deriveda esié dada por

i D Y oz
il } L3 @ f& ®
T & T )

Demostracidn H

Dadas £ y g en @% agan £, ¥V g, funcicnes de ;@ que cuando




86

m =% o> COnvergen en cf} a f ¥ respectivamente, Como

g “f(xs}ds ®

aplicando la desigualda integral de Minkowski se obtiene

[
o
Heglh & 1 B t b et (3}

fm(x,%;}

=D
de esto se deduce que fm tamblén converge en @ ‘e

Ses T el 1fmite de £, en € . Entonces |IF - rmH-’O uniformemente

en t ,y como también

R
gy = £l 66— 0
-0
resulta que |[f -f|] =0 opara casi todo t- . Es decir f=f en casi todo pum
t0. Pasando al 1limite en (3) resulta gque
' 0
NEl ¢ Yin2ela
ot
-

es decir ls norma de ,,—?’ en f es menor ¢ igusl que la norma-de £ en ot% °

Le primera parte del enunciado se demuestre ahora razonando del mismo modo con cada

una de las derivadass de una funcidn de £1]:'

Volviendo 2 las funcicnes f y g , llememos f y g a.los lfmites .de
£, ¥ &, en € respectivemente. Entonces (?,Z) = (f,g) pere casittodo '’ t.

Ademés
v oor D,
(£ .8) = £ c———— E) b (g2 23 e )
-~
¥y como
' 2
(f,-é:g)da = (f gm) +\§\((r~f)-——gm)ds + S(f—ﬁs-sm))ds ’
-0 D
resulta que
) . S © 5]
4. = s ) = e,
(£, im) s (z, ot B ae E_’.‘,‘Q (£5s atg“‘) ds
~d -y AFS

y peésendo-al 1lImite en (4} , se deduce que

t
-— oFf o
e = | (o » @ZhH)e
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(23
%

{f.z2) = (F,8) en casi todo punto, ¢l tecrema queds demostrade.

&g,

Los EsPacIOS L .

Vamos ehors @ considerar unos sspaclios mes genereles gque los precedentes. ILlame-
> P
Tenos «f
k
éixgt) s 1t g = E , @& < o , coineiden con ans funcidn de Ggg . La topole-

al espacic de las funciones d¢ {x,t) que en cade conjunio

gila de stg estd dada por la siguliente base de entornos del ceros dado el entero

m el sentorno Um de la base serd el conjunto de todas las funciones de zi que
coinciden en %(x,?ﬁ) g It] < mg con una funcién de @ﬁg de norma menor que 1/m.
En forme semejante se definen los espscios % . bBstog eapacios son entonces local-
mente convexos con una base numerable de entornos del cero, es decir son metrizables.

Dejamos & carge del lector el verificer que los teoremas 1 , 4 , 5 , 6 ¥ 7 valen

tambien pare estos espacios, salve le aseveracidn del teorema 7 scobre las normes gue
debe ser reemplazada por: la topolegia de f i es nmés fina que la inducide en €1
por gk_l . Dejemos también a cargo del lector el demostrar la sigulente versidn

del teorema 3 .

Teorema 8 :

Sea I un intervelo finito de le recta real. Consideremos el espacio de las
regtricciones de funciones de @?@}' al conjunto %(xg‘%) s v E I§ ., O sea el cocien~
te de if% por el subespacic de funciones que se amilan en este comjunto. &nton -

ces tode funcional lineal continua sobre este espacic es ds la forma
[z

fi£) = \iz,0) at
~e0
o
donde g es una funcidn de x que se anuls fuerz de %(x;‘t) st e I} .

Toda funcional lineal continua sobre 3:1 es de lz forma

5 50
£ie) (£,8) at

oy
)
donde g € £ vy glx,8) =0 si 1t estd fuera de un compacto.

:

Operadores linesles en los espacios £ .

Vamos & estudier clertos operadores lineales en los espaciocs @ﬁ . Bg eviden-
) -y P 5D
.{\. -
te que o/t y ¥/ dx; trensformen continuamente & e ¥ & L en £g¢1

=
¥ %k—}. . respectivementes.

Diremos que un operador & es de clese k sl tiene las sigulentes propieda-~




N »g‘ by
i) A ec upe operecidn conbtinus de mi’, 2 ’zi y O0sr gk

il s @4} es uns funeién infinitamente Gerivable de ¢t y ¥ es

la oper=cidn multiplicacidn por L 4¢3 » entonces Po=asP .

] 2 )
i3i) S8i  k 21 los operadores %:% A =4 %5 y -5;‘; A =4 —'é—;; coin

ciden en L+ con operadores de clase k-l .
EN

Teorems 9 :
See A un operador de clase &k , ¥ a>o , entonces existe una constan~

te M tal que [Jafl] g ¥ ||£]] en casi todo punto del intervalo |t] a .

Demostracidén:

Sea '?('t) una funcién medible acotada de t ¥ "?m(t) una sucesidén acots

da de funciones infinitsmente derivables tal que Q?m —® P para casi todo t .

Entoneces si f¢ £1 R ?mf COnverge & yf en gl . Por lo tanto
& = lim $Af = lim AQ £ = apf .
? T~ o2 m =~ o® m ?
-1
Seen shora £  una sucesidén de funcicnes de x s Em una sucesidén de
conjuntos de medida positiva contenidos en el intervale [tl g 2 , ¥ Xm una

sucegidn de mimeros positivos tales que &mv@ o® . Sean ?m las funciones ca-

racteristicas de los conjuntos E; . kEntonces si ||Af ]| 2 Am 1€, 11  para ca-

si toedo t Qe Em . resulta que las funciones

& = 7at (VAa

(-1
| Dy Sl at )

tienen la siguiente propiedad

1o cual es incomplatible con la continuided de A en zl .

Teorema 10 :
Sea 4 un aperaéor de clase k . Entonces A <transforma continusmente

los espacios ig ¥ gs en sf mismos, & condicién que r £k 8L k=1 .

Demosgstracidén B

Si kFO , €1 enunciado es consecuencia inmediata del teorema 8 y de la de-
finicidén de los espacios xp . En ¢l caso general, demostrasremos la parte del e -
. . . D . . . R
nunciado referente a los espacios ,ﬁi s por induccidn, Suponiendo vélide el enun

cisde pera k-1 , bastard demostrar que %TE Ay a‘?x- A  trensforman continus
i

mente %E en ,ﬁi_& ; ¥ esto results inmedistamente de




es denso en
de clase
gue transforms

89
dop = ad 4+ (Eaa.ady 2.4 = D, (DaaDy
at at at ax Sz, Dxy 25 g
£1 .. e e “
que vale en 3 s ¥y Ge la hipdtesgis inductive .
—~ =500
Como gs , con su norma, es un subsspaclo cerrade de & ¢ Gue, como vimos,
A  trensforma continuamente en si mismo, sdlo falis demostrar que 4 @ s < gq o
£1 . i #1 Z -
98(; £ s+l ? re::xlta que AdC @ﬁ S+ € @S si s¥lg k.
@S , de o P C g s pasendo al limite ,
k es de clase k.
-1 .
eﬁl en =i

Epn efecto, como

Como pmr otra parte ¢9
resulta A gsc %
de dos coperaderes 4 y B
de clase O
de la definicidn de

Teorema 11 3
El producto AB-
Si ademés A tiene un inverso AT
mismo, A1 es de clase k.
Demostracidn :
Es evidente que AB satisface las condicicnes 1} , i)
los operadores de clase k . Basterd entonces mostrar que AB  también satisface
la condicidn 1ii) , y esto resulta psra operadores de clase k de
& p-s = (Ea-2%98 + 2B
at at- dt dt at dt
2 .2 - {%A«A%) B+ A{-éal—sas-;a;«-)
Exi axj_ x5 X x5 @xi
si se supone vdlido el teoreme para operadcores de clase k=1 ; puesto gue los opera
dores de los miembros dsrechos son de clase k-1
En 1o que se refiere a A‘l , razonaremos también por induccién. Sea A un
operador de clase k 31 ¥
AO =.;d_A..A§_, s §i= @AQA;}
at at : Ix; dxy
. L . =1 »1
multiplicando 2 la derecha y a 18 izquierds por A resulta que en Gf i
T N W S
at Dxy Dxy
k=1 a™%  es de clase k-1 s ¥ estos ope
Por lo tanto A&l satisface la condicidn

at
¥ se supone védlido el teorema para
k=1

radores son entonces de clase




40

331Y . Como de ¥4 =A% , multiplicando a la derecha e izquierda por a-t

9
. S . . . »

resulte A @ = $A™ | tembién se cumple la condicidn ii) . Por dltimo, para

demoatrar que A"l transformas £i continuamente en si mismo basta demostrar

ml e 1
que los operadores %;g A ¥y -aaé;fg & transfornan & B: continuamente en

;'ﬁl
k=1 °
Beto se deduce, como en el teorema 10 , de

1 )

L o Sl e WL I
at at 2N dx,
%1 ) R .
que vale en £ 1 ; ¥ e la nipdtesis inductiva.
ITeorema 12
Sea 4 un operador de clase k , entonces A tiene un adjunto A* s

es decir, existe un operador tal que si f y g son funciones de x 1
(& £,8) =. (£,4%)

para casi todo ¢ . El1 adjunto A% de A& es Unico y es también un operador

de clase k -

Demostracidn H

Consideremos el conjunto dé funciones de cusdrado sumeble tales que f£(x,t) =0

si tls a . Como éstas pertenecen a il , las funciones Af estdn defini-
das. Como ademfs WAF = AYFf pare toda $(t) infinitamente derivable, Af de
be anularse fuera del intervalo It} $ & . Por otro lado, de acuerdo con el teore-

me 9 , existe una constente M tal que [JAf{] g ¥ |I£]] ¥ por lo tamto

gasmwz at & w2 gufnz a

es decir A es un operador acotado sobre el espacic de estas funciones. De esto re

sulta que existe un operador AF

gf{Af,g) at = g(f,A*g) at

para teodo per de funciones de cusdredo sumable que se anulan fuera de Jtjga . A

tal que

hora bien, si ¥ ‘es una funcién infinitemente deriveble de t que se anula fuera

de |t]l €& y £ es una funcidn cuaslquiera de cuadradc sumable resulte gue

5?(:&,3) at g(?ugg) at = §(A?f,g) at = ((P£,8%) at = j?w,ﬂg) at

eg decir
g?(ﬁ,g) at = ;g‘?(f,&*g) at .

Como esto vale para cualquier funcién ¥ cque se anula fuera de |t| £ a , de es~




E

wo e lorune que  (Af,g) = (£.4%g)  pere cesi tedo % del imtervale [tiga .
Uomo por otes lade g ¥ ﬁg; se anulan fuera de 1 £ a resulta que o
{Af, g} = (f‘sﬁ‘g} pare cael todo % , cualguiers gue zea la funcidén £ de cua -
drado sumable.

Veamos shora gque la funcidn &%z estd univocemente definida, independientemen-

te de la eleccidn del mimero a . En efecto si eligiendo dog valores de a dis-

tintos se obtuvieran dos funciones distinmtas hy ¥ By resuliaria que
(&f,g) = {fsh}_} = {f,ha}

para casi todo t ¥y tode £  de cuadrado sumable. Integrando tendriamos:

E(f,hl) at = §(f,b.2) at .

para toda f ° de cuadradc sumable, y esto es imposible si hl ¥ hz . De este mo-
do tenemos el operador &% definido para toda funcidn de cuadrado sumeble que se a-

nula fuera de un intervalo de valores de t N

Sean de muevo £ y g dos funciones de cuadrado sumable que se amulan fuera

de jtlga ¥ ©(t} una funcién infinitamente derivable de t . ZIntonces

g(f,ﬁf‘?g) at = §(?Af,g) at = gcwf,g) at = ggfﬁﬁy at

y de esto se deduce que '?A* = L9 . Ademds, sea M un ndmero positivo tal que

[lagl] ¢ M |Ifl] para casi todo t , Itiga ytoda £ . Entonces

a v e &
g @21 %2) (2 ar = (FQr APy at = Pz P5) at <
-3

a condicidn gue £ se anule fuera de un intervalo finito de valores de ¢ « Co-

mo @ es arbitraria,de la dltima desigualdad se deduce que

l1agl12 ¢ u 1852 |12l

y por lo tanto [[afi| & M [I£l]  9pars casi tede t , {tli¢a . Pero esto
significa que A%  es continue con respectc a 1l topologia de @ 1 » ¥ por lo ten

to se puede extender a un operdor continuc en x 1 . bsta extensién serd el adjun
%

to de A , que designaremos también con A . Que este operador es dnico se de-
duce del hecho gue A% egtd univocamente determinado sobre las funciones de cusdra-
do sumable gue se anulasn fuera de un intervalo 14l ¢ & . Como ademds P4 = LP

en el espacio de estas funciones, se deduce por continuidsd que esto vale también para
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el adjunto A&

e 4 . Ués generalmente, si ?(t) es una funclén medible a-
cotada de L , por un paso al limite resulta que '}gf = A#? . Sean shora f
¥y & Gos funciones cualesguiera de :ﬁl ¥ ?m(t) =0 =i [leli+]lgll 2 m

o si el >m ¥y @?m(t} = 1 en caso contrario. ZEntonces ?mf ¥y Pp€ son
funciones de cuadrade sumable que se anmulan fuera de un intervalc de valores de t

¥ por lo tanto

_ * _ #
Pulbf,g) = {A?mg}ym@ = (P4 Do) = P(£,478) 5

pera casi todo t . Como m es arbitrario resulta que (Af,g) = (£,4%g) para
cesi todo t . Como A% es continuo en ﬁl ¥y @a* = A*? queds tembién

*
demostrado que A es de clase O o

% .

Para demostrar gue si A es de clase k , & tembién lo es, razonaremos

por induccidn. Supongemos que el enunciado es vdlido para k = r-l -« Sean £ u
na funcidn de 09 ¥ g una funcidn de £ if . Entonces

a a & - a. a =
ek e - (s

(87 & gy at - (A1, a%) at
dt dat

y esto significa que A%g tiene una derivada con respsctoa t s ¥ por lo tanto,

£ A% estd definido en LI

[ B - W T M - B

dt dat ét dt

Anélogamente, se deduce que -E%;Aﬁ egtd definido en xg‘. h'g

I ) B R S > B
ax

— = 4

ax; ox; N ox;

Ahpra bien, los miembros derechos de estas ecuaclones son operadores gue por la

hipétesis inductiva transforman continuesmente f %, en %,_1 . Por lo tento

%— A* ¥ -5%— A%  tienen la misma propiedad y esto implica que A'x transforme
i
%; continuamente en sf mismo. Por 1o tanto A®  satisface la condieién 1) .

Por dltimo, que Py satisface la condicidén iii) resulta de las ecuaciones preceden

tes y de le hipbtesis Inductiva.

Diremos que un operador N es autoadjunto si N = n* ., Diremos que N es
positive 21 pare cada a s a >0 existe un & N € > 6 tel que

(NE,£) 2 £(£,£) para casi tode t. de [t| <a ytoda £ de £ .




Tsorema 13 :

S8ea N un operador autcadjunto positivo de clase 0 . Entonces N tiene

un inversc gue es auboadjunto pogitive y de clese O .

Demostracidn H

Sea & un nimero positive dado y & s €0 , tal que (N, £)z 8(£,£)

para casi todo t de .lt]ig e . Entonces [Nfi| [[£]] = (n£,£) = &1l 62 5
por lo tantec ||NFfl| = &1ifl|  opera casi todo t de Jtiga . Como a es
arbitraric de esto se deduce que si Nf = 0 entonces £=0 ; adends, si fm

es una gucesidn de funciones de £ L tal que me converge €n z 1 ; 18 su-
cesidn £ misma converge. FPor lo tente N  transforma (;E 1 biunivoce y bi -

R 2 21 .
continuemente en un subespacio cerredo de ﬁ . Vemos a demostrar que este subeg
pacio coincide con ﬁ 1 . Sea a un ndmerc positive cualquiera y consideremos el sub

. - 1 . .
espacic cerrade in; de ﬂ formado por las funciones que se snulan si [tl.>2 . Sea

© .
g una funcidn de fd ortogonal a N , espacio este que, como sabemos es -cerrado.En

tonces Py

(Nf,g) at = (f,N g) at = (f,Ng) ¢t = O
pera toda f que se anula si |t|y & . Pero esto implica que - Ng = O pars
casi todo t de itle a ¥y de esto, a su vez, se deduce qgue g£= O para casi

todo t , 1t]l ¢ a . Por consiguiente g e¢s ortogonal a A ; ¥ de esto re-
“% y% . s . . +1
sulta CN . Por consiguiente dada una funcién g cualquiera de f., y

un enterc positive m  existe una funcién fm de zj 1 que se anula si %tigm

y tal que Nf =g en 1t ¢ . Como N tanbién se anula fuera de iths; m

la sucesién Nf;,  convergea g en g@l coando m =gy . Por lo tanto it

tanbien converge, y si f es su limite, obtememcs Nf =g .

Por lo tanto N tiene un inverso continuo Nt Veamos ahora que N1

1 transforma @fl

-1

es de clase O . la condicién 1) se satisface puesto que N

en sf mismo; y de N = PN , multiplicandc a la dereche e izquierda por N

resulta N1@ = @ul | Por 1o tanto N™  es de clase O .

Sean shora f y g dos funcicaes cualesquiera de ﬂl v sea £, = Nf ,

1

g = Ng . Entonces de (Nf,g) = (f,Ng} se deduce que €fl,N" g) = (N'lfl,gl)

-1

para casi tods t . Por lo tantc N es autoadjunto. Sea por otro lade =

un ndmero positive y € un ndmero tal que

(N£,£) 3 & (£,8) ; fnell ¢ = 1igll

1
é

pera casi todo t de [tl £ a . Entonces

(£,07000) 3 €l W) = &N TR 3 E71E 112 = &ey,ep)
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econ 1o cusl queds demostrade sl teorema.
Considerenos zhora el espacioc *B*}g de lss funciones de (x%,t) que coninciden
con funciones de Bﬁ en cada conjunto g(x,‘t) s RS a} s &< e R

T eorema 14 E

Sea a{x,t) una funcién de ﬁk . Entonces la operacién Af = af es de

clasge k .

Demostracidén H

Para k=0 el enunciade es evidente. Supongamos que el enunciado es vélido

para k=r-1 . Sea £ una funcién de z; g una funcidn de f.@ ¥
: 21
fm una sucesidén de funciones de a@ que converge & f en 561 . Entonces
si agBg,
’ of D
ary , 283 at = -\(a—B, @ at - | (=22, a
Dx, , @xi @xi

¥ pasando al limite resulta

(ar , 28y gt = - (agf L@ at- | (2 r, o oat

xy b X
es decir es decir
aaf=aaf +faa aaA_Aa = Ay
axi Sxi Qxi i x5 ?)Xi
= Da ; 2 ,_,9 _
donde A, f m—; . Del mismo modo se demuestra que =% 4 -4 3 ° Ay
-2a ‘s 3 ; 2a Qe
donde Aof = 3% £ . En virtud de la hifétesis inductiva, y como 2%, vy ot
pertenecen a §r_1 , resulta que A satisface la condicidén  iii) . Por otro
lado
A = A + A =, 2.,. A, + A 2
Dxy ‘axi ot D¢

. . $1
¥ como los miembros derechos de estas ecuaciones transforman £ el continuamente

S

en si mismo, lo mismo puede decirse de TR Ay ‘EQE A . Pero esto implica que
i

A transforma ﬁ% continuamente en si mismo. Por lo tanto 4 satisface la

condicidén i) o

fTeorema 15 :

Sea A un operador acotado sobre LZ(En) que conmuta con las tréslaciones.

Entonces dada £ ¢ £ existe una dnica funcidn g infinitemente derivable con

regpecto & todas las variables tal que g = Af para cada t : ¥y el operador A
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sal d:f.nddo en @@ ag extlende univecamente por continmildad a un operador A g0
31
bre o~ que es de clase k paratodo k& 0 .
Demostracidn
Como A conmuta con las traslaciones & es continuo con respecto & la norma
de Lng(En) Cgr 4 « .y trensforma estos @spacics e=n si mismos, por lo tante si

f e A para cada valor de t pertenece a todos los Li(En) » OEr<e
¥y lo migmo vale para  Af{x,t) . Pero toda funcidn que pertenece a todos los Li(En)
coincide en casi todo punto con una funcidn infinitemente derivable. Por lo tento exig
te una funcidn glx,t) gue es infinitamente derivable con respecto a x tel que

glx,t) = Af(x,t) . Ademds

glxtvn) - glxt) E”f(x;ﬁh) - £(x)
h h
- or
Pero como el cociente incremental de f converge a -~=3 con respecto a todas las

normes de Lﬁ{E“) resulta que el cociente incremental de g converge uniformemen

te. Por lo tanto —.55 existe, es continua con respectoa x ¥y

A

Ademds como A conmuta con lss traslaciones

o DF
ax. ¢ T Yk
% x;
Repitiendo este razonamiento se ve que Z tiene infinitas derivadas ccmi:z.nuas con
o 2 o . o
regpecto a todas las variables. Ademds resulta que =% A = A 5% = @x = A AR @X
Por otro lado, si M es la norma de A comc operador eén LZ(EQ} ’ enton,ces
flagll & v [l£]] opara toda £ de & ytodo t . Es decir A es conti=
. F1 - 5 . £1
nuo con respecto a la topologia de £ . Como @@ es densc en &f, R A
S
tiene una dnica extensidn continua a efa - . Pero como 2, .28 = 2, A @

91 ot 9%
B3

Xy
, resulta gue A es también continuo con respecto & la topologia de cfl

Sea entonces £ una funcidén de 9251 y fp una sucesién de funciones de &) que c@n—-

en

verge & f en o{':% . Como £ también converge a £ en gﬁl resulta gue Afm con

m
verge a Af en pgl . Pero Afm también converge en ﬁ% vy por lec tanto AL es tam
ey - . .
bién el 1imite de Af, en JZ:{ y Af pertenece a Q% . Ademfs de la identidad
of
2 45 = 42 , 2 4f = a £
ot o Dt axi n dx, &
pasando al limite resulta que
2, . ,2 ﬂ ECEE -
D% 2t =, @xi

en Por 1o tanto el operador 4  satisface le condiecidn 1ii) . Como la

b
e




; »1
gondicidn 11} a@e satliszface en ﬁ«w@ ., por 1@ continuidad de A en ;5 , 8e

concluye gue 1z condicldn también se satisfacd en (;ﬁ}“ . Por dltimo demosiraremos
::Zﬁ l S S g P 6%1 g i d I~ s 0 S
gue & transforma ot )y continsamente en Ad para todo ke ® UpoOngs

mog haber demostrado sste peare fodo k  menor o iguel que r» -1 . Entonces como

2oy e a2 D4 = a2
S - 5 £ =
&4 (>3 S @xi
kS
= = -
se ve que los operadorasg -é%; A ¥ _?é%.{:_ & transformen @% continuemente en
= i - e
}‘-1 , ¥ esto significe que 4  trensforma gféﬁ continuemente en ,ﬁﬁ; o
Teoremsg 16 =

Sea K,ﬁ un operador integrel singular de tipo dﬁ que opera sobre funcéiones

de E, ¥y que depende de un pardmetrs t . Diremos que K; es de clase ﬁ
si @(K‘t} es una funcidn medible de todas sus variables, incluyendo 1t . ¥

HKti .Eﬂ es una funcidn de 1t que estd acotads en cade intervalo finito de valores
de & . Si ﬁ 2 1 suponencs ademds que exlste un operador h.t de clase ﬁ-l9
tal que la funciédnde h y ¢ i % (Ep K - Hyll  estd acotada en cada com-
Jjunto acotado de valores de h y t y tiende a cero com h  para cesi todo k.
Egto define por induccidn los operadores de clase ﬁ . Entonces si Kt es de

clase ﬁ 5 K‘t ge puede extender univocamente & un operador de clase A de

clese k¥ , k «aﬁ , de tal modo que pera toda £ de gff .
A £ = K‘t £{x,%)

pera casi todo ¢ -

Demostracidn 2

Usando el desarrolile en serie del tecorema 3 del capftulo 8 ¥y el teorems ente~
rior se ve gque gi f & B existe una funcidn glk,t} nmedible tal que

g(x,t) = K £(x,t} . Ademds

Hell = 1K, 21l & ¢ Higll 1Rl ig

donde C depende sdlo de ﬁ . Por lo tanto este operador sobre ﬁ es conti

nuo con respecto & 12 topologie de x,l . Sea £ =ahora uns funcibn cualquiera
de %1 ¥ fm una sucesidén de funciones de aa@ tal que fm-%» £ en 961@

Entonces definiremos A £ como el limite de K‘t fm en 56 1 . Es decir A f

seréd tal que

Fate Y
ag = Kpfpll 4t —s 0
-8
para cada aP» 0 o Ahore biem, eligiendo una sucesidn parcisl adecusda £ de

b
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£, =3 pusde comsegulr que Jag - thm;-% - 0 ¥y ||f - fmiH i 0 pars casi

toda B . Para cada uno de estos velorea de ¢ se tiene entoncea que
AT = lim X £ = K flx,t)
i
. " iy P a ﬁl
donde el Iimite estd tomade en L7°(E,) . Como es continuc en ¥ ade-

mds, evidentemente Pa = .é‘s?:' queda demostrado el teorema en el c&sc en que _,5 <1,

Pasemos al casoc general., Vamos o demostrer que si el teorema vale para /5 =g=-120
vale para ﬁ = g . Sea pues Kt un operador de tipe ﬁ =8 . De acuerdo al
teorema % del capitulo anterior existen operadores integrales singuleres Kgi) de

tipo ﬁ- 1 tales que para toda £ de ﬁ vale

@Xi @Xi

Ademds para casi todo ¢

fi {K‘t-}:»hf(x,tm) - K f(x,t) } = {i'(K-tm"Kt) "Ht} £(x,t+h) + H f(x,t+h) +
=

£(x,t+h) - £(x,t) J
h

OFf

K‘t ot

Lz(En) . Como ademds la norma en LZ(En) del cociente incremental anterior estd u

y cuendo h  tlende a cero el miembro derecho comverge a H, f{x,t) + en

niformemente acotads en i ; €l cociente incremental comverge a H.f + K ':%.E’ en

‘fgz . Por lo tanto K’t £ tiene uns derivada respecto de t ¥

( 2 x - x -2 yf = H, f
ot ¢ t ot t
para toda £ de 08 . Como
_a’..Kt = Ht + K‘t 2 s 2 Kt = Kéi} + K 2

se ve que K; es continuo con respecto a la topologia de ;‘@% en y@ « Aho-
ra bien, si extendemos Kt a i% por continuidad con respecto a la topologia
de gﬁ% o de :'f;l obtendremos el mismo resultado. Por lo tanto la extensidn
& . de Ky transforma ,ﬁ% continueamente en si mismo, y si llamemos B y By

e las extensiones de Ht ¥ Kéi) respectivemente resultard que

_:.ai_.A = B - A.—@— 9 .;.B_—A = Bi .&B—a;
Bt ot &xi axi

De acuerdo a la hipdtesis inductiva los miembros derechos de estas ecuaciones

tranaforman ﬁi continuamente en pﬁg_l ; por lo tanto lo mismo vale para
o

a Y
-;3—’1; A y -é—}izé ¥ esto implica que A&  transforma ,ﬁg continuamente en si

19
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misme,

ime ecuacliones anteriores también demuestren que A satisgface la condleidn

ifi) . con lo cual el teorems guedas demostrado.

Abhora vamos & egtudiar las propledades de S =1 + A como operador en los es-

——

pacios &L . Segin vimos J\  opera en funciones de B, ¥ estd definido por

- ~:§.§-—-—R

=1 Ox,

= 3
donde los RJ- son losg operadores de Riesz . También sabemos que lAR .
Por el teorema 15 podemos extender el esgpacic de definicidn de RJ. £ 1 ¥

definir de este modo los operadores [\ ¥y S para tcda funcidn de £ 1 . Na
turalmente, los vaelores de JY\ 7y S en 9‘_81 son, en generael, distribuciones.
Si consideramos 2 & como operador en L%(En) , tomendo transformadas de Fou =
rier y aplicendo el teorema de Plancherel es fAcil ver que S8 tiene un inverso

que llamaremos S-l . También extenderemos S"l

2 todo el espacio % . El
enunciado siguiente resume las propiedades de S ¥y s-1 como operadores en i 1

que necesitaremos mds adelante.

Teoremsa 17 :

a) El operador S_l es de clase k , para tode k 30 sy S
transforma continusmente oL ° en 4 s PEL 2,0 ¥ g? g
k k-3 k k-1
-1 . s .. ia. s *1
b) S es el inverso de en el siguiente sentido: si

entonces £ = S(S™Tf) : 81 ademds Sf € ,f,l entonces f = S“l(Sf)

c) S‘l es autoadjuntc en el sentido del teorema 12 ,y S es autoad

Junto del modo siguiente: 81 f , g , Sf y Sg  ©pertenecen a £1 enton-
ges (Sf,g) = (£,Sg) par=m casi todo & .

2

a) s y S"l conmutan con -5:—1- ’ —a%? y con la multiplicacidén

por funcioneg de ¢ .

e) Para toda fe zl vale i(S = 1) Ejf = —é-f .

£y s8i ¢ %fj ¥y Sf pertenecen a Jﬁi entonges f¢g ﬁkﬂ‘
si £, —g{ y Sf pertenccen a & p entonces f& &y -

Demostracidn

los enunciados a} y d) son evidentes. Por otro lado es fdecil ver que 81 §™ 1

es auatocadjunto en el sentido del teorema 12 , y que s” S g = 88~ -1 g =g para to-

da funcién g de o@ . También es inmediato comprobar que si g es una fun -
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cién dz B -y £ Jpe Puncidn de  JLF , el valor de la distribucién Sf en
la funcién de prueba g que Qesignaremos con (Sf){g) , es una funcidmal 1i =

neal de f continua con réspecto a la topologla de ZL . Por lo tento (ss% £){g)

es una funcional linesl continua de ¥ con respecto a la topologla de ;@1 . Co
Lt
mo SSYf =f cusndo £ pertenece & o8 resulta que si £ € 3]
-1 . ~ -
(Ss ™ £} (g} = (£,8) d&¢

perc por la continuidad de ambos miembros con respecto a T , €sto vale para toda

f de £ . Porlotante S(STR)=f .

. Supongamos sghora que f£& ;81 y S8f=0 . Entonces es inmediato verificar

:g(f,Sg) a = o .

Ahora como esta integral es una funcional lineal de g que es continua con respecio
N

que si geo@

L S

T

L. o0
a la convergencia en Il de funciones que se anulan fuera de un conjunto

J'\ o

{ (x,t) ., Itl < a} fijo, esto vale tembién para toda g € gl que se anula si
It} és’suficientemente grande. lLuego si h  es una funeién cualquiera de .,B .

S'l h& 51 ¥ por lo tante, reemplszande g por S"l h en la identidad anterior

g(f,h) at = 0

para toda h de ,@ . Por lo tanto £f=0

resulta que

Supongamos shors que f ¥ S£ pertenecen a x 1 . Llamemos b a ls
funcién S~L(sf) . Entonces, segin vimog S h =S i s~t(sf) } = Sf y por lo tan
te S(h-~f) =0 es decir h = S-l(Sf) = f . El enunciade b} queda demostrado.

Para demostrar ¢} llamemos f y g & las funciones Sf y Sg respeg

tivamente. ZEntonces segin acabemos de demostrer £ = S_l ¥ s g=3 " g , ¥ co-
mo S'l es autoadjunto en el sentido del teorema 12 , resulta que

(st ,g = (F,s%r8) = (s, 8 = (£,s0

para casi todo t .

Eara demostrar e) consideremos el valcr de la distribucién  1(S-1) Rj £,
fe xl sobre la funcidén de prueba g de a@ , valor éste que designaremos
con  {1{S-1} Rj £} (g) , ¥y que es, como es fdcil comprobar, una funcional linesl de
£ que es continua con respecto.a la topclogia de ,% 1 . También es fdeil ver que

s -1) Ry £ = 1AF = 2f
axj
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para toda £ de p@ Por lo tento para toda £ de ge tiene
- %
(1 (S-1)Y R, £} (g) = { 2z , 8) dt = (£, =&y at :
d Bx, &

[

perc entonces, por la continuidad con respectc a £ , resulta que

(1 (s-1) R, £) (&) = =~ |(r, 2E) at
J @x,
J
para toda fg& ,,f 1 , v estc implica que  i(S-1) Rj £ = E)E?—f_ .
x.
Jd

Por dltimo si - £ , %—% y Sf pertenecen a ,ﬁi resulta gue, segin aca-

bamos de demostrar, y entonces f€ 'tkd-l . 4&ndlogemente se demueg

tra la parte de f) que se refiere a los espaciocs gk s

ITeorema 18

Sea 4 un operador de clase k k21 . BEntonces existe un operador
Z declamse k talque SA-ES y AS - SR coinciden con operadores de clase
k-1 en z% . Sea A un operedor integral singular de clage 1 JB s ﬂ; 1.

Entonces AS - SA coincide con un operador de clage O en 2‘151 o

Demostracidén H

Como sabemos existen operadores Bj de clase k=1 gue coinciden con

-5@5 4 - A -a%- en ;ﬁ% . Entonces de ls identidad -752— i R (s-1} que va

J
le en Jﬁ% , mediante un cdlculo sencillo resulta que si K 2 RJ A ‘R enton
J=1

ces a
sa - 18 = A—X-iERiBJ
1 e
n
AS-SE = 4-% - 1 & R.B., .
3 J4 d
Sea A  shore un operador integral singular de clase /3 . /3 > 1 . En~
tonices AS -SA = AA - AL y entonces en virtud del teorema 4 del capitulo 8

resulta que gi fe JC i entonces para cada a2 0 , existe una constarite M
tel que
e A- As) £l & ¥ [If]]

para casi todo t , {tlg¢a .

ESPACIOS x DE FUNCIONES DE VALORES VECTORIALES.

Los resultades sobre los espacios f que hemos demostrado se pueden extender

& espacics de funciones de valores vectorisles, Sea u , u= (fl’ L35 ooy f,Q_ )
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vas ©o.dn cuyes velores son vestdres de £ componentes, las cuales a su vez son

£ 5 ?:, ) L=
Funeiones de af;fc o & k . Diremos entonses gue ©  pertensce & ﬁg 2]
¢

&, respectivemente. Dadas dos funciones de este tipo u = (£, £, ..o, o) v

v = (gl, 8oy eoos ‘% )] defimmmo? {u,v) por la férmuls
{

{u,v}) = E (fj,gé)

J=1

v Il por : 5
Hull = (ww? = [21 <f3-yfj>}£
Jﬁ

Con esto y 12 nocidn de metriz de operaderes integrales singulares que se intredu
Jjo en el capftule 8 , las definiciones y teoremas de este capitulo seextienden a es-

tos espacios méds generales.

ECUACTONES HIFERBOLICAS DE EVOLUCION,

. 21 . .
Sea ?'5 un operador en el espacio Jf 1 de funciecnes de valores vectoriales

dado por
%u:iﬁ#iﬁSm-ﬁ-B\z .
at
donde H y B son operadores de clase 1 ¥y O respectivamente. Diremos
que % es un operador hiperbdédlico de evolucidn si dado un ndmero positive a

cualquiera existe un operador N dado de clase 1 con las sigulentes propiedades

i) N es sutoadjunto positive y su inverso N1 (ver teorems 18) es
de clase 1
i1} existe uh nimero M tal que pera cada u de z% v casi todo
t de |t <@
|I(xHS - SE'N) ull & M |]ulf

- ) &
El adjunto formal P de ¥ se define asi

- .
L =Fw o= & 4 e - B%
at

Teorema 19 :
A - ¥
Si P  es niperbélico, -06 1o es tembién .

Demostracidn H

Como HY es también de clase 1 , de scuerdc con el teoreme 18 podemos

reemplazar su® por HS + B fonde H J B son de clase 1 y O res-

pectivamente y asi resulta gue

“Hw o= 4 1Esu o+ Buo .
at
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L

gonde B, =B’ . Como SH'=Fs+B tembién ES=SE'+B' . Porlo tan
to, dado un mimerc positive =& , 81 N  es el operador que satisfece las condicig

nes 1)} , 1i) de ls Gefinicién de operador hiperbdlico

- NS + SH¥N = HSN - NSHY + BN - NBY ,

¥ de esto se deduce .

( =1 1

¥las s = vt onte) - nlows - sy vl

- -
Como N‘l es un operader de clase 1 , resulte que

Ay =L

ot as - s ull g o el

—

para tode funcidn u de ﬁ% ¥y casi todo t de [t ga . &l teorema que

da entonces demostrado

" Sea v una funcidn de 2 1 ¥ consideremos la ecuaciﬁn 7€u =y con la
condicidn inicial u(x,0) = w(x) donde w(x) es una f-‘uncidx} da}a de LZ(EH) .
Diremos que u & % es una solucidn fuerte de la ecuapi§p s;l ‘existe una sueesién
uy E_ ﬁ ]i tal que uplx,0}=>wlx) en LZ(EI,;% ™ -~ u en % ¥y
g@um\-—»v en 21 . Diremos que ué& ] £ i una- solucién débil de la ecuiacién

si  u(x,0) = wlx) y pera toda funcién ¢ “de’ D

60 N oD x .
R % N
gwe b e = | (9m a | .
ad- R -l .

Es fécil comprober que toda sgolucidn fuerte es tembién unz solucidn '&ebil.

Ahora vamos & estudier la existencis, unicidad y prg’ﬁié;d‘adés de las soluciones de

las ecuaciones hiperbdlicas de evolucién.. E

Empezaremos demostrande la desigualded fundsmentel ge ia teorfa, gue es semejante

a las desigualdades obtenides por Petrowsky , Lé«rsy y G8rding .

Teorema 20 : . . -
See ¥ un operador hiperbdlico de evolucidn, t, € t; dos nimeros reales

dados y N un operador autcadjunto positivo de clase 1 tal que

| (S - sEWY u ff & W [lull , M<o0

para toda funcién u de 5@% ¥ cesi todo t s ty 5 tg ¢t . Sea

K = 2(ms-sg'm) + 2 B+8N) -2 (&Env-n&)
2 at at

J }\ y é s &> 0 , dos mimeros reales tales que

(Kuu) 3 ANau)  , (e 2 E(uw) ,  bHull 2 €Nl
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pore tod. oW mgiam&m +  dal intexvelo t;gn g t4&t, . Entonces sl wé€ 33%:
vy v = Hfu t
. Atl

|t & tlulz,tydll e + 2 Hwll Mar .

é"g | a3l
para t; & t <t .

P

emostracidn

De scuerdo con lo postulado se tiene que

e&t [(Nuyv} + (v,Hul j = 92}&: [ (Nugggu) + (%ugm) J =

-4 [(u,m 2% ] L [(Ku,a:» - Nugi\iu)} 25 & [ (o ez}"‘} ,
dt J at &

e integrando entre t; y t resulls s LERERT]

t 4
(u,Nu) eg)\‘t & (u,Nu) 62-%1 v 2 H{Nu,v)] o2 gt

t

i
]

donde (u,Hua) en los miembros izgquierdo y derecho estd calculsdo en los puntos ¢

y t; respectivamente. Como € (uyu) ¢ (u,u) y  [IMufl g % Hull  , 1lemen
do M a2l méximo de |full M en ty ¢t gty g'&:sjé.e lo anterior se deduce que
4
Ef & 2 llutx et ? 1« B el M e
t

multiplicendo por 6 , dividiendo por M y teniendo en cuenta que
Aty
ety e 7 g U
se obtiene la desigualdad buscada.

Corolariec:

Sea u una funcidn en ﬁ% tal que dBu=0 en ty18tsty ¥

u(x,t,) =0 6 ulx,t,) =0 entonces u{x,t) =0 para tode ¢ de ;8 tst,.

Que ulx,t) se gnuls si u(x,ty) =0 , es consecuencie inmediata de la desi

gualdad del tecrema precedente., Si u(xgtz) =0 ;, se obtiene la misme conclusidén

por reduccién &l ceso anterior mediante la sustitucidn de varisble t = =7 .

Teorema 21

Sea F wmn operador hiperbélico de evolucidn, v una funciénm de ;ﬁl
LY

¥ wixz) una funcidn de Lg(En) - BEntonces la ecuscidn
Fu = v

con le condicidn uw(x,0) = w{x) tiene une solucidén fuerte u en g o
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o

cu

emostracidédn

Estudiarsmos primerc @l caso en que wix) =0 - Veremos que basta demostrar

gue para cada numero positive a exigte una sucesidn wu, de y@ tal que

) g sgv@%unggdt-»o
G

un(xﬁ)=0 pare t&£0 , u converge en 7% ¥

El ceso de intervalos (=-2,0) s a > 0 se reduce 8l anterior por el cambio
de variable t = = . Fijemos entonces, el mimero & s ¥ consideremos el ope~
rador gg;\ = - (A=1)B , 0& A< 1l , Entonces el teorema 20 nos asegura
que existe un numerc positive é tal que para toda funcién u de ﬁ tal que

w(x,0) = 0 ¥y tedo A , 0& Ag1

a
E =, e)l £ :g i #ull st , o0gtga (%)
o]

Vamos & demostrar que las funciones ?fou , ué¢ By u(x,0) = 0 , res-
tringidas €1 conjunto g(xat) ;s O£t g ag , son densas en el espacio de las fun -
ciones de il restringidas @l mismo conjunte. i esto no fuese asf, existiria una
funcional lineal continua scbre este espacio, no idénticamente nule y ortogonal a todas
aquellas funcicnes. Toda funcional lineal de este tipo es expresable asi

+oQ
fw = §(u,f) dt
-}

donde fe X y £lx,t) =0 si t estd fuers del intervalo O gtga .
Por lo tanto se tendris + 0

(%@u,f) a = o

-©

pera toda u de 0@ tal que ul{x,t) =0 g1 140 . Por un paso al limite

se concluye que esto valdrfa tambien para toda u de ci% que se anula en t<£0.

= o
Congideremos shorz la funcidn g =8 1 fe I . Entonces £ =S8g ¥
o +

g = [ (%:58@} + 1{HSu,Sg) j dt = [ (s g_% , &)+ i(HSu,Sg)}dt s

~0 -~
para toda u de cﬁ% que se anula en t &0 -« Sea ‘? ahore una funcién
cualguiera de L que se anula en t £0 . Entonces S—l? € zé y reempla-

zando en la ecuacidén precedente se obtiene
+oR -

E{ﬁ,gk - (‘?;H*Sg)} a = ©
dat
-l 2
Como \H’&Sg =Hfe K@ esto significe que g tiene une derivada con respecto a

co
t en £ 0 . Como por otra perte también Sg 6£’° resulta que ge¢& ,fl en



gm0 . Integrsnéc por partes, y dado qus ?ngc} =0 ¥y g*= Smlf s 0

s t9va , se obtiene #e0
(88 4 ifse Py at = o
ax

“ )

y este implica que

98, i5¥sg = 0
at

si t>0 . Como ademeas g = stz ¢ si t>&a del coroclario del tecrema

anterior se deduce que g=20 en t »0 ¥y por lo tanto £f=0 en t >0 s

contrariemente a lo supuesto.

Ahora vamos & demostirar que existe un'’ £ 0 a1 que, si las funciones
75}‘11 s ue 49 R ulx,t) = 0 en t£0 , restringidas al conjunto
ﬁ(x,‘t) s, Ot 3 a} son densas en el espacic de las funcicnes de &zl restringi-
das a1l 1ismo conjunto, esto también vale para tode ?’é‘sfa 5 As L g A+ 5 . Co

mo, segin acabamos de ver, ”J‘{ tiene esta propiedad resultard que 7 = %1

o]

tembién la tiene, que es lo que queremos demostrar. Supongamos gque % no tiene la
oo .

propiedad deseada. Entonces existe una funcién fe i que se anula para valores

de t fuera de 04t £a , tal que

B~ 2 o
§(3§u,f) at = 0

-0
para toda u de é@ que se anula para t & 0 . Sea Ml tal que

{IBul! ¢ uy Jlu]l, pera toda u en 04t ¢& . Entonces
+oQ a a
0 = ig (W;;Lu,f) it = (%’Au,f) at + (= A) (Bu,f) at >
AN ¢ O
8 a
>l Foo e | - w-owm | d1ull e
0 0
donde My, = sup |if]] , y segin (5) N
a a
Hall at ¢ 2 | 11 Zull at .
o] € ¢ A

Llememos g & la funcidén ?gau , ¥ reemplacemos en las degigualdades anteriores.

Entonces resulta que

& a
03 f go (g,£) at E -/“fj‘ MM, g [lgll at
0

¥y @i hacemos g = -é%-' , Og u-=-A §g se deduce que
la a

[\ @oet| ¢ v | lella .
0 0
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Pero por hipétesis las funciones g = %Au pueden aproximar funciones de ,ﬁl

tanto come ge quierm en OV g 1 ¢ a , ¥ esto implica que para algunas funciones g

a &a
| | (e a“ri >%(au;§£fi§§§ flgll at
i L t

1o gque contradice la desigusldad anterior. wueda pues demosirado el teorema en el ca-
s6 w=0 . Supcngamos ahors que wix) ¥O0 y sea g un nimero positivo arbi-
trario. Brionces exisie una funcidn u,  de b sl que  |J uo(x,O)-wl | < f .
W o
. B .
Por oitra parte segdn acabamcs de ver dado un mimero positive a existen dos funcio-
(";\4 £ & even = 3 =
nes U, ¥ u, de 4’ tales Tue wix,tl =0 si 40§y  uyx,t)=0

si t ¥ que

>
a

jg H‘?%u - év—%u At H?{ful - (v—%oil dt <€ g

: 0

B

De esto se deduce que la funeién u'= Uy vy + uy satisface las condiciones

a
Hu(x@)-w“"g s g H%u—v“dt<g
: . -2

Con esto el teorema gqueda completamente demogtrado.

s %

Teorema 22 :
0"5 un @pemdcf hlperbdlico de evoluclén y ué % una solucidén débil
de la&. ec:uac:mn %u = v @K ; vE ﬂ 1 . bntonces u satisface la desigualdad
del, teorema 20 -, Por consiguiente_ u  estéd univocamente determinada por u(x,0)

y es, también, ung’splucidn fuerte de la ecuacidn.

Demosfradcién : - -

Sea U & Qg zma solucidén fuerte de la ecuacidn 7% = v con 1a condicién
W(x,0) = u(x,0) . Entonces w=1u -1 es une sclucién débil de #w =0 que
satisfece la condicidn wlz,0) =0 . Vamos a demostrar gue w=0 ., Sea "?i(*t)
una funcidn infinitamente deri"%able de % s go decreciente y tal«<que fp(t) =

¢
si tg0 , pit)=1 si t3l . Sea ?m(t) P(mt} . Entonces

Dalt) =1 cuando m—ew si t >0 L,y gl’?mt at = 1 . Sea ¥ ehe
ra una funcidn cualauiera de a@ . <“ntonces @

O
0 = (%@%m@,w at (?‘6*‘? Dy ) at jgﬂ’?m,w) at

-

e
¥ por lo tanto, como ?m =0 fuera de 0 £1 <%

f 1/m . b
? (FC, P e | & [Pl €€,wl at & sup (1P TwlE .
o O4tél/m
Como we € y Hwix,0)]] = 0 , resulta que
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w % b oD
(Hfwoat = un ((FEDwa = 0
0 B ~af .

-y

%‘gvyﬂ%«}

para toda ‘“gg da @@ . Sea £ ahors una funcidén cualquiera de ﬁ}_ . Da=

do un a positive sabemos que exisie una sucesidn %?m de funciones de v& tal
4 -

que ‘?m(xgt) =3 81 t»a ¥y que R

& %
g e -F@ 1] at —» 0

0

cuando m =» ¢@ . Reemplazando en

© i
:g (F# fwat = o

0

Y

¥ pasando al liImite resulia que

(f,wyat = ©

W O

para toda £ de xl y todo a »0 . De esto se deduce que w =0 si

€ 3 0 . En forme semejante se demuestra que w =0 si tg o - Por lo tanto
u-au=w=0 , es decir, la solucién débil u conincide con la solucién fuerte
u , es decir, existe una suqesién de funciones u, de ﬁ , tal que Uy —» U
en ‘Z ¥y %um - 7 en\ 021 . Como la éesiggaldad del teorema 20 ‘vale pa
ra cada une de las u, , pasando al limite se ve que también vale para u EL

teorema pues, queds demostrado.

Teorema 25 :

Sea % un operader hiperbdlico de evolucidn tal qgue H y B son de cla-
se k>»1 ,y HS-SH coincide con un opersdor de clase O en z%_' . En -
tonces si ve Z}]“ y O we Li(En) ; 1a solucidn fuerte u de la ecuacién
v = v con la condicidn ‘ u({x,0) = w , pertenece a %k ¥y es una solucidn es-~
tricta. Ademds si %um = vy € Zi s uplx,0) = wy & Li?c(En_)__ s Wy —>0 en

2 1
Lk(En} y V30 en zk , entonces u ~>0 en fk .

Demostracidn :

De acuerdo al teorema 18 existen operadores H ’ B declase k y Ty,

T de cldse k-1 tales que
SH=HS+T1 . SB=BS+T2
Considez;emos el operador
Fu = &+ Hsu + (T, +B+TSDu .

at
Vamos a demostrer que este operador es hiperbdlico. In efecto, sea N el operador




sutoadiunte congta tal que € Mljufl en [t|ga . En-
tomces como

NHS - SEN (SH - HE - T,) (1% - su® - 7F ) n
¥ los dos dltimos términos del miembro derecho gon de clese O , resulte que

itl ¢ & . Consideremos shore una solucidn fuer

con la condiecidn Qéxpf}} =S w . 8i hecemos una hipdtesiz inductiva y suponemos de

mostrado €1 teorema pars k=1 ; bodremos afirmar gue o & % kel . Supongamos
. . P, — n“*‘ g —

que las funciones 1 de f;@ son teles que u, -2u  en “ 7 u - Sv

en &él ¥ u{x,0) —Sw en LZ{EE} s ¥ sea
Up = Uy s g = S uy .

Entonces 1 (x,0) —e w en L7(E,) . Ademds oos

Py = % + HE, + a0, = s ?Z-_AE—- v sHa, + sss‘lﬁm} = s By,
¥ por lo tanto ¢ u, ~converge & Vv en 3%;1 . De todo estd se deduce que
_w, convergea u en % s ¥ como $°1€im =u, paséndo al limite resultes que
sti=u ¥y Sas7u ., Ademfs como ’
du, -
— = - Hiy - Buy (&)

du =
tembién =  comverge & un 1lfmite, que llemaremcz g , en g 1 . s: 0@

es una funcidn cuslquiera de g@ vale entonces que

gm?ﬁfb@ﬁ ol "

V=2 . ¢Pra = - | (w, &)

| at B g .
Yo ~0 ¥ - .

¥y pasende a8l Ilimite resulita

'M@ r{"iﬁ ? .
% (%) at = - § (w3 a ' v
: at
Jm@ -a
es decir %%é e.z; 1, sando &l 1imite en (&) se deduce que
8 = vy _HY -Bu o (1)
a4

; = & £Llc & sn WL @
Ahora bien, comoc u=S"0€& by, ¥y ve b r C Eknl tambifp T € ifk_l,
Por lo tamte u , %—g , ¥ Su=u s bertenecen & gk_l » ¥ por el téorema
17 results que ue @ r - Por otrc lads, como Y= Su 1la ecuacidn (7) mues-

tra gue ©w  es una solucidn estricta de %u = Q .




Sinehora FBup = vy [ up(x,0) = w, .y supongamos que vy =>0 en Ki

y wy=»0 en \L;;:{IEHE o Eﬁmncesﬂsj. 9, =8 wooy o Em(x,oz =W, =8 W, re-
o ] : o _

sulta que i) 2, = S Vi =P 0 .en Aoy T wmﬁ"% ] en Lk—l(En) . Por lo

tanto si hacemos una hipdtesis inductiva (el caso k = 0 es consecuencia del teore-

ma 22 )} resulia que Exﬁ =
dum =

tembién F+= =20 en ggml

ma 17 , Suy =*0 en

Su, ~»0 en gkwl v de la ecuacidén (7) resulta

. Perc de acuerdo ¢on el enunciado e) del teore-

- N & Z
kel s implica que @Xj) u, =0 en & kel ®
Por lo tanto uw, ~»0 en fgk N

Teorema 24

Sean H y KX dos matriceside operadores integrales singulares de clase } R
ﬁ > 1 (verteorems 16 ) tales que: 1) @ (K) es una matriz autoadjunta positi-
va y para cada T a $ 0 existe un €s0 , tal que Ky &1 st Itﬂ{. a,
donde I es lg metriz unidad ; i) " (K) 0°(H) es una matriz autoadjunta. Ep

tonces el operador %;5 + 1 HS es hiperbéiico.

Demostracidn H

Bastard demostrar que para cada a >0 existe el operador N que satisface

las condiciones i) ii) de la definicién de operador hiperbdlico. Para abreviar

(o]
el simbolc de un operader A lo designaremos con A ,. ¥ su norma | jAl ﬁ,@ la
designaremos también con  ||all 2 . Como sebemos esta norme se expresa directamen-
te en funcidn de A » . .

Como se sabe, tode matriz autoadjunte positiva tiene una raiz cuadrads positiva ¥
nica, y los elementos de ésta son funciones analiticas de las de aquella. Ademds £1
es una cota inferior de la matriz, \[é I es una cota inferior de su raiz cuadrada

positiva. Por lo tanto existe una matriz A  eautcadjunta positiva tsl que A2 =X

¥y A es una matriz de operadores de clase ﬁ en el sentido del teorema 16 .

Sea shora - & un nimero positive dado, ¥ sea Ay = Pa + (1-9) T donde I
es la matriz unidad y €  es une funcién infinitamente derivable de t que vale
1 en l’ti';g. a , se anula fuers de un compacto y 0% ¥ £ 1 . Evidentemente

existe‘uri mimero positive & tal que € g A € % I para todos los valores de

las variables de Ay . Consideremos ahora la métriz 4, = El I+A (AQ -%— I v
- - - % ) .

sea Q. = A}\(A)\_h} . dntonces un cdleculo elemental demuestra que HQAh'II Eﬁ

N il% Qn! Iﬁ-—l convergen uniformemente & cero en ¢ ¥ ,% ., 0% Xg 1,

cuando h > 0 _ tiende a cero. De esto se deduce fdcilmente (ver la demostracidn del
. : ‘ ' 2 1 1
teorema 16 ) que las normes del operador Q) - I en L (B £ ¥ fl s
_tienden a cero uniformemente en O ¢ » % 1 . Por lotanto para h = % » donde
) 2

r es un entero suficientemente grande, estas normas serdén menores que ¥ . Fije-
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nes r ¥y consideremos los operadores Q.J = Q;\h donde h = % y )§= 1~ j;—l »
1¢J &r . Entonces resulta que: Qj tiene un inverso en LZ(ED) en xl y
-1

en x% , ¥ por lo tanto tembién en’ zl v z% T

3 es por lo tanto

de elage 1 (ver teorems 11)

Q @ -ee @ = €8y .
Ahora definimos
T o
N - (Ql QZ oo QPB (Ql Qz C Y QI‘)
y se comprueba inmedistemente que N es de clase l » es autoadjunte, positive y

tiene un inverso de clase 1 . .

Ahora vamos a demostrar que N  satisfece la condicidn i1ii) de 1z definicidn

de operador hiperbdélico. En efecto
NH3 - SH'N = MHA - AHN + M - H'N

¥y entonces, si llamamos P al operador que se obtiene reemplazendo la multiplicacidén

por seudomultiplicacién y adjuntos por seuvdoadjuntos en  HNH resﬁlta que

NES - SH'N = (PA-AF) + (H-PA - AEWN-F) + 0w -
Pero segin el teoreme 6 del capitulc 8 , el segundo y tercer términc de la derecha
° ©
representan para cada € un operador acotado en La(En) cuya norma es una funcién
acotada de ¢ . Ademds, es evidente que esto también vale para el dltimo términc.
Por lo tento, todos los términos menos tal vez el primero representan operadores en

z% gue coinciden en este espacioc con un operador de clase O -

Veamos shora qué ocurre con el término PA - AP# . Segin la definicidn de

P
P o= (Qy Qp eee Gp) (Q Qp ..o @) H = Eaq . €45 .H
= 1 Q2 cee Gp) (Qy Q3 ..o Gy = 1 - 1
— —-— — _.2 —
pero como Al es una metriz sutoadjunta -A]_A.g_ ==A§ s, ¥ como A1 =K y ade_més
K H se supuso ser unz matriz autoadjunta resulta en definitiva que P = F s ¥

segzin el teorema 4 del capitule 8 PA - AP es un opei-ador acotado en
Lz(hn) - cuye norma eg una funcidn acotada de t . Por‘lo tanto PA - ,AP# =
=PhA - AP co?lncide en x% con un operador de clagse O , con lo cual el teo-

rema queda demostrado.

Teorema 25 :
Sea H une natriz de operadores integrales singulares de clase }3 >1 en

el sentido del teorema 16 tal que los vaelores propios }\l s )\2 p voe 5 Al del
simbolo §(H) de H son resles en cada punto y que el discrimihanfe 1L} ()\i-/\j)z
- i ’
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s
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' !

de 1> ccuacidn caracterfstica de G (H) admite una cota inferior positive si  [tlga

pera cada a » 0 . kntonces el cperador %= %—- + HS  es hiperbdlice °

Demostracidén 3

Vames a reducir este teorema al antericr. Sea X ung matriz cuadrada de orden

dsdo de valores propies resles y  &{X} el discriminante de su ecuacidn caracteristi

ca. S1i suponemos atxy # o entonces la adjunta }{% de X tiene también valo-

res propics resles distintos entre s que son funciones enalfticas de sus elementos.

Llamemos 31 s AZ 5 eso g J\‘g a estos autovalores y sea 4 =.(a;,) una matriz
W

tal que para cada s 213 son las componentes de un . veclor proplc correspon -~

diente al valor preopic k,j . 91 suponemos ademds que este vector es unitario, es

decir que 4? iaml2 =1 , €l vector estd completamenite determinadoe a_ menos de un

a

factor de mddule 3 . Como los velores propiocs son distintos, los vectores aij

son linealmente independientes y la matriz A  tiene determinante’distinto de cerc,

of

Dada una matriz XQ es posible elegir los aij:; correspondientes a las matrices
¥ de un entorno suficientemente pequefic de %, , de mode que resulten ser funcio_

#* .
nes analfticas de los elementos de X Yy sus conjugados complejos. Sea D " zhore

la matriz diagonal cuyos elementos disgonales son %1 ’ Ag 9 soo g Ag - Enton -

ces es fécil ver que a2 =40 . Como leos Aj son reales D = D¥ v tomando
adjuntos resulta %% = p A% y multiplicando a la izquierda por 4  resulta
AA% = 4D A" . Ahora bien, la matriz A estéd univocamenie determin2da & menos de

una permutacidn y multiplicacidén de sus columnas por complejos de médulo 1 s 10
cual, segin se comprueba fdcilmente, no altera el producto A%, Por 1o tento AA¥
estd determinade sin ambiglidad por X . Llememos Y(X} =2 esta funcibén de X

v recapitulemos sus propiededes. En primer lyger Y = v Y= AA*} 0 puesto’

3
que el determinante de A es distinto de cero; ¥< = 4 D A% v este matriz es au-
D

. toadjunta puesto que los elementos de 1la matriz disgonal son reales; y'por d1%i

mo, los elementos de ¥  son funciones snaliticas de los elementos de X y de sus
‘conjugados complejos. De esto se deduce que para itodo conjunto de matrices de elemen-
tos acotados y tales que a(x) tiene una cota inferior positiva, existird un £

positivo tal Y(X) » &I npara toda X del conjunts.

Dado el operador H de 1l hipdtesis del tecrema sea K el operador dadc por
T =Y E@(H) J ¥ entonces e vé inmedistemente que, dadas las propiedades de le
funcién  Y(X) el cperador K  satisface las condiciocnes del teorema 24 . FPor

1o tanto % es hiperbdlico.

ECUACIONES DIFERENCIALES TOTALMENTE HIPERBOLICAS

Ahora vamos & aplicsr los resultados obtenidos al estudic de la existencia y uni-
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ot
3%

iones del pu Cauehy de sistemas de ecuaciones totalmente

hg;’ copaciones lineales con £ funciones in -

i, 4 R de puntos  (x,t4F 4 X &E;, teR .

sticos; es decir, que

Supondremes que los hiperpl

si m  es el orden de las ecusciones del sistema, es posible despejar las derivadas
i, . 1P
o f}_ & io @ .A,g
m ; m o o m
2t ot ot
a0y &3 ®n
Usaremos nuevaments 1 notecidn 2= ®y Xp cee Xy donde X = (X7,%p,000
,..gxnf es un punto de  E, ¥ o = ﬁ%p Wos oo s -mfn) es un Indice miltiple
de enteros no negativos @(J ;¥ andlogemente
(2t (2B e (2
> e | = e oo o
X,
D x %Xl aXE 2%,
Adends usaremncs también las .abrevisturas jet | = Df}_ + 0{2 T .. a(n R
{ i% + xg * e b ‘5% « Resulte conveniente c onsiderar las funciones £,
2 4 :

f‘29 -.eo Tg comc las componentes de una funcién £  de valores.vectoriales. Con
este notacidn y después de despejar las derivadas respecto de t  de orden méximo de

las funciones fj , podremos escribir el sistema de ecuaciones asi

{%}mf %ga é}i’t}(“@”) k§ £ = g

donde g es temblén una funcidn vector de .@ componentes, los a X, T son matri
¥
ces de 'gx%% elementos, ¥y la sume estd extendida a todos los Indices (,r) ,

rim 3 gﬁéé“ﬁTsﬁwm{&

Conviene agrupar todos los términos de orden = , y entre éstos los términos

con el misme orden de derivaclidén respecto de ¢ , ¥ entonces las ecuaciones toman
la forma

@ m m—j -
e } L A B =
(m} EZ f@z £+ £ g {8)

donde A 3 es una matriz de operadores diferenciales linesles de orden homogéneo  j
que sélo contienen derivaciones con respectc a las veriables Xy 9 Xp 9 cee 5 X

¥y cuyos coeficientes son funciones de =z y t , ¥ B es un operador diferen -

cial lineel de orden & m-1 .

S8i en el operador

i
=2
LN
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et aeBl0s 3%% ¥ %ﬁ%z pop les variables T ¥ %y , obtenemos una matriz
de polinomivs homogéneos de grade m  en (%,T) cuyos coeficlentes son funciocnes

de {x,t) . DLsta matriz puede también Iinterpretarse come un polinomic homogéneo de
gradc m - en (ZE'E') cuyos caeficiemes son matrices que dependen de las variables

{z,t} , o mfs explicitamente
Tz, t,2,T) = TF1 + EAJ(:‘:, t, z) TE

donde AJ-(X, t, 2) es un polinomic homogéneo de gradoc en z cuyos coeficien
tes son matrices que dependen de {(x,t) . Le matriz 7 es la llameda metriz ce-

racteristica del sistema de ecuacicnes, y las Aj(xgt,z) son les metrices caracterdig
ticas de los operadores AJ. . k1 polinomic care.ac*teristico P del sistema es el
determinente de 7§ . Evidentemente P(x, t, z,T) es un polinomio homogéneo de
grado mf en (z,T) . EL sistema se dice hiperbélico si para cade (x,t,z) ,
lz] # 0 1a ecuacién algebrdica P(x, t, z,2) = 0 en & sélo tiene raices

reales.

La llamada matriz asoclada al sistema estd dada por

= 3

. ' = H(x, t, z)
0 0 cesevrees =I
By Bpg eseeee-e By

&
e

donde I es la metriz uniteria de —fxf elementos y' BJ = Aj(x, %, z)&zl"j .

Esta matriz tiene entonces {m filds y 4m  columnas.

Teorema 25
Si [zl =1 1la ecuacién caractefistica de la metriz <-H es P(x,t,z, T)=0.

Demostracidn H

Para former la ecuacidn ceracterfistica de -H baste sumar TI a los elemen
tos de la disgonal principal de H y formar el determinante de la matriz asi obteni
da. Para calcular este determinante se multiplicen las sucesivas columnas-por 1 ,
T, T2 s see 3 T® 2y se suma 2 cada columna todass las anteriores, con lc cusl se
anulan todos los elementos que estdn sobre la diagonal principal. Luego se dessrrolla
por menores de las dltimas f filas y se ve fdcilmente que los complementarios de
todos los menores son nulos menos el del formado por las dltimes -@ filag y é co

Jumnas que es justamente
&




224
M v By
do 2% ¢ BB e s v B Ve By = Rty 5D

y cuyo menor complementaric es una potencia de T por la cual hay que dividir el re

sultado para compenser la multiplicacién de las columnas por potencias de T que e-

fectuamos al principlo. .

Pasemos ahora & especificer en detalle las propiedades que postularemos de nues -

tro sistema de ecuaciones.

Definicidén H

Diremos que €l sistema (8) es tota_lmente hiperbélico gi se cumplen las siguien~

tes condiciones

2} los coeficientes de las derivades de orden méxime son funciones de Bﬁ,
p>1

b} los coeficientes de todos los términos son de clase Ek s k2O
{ver la definicidn de esims clases en el teorema 14 ) .

e) existe uns matriz K de operadores integrales singulares de n £i
les y fn  columnas y de clase ﬁ >1 , tel que: (K} es sutoadjunta positi

va; pers cada a> O  existe £> 0 tal que §(X) >€I si Jtlca ;

G(X)E , donde E es la matriz msocieds al sistema, es autcadjunta.

Teoreme 27 :

S1 los coeficientes de las ecuaciones del sistems satisfacen las condiciones ante
riores y si 1a ecuscidn en T P(x, t, 2,T) =0 tiene refces reales y su discrimi
nante admite una cota inferior posi;tiva en cada conjunto g(x9 t, z), lz{=1,lt|ca <oo§

el sgistems es totalmente hiperbdlico.

Demostracidn H

Come P =#£ es la ecuscibén caracteristica de la matriz -g = = §(H) , se ve
inmediatamente que H satisface las hipdtesis del teorema 25 . Pero entonces, se¢
gin se vié el demostrar squél teorems, existe una matriz de coperadores K  tal que
(X) v €(H) satisface las hip6tesis del-teoreha 25 . Por lo tanto el siste-

ma es totalmente hiperbdlicc,

Cabe destacar aguf que la nocidn de hiperbolicidad total que hemos introducido no
excluye necesariamente multiplicidades en las raices de la ecuacidn caracterfstics,
P(x, t, 2,¥) = 0 , salvc en el caso en que el sistema se reduce a una sola ecua -

cidn.

Is existencie-y unicidad de las soluciones del problemas de Cauchy de las ecua -

ciones totalmente hiperbélicas estd deda por el siguiente teorema
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Tio rems 28

Sea

yE=d e

W m
Lf = (~;%)mf + £ b {ww

— 'd
J=1

+ BFf = g (9}

un sisteme totslmente hiperbdlico de % ecuaciones con £ incdgnitas. Sea g

una funcidén de ng ¥ n (x) & E. (r.g 73 = 0,1,2,00e,8~1 . Bnionces exig-

te una sucesidn de funciones Iy de @@_ que convergen a un limite £ de o=l
%! - .

y teles que L f,  convergeea g en L1 y (-55}5 f(f,o) = hJ, s J%0,1,6..

I . S3i lps coeficientes de la ecuacién pertenecen a BK s k=1 N

g2 & 2 f; ¥y h,j @L;-‘j+1+k(En) , entonces la ecuscidn tiene une seiucidn fe §m~l+k

tal que (%)j £f(x,0) =h, , J°F 0,3,-0.,m=1 . L& solucién £ es Unica en

ambos CRS08.

Demostracidn :

s

Sea £ une funciédn de in de modo que l= funcidén g =L £ estd definida,

Sntonces reemplazendo z‘;iz por i(S-l) R, en la ecuscidén L £ =g results
> 3
m . .
pe s (2mr o« B r20mIasd £+ D Byt 2 asPe = (10)
Dt =1 9 ®t Aien’ St
donde H; es un operador integral singular cuyo simboloc es Aa(x t z)lzﬂ-'j ¥ es

de clase. ﬁ s ﬁ > ;¥ Bay es un operador integrel singular de clase k
si los coeficientes de L pertenecen & B&:: . Sea u-= (u.” uﬂ,...,u } la fun

cién dada por

a, o= 29l g (11)
d ot

Entonces ué& f,% v reemplazando en (10) se obtiene

a
Sup, . Ly =YL -
> ?‘:1 HyS oy g * & Bup@ T a, < e

("%) qu At i S u,j'*l = Q ° j = 13299 agm"l (iiu§

Por 1o tento, si fe& ﬁ; Yy satisface la ecuacidn (10) con lasg condiciones inicia
23J ¢ = L PLL L es
les (fg—f) f h,j , la funeidn u  pertenece a ﬁl ¥y satisface el sistema

w“

(11) y la condicidn iniciel u(x,0) = w = (wy, Wy eee wy)  ow. = (1 syt h,j-l .

2

Reciprocamente, supongamos que Uué€ é?’k s k 21 satisface el sistema (11)

v las condiciones u{x,0) = w Wy = (1 sy hjm . Entonces f=(iS)-m+lu

satisfuce (9) y las condiciones iniciales (-—@f)i £ = hj . Para comprobar ésto
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Pasth ve . vicar que dg la segunda aecumcidn del (11) por el tgcrema 17 so duduce sudesiva«
- «l+ - M
mente que { ~2- ) £f = (18) uy y vy = ( -g'; ) (1 8) £ . Por lo tan.

B M sV re @ - .
to ( >. W (Ls)yre g 8 «+V £ m-1 ,y osto implica sucesivamente que si
Ot

9 —
A+Y =nm-1r , r=1,2, .o, ("g—t)»(is) re® Por 1o tanto

- k+r-1 ¢

£ e gmk-l . Reemplazendo f en (9) y como vy = ( .5;2; )J‘l (1 89 ¢ , resulta

que L f es igual al segundo miembro de la primera ecuacidén del (11) , es decir Lf =g

vy '59— ) £(x,0) = hj . Pero volvemos al sistema (11) que podemos escribir abreviada-
t .

mente asi:

" Ta = ¥V 4 1HSu + Bu = v (12)
at <

donde H y B son matrices de operadores de fn  filas y fn columnas, H y B

son de clase k , H es de clase ﬁ . /3> 1 ,y v=(0,00ee.98) . Los ope’ :

radores de H son opersdores integrales singulares y es fdcil ver que el simbolo de H

es la matriz asociamda al sistema (9) . Por lo tanto, de acuerdo con nuestra definicidn de
hiperbolicidad total resulta que H satisface las condiciones del teorema 24 . Por lo

tanto la ecuacién (12) es una ecuacidn hipei-bélica de evolucidén. Supongamos que .k =1,

que g€ ,{i 'y h,j e Lg-,j+k+1(En) . Entonces v& Zi y ‘wJ : (iS)?n‘JhJ_leLi(En), y

es decir w = (wy, Woyeuo,W ) € Lk(En) , ¥ existe una solucidn uw &g gk de la ecuacién
‘}/gu = v tel ‘que u(x,0) =w , segin los teoremas 23 y 18 . Por lo tanto le funcidn

£ = (1 s)y~m+l , bertenece a gm+k_l Yy satisface el sistema (9) y las condiciones |

niciales ¢ =2 )9 f = n, . El teorema queda entonces demostrado en este caso. S6lo falf

ta considerar el caso ge af 1 » hj€ Li_jﬂ(En) y k=0 . Volviendo a la ecua -
cién (12) sabemos que existe una sucesidn uw)e ¢© tal que u(‘)) converge en g
"'a un 1fmite u gue satisface la ebndicién u(x,0) =w wy = (1 s)®d h.y, ¥ %u(w

converge a v . Consideremos la ecuacién

o wW - B g a™ - T»

donde A ( _';);) u‘(j?) - (1 8) ugi])_ y J=1,2, ce.,m-1 ¥y ;,E]o) =0 , conlf

_condicién inicial '&W)(x,o) =0 . Como u(9)6-19 resu]:ti’ que (V) " pertenece cierf

tamente a 5&% . Ademds el operador 76 satisface 1as condiciones del teorema 23 $
' “ =)
Ll ¥

® =(y)

y por lo tanto la solucidén u de 1ls ecunacién pertenece a {5‘1 s ¥ como ademds.

tiende a cero en 21 , . resulta que (") converge a cero en % segdn el teoreme

20 , ¥ I%’EW) = %E(?)'+ B 1_1(») converge a cero en Z]'A . Considerewos ahora la si

NV L L0) =) Z

4" tiendea u en & , %fxw) tienf

cesidn . Lkntonces

"dea v en L1 |,y ademss

~(¥)
(%)ﬁg’) - (4T, =0 i=1,2, ..iym-1 .

¢

:;m-
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1

Saa ahova “113 5 {4 53”‘“1 ﬁ(” . Entonces con 2l mismo resonamiente que usames anteriop -

@ B iad

F Ve e A - - wT],
mente resulta £, &€ ﬁm s L%m@g en & s fww@ £ (1L 8) B oen ﬁg:l

y g’;’ )j fMx,0y=hy , J=L,2, oo, =L . Por fin, come ¢@. ez denso en ﬁm
t ¢ _ 4 -

podemos aproxzimar cada Ty arbiltrariamente en @m con una funcidn fg,, de @@

y aproximer simulisneamente L -:E‘!; con L £, an 2:: i , ¥ de este modo podemos reem=-

e

plazar la sucesidn f, por la f, cuyos términos son funciones de &) . La unicidad

&

de las soluciones en este casc es de nueve consecusncla del teorema 20 . El enunciado estd

entorces demostrado.

Teorema: - 29 :

Si los coeficientes de la ecuacién (9) pertenecena By , I, =g, & zi .

2 43 oy = pt¥® £1 {(v) 2 :

{ = )9 £,(x,0) = by »y 8l g-—=0 en Ly v Vw0 en LD 00,
entonces fiy tiende a cero en gm-vk—l - .

) s

Demostracidn H

Come en la demestracidn del teorema 28 | consideremos ls funcidén u(\» = (u?) ,ugw goo
cees ug) ) donde  ul®) = (2 )37 (4 5)md £y entonces al®)  satisface la ecuscién
{(12) con segundo miembro v 2 (0,0,...%) . &hora bien, se comprueba inmedistamente
que u(@)(x,()) tiende & cero en lez(En) » ¥ éomo v(g) tiende @ cerc en Tfi': re-
sulta que de acuerdo con el teorema 23 u(m tiende a cero e‘n %k . Como
Ei{j = i Rj (S ~1) de esto se Eeduce sucegivamente gque { fgt )’j {1 S}h £y B Jeh=n-1,

r=1,2,...,m ; converge en gkﬂ‘-l - For lo tanto fﬂ, converge en fm-ﬂ*k—-l o

Teorems 30
Si las funcicnes  h; del enunciado del teorema 28 scon mulas y si  g(x,t) =0 pae-

Jd
ra t20 (opara t<£O0) , entonces también f(¥%,t) =0 para t2 0 (o para

t &0 ) .

Demostracidn H

El caso en que g(x,t) =0 para tg O se reduce al otro por el cambio de varisble
t =~ % . Supongamos entonces que glx,t) = 0 para t 20 , ¥ sea u la funcién
que se introdujo en la demostracidén del teorema 28 . Entonces u(x,0) =0 %u =v
v wix,t) =0 si t320 ,y segin el teorema 22 , u. setisface la desigualdad 4l
teorema 20 con tl =0 . Por lo ta;xto ux,t) =0 81 t S0 y de éato se deduce

que tembien f(x,t} =0 8 t20 .

Ahora vamos a estudiar la solucidén de la ecuacién (9) cuoendc el segundo miembro es une

distribucidn.

Definicibn

a8

2 1.%
Llameremos (é i) s+ 8l espacio de distribuciones -gfaque tiene la siguiente propie-
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Jads 254 ﬁ‘v, es ung sucesidn de funciones de ﬁ cuyos soportes estdn todos contenidos
en algin rcen,jun‘m g(xgw , e oa €% w§ ., ¥y 8l fv iy .en “g%; entonces @(fv)
converge. EL valor £(£)  ce £ en te aff:: serd, por definiecién, el limite de

figy)

. L oo (H
En forma enfloga se define { )L

Teorema 31 :
R o ¥ . . . o F .
Qéé% estd contenido en  { gb{}{_ . Toda distritucién 4 de ( €k>+ © tiene
(

su soporte contenido en algdn conjunto gixﬁtﬁ s, Era P -aﬁ} -

Demostracidén ¢

La inclusidn ;ﬁ i;}i c %K}i es consecuencia inmediste del hecho de que si ‘Pv
converge €n %L también converge en ﬁi‘: ., 8l mismo limite. Sea shora '{ una dig
tribucidn de  ( gk)i , ¥y supongamos que no existe ningdn conjunto {(x,t),t >89 - @ag
que contiene el soporte de 15 - Entoncesg pare cada enteroc VY > 0 existe una funcidn
£,

v

de O te1 que fv(x,w =0 gl ¢~V ¥y &f\?) =_c,9 # 0 . Entonces se ve
facilmente gque la .sucesidn ( -Zl;?? c;j' f, tiende a cero en @k . Pero

-f[ (-1}.‘) c';l fv j = (~1)° no tiende a cero, es decix’a tenemos una contradiccién,

Teorema -~ 32 :

= . T -

si fe { @fih , f(f) esté definida para toda £ de ,ﬁi cuyo soporte estd
contenido en algin conjunto ig(;{,t) ,y t<a< oa} «» 81 fy esums sucesién de funcicnes
de zil{ cuycs soportes estén contenidos en unc de tales conjuntos, y £y, converge a f

en wﬁf; , entonces, @Qf?} converge a AL(£) .

Demostracidén H

Gue H(f) esté definide para toda funcién £ de ,ﬁi que satisface las condicio

nes del enuncisdo, resulta de que existe una sucesién gy Ge funciones de .49 con sopop
te en un conjunto %(x,tﬁ , tewea <a@} tal que g, converge a f en .511( (ver
teoreme 5 } .. Por otro lado si fv converge &8 £ en . ,ﬁi ¥ los soportes de £,

egtédn contenidos en %(x,t) , t<coa (o@} existe una sucesién g,, de funciones cu -

4

yos soportes estédn contenidos en un conjunto semejante tales que Qf(f\, - g‘)) i 2 %-

que g, convergea f en fi . De esto results inmedisntamente que f(fvi con- ‘

]

verge a {(f) .

Dedo un operador diferencial L como el de la ecuacidn (9) , el adjunto L¥ de

L estd dado por la ecuacidén

ATl A 40

(Le, g at = | (r, g at

& "G
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¢, 18 debe aler pare todo per de Ffurgleones £ 9y g de w@ . 81 los coeficimtes de

lag derivadas de prden ¥ de L -pertenecen @ Bg . 81 adjunte L'g"

-exlste ¥ 88 pug
de calecular integrando \por.partes el. primer mlembro de la identldad precedente. 81 w oy
4 gson la matriz y .polinomic ceractasristicos de L -, * ¥ B , €8 decir el conju
gado complejo de P, mon los. correspondientes de Al Y transpuesto L, de L
se obtiene de L* reemplazando sus qoeficienxces por sus conjugados complejos. Si L sa
tisfece las hip6tesis del teorema 27 , tantc L  como L* ¥ L't sen totalmente hiper
bélicos.

—

Supongamos que los coeficientes de Iy pertenecen a Bl«; 'a _Sea £ un elemento
de (i%)ﬁ , ¥ & una funcién de & . Entonces L‘b gE gti ¥ la funcionsl ¢
estd definida en L, g . Sea f(L, g suvalor. Entonces f£(I, g) depende lineal -
mente de g s ¥81 g, esuna sucesidén de funcionesg de ¢@ que convergen en %}H,m
y cuyes soportes estdn contenidos en algin conjunto g(lg,t) s, T2 a <ao} » entonces si m
es el orden del operador Lt . Lt gy converge en 2§ s ¥ como los soportes de las
funciones L, g, también estén contenides en ese conjunto, segin el teorema 32 , f(Ltgv)
converge. Por lo tantoc existe una distribucién h  de (£§m)§ tel que fﬁLtg)=h(g) .

Esta h seré por definicidn el valorde L f

El enunciado siguiente da la existencia de soluciones de la ecuacién L f=h si h

es una distribucidn.

Teorema 33 :

Sea L un operador diferenciasl de orden m cuyc transpuesto Lt existe, tiene
coeficlentes en Ek , ¥ es totalmente hiperbdlico., kntonces si h es una distribucidn
de (Efk_,m-lﬁ la ecuacién L £ =h tiene una solucién uUnica £ en (fﬁ)i o To-
do conjunto {(x,t) , T2 a} que contiene el soporte de h , contiene también el sopor

te de f N

Demostracidédn H

Dads una funcidén g de /@ cuyo soporte estd contenido en %(xgt) s L g ag see
k= Ag 1la solucidén de la.ecuscién Ltk = g con la condicidén ( % yd klx,a) =0
Jd=0,1,2,...,m~1 . Por el tecrema 28 k  pertenece a ijk_l s Y por el teorema
30 o, k{x,t)} =0 si t %@ - De esto resulta que esta funcidn k  estd univocamente
determinads por g y no depende de la eleccidn de a , siempre gue el conjunto
{(x,ti , L« a} contenga el soporte de g . Sea aghora gy una sucesidén de funciones
de ,@ que converge en ﬁi . Entonces segin el tecrema 29 Agv converge en
ék-fm—l . Por lo tanto si h es una distribucidén de ( ggk_&m_l)i y hiAg) es su

valor en  Ag , COmO h{ag) es una funcicnal linesl de & , resulta que hi{ig)=f(g)

: Z 1%
donde f es uns distribucién de (fi’),& . Pero la igualdad h{Ag) = f(g) se puede
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extender por continuidad & todas las funciones g de £1 o 4n particular reemplazen-

do por LK , donde k esuna funcidén cualquiera de 49 , resulta que

(i}

hikx) = f(Ltk) , @8 decir h = Lf . Ahora bien, si el conjunto {(x,t) » t 2 af con -
tiene el soporte de h ,y g es une funcidn cualquiera de L cuyoc soporte esté con
tenido en {(xst) s t < a§ s este conjuntc tembién contliene el soporte de Ag , ¥y por lo
tanto h{ag) = flg} =0 . De esto se deduce que {(x,t) s £ 2 a] tembién contiene el

soporte de £ .

Por dltimo, parm demostrar la unicidad de la solucidn f , basta observer que si fl

y f» son dos solucionmes de la ecuacidn, entonces L(£3~f3) =0 y como el segundo miem-

bro tiene soporte vacic, tambien fy-f, tiene soporte vacio, es decir f3-f, =0 .
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