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§1 Operadores en derivadas parciales. lineales

@0
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o

~ioal 2 peitonunifas oo obLopIniyo g TnEas

- i il

Estos operadores tienen 13 forma . .
) S A S S AR S E S ST S S G R S

. P(X,D)‘.‘-_- j-’;”'Z oA (X) ’”ng-_"'f:."fl.ffj Lot
a|<m @

-7-donde los coeficientes aa(ky son funciones definidas en cier

to abierto U-CMR24mcon-valores complejos. Cuando los coefi-
cientes a_(x) con lo] = m no son todos nulos, se dice que el

operador es de orden m. Cuando lés‘fdnéiodéé’aa(X)'se reducen
PR . . . PO - N -
I c L PSS SRy IR, i e
a constantes, -se¢--diee-—gqué-¢t-operador es de coeficientes cons-

A R - o r

tan'tes y se indica B(D) . - -

SR TT T  e it o o o I P LIRSS B U .
Lillra-feorfa-general de—tos—operadores P (x,D) vy 1osudlst1ntos

puntos de v1sta .con que se los enfoca, pueden considerarse
como elaborac1ones del estudio de las teorlas de operadores
particulares, provenientes ‘en suwiaydria d¢'¥a ;fisica.

e Por.ejemplos: ~oodiioc foowLroa TR0 BRI

-El operador de Laplacm o> & mmralowl]

A = _8__5 + e + —m e L LI L e
%1

«

El!operaﬁcr'del calor:
—'.3 “"a— '! -'B' - JE SR
T "~ (—-—2- 4+ ... + 2) . :

b
v

- . - B R e T N A AR - R
21—rh R : TooaadnEn oAl an 0 RS SR

o= a-—z - A ? X € Rn . .

EYl operador de Schrddinger: '

9 n
“iaE T Ax' X € 3

Quizds sea el operador: de= Crauchy-Rlemann° o e

1 . 9 .
-_ —— = + €
5 ‘3% + 1 ay) Z x+ iy C




2T oyl SRS

el dnico no originado en aplicaciones de Ia fisica. Zparece

al definir las funciones holonorfis de una.variable compleija.
Hasta aqui se han mencionadé.iejemplos, por~asi .decdirlo, es~

. calares, .Q sea, que no involucdran mis que.un operador. Pero

.......

. también son importantes los sistemas  de operadores:

““EXagﬁamente, se tienen NllNznbgeradqres,ijgx,D),“:n

k.= 1,..;,N2,‘deﬁlarmisma maneza qe .un operadot

1’.

P(x D) da or1gen a la ecuac1on d1ferenc1al P(x,D)f—— G, donde

_j =:.l,-Q.'N

g es el dato y £ la incégnita, esa matrlz de operadores

.(ka(x D)), dara un s1stema de ecua01ones dlferen01ales~

z P (x,D)f e g ooomeloos J= l,. ; .",‘ﬁ' L Lo
k+1 K J !

de Nj-ecuaciones:icom N,.ingégnitas. .-\

Cuando Nl > Nz, se dice que el sistema estd ‘sobredeterminado;

si N se lo llama determinadeo . y.si N, < N_,.se dice

1= N 1- 3 Np

que es subdeterminado.

La teorfia de los sistemas es mis complicada.gue la de los

operadores, especialmente cuando se-trata-de sistemzs sobre

’

determinados. fom L e Jf : B
Por ejemplo:

Un sistema sobredeterminado es el gradlente-

7 3 3 . REE S
= -y > .
V (ax F 2 R IR A J ax ) n 1. ’ :
1 n
Da origen al sistema de ecuacibnés‘ SRR -
t£ = TS0 Y =2 L, i s e - s N
ij - gj BTN Bttt TR TR S : LRI o



- i

U.de R que g

-3a
R O OO AR “ F oo e e n e
ITuo ARSI RIS R kT e TR mada s i AT .

ha.s QO planteado en. un abierto

T ea s " R

ue hay una soluciénqg €. 2 vy,

C e IEFSIRE T MR S S )

LT SR 1

51 se der1va/cada una de 1 as ecuaciones anteriores, resulta:
SooiL . O TR 415 S-S A SRR I 2

3G, _ 52¢ ) ..2f o @gj_ C e i em aried |
) ij ?xj 3xk Bxk Bk.. Bxk L i
) ) e TS G it SRS FARRUE T SR

Es decir, los datos no pueden ser arbitrarios, deben cumplir
s : P AR O B B A T

@ o0

_CDndiciones de compatibidad.

SE :‘z']_ riee ';f-'.zfr;.‘--% Yoord .o LT st oiloen oz e (e

. ,La-divergencia,:

X
n—
- de .an sistema..subdeterminado.s Si uf;%(uip.q.pdﬁk@Asuele in-

ejemplo de 51stema sobredetermlnado.

E.operador de Cauchy Rlemann en n > 1 varlables, es otro |

b o o oy . '
HRC e BT H PR
.

e N ek ez -~ .{ nr P I r .:'_:_-, = . - el

Las soluc1ones de clase C

AvJ,...:..., e ey F TN e e
b T & IS S I I 1 R ST

<

4 [
_B_f_ RN E N L rAioc e T

9z :
1 R T R TRV I P OC R SO N SET RO TS P

PR Bf E

e "a,zh‘ i et T T

son las .funciones -holomorfas -de ;las-n variables-complejas

'au1 duy
. * .ok 2=—~-" = £, provee un ejemplo
Bxl 9

dicarse div u = f. e

Suponiendo £ continua en cierto abierto U C g .1, Mna posible

solucidén en U, es: e |

-
I

X
1 N dk
fey 1 'J':T : f'(t'_XZ re s ,Xn)q_t::_ D)
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En general, un sistema subdetermlnado puede reducirse a uno
adm o our '

'-féégérmfnééo, fljando los valores de N ;Nl 1ncogn1tas.z”

l"_)p

oy Y - : ]
'Naturalmente, las ecuac1ones o Sistemas dlferenc1ales ordina

"rios, soén tan sélo €l caso particular que corresponde a tra-

bajar con n =1 Variab}g_es. - .;':. .

Quizd la primera novedad que aparece al paéar de‘las ecua-
R e K

c1ones dlferenc1a1es ordlnarlas a las ecuac1ones en derlvadas

r.....A._ PR, - ot

parciales, es que estas ultlmaS"ﬁuedéﬁ‘tener 1nf1n ta "§olu-

R el -

ciones Ifﬁealmente 1ndependlentes. T

ot .; ")"' cee R ~ D e -

En efecto, si por ejemplo se cons d‘ ra un operador P(D)'de

= —_m

L N cLooiur ze

’ é(D)ex

o f

T E :
. . X7z
coeficientes constantes, fljado 2z € C

Plz)e .

Xz . . 2
Luego, e serd solucidn de la ecuacidén P(D)E = QT_cada vez

que z sea raiz del polinomio P(z), que se obtiene medlante

el reemplazo formal D > za.

i e

Un polinomio en n > 1 variables, tiene 1nf1n1tas ra1ces dis

.'

tintas; si z,w € Cn son rafces distintas de P(2),” 1as funcio

X2 XwW : P - T T SV ey S S T T Vo e T e T epe
nes. ;¢ p e ‘son: ‘Tinealmente sindependientedl - = = &

Bajo determinadas condiciones de regularidad, se ‘sabe que

;unaﬁecuacién:difejéncialliiméal.ordinania Sienpre!
~r'lucidn yfque‘éstqﬁes=6nddéicadaWVGz-quekééifii&n'IOS”VéTOres
de ciertos parémetros. SToe AR amne e

G P oo - ' : ot td s omduein oo fppidoan 3 enmsiooan
-“‘Conéretamente, '

D ado el operador
d _ =Eh )
P(a; = a (t) ( ) ---* ql(t) ( ) + aQ(t)

se supone que los coeficientes aj(t) son funciones continuas

LA ’

cerca de cierto punto t, € R y que an(to) # Q.

0




Lime

=5=

L -

Sea V = {y(t), funcidn definida cerca de tO' derivable hasta
. _ )8
el orden m, que cumple P( )y = 0}.

Crgh

Se prueba que V- ‘es un espac1o vectorlal ‘complejo de dimen-

GE - kT \ Cra

SEPTRLE T i

roinory o T T i SRR S s R

R T el SRR A R v o s aB we e doo i {R¥)DOR R

'mente resoluble en x' € U, si ex1ste V Cu, entorno abierto

0 sea que si ylf%),...;y (%Y;esduhé base pard V, cualquier
“g§olucdidn y (t¥y de 1a ecudcidn P( )y & O;isé}éxﬁreéa tomo

m

Ry dj y.(t) , con’ ciertos uﬁ e ¢

i=1

El método de variacidn de 1los parémetros, provee entonces

A o
¢

.' T C T
—— i

una solucidn partlcular f(t) de la ecuaci "ﬁd’ﬁomogénea

( gEs9 . L - s L

= oo il T CLEST D Dl

ey ] .
- -

iy

Por lo tanto, se concluye qug dadqs"némeros complejos

P ohehripcu =t B

)
CO""'C -1 exlste una y sélo una funcidn y(t) que .verifica
3oL o il FEEEP e S e X SR 4 o JNCp e

i i =i

E(-l)y = g, cerca de t y cumple ade s_l condlc1ones

drt’, LI A ""0

1n101a1es y(J)(t ) = C

———— . AP R N L S A
rdgdcs : it 'j Fo oy Sl vl PG Gc Tao i EITEN L

..I
;..-

En el caso de los operadores en derlvadas_parc;al.esr la si-

tuacidn es bien distinta% , . .

. . u
Por ejemplo, dada la_egugciﬁn(f;—:=mqn

W
* futa
D
A
'HI
C‘.
’.J
D
e
Os
3

u(xz,...,x ) o sea 1ndqpe diente de x

Por otra parte, hay ecuaciones lineales que no son resolubles,

W B

—~
-
N

. TonoR LR . ) . P .
ni adn localmente, : et

Para aclarar esta afirmacidn, es necesario precisar el con-

- S B
cepto de relsolubilidad local.. . - . A
Dado un operador P(x,D) cuyos coef1c1entes a (x) se suponen
. v L o i ris ._..j.-' 5322 0 .
de clase C en c1erto ablerto U C R , se dice que es local- L
. [ 5y . ) ..‘x . - ‘_.r 1 . "‘“,’":u‘,’_;'l e :

5 [EE= 0

0
s {_';: 5 ° s &

3; X tal que para cada g € C (V), la ecuac
_ = g

T ....~( ~om P H <7
B .n . S

0

;D [ ]

»
on

i ¥ . 5
4 f - K
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<0 o ghiindat o ononTnoul {(FYvwpo= Vo3

P(x,D)f =g

Y e N T L o =

ni:3dmite al menos una solucidn £ e DL(V) vy sdervs
Naturalmente, la dnndiciéﬁ aa(x) € Cm(U), seé impuso.para
.3 due téngan 51emprgﬁse§;igo3}€§.p;9§pp§psgéa4$nggﬂ
_H,}ggyvjver [11), diolélﬁpiimer ejemplo de»uhwopggggor que
no es localmente resoluble en ningdn punto. El operador de

Lewy es:

3
(R
W
-4
"
u
(474
H
3

(3
.
At
ot

3 . 3 .
~ = — + . ——— s
Y e P(X D) = i + i _( ‘

pedin!
).u
Iu
(]
~
{
i

. LY .
Los coeficientes son de clase C en todo R3 lo cual muestra

N

S i el T Vyioason 22 Jauinsd o ~a G
que la resolubllldad 1ocal de un operador depende de algo
. in (i) oS ioopd i L i%z v oapo sdzixt - !‘..,z,¢
mis que de 1la regularldad de sus coeficients® o
N el R et s -—.‘ - Toegs 7 ‘: 2, mLros . P _“*,—
"“Trataﬁdo de expllcar el compo rtamiento del operadoz de Lewy,
P - - ..o o= i "" \ ! oo l £ , T r[\‘
L.Hormander obtuvo ‘una’ cond1 idn necesaria de resolubilidad
=~ =0 0 N S sxlyal s in €0 e e it Qe f oF ameEn 3ok

(1] ('_‘

Totoxnc a0l o B
local (Ver [ ] . Su enunc1ado requiere ciertas definiciones.

I A TR Y v

T

I “5£D:
n m con coeflc entes

fda L1,

ndefini

RN Ioeguoz sk gh Tmers s
damente derlvables en un abierto U € r".
da e toaihaneelat oz
Dada £ (U), puede escribirse: -
S AR s SR s 3Tl L L igensa v cdwge avrthe qn’
o —2r ix§ 2
P(x,D)f = ] a (k) D_ j e o ixt £(£)d85 =5 ;.
| <n
1y Tinsig OLdB2uTo 2 TQEnEr T e lo E
—2mix )
J L1 (gg_( 22m18)%} feEyaE . .
[o]<m
SR B (A}_L vodaliniionr aouno (Y7 v T N ST e
En esta repr sentac1on 1ntegra1 del operador, aparece un
M oI o e reards ot T Sz
pollnomlo en la varlable €, cuyos coef1c1entes dependen de
TLICE onTuias W NS J s e ldpioe o

x € U, Se lo obtlene hac1endo en el operador P(x, D) el reem
e 758 . ) 00

SR A L ’ B : LT SHP A s
plazo formal p% -+ (- 2«15)
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A T :':'"’ ‘ll T :'.f"':_’--,--
L Este pollnomlo P(x° -2n1£) se llama polinomio aso c1ado. Cuan

oiare oo S

DERF ol
do se lo descompone éen sus partes homogeneas,
TIpe neu R R N E A e ., \

P LA [ o5 o v ,. i

m .
Plx;=2mik): = Jus o .-a-&.-'(‘x):i-.zar 1g3% 2 .
j=0 |a]|=] j

o~ 2

s Py (%ir2mik)
0-’3 e

a la de grado miximo, P (x:=2mik) ?{;Zﬁ aade)(EZﬂiE)a
S lol=m T
r*i se- la denomina polinomio caracteristico.

- --Dado, ahora un .operador P(x,D) de orden m con coeficientes in

v . . n
definidamente derivables en un abierto U F R, se 11ama
PO R LI I R o

*
¢u . adjunto de .P(x,D), Pv(g,DL, al operador

e SEdoaen oy

Z (-1)'“' D ['g"(—'j'd‘] CEULUC i a3 o aRhingiud

e ot |04|e<m:.

o ( i x‘ - - 'v\ L -
- o8 . B RO Tyn Triis Fmonyr
[ - : ARSI A S S S P Bt

sp§irse.considéra .el conmutador

|
L)
"
w)
L)
"
w)

-

[p(x,D), P*(er)] = P(x,D) P*(E__{ID)

,dPIAC(XrD)r de orden < 2m-1.

iovil e ! P . N .
- - LT a0 L A»r OO T e - I

HENCIRS M Sl 3 'l =
Sea C2m-l( 2n1£) su pollnomlo caracteristfbo, mlrado como

. Operador de orden 2m-1. ST T s )

i B
L4 : . D St
'\:). N

.....

La cond1c1on necesarla de resolubllldad local ‘de” Hormander,

: iheomBEify L my
es la siguiente: B ' o ]
2, 1, iE C L Vo K . ) |
En las hipétesis anterioresy si R(X¥D) es ‘un“operador local

(v.x) ~mente resoluble.en el abierto U entonces debe cumpllr-
l{“""_}‘ Y

S Czﬁﬁi(x,g) debe anularse en todo punto (x,E), x € U,g € Rn,

. donde-.se anula P (x:E)w e e

El. operador. de. Lewy no cumple esta cond1c1on en ningdn abier

o prr =y %7

Sre . .-’5;"{‘.‘: i

to de R3, de donde resulta gue ese operador no es localmente




~-8=

resoluble ‘en nlngun punto.
SSLIER: fiem L : sl omn (SR Ne sy ol Lben e

Con posterlorldad al operador de Lewy, se han mostrado otros

ToFuaT e S HOUHEeD .. O

R i E

ejemplos de operadores no localmente resolubles. Por ejem-
.-Plo, el;operador de*Garabediaﬁ-Grﬁshin: R

SE=RS

3 L .3 | . 2
S = 73 + I‘LX 5y - X (x,¥) € R

En todo punto de la forma:{0,y), no se cumple la condicién
RS de Hormander y en consecuéricia, ese opéradofr no es local-

1o 2 v ldp kst wdnamenlaitab
mente resdluble alli, * A

~h

i

R T SN & s LS S STl s SIS SRR S Rl o9
Se va aprobar ahora en formad “directy,; un resultade-mas res

tringido sobre el operadoz—de Garabedlanncrushln-

{
Fxiste una funcidn ¢ € CO(R') tal gue para cféftﬁ entorno

U del cero, no hay ninguna Eddéidn u %561(ﬁf[gﬁmpiiéﬁao

P L) fEl iy e o~ fo gty f ey o= Trnay T {0 VT
S u'= ¢ ah ! v {
- R Ty crebes o aelo@n ilivieyg 8 oador men sl
Demostracidn: : -
S A F ol L A 'SR T S
. RS e i 5 A} A}
Sea {Dn}n > 17 una sucesidn de dlSCOS dlsjuntos de centro
=
4o : UL RS2 HE L F Jos : 3 D g
(x_,0) y radio r , con i\\ﬁ 0. T
c w2 <
(R ) tal que sop ¢ {x +y < 1},
T lassy 3'. SRR} -1_4_—.“ e J_ [S QO
se define

X=X
o »y(x'ix =, Z- qn“¢g 2£%§“¥ ::Si*'ﬁtx“%ﬁolﬁf

1 TP TR

? sé ‘extiende ‘al semlplaﬂé ? <0 poniendo ¢ (=X, ¥) = 0 (X,¥) «

T . TN R T S S T RN i A e P LT
' Si ' la sucesidn {aﬁ}, @ > 0, se élige convergiendo:a cero
A . L 3:—':) 'F e . ea f35.2'
con afscuadn velocidad, puede lograrse que ¢ € C (R).
Ademas, “enr el semlplané'i =70, w sd anula fuera ‘de UD vy
5
Cumlannt opo o anhsuoad Detr 9ol s:iuazz [EATs Fu% SUNEE ST i ;j

J o(x,¥) dx dy = a_.

D
n




. . Lo que va a probarse ahora,

REEE N PR

es qgue no existe ninguna funcidn

‘ 1 . ) .
u de clase C” -en un entorno del cero, que sea solucidn de
R SO Lo oL T L " it T dEL LD I

G u= v,

e
LY

Se razona por el absurdo, o sea se supone gue siﬁexiste un

entorno abierto U de cero y una funcidn

Gu=9,

En primer lugat, puede‘suponerse que 1a’

u(-x,y) = -u(x,y), poque si no, se :toma

Por la forma de los discos ﬁn’ desde un

estar contenidos en U. A partir de aqui

discos.

‘n én adelatnte,

u € Cl(V) tal que

funcidén u cumple

A uxgr-ut-x, 01 .

deben

se trabajard, con esos

En {x = 0} N (U\\UDﬁ), la funcidn u satisface:

R e

.Gu ¥Ab

~ - B ~ = eme

Si’ en’ {x > 0} ‘se hace el Cambio de variable :
x2 - N M M e S ‘;7 - REES T . "
2-_ = t z : B
y =Y R

_i"el operador G sé

V2t (at + 1

Por lo tanto, 1la

e T

escribe ' o Tn : S 5

A,
3y

funcidn v(t,Y) = u(x(ti,&) cémple:

Es continua en {t > 0} y de elase clen {t > b}”ﬁ V, siend»

V la imagen de U

v(0,¥) =0
. )

S 1_55)Y2=.0

7

por el eambio de variables antes mencionado.

‘en. [ {t > 0} N (VN imagen de D, )

luego, por el principio de simetria,(ver [18]), 'se concluye

que v(t,y) debe ser cero en {t = 0} N (V imagen de D).
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‘Entonces u(x,t) tiene que anularse en {x > 0} ﬁ“(U\UDn).

B RRT R AL RtV . R T 2 e f i a Lo .
Pero sea ahora Dn uno de los discos contenidos en U y sea

Cn su frontera.

“puede escribirse:

{3 i . PR ..
a = v {x,¥)dx dy = (3E + ix )dx dy =
n ! ax By -
D ‘Dn
R i SR T ] 3. P
= J- (ex + 5y (1xu))dx dy
= D ’ oo . P o [ T

P S NSRRI 0 FUD I DR S S S R TS SRR
Segldn el téorema dé Greéen, esta dlfima integral vale

J (~ixu dx + u dy) =0

C__wi=mr L Tl sl foTL
n .

Esta contradiccidn permite concluir el resultado.
: s #

En lo que(gigue, salvo.mencidn en contrario, se supondrd
Ceid ey Ty wnrimn D LT so o DO [

que los coeficientes del operador P(x,D) estdn definidos

© . n
y son de clase C en un abierto U CR

Definicidn 1.1

Se dice que el operador P(x,D)y:es=eliptico-én-x_-€ iU, si el

0

polinomio caracteristico, P (xO;E)f#.O,en.Rn&Om

Por ejemplo, los operadores de Cauchy—Rlemann vy de Laplace

feel R i S

Py PRI -

son ellptlcos, naturalmente en todo el espa01o, por tratar-

"“e

PN ! B,

se de operadores de coeflclentes constantes.

T

;~-~_i>13-,- .2 ».-!- . iy - N e . [RE

Los puntos de ellpt1c1dad de un operador P(Y,D), forman

~

un subconjunto abierto de U: Esta aflrma01on se obtlene por
égﬁﬁaéidaé'de 1a ésfera unitaria, a partlrxde:obserVar que

Pm(xo, —=) # 0 para £ € R \0.

Ial

PR .. . .
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Lema-'1.1. =~ ~° L mE s Lven
Dado un opérador: P (%,D) 'de orden. -m,:'son equivaleéntes:

a) P(%)D) ‘eseliptico en dierto ab&ertd“U_F§Bn.{“*.
b) Para cada K C U compacto, exiSte: C = C(R)y > 0 tal que
oo e By > elgl™ para . ox e K, £ €& R".

Démostracidn - - Y

No hay dificultad en probarky =gy . --

Reciprocamente, &i % € K;E£<e%Rﬁgdp-és:

e Jey g | 50 T e

TIrY

Por compacidad, debe existir C > 0 tal gque

1

£.
_)I > c s
le] T

alli. Esto concluye lo afirmado. -

le(x;

i
. -
Polioos Faly -

Corolario i;l.

Bea P(x,D) un operador eliptico de orden;m;'YQr
Dado K C U compacto, existen C = C(K) > 0, N = N(K) > 0

‘tales que:

lee =2mie)] > coasfeD™  para  xe x, Jg| >

Demostracidn

m-1 o
[Pe{xs =-2mig)| > IPaixi’HZwig)Faa ?Z'*fpﬁ(x; “2mig) |
j=0

Para x € K, £ € Rnyo, esto puede acotarse, péf'édﬁfinuidad

y por el lema anterior, como: Calon Ll

R S 6 "'EImfI" mil C '.IE |3 = ,.C ) milC —|g|3"m ' |€|m
o ] ] § = (C - 20 ] ). .
' LT =0 S T ) J=_ o e T .

J
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La expresidén entre paréntesis > C; luego, existe N > 0
€l+w . . e m
tal .que, por ejemplo,.es > C/2; si-|g]l-> W
. 1. m .
Finalmente, -para |§[ > N,;(ltLEL) ;es ;equivalente a-[glm.

Esto-.concluye.el resultado.
C#

Del -corolario 1.1 se deduce qﬁe si‘el operééof'P(x,D) es

eliptico en el punto x los ceros reales del -polinomio

0’ S

asociado P(xo;-QniE), estén -en un cqmpqcto;.Més adelante

rd r 4 - .
se vera que la-reciproca es en general.falsa,---: -

Hay una fuerte vinculacidn en un operador .eliptico, entre

. . . on . .
el orden, la dimensidn del espacio R y el ser sus coefi-

A PR LoEe ol

cientes reales o complejos.

En efecto:

Teorema 1.1

Sea P(D) un operador de coeficientes constantes, eliptico

JEUN

y de orden m.

Entonces: N o

. . ‘ . . ‘ . L n
a) Si sus coeficientes son reales y la dimensidn n de R

es Z 2, m debe ser par.
: , o A ’;T!'fi. s e
by Si n 2 3, m debe ser par, cualesquiera sean los coefi-
cientes del operador. e s mIELL T

Para demostrdr este resultado; ies convenienie dar el si-

guiente: A . i
O B I B AY '-,",Z'\"_‘ S H . AP
Lema 1.2 : - Loeen Rt §
. e e . m - ~
Dado . un.,polinomioc Q(z) = a . Z + ..t a .z + ag e aj € C,

i

de orden m, si ‘w'e C es raiz de Q, entonces se tiene:




fpes B

.Demostracidn

- Es claro gque la acotacidén se.verifica siwlleS 1. se supo

ne entonces gue |w| > 1,

i m
.., Comg.a W +...+a, wwt+ a, = 0, es:

1. 70

o .- e A . . N . ce -

|a

I “ww|m <ig m-l| lem- | I | '

»4;«5;T ) ._w;_E;;I—- ) ’4'... ]—-—rlwl T—;:r

0O sea:

Sl sl el

,IWI:\ Iaml *e 15 1' 'm- + ;,Lamj ]w'm—l <

< m. max (-
Ogjgm—l Ia I ) ‘:_4' .
m

Esto concluye el lema.
A R

il . - RPN Pt ot

Demostracidén del teorema 1.1

~a).Si fyera m impar, para £.e R'\0Q, serfa P (-f) = =P (£).

“Seaqf(tzslp.ll *ﬂR? una funcidn continua.cuya. imagen es
una curva que une los puntos { y -, sin pasar por el

_origen. Entgngegl:lajcqmpgs;cién:ngf(tJ;[0511 + R, es
una fqncién contigga que toma valqges;geigignos opues-

tos en 0 y en 1,

.'._ '.' i

Luego, debe existir 0 < ggﬂz:l,icgﬁﬁliendo Pmof(tb) = 0.

) . n
Por lo tanto, se ha eneontrado un punto f£(t,) € R \O,

que es raiz de Pm. Esto implica que el operador P{(D) no

puede ser eliptico.
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b) Dados &,n € Rn, linealﬁéﬁte independientes, se conside
ra el polinomio en 1§ vgriable;z ENC;:Pm(zE+ﬂ).
Como el coeficiente déwgm és Pm(E), resulta un polino-
mio en z de grado m. Ademds, al ser- P{D):élfptico y los

vectores £,7 linealmente independientes, no puede tener

; PR e, e

ninguna raiz real.

Fijados £,n, sea P~ el nfimero de rafces con parte imagi
naria > 0 y sea N, el nimero de raices con parte imagina

ria< .0, doniadas con Eh'multibiﬁcidad.hEs m=2P + N .
Por otra parte, como Pm(—zg+ﬁ)y= (~1) Pm(zE-ﬂ), resulta

we P = N . -
e -n n

de~

Si se anite por un momento qué';a func}ép n - Pﬂ'
;%;giéawéﬁ;éi é&gﬁlé;é;io“aé'iéHggééa geﬂé?ada por &, Rg'
es constante, deberd ser'g_n'f Pﬂ'uEn congecuencia, se

concluye que m = 2 P_n. ‘?:;?E g~';‘wﬁ

El problema entonces, se ha reducido a probar que la fun-
cién Pp es constante. Si se probara que es continua, podria
concluirse, en general;-gue’debd.’ ser-constante-encada

compdnente’ conexa’de su dominio. Pero cuando la dimensidn

del espacio’es > 3;"¢l complemento de una recta es un sub-

conjunto ctonexo, con lo cual Pﬂ resulta c¢onstante,

Para probar, finalmente, 'la continuidad, se razona asi:
Por el tdorems de 1os residucs; es:

= L Q' (z)
"n —;2¢ipj .g(z)hxdz g
+ :

C

id
)



donde O(z)

tegrac1on.

~N/

‘mrara un R adecuado,

=

wa continuidad de la funciédn Pn es clara si se muestra

que cuando 7 se mueve en un entorno adecuadamente .peqguefio

de un cierto 7 sigue sirviendo la misma curva C,

ol
Dicho de otra manera, es suficiente comprobar gque las
raices de P (n+zE) en el semiplano gﬁperio;, se mantienen
acotadas, cuando-f-"se Tueve en compactos, fuera de R~L%

Esto se deduce inmedi:atamente del 1ema 1.2 apllcado al

polinomio Q(z), pues en sus coeficientes figuré .
#

i

‘Observaciones 1,1

a} Fn dimensidn 1, todos los operadores P (D) son'eliptié?s-
En efecto, el polinomio caracteristico, en este caso
es:

P (E) = a &"

m Y

_..,-.--,.3-2 Ot
b) En dimensién 2, el operador de-Cauchy-=Riemann, ——,
. : : L 9z

muestra que hay operadores elipticos de arden 1,.Desde

luego, sus coeficientes no pueden ser todos {gales.
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S

c) Para un operador P(x,D) eliptico en cierto abierto

T

-& C‘Rn; ei.tebfema 1;I“sigﬁe siénéé vdlido, pues las
afirmaciones se hacen sobre la variable & en el po-
linomio Pm(x,E), manteniendo x fﬁjo.
Un operador diferencial P(x,D) tieneéla siguiente propie
dad:
Dada T € D'(U), sopP(x,D)T C sopT __ .
Fn general, un operador K:U'(ﬁj - D‘%U) lifieal y continuo,
se dice que es Tocal si sopRT C sopT, para toda T ¢ D (U).,
Un resultado de J, Peetre (ver [31), afirma esencialmente

que los operadores P (x,D) Bon los dnicos operadores linea

les y cofitinuos, locales,

- e e e s

Dada una distribucidn T ¢ Dr(u), se sabe due su soporte

puede definirse como:

_ sopT = U{U{V abiertos C U/, = 0},
Es;pqirecto decir que sopT, es el complemento, respecto
de U, del mayor abierto donde.T se anula.

Se considera .ahora 3

[

A

U\U{V C U abierto/T/, ¢ c ()},

Dados abiertos U., U

) C U;Fales que ?{U ; T/ coinciden

1
1 Uy

con funciones indefinidamente derivables, también

1

T/ e ¢ w. uy
1 2l

U
vy YU,

Luego, ese conjunto, cerrado en U, es el complemento del
mayor abierto donde la distribucidén coincide con una fun-
cién indefinidamenté derivable, Se lo‘'llama el ‘soporte

'sinéuiar‘&é T, S e T o A
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BRI - - . = zeqn o roanpdterac

Por ejemplo, todo operador dlferenc1a1 P(x,D) de los qgue

"Por ejemplo; siua (k) e C (H),'se sabe gue P(x,D),

. .piedad enunciada en-términés’dé Tos espacios de distribu~- :

-

iopetador?déTorden‘mftaplicéﬁﬂ‘(k?(US‘éﬁ"D“

..es hipoeliptico si para .toda T - ~D:#(U) gop “sing T ¢

p.e D

Por ejemplo, sop sing éx ='{x_}. ) )
A A S i E AT S W S 4 e S AR T
Dado ahora un operador lineal y continuo K:?}(U)_ﬁuﬂ'(U),

se dice que es seudolocal si sop sing KT C sop sing T,

S

para toda T € D' (U),

e e e = R A
. -

Es decir, el operador K no “aumenta" las 51ngular1dades

de 1as dlstrlbuc1ones a 1as que se lo apllca.

by ey . PR NES A
oy S 40

‘se estan con51derando, es seudolocal
C ol e Gt ‘ P A T
Como esta propiedad se define'nespecto de coincidir o no
B s T B T . = suETnL Lol R et 7
2L . . B ._..1_4 O ‘ .' - . . . . -
una distribucidn con una funcidn de clase £ , basta que
ST

los coef1c1entes de P(x,D) no sean 1ndef1n1damente derlva

s ; calE e Ty e TOES =

bles, para que el operador deje de ser seudolocal Naturai

:‘ri P e N o Tan e ’ RS A AR . L ' 1 -

mente, en este caso ya no tendrd sentido hacer actuar al

operador sobre todo D! (U),

(K+m)fU?f&

Luego, este operador no es seudolocal, pensandoc a Ya pro-

ciones radeciavios : O sea, no es verdad que para- 'toda

s (k

e

A N siay 2 Sty - B
“(U)s sop sing-P(%X,D)T & $6p sing -T.

Se dice que un operador lineal y continug ‘KD u(U) =D (U)

,C"S'Op: Sing KT.‘ Lo ,'_,'_": oo © r‘“‘ i U TR K [ T

Més adelante se;4qpén;§jampros¢dezestoé‘operadoﬁés:

Qmeismo»queicnq la propiedad deiser »seudolocdl, "se "adap-

tard el enunciado de la de hipoelipticidad, segtn los
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espacios de distribuciones entre los que sea correcto

hacer actuar al operador en: cuestlon.

et
LT

. . e G e -
Otra manera de enunciar lw n001on de h1poe110t1c1dad es

-la. 51gu1ente:
Sean s T e D (U), tales que KT = S.

El operador K es hlpoellptlco si cada Vez qUe dado vCuo
ablerto, se C” (V), 1mplica T € C (V).
Pensando por ejemplo que X es un operﬂdor diferen01al

. R IS : .

P(x D), el ser hlpoellptlco da una p051b1e respuesta a

pna de las preguntas que pueden plantearse para un tal

operador.

) Se trata del problema de regularldad de solu01ones=_

r =

- - . : -0y

Sean S T € D'(U) d15tr1buc1ones que verlflcan

P(x,D)T = S en U,

El-problema es saber si detérminada condicién de regulari
da&=qde!€erifique;s;'puede asegurar se también sobre-la so-
lucidn Ty o IR . U SR N PR

‘Por .ejemplo, uma propiedad: tipica:a comprobar ¢&s precisamen
te l1a de hipoélipticidad,

Un operador RuE' (0) -+ CT Uy i Liredr Yﬁéonﬁfﬁégf se 1lama

regularizante, ;. 2

L, Schwartz ha ‘démostrado ' (ver [4])5 &ue. todoirdgularizante

es un operador integral con nficleo k(x;?):é”@9(6§0),

% gi‘es. ‘lineal* 'y “contindo de F“{U);eh‘Hfﬁﬁj”ﬁbnégﬁﬁ(U) indica

. P -~ [ H . . w e e er w -
RS T D e ro - AU
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las funciones analfticas en U, coni'la. topdlogia inducida

(o]
por C (U).

= ]

e

El teorema dé P aley~Wiener muastra que la transformac1on

de Fourler es un regularlzante analltlco en todo R

—

Sea ahora K:E"(U) - D' (U) un operador lineal y continuo.

Se dice que K es una- parametrlg 1zqu1erda para el operador

P(x,D), si existe Rl regularlzante, tal que

. K_-:P_(XJD)'-?-- = T+R1Tr, para tOda . T € E'.(U)

Andlogamehte, K serd una parametriz  derecha, si '‘existe

R2 regularizante, tal que

P(x,D)KT = T+R2T . para toda .T € E'(U)
Cuando una.parametxiz.seawa la vez derecha e.izguierda,
se la llamard bildtera. .

La parametriz se llama analitita cuando el regularizante

K10 Rar

Lema l.3:

seglin corresponda, es analitico.

. 5i.P{x,D}. admite. una pa:apgtplz.izquie:ga.segdolocalv en

. tonces es hipoelipticp. .. B .

Demostracidn

Sean” S,T € D ¥(U) tales'gue P (x,D)T = 8.
:Se>5abe gue S:coinecide con una funcidn indefinidamente
dexrivabile en-cierto~abiertow01 Cu. .0~

Quiere conclufrse gue también T 'C.(Uj)." it s

- EBn primer»lugar,acoﬂo&l;&p;opiedad~audemosttar-és de
~cardcter local, es posible reducir La.situacién a1 caso
de tener distribuciones de. EY(U) .

En efecto, dado x, € U

0 1v Sea ¥ € C:(Ul) que vale 1 en un

entorno abierto U2 de xo.
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- Por sér P{x;D)-un operador 3lecalj-

P(x,D)T¢ = s, € E'(U)

1
51 se prueba que T¢ € C (U ), como Tw/ = T/y r resultaréd
- e Lo . . 2 o2

que T c01nc1de con una func1on 1ndefinldamente derivable

'alrededor de XO’ gque era un punto arbltrarlo de U1

Luego, T e C (U ).
Puede suponerse entonces que T,S e Er(y,

Sea X 'una parametriz izquierda: seudolocal que existe para

P(x,D), por-hipdtesis,: | ..

KS = EP(x,D)T = T 4“R1T;3 : o
21 sef:Rl régulariiéﬁtéiwélT e CT(uy, L

ri- @omorel operador K.e5ﬁéeudolocal,fKSﬁﬁécw(Ui)lf

En consecuencia, T ¢ Cm(Ul), CorEER LD R e T
-Esto. concluye-la afirmadogs .- i: =0 m.. :

#

S .
ceboor Y L Fypree oz oM

E1 lema 1.3 provee una condiciép'éuficientezﬁé kié;elipti—
cidad. C i i
iﬁéia:éirépe%édéffiix;b)“déﬁcdéfiéiehéééxvariaﬁiés}7no se
conocen condiciones de hipoeliptici&éd‘&ﬁe'Seénxéﬁia vez
necesarias y suficientes, hsmnugnoaed

En cambio, es posdible:raracterizar a-los operaddres P(x,D)

.. eliptitos, en térmihos .. dequel admiten’ parametrices izquier

das seudolocales, quelpertenécenfa'cierta clase de operado

res llamadoégseﬁdodiferéﬁciaTesg (ver-f51),. = ‘=

Al tener:uh operador P (x;}D)--eliptico“parametricges izguier-

7 das setidolocales,” se deducd’ gue todo.operador eliptico debe

ser también hipoeliptico, = "~ .oi.ud s
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En resumen, la existencia de ciertas parametrlces 1zqu1er

- .;,..._..-(-,r;;“.:.'.

das ha permltldb demostrar propledades de regularldad so-

bre el operador P(x,D),
Se ver&. ahora .que.-si P(xiD)“admite;uha pafametriz derecha
eﬁ ci@;ﬁés condiciones, . .se puede aseqgurar -que el operador
es lécaimente resoluble,

Enxprimé;_luga;,.si R es un operador:regularizante en el
abigerto U C rR", dado.V.Cr U ;abierto acotado talique V C U,
.ﬁpggedefégggpggrggTa-gn operadorzcontinuo de LZ(V)'én si

mismo. ’ T . :“ . T T \-' EREE l it

_En efecto, .si £ﬁ€3§:}V)1“?blicando%la?desiéuéldéd de 'C auchy-

S chwarz, s? 4t§i:ene‘ I U U AU LR A
2 - : = =
[RE(x) | © = Ijk(x,y) £(y) ay | 2

<-~‘~f~"-l'm-,y>’~ Pay i~ T
v - P - I,' (V_)\ : " ~ iU ;

0 sea, ..

2 2 2

IR £] < [k Il £1| CFy T me nhiion :
L7 (V) L™ {VxV) L (V)

v > sovyy ertrToimorou L Ut
. A i PR T R iy Ty
r:,*;",rf‘-\f l' : IR i NIt TLLUn

De aqui se deduce que si V se elige adecuado, puede lograr 1
f

se que la norma de R .como operagg;ﬂdg ;24y),gnﬂsi mismo,

- T

sea tan pequeﬁa como se qulera. . o s . ) 1

J'-r-" R . A G
Sea ahora P(x,D) un operador con coef1c1entes 1ndef1n1da-

mente derlvables en U - R gersugongnqqe P (x,D) cadmite

- se ey

una parametriz derecha K, en U s
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0 sea, existe R, regularlzante en U tal que

P(x,D)Kf = £ + Rf, 'fv(f:e"‘_.l?!.;(q)_.'; PR

'8¢ supone también que dado V C'U acotado con V'C U, K

“‘piede extenderse a un operador tontinuo de L2 (V) “en’si

mismou
Seglin acaba de verse; si s¢ ‘elige V sufié¢ienterierite peduefio,

puedéilégfarse gue Irfl <ﬁ1;rlgé§o’iéiserfeu h (JRfk; con~
.. k=0
verge en el espaclo ‘de  los “Gperaddreés - ‘rinea¥es 'y “contihuos

de L (V) en si mismo, hacia (I+R)-1.

MLPdf To ‘tanto, fijada ffé}ﬁz(V)}Jieéufté gue "14 “furcidn

g = K(I+R)_lf es solucidn en L2(V) de"la“efuacida” T =
P(x,D)g = £, C 5§ju;:;1 {iay}:;g -

Esto muestra que P(x;,D) es localemnte resoluble.

Cuando P{x,D) es e;fpticqulas‘paxamétrices que pueden

Y
WA -
ALY

hallarse en la clase de los llamados?operadores seudodife~
renciales, son biliteras y cumplen la condicidén:dé’conti-

nuidad en L2(V), A L ”':Af”"

,e

Luego, resulta que todo operador eliptico es localmente

- ) . - P . . ~

reéolublé‘“ . -

Vﬁn el éaso de'léé opetaédieé P(DShde'cbeficientes constan-

c.»* N -

tes, es pos1b1e caracterlzar completamente las propledades

PGt v P VR

ERERA ':

-de ellpt1c1dad e hlpoellpt1c1dad

TomEa. (6T 5 K

Antes de ver estos resultados, conV1ene 1ntroduc1r la no=-
7 : .

cidn de solucidn fundamental;
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Una distribucidn G € PV (R™y "se Ilama una &oliicién funda~

X

mental del onerador P(D) si verifica- =~ 7 Trreminr

P(DIG = &,

o et

E1l nombre.de fund8amental alude al hecho de que si se tiene
5 € DF(RQ) cumpliendo. ciertas condiciones, puede conocerse
mediante G, una solucidn de P(D)T =.S. En efecto, basta

tomar T = G & S; las condiciones gue debe cumplir S son

~

aquellas que permltan deflnlr la convoluc1on, por ejemplo,

B T ARt

si S € F (R ), G % S t1ene sentldo, cualqulera sea el com-

: portamlento de la soluc1on fundamental G; las condlc1ones

N !' ! .
RS IO . ~ ey Lo

1 RO

sobre S podrdn modlflcarse a medlda que se conozcan proplg

. ikt R - - R .

dades de G, dependlendo del operador en cuestlon.

De lo gue acaba de decirse, resulta gque el ceneebmbento

de una solucién fundamental, permlte re501Ver, en ciertos

casos, el problema de existencia de solud¢idn.para la ecua

"

cién P (D)T S, al menos cuando el abiérto dende séifrabg

ja es todo R, B S TR

Como se verd enseguida, la nocidn de solucién fundamental,
también es de suma utilidad para-estudiar problemas de re~

-gularidad asociados al operador P(D). iR

Todo operador diferencial P(p), admite al menos una solu-

cién fundamental temperada. N

En fecto, esta afirmacidn. es consecuencia, via transforma-

cién de Fourier, del siguiente resultado (ver [6]): Toda




&

e 2 T o Pt ;).:

“foofma‘li4, "

Demostra01on

derlvable en x

. Se egéribe i - S oL Dot
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distribucidn temperada puede dividirse por cualquier poli-

nomio en n variables no idénticamente nulo y al menos una
- R R R OO

- L - s oo B A S B

solu01on de esa operac1on,.es temperada.
Del hecho de que t;do operador P (D) dé’cdeficientes cons-
tantes admita una solucién fdndamental G, se déduce que

P (D)  és. localmente resoluble éa’ ecwalguiéer punto de RT

En efecto; dadaﬂfﬂé”eg(RQr;"lé*di%%riBuEién‘% # G es solu-
cidn, en €7 (R™), de P(DYuw ="Ei7 v I

S T e I s Ky dod

Pty

‘”Sea ‘G e 0'(R ) una dlstrlbuc1on que colnclde con una

T

fun01on 1ndef1n1damente derlvéble fﬁera del orlgen.

l r—~_rxx_"_'

. o £
RAEW NN PR

finidamente derivable'ddnde ‘{0 sea T.

A LS

R R FN S A Y] S e R AU VS e B S RN
. ” : N SAES B IS

- N [T

o

:Sea T € P'(R ) y sea U c R un ablerto gal que T € c®(u);

- o -
I oA

fljado x0 € U, se probara que G * T es indefinidamente

. - IS SRR
-y KON IO LR SR R R

10 - ‘. i -

[ i I R R [T vt

En prlmer 1ugar, sea ¢ € Cm(Rn) tal gue sop pw;'{lxl < é},

< —}, para 01erto € > 0. Se escribe entonces

LR TR T AN S o

G+ T =¢G . x T+ (1=p)G * T,

Como (1-¢)C € C®(r®y 'y Te F*(RT), résulta que el segundo

2 . . @ ..n,.- - . A I R L.
‘-término:pertenece acC‘(Rg). En- cuanto al primero, sea

Ve Cg(U) tal que ¥ = 1 en'{|x~k31 6] para 01erto -

I I S Ao T AeloprrlTaE D 7

fe
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1]

PG % T = 9G¥ YTIEPE % (THYT &

.

ST

'Como ¢T € C (R ), el prlmer termlno Dertenece a C (R ).

: . . BN - Vo L ."..-.'.'.7’

'En cuanto al segundo, se aflrma que en un entorno del pun

se anula,

to xol . L L

En efecto,

sop ¢G * {1-U)T C sop vG + sop (1-¥)T C I

C{lx] < <3 + {|x—x0| > S}’Q'{|x—xb| > §re}

' Esto muestra que G % T es‘indeﬁinﬁdamente<dexivable;cerca

de_x0,3qonilqjcual se.concluye: lo afirmado.:-
SR EPT R0 ]

Teorcma 1.2.
“'Sea P(D) un opeérador diferencial lineal con coeficientes

canstantes,

Entonces son equ1valentes-

i ol P
a) Existe una soluc1on fundamental temperada de P(D), gue

‘s

001nc1de con una funcidn 1ndef1nldamente derlvable en

o s I .. 3 <t .. --;__'; ~;. LT A _; ST 4‘
Rn\O.
'b) P(D) adnlte una parametrlz 1zqu1erda seudolocal

' é) Sl T,S son d15tr1buc1ones en D'(U) que cumplen P(D)T
entonces:
- . -RAra;.cada abiepto:ulic U -tal ‘que .S € C?(Ui),”también

Demostracidm ™+ "

‘a) = b)
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Sea G € 3'(Rn) una solucidn fundamental -temperada que coin

. , . .. . n
cide con una funcidn indefinidamente -derivable en R \O.

FNE S

Se probard que el operador K = G % es una parametriz iz-

guierda seudolocal.

Por propiedades de la convolucidn, K es un operador lineal
, ¢ ;o0 . .}

y continuo de E'(R') en S'(R ).

Ademas,

13

BYD) o KT = P(D) G « T =3 % T = T para toda T e E'(R™

27 aAnilogamente, Ko P(D)T =P, v °

Luego, K no “sdélo‘‘es una parametriz bildtera, sino que en

realidad es una inversa bildtera en E'(Rn),

En cuento al hecho de ser K seudolocal, se deduce inmedia~

tamente del lema 1.4,

b) = a)
Esta implicacidn fue probada en.éi l;ﬁ; 1.3,
B T UV RS T L
ez o
C;ho ié disfriﬁ?éiéﬁ 6.coincide con una funcién_indefini-
y

damente derivable fuera del origen, cualquier solucién
- - . : v - Lo . - e Lot : ,:‘_.‘ /:-:\_ — )

i

Ge P'(RT) de 1la ecuacidén P(D) = §, debe tener la misma
e B LR e e S :

propiedad.
#

"‘Fgte teorema caracteriza la propiedad de ser un operador
de coeficientes constantes hipoeliptico,- en términos de

parametrices y de soluciones fundamentales. .:-

Lema 1.5,

Dado U C r" abierto, sea f € cequy .
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ay £ es ‘analitica en U, Al Lo A

ceecs

b) -Para cada: K :C U:.compacito, ‘exidten € = C(K) > 0,

A = A(K).> 0 tales qué . - . 7 st ot

I

02y | < c al®l[a[1," para 'x'e x, para toda n-upla

Demostracidn

a) @ih;'ﬁ_;-',; : ; -;ﬁn:_;ﬁ

Dada una funcidén F definida y analitica en un entorno de

2

s

es
O" F A

un punto z
posible representar la funcidén y sus derivadas, mediante

0 € cn' se sabg,ﬁ(vgrrgj]):quelfgr?a dng

una integral delnfipsAdg Cauchy:

(27 1)

(AR

donde a+1 = (a1+1,..a$an+i§5& 4z?261‘<’6/2,4bafa5ciefto 8

I

adecuado, entendiéndose |z—zo|1<i8/3'c6md"

1 0 n n
[z -gll,f §/2"?"‘zi??0|=§ 8/ i ot R
A partir de esa férmula, se obtienen estimaciones para las

derivadas. En efecto, si |F(W)| <M Pa§@~+W‘30J-

LY

< §, es:

1] ¥ n
sup  [pPFm)| < ——u, (zmlsc)mn
| z~2_|< & e (2 (8/3) ;

< c.A!"‘l"Idh
0

con ciertos <C,A > O.G:; o N

. 8i.ahora se supone que F es analitica en cierto .abierto

n

U Cc", dado K C U compacto, se puede repetir lo.anterior

para cada punto de Kk,

Lwego, por compacidad se deduce’loféfirmado..
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Sea ahora f una funcidn definida y analitica en un abierto
U CR", Como siempre puede extenderse £, aitravés de su
serie de potencias, a.una:funcién P definida’ y:analitica en
un entorno abierto V de U, en-cp, resulta gué ‘es posible

. aplicar a f lo gque acaba_gde hacegée;

-4

b) . M a) - - .o .,»._5_7.:,__

£(y) = §< D% £ (x) ‘yax’ | % £ (%,¥) izail—
N ) a =N

. LRI : oo PR vyl i RS TR - S
Para probar que f es analltlca en x, habrd que probar gue 1la

serie de poten01as Z p® f( ) JXE§L—, cohverge en cierto dis-

g5 e canowna O DR . T LA

co Iy-x[ < e contenido en U y que existe .

ila§lﬁ = 0, y cerca de x. -

lim fa(x,yr
1 ] N D S
Sea K un entorno compacfoﬂdéhxw.?or hipdtesis, existen
C = C(K)->.,0, A A(K) >0 tales que

ID f(X)l -Ca Ala'[al._t-,: Cne T e e R

Luego, el término general“”de la’serie; pluede acotarse

V-Com(g: oo vo! - I S prdaEy
T a0 P RS o R
|0t 2| <c, J%!—' @y-x|y 101,
(Resaltas. = e em oo hh Dgeiiol
S -l T
c Lelt )y« = 7 alyxhd 7 3
laf<n ** j=0" o [al=3 °°

LEETER

D ada cualquler n- upla ‘teal’ (al,...,a y©<'a, vale 1a fdrmula
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Para comprobarla, basta observar qgue cada miembro- es ‘ua-

'. . l
-~y 'f\r."_- PREN

pollnomlo homogeneo de grado j y que por 1o tanto, ‘cdinci-

r

dirdn, si son 1guales en el orlgen todas 1as derlvadas de

LEes s T s e B Lo ' Lae o

orden j,

Poniendo a = (l,...,1), se obtiene:

] .
kil ="ndy
Ia%=3 -

L)
1
|
i
!
§

© 3
i

O sea que la n-ésima suma parcial de la serie considerada,

N-1 e
puede mayorarse con C. } (An|y x|) T
- : P J 0 e ,.l_, Rt R . . -
Pa:a:|y-gL <“%E‘ e;ta serxe.gggmétiica_cqnverge: con lo

cual se concluye gue la serie de término general

o
D% £(x) izaﬁl— converge absolutamente alli.

3 L R R ST LT -

En cuanto al resto:

-t - - RIS ,- . - ~

Usando la expresidn integral, vale:

1l o A R
E]—r D £ (x+ t (y~k)) L=ty ae, (y-n) @
l N Ce R we e e .:7;.,_.\

0

Para y en un -entorno compacto adecuado.de X, puede acotarse-

. Lo anterlor como : ..

Loalel s tometle] etatoeey™
o Tyarallels byl ol cevtabenh ™ 7

‘o ot ca B B P -
E . : - : - AT,

= é.(Anly—kl)N.

Esto tender§ a cero cuando N > @y, si ademés de pertenecer

al entorno de x elegido antes, y es tal que nn|Y'XI < 1

En total, se ha probado que la func1on f es analltlca en

LRSI <1 i -

x . i b

#




. Luego, para x € U

~30-

-

Lema.l.6. . ..

= . . s

. n s s . s . . -
-isea G €.D!(R"). ma distribucidén que coincide con una fun-

DA ! L
R

. . n
-cién; analitica.en R 1\ O,

Entonces, dada T € E'(Rn), la distribucidédn G % T es anali-
tica donde lo sea T,

Demostracidn

Se supone gue para cierto abierto U C:Kn; T7coiﬁcide con

..una. funcidbn analitica en U, Se probard que G * T tiene la

misma propiedad.

Eijado X, € U, sea U1 un entornd ‘abierto de Xq tal que

para cierto ¢ > 0, e--ent"Ul CU y sea v EfC:(Uf'éﬁe;Vaie

1en u,. -5 e,

A SRS S

G*# T =G % oT + G % (1-p)T.

Se sabe ya, segiin el lema 1.4, que ambos términos son in-

Rl

definidamente derivables en U, .

-t LY
; -1

Memds, para X € U,, vale:

i

[G * (1-¢)Tflxi“¥“(11-¢(yery,-Gxx—ya);::u
[1-¢(y)]Ty, es una distribucién de sopéfﬁé éompaéfb conteni

§ ] e ——— : : Py . .

do en R ye-ent Ul' ' e R .
i : !
- o, .
Luego, puede escribirse en la forma D fa’ para cierto
B

p y ciertas funciones fa continuas y de soporte compacto
_arbitrariamente préximo al de la distribucidn.

1:—\_zale:.

1

€ l1-0(y)] T , G(x~y)) =
4 o <o

o el LT e
: % (-1) £,(¥) Dy Glx=y)dy
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Fijada .yna n-upla Bﬁyxunicompacto;K,C.?llﬂquere estimarse

en K la derivada:

- I P . . bl ?

O, N __,..__.:"" ,:A { S A i A . -
DAL -0 (7)] T, Glx-¥)) =
e Ty [ v \' e
- { J t (v 0Py (x-yray =
= J £, (x-Y) D?f G(y)dy.
Ia <p S SR LT BT e

--Para. X 6K, y se mueve en‘el cconjunto cr

Ky ='{y e R"x~-y ¢ sop £ , para algin'x € K},
Esté‘és un éoﬁbaéf&j Adéﬁﬁs,géégﬁn”se éi&éﬁéfon las cosas,

existe § > 0 tal que pararxhywensopwf&p-x(exKﬁaegfﬂy[ = 8.

» AlYXi, :G(¥) es analitica por shipdtesdisy itk ~oo

Luego, de acuerdo con el lema 1,5, se tiene:rla-acotacidn:
. + : + : .
IJ £ (x-y) D" Paray| < .g‘.A'::"-‘r--B-L.»|qts‘l :fjlfu(x-y)ldy

para . x € K.

AU S S

be aqui se concluye sin dificultad,}é£§,la funcidn
F1“¢CYTTT; €s analltlca enjﬂiaflzi_f'uVﬂ TopneEa
En gu;néo al otroltermlno"-T T TA“Eii

Por comodidad, en lugagnag:Da, una derivadé de orden m se

PR

inaicard DD

g ECIinE T Sl
m=1°"°"° donde cada Di es una derivada par-

Dl',

cial %;—, para cierto 1 < j < n.
j . ' i ! ! { i

(AR I o
Puede demostrarse por induccidn, que’ para m £ 2 vale:

I .- I RN . -
[ . R . . . - PR . A
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‘D D RPN * 9T) = G D~ D eseD, D T +
m 'm-l D (G ¢TI * ¥n

m-1 21

+D D 1...DG % (D;¥).T + G # (Dmg)(nm_l...n2 1T F

m m=1 2
m-1- . )

+ ]
222 Do = z+1 G * (Dz“’”Dz 1"' D,T)

s N

G * me...DleT = (Gycyf(x—Y).(Dm.ﬁ.DleT)(x-y))

. T PRI i ; ' B
Se probari que esta funcidn es entera.’

Fijado K C Rnfcdmpactb}'impbrtan los valores de: 'y en el

conjunto,
K, = {y ¢ R"/x-y ¢ sop v para algfn x ¢ K},

Este conjunto es compatto,- . -4 = .

Por definicidn de distribucidn, existen p;, QGK{)3= c>0

tales que:r -+

1@, r o x=) 0.0 D7) (-1 | <

ST g ¢ sup IDB[¢(Z).(D »++D,D 1) (2)] ] para x € K,
I8]<a,
Z':R (AR RS

Usando la regla de i@ihﬁz,?gﬁtﬂ puede acotarse con:

C sup |DB¢(2) . sup ](DBD ...D T)(z)l
lel<e, | <o
ze RT Z€ SOp ©

_Sobre el soporte de ¢, por ser T analitica, vale:
la estimacidn:

C'Ayelfm;l18J+@);”

Esto puede acotarse finalmente con c. 2" m:

Se estudiard ahora, en general, un término de la forma
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DpreDpyy & % (DgP)y g _g+0DyT)

v C UsU

sop Dz

b

Luegb, T es analitica en el sop Dzw; ~3emds, dado X C Ul

compacto, para x € K, y € sop D2¢' es |x—y|,% § para dierto
§ > 0, O sea, G(x-y¥) es una fun¢i6n¢analitica de x-y, alli.

Para x € K, esa,coqvolqciéq puede,esqrihi;§g

Esto se acota, por todo lo dicho, con:

AT-Z

- R

2
2

c (m-2) ¢ BX " Lig-1y:

En total, hay m estimaciones asi:

n m-2 -
c J a (m=%)! B, " (£=1)I< C A" m!
“Esto concliye la demostracién del lema.

#

‘Teorema 1,3

Sea P(D) un operador diferencial lineal con coeficientes

constantes: | :

Entonces son eqﬁfvalenteé{zl' o

‘a) P(D) admite una Solucidn Fundamental femperadé<que
coincide con una.funcién dnalitica én RV{0.

b) P(D) admite una parametriz izguierda anaIitica'seudolg
cal K, .que satisface: :dademds: : .
si T e E'(Rgfﬁcoincide.con una funcidn ‘analitica en

cierto abierto.U C R", KT tiene la misma propiedad.

e i H
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c) Dadas distribuciones T,S € E'(U), U C R" abierto, tales
gue P(D)T = S, si S coincide con una fuhcidn analitica

en cier¢o abierto U1 C U, entances T también.:

Demostracidn

1

45) = b}
‘éi G eé ﬁné égidéién fﬁndamehtaliﬁéfa ?(D)'EOn lés propie-
dades que ;pérecen:eﬂ'a),"éé‘viB en el teorema 1.2, que el
operddor K = G *, ‘€s una pafameﬁriz_biléteﬁaiseudolocal.

Ademds, al cumplirse

KoP(D)T = 7, P(D)°KT = T para toda T ¢ E' R

resulta también analitica.

En cuanto a la otra- propiedad, resulta del lema 1.6,

R - [ P

b) = ¢
21 ser la analiticidadggng:gggpiedad lqgalthOQQ en el teo
rema 1.2, puede reducirse la situacidn a T,S € E' (U).

Se tiene: R
KoP ()T = T+R T

C amo Rl es un regularizante{apalitgcp, Rlide'ﬁ(U).

P(D)T = Sue;H(Ul)¢ luego,; por hipétesis, KoP(D)T € H(U,) .

ce deduce entonces- que T;ﬁ4H(Ul)ﬁ;_ﬁy?

“e) = a)

Como la distribucidn & coincide con una funcidn analitica
fﬁera‘del'bfigen, CUalquier‘SOIUCiSH.G e E'(R") de la ecua
c¢ién P(D)G = &, debe tener la{"misma‘-f vropiedad,

Esto concluye la demostragidén del teorema

b
it
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Observaciones 1,2 <1

Puede probarse;.:ver EB}?;iqﬁéfhéﬁaléuiéfalde'ias'afirmacig

—— et ettt

nes hechas en el teorema 1.3, equivale gzl:hecho de. ser el

operador P (D) elipticq,.Q.5ea.tal.gne spypolinomid. caracte-

' 4 . n
ristico;no se.anula.rn Ry y0;:

. .Es decir, que gsge.teorema.da condicionmes; eguivalentes de

elipticidad para ,®l,operador:sP.(D), en términos:de. parame-

e

trices y soluciones fundamentales..

RS |
El lema 1,1 y el corolario 1.1, siguen siendo, naturalmen-
- e Eat . B PRSI T VUL R LR ’ ’
"te, vélidos, cuando el operador diferencial en cuestidn es
P ot Toap a7 £l : ' :

de coeficientes constantes., Sus enunciados para un operador

- -

P(D) , son los sigui;ﬁte;;HA
Lemaiizl‘

Dado'an operador P (D) de Qrdenym; Son‘eédi;éientes: .
a) PRY)ies‘eliptica«-i-az: «: - = coitine oo LT ' 1

b} -Existe :C-> 0:tal que:i: . = . B -

|?m(€)| > cle|™, para todo £ € R, o F

Corolario 1.1°

T L ST, S

Sea P(D) un operador eliptico de orden m.

e L
t e i
H [

|

; ] . |
Existen C,¥> 0 talgs gque: W
|P(—2wig)[i>:cfi+[g[)m, para ]g[ >N |

[ S 1

.Sobre; la vinculacidén entre 1qs§tgqge§as 1.2 vy 1.3 y 1la no
anulacién en Rn\o del polinomio caracteristico, se probarédn

ahora algunos resultados.
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Teorema 1.4

s

;:Todo operador P (D). eliptico es hipoeliptico.

"Demostracidn T S

Lo“que se -hard aqui; es construir para el operador P(D),

una solucidén fundamantal temperadda; indefinidamente deriva
AP < . . . e s o ag .

ble' en R"\0. Usandé la transformacién"d& Fourier, basta en-

"contrar und ‘dis¥ribacidn s € ‘S'({R"), cumpliendoi I
e w n_- N . - n -
Fisl] ¢ C (R"\0), P(~2miE)S =1 en R .

Sea Y € C:(Rn) que valga 1 en un entorno abierto del conjun

to

de los ceros reales de P(-27if) ., Se buscan distribucio-

nes adecuadas, S1 v 52, tales que

P(-2mig)s, =:X (1)

It

P(—Zqig)sz 1-% . ) : (éfm

Seguin un resultado que se menciond al principio, se sabe

que debe existir una distribucidén temperada-S., cumpliendo

1'
(1) .

Pero méds alin, debe ser de soporte compacto.

En efecto, sea N > C tal que sop.x C {]x| < "N} ;-dada

1
N H

v € C:(Rn\{|x|;< ﬁ}); e;:

- P (-2mif) ——f ) =

(P ( 21715)511 -P-(—27Tig)) (x+ P(-Z‘niE))




70

De acuerdo con el teorema dePaley<Wiener, ‘resdilta que

?[Si}”eshhnavfuhéién enteéra; ‘qué ' pertenéce a Oﬁl

“En cuanto a (2), como:l1i) s& ahula en un entorho de los
oo T . g okt 4 g se o L I=X . o ..
ceros reales de P(-2m1&%) ", la~funqion~P(;2ﬂig);esta bien
definida; ademés, pertenece a 0. iver ejercicio:1.10).
‘Entoncés, determina wha distribucidn temperadai~

. . « 2 73_' l_x
En total, la distribucidn ‘[EW:EFTET] + r[sll, resulta

ser una ‘Solucién fundamental -temperada.

gt L st T P l=X . PP R ¢ |
Se probarid ahora;que:FLFT:E;TET} efﬁ (R,\Q).
: o Jg|l = 2

) . 5 |
Sean € CO(R ) tal que 0.< 79 < 1, n(§) = B
1 gl < 1

RO B i ;
Dado 0 < g < 1, se considera la funciédn, de S(Rn),

?

-
cr

S - d

n ey = fS(X)

IR LT S 5
= 1=-X(&})
FI P(=-2m1ik)

. R S I o FCE TR | n
—_—] d D' (R
Se ;fera q?e f€=+-F[PK'2 iE) en el sentido de (R

En efecto, dada ¢ eCO(Rn), es:

1-X

mﬂ(eg): Floly =

(E_rp) = (

i Co : -:L= " ‘_ 1"X(§) e _1 - = H o Ve ¥ SRS ESE
J P(-anigy 1 (E8) Flel(g)ag. =

Puntualménte, é; ;ﬁtegrapdo ??nyefge a 57:5;TET'F[¢](E)

Por otra parte, es:

sty 7 8) Flel ()] < e+ [eH™|Flel @ ].

i

Cano Flol € S(R"™), esa funcidn es integrable.
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Luego, usando el teorema de convergencia mayorada, se

obtiene el resulpado.
A } L o

©
Si.se probara que existe f € C (Rrxb) tal que la sucesidn

,-{fe} converge hacia £, uniformemente en los compactos de

\_R?\p! esto implicarfa _que £ .+ £ en el sentido de D'(Rn\O),

] -

: Fr——1-%X = . sair n
;Luego, [P(azﬂig)} debe qolncld;;.gpn £ en R \0°

Fijado r = 0,1,... sea B una n-upla entera nho negativa
Dado k = 1,2,...y usando el.hecho de que

k e—21l‘1x€ -k |x|2k —Zﬂj:xg

(-4 (4" )

g)

es: . i . R : i ‘.:

tam 2y 1x|2k Defe(x) -

Cwnd .
= j et “2“’“5] ;rlz%f’g—) camie)f ey az.

P ¢ . _—w

Integrando por partes, esto puede escribirse-

| { -1y c;Y J e'zﬂ“‘g DY[?(_}%E_;) ~27i2)°1.
aty| =2k

- f

Coelel (0% (eE)dE

De acuerdo{cgn QI ejq;gigip'l,;q, el integrando de cada

término se acota con:

'*tclkl#léiiém+r‘lyl-era|4 o) (e8|

El soporte de la funcién (Daﬂ)(eﬁ), esté contenido en

{leg| % 2}.
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=22t =38=n o s lcus. -
ey Py tre

Esto significa que en el soporte de

Ceit|E]) < et2. <3
0O sea, STy

colelig 5l |<1+|EI) fel .

A B
15 froT

Por lo tanto, puede acotarse-'—

[

o
4

resulta
—mtr -
< C.(1+|£|) m+r=-2k

R

Fijado r, se elige k, tal que —m+f—ék sea <—n.

. Y r . - . .
e S S 0« G0t Gnis

esa fuficidn, vale:

e II(D n)(ea)l <. (1+l€1) e

“ire

En total cada uno de los integrandos en la suma anterior,

N '.-L‘

P

Puede apllcarse entonces el teorema de convergenc1a mayora

i AR . - - R TR S SN

. il

dajy resulta por lo tanto, que existe una funcidn

- s 3 -
T o B -__._ . AN I

f:k'y BgR + Ctalque (4ﬂ

, converge puntualnente haciarf @~ dx).

kB

[ .

Se afirmarque la-convergencia es-unifprme:en-compactes.

Para verlo, fijados k,B, sea 9. =

No hay dificultad en comprobar que la fam111a {g }

Taoad

k,B

g<e<l’

es equlcontlnua en R o Esto permlte conclulr (Ver £s1y,

que la funcidn limite f es contlnua y gue la conver-

genc1a es unlforme en compactos de R

~F
R AL

Por lo tanto, {DBf } converge ‘hacia

mente en los compactos’ de R \O.r

,'.,{.f___s.
k,B

[2k unlfor-

nepn T gt ey e
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[>-] n ,
C (r \0) es completo con su topologia natural, o sea la
de la convergencia uniforme de cada derivada en los com=

pactos; luego, si £ = lim f_, se deduce que £e COr™ \ 0)
€0 8. 8
vy que para cada n-upla 8, {D

f 3 converge hac1a D" f uni-

formemente en los compactos de R \0.
_ C
Segin lo dicho antes, puede concluirse que la distribu-

.o P 1=-X .. n .
F[| — A : nc .
cidn [P(-Zﬂig)] COID?IdF;?ngR:\p confggg.func16n £
Luego, G = F[ET:%;%ETJ + F[S ]. es. una solucién fundamen

tal temperada, que pertenece a C° (R ‘0).
Esto muestra qué €1 Spérééérﬁp(ﬁj'en consideracidén, es
hipoeliptico.,

# Sl

S

Observacidn 1.2,

P

De acuerdo con lo demostrado en el teorema 1., 2 . el ope-

i - ," ¢

rador G =, resulta una parametrlz bllatera seudolocal

Por otra parte, el operador F[s ] *#* , es un regularizante
y ademés anélitiéb“f&er éjéréiéio 1.13); en consecuen-

. 1=X
cia, segdn el e3enc1c1o X3 F'EW'E?IETB £, ©S tamblen

una parametr;z ggl m;smb-tlpbp”ﬁéfa’P(D).

[y

Teorema l.5.

'Sea P(D) un operaddt elfptico.
.Entonces, P(D) verifica 1as condiciones equivalentes del

teorema 1.3.:

Para demostrar el resultado que se acaba de enunc1ar,

et -
J

es convenlente'dar un lema, que generallza al lema 1.1!

oI

y al corolario 1.1°'.
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P amEidn éélpdéfbiéadbféﬁeffoﬁﬁéfa‘ugﬁoﬂéraéSI P(x,D),
elipticd en cierto abiérto U CR" {ver ejercicio 1.15).

Iema 1.7.

e
3

cey - F . j"'j -
Sea P(D

i unﬂoéerédof éliptico de orden m.
R N o Lk :

a) Misten cohséanteé, cC, e > 0 tal que

[p_ ((g+in p| = ¢.

Elm : para

Ce.m € R?wtﬂconﬁ‘3|q!“§_e[§|

H

b) Existen constantesg C,N; € >0 tales. gque

C e -2t (E4in)) > “c¥]e| ™ para
517?-.' e" 'R’n .cori' lgl >;N,|n | < e|€| ;

Demostracién . o o

o
{

a) De acuerdo con el lema 1.1, existe C > 0 tal que

IPrl'l (E ) l -> _C gara l E‘_.L; t—=-, l‘ ca i !

C omo elapplinqmio;Pﬁqes funcidn continua de la varia-
18 :

.ble compleja E+in, resulta que existe € > -0 tal que

r

'-|1>'m((£+in'))]"->"c/é- para |E] 2 1, [n] < e

Si ahora es & ¥ 0,'§uede escribirse, por la homogenei

dad de P :
m

S ) ¥ vosrp S0t g ;
Ipm((Eﬂn))I = |E;|“: IPn}:(-l——r‘é; +1-|——|-g ))

Usando lo que acaba de obtenerse, se deduce que cuando

In| <elgl, & # 0, es:.

ki) > $olel™

i
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,Finalmente, esta desigualdad ;gmbién vale cuando
g = Digpues en ese caso es 1 = 0 Y ambos;ngmpros
se anulan.

b) A partir de a) se obtiene la estimacién para

P(-27i(E+in)), de manera andloga a lo qué se hizo en
el corolario 1.1.

P o
Demostracién del teorema 1.5

I

Se ﬁrobar% QuekﬁfD) admite una solucidn fundamental tem
perada, gue es*analiticafen‘Rgvo.‘ -
En el razonamiento.gque va a emplearse, juega un papel

fundamental el orden del operador.

SN H
H

De acuerdo con el teorema 1l.l, cuando la dimensién del

espacio es > 3, todo operador P (D) eliﬁtiégfdébEESer de

6rden par y en conseécuéncia, de orden =72,

Segtn la observacidn 1.1, todc operador definido en R es

"elipticdrién'Rzyihay“dperaQOres;@Liﬁticds de primer orden,

‘Para Yos operadores elipticos de“primer ordern en R y en

321 pueden gonstrui;ge_exp;gqitamente spluciones funda-

P n
mentales temperadas, que son analiticas en R y0; (ver
S | . g S e . :

ejercicio 1.8).

En lo que sigue, se supondrd por lo tanto que el opera-
SRR AR Tooe{lrh ‘

dor P(D) es de orden = 2,

a2

UYs o v At

D@ acuerdo con el razonamiento hecho en el 'teorema 1.4,

para tener una solucidén fundamental temperada, analitica

. : 1l-% . . .
en Rn\o, falta demostrarhhu%-?{57:%53275 coincide con una
funcidn analitica en Rr\O; ya se sabe que es indefinida-

mente derivable alli.
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Segln el lema 1.5, para’ comprobat qile esa fundidn ©s anall

tica en R (0, ‘habrd que-estimar’ siis"derivadas,

(0] = i‘- puy 1-%

D [P(-Zﬂlg)] = F[P(—Zﬂigj (-2ﬂig)“}i en los compactos
se K%Y P

: n+|a|-l i 1-X . A
(2ﬂ1xj) F[———-—P(_zﬂig) (-27iE)%] =

..,(:t

- sj nqalan——"pilzz:f;E‘,f.;;Zﬂis)i»“}'}'.
é__:)n+la|-l [ﬁi%égfg) (-Zﬂig)a] -
Sy -2m i - —

= (1'-x)(a—J ntlaf-1 P(Zg;;g})

i n+ﬂ|a|-1 (n+|a|_.f-);i?,—g'-.,;.&-V('g;%; )n+|a[—k-—1°

k=1 B SR

o (-2mig) "

g (~2mig)®
pi-zrif) Para b

'En;%rlmer J'.ugar,..qulere.acotarse__(aE )
en el soporte de 1-X o de (ag ) X k > 1.'j

Ya a USarse_e}'lem§,1_7

Se supondrd que la funcidn X ha sido elegida de tal mane
ra que en'ésssﬁso§6rte§,"%glgaila“eétimacién-que asegura

la parte b) del lema l 7 '-;

Sea & = (§1+m1, gz,,..,g ) = (z:€,0.0248)s con |E| > N,

2,1 <
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De acuerdo .con el lema 1.7, ess. .. . : . : '
l ('2”15) l < G (2”), i, (l+é:;):f_l~’a.]"'.:’:;‘i(lz"'r|g".«)'-m.*-lc;{

P(-21 iE)

Para estimar las derivadas, va a usarse la fdrmula de

Cauchy: -
Si R '
: o o 3
. 1 2
' (-2771)|0"l z 52:‘°'Enn
Flzl = P(=i%iz, =2MIE, oo =2 if )" es:
2 f——.:> . . N _—-:
0, _ EI” Fiz)
= = i
(3 F(z") 1 f o9z
0, __ (z=2)
e lzmz = T
- —e - -
donde z0 = g r = EIE|
.o i

Al ser F(z) una fuﬁc1on analltlca en z , vale-

a .9 0, 3 .. % (~2mif)"
G Tl = (aij) TSI

T
IRV

acotando la integral, se obtiene:

Lyeco,
| @ ptezeien®) @ry L@ l(1+ng,) el
— 5 . 2
EJ Pr( 7r-1£) (€|E1)
e .
<c.ZEL (1+|g|)‘“+|°‘l 4y
€ : ,
Cuando & = n+|al|-1, resulta la estimacidn:
| (-x) ) nt|a|~1 (-2nig)°‘lh<;c (21r)|4a| g
X '(agj) P(-2miE) °€l~[+n-l ) »
m=n+1

,J(1+|E|)' .(Ja|+n=1)!
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Cono se estd suponiendo en todo e%to que--el orden del ope

n+|a|—l (-2m_ig)®
s P(~-271ik)

1ntegrab1e, pudiendo calcularSe su antltransformada de

rador es = 2, la funcién (l--*X)(a es

Fourier mediante la integral; esta integral puede acotar
o . H e O . ERRFE S S R - -

se entonces con:. .

e e ol
c. - (Iﬂ.l +n-1)I. J ; < c.a |(y.|
8n+ al-1 (1+t) =3

. N

Fijado ahora un término cualquiera en la sumatoria que

. . @ k
aparece en (3), como la ﬁupglonrjgg—l_x,_k,> 1, es de so-
porte compacto, también su antitransformada puede calcu-

larse mediante la integral:

.

-2rixE 9 .k | n+1d]-k-1(-2nig)“
J:qe Y X"as’ S TG B

Integrando agqui por partes k-1 veces, se tiene:..

N

s .a k=1 3. d ., k-l ~2mix a L ont|a|-k-1=2mie)®
{=1) J (gg;)xo(yg;)’;ffe - F j) 57—3§:ETJGE—
k-1 k=1
- =l . 3
= (~1)F1 3 );J" 2““‘g( 2Mix ., )h GgoX-
" h=8 h 7 3
' a Ta] Zh=2 (- 2"12) d
] (ag ) . P( zﬂ;g)dgn

Mediante 1la estlmac1on (4), esto puede mayorarse con:

-1 k-1
c. I )

h+|a|| lh (n+|a]-h-2): (¥ at
: ( m-h-1

n+|u|—h -2 .
",' N 1+t)

En total, la sumatoria que figura en el segundo término

de ' (3), resulta acotada en la siguiente forma:




(S

R A k l

[

-l G

n+|al-1 k-1

ht|al

- ? f‘(r: = "-) (2\"") RN 3 ° =
k=I"+ “h=0 S
“EreTs RE
: ch (n+[a|-h -2)! R

"n+|a| -h-2

" Ia acotacidn que se obtiene en la pérte b) del lema 1l.7.

sigue valiendo si se supone 0 < ¢ <'1

Clon ésto,.

C.(2ﬂ)n+2]a|-

n+[a1-l k 1 °

“h=0

En general, vale (p) < 2

D

(..-5:___'-_-.;:._

{\';

1o—anterxor puede acotarse con

'n+|0t|"' e‘n'lalclal

rla]-1"
k h 3
p, pues:

1 _‘___.;\ 1 R

P as

#1yP (3>(), para cada 0 £ q < p

W e e
S S SRR - o R

Entonces?t -

T k=1
) (
h

mﬂpil%i_l

TM‘fQT;}q
)lle'

s 2H+2 [a|_3 n*|§| "1 T

<3 ;
k=1 h=p 3

De todas las estlmacxones hechas,

cnnstantes C p > 0 tales que:

Tji#{§53n+fa$-l'5d'rr' =% l]l < ~ 0 T

P(-2Tik) \h.é .
B f‘”ﬁﬁf,“, l}“; n¥yd-l?irl h
<cwal® Jelrry + L
k=1 h=0 J
’ 04 - crimoo PR 7

B e




B

B
4

-l 7=
Sumando estas estimaciones sobre j, queda:

o

Zn -,]Xj|n+|u|-3 D OL?:_
j=1 i -

Se fija ahora un comggc;g?gig,g?\g?

Existen constantes §,, §, > 0 tales que §, S [x] < 8

para todo x € K,

Luego, pueden hallarsgncgnggantes lei ot BI”’

con -~ - R s E

laj-1 o |x ln+|a|"

n+j|a|—- .

5CL B e < R — <nt2 72
1 1 521 l % ITl+ I o |

Lﬁego, es: a-n+1u‘—1’ K

IFI

I' \‘ I@:' IUI :!A.H_-_-,.,:,kal - peo
. |x|n+|ar -1

b T AR A S

.para x € K

)

Volviendo a operar en forma semejante qqn;qygm;embro

derecho de esta de51gualdad _se concluye que D F[ 1-X

verlflca en K la estlmac1on requerldah para toda n-upla

G,

-
-~
0 4

Esto concluye la demostracidén del teorema.
. - . . - - - #

P (~27 iE)

]




i
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‘Observacidén-1:3.

Es posible demogtr&é;fiver [8]),ﬂque también}vale la reci
proca del teoremazl S. 0O sea, que si P{D) es un operador
qne cumple las condlclones equ1Va1entes del teorema 1.3,
su polinomio caracteristico Pm(g), no se anula en R \0.
Es decir, que la propiedad de no anulacién Eé‘ﬁn\ 0 del

polinomio Pm(E),:Cafaéteriza'iﬁpdfééﬁies’ﬁrdﬁfédddes del

operador P (DP); resulta muy apropiado entonces el nombre

N e

. = G s : ca : Tta

de caracteristico, dado a ese polinomio.

De acuerdo con lo que acaba de decirse y con el ejercicio
{— B S

1.6, la reciproca del-tecrema 1.4, no es c¢cierta; en efecto,

el ejercicio 1.6, muestra que el operador del calor es

" hipoeliptico; su polinomio caracteristico, sin embargo,

”f ngavlos operadores no: ellptlcos,_el pollnomlo P (g), va

sefanmla4én la recta E = ,.. = = 0.

gn 1

7 N
no es tan caiacterfistico de sus propledades. En efecto,

. X
los- overadores del calor y de Schrodinger, tienen el mis

mo polinomio caracteristico; pero el primer operador es

'”ﬁfﬁgélfptféo.Y;elﬂéégunddﬂnG (Qér ejefciéio ifé).ubuede

nod P e Lre . R .S 7 ’
“‘“caracterizarse lIa hipoelipticidad, en términos del poli-

nomio P(éﬁﬁig);;aéééfadodgf dpéfddof.
Concretamente, sea
V =" {z =g+in ¢ c"/p(-2miz) = 0}.

Entonces, P (D) es hipoeliptico si y s6lo si cada vez que

para z € Y sea |z]| + «, deber4 tenerse |[n| + = (ver [8]).




“49-

Tt 20 T s g

Esto implica que tambi én para
: ol .

Rl

un operador thoeliptlco,

D

los ceros reales del pollnomlo P( Zwlg) estan en un com-

pacto.

De aqui se deduqegot;afﬁanera'defver que el operador de

Schrodinger no es hipoeliptico.
Con técnicas semejantes a las usadas en el teorema 1.4,
es p051b1e construlr una 501uc1on fundamental temperada,

1ndef1n1damente deriVable en R \0, para un dado operador

hipoeliptico P (D). Esta construécién se aboyé en cierta

~

de51gualdad que verlflca el pollnomlo P( 2ﬂ1£), (véf ejer
cicio 1.12). Puede prqbarsé;que la desigualdad que aparece

en ege ejercicio 1.12, esiééuivalente al hecho de ser el

operadS;—P(D) h1poe11pt1co, (ver [81).

Del ejercicio 1.6, se conclﬁ;é qué“todéé ié; séiuciones
fundamentales de lés operad;res de Lapalce y de Cauchy-
Rlemann, son fun01ones 1oca1nente 1ntegrabies, en R

Esta propiedad, en reali@ad,‘la‘cumpleicua1Q91e; operador

P(D) ellptlco.

n efecto:

Teorema l.6.

T coAar ot

A}

Sea“P(D) un operador ellptlco.

Entonces, admlte una solu01on fundanental temperada, lo-

LT

calmente integrable en“R~.

Demostracidn

De acuerdo con el ejercicio 1.8, puede suponerse que el

orden del operador es = 2.




T
i
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Seglin lo hecho en los teoremas 1.4 y 1.5, basta demostrar

fr-X 'Tmes integrable alrededor de cero,
4715)

. Fljado j % 1, 2,..., (ZTIX )

-“que F[

Cne1 U ley
B P2 if)

5 B n=l- 1=X. -
' Eop gl G A=A
=01 (agj) F(-arig

_ Ccmo el orden de P(D) es ? 2, se comprueba en 1la forma

a . ., n-1  1-X .
l_.pab;tqa}ﬁ%ge 1la fgnc;on; 555—1 P(=2m iE) es ;n}eqrable,
R n~-1 1 X _ . 2 .
con lo cual (Qt}x.? ! lP(-ZﬂiE)l = hjk funcidn continua
Y nula en el 1nf1n1to. o Vs i
' =  1-X by T
En F ] = ra X 0 .
9t9n??s' es, [EL 2T LE) - “'(ZTiz )n-l Pa 7

Sea la funcidn h(x)'='““

———————4
Esta funcidén es COntlnua en R \0 y ademas F[ -7 IEY

coincide con ella en R \0, B
- n=1

ﬂPor_otra.pqgte,_es:(zfixj) . h =:hj en Rrkoﬁggldonde
lzﬂgj)w-l Ihl éﬁthlialli,j$qmandg.en_j, queda
e n - o T n T
- -1 :
SRS S L S YOS ST
j=l jzl N ~ .-
2 n-1 n-1 . Lo D
Como Z Ix.[ y |x| son cantidades equivalentes,

resulta que lh(x)l —-1
| x|

Luego, h es una funcidn localmente integrable.

hdemés, por lo dicho aﬁfes, Flfﬁii%'ETq -h es una dlstrlbu_

cién T, concentrada en el orlgen°

-~

Sea ¥ e B(R") tal que ¥ e cO(R")
Se tiene: ' P _

T2 B 1..,_)( L . A P
Tt - ¥ = Xt
Ft b(-zrig) ~ °D T




T ambién vale L P IO
aer 1=X- - 3.0 —%.- f;i-l'}x.? T i
JT[P(—ZﬂiE)B = FI ¥ % FTZE;EETJ

Yh es una funcidn de Ll(Rn). Por otra parte, se sabe que
U , Ti .
tdda distribucidn concentrada en él origen, debe ser una

combinacién lineal de derivadas de la medida.de Dirac, §;

luego, su transformada de Fourier resulta un polinomio,

CP(E) .
.. Puede escribirse entonces:

A

1-x

-\ fe—A L F. [ L= . oo . - Iy
<k P (_Zfr ig ) ’- [ . h] T P (g ) e N s e .
C ada uno de los términos en el miembro izquierdo, - 0.

IR - . ) :‘l__ .- 'gl_).m
Luego, P(£) debe ser el polinomio nulo:

;qﬁ ey

Por lo tanto, T = 0 ¥ e S(R™) ‘don ¥e’ E::!'(R“n).

Se concluye que T es la distribucidn cero.

P 1-X

Esto muestra que ¥F| ] es integrable alrededor:del

P(~2mif)

origen, lo cual termina. la prueba:deéel teorema. : - -
#

Hasta aquf se han tratado casi é&élhéivéméntéﬁpioblemas
de reguwlaridad., - . . Dwoee

‘Se. enunciiard: ahora- un teorema que.muestra:el tipo de re-
sultados conacidoswqobne.elanQbLema de existencia de so-
- lucidn (vetv[&lqupéra operadores con, coeficientes cons-

tantes.

Teoféma'i;?;

sea U € R” un subconjunto abierto y convexo.

Entonces, las siguientes propiedades se verifican respecto




0

f..é)‘-ﬁ;: - (D)C'm (U); = Cco (U) ] o

..Teorema .x.8. - : -

~52 -

de cualquier operador P (D):

a) Si U'(f)(UL”ipqica las”distribugqueg de orden finito,

en U,

p) 008 gy = 0 F)

Ak

: L2, DL -
+b). . B(D): Llo.c(u) D LS 9y .

loc

Los resultados que se incluyen a continuacidn, permitirén
probar la parte c) de este teorema, suponiendo dimensidn
n = 2, El cas> de'loperadores difergnciales ordinarios es

conocido' L. el N o - . - e oo

En primer lugar, dado M_§ RP,W§¢>;;ama cApsula convexa de

. ™c/C convexo: 2 i} .

M, lo cual se indica C (), a

Si M es compacto, gcjﬂ)utambiép lo es.

T

D ada la .ecuacién P(D)f ="

sop £ C Cc(soptg).
En este resultado, es esencial saber::de anltemanoc que la
distribucidn f . tiene soporte .compacito. Por ejemplo, cual-

gquier constante esi.solucidndde: §§Hu1=50;
1

.P.ara demostrar.el teorema 1.8, ‘se harin primero un par de

observaciones. L

a) Sean K un compacto convexo C Rn, n = 2, xbﬁy-K




Al

: Existe . entoncdes un puhto*x1“€ﬁK tal que

d(x,,K) =[x -xg

N

Dado ahora cualquier pints % del Segﬁght3“136;xi)

"‘mabierto”, el hiperplano H ortogonal a la recta que

pasa por X, y X,

- n CooE e i
; divide a R en dos semiespacios, uno
dawlgg,guales contiene al compacto, mientras que X9

. i .0 . -

pertenece al otro. Es decir, H separa a x, ¥ K. Pero mis

alin, H puede "inclinarse" un poco respecto a la recta

S seguir-separan&oxauxbuy K &

O sea, que existe un cono de direcciones con vértice

en X, tal que el hiperplano ortogonal por X a cada

L P SRR T
direccidn d¢ iése -cono, separa a X, ¥ K.
.Se omitird la demostracidén de estas.afirmaciones, que

= 2 .
son evidentes en R~ ¢ R%. (Ver [17])..

b),sinPK=_E(x1”2{?,xh) es un polinomio,k en n:variables, que
. ' n
se anula en un abierto U C R, entonces P debe ser

idénticamente nulo.
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En efecto, basta suboner qué:U es un cubo abierto,

(al'bl) X 80 oX (anlbn)'

Fijados Roreosr¥, con aj"<'x.”< b., se considera el
o ok .
polinomio en & P (¢t ,xz,...,x ) = z Pj(xz,...,xn) tj,
j=h
. Que se anula en el 1n£ervalo (a bl). Debe ser entonces
idénticamente nulo; o:sea,’cada=polinomio Pj ge anula
para a. < x, < b,.
J J J
Si se repite con cada uno de esos polinomios este ra-

zonamiento y asi sucesivamente, se llega a la afirmacidn

hecha.

Demostracién del teorema 1.8.

PRI R L T

Primeramente se considera el caso en que las distribucio-

S3a e
LI Ly

nes f,g pertenecen a CO.Se supone ademas que el operador P (D)
de -Stden’ m, ge escrlbe en la” forma

R S < &y i )j
= -y ’ o ]o.o'
PUEC s afh, . ?xn T

g7 0 (1)

FRER AN B - i

Se indicard con v , la transformada de Fourier respecto
-de la.variable x2=-4x2,.y.,x%)

350

N Ty L om=l o T P

Pég;f)i = P(D)f = a, g:;qu + Z a”(_gin)(igT)Jf =g
ty ) p » Ry 520  NR Ry

Sean Ki = ‘sop f?'Ké éﬁsbp g ¥ sea Ki lé;prdyégéién sobre

el eje X del compacito K,. s R

" Finalmente, sea T, = {ai,bil, el mfnimo intervalo” que

“* c#¥ntiene a 'K~j'_.-: S " N
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Lo que quiere probarse es

l' .-

Como Ky C K, debe ser I,

C1

que 12 = Il'

Fijados x € Rn-l

, a < a

p* Se plgntea el problema diferencial

ordinario

N o
P(g;;)h =0 x. < a

e L fovoms —-
hfj)(a)-=>0 52 . 00 % § S m-l

Se sabe que este problema tiene una y sélo una solucidn,
_que‘es la funcidn idéfAticamente nula.” ~

. - . » Ny e Ly T S -
Como:ka furncidn fix1,2) también lo satisface, ‘débe ser

2" - = - . ‘ SeLT T . L
L(Xl,x) 0 para x, < oaj. R

Por'“otra parte, dads b > S{;"bdédé planteéar$é €1 problema

(a Xl ) - . l -y 2

i
[ B
»
K
o

Dy =0 o E i

s

También aqui es el cero la dnica solucidn, de donde se dedu

P

. . N . P \. Lo
ce aue Tloy, ) = Opara ¥ 7 2

De aqui se deduce

0 sea que f(xl,;) =0, ¥V x€ R , x, ¥ 12.

‘. l :

1
.1

aue Ty = I, e e |
Se ﬁé probado entogées q&e soﬁﬂédésté ‘ontepidd éh Bx ’
Eaﬁda miﬂiﬁ;.perpéﬂdiculér 51 géé Xq éqelcoﬂtiéne éoplg, su
poniendo que el operador P({D) tiene i% fofma (L) .

Dado un opg¥;dofi§f6;rde ordé;{ﬁ-cdalquiera; éé Qeré ahora
qué cambios de coordenadas permiten ekéieségi;.eﬁ la forma

(1) .




1, 5ea entondés-yi

I,
W ~133

ji=1
Se tiene
f
3 - E 3
) = Q.. ‘a——
S SRR £
Es decir,
2 + 9 ) 3 s ?
P(D) = Plaz—yeeorgz) =P ] 0., 50—reces } 0. z—)
° : 0
*1 *n jer IV ¥y gmp IR OY
Para no complicar la notacidén, se hace el-reémplazo formal
] >
e Y. . : cendhL

Lo gque se busca es poder elegir la matriz (aij) no sin-

gular, de tfl manera que:en,P&i gjiyjl.ng,Z;ajéyjajfapareg
DETE B j j -
m . o

ca boyl, para clerto b0 ¥ 0:: Loa -,

Si se escribe el polinomio P. como' suma de sus partes

homogéneas, P = Pot Pyt Py, YTN$6l97PﬁEde aparecer

en la parte homogénea de grado méximo, Pg. Ademés y?
tendrd como %geficiente, LTI

Luego, el cambio de coordenadas x -+ y permitifé.llevar
el operador a la forma (1) 5} fh(?l;,..&,§lmy %”Q.

Por la homogeneidad del polinomio P basta considerar

entonces cualquier vector unitario (all,...,a } que no

in

sea rafz de ?m y completarlo a una rotacién, para.obtener

~

" un cambio de coordenadas gque permita llevar el operador

a la forma (1) . A
.. 'L’. { o7

Con todo esto, el teorema se concluye cuando £,g € CE,

- )

del siguiente modos: } o
Dado X, ¢/ Cc(soé g), por la compacidad de la cépsula-..--w. i
convexa, existe Xy € Cc(sop g) que realiza la distancia

de x, a ese conjunto.
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De acuerdo con lo observado antes, si x es cualquier punto ﬁ

del segmento abilerto (xo,xl), hay un cono de direcciones

con vértice en xo, tal que ei hiperplano.ortogonal a cada
una de ellas por X, separa a Xq Y Cc(sop g).

Tambiéh fue observado antes que uh polihohio no idéntica-
mente nulo- - no puede anui;rse en wnmabierto: si.se trata de
un polinomio homogéneo, esto implica que no puede anular-
se en ningidn abie;pgngg ;g egfgra uni}ar?g;nap}icgqu esto

al polinomio P y resulta que en el cono de direcciones por

R ST
X antes fljado, debe haber alguna dlrecc1on (al,...,a )

tal que Pm(al,..;,aiy # 0 Entonce s '1Tamando Yi Z'aj xj,
puede completarse ‘a ﬂuévaé'%bbtaenadas’(yl,.:.,ygﬁf'én

las cuales el operador P(P) tiene la forma (1).

De acuerdo con lo probado al comienzo, sop f esta conten1
do en B ’ banda minlma perpendlcular al eje Yl' que

l .
contlene sop g. Pero si el hlperplano ortogonal por X a
(ul,...,a ) separa a xo de C (sop g), tamblen debe sepa-
rar a x, de B H luego X ,ﬁ sop £.
¥

Esto concluye la prueba del teorema cuando f,g E'C:.

Se demuestra el caso general, f£,g € E', por regulariza-
ciédn,
““gea {p- } una’ stcesidn” regularizante y sean £, = Exb .,

9y T I*P . Se sabe que fk'gk € c:, fk + f, gk'+“g:eH‘E’.

Ademéds




-58-

P(D)f = P(D)f * pk = gk.

4sop f C 1/k-ent sop f

AR Sex oo S STo RN a (. : - FAr iz
sOP gk C l/k—eht sop g

IR

De acuerdd con lo que acaba de probarse, para k =2 j, es:
S e 1 R RS AL N i T

P C 4 C_, Tl S k=ontol N f:Cs";
s sop"szﬂ.cc(sop gk) Cc(l/k ent-isop. g)

C.Cy(L/f~ent Sopig)h ~ivw ¢ abocic i aEi

RS I U L A S L TR
Tomahdo limite para k + =, ‘se” tiene

P . : - - Ty gL | I T [
sop f C C (l/j-ent sop g), v j=1.

Se deducg entonces que.sop £ C chsgp.g):_ﬁ‘ o

Esto, concluye la demostracidn del teorema,
R RN S PSS T T e TRTO TR
N ht

[

foeny
3l

Teor ema 1.9,

sean U C v ablerto; de R y>§é$ £ énc kUSﬂ;al.éu;h
P(D)f=0en v, Lo mEoE s :

Entonces; d;a;; K C\ﬁ:;oﬁp;cté,'éonvéxo, £ > O,ZN';“O,
éx1ste una fuﬁéion'é ; g (R ) cumpllendo |

P(D)g = 0 en V co u P T

. sup [o° (£- g)(x)l <e..
TET R =
< -

Antes de demostrar este.resultado,:se hardn algunas obser

.vacioness: S

sk

caon et ERE

Dado un compacto K C R", se define

Cm(K) ='{f:K-ﬁ C/5 g € Cm(Rn) cumpliendo g/K = £ .}
i
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;Do-éea,icm(K) inaicanel espacio de<las testricciones a R

de las funciones de Cm(Rn).

o 8i w= {f e ¢c”(rP V/E g 0},°C (K) se’identifica con el
..___(R ) o S A e

Con la topologia de 1la conyergencia unifqrme de cada deri

vada sobre los compactos de kn C (R ) es un espac1o de

L . -]

L ED I R

Fréchet, (ver [15]), del cual N es un subespac1o cerrado.

Por lo tanto, 1la topologla coc1ente da a-C (K) estructura
de espacio de Fréchet.

En un espacio de Fréchet, subsiste’ la caracterizacidn de
o o - i - R ot e
la clausura en términos de la anulacidén de funcionales

continuos. En efecto; dados un éspécio de Fréchet F, un

subespac1o H y un x € F, se comprueba que x e H si y sblo

o

si para cada func1ona1 2 € F t 2/ = 0 1mpllca z(x) = 0.

Demostracidn del teorema 1.9.

i
.

Se distinguirdn dos casos, segin que el abierto V sea o
no acotado.

a) V es acotado.

‘FijaéoJK'C'U coﬁéaété,'éé“consigéraﬁ
v = {5 €JCw(K5/§r= g/K,251éndo g G-C'(R\).soluc1on
'd; Ptg?é <"h en Rn; con h € C (R ) tal que

sop h NV = g},
Se admite por un momento que f = f/K pertenece a la
clausura de V en Cm(K)!:Esto permite cpnq%uir el resultado

de la siguiente forma:

e q . . R -~
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m,sjvgiﬁzvgfexiste_ung_$g¢esi§n;{§j} C V. tal gue Ej - f
oo

en C (K).

Esto implica que existen fuqcipnes gj, ba en las condi-

ciones de la definiecifn de V y quelpé;a‘ca§a;njupla o, es

sap- D% (gi=£y] ¥ o o o ot d
K ] J*
Luego, dados £ > o, N > O.Aexlste Jo = 3 (e) tal que

sup [D%(g., -£)| < e.
;K v adgiann oo

i sdginns x s T :
o |<w
La fun01on g cumple todo 1lo pedido.
e 0 T L S Cin
Falta ahora probar que f € V,
En prlmer lugar, f € C (K).
En efecto, dado un ablerto U1 tal que K C Ul C El Cu
y dada w € C (U) que vale 1 en Ul se define
f.v en U
ny LSl SR
f =
) 0 en A‘Rn\U
te c™(rR") y adenss f/ = £/, = E. )

Por lo dicho antes, para ver que i ng, basta comprobar

_;_ 2 o . AN - - - : R S

que si &€ c” (K) se anulm en U entonces 2 () = 0.

Sea 2 una forma llneal Y contlnua sobre C (K), que se
. N . i o . K

anula en V.

2 puede extenderse a una forﬁa L e E‘(Rn), definiendo
L) =26/ o

Se éébé'éﬁé‘lgg féfmSQ?lidééfes y bontinuaé'sﬁgte Cm(Rn)

son exactamente las distribuciones de soporte compacto.
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. Ademés, sop L C K. En efecto, si p e C:ik Siy??
sop v C R\ K, ehtonces L) = 2(9/,) = 0.
Sea ahora € € S', una Solucidn fundamental del éperador
‘P(D). . o |

Definiendo tG_wax)) =(G¢pi—xb,'resultaﬁqﬁe:é;ies solu-

cidén fundamental témpefadé“dgf'opéradéfvﬁ(-n) =

|(X| a D.-i;-.‘.::r i P Ty
a .

(-1) <

jofn >
Fn efecto, si v E’CO(R Y, es " - . =

- (P (-D)G_,0) = ©_,P(D)9) "= (G 4 P(D)o] (-x)) =
= G, P(-D)¢(-x)]) = (PD)G ¥ (-x)) =.9(0). -
La distribucidén M = G_*L, satisface entonces P(-D)# = L,

Se afirma que sopM C V. En efecto, dada ¢ <. COS (Rn\ V), es

(59) =~ G_*Lw) =(L, (G, ¢lx-y)) = (L, %)

La funcidn G*w/K pertenece a ! porgue G*y € Cw(Rn) v
satisface P(D) (G*¢) = 0 en V.,
Luego (L, G*p) = 2(G*¢/K):='éi

Entonces, al tener la ecuacidn P (-D)i = L y.  saber gque

I ,L son distrbuciones de soporte compacto, por el teorema

EA 3

.iaé,ise puédé c&ﬁcluir que.sop i1 C C_. (sop L) C.K’ porque
K es un compacto convexo gue contiene a sop L.

Sea ahora ¢ € C:(U) gue vale 1 en un entéi;o K€ de K.

Es:

L(£/K) = (L,£)

(L, £) = (P(-D)M,f)_%

= (P(-D)M, 9f) = (H,P (D) (PE))




w2~

P(D) (v £), es igual a ¢P(D) £ + términos en.los gue se deriva
al menos una>yeg la funqiénf?r.

., Como yﬁyigggﬁgpggrte contenido er K, lo anterior vale
entonces (M, vP(D)£) = (4,P(D)f) = 0 porque por- hipétesis,
. P(D)f = 0 en U, abierto que contiene a K.

Esto concluye la prueba. del caso a). .. .,

b) V es un abierto cualquiera.

Bastara entonces suponer:qué.v = Rnaf F <
n . ,
Sea gk%— {x %'R_/LXL-<53;?anI$te koﬂ tal que, K c B, -

0
Por comodidad, se supone que k0 = 1,

De acuerdo cén la parte a), existe gl‘é Cmeg) tal que

) P(D)g, = 0 en B, -
L o - A
/" sup [p%(g -£)] < e
K
la|s<n 20 - o o
Volviendo a aplicar esa parte, existe g, € cw(B3) tal que
P(D)g, = 0 en B,

-+ c - Ny . e
sup  [D%(g;=9,)]| < /2 :

B

|a|<N+1
Razonando asi sucesivamente, se construye gk € C (Bk+l)

tal qué

Ty - e
R H I

P (D ) gk ;s"‘- 0:_‘ en Bk + 1 T

_swp %9, -9l < e/
By 2
[o|<m+k-1




i

-Entoneges, g cumple P (D)g

e

Fijaééﬁa%ora una M-upla, B,

entonces, ¥ k Z* k . p > 1, ’ oL

0

B - - <‘T
sup |D Gysp gk)f S 2 u
B j=k+1 B

k

il ’k""p (RN S Vi Yo
< z e/ .j_l‘.‘;;g_:'_};o N
J=kAl p 0L ke

R R ..

"Como ng,ﬁan ;esu’ta que la sucesién {D

-

‘j.""' e —"
| é ITHE N ]_ Lo o3 g s
. sea k. / c!| N”‘“ se tiené

Sie N
—— T | L -
R g i 7T T 30g d
—_—— RS b

Fo .
o J(.A!.-:'.

ng} es de! Cauchy

R
e

en Cw(Rn), para cada n-upla B Por la comsletlgud ide .ese

espacio, debe existir g ¢

‘2 En gfecto, si k 2 m, se ti

DGy = O er;:_:v}zm.._*Lueg‘c')g, t
P(D)g = 0 en Em, Yo > 1.
En consecuencia, P(D)g val

Para conclulr el teorena,

- en K, como se afirma:

sup |Da(g-f)! < sup

-b

C (R )/gk + g en C (R )

st
AR I

0 en RM, 7 ”f+f

ene por construécién’que. o

e -’ .- .:" R r
omando limité para k =+ =, 'es

i

-t

e cero en todo R

falta ver que g aproximava; £

T G m e
.
""17‘-3(1/».

ID (g-9g, )I

i iy ERCELI ST R

-

+ sup ¢ [D¥ (g, -9+ s
- K ;

I P

Por construccidn de I+ el

~
-

< g, L RIS

Fl segundo se acota con

([l e P

o
sup |D (gj

j=2 K

A
)

| |<w T

[ L

ltimo término Puede hacerse

k ‘
I < Z e/ . < g.
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En cuanto al primero, por la convergencia de la sucesidn
'{gk} hacia g, puede hacerse arbitrariamente ‘pequéfio, si- se

toma k adecuado.

Esto concluye la‘prueba del teorema.

#

Demostracién del teorema 1.7. c)

Lo que primero va a hacerse, es obtener un cubrimiento y una

particién de la unidad subordinada, adecuados.

. .
~

: s Lt g Lot DA UEL T S
Se afirma que existe una familia {Kj} de compactos convexos

» [P i -7

R i T UESREIRT SRS R

““tal que
K, C k. .Uk, =u.
3 j+1 . A
En efecto, si U es todo R", basta tomar Kj =" {|x] < j}. si

R\U es no vacfo, esa sucesidn {Kj} puede construirse asi:

®mo U es abierto, existe una bola cerrada B contenida en U:

sea Kl = B,

Para cada x € 9B, sea a_ = a(x,r™\u).
Se toma éntonces K, = C (B U U :|y-xl < %3y
2 c 2
X€0B. . R
K3 se congtruye de la misma manera a partir de K2 y asi su-

cesivamente,
La particidn de 1la unidad'{wj} subordinada al ‘cubtimiento
'{Kj}, se pide que cumpla 1o sigqigntegwjje CE(U);

C ] . C - 3 > - . = -
sop ¢4 K3, sop wj K. Kj' J 2; Z ¢j>‘<1 en cada com

j+2 3
pactoﬁde u.

Estas funciones wj se obtienen asi:
s - ©
Sea Qj € C0 tal que ‘ - ) -

1 x € Kj §
o (x) = P ST
J( )

€ U~ B
0 X U Kj-l

La sucesién'{éj} conwerge hacia 1 en C (U).
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Luégo;“toméndo*wi = 5

{w%} tienk las propiedades pedidas.-.

Dada ahora una funcidn g € CQ(U), se escribe

g=7}gue, =7} g, o

Quieren hallarse funciones fj Bn Cm(U) tales que

) . : R I

I

P(D)fj = gj
Z fj converge hacja cierta £ en Cm(U).

En estas condiciones, serd P(D)f = gqg.

En primer lugar, como. g ?,Q;(?)f:megiéﬁfe upa-sclucién

fundamental para P(D), se puede encontrér fj.e:Cm(U) tal

gque P (D) fj = gj.

Falta ahora modificar esas: funciones . f, para que sigan

. . © =
siendo solucidn, pero con A fj convergente,

o
C amo SO . CK, .-K., es P(D)g, = 0 en K.; luego, apli
P9y o N I (P g i THegor AP

cando el teorema 1.9, existe h, en c” ™) tal qﬁe’?(D)hj

en Rn_y4ademés sup |Da(hj—gj)| <1/ 5 j = 2.
Ry_1 : : 27 0 .
lo]<3

Se consideran zhora las funciones fj definidas como

£, j = 1
3 j

£, = o
f . .~h > 2 v
3 3 - ;

Se tiene:
P(D)f. = P(D)E, = g. en U.
(D) 3 (D} 5 i !

. . i o Dy «©
Ademis, se afirma que la serie } fj converge éen C (U) .
3

Bl

¢j+l—®.; se comprueba.que la sucesidn

0
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En efecto, dados un compacto ¥k CTuy vy un namero natural

f-kw>=0;texiste:j0 tal:que K. C K, 1 ; k <Wj5.wEhtonces}

4

Jo~1
para j = jov es . " CeE A
sup [D*(E,-hn,)| < i B o

X i3 53 |

|| <k B

Luego, la serie de término general'pa(fj—hj) converge

uniformemente en K.

Fsto muestra que Z £, = £ en Cm(U).

TR | - Lo o .
Finslmente, P(D)f = g. . . ) |

Se concluye asi 1la pruebe“éei'teogémé 117:'0)
n
o T

i Corolario 1.2.-
Todo operador P(D)} de coeficientes cogstan;és,'es inyecti

avo.en: E', ST e R i L

Denostracidn

~" 'sea T € E' tal que P(D)T = 0; dada @ € C (R"), por el

. B T A - R - tO A T
* teorema 1.7. c), existe ¥ € ¢ (R") tal que P(=-D)¥ = o,

Entonces, (T,¢) = (T,P(-D)¥)y = (P(D)T,V) = O,

Luego se concluye gue T = 0,
1

Observacidn 1.4.

cmando se habld antes de la condicién necesaria de resolu

¢ 2 - ‘. i
bilidad local, se introdujo la nocidn de adjunto para un

operador P(x;D). Ese operador adjunto, P*(x,D) , cumple

o
que dadas ¢ ,¥ € CO(Rn)y es

. ':__ (P‘(Xv?.?‘p,r:.’{l"):z = (9')71)*(){:,;‘]))&)2
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dbnﬂe-(‘,isé

2Ry,

indica €1 ‘producto éscalar -en L
El operador P(-D), que ya aparécid ‘en T'a ‘prueba -del.teo-
rema 1.9, para el ¢asé de coeficientés’ cdualesguiera: se
define como Z(-l) D (aa .Y; o0 sead que en el”adjunto

aparece el conjugado de los coeficiéntes y en-el'operador

"P{x,-D), llamado traspuesto y‘nbtado:PF%XyD), no,

‘D adas T €=@'(Rn)y P € C:(Rn), se tiene
. t
(P(x;D)T,9o) = (T,P (x,D)v).

O sea, Pt juega respecto de 1la forma‘bilineal'(', )} entre

Py C:, el mismo papel que P* respecto de l; fo}ma.ses—
guilineal ( ,.Yz. .
Lo importante de recalcar en el corolario 1.2, es gue un
resultado de inyectividad sobre’ el operador P, se obtuvo
congciendo un rcsultado de su'r;'yé'ct"iviv.“uad éoI;re el operador transpues

to Pt_
Por otra parte, ese corolario 1.2 puede obteneérse también

empleando el teorema de Paley-Wiener.

Ejercicios I

1.1. Escribir el polinomio caracteristico yLéI leinomio
asociado, para cada uno“de los ‘operadores de Laﬁlace,
Cauwchy-Riemann, del calor, de Scﬁrgdinger y-.de lés ondas,

Decir cudles de elilos ‘son elipticos.

e o .oon . .
"l.2, Dado h € R , mostrar. que el operador de traslacion

T definidc como:

h?
(tyrT0) = (T,,0(x+h)) para T e D'@®%)w ¢ DR

no es seudolocal.
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1.3.' sea :P(x,D) un operador diferencial con cqefiq;gptes
indefinidamente derivables en .cierto abjerto U Q(gn; sea K

-una parametriz_.bildtera.para P(x,D) ..

it

F;SihR es un regularizante, probar que R+K es otra parame-
.triz.bildtera para el _operador dado.

d m

.o d
dt) < k3 -:_4' c

diferencial ordinario de’orden m, con coeficiénte’s: constan

. d. . ,
a4 i+ . P A== = .. - 5T -
1.4."5ea r(dt) Cm( ) + Co’ un ‘operdador

tes C, € C,
B

d . . -
Mpstrar'que P(EE) admite una solucidn fundamental G de

la forma

G = Hg
:donde:

2 BE(t) es la funcidn de Hgayiside,j; .
H(t') » = Ui
0 o t -< 0
g es la solucidn del problema:
4 =
P!‘dt)g = 0 - - -
) 0 0 €3 €< m-2
d 3 .0y = .
(dt) gt0)
= el !
lﬁrn 'l T

© :0'ué puede decirse sobre la propiedad de -ser. G- temperada?

Dar ejemplos.

1.5.

o

) Expresar el operador de Cauchy-Riemann en coordenadas

polares,
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. e Loeoa
oo mpcthpeb mEER T
b) Expresar el ogperador.de Laplace en coordenadas esferi-

A
S

mgeie 0T e T

P AR IS S

' n . . . .
cas en R, aplicado a una funcidn radial.

U S

-
L

1.6. . , I

a) Obtener soluciones fundamentales temgéradaéfpa§a“los

operadores de Leplace, de Cauchy—Riemanq, del calor y
de. schrodinger. L e e
b) De 1as distribuciones obtenidas en a) ;. decir cujles: son

Ve s -

funicidres localmente integrables, cudles.coinciden con

funciones indefinidamente derivables o analiticas en

n
Ry 0. . ot

H = - . U

ced e
1.7. Lo mismo qgué el ejercicio 1.6, parz la ecuacidén de

las ondas en una variable espa&ial,

-

1.8, Construirﬁsoluqiones»fundamenﬁaléé‘temperadas para

un 6perador'elippicouP(D)Ade_ordén‘I; en R'y en Rz.

- Comprobar que se obtienen funciones loéalménté'integrables,
e - T

que son analiticas fuera del origen.

. 2 . . ' — - 2 el
Sugerencia: Para R, observar que mediante-un cadmbio lineal

~'de coordenadas, puede reducirse el operador al de Cauchy-

R iemann. S aa s
Lo LT . . 2
1.9. - €Construir una solucidén fundamental del operador~§§4+I,
. o ) . L 1
en Roa Y0 o . a

¢Fs hipoeliptico? liostrar que es inyectivomen E'xn?l: ¢Es

; ! ! e
- sy

o i
Co H i

siempre inyectivo?

1,10. Emplear el teorema de-Paley=Wiéner para mostrar gque

todo operador P{D) de coeficientes constantes es inyectivo

en E'(Rn).
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tQué puede decirse si P es un opétador‘de coéficientes

variableg?

1.11. Mostrar gue el operador de rotacidn

(x,y) € R® o

<oy

Y
M ° N J /
no es resoluble en ninguna corona centrada en el cero.
S DI X .
Concluir gque este operador nc es localmente resoluble en el
. A R L TR e ’
origen. ¢Es localmente resoluble en algidn otro punto?
¢Cumple la condicidn necesaria de resolubilidad local de

e LIRS A S : .
Hormander en el cero?

1.12, Estudiar la resolubilidad local del operador . -

. p . ? ,
S - X?\-§ * y?‘; P (XFY) '€ R o

1.13. Dado -un operador P (%,D) de orden m, eliptico en cierto

. - n . T I P SR IR C
abierto U & R, probar porinducdcidn "sobre el orden de deriva

. cién &, que dado K-C U compacto,a’ m-upla entera no negativa,

existe C = C(K,c) > 0 tal gue 3
| o® ;(x,fzﬂlg,l < C(1+{a]) 1ol pare ¢k, |g] grande.
1.14, TS

a) 8i C(D) indica el operador del calor, P obar .por. 1ndLﬂc1on

"sobre el orden de derivacidén o, que dada una n-upla entera,

no negativa ¢, existe C = C(o) > 0 tal que

ey - Loy gl 1 o I
[o” - | = C(l+(g|)-l—-2- o] pera ' ahE“l”:gr‘an_de

C(-2mig)

o i

b) Construir una parametriz seudolétal para el operador C(D) .

ey
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a) Sea P(D) un operador cuyo polinomlo asociado varifica:

Ixisten constantes 5?&;8,5{}62 > 0‘talés gue

oo 6

[p(-20i(e+iq))] > cua+|g]y *
U SRR & o8
para |§| >N, Inl < EIEI 2

Siguiendo el .razoenamiento hecho. en-.el teorema 1.5,

probar que P (D) es hipoeliptico.

b) ObtenernlardgsiguaIQad_que figuraven a), para el ope

; rador del calor. )

'1.16. Sea G una funcidn entera. -Probar -que:iel .operador G*

es un regularizante analitico.

1.17. Dado k = 1,2,..., pProbar que existe m = 1,2,... tal
gque las soluciones fundamentales del operador Am, son de

clase Ck en todo R,

1.18. Enunciar y demostrar el lema 1,7, para un operador

P(x,D) de orden m, eliptico en cierto abierto U C R,
'Y

Mostrar una solucidn analitica, real, pero no analitica

2
S

| v

= S xp -1 )

1.19. Se considera el operador

Y
o
»

[ d

compleja, de la ecuacidn

%S = % en C\0.

1.20,

a) Considerar la ecuacidn del calor en una variable

espacial:
Q2

i 2
5;2 v {(x,t) ¢ R,

) v
S




-72-

100

Describir las soluciones de la forma

u(x,t) = V(X)W(t) e

>
I
.

- C C
supqnieqdo v,w € C (R).

P 3 R

b) Lo mismo qgue a) para la ecuacidn de Schrgdinger

c) Comparar-los resultades :obtenidos.

1.21. sea P(D) un oﬁé;éHSEiéuﬁé ﬁbiinbmioiaéociado veri-
.fiééyla'éesigualdéd‘déihejefchié 1.12.

:0ué puede decirse de la integrabiiidaé“loéél de 1la
solucidn fundamental construida..en ese ejercicio?,

toee

I
. ~
- . o
Lhd . o
E - !
.
¥ »
.
—_ - . ~ -
i. M1
- i -
N
/
(SIS - N
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