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§1. La integral de Bochner:

Sea X un espac1o de.Banach complejo. “Su’ rioriia ‘66° indicara | HX

"5 bien |l H cuando no haya p031b111dad de’ confusmn° Dado UERY me-

dlble, se consideraran funciones f:U -+ X; a algunas de estas func1o

- ....‘ I ,

‘nes qulere a81gnarsele una 1ntegral en U relatlva d Ta medida de
Lebesgue; el valor de esa integral Serd un elemento de X. Cuando X
sea el espacio de los nlmeros compléj9§=C§'sefbbteﬁdré la integral

de Lebesgue usual.

Definicidn 1.1:

Una funcidn t:U » X se llama funcibn escalera si

Do

N __iA. o

t(x) = ) v, %k (x)
.4 E.VT 0 Lk
j=1 3 By ‘
'“dbﬁdéxkg.HfﬁaiCa'laifuncian”cérabtérisfiéé“ae:sdbconjﬁntos'ﬁedibles

o S e el A ; S e -
Ej de U, de médida fihitdy disjhntOS'y“V5 eX,
‘Puede”pensarsé ‘que una fincidn escaléra estd definida en todo

R" prolongandola por cero fuera-de U.~

Definicién 1.2:

‘Una funcidn £:U » X se llama fﬁepteménfe’mediﬁle si existe una
sucesidn {tm} de funciones escalera tales que

tm(x)v'; f(x) en X, pp en.U;“
Ti><o

8i ¥ = C, c¢nta nocidn de medibilidad fuerte coincide con la

medibilidad usual de Lebesgue.

BMRLIDTECA
¢ »ASTOR"”
Lo, &0 MATEMATIC!
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TS R 1 sS4

t

fuertemente medible, entonces I£(x)i como funcidn de U en R es medi

PRUFNE) el il

ble. T e 2l
et LT coafe om0 ‘ ARG 1 L LS RS S R

) En efecto, basta observar que If{x)l es el 1imite pp de la su

it " - - EEVE [ e

cesidén de funciones escalera medibles = L .
ST . . LT R IR 28 s e L o AN

e 0BG = TSk

LTI RTE e o g

tiene el siguiente

O
[
\

Lema 1.1:

PLr o D
Sea f:U > X una funcidn que cumple:"

Paravcadawsubcqnjuth4Eydg_deg medida finita, .existe una..suce-

coi AR

e

sidén de funciones escalera.que converge pp.en E hagda £. . ..

o v}

_Entonces puede pgpg;uirsgggue;ex;§ﬁe;@pa3§ggesi§n‘dggfunciones

escalera que converge pp en U hacia fu ... -o. s lohh el o

Demostracidn:

Puede escribirse U.=. U :E, subconjuntos medibles:y. disjuntos,
I S Te. PR = k}j.
de medida finita. . e o e et i s

AR R0 S VUGS U S A [

iy

. . . . k .
Por hipbtesis, para cada k existe una sucesidn {tm} de funciones

escalera tal que o

i LTU

B .—%i(x) > f(x) en E - o
bitaty BIEN Rk U R ST B S L

Fijado m, sea

8,(0) = £ () +ot thx).
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. Es una funcidn escalera, Ademds, dado x € U, existe un Gnico

Ek tal que x € Ek. Por lo tanto para m < k, sm(x) = 0 y para m'? k,
-k ‘
s (x) = t_(x). |
Luego Sm(x) + f(x) en X, pp en U..
- ' Mmoo o -

Esto concluye la demostracidn del lema 1.1.

S
W

Ctra manera de, enunciar el lema 1;1 es diciendo . que para que

. £ sea fuertemente medible en U, basta con que lo sea en los subcon-

i

juntos de U de medida finita.

Dada una funcidn escaléra t(x) = ) vy Xg o Se define
3

- )dk = . |E:

Jum@ vy e

. T o
donde |Ej| indica la medida del conjunt: L..

WA

Las funciones escalera forman un espacio vectorial complejo;
sobre 81 la integral que se acabd de definir es lineal.

En efecto, no hay dificultad en comprobar que

J (at(x) +‘Bs(x)}dx = &"I t(x)dx + BJ é(X)dé-
U U U

Por otra parte, también vale

“HJ £(x)dxl éJ 1t (x)1dx.
U v

Se considera ahora f:U + X funcidn fuertemente medible para la

cual existe una sucesidn {tm} de funciones escalera tal gue
lim J uf(x)—tm(x)n dx = 0
me : P C



T .
FINAE T . : Cotmina. k, o L
< Se afirma que entdnces tn(x)dx forma una sucesidn de Cauchy
e - E N N - - 1

- i . .. - oo Elal -
U R O - c s N
en X. T -
En efecto: T Fel

uJ tm(x)dx_.-:__J t _(x}f.xi] < J_“tmsx_)_, "~_'fci§(X5hdx <

. {.T::‘,i,

U U CU R SRR

<j utl;:('x) ZEG)I ax +J T, () T EGoax > 0
R ST T KPR ? : 5 e L0 ‘ . m,k—>°_°

S -

indicard f f(x)dx talTQﬁe
R U . . i

Luego existe un elemento de X, que se

4

TJ t_(x¥dx  »- J F(x)dx e
o e

En primer lugar J f dx no depende-de la sucesidh:elegida. En

- . U . . -
efecto, si {tm}5 {sm} son sucesiones de funciones escalera tales
! 1 - e . o

~rog

que o s

It <fidx =70 J te _-fhdz > .0, .. entonces
‘ ) R S 3R

28

lt.s+s il_dx;<J I+ -fllax + J ls ~-fidx =~ 0.
mome AT B POomL mbee

¢

/

y ,; v U

Definicidn 1.3:

e

3

Sea f£:U + X una funcidén fuertemente medible tal que I {t_}

ISR

sucesidn de funciones escalera cumpliendo S

T " .
i i -

' R R o
, J bt ~fldx > 0 .‘
il i)l ST - g
4 LA ss RS S SO L
U T R R . B S O R I

Se dice entonces que{f_es integrable Bochner y se llama a

1

J £ dx su integral de Bochner. ' L
U




Lema 1.2%

1) Si f es 1ntegrable Bochner9 entonces Hf" es 1ntegrable Lebesgue y

ademas

l J faxl < J 1£lldx
U v -

2) Dadas f,g:U » X funciones iiitegrables Bochner y a,B € C, se tiene

que of + Bg tamblen es irtegrable Bochner y vale

J (af+8g)dx J fadx + B J g dx. -
U N U U

Demdstracidn:

1) Ya se sabe que iifl es medible. Por otra parte, .si

J Htﬂ—fﬂdX'”+ .0,  entonces
i nas

U
' J i £ldx < \‘ llt Jdx + J’utm-"'fu dax
U U

Para m m, adecuado, se comprueba por ejemplo que . -

J ﬂfﬂdX‘§_J.Ht ldx + 1..
LRS- ] Vg
U U

Por otra parte,

y J £ dxll = lim I J t dxl <1 J It fax< .
U m U m U Tt oy

< 1im J "tm-fﬂdx + J hFllax = J £l ax.
iy
R U U

2) Se sabe que af + Bg es fuertemente medible. Por otra parte,
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an dx -+ BJg dx = o lim J tm dx + B lim J s dx =

AR = lim J(atm N ssr'rlﬁ:élx = J (of + Bg)dx
porque

J faf + Bg - (atm + Bsm)lidx <

R o - st o . LRSS T o ’ o

< af J If-tlldx.+ |:s.|.-fJ lg=si ldx <> 0.

. . m
Esto concluye la prueba del lema 1.2.. = .o~
#
Definicidn 1.4:
_ Se indicarid G

1
4

Bl(U;X) = {f:U > X/f es_.integrable Bochner}.

Cuando no haya lugar a confusién también se notard simplemente

Bl.
Proposicidn 1.1:. = - * .77 a0 -

B1 es un espacio de Banach definiendo bémo Aorma

IIfI|1 = J I £lid=.
U

Demostracifn: - § W

De acuerdo con lo probado en el lema 1.2, falta demostrar la
completitud.

Sea {fm} una sucesidn de Cauchy en Bl. 0 sea

I -f ldx =~ o}
i m "k m, ko
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Por definicibn, para cada m ¢xiste.una funcidn escalera t  tal
S o

que T s

J If -t llax < L. )
m m .
v |
Entonces a i‘. . '“;—: M o ‘ - . 3,_'.
- < - - —f dx oo <
J ||1:m tk"dx < J bt fmudg + J__ntk ;_khdx + J I £, ldx
U U U : U
< l-+ }-4 "F~flldx =+ O
m k m "k st
4 m , ko
Por lo tanto, dado L=21, 3 =m£ tal que para m,k => m£, es
1
- < =_
J Htm tkﬂdx )
U 2
Entonces puede contruirse una sucesidn {tm } tal que m, < Mg
2
J It -t llax < 1—2
g e 2

Por lo tanto,

) J T
21y M My

El lema de Fatou“pérmite concluir que

J (bt B+ ) Bt =t Ddx <. - T

m i m.- m p
TR S 2 S 2 v S ¥ '
En consecuencia sz tien=

"tm I+ ) ﬂtm -t 1 <o pp en U.
1 =1 ARl £ . o

Al ser ¥ um ~--=c’o dc Nonack se deduce cue
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poovan £

converge

ppAén U, hacia una funcisdn £:U - X, que es por -18 tanto fuer
temente medible,

Ademis -

J ﬂf—tm Jdx = J i z (tm -t Max <
i L+1 % =L+l 2+ 2

! ~ " D s ! A
< J bt -t dx
) =L+l L+l L

Si se aplica el lema de Fatou, resulta que esto puede acotarse

con

) 'f'ﬂt et fldx >0, Do
WL+l Y 241 R [

Esto muestra que f es integrable Bochnér..

fina;mente
J If -Flidx < J If -t flax + J it -t  fdx +
m m m mome
8] U U -
+ J Htm ~Flldx . ‘
U % ' '

Con lo cual fm +~ f en Bl.

Esto concluye la prueba de la proposicidn 1.1.

oL . #:,;f"—:_ T

LT

Proposicidn 1.2: (Tedremd de convergencia mayoradd jpara la integral

de Bochner).

B UnLDITL L

Sea {fm} una sucesidn en BY tal que

"fm(x)" < g(x), con gEU + R integrable. "
Si fm(x) - f(x) pp en U, entonces f € El y

J I£ -£ldx + 0
m
U




En particular ‘ B

J f dx » J f dx. E - 'i“;Tﬁ :
m e %4 i
U U ' 5

Demostracidn: I EVEE TS

Fijado k, se tiene ©’ E S R

£ (0-£, () £(0=E, (1) PP

m>e

(D

n U.
Por lo tanto, St v

Hfm(x)—fk(x)u»ﬂi3"mf(x)~fk(x)ﬂ. -
T>co

De aqui se deduce que las funciones | f(x)-f, (x)I son medibles

Lebesgue.

Ademds, de acuerdo con las hip&tesis, se tiene

Hf(X)-fk(X)H > 0 pp en U
k-reo IS A

Hf(x)afk(i)ﬁ_<§2g(x) S PR T PIRET SY g

Se estd entonces en las condiciones del teoremaide:convergencia

mayorada de Lebesgue. Por lo tantc, .

s el

g l‘iﬁ'\"‘f'IE f'(x)*-fk(x)ﬂfdx"-"—i'o-. T it pon
Jero0 4

Falta ahora comprobar que f € B1 y qua J fk ax > J.f dx.
: ' : ol SR ERNN S i U’
De lo anterior se deduce que

I lim J £, -f jdx -3
K .o k m
9. - ) U: - PR " - . .
R - '.1. - n S 1 Mrroo4 S
Seglin la proposicidn 1.1, debe existir £ € B~ tal que

£ % 1
-> .
X en 3. ' ) p < e e



" “Demostracidn:

.=10-

0 sea,

J ufk-%ndx s 0.
U keres

Por lo tanto

f\, .
J If-Flldx < J Hf-fkﬂdx + J H%—fkﬂdx -~ 0.
U U U ke

Es decir f y ¥ coinciden en casi todo punto de U.

Resulta entonces que f € B1 y ademis

I £ adx-| £ axlh-< - §f ~Flldx -, 0...
. k . k .
U U U

 Esto ddﬁéiﬁ}éiiaiﬁrﬁéba:de“la proposicidn 1.2. - -
#

Proposicidn 1.3:

Dada f:U » X, son equivalentes

a) £ € B " L

b) f es fuertemente medible y lfl es integrable.lebesgue.

a) = b) ST T e e
Por definicidn de pertenecerfa;Elﬂggsffuertgpente mcdible.
_ En consecuencia, [fl es medible Lebesgue.

. o ‘, i FA EE ""'.__:f' I ~ . P .
Sea {tm} una'’sucesidn de funciones escalera tal que

J Hf-tmﬂdx + 0.
i e
Existe entonces my tal que J Hf—tm ldx < 1.
Por lo tanto, U
J Ifldx < J It lIdx + 1 < =,
Mo
U U’
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b) = aj

Por ser f fuertemente medible, I una sucesidn de funciones

espalefah{{ﬁ}'tai“qﬁé : D T,

N -

—e alls T

‘tm—#f pp en U.

Sea ahora T S

Cco= {x € U/t G < 20£G)N}
. I R S St ';’»i' Lo '_?'U'*‘_ - -
. : - )
Cﬁ es un subconjunto medible de U, para cada m.
Se considera LT o
5, (%) = Xg (%) tm(x)”. - '
m e
{Sm} es una sucesidn de funciones escalera ‘que cﬁmplé ‘
s (¥ < 21£GAOL, ¥ m. :

- . Ademds .. P

Ast‘n(x-)z:'} > £(x)" .pp.en U.

m-><co

En efecto, basta observar que a menos de un-conjunto::de; medida -

nula, es

U=UC¢C |
m
m

Entonces se estd en condiciones de aplicar la proposicidm 1.2.
:+ ~.Resulta que f'E Bi,

:Esto..concluye-la prueba de la proposicidn 1.3.

#‘ R

De la demostracidn de la proposicidn 1.3 resulta-tambi&n que si

1 y(tm(x)<iif(xj‘ pp en'U, éntchcesfsm Exc"tm cumple simultd
m

neamente sm(x) > f(x) ppen U -y
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J Is -fidx > 0.
m

0 sea hay una sucesidn de funciones escalera que permite compro

bar simulténeamente que f es fuertemente medible y que £ € Bi.

Corolario 1.1:

Si f£:U > X es fuertemente medible y acotada, entonces pertenece

a Bi(V;X), para todo subconjunto V de U medible de médida finita.

1

Demostracidn:

Basta observar que xvf estd en las condiciones ae b) de la pro

posicidn 1.3.

L# -

Proposicidn 1.4:

Si £:U » X es fuertemente medible, g:U > C es medible en el sen
tido usual, entonces el producto multiplicativo f.g:U - X es fuerte-

-temente:medible.

Demostraci®én:

Sea {tm} sucesidn de funciones escalera tal que
T (%) > £(x) . pp.en U, en X.

Al ser g medible en el sentido usual, ‘se sabe que existe una
sucesién*{sm} de funciones éscalera’ "escalares', tal que
:;ém(x)f+,g(x) pp en U, en C.

T Entonces_itm sm} es una sucesidn de funciones escalera tal que

tm(x) sm(x) + f(x) g(x) ,pp.er. U, en X,

Esto concluye la prueba de la‘proposicién 1.4,
4
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Proposicidn 1.5:

Sea Gfm} una sucesidn de funciones fﬁ:U + X fuertemente medibles
tal que fm(x) + f(x) pp en U.

Mmoo
Entonces f es'también}fgertemente medible.

Demostracidn; -

Se sabe que f_ cs  fuertemente medible para cada m y por la pro

£
m

osicidn 1.4, tambiédn 1o €5 ———=—
P 1.4, €S I E

Ademis

fm ; f
1+Hme 1+ 5
>

Por otra parte, es

£

m
-—-‘ < . .
“1_*_" fm“ ’ = 13 ¥ m. i L oned

es integrablé Bochner en

.- : . e - S F
. 1 —_—
De 1la proposlclon 1.2 resulta que 1+“fnq

los subconjuntos de U de medida finita.

El iema 1.1 asegura que ‘es fuertemente medible en U.

.f.
1+ £
Finalmente, la proposicidn 1.4 permite concluir que -f es fuerte-
mente medible en U.
Esto concluye lz pruebz de la proposicidn 1.5.

#

Definicidn 1.u4:

Dada f:d + X se dice éﬁé es débilmente medibié si la funcidn
fof:U -+ C es medible para cada forma £ pertenéciente a X', dual topo
1ldgico de X.

Es claro que-toda funcidn, fuertemente ﬁedible eé'débilmente

]

medible.
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Dada f£:U + X continua, resulta débilmente mediblé, “pues.para

“cadd 2-€°XY; a1 ser gofzU. > C continua,. sg sabe, que es.medible Lebesgue.

Definicidn 1.5: Tl : S g

ol

Una funcidn f:U + X se llama sepafabiéﬁéhte”valuédiséflia imagen

f(U) es un subespacio topoldgico separable de X T e

B

“Se aira que f es cadsi separablemente valuada si existe un sub-
conjunto E de U de medida cero taique,f(U\E).es separable.
Puede probarse que si f:U + X es continua, entonces es separa

blemente valuada. (Ver {1}, p. 73).

Proposicién 1.C: (Pettis)

Dada f£:U » X, son equivalentes:

a) £ es fuertemente medible.

b) f es débilmente medible ydcagi separablemente valuada.
En la demostracidn de esta proposicidn se necesitan algunas no-
: Ui Y .

ciones auxiliares gue se dan a continuaciln.

i

Définiéién.l.G:

Un subconjunto § C X' se dice que es determinante para- %:si para

cada v € X vale |

Ivll = sup {|2(v)]|}
2ES

Esta definicidn img};qaigug “l“x,j< 1, ¥ L€ 8,

En efecto:,

Por definicidn es HQHX, = sup |&(v)|. Si fuera HlHX, >1,
pvii=1 o

‘deberia existir v € X con lvi = 19"|2(V2| > 1, luego

sup |2(v)| > 1 = qvi.
€8
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Ejemplo 1.1: N L _ I

- o . e . P ! o
- ."A partir -de un subconjunto denso en X, puede contruirse un con-

- junto determinante.

En efecto, sea {x.} un subconjunto denso en X, Pljado 1,

i€l
existe g; € X' tal que £;(x) = Uxyl, lgy ﬂxa =71,

Se afirma que t&i}:

je @S un conjunto determinanteipara X.

En efecto: PN : oenhy
Dado x € X, eb claro que fIxi > sup |£ (x)| o

S 1_Amm__ Co e TR
Por otra parte, dado ¢ > 0, existe X, tal que [x-x, uX

A

lixII S hxexglo+ dxgl = et (x;) <e + [2;0)] + [0 Gex)]

< 2e +

Por lo tanto se tiene

Il < 2e + sup lgi(x)|, -
200l Lo i v .

Como consectiencia, si X es un_espacio separable, entonces admite
un conjunto determinante numerable.

Ya se observé que si f es fuertemente medible, entonces | £l
as ﬁedible en el sentido usugl; respecto dgllas funciones débilmente

medibles, se tiene el siguiente resultado:
Lema 1.3:

Si f:U > X'es dabilmente med ble y X admlte un con]unto determi-

nante numerable S, entonces [ fl es medible.

BEEL_“_/TECA
“uLtt = on xSTOR”

rl Yol

- .
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Demostracidn:

Por definicidn, es If(x)l = sup |Rof(x)|, para-éadd,x €-X.
— . 2E8
‘Como"f &s*d8bilmente medible; cada funcidn Lof-es medible y por
lo tanto lo es |20f|. El supremo tomado sobre una:familia numerable
tambidn-Pesulta entonces medible.
Esto concluye la prueba del lema.1.3. . :
De la pruéba del lema resulta que basta saber Que fof es -medible

para cada forma £ en el conjunto determinante numerable S.

3
1

Demostracién de la proposicidn 1.6:

a) =b)
Falta mostrar que f debe ser casi separablemente valuada.
Por definicidn, existe una sucesidn {tm} de funciones escalera
y un subconjunto E C U de medida nula tal que
tm(x) > f(x) en X, para x &€ UAE,

La U‘tm(U) es un conjunto numerable. Ademésuf(UﬁE) Cvu tm(U)n
Este muestra que f(UAE) es separable. '

b) = az

Sea E Ccu éubconﬁuntp Qg medidé'nuia tai:éue ftU&E) es separable.
Se reempiaza U pof UvE v % p5r ei éﬁbespé;io:qerraa; Y de‘fégenerado
por £(UsE). Y resulta un éspacioséébarabie;.Por lo génté‘adélte un con
junto determinante S numerable, construido en el ejéﬁplomiilla partir
de un Schonjuﬁté“denso y numerable de. Y. S& afirma que dada £ € S,
20f es medible; en efecto, por el teorema de Hakn-Banach, existe L € X!

que extiende a %£; luego Lof es medible en U y en consecuencia,

Lof/U\E = ZOf/U\B es medible. .
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Por lo observado al final de la prueba del lema 1.3, resulta gue

pnry cada v éiY;.la funcidn i£f(x)-vl es medible en URE.,

-

Seglin el lema 1.i; basta mostrar que f es fuertemente medible

“*éhcada subconjunto V de~U\E.de medida finita.
" gea {;m}-el denso D de Y.
Para cada g > 0, se considera
E° = {x € V/£(x) # 0, |£(x)-v I <e}..

ES es:medible y U ES = {x € V/f(x) ¥ O}

m
~;Sea.ahora- o
7 ] g?:\*? S T
“ El Ei .
E _ . L.“s ‘ ) -
e T B B k220 :

{Fi} es una familia de subcoﬁfuﬁfbs de V medibles, éisjﬁﬁtos y de medi

i -da finita.,

Sea t (x) = Y vy X (x) -
€ o k €
k=t Fp

‘Esta funcidn se expresa para cada g > 0 como limite de la suce-

sidn de funciones escalera

N Ig -
t(x) = v, X (x)
€ =1 k FE

k

Por definicidn entonces, es ts(x) fuertemente medible.

Finalmente se tiene’

f(x) = 1im te(x)  x €V,
e>0 :

" De acuerdo con la proposicidn 1.5, se concluye que f es fuertemen
te medible en V.

Esto termina la prueba de la pruposicidn 1.6.

#
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De esta proposicidn y.de lo mengiqngdp antes resulta que toda
funcidn continua ‘es fuertemente medible. N |

Una funcidn f:U - X;se,llamavdébi%pente continua si;g;f:u >C
es continua para cada & € X'. Es claro'que todéifgncién aébilmenfe
continua es débilmente medible. Tambi&n puede pfobarsé que'es separa
blemente valuada. (Ver {1}, p. 73). En consecuencia,ztoda fﬁncién
débilmente continua es débilﬁente medible,

También resulta qué siwél esbacid X es separable, "entonces los
conceptos de medibilidad fuerte y d&bil coinciden. Esto facilita
notablemente el comprobar lé medibilidad de unaiﬁuncién. Por ejemplo,
si X es un espacio de Hilbert sgparable, £f:U + X seré fuertemente
- medible si la funcidn escalar (f(x),v)k e3~mééi$le iebesgue para todo
v € X, donde (,)X indica el producto escalar en X.

Como consecuencia de lo que se acaba.de observar, de lg.?roposi
cidn 1.2 y siguientes resultados, sé‘tiene:

Sean fn:K.+ X, kK CR" compaqto,fépqionééﬁ;gpﬁinpasAtales que la
sucesidn {fn} converge uniformezente il K haci% f;K ; X.

Entonces f _,f € Bi(K,X); acemds H

J fn dx = J f dx
Ko me g e

Proposicidn 1.7: (Teorema de Fubini para la integral de Bochner).

Sean U C Rn, v C R" subconjuntos medibles.

‘Dada £:UxV » X perteneciente a_B%(UxV;X), se tiene que

el J £(x,y)dx € BL(V,X)

U
I
d J' f(x,y)dy € B (U3X)
v
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y ademds valen las igualdades

J fx,y)dx dy = J [J f(x,y)dxidy = J [J f(xsy)d§73'5;%
Uxv vV U Uu v

Demostracidn:

Como el resultedo se admite:conpcido para funciones escalares,
tambi&n es cierto para funciones escalera, lo cual se compruebz sin
dificultad. (Ver {2}, p. 157).

Sea {tm(x,y)} una sucesidn de funciones escalera tal que
J I£-t_lax ay < 1/,q.
UxV :
Para cada x € U, sea g(x) = Z J Hf-tmﬂdy.
i ! my
Puesto que

J g(x)dx < J J {J uf—%mlldyjdx =t e
4 S R .

=¥ { --“fftmudx;dyuﬁ:z 1fom = {5
J " ey i

se deduce que g(x) es una funcidn finita pp en U y por 16 tanto existe

1im J nf—tmﬂdy = 0 pp en U,
M

De la proposicidm 1.3 resulta que I h(x) =.wazx,j}di’ Pp en x € U.

Vi
Ademds h(x) = 1lim J tﬁ(x,y)dY'ﬂpp'én ® € U,

m>x

\Y

£

0 sea que h es f sertemente -medible en U,

Por otra pérte se tiene, (ver [ 2], .p. 156)

b
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J Hh(X)‘J tm(x,y)dxﬂ < J [J Hf—t%ﬂdy}dx,i,i- - -
U .V g Vv
= HthmHax dy - 0.
{xy Mo .
~“Nuevamente por. la.proposicidn 1.3 se obtiene que -
‘ ‘IH J/ h(X)dX = ;[[ J: f(X,y:)dy} dX_’ o ST L Lo
U o v o
Ademés, es . SEEel
J [J f(x,y)dyjdx = J h(x)dx = lim J [J tm(x;y)dy]dx =
U v U N T
= lim J tm(x;y)dxidy = J f(xiy)dx dy. :
e UxV UxV

La ~tra iptegral iterada se estudia de igual fofﬁa, cont’ lo cual
se concluye la prueba de la proéosicién 1.7, i
#

Es claro que Bl(ng) es el,anélogo del espacioiLi dg las funecic
néw integrables Lebesgue. También puede introducirse la versidn vec-

fbriai'de‘LP; para 1 <p <, o, Y e -

Definicidn 1.7:

.Bm(ﬁ;X)~g?{fgul+Vx}fuertémente;medible jﬁf(x}ﬂX§§M, pp en x € U}.

Se considera en pm(U,X) la norma

o

1€ = inf{M/Hf(x)ExséM PP en x € U}.

No hay dificultad en comprotar que.Bw(U;Xjnés uﬁ'eéﬁécio de

Banach.

Definicidn 1.8:

Dado 1 < p < =, se considera
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Bp(U;X) = {f:U » X fuertemente medible/ I {fm} funciones escalera

cumpliendo [ Hf—tmﬂpdx > 0}. : 5 s
U m->o R

De manera andloga a lo hecho en latgroposicién 1.3, puede probar
se que f:U » X pertenece a BP(U;X) si y sBlo si £ es fuertementc modible
y 1E1P es integraple-Léhesgue,
Con la rorma
£l = (J 1£1Pax) /P

U )

’ buedéﬁprobarse como en la proposicidn 1.1 que Bp(U;X),es¢un*espacio

de Banach.

Proposicidn 1.8:(Desigualdad de HSlder-, primera‘i've'r-:siéi‘fi-).

Sean f:U - X perteneciente a Bp(U;X):“gEU‘+ C ﬁérteneciente a

i

q
L 1 + 1 1..
"“/'P : /q

Entonces f.g:U - X pertenece a’Bl(ng) v ademési

AN

Hf.g"l < Hfﬂp.ﬂgﬁq

Demostracidn:

1

Por la pfoposicién 1.4 se sabe que fg es fuertemente medible.

Falta ver ahora quéfﬂfgﬂ es iﬁfegrable Lebesgue.

: -~ - Sy "' B 1
J Ifghdx = J HEl |glax < (J 1£1Pax)*/P (J lg|? ax) /a .
U U U 8]
~ Es claro también el razonamicnto cuando p O g es w©,

Esto concluye la prueba de la proposicidn 1.8.

#

Proposicidn 1.9: (Desigualﬂad de Hglder, segunda versidn)

" Sean f:U > X perteneciente a BP(U,X)? g:U + X' perteneciente a

TEP(U3XY), 1/p + 1/q = 1.
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"Entonces

(g,f) U=~cC

X'x
es una Funcidn integrable y ademis

J (g, E)dx < ligl 0gl

X'X i : T
) ndu,xt) ' BPU,X)
Demostracidn:

Como la forma bilineal (g,f) es continua, si I funciones
. , S v :
éscélerai{ta}, {sm} tales que o
tm +~fen X, ppenU
s, > & en X', pPp en U,
entonces (Sm’tm)X'X > (g’f)X’X pp en- Us -
>

Aplicando ahora la desigualdad de Hglder.escalar se tlene:

U 1(ga8) o, o] dx <J lghs, £l dx < Igl i .
i XX A 3d(u; ¥y BP(U;X)

El razonamiento a usar cuando p o q vale », es claro.

Estoeoncluye la prueba de la propesicidn 1.9.

#t
De esta proposicidn resulta que quU,X')Jgs?é:ip:luido en el
dual de BP(U;X), La reciproca es también cierta para 1 < p < o, (Ver
[3], p. 3845w - o |

En el mismo espiritu de las proposiciones 1.3 y 1.9 pueden darsce

dos versicnes del prdducto de convolﬁcjén, obteniéndose tambidn desi-
gualdades del tipo de Young. (Ver {2i, p.. 228).

Con la misma té€cnica que en el caso escalar, se prueba que dado

no_,. ' . . o . ‘ .
U C R abierto, las funciones de BP(LJ;X)5 1 < p <=, que son continuas
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y de soporte comppctc C U, forman un denso. S T

Tambidn ) ' S

7 lim JHf(x+h)-f(x)Hde =0
W0 0
para £ € BP(U;X), 1 <p < =. (Ver [ 2i, p. 228).

Proposicidn 1.10:

Sean X,Y dos espacios'aé’ﬁénach y sea T:X - Y un operador lineal

y continuo,

RN R _5’:‘_-{,;»”:__‘_ i . o
Entonces 1a &plicacidn’ - - T

P x) - oFUT)
£ > (TE)(x) = T(£(x)) | S
estd bien défiﬁida,fesiiiﬁeal y continua.

En particuler, cuando p = 1, vale

T(J £(x)dx) = ]"ka)(x)dxq‘
u U '

Demostracidn:

Cuando f es una funcidn escalera, 2 vj XE s If resulta la fun
. e ‘ J e e
cidn escaléﬁa”z“TVj’XE s para la cual vale:
IT£I¥ = Yirv
P

B < TP ) PB = 1P ie .
STy ] j| Il ZHVJPX | ]| ITh® 1 IP

Ademds ‘ é'ﬁ

T(| £ = v |E.]) = YIv. |E.| = 3

(J ax) = T(} v]| jl) LTV] | ]| [ TE dx
U

U

Si ahora f ‘es cualquiér funcidn de BE(U;X), sea {tm} una suce-

sién de funciones escalerd tal que . .= -

[ Mf—tmﬂp ax » 0, tm(x) + £f(x) pp en U.
"X
U



I

{Ttm} es una sucesidn de funciones escalera en Y que.converge en
casi todo punto de U hacia T£. Luego Tf es fuertemente medible.
Por otra parte,

e Do e s
J | TE TthY dx < |Tih J £ tm“X dx »>. 0.

Luego Tf € BP(U;Y). Ademds

P P p . R
J anﬂY dx < ITl [ HfHX ax
U : g

0 sea la aplicaci®n es contiiui; es claro que también resulta
lineal

Cuando p = 1, de J an—TtnMY dx - O; se deduce que

U s B _:_.“; -

J Tf dx = lim J Tt dx = lim T(J t dx) =
m . : o BTl

U me Ty

it

T(1lim J tm dx)-= T({ f dx).
m->re U L M

Est~ crncluye la prueba de la proposicién 1.1(.

#
Lema 1.4:

Sea U= U Um, unién creciente de subconjuntos medibles.
M . . - '; .t . . -
Si £ € p1(U;X) entonces £ € Bl(Um;X)5 ¥ m y ademds

J £ dx = lim J f dx
U ™0
m

Demostracidn:

De acuerdo con la proposicidn 1.3, es claro que f € Bl(Um;X).

Por otra parte, si X, indica la funcidn caracteristica de Um, es
e B Do
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J f.dx = J.X Fax, . ... -
. kS ' oM - - < J . :
U U

mefﬂ < Ifl, que es integrable en U, por hipétesis.
Ademés, me + f puntualmente.
mo>e
Se estd entonces en condiciones de aplicar el teorema de conver-

gencia mayorada para la integral de Bochner.

Esto concluye la demostracidn del lema 1.M.#

Definicidnh 1.9:

Dada f func¢idn definida en un entorno del punto t. € R con valores

0

en un espacio de Banach X, se dice que es derivable en: t,_si existe

0

vy € X tal que

”f(t0+h)if(t05

h B Voux ﬂ:@ 0

Se indica v, = £'(t.).
0 0
De manera andloga al caso escalar se comprueba que toda funcidn

derivable es continua y que valen las reglas habituales de derivacidnm.
Lema 1.5:

Sea f deriveble en to v sea T:X - Y un operados lineal y continuo.

Entonces Tf es derivable en t.

Demostracibni- - - . ) L e

Basta observar que

“Tf(to+h)—Tf(to)
Tv

: I F(t +h)-£(t.)
_ 0 0
h - ol ‘Wﬁ

h - V&‘

<
Y

'Y

”f(to+h)—f(to)
h -V

< |ITi -+ 0

£ 0
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De paso se comprueba que (Tf)'(t ) T(f'(t )) #

Mds generalmente,

Lema 1.6: SRS T oo

“Sea T un intervalo teal y sean f:I + X, T(t): T F LK, Y) aplica-
ciones derivables en t € T, dbnde L(X,Y) indica a los operadores li-
neales y continuos de X' en Y.

Entonces T(t)f(t):I » Y es derivable en t v vale

1T(t)f(t)"(t ) = T‘(t )f(t ) + T(t (¢ )

. Demostracidn:

wT(tO+h)f(to+h)—T(to)f to)

| A - Ti‘?o?f(ﬁé}'TKto)fi(to)»

T(t0+h)—T(tG) .
< ‘i 5 - Tf(t,\_f( +r)J
. s -
_ CLE(Egth)-ECEy) o e A P
+ T(t ) [ n - £ 3 , + IT (e f £Ceg+h)-F(E D] |

i

Como f es continua en tC’ es acotada en un entorno de ese punto.

Entonces lo anterlor puede estlmarse con

|
] -

;T(tq+h)-T(tC)h ‘f(t o= f(tc)
M I v - - TH(t )l + 1Tt ol - £1(t,
FATH DT E(Ep)-ECe )l > &

> Y
Esto concluye la prueba del lema 1.6.

x'# .

F R
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;xProposicién 1:11:

Sea f:IxU » X, I intervalo en R.
Se supone que -para cada x € U, f es continua en I y que para
cada t € I, f € Bl(U;X). Ademd@s, fijado K C I compacto, existe

gK:U + R tal que

gy € Ll, E£(t,x)I< gK(x) para t € X,

En estas condiciones, J f{t,x)dx estd definida como func1on de

I en X ¥ es continua. u - - o .

Demostracidn: L= S

“Se fl]a tg C I N K C U un entorno compacto. Por hipdtesis,

Jvf(tvx)dx estd deflnlda por cada t & K; sea w(t) esa func;on.
5 .

)

Se con51dera una sucesidn t, toa para m = M5 t.:€ K.

) Entonces Hf(t ,X)H < (x) V m > > Wy

Ademis f(tm,x}A > f(to,x)9
e

para cada x'E U,

El teorema de convergencia mayorada muestra enntonces que

et ) ~ o(t) B L :
o

Esto concluye la prueba de la proposicidn:l.11.
. .. ) A
. . 4

Proposicidn 1.12: .: SRR

Y

Con la notacidn de la proposicidn anterior, se considera

f:IxU » X tal que es fuertemente medible en U para cada t € I; existe
f L
%%(t,x) ¥ (t,x) € IxU; f(to,x) E (U X) para c1erto tO e1I.

Fijado K C I compacto, I gK:U -+ R integrable tal que

8f
p5¥(tax2H §.gK‘x), para t € K.
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En estas condiciones se afirma que £(t,x), %{{tdx)fe B}KUQX)

para cada t € I; ademds la funcidn

¢ (t) = J*f(t,x)dx
U

es derivable en I y

of ..
wi(t) = J 5¥(t,x)dx, t € 1.
8]

Demostracidn:

Fijado t € I, sea t, > t, T F T, Vom.

f(tm,X)-f('t 5x)
-t
m

Entonces es %%{tgx) = lim
. ' m>

f(tmax)-f(t ,X)
t-t
S oom

De acuerdo con la proposicidn 1.4, cada funcidn

es fuertemente medible en U. Luego, la proposicidn 1.5 permite concluir

que %%{t,x) es tambin fuertemente medible en U, para cada t € L.

H

La hipStesis de mayoracidn en compactos de I, asegura que esa fun
cidn pertenece a Bi(U;X)9 para cada t € I.

Se fija ahora un intervalo K = [t -e, t.tel C I.

¢ 0

Se sabe (Ver [4}, p. L45) que

IE(t,x)~£(t ., x)I < [f—t;|.sup ﬂéf(t,x)ﬂ
C O ek ot

Por lo tanto, |f(t,x)| < ¢ gK(x) + nf(to,x)ﬂ lo dual muestra
que f(t,x) € Bl(U,X) para cada t € I.

Se considera ahora

N m
= J dx

t-t t-t
. m U m

Sea ahora K = [t-g, t+e] C I, compacto al cual pertenece tp para

L

m= m,.
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. . Aaf
El integrando converge puntualmente hacia 5%(t,x) para m > <.

Ademds vale

f(t,x)-f(t ,x)1
” s | <g) ¥ m>m
m

o’

Puede aplicarse entonces el teorema de convergencia mayorada,

con lo cual se concluye .la demostracifn de %a proposicidén 1.12.

#

Proposicidn 1.13:

“
PR |

Sea £:R > X una funcidn continua. Entonces, dado a € R, la fun-

cidén. . . L

R .
v(x) = J f(t)dt x>a 7
a

es deriivable yivale ¢f(x) = £(x); -

Demostracidn:

Dado h > 0, es ' .

x+h
WﬁEiE%Zfiil =-%. J £(t)dt.

R : : x ‘
Si § > G, por la continuidad de f en x, 3 6§ > ¢ si |h| <8,

vale I£(£)-f(x)l < e.

x+h
Como es claro que ‘J‘b dt = h, resulta

x
: x+h ' B
LACLIRZCI N IO 1%]- J lECe)-£(x)lat < e,

X
para |h| < 8.

Esto concluye.la  demostracién.

#

BIBLIOTEGA
WUy eASTOR”
Do L ATERIATIL
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vy

Proposicidn 1.14: (Regla de Barrow)

U sfFR™> X es derivable' con defi&éda—éoﬁfiﬁué; dados a < b,

vale
b ©o .o I -
J £1(t)dt = £(b)-f(a) e e
a ’ ; N '
.- .. .Demostracidn:
s 22 ;
ii': iDada“f € X', seglin- Io'ya probado” e tiene ™
b b ) — - -
2({ £1(t)dt-£(b)+£(a)) =uJ ()" (t)dt-gf(b) + 2f(a)
e _'a.' -a .

Esto vale cero, pues se conoce la versidn escalar de la regla. De

aqul se deduce lo afirmado.

#
Debe observarse que al igual -que en la integral usual de Lebesgue,
se define
b a
J f(t)at = -J £(t)dt
a

b
cuando a > b.
Una funcidn f:R + X que admite k derivadas continuas se dird que
“es de clase Ck,

En lo que sigue se verd una versidn de integracidn por partes,

que serd empleada mds adelante. (Ver §6).

Proposicidn 1.15:

e

Sea f:R » X una funcidn de clase C1 tal que £ y f' tienen crecimien
to polinomial en el =,

Sea g:R =+ C una funcidn de clase cl tal que' g y g' tienen creci-~

miento rédpido en el «,
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Entonces _ R .

”J Fr(t)g(t)at =';J £()g' (t)at

-0 -3

da
Demostracidn:

Por hipStesis, I£(t)Il < P(t), I£7(t)I < Q(t) para ciertos polino

mios P, Q. Ademés

IR(t)g(t)l < Cpy IR(E)g! (0N < Cpye

para todos los polinomios R{t). Esto implica que R(t)g(t), R(t)g'(t)

pertenecen a'Bl(R;X) para todo R-y ademds que

IRCE)g(t)H, uR(th'ét)u SRS R

- [l

Entonces f'(t)g(t), £(t)g'(t) pertenecen a B?(R;X),
Ademd3s son ambas nulas en e; ®,.

Entonces, dado m € N,‘és:

m,
f(m)g(m)=~f(-m)g(-m) = J (fg)'(t)at =
-m
m o (M,
='J Fr{t)g(t)dt '+ J F()g' (t)dt.
-m . -m
Tpmando-limite para m »= ;- se concluye lo afirmado, de acuerdo
con el lema 1.4.

#

Proposicién 1.16: (Cambio lineal de Qafiable):

"Sea £ € BL(RY;X) y sea A:R® + R% una timsformAnidn lineal inversi
biel Entoﬁcés*f(Ax) € Bi(Rn;X) y se tiene la igualdad

J £(Ax)dx = ]det.Aﬁlr.J E(y)dy

& - ‘ &
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LT

Demostracidn:

Si f es una funcidn escalera, f(Ax) tambgénies?ﬁna funcidn es-
calera, - -

Si {tm} es una sucesidn de escaleras tal que - - ;i

tm(x) > f(x) pp en Rn, en X
M

entonces
tm(Ax) +~ f(Ax): ‘pp en-RI-l9 en"X.-: . .-
mM-><s
Por:lo tanto f(Ax) e Fucrtincmnte medikhle. |

Adem3s, |fll(Ax) € Llé_sabiendg que;Hfﬂ(x)JE“Ll.
En consecuencia f(Ax) € Bl(Rn;X).

Dada ahora § € X', por la proposicién 1.10 se tiene que

\ - .
i [ [T

(ef)(Ax) € 11 y ademds Lo e -

Q(J f(Ax)dx) = J (Zf)(AXSd;S; )
Rn Rn -

Como el resultado es cenoecido en-el -caso, escalar, esta Gltima
integral vale

|det a7 J () (y)dy = 4 det a7 J £(y)dy]

2 B R"

S Ak e e o 435 e il il

En definitiva, se obtiene la desigualdad del enunciadc.

!
§2. Nociones sobre operadores lineales y acotados en espacios de Banach: g
Dado un espacio de Banach complejo B, L(B) indica ¢l conjunto de ﬁ
; sl
los operadores A:B » B lineales y continuos; con [[All = sup "ii .

vz 0
L(B) es un espacic de Banach complejo, y como hAoBl < hal #Bl, L(3B)
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P e ems =

.1;.‘;4 <

resulta un dlgebra de Banach, con la comp031c1on cemo producto.

Se considera el conjunto V ‘de elementos 1nver31bles en L(B), o

sea, el conjunto de opgradores,A € L(B). tales qhe*HiA:i*y ale L(B).

Propésicién 2.1:

[ A

Si I es la identidad y ICI <1, I+C es inversible.

Demostracidn:

Sea R = Z (-1)3 Cj; R € L(B) estd bien definido, pues
o o330 o e S
) (<13 chy < Y oHch < 4o,
j=0 . j=0 :

Por la contlnuldad de la comp05¢01on en L(B), se obtlene

R(T+C) = 11m Rk(I+C) donde Ry, = z -1)3 cj.
3 520

. Pero. Rk(1+c) CT+(= 1)}<+;‘L.C_],<+1 > 1.

k> .
Por lo tanto, R(I#C)-="I. Como R es 1imite de pollnomlos de C R

. conmuta con Itﬁ;;luego,‘GI+C)R'==I

~ Se concluye -le afirmado.-
i

Corolario 2.1:

El conjunto ¥ de elementos inversibles en L(B) es,abiértb;;é',m

Demostracidn:

Sea AE , y sea C € L(B); A+C = A(I+A_1C); ademés,

N Yo

-,1.'-

1A < 1a”typer <1 siogol < .
-1y

Luego, por la prop051c1on 2 1, I+A—1C es inversible; como ademés

1
-1

).

Aes 1nver81ble, se deduce que - A+C es 1nver81ble (sificy <

s 1A T

k]

Esto concluye la demostracidn.

#



—34—

Definicidn 2.1: U S

Dado A € L(B), el conjunto-p(A) dado -

p(A) = {A EC/AAAI € V} se llama ei“éonjuntd resolvente de A,
y 6(A) = C-p(A) se llama el espectro de A. . ... . - -=o="

Como la aplicacidn:

A > A-AI . S

C + L(B)
es continua, .y como por el corolaric 2.1 ¥ es abiertc, se deduce que

p(A) es abierto y ¢(A) es cerrado,

" ademds, si [A| > Al es A-AI = -x(1—§) con u%ﬂ < 1.

Por 1o tanto, A-AI es inversible y X € p(A).

Luego, o(A) € (A € ¢/|x| <IAl}, 1o cual prueba que 0(A) escompacto,

Como se verd méds adelante, ¢(A) nunca es vacic.

ELl conjunto de elementos A del espectro de 4 tales QﬁéﬂA-kI no es
inyectivo, se llama el espectro puntual de A, y sus elementos se lla-
man autovalores de A. Cuando el espacio D es de dimensién finita, ¢(A)

se reduce al espectro puntual de A.

Proposicidn'2.2: o

Si P es un polinomio con coeficientes complejcs, y sia € L(B),

entonces
o(P(4)). = P(a(an))

Demostracidn:

Bi P es constante, P(t} = A, entcnces P(A) = AI; por lo tanto,

0(P(A)) = {A} = P(a(a))
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Luego, se puede suponer gr(P) = n > 1.

Sea A € o(P(A)). Como P(t)¥h\es un polinomio de grado n > 1, es:
P(t)-r = b.(t—al).,.(t—an), conb # 0, o €C,1<j<n.

Luego, P{A)-AI = b.(A—allj,,.(A—anI).

Como P(A)-AI ¢ Y, debe existir un j, 1 < j < n tal que A—ajI gVy.

it

Por lo tanto, aj € g(A), v adem8s, P(aj) A. Luego, A € P(g(A)).
Sea ahora A € P(o(A)); es A = P(u) conp € a(A).

Como u es raiz del polinomio P(t)-A, se puede escribir:

P(t)-A = (t-x).q(t). Pcf lo tanto, P(A)-AI = (A-uI)q(A).

8i P(A)-AI es inverSible;'sea:C su inversa. Es:

I = (P(A)AI)C = (A-2I)q(A)C

Pero también:
P(A)-AT = q(A)(A-uI); Luégo: I = C(P(A)AT) = Cq(A)(A-pI)
.Por lo tanto, A-uI tiené inversa a derecha y a ﬁzquierda en L(B);
entonces A-ul es inversible en L(B), con p € U(A)é absurdo.

" Luego, P(A)-AI no es inversible, y entoncés3 A € a(p(a)).

Este concluye la prueba de la proposicién 2.2.

J1
w

8ea ahora H un espacio Hilbert complejc. Se considera H', su dual.
H' = {2:H > C/% es lineal y continua}l.

El teorema de repreéentaciéﬂ de Riez, aéegura qué dado & € H',
existe un fnico x € H tal que &(y) = (y,x)H ¥ y € H. Ademés, HQHH, = =i,
Sea A € L(H); fijadc y € H, se coﬁsidera zy:H +.C dada por
200 = (). 2,60 < ibxl 1yl < 141 Il bxl . Po# 1o tanto,

% €K'y ademds 12 1 . < 1Al lIyl."
v y ademis || Vg y
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Pero entonces, ex1ste un Gnico z € H tal que zy(x) = (x, z)"
¥ x € H, o sea, (Ax,y, (x,z) ¥ x € H. Ademas9 Izl = "gy“H' < RAE B

Bsto define una aplicacién:

y—>z2
H->H

s

a la cual se la llama el adjunto Ad de A. Por lo tantos.A“y quedsa

caractirizado por: (Ax,y) = (x,4 y) ¥ x € H.

ah

Veamos que A" es lineal.
(B3,51+7,) = (8x,3,) + (Ax,¥5) = (x4 y, 7+ (x,h7y,) =
= (x,A _’y'1+A y2);

luego, por la unicidad, A"(y1+y2) = A“y1 + A“yQ . N

(Ax Ay) = A(Ax y) = A (x, N y) = (%, An y) luego, por la unicidad

o
«

A (\y) KA y. Ademas, HA yﬂ = fzl < 1Al ﬂyﬂ. Por 1o tanto, A es

continuo y HA"H < A, Luegb;-Au € L(H) vy tiene sentido (A ) € L(H).

(") queda caracterizado por:

N

. . .
ota T nla

y (A x,y) (x (A ) j) Pero (A x,v) = (v,A x)

I

(Aysx) (x,Ay)
¥ x € H.

(A ) . Entonces:

Por lo tanto; Ay = (Ax)"y ¥ y € H. :Luego, A-

% %

1Al = 1(A")" 1 < JA"N. .Se deduce entcnces que Al = iA | ¥ A € L(K).

Se verifican las siguientes propiedades, dados ¢, € C, A,B & L{{H):

1) I =1
2) (@a+81)" = @A B

W S

3) (AB) = B A

Por lo tanto, A es inversible si y s0lo si A es inversible, y en uce

caso, A
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Definicidén 2.2:

Dado A € L(H), A sé 1lama normal si A A = AA .
Si A es normal, HA"xH (A X, A x) = (x, N x) = (x A Ax)
= (Ax,Ax) = 1axl 2. Por 1o tanto, I8 %l = Baxh ¥ x e H5 si A es normal.

ofe . . ala

A sc dice unitario si A"A =1AA°A= I

' Si A es unitario, Taxl? < KA)Q,AX) (x i Ax) (x Ix) = x“2
Por lo tanto, HfAxl =lxl ¥xE€Hy hal = 1, si A es unltarlo.

Lema 2.1:

S £ , )
TV A€ LW, vale Ia Al = laa I =4al? 7 -
Demostracidn:. -
IATAE < DATH BAl = 1Al HAl = al?
] % |
Taa 1 .< §al $a°8 =-ual 1al = §an?

Por otra parte: 1a1% = ( sup Iaxl)? = sup IAxIZ = sup (Ax,Ax) =
b=t izt Il =1

= sup (A Ax,x) < sup 1A Axh Ixl < sup Ba Al Nxl = 1474l
"x“:i ”X“=1 . “X"=1 ) 5 -

De manera andloga se;tienej':A"2 < laa'l,

Esto concluye la prueba del lema 2.1.

#
Lema 2.2:
Si A€ L(h), %,y € H, entonces:

H(Ax,y) (A(x+y;,x+y) - (A(x-y),x—y) + ;

+ i((A(x+iy),x+iy)—(A(x—iy),x—iy)) 

Demostracidn:

E1l miembro derecho es: (Ax,x) + (Ay,y) + (Ax,y) + (Ay,x)

((Ax,x)+(Ay,y)-(Ay,x)-@ x,¥)) + i((Ax;x)-1(Ax,y)+1i(Ay,x)+(Ay,y))

1((Ax,x)-i(Ay,x)+i(Ax,y)+{Ay,y)) =

2(Ax,y)¥2(Ay,x)+2(Ax,y)-2(Ay,x) = 4(Ax%,y).
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Esto concluye la prueba del lema 2.2.
= . T

‘Definicidn 2.3:

Se dice que A es autoadjunto si A = A,

Para A€ L(H) autoad]unLo, se deflne por, analogla con la expo-
| CodA e At &
nencial, e= = ) +—. Como la aplicacidn: B > B _es antilineal
: n20 O v CLIEAL(E)”
y continua, se puede tomar adjunto en cada tdrmino, y resulta:
b

e O E il AR o (-iF A" A
(e7) = z .(-'I'\" )y = z 5T ;= Z\;_T__: e
n=0 -t =0 ° =0 °
iA —i —if i/ —is AA=d L s
Pero como elA elD1 = Q_J\ elj' = I= on E',’l“ - (6—“-")’ -
iA . C iAo

Luego, e es umitario;, por lo-tanto, he ™ ='1.

. . s L ithA,
En particular, sit € R'y & es autoadjunto, Fe™ 7l = 1, ya que

tA es autoadjunto. -

Estas observaciones serdn completadas mds adelante (Ver §6).

\ oLl . e el it

Lema 2.3: ;ix; o BT ) i

1) 8i A€ L(H), Jal = sup’ luxml

”xh—dyﬂ L
2) Si ademés A es autoadjunto9 es Al = sup |(Ax,x)]
I xl=1
Demostracidn: -

1) si #xli = iyl = 1, entonces I(Ax,y)l HAxHHyH HAhdxHHyH = Al .

Luego, sup |(Ax,y)|< HAH Ademas, si Hxh = 1 Ax # 0 entonces:
Dl =yl =1

2 - Y - _A.X ‘x HI ) i(< -—: ST 4 : - - \5r Ax
haxl© = (Ax,Ax) = (Ax, WK;T) hAxl . Por lo tanto laxl = (&ax, imen
Por lo tanto, lAxl < sup | (ax,y)| ¥x/Ax # 0} -zl g —m
: li in =y =1, '
Entonces IAl < Sun |(Ax,y)|
R xli: =] ylit=1 VI S i
J f s ) B <
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2) En principio vale  sup i

| (ax,y)| = sup [(Ax,x)|
R S | L o

©olxl=1
Pero por-sgg.A aqtogdjgntoa (Ax,x)aﬁ R ‘¥ x€ H. De acuerdo con el

lema 2.2 es: Real u(Ax,y) = (A(xty),x+y) - (A(x-y),x-y). Por lo

tanto,

[Real 4(Ax,y)| < [(Alxty),xty)| + [(A(x-y.x-y)|:=

- 2 ¢ Xty Xty , 2 "f;[iey?.fgfx}y -
= eyl [P s ey |+ Vet ™ 1 s gy | <

- : . i3 R AR . R

< sup (A, | eyl Byt 2y G | (ax,x) 20 240 50 2)
Il =1 Il =1

sillxl' = Iyl = 1, Se obtiene:

sup |Re u(Ax,y)| < u sup |(Ax,x)|d 0 sea:
Il =Nyl =1 fxl=1 -

sip |Re(ax,y)| <sup’ ()| U
IxI=hyi=t hxli=1
Sifxl = iyl =1, es: (Ax,y) = l(Ax’y)|ela; por Ib'téhfd;iili

chax,yd] = (s TR v
. 3 { -_~i0,.~ : © I L R - - 7 —ié-.' PO
LuegQ’ (A e ny-) &R>7os y Cn‘tonce'S’: |(AX,Y)| - (Ae X’y) -

_ 0. ST R TP . Tt
oz |Re(Be T x,y )| con 1EY %l = Myl = 1% Luego) | (A%, 7| < sup |(ax,x))|
Lt o =i =1
'y ‘entonces, sup | (ax,y)| € sup  [(Ax,x)].
I x“ =l y" =1 [l 5l =1

Esto concluye la prueba del lema 2.3.
!
i

Lema 2.4:
Dado A € L(H), A es autoadjunto si y sdlo si (Ax,x) € R, ¥ x € H.

Demostracién:

Si (Ax,x)€R ¥ x € H; a partir dé la férmula
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H(Ax,y) = (A(X+Y)ax;y5—(A(Xey),x;y)-;-”

A SR S

P
{

Fi((AGeriy),x¥iy) - (Ala-1y) xEiy) Y, 7
intercambiando x con y j conjugando;»sé'65tiehéu4(A§;x5 = ﬁ(Ax,y)

o sea {x,Ay) = (Ax,y). Por lo tanto, A es autoadjunto.

Bsto conclu§e'lé§§ruebéfael Tema’ 2.4, 7 P st
#
. Definicidp 2.4:. e kb, T

Si A ? L(B), B espacio de Banach, se define w(A), llamado el

espettre aproximado de A, como:

m(A) = {A € C tales que ¥:¢ > 0,9 x tal que fxl =1y

Vol

B(A-AI)xl < e}.
Lema 2.5:
Si A € L(B), entonces m(4) C.0(A)..

Demostracidn:

SiN€&oa(h), 3 (A—?\I)_1 € L(B); por lo tanto, dc > O.Iélvqgg i
H(A—Rl)iixﬂu<‘cUXHu¥ ®x-€ B, Sea y-€ B, y sea x € B'tal que y = (A—RI)—lx
Se obtiene:; Iyl < cl(A-AL)yl. En.particular, sidyl = ?, es:
I (A-AT)yl 2’%—? 0. Por lo tanto, A & m(A). Esto concluye la prueba del

lama 2.5.

41
N

Lema 2.6:

Dado A € L(H) autoadjunto, son equivalentes:
1) A € 0(4)
2) ¥e>0, 3 x/Ixl =1y 1(aAD)xl <e.

Por lo tanto, 6(A) = m(A).si A'es autoadjunto..
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i

QSTY,

Demostracidn:

2) = 1) es por el lema 2.5.

1) = 2) sipongamos qud k> 0-tal que 1A DA SV ¥ & H/xh = 1.

Por lo tanto, I(A-AI)xl =k Izl ¥ x € H. R

Luego,gi.(A-AI)x = 0, se deduce que % .= 0. Entonces, A-AI es inyec

tivo. .

Sea R el rango de A—AI Veamos que R es cerrado en H

SEIERDE, >y, ehtendes’ Ix_~x_ P < < (A—?\I)(x =l > o
B,Mm>@
Por lo tanto, {x } es de’ Cauchy en H entonces 3 % ‘e H tal que

X > XK. - L S N T I A
n R I P

Luego, (A—Kl)gn_+,(AquQx; sgvdeduce;egtonpqquge y = (A-AI)x;
por lo tanto, y € R._Eg{é_pruebq_que R es cerrado. en H.,

Veamos que R es denso en H. y

. EESTAE IR S
Sea x € H tal que (x,y) = 0-¥:y € R; por lo tanto, (x,(A-AI)z) =

¥ z € H.
Como (A-AI)” = A-XT, s¢ cbtiene qué ((A-KI)x,z) = 0 ¥ z € H.
Luego, (A-XI)x = 0; como A-AI es normal, pues su adjunto es; A—AI

entonces H(A-Xi)zﬂ H(A-KI) z" H(A—KI)ZM V z € Hs se deduce entonces

s

que (A—RI)X = 0 Luego como A—KI es 1nyect1vo x = 0. Por lo tanto,
R es denso en H. m A
Entonces_R-=-H Por lo; tanto, :A-AI:es Hiyectivoy y' existe

(A—XI) :H > H llneal " Veamos que (A-lI) res coutanO. Sea ¥ EH, y

_sea x = (A-AI)” ly. b B P At
1oy S
i (A-AT)™: yﬂ =l < —-"(A—XI)XH _ i;ﬂyﬂ
Por leténtE;'(A—XI)_ es continuo; y entonces A & 0(A).

Esto concluye la prueba del lema 2.6. :
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Observacidn 2.1:

Lema 2.7:

Mknﬂtf 1y (AT§I)XH + 6. Por lo tamto,

Para la demostracifn anterior basta que A sea normal.

'Si A es autoadjunto, 6(A) C'R.

Demostracidn:

R ST

Sea'n € g(A). Por el lema 2.5, existe una sucesidn {xn} tal que
R AR - .- " o - v

AR (R %) = (ARDx sx )= (AR D ).

Luego [A-A| < H(A—Xﬁ)xnﬂ +‘H¥A—X1)xnﬂ y"éomo A es autoadjunto,

A-AI es normal y su adjunto es A-AI. Entonces:’

AN < 20 aAD)x I+ o,
_ .. B e

Luego, A = A,

. Esto concluye la pruebe del lema 2.7.

2
w
Lema 2.8: i
Si A es autoadjunto .existe AE ¢(A) tal que |k| = HAH“

Demostracidn:

De acuerdo ton-el lema 2.3, es IAl = sup |(Ax,x)|7"Luego, existe
‘ Ixi=1 ;
una sucesidn {x_} tal que I(Axi,x )l - JAl v Iz I = 1.
n n>"n .
T}
Como {(Axn,xn)}/es una sucesidn acotada de nfimeros reales, existe

e

una subsucesidn (Ax ,X., ) > A, Entonces A € R ys__|k| = LAlN.
n, CThy : aE s
Veamo§ que A € 0(A); por el lema 2.6, bastard probar que
baADx_ 1 > o .
k ko T A : i N




T

i(a-ADx_ 12 = ((AAD)x S(B-ADx ) = uAkhfu2:+~m2;2A(Axn ) S
k. Pk Pk k %% Pk
<jal? + 2 Zaax ,x ) > a2 A%’ - o
T i N ,‘ i ] il ; nk nk k..).m L. .
Esto concluye, la demostracidén del lema 2.8.
. : R S P T B
T’-.
'Proposicién '2.3: R - A R s, el v
‘ éinﬁxeé-éutéadjun%ony ﬁﬁeéidnfﬁélihomib con coeficiented reales
entonces o
IPCAYL = sup  |PCE)| © BRI P
t€o (A) ©
Demostracidn: 3 o

Por ser P(A) autoadjunto, A € 6(P(A)) tal que |R1 = uﬁZA)n,

de acuerdo al lema 2. 8

3

ndemas ‘se sabe que o(P(A)) c {|t| » “P(A)H} Luegoqu.—m
sup M| = IR(A :
Aeo(P(A)). .. o

4o - ;i

Como a(P(A)) P(U(A)) de acuerdo con la prop03101on 2 2, se

obtiene: -

O sip N = RGN fasea T osup o |BCE)| U IBCAI
AEP(a(4)) o  tEa)

v

Esto concluye la prueba de la proposicidn 2.3.

#

Definicidn 2.5:

<

Dado A € L(H) autoadjunto, y dada una funcidn f continua sobre
o(A) a valores reales, puede definirse f(A) de la siguiente forma:
Sea fPh}>pna sucesidn de polinomios con coeficientes reales tales que

P 3 £ sobre 0(A). o
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Resulta, de acuerdo a la-proposiciﬁn 2.3

P (A)-P - 1(P-B )(A) = ()
1P, (A)-P (&)1 uan P () tég%A) |2 (t) Pm(t)|n,;$m 0

Por lo tanto, {Pn(A)} es de Cauchy en L(H). Luego, existe

1im P_(A) en L(H). Se define £(A) = 1im P_(A).
now D e B
La definicidn es correcta, pues si también Qn-i f sobre 6(A) (Qn po

polinomio con coeficientes reales) entonces anPn 3 0 sobre a(4), y

por lo tanto de acuerdo a la proposicidn 2.3,

1Q_(R)=P_(A)] = Q (t)-P_(t)| + 0O
Q,(A)-F, e |Q, (6)-P, |nw.

Luego, 1lim Qn(A) = 1lim Pn(A) 4 _
n->® T~ ' -~

Ademds, f(A) resulta ser autoadjunto por ser limite de operadores

autoadjuntos, HPn(A)H > I£(A, sup _?n(t)[*' sup |£(t)|. Pero
- teo (4) , t€o (A)
nuevamente por la proposicidn 2.3, [P (A = sup |P ()} Luego
. n n
: ' tSo(A)
IEA = sup  |E(D)].
t€o (4)

Por lo tanto, f(A) = 0 si y s8lo si f

0 sobre 6(A),

Proposicidn 2.4:

Dado A € L(H) autoadjunto, y dada f continua sobre g(A) con valo

res reales, entonces ¢{£f(A)) = £(o(A)).

Demostracidn:

Sea A € f(c(A)). Por lo tanto, A = £f(u) con p € ¢(A). Si
N & o(£f(A)), entonces f(A)-AI es inversible. Sea {Pn} una sucesidn de

polinomios tal que P 3 £ sobre 0(A). Por definicién, £{(A) = lim Pn(A)
>
ademds, Pn(u) > f(#). Entonces, Pn(A)-Pn(#)I + f(A)-f(M)I o sea,
n-—>x=

Pn(A)-Pn(u)I + £(A)-AI.
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Como f(A)-AI es invetsible y por el corolario 2.1;1elfcénjun§o
_de elementos inversible en L(H) .es abierto, se deduce que 1 n, tal que
Pn(A)ﬁPn(g)i“es inversible ¥ n Z.n,. Por lo tanto, Pn(#)LQJU(En(A)),
Como G(Pn(A)) = Pn(G(A)) por la proposicidn 2,2,.entonces .
P ()'¢ P_(a(A)) y por.lo tanto # €.0(A), .absurdo.: Luego, N € o(£(A)).
Reciprocaimente, sea A € O(f(A)j. Luego f(A)-AI no es inversible
en L(H).‘ o : | |
SiA ¢if(6(A));ff(f)—k‘; 0% ¢ éfé(Aj; tiéﬁé'sén%iéé entonces
glt) = ?TE%fi’yig-es coritintia-sobre -6 (A); v queda definido:g(a) € L(H).
Pero ‘en‘genéral,;si-f“jjgfson continuas- sobre-o'(A). con:valores rea

lésyuentoncestE(A)g(L) = (F.g)(a)s = T -

e e aeim - . D s
“En-efecto, si Pn 3 fisobre 'o(A), Qn~+-g-sobre 9(A), donde Pn y Qn

S soﬁ.pdlinom1635*enfonceé Pg.Qg“j f.g sobre 0(A).- Por 16 tanto, -

(£.g)(A). = lim (Pﬁ:Qn)(A).1Comd P!y Q; son polinomios, (Pn;Qn)(A) =

> . . .
=P (A)uQuCA): -Luego, (F.g)CA) = Iim P LAY Q-(B) = (lim P_(A))(1im-Q (A)) =
n Qn ’ o vy n n _— n v B
= £(A)g(A), donde se~usofqué”sicC£ +>Cy D +D-en L{H), entonces
CD, +CDen L(H), pues S Pt

Cpenie BTN = he(b-D )+(c=c YD i < Ietin-p I ¥ 1cc Iip b,
Ico-c Dl ic(D Dn)fgc Cn)Dnu HCHHD‘pn + Ic c D

Por lo tanto,; como "Dn" < M ¥ n, se obtiene que CnDn -+ CD,
En el casc particular de g(t) = ?T%%:X_es g(t)(f(f)iX§‘= 1. -
Por lo tanto g(A)E£(A)-AI) = I, y como (F(£)-A)g(t) =-1, tambiédn

(£(A)-AI)g(A) = I. Luego, £(A)-AI es inversible en L(H). Absurdo.
Esto concluye la prueba de la proposicidn 2.4.

#.

A1



Definicitn ?.é:

Sea A E'L(H).éutéadjuntol'A es ﬁééitivo si (Ax;£352~0ﬂ~v xE€E.H;

si BQE L(H) es autoadjunto, A > B si A-B es positivo,- o-sea, si:

(Ax x) = (Bx,x) ¥ x € H,

Como | (ax, x)| thdxﬂ (ﬁAH x,X) ¥ x € H, ‘entonces { i
~iAl T <A< Al I ¥ A€ L(H) autoadjunto.
Se define también m = inf (Ax,x); M = sup (Ax,x)
I =l =1 Ixfi=1

m y M suelep llamarse las cotas del. operador autoadjunto A.

Resulta’ {(mI — , —) = m <€ (A(— ) ¥ x # 0. Por lo tanto,

i xll )5 g ~<|| Pk

(mIzx.,x) < (Ax,x) ¥ x # 0, y entonces mi < A, Andlogamente se puede

YH ’ ﬂxﬂ

:probar que A < MI, Luego mI < A < MI, ademds, |Al = max{|m|, |M|}.

Pues si Ixl = 1, (ax,x) € [m,M, v por lo tanto |(Ax,x)| < max{|m|, |M|}.

Pero m = 1lim (Ax_,x
( . n) con HXnH
N>

1. Luego |(Axn,xn)| + |m|, con

i(Ax_,x )| < I&l. Entonces |m| < IlAl; de manera andloga se puede probar
o S S

que | M < JAl. Por lo tanto max{|m|, |M|i}< hal =

= sup |(A%,x)| < max{|m|, |¥|}
llsli=1
Ademas, sie@ yo. VGPlLlC&H que. «I < A<I, entonces, por definicidn
,‘ v

resulta @« Sm< M<y¢, o sea, Ln bﬂ C fa .

Proposicidn: 2.5:

Dado A € L(H) autoadjunto, se tiene:6(A). Cim,M , m € 6(A), M € c(A).

Demostracidn: o . S .

Si X > M es A = Mte para cierto € > 0; por lo tanto, ((A-AI)x,x) =

A}

= (hx,x)-Mixl? < Mxp2Apx1? = —elxl?. Luego:

elxh < -((&AD)x,x) = [((&-AD)x,x)| < I(a-xD)xblxl ¥ x € H.
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Uik

Si lxl 1, se obtiene ¢ < & < | (A-AI)xll. Luego, por el lema

2.6, A & o(Aa).

sia< m, es A = m-e para cierto € > 0. Luego,"

((AAD)x,x) = (Ax,x)- Mxi? > mixI*Ax1? = elxl?; por lo tanto

elxl? < ((AAD)x,x) = |((A-AD)x,x)| < I(AADxllIxl ¥ x € H.
Si Ixll = 1, se obtiene: »
0 < e < J(AAT)xl.
Luego, nuevamente por el lema 2.6, A €.0(A).
Como por el lema 2.7, 6(A) C R, se deduce que ¢(4) C[m,M.
.Se prueba ahora que M € ¢(A), suponiendo gque A = 0.

Por definicidnm, H{XH}/nxnﬂ =1y (Axn,xn) - M. Por lo tanto,

2 2.2
R - T = (A= (A~ =. A A - g <
i H(AJMI)an ((A:MI)ana(A M;)xﬁ)fqﬁnfxﬁﬂ +M ZM(Axn,xn)

- <Al 2+'M2-_2M(Axﬁ,xn), > an?eR-2® = el

n-co
Pero como A =2 0, debe ser 0 < m < M. Luego Il Al 5'max{|m|,|M|} = M.
Por lo tanto—ﬂiA;Mi)an’; 0 con Hx;H = 1. Luégog por‘el lema 2.6,
e :

M€ o(A). Luego, se probd que si A = 0, M€ o(A).

Sea ahora nuevamente A 2 0. Como A < MI entonces MI-A = 0.

} -

Por lo ﬁrobado, sup ((Mi—A)x,xy‘E E(MI—A){‘:

lxll=1
Pero sup ((MI-A)x,x) = sup M-(Ax,x) = M inf {(Ax;x)-=M-m.
Y 3el=1 o wEt ixi=1
'~ Por lo tanto, M-m € o(-A+MI); sea P(t) = -t+M; entonces

P(A) = -A+MI. Luego, M-m € o(P(A)) = P(o(a)). Por lo tanto,
t € 0(A)/M-m = P(t) = ~t+M; entonces m = t € 0 (4).

Luego, se probd que si A & 0, entonces M € 5(A), m € a(4a).
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Sea ahora A € L(H) autocadjunto cualquiera. Como A-mI 2 0, por lo

By

pfébadé resulta

sup ((A-mI)x,x) € ¢(A-mI)
=l =1 =

inf ((A-mD)x,x) € o (A-mI)
o AEiEL e

Por lo tanto,

sup (Ax,x)-m € 0(A-mI) y también
| xi=1 ' :

inf  (&x,x)-m € o(A-mI)
Ixl=1 L
c sea, M-m € o(A-mI), 0 € o(A-mI)

8i P(t) = t—m; entonces P(A) = A—mIéﬁbomo O(P(A)) = P(&(A)),
resulta o(A-mI) = P(o(A)). o .

*Por 1o tanto H;m{E'P(GTAf); § emtfonces 4+t € ¢'w)/M-m = P(t) = t-m

H

Luego M= t € ¢(A).

También 0 € B(s(4)), 'y entoncésd t€ G(&)/0 = F(¥) = t-m.

1

.Luego m. Jt.E O(A}.

Esto concluye la prueba de la proposicidn 2.5.
- e B S 3 PR L}

s T o

Corolario 2.2:

T

Sea A € L(H) autoadjunto. Entonces A > 0 si y s8lo si 0(4) € [ 0,+=),

-_Demostracidn.

.
¢

S8i A_?_O,}gntonpgs.m:> 0. Pero a(a) C [m,t@;*lﬁego g(A) T[0,+=).

si o(A) C10,+=), cpmp,mve,ch),_sg deduce que m = 0; luego A 2 0.

:

Esto concluye la prueba del corclerioc 2.2.
. ;;#:

[
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Corolaric 2.3%4"

G \—x ~.

1]
i

'si'aTl <'A“' pI y f es una fun01on contlnua en, [a B1 con valores
- TR rtea

P

reales, entonces Hf(n)H’< sup If(t)l, en partlcular,
B ) Ct<t<n L ? T

f(t)| . |

LU THE)T <su1i) |
< Al

Demostracidn:

. Por deflnlclon de m y M, resulta 1m Pﬂ C ia,j. Como o(A) Cim,M,

:\«JNW"—“

efiténces O(A) < [a b ; Por lo tanto f es continua sobre 0(A), y tiene

ntentide £(A). ‘Adénas (AT sup :|f’(‘t5|< isup‘ |£(0)].

e e t&o(4) . a<t< 4

CbI‘OlaI‘iO 2‘,’4-: 3 T T A S

Si f es continua .en (&) con valores reales, -entonges £(4) > 0 si

¥ sdlo si £ 2 0 sobre el o(%)

"~ Demostracién: S PED
C o, E(R) =02 0(£(#) C [0,4x) @ £(a(A))"CL0,+e)."
RSO S Foion
Corolario 2.5: 4
Si f es continua en 0(A) con valores reales, entonces
 a<£(t)<b ¥t€o(A) siy sblosi al <.£(a)<bl.
PR TLAE i s FLE % 35 TEURIDTI I o '
Demostracidn: .., . ; ».i: o
l._ } = - - ’ o : T

S @ SECE) <-b“en:§(ﬁ){€f%(f)—a =0, b f(t)«« O sobre o(A)

l AL (SRR

“e £(A)-al > 0, bI-FIAYISTH « 4T < £(A) < bI.

Corolariq 2.6 : o s 1. i ce AT A

LE T
e }__‘_1\' e S I

: T A
sim= inf (f(A)xgx),'%”ﬁ “sup  (f(A)x,x), entonces

Ixl=1 =1
¥ = inf £(t); F= sup E£(t)
t€o0 (A) t€o (A)
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Demostracién:

.. .Por la proposicién 2.5, o(£(R)) < [%,ﬁ}, %.E:O(f(A))j ki € o(£(a)).
Por lo tanto, m = inf(q(f(g?)); % = gup(ogng))). ) o
Como c(f(A) = f(O(Aj), esm = inf f(s(A))?.ﬁ'= sup (f(qgﬂ)?), o

sea, T = dinf £7](t), ¥ = sup f(t).
t€o (A) €0 (A) #

Corolario 2.7:

Sea A € L(H) autoadjunto tal que ¢I S A<yI, y sea

Ga) = {t € [a,w] %éles que £f(t) = 0, ¥ f continua en.[a,] con

valores reales tal que £(A) = 0}.
Entonces, C(a) = o(A). e

Demostracidn:

Sea t € 0(A). Sea f continua en [«,i} con valores reales tal que

f(A) = 0. . : R ,....._..._;,_.

Pero se sabefque f(A) = 0 si y sBlo si £ = 0 sobre c(A). Luego,

£(t) = 0. ‘

Por lo tanto, t € C(A).

Reciprocamente, sea t € C(A); supongémos que t Q'O(A). Como o (A)
es coméagto yo(A) Clail, vy com;'t € f&,ﬁé, exisfé;uné funcién f
continua en [®,] con valores reales tal que £(t) = 1 y F =.0 sobra-

o(L). Pero entonces f(A) = Q0 y £(t) = 1, con t € C(A). absurdo.

Esto concluye la prueba del:Corolario-2.7.

4
Como aplicacidn de todo lo dicho, se menciona la construccidh-de la

raiz cuadrada.de un operador positivo.
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Sea A € L(H) autoadjunto, A * 0, y sea £(t) = vk.
Como G(A) C [O,fw}-dg acuerdo con el cqrolério 2.2, y £ es conti-

nua en [ 0,+»), tiene sentido f(4). Ademds, por lo observado en la pro

posicidn 2.4, es: SR
CF(R)? = £(A) E(A) = (D)) = A pues £(6) =t
y o(£(4)) = f(O(A)j C{0,+ ). Por lo tanto, £(A) = 0.

“Como f(A) es.limite de polinomics de A, f(A) conmuta con cualquier

operador C que conmuta con A,

Lema 2.9:
] 2 5o SO s .
= B = . = - T entonces 3. =
Si B1 = 0, B, > 0, By 52 N BlB2 B2B19 enténces _....,B2

Demostracién:
Sea y = (Bl-Bz)x9 donde x € H.
((B,+B3.)y,y) = ((B,+B.)(B,-B,)%,y) = ((2-2)x.9) = 0
17527 5Y R IARE BEV RS A R RS A

donde se usé que BiBQ = B2Bl.-Por lo tanto;‘(Elygy) + (Bgy,y) = 0

Corno Bi >0, 32 = 0, se deduceuque.(Bly,y) =(Bzy,y) = 0.

Sea f(t) = vt sea D1 = f(Bl); D2 = f(BQ).

Entonces Di'x} 0; D, = 03 p? = Bys D

2. f B2, Pero entonces:

1
O

2 C2 |
ID,yli* = (Dly,Dly) —(Dly,Y) = (Bly,y) =
Entonces Dly = 0.

- ..—_._...__--,:._._.»_-1.., ..... .
Por lO'tanto,YﬂyH2 = {y,y) f,(y,@l-BQ)x) = ((Bl-Bz)y,x) = 0.

Luego Bly = D2 = 0. Andlogamente se puede probar gue B2y = 0.

Luego, y = 0. Por lo-tantc, Bl = Bz.

Esto concluye la prueba del lema 2.9,
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Brolario 2.8:

¥
Al

“- 8ivB 2.0 thgf=’A, entonces B =3£(4) donde f0t)x7

Demostracién:’ .

2

2 - £(0)2 = A; ademas, BA = BBZ = BB

AB, Luego, B

Se tiene B
conmuta Eo; A Perc £(A) conmuta con?cﬁéiQuief opefédéf que conmuta
con A. : T i

Por lo“tanto, f(A) conmuta con B..Entonces, por el lema 2.9, es
B = £(4).

Definicidn de cdlculo funcicnal

(Ver { 5})

Sean B un dlgebra de funciones f:R + R, con la mulfibliéééién

como producto, y ¥ el conjunto de polinomos con coéficientes reales; se

supone que ¥ C E. O AT S SN

~Sea K un élgebrg unitaria de operadores A:X - X, donde X es. un

espacio vectorial topoldgico, con la composicidn como producto.

Definicidn 3.1:

"Un ciléulo funcional sobre K. relativo a-F esiuna aplicacién

8:FxK + K tal. que:

1) o(1,A) I ¥AEK

A ¥ AgK

27 O(t,A)

3) Blaftig,h) = @B(f,A)4 8(g,A) ¥af ER, f,g€F, AEK

4) e(f.g,A) = e(f,A)o8(g,A) =¥ f,g €F, A €K, i
De estas propiedades se deduce que si P es un polinomio,

8(P,A) = P(A) ¥ AE K,

e

Er
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Si ademds F es cerrada por composicién, y sie(fog,A) = 6(f,6(g,A))
VAf,g € F, A € K, entonces el cflculofuncional se ltama campleto.

P(A)a,seubbtiene el

Por ejemplo, si se tiene F = P y 8(F,A)
llamado c&leulo bisico, éue'es cgﬁﬁlet6.3

si F y K son &dlgebras de Fréchet, tales que P, es denso en F y

tales que para cada A € K, la aplicacidn

P>K

P > 8(P,A) = P(A)

es coritinua, es clarc entonces que existe un {mico cdlculo funcional
Ly A :

sobre K relativo a.F, continw en la primera variable.

Si se suporte adem@s que la aplicacidn:

FxF > F

(f,g) » fog

estd bien definida y es continua en cada variable,“y'que para cada
P €P. la aplicacidn:

K~»>K

A + 8(P,A) = P(A)
es camtinua, entonces la extensidn resulta completa.

En efecto, sean f y g € F, A € K.- Sea {Pj} una sucesidn de polino
mios tal que Pj ~fen F, y sea {Qj} otra sucesidn de polinomics tal
que Qj > g enf . Por ser Pj y Qj polinomios, vale que:

(Pjogk)(A) = Pj(Qk(A)) o’sea_e(PﬁOQk,A) = Q(Pj,G(Qk?A))

Fijado j, se sabe que P.oQ, ~ Plog por hipdtesis.
. ] kk—)(n ]
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,. .Como @ es continuo en la primera variable, resulta

8(Ps0Qu,4) ‘> 8(Piog,A).
}<_>m _ 2 L . - j» t . :
Por otra parte, e(Qk,A) > e(g,A) Luego, por la contlnuluad en la
koo .
segunda varlable, fijada en la prlmera un pollnomlo, se obtlene que

S(PjJBCQk,A)) *¥~9(Ej29(gsA))-

koo

Luego,
é(Pjog,A) = 0(P5,6(g,A)) ¥ .

Pero P.og -+ fog por hipdtesis. Por la continuidad de § en la pri-
LT j_)w
mera varlable, se obtiene qus o o -

e(P.og,A) > §(fog,A), y tambidn B(P.,0(g;8))" > 6(£,;6(g,A))
3 Jow . 1 3

Luego, 6(fog,A) = 8(f,e(g,A)); por lo tanto, el“'cétlcﬁlo funcional es
completo. " ‘
Si gdemds, la aplicacidn P > K
P+ o(P,A). = P(A)
es continua uniformemente respecto de A cuandoid varia en acotados de K,

entonces para cada f € ¥, la aplicacidn:K + K
L

] A > G(f,A)

es continun.
~

En efecto, sea £ € F fija. Es claro que también la extensidn:
F>Xx-

g +..6(g,A)

es continua, erespecte de A cuando A varia en acotados de K.
S Fepettt S St VAR
Sea {Pk} una sucesidn de polinomics tal que Pk >fenF, yseal |

.t

. s T T X
una seminorma en K. Sea A € K, y sed {Aj} una sucesidn tal que Aj + A en K:
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iﬁ

163 A Y-8(E,K He(f ) e(P A )H * ﬂe(P Aj):e(Pk,A)H

+ lle(-};,A) oE A)II

Como {Aj,A} es un acotado de K, dado ¢ > 0, H k tal que

ue(f,Aj)-e(Pk,gj)u <e ¥k>k
Por otra parte, como 6 es continua en la primerauygrigblg,:§ k

1

E Y

tal que .

"e(Pk,A);Q(fsARH-ivg ?k %ﬂk15 Sea:kQ = max{kb;ki}

i
Como 6 es continua en la sgggnda variable cuando eﬁ'la'primera se
fija un polinomio, es l6(P_ ,A.)-6(P, .,A) < e si j > 7..
P PRI k2A RS 0
Luego, He(f,Aj)—6(f,A)“ < 3e si j B‘jo, lo cual prﬁeba que
S

o(£,4,) > 6(f,A)
] e

b, Cilculo funcional relativo a funciones continuas:

Sea H un espacio de Hilbert. Dadd una familia maximal de operado-

res autqg@jgntgs que conmutan, se considere el élgebra A autoadjunta,

real y cerrada generada por esa familia, A es un dlgebra de Baﬁhch, real,

con la norma inducida por H.

Se toma P con la topologia de la convergonc1a unlforme sobre. com-

I C U S

pactos de R El teorema de Weierstrass Tuestra gue su clausura es C(K),
R

las func1one$ f:R+R contlnuas que €s un espac1o de Frechet con las

seminormas de la convergencia uniforme sobre compactos.
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Proposicidn 4.1:

;{)"“{kistéhun‘ﬁniéo.qélCuﬁo.fuhbﬁbnalfbontﬁhdbgen.cada variabie y

completo relativo & C(R): sobre.As: -

Demostracidn: * . - ~ S C R S

Fijado A € A, 'la aplicacidn: P ~+A ., . -7 %)

P> R(A)

es continua, ya que, seglin lo visto en el §2, IP(A)I < sup -;JP(t)|,
| t]|<h Al
y por lo. tanto,: si, P > P en P, entonces Pn-P + C uniformemente sobre

N A ]

compactos, y en purtlcular en {ltl HAH} Por lo tanto, existe un Gnico

calculo fun01onal velatlvo a C(}) sobre ﬂ, contlnuo en la prlmera varia

::‘ £} Y

ble. Para ver que es completo hay que probar que la apllcac1on

e o~ s o /
et [ IR PR

C(R) C(R) %> C(R)
(£,g) > fog | S S

es continua en cada variable, y que fijado P € ¥, la aplicacidn

A » P(A)

it - i . . - - e - .- -y - s A
o N S F R A - vl

es continua.
Supbngamos que _ + £ en C(R),’y sea g € C(R) fija.”

" "Dado un compacto K C'R, sup IfHSéJfOQl‘=~sdﬁrr(fn:f)°glhf

o - I BTN L. . »K . - - : . K e

" = sup |fn—f1 + 0, pues g(K) es Eompacto y £ % £ uniformemente
g(x) e e e

sobre gada compacto. ST

TLuego, f og-+ fog en c(R).

‘Sea ahéra'ﬁ’G'C(R) fiﬁa, ?’éééhgg +" g én C(R). Sea K Un compacto.
Coni T - el R :Jn-)co e L e 4
Hay que probdar que ngﬁ > fog uniformemente sobre K.

Sea € >-O.uComd'gn > g uniformemente ‘sobre K,d n, tal que’
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1

e, <t)-gk%)] <1  ¥n>n, ¥ %“E-K. o
St . H ‘( * ) b ‘ - . = i \ R H N
Sea Ky {t € R/&(tsg(K)) 1} Como” g(K) es compacto K es compac

toy K > g(K) )

- ll—, ’-§ ;

Por lo tanto, f es unlformemente continua en Kl Luego,H 3 >0

tal que |f(x)-£(y)| <& si |xZy| <8, x € K 'Y€ K.
Es claro’que‘si"n42>no'yitfé X, Eﬁtdﬁéeéign(%§3é~K s

1
tal que lgn(t)-g(t)l <38 ,Vn ?‘ 1:_V T £ X,

Sea n, = max{no,n }. Sin> n2 y t € K entonces

Por otra parte, Hn1

SRS Coen - . f +

(t) € K> g(t) € K1 y |g (t) g(t)| <38

P6r 1o tanto, |f(gn(t))-f(g(t))| < e. Luego, fog -+ fog uniforme-

mente sobre K.

N

ol

Para pﬁoﬁarIQue fijado P, 1a dplicacidn A » P(A) es continua,

se. pueue suponer que P(t) : k, Q sea, es P(A) = Ak:°
| kxS xepea
En general dados A,D € L(H) vale que A -B° = y A" (a-p) B°
: n=0 - -
Si A > A en L(H), serd
n_1 . ’ 15
1855 = z A Gay A% <Y 1A g s ®
: * o .n=0 . ,J_,k:C : 1 4
Sea C tal que lal, RA.H=< C ¥j., .
k-1 '
Luego, 14%-a51 < 1. ¢ 1a-a = x & haeal - 0.
J n=_C ] oo

Por 1o tanto el cdlculo funcional ‘es c&ﬁpleto.
Para ver la continuidad de G.eﬁ 1aFSeggp§é-Varidble,”hay que prebar
~que la aplicacidn P_+ A
P > P(4)

es continua, uniformemente respetto de A cuando A varia en acotados de A



]
P
.~
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LA

Si A varia en un acotado K, E-C> 0 tal que Al <C ¥ A € K, Por

lo tanto, IP(A) < P(t)| < sup |P(t)| si P es un polinomio.

sup |
Telaar L Telse

Por lo tanto si P + P en P, P > P uniformente en {jt] <cty

entonces sup JPn(t)-P(t)l + 0, y luego, dado € > 0,
|.t|<c st L \;_'.n_ié:;'f.:'.,' FTREN . i .-

IP_(A)-P(AN <esinP>n, ¥YAEK. - i ..

09

Esto coneluye la.prueba de la, prpposicidn 4.1.
E . ’ ' 4
ir

i

Observacidn 4.1:

Se verifica que 0:C(R)*A -+ /4 es continua en ambas variables a la vez.
En efecfo,”suﬁoﬁgamos que fn + f en C(R), ¥ que An + A en A.

Resulta:

ﬂe(fn,An)—e(f,A)H = an(An)—f(A)H=< an(An)—f(An)H f

+ Hf(An)—f(A)ﬂ = ﬂ(fn-‘)(An)H + ﬂf(An)—f(A)H

Sea M tal que HAnH < M ¥n. Se puede acotar entonces el primer

sumando por

]

sup '-‘|fn('t)-f'(t)| < sup |£(t)-£(t)] > 0 pues £ >
BEIN |t |<m ne

uniformemente sobre {|t| < M}.
Por o%ﬁa‘pérte, como é.es:éoﬁtinuaﬂen?cgdé"Qariablégivale que -
£(A ) » £(A) o-sea I£(a )-E(A) > 0.

- ¢Luega O(f ,A ) - 6(f,A). 4 . .
N> # »

Un enfoque bastante distintc de estos resultados puede verse en el

apndice I de [6]. L

oo

Es interesante mencionar aqui la aplicacidn gue se hace én [12],
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X

P, 461 y siguientes, de éste cZlculo funcional relativo a funcicnes
continuas, para construir una-@eselucién;de la identidad asociada a un

operador autoadjunto en un espac1c de Hlluert. Con relacién a este tema

- PRSI

y a la p081b111dad ‘de deflnlr func1on;s de operadores meulante la nocidn

de medlda espectral, ver tamblen {25}, p. 536 y s;gulentes.

Nociones sobre funciones analiticas con valores en espacios de Banach

C81lculo funcicnal rclative a funciocnes analiticas.

El teorema de Wiener-Levy

Definicidn 5.1:

Sea f:D > X continua, donde.D-es Un abiertc-en el plano complejo

C, y X es un espacic de Danach. Se dicefgde f es ianalitica en D si
T cor ’
o

¥ L€ X', 4f:T >~ C es analitica.

Proposicibn 5.1: I ) T e - S S

. Dada f:D;éjX’continua,:son“equivélentes:'

1, f es analiticaen B

2, 81T ¢s.una curva Slmple cerrada tal que x_lJT‘ D, ysiz€ ro

f(z) = §%E-J f(m) aw (Férmuié de Cauchy)
ot
£(z)-£(z,)
3. Existe lim ————— en X, para cada z. € D.
Z-2Z C
Z¥Z .. .70

e e Wi

e —— ; BF;

“ﬁ._Paféucada z_ € D,3 {an}d>OC: X, vy 3 R> ¢ tales que

¢
f(z) = Z an(;—ao)n:para |z-z.| < R; =z € D; con ééﬁﬁergencia absocluta.,
e =0 : Y
BIBLIOTECA

“TIT ¥ PASTOR®

i LT A
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Demostracidn:

1) = 2) por ser £f:D » C analitica, vale

a0

Ve ST

21£(z) = 2ni W-Z

_ rt . T
Es bueno observar aqui, sin entrar en detalles, que la integral

£f(w)
Ww-2

1 AJ Rf(w)“d

vectorial J dw se interpreta como la integral de Bochner

P'+
wit)-
;a ' Gen 25 . TR o :i’ [, Lo

[S DR = B 4

B por ejemplo de clase C1 al menos por +rozos

b
J ££‘—‘(r-(--g-z—)-w'(t)d’c donde wi[a,bl » T es una parametri%agiGn de la curva

De la prop031c1on 1 10 se sabe entonces que i

fw) 1 LE(w) : —
2(2n1 J w2 dw) = ori J W-Z d ISP
Porfloftan;;+ L (£(z) = —3;—>~“fKW) dw) 0¥’ 2 € X', 16 cual implica
= 3 4. 9 27,1 w—z P E
+ . .
2 flw) - P
“que f(z) T T J o N N
+ Sariir o C RS

r

2) * 3) Sea z, € D, y sea r tal que {w/|w-z Ol r}—t D RELE il:;;

sir {w/|w—zo| = r}, I' .es una curva:-simple cerrada yT ur® cp.

Dado z tal que |Z—ZO| < %3 se verifica por 2)yi :f %

L1 [ fw) RN U D)
Fe) = §;I'J W=z dw’ £(zy) T 5;3-[ -z
F + - s s _1_‘1-!- : i
Por lo tnato, f(z)-f(z,) = 1 £lw) ( T Ydw =
? 0 2r i \ W=Z - W= ~
rt .
- f(z)-f(z,.)
i §;§-J £(w) T;:gj(;:;gs-dw, con'lo Fual = = T J (w-;)(w—zo) dw
’ F+ i o : o . : " F+

Tomando limite para z - zd en el integrando, un candidato a ser el
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limite del cocienite incremental es |

1 “flw) - B T A -t S
2n 1 (w2 )2
+ 0]
r
_Luego, [
£2)-flzg) o0 ey Ly LT 1
7 o) 7 & = oz | T
. “7%0 . (w-zO) + (w-2) (wez )
I A o “_“:gf______ e
S 1 long11 -stip "f(w)”sup I 1' S e ? 72}
we wT (w-z)(w—z ) (w-zo)
1 R 171 4 _
Pero, [t =1 R e
(W—Z)(W"Z ) (W-—O) .!‘.._ o O o . . O - ]w_,z
_ ' T
Como |w—zO| =ry |z—zol-< i entonces es. |w-z| > 7
) Iz -z| 5
Por lo tanto, lo anterlor se acota con 2 - ——-|z -
2 r 3 0
.= r
' 2
Luego, es sup | 1 1 2{ < Z§7|ZO_Z| >
g, WED (w—z)(w—z ) w-z)” e 7Lz
f(z)—f(zo) . f(w)
con lo cual lim = == J dw.
T {w-z )2
j52 5 Qi o T R R ¢ MR
r
S3) = 1) Sean L € X° y z, € D. _
T e e - . e f(z) f(Z ) i ..,._lt
4 = t
Por 3), 42 llm ——Z_z £ (ZO)
z->-zo 0

o T e - -
De manera andloga al lema 1.54 se tieme-

LE(z)-2F(z )" ~*f(z§;f(zo)~zi -
== o ) > Qf'(zc)
7% 2% 27
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Por lo tanto, 2 (fof)' (z,) = 2(£'(z] S5 e ’

Luego, Rof es rénalitica ¥ 2 € X', y por lo tanto, f ¢s analitica

en D.

2) = 4). Sean Zg € D, y r tal que {Iw—zh_| <r}CD. Seal = {|w—z | = r}

1 f(w)
Para z;tf]—._ql..c |z” Pl < 2, es, por 2), f(z = ETJ e
: .4 ‘ ‘e z-z_n o ® —"(:z‘—z ).1'1
Para w €T, wiz c )-(i—z = wl ¥ 9y = —0*_1
: Bo M ETEg Zo nz0 "% n=0 (w-z,)"
Ademés,, fljado Z, - |z.- DI <z 2_ la serie converge uniformemente
para w €T, ya que
B k (z-z,)" @ (z-z )" o (" @
T ] e ] — ey B L
N T L - a1l | n+l! T n n ;
- n=0 (w—zo) n=k+1 (w-zC) © nzk+l ¢ nzk+i 2
{1 k (z-z ) ) ,
y por lo tanto, sup. |T - ————| o
. W~Z n=o (w-z )n+1 k—>oo
Como ademds f es continua en D, I£(w)l <M T wer.
T R Gl ‘
Por 1o tanto T = z (w) —f { con convergencia unlforme ) 3
n=0 (w—z " . " 3

para w €1 .

Luego, se puede integrar tdrmino a tdrmino, resultando:

£(z) = LJ £0) gy = T (g, O (QMJ ( £ 4y

2ri . W-2Z = , (w-z )n+1
B e r
1 f(w)
. - _ c
Si se toma a, oI J ) dw, cntonce.g an Xy
¥ (w—zo) :

=

2]
n r -
z = - - < = )
£(z) Zo a (z Z(?) para IZZC' 5 ademas?

Pt _r
X ||an|| |z—zo|n<m. para |zz[ - 5

n=0C
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i 1 R
<
En efecto, han“ T (long I').sup |
:?:'7{',‘,;} R ) . . G
" o - n .
Por lo tanto, ) lal Jz-z "< §J =& =n | =< 4o,
n ¢ n
n=0 n= =

4) = 3) Sea z P! (z—zo)n para
>0 O ‘ ,
fli—zo |< R, con convergencia absoluta. T

0 €D, y sea R > 0 tal que £(z) =

El radio de convergencia de una serie de potencias con valores en X

se define del mismo modo que en el caso de una serie de potencias de ni-

R . T n-1 _ . . .

meros complejos, y la serie ) n a, (z-z.) tiene el mismo radio de
=1

jo

convergencia qué la anterior; del mismo modo que para el caso de funcio-

0

nes con valores complejos, se prueba que z na (z-z )n—l tiene por
oy . & n 0

f(z)-f(z,) . =l

suma 1lim ————E:E—i— , O sea, se prueba 3).

zézG 0

Esto concluye la demostracidn de la proposicidn 5.1.
A
o i

Como ejemplo elemental importants, dado un elemento a en un &lgebra

' dé Banath X, la-aplicacidn, exponencial

~

z>e = =

za ot 7 z a
- 0.

s za :
es analitica en todo C, o sea es entera; e conmuta con a y vale

‘(g_om eza - am eza
dz

- -Copolario 5.1 (Fbérmula de Cauchy para las~derivadas)fL

Si f es analitica en D, entonces f admite derivadas de tolos los drde

()¢, = an £(w)

2mri n+
+ (w-2)

simple cerrada tal que T LJFO CDy z‘E'FO_

nes en D y dado z € D, £ dw, donde I' es una curva

1
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Demostracidn': - N

Basta derivar bajo el signo integral, usando la convergencia uni-

otms.

i

Pféposicién 5.2 (Teorema de Louville):

Si f:C + X es analitica y If(z)l £ M ¥ z € C, entonces £ es cons-

tante.

Demostracidn:
Se acaba de probar que vale f£'(z) = Q;i J 'f(w)2 dw;
+ (w-2)
: r _
8e toma ' = {|w-z| = R}, dado R > 0, y resulta §I£'(z)I < %E-E%-QHR =
R
=E—>O
R Reveo

Por lo tanto, £'(z) = 0 ¥ z € C. Luego, dada £ € X, (f)"(z) =

WE'(2)) =0 ¥z € C, o sea &f es constante.

Luego, dados z,,z, € C, Zf(zi) = 2f(2§9, y entonces z(f(zl)-f(zz)) =0

2
(¥ ¢ X'); por lo tanto f(zl) = f(zz) y entonces-f es constante.
Otra forma de probar que &f resulta, constante es observar que

2£:C > C es analitica y |#£(z)| < y&0 1£(z)I < I&1.M ¥ z € C.

" Esto concluye la demostracidn de la proposicidn:b5i2.

#

Proposicidn 5.3 (Teorema de Cauchy):

Si £:D + X es analitica yI' es una curva cerra&éﬁf%iiﬁue rourc D,
entonces J f(z)dz = 0.
) s :
l .
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>
A =< T EPR L ST - . : ot - . C T

Demostracidn:

B

Si & € X', 4f es analitica y por lo tanto J 2£(z)dz_ = 0.

r
Pero~[ Lf(z)dz = 2(J f(z)dz). Lpegg;l(lnf(z)gz)};,og&v'2 €X'y
r T §

éntinces Ty F(z)dz = oomv .l ool - e oa

(- SRR

"':L_ —

Estolconcluye la prueba de la: proposicidn 5.3.

FENE 0§ LN B N IR Te Tt i

Prop081c1on 5.4 (Pr1n01plo del modulo méximo): T e

S S
. o Ao

Sea U C C ablerto aCOLadO, y sea £iU » X c01t1nua analltlca en U.

LT ' . . T

bntonces sup Ef(z)ﬂ = ?up V"f( )H SRR A LI A

- o < O B
.ZGU '2&30 S Es g R RT3

Demostracidn:

n
B

Dado z € T, sea & € X' tal que 2(£(2)) = I£(z)I 'y 20 =

Entonces, siendo #f analitica en U y continua en U, valésd .-l
hf(z)ll = UWE(z)) < Swp lzf”(w-) ["=Fsup® * [LEG) |
GatdTn, IETE R LI SRR & WGU _— WEBU o -
Pero como Il = .1, |2f(w)| Hf(w\ﬁ Yweu.

Luego, 1f(z)l < sup ﬂf(w)h, Y. esto vale V z € U por lo tanto,

sup 1£(z)} < sup “Hﬁ(Z)l.i =y
Zeﬁ- ) ZEBU

Iz - ERENEE S NS SEEE Y B T N : i3 1
Esto concluye la prueba de 1la prop08101on 5.4, o
Cae #on e i

Es posible ddr:algunas.extensiones. del -principio del mddulo miximc,

por ejemplo el

so-Brincipio,de Lindeloff =, . . ‘
- 82a B-la banda en el plano complejo, {z/a < Re z.<Db}.. -

RS

o)
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Sea f:B - X continua y analitica en B. Se supone ademds que I M > 0

3]

°

tal que if(z)I < ¥ ¥ z €

Entonces,

sip 1£(2)1 = sup NE(2)I
2G5 =

La prueba se basa en el principio del mddulo mé&ximo y sigue los

pasos del caso escalar. (Ver {7i, p. 79).

Proposicidn 5.5 (Principio de prolongacidén analitica)

. Sea U abiertoc conexo en C, y sea f:U » X analitica tal que £ = 0
en un conjunto abierto contenido en U, o bien £ = 0 en un conjunto con

un punto de acumulacidn en U, o bien f(n)(zq) = 0, fijado z, € U,

0

. Entonces,.f = 0 en U.

Demostracidn: -

8i £ = Q'en un conjunto con un- punto .de acumulacidn (en particular

en un abierto), y si & € X', entoncés 4f = 0 en un conjunto con un punto

de acumulacidn en U, y por lo tanto &f = O en U.

1

Luego, dado z € U; 2(£(z2)) =0 ¥ g EVX"y entonces f(z) = ¢,
Si f(n)(zo) = 0 ¥ n, entonces dado ¢ &X', es:
(gf)(n)(zc) = 2(f(n)(zo)) =0 ¥ n; por lo tanto 2f = 0O en U, ¥ & € X',

y nuevamente £ = 0 en U,

Esto concluye la prueba de la proposicidn 5.5 .
A
¥

En ocasiones puede regutar conveniente el comprobar ia:analiticidad
de una funcién £:D + X sin necesidad de considerar todas las funciones
lineales y continuas en X. Para’ello se dard una nocidn de conjunto de-
terminante para X, un poco m@s general que la enunciada en la definicidn

1.6.




-67- .

Definicidn 5.2:

Dado S subcotijunto de X', se dird gue es determinante para X si
2(v) = 0 ¥ 4 €S, implica que v = €

_chhay:dificultad_én_cpmprbbaﬁ qué si:-S es determinante segln 1.6,
tambi€n lc es segln 5.2. Pero la r@ciprpca no puede -ser. cierta, porque
dado A € C, A # 0, el conjunto S = {AR/% € § sigue siendo determinante

segfin 5;25 pero no tiene porque serlo segin 1.6, pues se habia, observado
gue si S cumple 1.6, deberia ser 4] <1 ¥ & € S,

e . : [ - - I Tl
Yo S ST = B s o

A L e
Proposicidn 5.6:

i
i

Dada £:U + X continua, son eqiivalentes:
1) £ es analitica en U.

2) £:U + C es analitica para cada & € S, conjunto determinante_panaix.

Demostracidn:

Basta probar 2) = 1). e

Si g € 8, se sabe que vale gf(z) = 1. J _ f(W).dw, en las hipdtesis
- A L - 2md wW-Z .
: +
s - _ o
usuales. Perc por ser S determinante, ‘se concluye que

fﬁz) 2-2;i.J éff) dw. .
ot

AT

M

La proposicidn 5.1 miestra entonces que f es analitica en U.

Estc concluye la pruebaz.

#

El hecho de que las funciones cscalera formen un conjunto determinan

te para Lp, 1<p<m, resulta pof ejemﬁlbtae'ﬁtilidad en el desarrollo

del método complejo de intcrpolacién.:(VerA[B])°
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Definicidn 5.3:

Dado A ‘€ L(®) .(X Banach) yse define la funcidn SR .
A > (A-AT)7L

para A € p(A). Esta -funcidn se llama la funcidn resclvente de A.
Se' quiepe probar que esta funcidn es analitica en p(A) con valores
en L(X."

Lema 5.1:

LT - B I R e R e - .

Si ¥ es el conjunto de los elementos inversibles en L(X), la aﬁii—*.

cacidn

y >y

A4t

es continua.

Demostracidn:

Supongamos que ya se probd que es continua en I.

Si A + A, A = Y, entences A At 5 1 en Y.
n n 1 n
1-

Por lc tanto, (An ATH) + I, o sea A A;1 -+ I; entonces A;1 - A

Luego, hasta prchbar que ¢s continua en I.

En general, dados A,B € V, a~tgl

a7 -a37Y) = a7 Y(poa)™?

. -1 -1
Luego, Fl AL~ 1, An €Y, es An -1 An (I—An).

Por lo tanto

1

ia”loTl = §ATY) JI-A N, con IT-A 1 - O
Tl e} n n

A N R Tt n-,)'a?': ot o

Luego, basta probar que HA;in es acctada.

Dado 0 < g < 1, se tiene "An-Iﬂ Seg ¥n=z n,
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A" Por 16 tanto, A = I-(I-A ), cdn II-A F S'e <'1y'sin »nj -+
TR S e T Y
Luego, A © = N (I-A )75 o sed, 1A 71 < ) I < Sy

- 0 7 10 10

> - . R t - - . : . . LA ERP O

Peran > ng
Esto concluye la dembstracién del lémé“g.i;

Proposicifn 5.7:

La funcidn resolvente es analitica en p(A).. ..

Demostracidn: L .y Sl e

Sea A, € p(A) fijo; para A € p(A), N # 10’ es:

-1 ~1 -1 -1,
(A-NI) "-(A-2 . I) (A-AI) "(A-A)I(AA D) ™ , _
0 = o 90 = (A-AI)-i(A—ROI) 1

X—lo l~k0

Por lo ténto

I 3 —;1 - ;%rf“l ,. ‘ ,
<X > ((A-x D7)
o AR :

Iuego, la funcidn resolvente es derivable en cada punto de p(Aa).

De acuerdo con la proposicidn 5.1, se concluye lco afirmado.

P jf: .
Se va a mostrar ahora que p(A) no puede ser todo C.

En efectoy si |Kn|‘& «, entonces Iknl = HAH ¥ n >_n0; por lo tanto

: -1 _ A -1 _1 A -1
}\n S p(A) Yy (—A—_RDI) = ()\n(}\—— -‘I;)) -- r(r— I) 4 :(__)S; ya F_.]_ue
- B ol - n n N e

-

(Ar- ™t s oL
n ‘ @

Luego, la funcidn resolvente tiende’ a ‘Bero' en el infinito, y por-lo
tanto, es acotada en un entorno del infinito.

Luego, IM> 0 tal que en {|A| > M}, la funcidn resolvente estd acotada
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Si_p(A)'= C, -1a resg}yenteges analitidafen_toddf@. Por "la continui

dad, tamblen estara\acotada en {|x| < MY. Por lo tanto la resolvente
es una func1on acotada en todo C; el teorema de Liouville muestrc. -que
entoiices la fun01on resolvente debe ser constante,‘Lo cual es un absurdc.

e

Luego, o(A) # ¢ para todo A € L(X)

Definicidn 5.4: Lo Lhmalinisl
Dado A € L(¥), se define 61’ vadio espedtral de A, por L
r_ () = sup |)\ | bt
reo (A)
Proposicidn 5.8:
1
. ‘n-l:l—_ A AT T e N
T s LS .. S S
VA AT Lo A . Y
Demostracidn: N
ro(An) sup |R| = sup |k| =, sup |#° | - (sup |p|)
A& (A™) ;;-RE@QM) uaﬂﬁ)‘_w_ueﬂA)
(r (aN®. o
- . P . Foye PvoLIDE il Hen
Por otra parte, se saDe que r_ (A) HAH ¥ A e L(X).
B v s Terre 1‘,‘:‘ et RNt RIS o 3 B PR SELLARS:
4-“"4":.;;' ‘ EER . - ~ it - - ] =
*Luego, r, (A) =r, (A ) |A I, o sea r_ (A) < uAnnn ¥V n € N.
. i 1 :
Por lo tanto, r, (A) lim uA "n 1.,
o ”Sc tepdra el resultado deseado,'31 se. prueba gue 11m HA 1< rc(A)
‘- L e ;_1 . - Gy ¢ MR
Para ello se estudla la serie de poten01as - Z' A
.nt+l
n=0 A
En primer lugar se observa que para cada A # 0 tal que la serie
. converja, yepresenta.a la Funcidn (ANT) T To- oo oo Lo
En efecto: oLl e o B B ]
e I ‘11;
SOV -




[ I G

N n

N
A A
-(A-AT) § = ] —
=0 A0l n=0 AP

anélogamepte,
n
- z T (A-AI) =+ I
n=0 Al N> sy

Para |A| > r, (4), la funcidn (A—?\I)_“1 estéd definida y es analitica.

Por~lo-tanto admite un desarrollo de potencias

(a-A1)"? = ) a; 1—n s a, € L(X)
=0 A

vdlido en ese entorno del infinito.
S T « N
converge absolutamente en

M

Por otra parte la sgrle - n+1

120 :
x| > Al y representa alli una fun01on analltlca, que por lo dicho debe

o

ser (A-AI)

El principio de prolongacidn analitica asegura entonces _que

i £ :
(A1)t = T con convergenc1a aDsolata en [X| > r (A).
x >0 R‘T ,
L o
- n . ] - u
Sid A, tal que 0< |}OLH<_rO(A);d9nde ) —T converge, pcr

n>0 AP
propiedad de las serles de potenc1as, esta serie debe converger absoluta

mente para |X1 < lk |;'pero esto no puese ser, porque 1mp11car1a que todos
los valores A con |k | < |A| estén en p(A), lo cual contradice la defi-
nicidn de rO(A). ‘
0 sea, si |K|‘< ro(A), la serie diverge.
\ Esto muestra que ;—%ﬁj-es el radio de convergencia de la serie
. o

An

n+l

d?O A

Debe ser entonces —— = ' :
rk(ﬁ) 1

Tim 1A%
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lo cual concluye la prueba de la prop03101on 5.8.

Il

Puede'probarsé (Ver”[9], P 419)'que dados A,B € L(X); que conmutan, -

vale . RN S

<
r,(AB) < r_(A) r_(B) e
cobniaen L ¥ (A+B). S 1y (B) + kB e
La primera débestas’ desigualdades”és sencilla defobtenef?: para la

segunda se requiere un cllculo més, cuidadoso.

Se estd ahora en condiciones de exponer'un cdlculo funcional relati

- e e '

vo a funciones analiticas. (Ver [9], p 424)

Este calculo fue propueéto-por Frederlque Rlesz (1913) y desarrolla

: do por N Dunford (1943) (Ver tanblen [95 para otras referenc1as)

Deflnlclon 5.5:
o2eliio 1 o NG S S s FULAL o Tae GUUETU oLod
Sea A € L(X), X espacio de Banach; se considera:

. I(A) = {u:U » C/u es analitica'.en':U3 donde U es un abierto

SEe SRR omTmeo b ﬁ“ﬁtal{queiU‘D?qCAfT :

I(A) se 1lama el conjunto de funciohes é&miéiﬁleé para A.

Dada u € I(A), u:l 5 C éﬁéiitica;vse cohsidera una cupva simple
" “cerrdda T téiﬁéﬁe'b(A)'CZFO §j*'0i#o.c U, v se define:
oy _ 1 -1
U.(A) - 27Ti J u(Z).(ZI—A)
vy i_‘+\ t. . - e R
Pord ,'._./J;'.,‘.'.“ . 4ot .- A N e .o P ST ) :

Esta férmula explicita del cllculo funcicnal fue dada por F.Riesz.
La integral estd bien definida, pues la fuﬁfiéﬁ g(;)i(zI-A)-l es

analitica con valores en L{X) para z C U-O(A) y es por lo tanto continua

FY

sobre I'.

I T o T LAt O P T R AL T O A L et
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Ademéé,}ra“ﬁhtegrai‘nofdepende_gg41a_curva<§ elegida,. ya-que si
Fi y’Pé son curvas que satisfacen lo pedido, las integrales sobre una y

otra c01nc1den por el teorema de Cauchy

Se verad ahora porque llamar u(A) 2 esa 1ntegral N
n B I B U T
8i u(z) = z~, entonces .

I A A S
u(A) = 5%—-J 2 (zI-A) 1 dz, y se puede .elegirl = {|z|

+

Lo L
N MY

an RS0 LR -I—‘ (é)

T ) y
Para z €T es |z|.>“rc(ﬂ) vy por-ila tanto,yalg,gzI:Altl‘ 2. A
’ T K30 g

NIRRT (S

S

T Ol
Ademas esta serie converge unlformemente para ]zl R, ya que su

RN LI " . ‘, ¢ 1
radio de convergencia, como serie de poten01as en = e ——TKT' Luego, se
L

pLede 1ntegral en’ termlno a término la serie de (zI-A) 1, resultando

~ . ;—gtbq(Az.;,LZ,_flT- g k-1 AE dz = ) \k 1 J 2R gy

I El RN I - 21r1
> ) > -

(
Pero J n—k— dz = {
F

“L 2ni siu”: ﬁ;k:i = -1

Luego, u(a) = a". L ime

“7En- particular;.para,n %.0-y n.=.1,.se obtienen:.

1 -1 _" : b L SRR R _,1 ‘_,,_
2—71'_]:: J (ZI—A) dz = I, m J Z.(ZI—A) dz = A.
F

+

P +

y para todo polinomio P(z), por linealidad resulta: .

1
M1

J ‘P(z) GT-g)™Y az =EPER) v el s o

1.‘+

KL
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‘2 donde T' es’ cualquier: curva simple: cerrada talaque,Q(A)_Céfq,

Lema 5.2: oL T T o St
. TR v' - . Lt ) Rty
Si u (U > C es analltlca donde U D O(A), y si un = 1 uniformemen
P oo HTETOL N I N & o atd

te sobre los compactos de U, entonces
u(A) = lim u_(A) , 2
: N - n o - R I !
g -
Demostracion: 3

En primer lugar, se sabe que u es analitica en U. SeaT una curva

B ComoI‘ es un compacto de U, un +u unlformenente sobre .

Ademas, la func1on (zI~ A) es acotadﬁ enI‘ pues es contlnua sobre

i
- R B

cl compactoI‘
Luego u (Z)(ZI-A) > u(z)(zI—A)_1 uniformemente scbre f;
: : . n>® . .
Pero Qn%onces ﬁﬁh(A);ﬁ(A)H = %Eﬂlji (ﬁ;(z);u(z3)(EI—A)_1 dzl <
' +
r

< %—-sup H(ui(é)Lu(z)O(zI—A)—?H long & > 0,
m n .
2 2 L

Esto concluye la prueba del lema 5;2;

#
Lema 5.3:

Si u es admisible para el ‘operador A, entonces..u(A), conmuta con

cualguier operador que conmuta con A, ) T .

Demostracidn:

Se usard el -sigiiente ‘resultado:

Teorema de Mergelyam:.(Ver {16}, p. 367, [111).°
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1

Sea E un eompactdTdé C;'toda*finidn ébmtiRuz en’E-y analitica en
0 . . .
E° se puede aproximar uniformemente en E por polincmics ¢« C-E es conexo.
Considérando una~curva I tall ﬁué"(}'(A)-"E_,P@f;'f-._ uI‘O C. U, se toma el

_ 0 -
compacto I’ =T LI, cuyo complemento es conexo.

i - S R RESTRNIN

Luegc, existe 'una sucesibn {P } de pollnomlos tal” que P +u unlfor-
memerdte énT . Luegd, él‘”igﬁal que en el lema-antericy, resulta que

;P;l(A') > u(A) én I(X). “Por 1o tahto, u(A) conmita con cualquier operador

que conmuta con A. -
Esto concluye la prueba del lema 5.3.
A B U -

Se quiere estudiar ahora la continuidad de la aplicacién A » u(A):

Supongamos gue An + A en L(X). Sea M tal que I!A_._ﬂ . _HAnH <M ¥ny
sea U = {z/|z| < Mte}, donde ¢ > C.

Si u es analitica en U, se toma = {|z| = Mrg L CQHQ.:{[:&:L < e}
' “ 0

Entonces o(A ) C {]zl |A ||} < {|z| M} CI‘ oy tamblen o(Ad) Ccr

FOU rcu,u> c(An), UD o(A) Por lo tanto u E I(A ), I(A) v se tiene:
. 1 -1 ) L IR
”u(nn) = %—1J u(z)(zI-An) dz;
TS .{.’\_- R I IR L ST I
1
u(a) = — u(z)(zI- A)
s M 21rl
! 1‘.:? ~...:V e )/ F V___ . ” ; ,,,‘.'... .o o .-:“‘
I Ak

E [+
Para z €T gs ||(zI—£§n)~1|| =l ) Sl < ] —— = C< te,

k=0, k=g _(I#e")
) "\_ SR R

Luego, 4 ¢>0 tal que ll(zI—An) 1 < C

HeI-a) Y <e T

BIBLIOTECA
WU ReY DASTO“?"’

Pro, &2 RATEMATY.
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adends, n(zl-An)fln(zx-A):¥H;=,u(zxrAn):?(An-A)(gI:A)Tiu <

E T £ TP DY N D OOUK R A S

1<

<-u(zI-An) HnA -A)Hn(zl A) < ¢? nA -Al . ¥.z€rn

Entonces, sup u(zI—A ) -(zI—A)_lﬂ €'CQHAHQAH > 0
- czZel i SO T
Por lo tanto, (zI—Anﬁ-} e (zI-A) uniformemente sobre I.
. Como’ u es acotada en.T,}u(zD'(thAn)rﬁ. -+ 'u(z)(ZI+A)—1 iuniformee:

n>
mente sobre I'. En consecuencia,

o i ami

-

—ET-J u(z)tthAﬁ)-idz ; _1_.J u(é)(éI;Aj_ldz
“+‘

. + .
o} sea:
R u(A;) > u(a)

n>*

Proposicidn 5.9:

Si u,v € I(A), entonces (u.v)(A) = u(A).v(A).

Demostracidn:

)
-7 ¢

Se sabe que u y v son analiticas en un abierto U tal que U Do (A).

Vale

v

u(a)v(a) = —}—-J u(z)(zI-A) d ) (———-J v(w)(wI—A)_ldw) =

2w i
o p L rt
""" L S : : . v
S ' -1
S oni omi u(Z)V(W)(zI—A) Twr-a)™t 4z aw _
rfp?
u v

donde lé:integral doble existe pues el integrando es continuo en PuxFV.
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Se tiene: T . UCH .
(21-8)" e w1-m) = (21-8) "N (w-2)T (wi-a)~t

Pdr lo tant:é:

(ZI—A) -(WI—A)
w—

(2-8) wI-2)7t st 4 i

"Née—eligénti‘u y P\;':dé'man'e-fa que satisfagan todo lo pedido y ademis

T ’ C FO... LT h - R
1 v
ReSUlta: RN

u(A)v(a) = 2;1. 27::1 J u(z;v;w) ( I A) -1 dw dz -L' EE
i

u

1 1 u(z)V(W)
-2—-2——j J iz (WIA) dwdz_.

21 1 v(w) o
ot r+ |
u v
(- : a1 u)
+mf VO T-A) L " wT J 7w 2
ot Tt
v u

Perc, de acuerdo con la férmila y el teorena de Cauchy, es:

-L-[ viw) dw

b
v pues =S CTo . s

w2l ) . Wz )
rt
v AY
. ulz) dz = 0 pues w estd fuera de la regidn que en-
2n 3 Z=-W
F+
u

‘cierra ' .
u
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Asi, u(a)v(A) = Eg;-J u(z)v(z)(zI—A) dz = (u.v)(4)
F

Esto concluye la prueba de la proposicidn 5.9.

e
T e N .. .
Puede demcstrarse.enpleando el teoréma de Mérgelyan.
. En efecto, se sabe que existe una sucesitn {Pn} de polinomios tal

. , 0 .
que Pn + u uniformemente scbre I’ UT ", donde I' es una curva simple cerra

da tal que c(A) C:FO, rurlc U; endlogamente, I una sugesién'{Qn} de

polincmios tal que Qn >V uni formemente sobre r L I‘O

Por lo probado ;ntes, P (A) = u(A) Qn(A) +—v(h) Pero come
PnQ + u,v uniformemente en T L’PO, resulta (P Qn)(A) + (u.v)(A).

Por otra parte (P Q Y(A)-= P (A) Qn(A) > u(A).v(A).

Luego (u.v)(A) = u(ar).v(a).
Lema 5.4:

S5 u € TA), o5 o)) = o)

Demostracidn:
u(z)—u(zo)
. . o z€U, 2 # z,
Sea zy € g(A) v sed vz) = {:_ .1 Z0 Coe
. _ : N
u (zo) z =z,

v es an“lltlca en. U-{z } y contlnua en, z09 luego Vv es analitica en U,

o sea v € 1(A).

Ademés, (z-zo)v(z) = u(z)-u(zdf ¥ 2 €70, Evaluando en A, se obtiene,

(A—ZOI)V(A) = u(A)~ u(zO)I, con u(zo) € u(o(A))

o
[
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Si u(zo) & o(u(a)), u(A)-u(zO)I es inversible en ﬁ(ﬁ}g'béf"lo“tanto

(A—zOI)V(A) es inversible etr-L(X)."Si:Cles -su™inversa, se obtiene:

g € = £ a0 < 1

— i : Sy

Pero V(A) conmuta con A-zOI9 luego ¢ v(A)(a-z D- I

: /

0 sea, A ~Zq I tlene inversa a derecha y a 1zqu1erda. Por lo tanto,

A—zOI es 1nver31ble en L(X), lo cual es un absurdo.

1

Luego, u(z ) e a(u(A)), por lo tanto u(a(A)) C a(u(A))
Re01procamente, sea A € o(u(A))9 supongamos que R & u(o(A))

Como u(o(A)) es compacto, ex1ste un entorno abierto V de u(c(A))

tal que A € V,

Sea U1 = u-l’V). Entonces U1 es abierto, U1 cu, U1 D c(a).

g

Para z € Ul’ tlene Qentldo —T—%——-y es una func1on analitica en U1

. . 1
QowoﬁUlz? ?(A?, tlene‘SEQF;do>SﬁIES:X?FA)AE.L(K)'

Se sabe que (u(z)-h)(u(zg_h) = ( Y(u(z)-A) =1 ¥ z€.U ;

u(z) R 1

evaluando en A se obtiene:

@(A)AD) (o HB) = (7—5—)(A)(u(A)-7tI)
Por 16 tanto u(A)-?I es inversible en L(X) lo cual es un absurdo.
:Lueg03'x € u(OiA)); enfbﬁées,’c(u(A)D Cu(o(a)).

Esto concluye la prueba del lema 5.k4.

Lema=5.5:, . .
Siu € I(A) y v € I(u(A)) entonces vou € I(A) y vale

L sy = v(u(A))

~1
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. Demostracidng. .

“v-es analitica:en un:abierto V, con'V 2 o(a(A))...
u es analitica en un ablkrto U, con U 2 a(A).,

Sea U; = u (V)-, = {z € U/u(z) € V} U es ablerto, U1 c U;

Size€ 0( ), entonces u(z) € u(O(A)) = U(u(A) C V Por lo tan'to,
z C Ul‘ Lx.eg\,, U1 ) G(A) | o
0 sea, se 't:Lene u: Ui >V y v Ve analltlcas, donde U1 ] O(A) y

VD G(u(ﬂ)) = u(O\A))a

Por lo tanto, tlene sentldo vou y es analltlca en U1. Entonces,

‘DJ 13 I(A)a
Por otra par'te, es:

. v(u(A)) : -E—-J V(Z)(zI—u(A)) I
2 ‘ :

27 i

donde r,es cualquler curva s:.mple cer':oada tal que c(u(A)) = ﬁ(é(A)) CI‘S,

POUR T W D A e s e
v v

Se elige I‘V de la siguiente forma:

Sea Fu una: curva simple; cerrada: tal que 0¢A)-C FS“" I‘S U I‘u - Ui'
e_:a:f‘—u =F8 9] Fu, u(; ) es un, compacto conexo contenldﬂ en V. Por
lo tamto, existe una curva. si_mple-! cerrada ' tal que u(ru;) c Fg y

FOUF cv.
v

Pero entonces F > L(l ) > u(l" % 5 u(o (A)) = 0(u(A))
- : 2 i~ opl
Sea U2 = {w€ Ul/u(w) = Fv}' U2 es abierto y ademés U2 DFTu =) Fu 2
20o(4a).
_ ) . 1 .
Para z € Fv’ tiene sentido ToaGey Para v € Uys y es una funcidn

analitica de w para w € Uy Adem&s, como U, 2 ¢(A), tiene sentido

2
(o) () = (zT-u(a) ™.




i
p

u

es
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1 1 1 =1
Pero (m)(A) = i J z-u(?) (WI-A)

F+
u
Por lo tanto:

v(u(a)) = Z%fj

g=ulw)

v(z).( J G1- A) dw) dz,
. i P+

l." +
v

Como la integral doble existe, porque el integrando es continuo en

x Fv, se pueden intercambiar las drdenes de integracién, resultando,

w(u(a)) =§T1_1J (wI-a)~1 (;ij Z"fj)) dz)dw
" S rt pt
u , v

Para w € Fu’ u(w) € Tg. Por lo tanto, por la fdrmula de Cauchy,

1 v(z) _
o3 J Z-U(Wj dz = V(u(W))-
ot
v .
Luego, v(u(A)) = 2;i J (WI-A)"T v(u(w))dw = (ve1)(A)
u

Esto concluye la prueba del lema 5.5,

P

Bs bueno hacer aqui un comentario:con relacidn a las nociones intro-

ducidas en'el:§3..No se ha construido en rigor un cdlculo funcional en

el sentido alli definido, porqué la ¢lase de funciones admisibles I(A)

depende del operador A, Esto tambiZn ocurrid en el §4; Sin embargo puede

decirse que fijado A, la aplicacidn

I(A) » L(X)

cumple:

-~
i
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1=->1
R G
u(z)v(z) > u(a).v(a)

u(v(z)) + u(v(a))

s o - : . : T .. % . [
Esto puede resumirse ‘diciendc que la aplicacidn es un célculo fun-

cional completo en la primera variable. Ademds es continua tomando en

i S i S TR :

(A) la convergencia uniforme en los compactos del abierto de definicidn

TS CO T W

Por otra porte, dado-ur acotado A C L(X), puede encontrarse un espa

[S . JRE—

cio de funciones admisibles ‘comfin a todos los operadores de A, sea I(A).

Ehtonces paara cada u € I(A), la aplicacién:

A>L(x)

A » u(d)

es continua. .,

(US| R

Se verd ahora como depende el cdlculo funcional u(A) cuando en u

hay algln paré&metro.

rooe e
i

.que pora cada w € U fijo, ulz,w) es:analitica en U." .-
..Tiene sentido entonces,:para cada'w € .U, u(Aiw) € L(¥X). "= -

..Por.lo tanto, se tiene »una. funcidn-

U LR
w > u(Ayw)

Se afirma que esta funcidn es contiua.
En efecto, u(Azw) = LJ u(z,w)(zI—A)—ldz con I ur? (ol (PR

2 i
~t

FC:) o(A), para todo w € U, 1
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“Se fija w, €U,

0 : SR A L e
FaChsn-ulhsn = Ioke [ (aCoom)mutz . )) (21871 <ol
, : 5o 7y | (ulzam)-ulzug)) (-4 ¢
Sea C > 0 tal qde’{|w—w0| <C}cCu,

La funcidn u es uniformemente continua en I'.x-{ |-W—WO| < Cl.
LR : P e e
Por lo tantoc, dado € > 0,48 > 0 tal que |,u_(.z,w)-u(z,w0)| <eg

si'z’ €T, |w—wo| <98, |w—w0| < C.
Por lo tanto,

. . )
i!u(A,w)-—u(A,wo)ll < 77 Sup I (zI-A): ~H

long T, si. |w—w 0_L.<.fﬁ1in {8 ,c}.
zd -

Esto muestra que la funcidn es. continua,

Se supone ahora que, ademds, U es-analitica én.la variable w,
fijado z € U.
Se probard qii¢ entomces la’ funcidn w + u(Ajw) es analitica en U.

Para w # Wy €83 TR T

u(Agw)-u(azw,) 1 J (u(zsw)‘iﬁ(z,wo)) (zI-2)"1 az

w-wo on 1 . w—wo - ]
F. . : ’-—? Ty G e
u
st 0 s e ulzgw)=ulz ,w-o)
si w#w
Coe s W=, 0
Se define v{z,w) =< o
o ?ﬂ (z,wo) ‘ si WS Wy,
e o P AW s LT LT . o

Se sabe (ver [127, p. 2) que al .ser.u continua-y analitica en cada
variable<separadaments -, debe ser.andalitica-enU x U, lo cual significa

que para cada punto (zo,wo) € U x U, vale:un ‘desarrcllicy - ‘

u(z,w) = j,%,}o ajl(z-zo)j‘ (w—wo)g en |z—zol <r, |w-w0| <r,
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Por lo tanto, la funcidn ;'c:_u (z,w) es analitica en. U (fijado w) y

tiene sentlda%— (A,w). Ademas, v es continua en U x U,

Por lo tanto es unlformemente ccntlnua en I‘ x {|w-w < C} donde

ol <
{|w-wo |~;- C} € U: Luego, dado ¢ > 03 36 >»zC.' tal que

jul‘-.(""rZ';'w)-u(z;.wo)- g R T S

u . ; - N
— _-:5;-(z,w0)| < e si |w—w0| <i§,?|w-w0| <c,
W=W “ ‘ S
0
Z €T,
Luego,
:ﬁu(55W)'?(A§?o)_; TIN T -
W=y dw %o .
0
u(a w)-u(z w ) o o e s
~ — 1 ? ? ou "
N o= 2ﬂ1 J — : s'g—-(z,w ))(ZI A) dz
0
-t
1 -1, . g
=€ gup 1(zI-A) " long I, si |w-w,| < min{s,C}.
27 o = ‘ R ¢ RS -
z=g" .
u(A;w)—u(A;wo) su R
Por lo tanto, I lim - = — (Aszw,)
W-W aw 0
W _ 0

0 .

=1 a .'a.l:
o sea, 4 5;—(u(A;w)) = 5%—(A;W)-

como apllcac1on de estos resultados, se cbtendri ahora el +teorema de

T i

Wiener-Levy (Ver [ 9], p. 428 v sus referenc;as).

Sea X = {f:R > C continuas, 1—peri6diéas,§con serie de Fourier absoluta

“"““mente convergentel. S

Es decir, toda £ € X tiene asociada una- serie.de Fourier

o inx .. -

Y oa T eon ] fa[-< e,
n€?z n<z
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2n inx

Por lo tantd, la serie ) a e converge unifc¥memente en
P . nez .
T 2, - Qﬂlnx .
todo Ry luégo, necesariamente £(x) = 2 a e ¥VXER, *
n€Z

Se define lfly = ) |an|; por lo que se acaba de decir, es una

norma .en el espacio X.

Se afirma que (X, | HX) es un dlgebra de~Ban@ch con la'muitiplica—
cidn punto a punto como producto.

En efecto, si £y g € X, es f(g) =-Z a einnx; g(x) % Z bn e2ﬂlnx

y ambas series son absolutamente convergentes. Luego:

f(x).glx) = § (7 a b )~92Nizx y esta serie converge
€7 nim= m
absoluta y uniformemente, ya que: '
DI R T - S NN WL =§ |2y | El b, |

€7 n4m=% 2 n¢m=2

Por lo tanto, esta es la scric de Feurier de £.g; cntcnces

YT i

E { i = . .
£.5 S Xy If.ghy < Il gl

Veamos que X es un espacio de Banach: Sea'{f(zyf’una sucesidn de

Cauchy en X, ST I
(@)_g2")y ) |a(z)_a(z*)|

I £
X ey n n

-f

> 0. e
2;:921% FE . P,

Por lo tanto, la sucesidn {aI(lR')}2 eé;aezcéﬁchy'en 21, entonces
g {a } € g1 tal que'{aéz)} + {a_} en g1, o sea ) |ag%?—an| + 0
goe €7 L e

omink YL il I S
Sea f(x) = ) e ; como esta serie converge uniformemente,

es la serie de Fourier de f; por lo tanto f € X. Ademds:

n

uf(-% )—fux =) ]al(f‘)-ja | -+ .03 por 16 tanto, f'({Z) +.fen X

nEZ 5 S . e
fuego X éé‘ﬁn"élgebrajdé Banaéh:

- : R ’ -
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. Para.cada .f € X, se defing .el operad_or Tf:}"}_ + X como Tf(g) = f.g.
T; es lineal ¥ ademas, hT (g)ll Tf.gl. 5 ..fl! Hgﬂ
Por lo tanto T € L(X) y T ll Ilﬂl "
La func:Lon go = 1 pertenece aXxy IIgOH 1; Pero Tf(go) = f,
Luego Tl = sup IT¢ (J)I] l|fﬂ x+ O sea, ||T ﬁ "‘Ilfll
R e = 1glmt i X -
g X" -
A " ] a - . S
. ademds, "‘f g Tf.;g’ aT -h‘--T af-i-{fg’ Tsi f,g ‘g X, @, €C.
" Por lo tanto Sl. P es un pollnomlo vale P(Tf) P(f)'
En particular, ‘T? =T ¥n €N, -
£2
> De aduerdc con la p.rbposicién 5.8_, se tiene entonces-
- 3 1 N .
|
r (T.) = sup [A] = 1im (IIT 1™y
; KEU(T ) me
1 1
= 1im T q"n = 1im {lfnll;':.g .1 7t o sea:
n I N
1 S
r {T.)} = lim J£95 ¥ fE X
o £ X o B .
. nre PR A S
Perc més alin, puede demostrarse 0 siguiente:
Proposici®n 5.16:
1
si £ € X, lim |£'|% = ifl
R . FRS X L [
n-e
Demostracidn: .
1
Afly = sup [Ex) = sup [P
XER  x%ER '
Ahora si g € X, es IE(‘{)l < hgll ¥ x €ER, ya que si
Cg(x) = Z ta e ¢TI0 it ences |g(x)l i) |-_an|' =?'=lig-"}'<.
' n€Z : n€z’ 1
Como £ € X, sup |£(x)|® < 1£1 . con 1o cual 181 < g7 ¥ B
<R 1 S X e e .2 X

C sea ||f|, < 1lim (i!fnll?() = rG(Tf) ¥ f € X,
>
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Pcr otrz parte, dada f € X, f(x) = Z a, e2ﬂ1nx con Z |§nJ < e,
M - V B R
Por lo tanto, {EN a e

o in SRS R
x N,M € N} es un subccnjunto denso en X.

Estas sumas se'lléméﬁ’poliﬁomics trigonométricos; en primer lugar
se probard la desigualdad buscada cuando f es unoé de esos poliniomios.

N .
. . . P 2n
Si P es un polinomio trigonométrico de la forma P(x) = X aj e 1]x5
j=0

entonces
pey® = n! a“o a°‘1 a“N 62 Ix(o 120 b otliey)
- az O 1 o a0 N -
. |C{ :n
- % ﬂ(n) e2rrikx
k=0 k
N N . N(N+1) N(N+1)
Pero & +2¢ . +,..+ Q(z&.)(z j)Sn ———"0sea RS n ———~
174%, N e B 7 2

ademds, por la désigualdad’de Cauchy-Schwartz, se tiene:
1 1
R R = =
= 3 (e <] 6™ H? e
k=0 ' k=0

De la igualdad de Bessel, es:

1 o 1 - — R
J |P(x)|2n éx J P(x)" P(x)" ax = ]d](:l)|2

5 SRR k=0
Luego,
1 : 1
R = 1 =
2 2 ‘s
) |d](<n)|2) = (J |p(x) |?® ex)? < ipI®
k=0
)
Una estimacidn grosera permite decir que. 1
R < nNQ; R+l <X 2R < 2nN2; por lo tanto (R+1)2 </2n N
| 1 i
Luego, 1P%I, < IPI” /2n N. Entonces IF"IL < (V2n M)” 11,

1

¥ n €N, ¢ sea lim ﬂPnH§=< iPli_, o dicho de otro modo, ro(TP) < HPH&.

n-¥
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¢ et e

N
8i P(x) = ) ag.e 21f1;]x puede escribirse como
: : .’ ]—"‘I'I . 5
-—121T1Mx NyH as injx, o sea P(x) =e 27r1t7ix Q(x), con Q de
3 ]“0 j M i RITo s . .

:1a - forma anterlor, y.ya se sgbe que r, (T )< IIQII

~ddenfis, P(x)" = 83 o aGx)".

Lu'jég&, ) p
1 (=27 ikMnx ., _ a0
18 “4 13 1 10, = 1M,
o sea 1 1 S
r (T.) = 1im 1P%2 < 1im uQ‘un v (T.) < fal_ = Pl .
o P e X e X o 0Q @ ©

Luegoi ¥ polinomic trigoncmétrico P, es r (TP) =

=i im }P” ll SHPhg.
ﬁ;a“ o [

Sea ahora f € X cual.:_i;, era; dado. <-: > 0,3 P polinomic trigo

nométrico tal que Hf—Pn < €.

= f-P S . < k "‘% :: "
Sea h = £-P, entonces ilnllX By T =Ty ‘+:,':TP'
Se tiene

7 Tg ) = %(T ) s {T,): comn P es polinomio trigono
métrico, Pc(Tp)'* TRl df~hﬂ ufn +0nl .0
Per lo tanto, r (To) < Ml + Ihl + 7 (T)

Pero se prob¢ que ¥ h € X, Ihii_ < rG(Th). C sea:

. < i i :
v (To) < Ufl, + 2 v (T)
oI & < © = hit <
Cém (T, ) ﬁThﬂ Ihiy < e,
se deduce que r (T ) < UEl ) + 2¢, ¥ e > 0.
. 0 Sea: ro(»-T‘f') WE .» Esto. concluye’ la prueba de- la propo

'sicidn 5.410.

g0 Cory R
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Proposicidn 5,11:

si £ X,.0(Tp) = Im(£). |

Demostracidn:

Sea A € p(Tf); Tf;hI es inversible en L(X). :

15 por lo

1t

En particular, dg € X/(Tf-hI)(g) = 1 o sea (f-A).g

tanto, f(x)-A # ¢ ¥ x € R, Luego, A & Im(f).

Reciprocamente, . si A & Im(£), sea 8§ = inf [A-£(x)| = d(A,mm(£)).
%€R AR PN S
Como Im(f) es compacto, pues al ser f periddica, es Im(f) = £([0,1]1),

es & > 0,

Sea A = sup [A-£(x)
Se considera %(x) = |f(x)—}\|2 - %-(A2+62);

. Entonces A < =,

¥ e X pues |F(x)-A]? = (£(x)-A)(FR)X) € x.

Ademés,
ny :.;' -
sup £(x) = A% - %—(A2+&?) = %{A2~52);<
XER T
inf Bx) =67 - 2 (0262 = 1 6%a?).
*ER Lo .
Por lo tanto:
sup |¥(x)| = %-(A2-52)
¥=R
Luego, r,(Tg) = Ifl = %-(A2—52) ' '
Sea it = - %.(A2+62); o] = %—(A246?) >'rh(T¥). Entonces, & & @(Tn),
; o

Luego, T%FMI =T = es inversible, y como estos opera

oT
Y N Em
dores conmutan, se deduce que Tf-h es\ihve?sible.

Luego, al ser T = Tf—NI, resulta que A € P(Tf).

£-X

Eeto concluye la prueba de la demostracidn 5.11.

#

Corclario 5.2:

. 1 BIBLICTECA
Sife€ Xy f(x) # 0 ¥ x € R, entonces =€ X, A
£ “JULIZ R-Y PASTOR®

Dto, DE MATEMATICA
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Demostracidn:

Por hipétgsis, 0 & Im(f) = o(Tf); luegb5-f% és ‘inversible en-

L(x). TR

o
[
P

En particular, 1 gﬁIQﬂTf)}‘q,§ea Ig E»XLTfﬁg) = f.g =

- Luego ¢+ Ll

g{x) =

Esto coﬁclﬁyé"ié‘pfdébé

. "!:._'5 el #

Lema 5.6:
Sea h:I » X continua, donde.I e¢s un intervalo fini%é en R.
Entonces (J h(t)dt)(x) = J_hﬁt)ﬁg)dt, ¥ x €R,
R R Y R :

Demostracidn:

Por definicidn, J h(t)dt = 1lim J On(t)dt donde {Un}fés.una ReTe
1. -n+°°'1 :
suceniin Ar funciop - e Lo T

gucesidn de funciones escalera ‘con valores en X tal que

EN

Jilan(t)-h(t)ﬂxdt + 0

T e -
Fijado n, A

k
e (1) = ) ¥ () g. , €on’ E, subconjuntos de I, medi-
n E, ] 3
=1 73 :
5513§Vy“disjuﬁt6§Ly-q@n'gg € X, SR A

. o -Se sabe .gue
k R oo _._:_ .
J 7 (t)dt .ZL\:V"-'E:':YI?g' A R ) T

1 L3

O Sea

-




-0t

k
cJ T(0IG) = ] [B5le;60 = D e
I, 3
}ff | ]z< cedan
= 1w (Datg =) = T fx Ct)agaddt =
s A 3 Ej )

xgj(t)v .(x))dt

n

1
[EEN——
~
.
|l 1R

J o_(t)(x)dt "
I .

Ahora, en general si fn > f en X, entonces f -+ f uniformemen-
te en R; ' ' : = Co

Por lo anto, f (x) = f£(x) para cada x E R,

N> : v .
En particular, (J o_(0)dE)(x) > (J h(t)dt) (k) para cada x € R.
1>
I PO SR
Luego, (J h(t)at)(x) = lim'J g;(£5(x)d%¢~
I eI ,

Pero para cada n;ion(t)(x)?ésfunaafuncién%éscalera-con valores en C,

Ademés, .
,J lo_(£)(x)-h(t) (x)|dt = T |(o_(£)-h(£))G0) et <
I B -:;=“w

< J lo_(£)-h(t)T." at < ';J;-f!lﬁh(-t)—h({;t}}ilA}z at +. 0
) R

L
I *

I Mo

o sea,

(J hit)dt)(x) = J h(t)(x)dt
I I

Esto concluye la prueba del lema 5.6.

#

Proposicidn 5.12:

I {,"
Sea f € Xy sea u una funcidn analitica en un abierto U tal que

U D Im(f) con valores comptejos; entonces uof € Xy u(Tf) = Tuof



Demostracidn: N *§ i =

yI' Ur

z €n

. T

lineal y continua, pues an+ﬁT =T

HT el

- . Entonces, u(z).(zI-T; }ii =

u es analitica en un abierto U que contiene a Im(f)-= U(T ).

Por lo- tanto ues admlslble ‘para} T £ ¥. tlene sentado u(T ).

SiT es una curva 51mple cerrada tal que o(Tf) = Im(f) crf

cu, resulta' . 1 . B § o

u(ty) = 1 J u(z). (zI-Tf) 1 4z

2mia

e .
[ UG ] VY 4 _; o

Pero (if—Tf)— = (TZ_ = T.i por el corolario 5.2, para

1 [ T u(z)
2ri |+~ g-f ,'- z

F+

Luego, u(Tg) =

:Pero-el . operador TiX » L{x) definido ‘como T(f) = Tf es-; -

cfifg vapf €cC, f,g € X,y

= I|f“x. Yo ";--C e o

! W Pty
! s ’ N :

Por lo tanto, de la proposicidn 1.10 es:

.1_2J u(;) az. = T(_—_;J‘ U(z) dz).- -_ﬁ'

2wi ) 21
rt bl
: . ] U.(Z) ) L x o F re L
donde tiene sentido: ——¢ 42y pues se afirma que.la-funcidn
r* '
u(z)
z > z-T i r
=X

es continua.

. 1
ara probar esto, basta ver que la funcidn £ + F es con-

R e

tinua sobre {f € X/£(x) # 0} ¥ x € R con valores en X, En™~ R

cfecto: =
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Si fn‘faﬁfengxicfh§¥2.f 0. ¥x€ Rx:f(¥} %ﬁ9:5¥u§;? B?‘?S;.'

1 1, _ N A _ .
= - ?ﬂx =T, = 0 =0T - T =T 2 (T )t
n - F n -

Como £ + f en X, se tiene que T + Tgen L(x), y por lo
n ML

tanto, (T, )70 > (1) em L(x). .
z - Tn T
1 1
0 sea, ?—' > ? en X.

En consecuencia

'U.(Z) E
oy | Wl ex
e 4- o ;
y r
- u(z)
u(T ) = T(2ﬂ1 J dz )
rt "
a partir del lema 5.6, se tiene:

(z—wa o 40 - mJ E2heotz.= o
ot o .r¥
-1 u(z)
_{Q"i"J” Zéf(X)"dZ. . T N
F+

Pero £(x) € r0 pues Im(f) C ro, Luego, por la férmula inte-

gral de Cauchy, es:

2 S I € NN -
I [ o£(x) dz = ul#tx))
1 uf
Por lo tanto, 7T = wof, de donde resulta que
uof € X. Tt
Ademds, .
w(T,) = Tomr | % L 4z) = T(u £ =T
2ﬂl ° uof
F+

Esto concluye la demostrac1on de la prop05101on 5 12
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Es posible demostrar' versiones de las proposiciones 5.10

y 5.42 para la;tbapsformadaude Fourier,

P

Concretamente:

}-LOPCS;SiCXi\éﬁ 5 .‘1'3j: ’ - ) MR : 4 i R o i\;::
1 - . e N ) .
Dada f € Ll, existe lim | f(n)lltil ll fii donde f(n) "i-ti‘dﬁi'ca qa
N>«
convolucidn de f consigo misma n veces, SIS

Proposicidn 5.14:

Dada f € Ll, sea U un entdrno ablerto < C de la imeger

Entonces dg € L1 tal que . -

£(x) = F(E(x)), x € R,

§6. LA FORMJLA DE H. WEYLiZi Y

(Ver {13], [1u4] , [15] y referencias que alli se dan).
Se comenzard estudizndo un caso particﬁiéf pero significa
ulVO.

P
K

Dado un espa01o de H1lbert Hy un operador A€ L(H) auto—

—ZRitA : -
, £ € R, es un ope-

adjunto, ya se observd en el §2 que e
rador unitario. Por lo tanto, si £ € L< y«tambiép ?;EAﬂl, estd

seguramente definida en L(H) la integral de Bochner

W(E,A) = ;{ orith HONE
y vale
IW(E,A) LS JEl o A0 IO

Por ahora no nay nada que justlflque el llamar a esa 1nte
giral f(A) Los resultados que se van a dar proveeran sin embar

go una justificacidn, incluso para funciones f en otras clases,
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En lo que sigueise .eémpleardn algunas nociones muy bdsicas de la teo

ria de d’stribuciones. (Ver, por ejemplo, [71).
L N C R L S e A AL B

i :
.h

Proposicidn 6.1:

s

Sea P(&£) un polinomio y sea X € §, funcidn que vale 1 en £ = 0.

Entonces,

1lim W(P(E)X(E/j),A) = P(A), en L(H).
Jeo :

Demostracidn:

Por la iinealidad de la expresidn W en f, basta: prebar:lo afirmado

cuando P(E) = £, m =.0,1,2,%0r .

P-

Sim> 0, se tiene:

1
(2r1)

Reemplazando, la proposicién 1.15 permite integrar. por partes y

FLE™X (/)1 (1) = 3 (E™ x|

m

se obtiene:

BEASCTP R LR St

& T
m J 21 itA
e

P b=

& J X(jt)dt' IR S S ARESE I S
Cuando m = 0, es{y gexreduce.a-J4f52f3?4.j{§(jt0dt.1
- T b o-Lb
(>} A -
J 3 x(Ftidt.

Por lo tanto, se tendrd lo afirmado~si se prueba .que.
STTReOgrsy S PruER

Como X(0) = 1, vale 1

R
AENAPILR

J (EQ"ltA - I}j y(3t) dt -+ 0 en L(H). -
Lo e

- - . L '

Fijado M> 0 que ‘luegd se éiégifé;-ée eécfibevééa in%égral como

+J T . P,
el<n Jepu

Para el primer término: A px-ir de la definicidn se comprueba sin

dificultad que
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R R e . W
e

i Ty <o Pl T A o2kl 1Al ¥

t
Luego, la norma de la primera integral puede”aébfarse con
2"“AHHXHI M ezﬂMhA", que -+ 0, independientemen%é~dé'é;
Y0
En cuanto al segundo t&rmino, su norma se acofé.con
2 l . [x(t)|dt, que + 0, fijado M.
t >/ o, % '

. . PO A 1
TR oLy i i

Esto concluye la prueba de la proposicidn 6.1.

#_ ’

Proposicidn 6,2 :

Existe M> 0 tal que siyp € ‘C;; soplp) C {|g] > M}, enton

ces

.

W(w ,A) = O.

RS -

" Demostracidn:

Dada x € S tal que-x(0) = 1, el teorema de qonveréencia méyorada

o«
.
.

permite escribir, para cada ¢ € CO

CW@,A) = Lim x(*/5) e(at.

el

c- J —Dm AT
e

Joe

-

Fijado j, es

2>

[ ey S <

-'-J X(t/j) [J eQﬂit(SI—A) w{s)ds}at .

Por la proposicidn 1.7, esto es igual a .
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: ”“jgiujfs):b(SI&s, dond%ﬁﬁgls)”= J “ézﬁit@§;7A)*X(t/5)dt

v..,

independiente de j tal que L (s) = 0 para |s[ > M Esto ‘se hard con una

e g
DL . . TERETU B

elecc1on adecuada de la func1on x.

Sea o ecg tal que 0 < g <1, sop(p) C {|s] <11}, Jp ds = 1.

i R

. . : © omits . .
Se elige X = p. O sea X(t/j) = J 27 2ts j p(Js)ds

. BT o -C0 .
¢ e S . o= C e

PR . 5 PRI, . R T E . Tie. n Y B TS

En primer lugar, X puede extenderse a C como funcidn entera, simple

ménte reemplazando t por una variable z = t+iy. Esto se debe a que l;:¢
integral se hace eﬁ“u; coﬁpaéfoy§:§of'lo tanto‘la eXponencial real
Y A convergencia.

Se afirma que dado k = 1,2,...2:exis§e,ck > 0 tal que
[X(2/] < ¢ P @z T |::?.’_|;/j";."""—""' T

En efecto, basta observar que (2ﬂlz)k arizs (d ktﬁZless reem-

plazar en la enpre31on de (2ﬂ1z) x(Z/ ) e. 1ntegrar por partes.

Fijados ahora ] >'0 R.>-O se con31dera la curva F

sRtin | —— Rtin
i _ i
e —wR : R

Como la funcidn eZWIZ(SI—A) x(?/§) es entera, la proposicidn 5.3

LI PR PR v

asegura que b f;J

J 2ﬂ12(sI~A)

X(Z/])dz = 0.

=

1 «
..Se .probard ahora qué¢-ia integral sobre los gggmgpt@Sﬁaggrtica?‘

les -+ 0, con ;pAcualfregyltané:qug.uj(s);también puede . expresarse
R__)w d R R . . H =) LR

mediante la integral en la ?ééta compleja €+ t+in.
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 EL. tratanlentb de las dos integrales es. analogo y se con _

siderari sdlo una de cllas

Jn 2ﬂl(R+ly)(SI—A (R+1J) idg -

. 10 .:f o f . R e S :
De acuerdo a la estimacidn obtenida para X(Z/j) y teniendo

en cuenta oue

. 2ﬂ1(P+1y)(sI-A) 2ﬂiR(sI-A) EQﬂy(sIQA)

porque los exponentes conmitan, la integral anterior puede aco

tarse con

e ' 27y/ S
i O" L ;
. ’ L o v .
_C 2Py(IsI=Al+174) ST
= 1 +R % 0.
. Roeo
Entonces

u.(s) = J ST tTRILS LS ;x(-3i;9 t
La prueba es andloga para 7 < O y se omite.

Ahora se estd en condiciones dée probar lo afirmado sobre

la funcién uj:

“uj(s)“ <Cpd .lIeQﬁﬁ(SI"A) L2 |7?|/ J _"_dt_/

(1+}t+1n|)

< C

3k.e2ﬂ(|ﬂ1HAﬂ"ﬂS+|ﬂ|/j) J“ Car
k - (1+]t )"
Para que la integral coﬁverja baéta tomar k = 2,
“Fijadd s, se elige ahora n‘= 2 sy &-5%,2,.¢% . La expo-
néncial qlig éﬁéﬁéce en la estimacidn’se escribé entonces”

(RN
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{End =

21'2,'8[("A|I+_1/]"|81) e O 's |S| >1[A||+1/].

%*ﬁ o
Lueﬁomru (s),me 51 |s| >"ﬂAU+1/ ooan PN
Es decir, puedg tomarse M = HAH+1. T T

cidse T

Pero,en: raalldad basta conslderar = IAl. En efecto, $i"yp é*cg,

S

sop(y); C. {}sl > HAH}, por la compa01dad dél ébpofte débé‘GXQStir jb tal

; P,
i

que sople) G ¢[s] > uAll'l'l/] ok, I

Se acaba de probar que uj(s) = 0 si lsl_> HAH%i/jO, pé%ﬁ"j >‘j0.

Luego, W{y,A) = lim f u.(s) ¢(s)ds = 0. S
foew 1 |
Estc concluye la prueba de la proposicidn 6.2.:.7 :7i.i:
m iR ithe S
i

T S

Observacidn 6.1:

£ -
o, F

Usandd el lenguaje de las distribucidnes, la‘éipreéién W ,A),

¢ € 8, no es otra cosa que la transformada de Fourier‘de-Igidistribucidn
'L‘\JJ\ . -

con valores en’ L(H) dqda pér 187 funedidn - de creclmlento lent .

[T I

- R + L(H) s T e e
\ t‘ 2W1tA‘z PR T A i e

Esta funcidn se extiende al campo compleydi‘como’ funcidn entera

cumpliendo la éstimdci®n:evidénte iV

at " t

:l-é-z"f i(t'*'iy)A'l < e217 ‘YfﬂAlL'z'::,,:_‘:zif

El teorema de Palcy—W1ener Wer-[ 16k, p. 21) aseguﬂa entonceg que

su transformada de.Fourier. es upaqdistpibuciqn de soporte compacto con-

i

tenido en la bola {|t| =< Hal}.

La proposicidn 6.2 es la prueba.dirécta de este hecho.
Puede probarse, (Ver [15], p. 250) que el sopértede-esa.distribucidn

es exactamente el es) ertro del-woperador A..

A partir de esta prosticiéna_qs posible extender la definicidn de
Wy ,A) a Cm9 en la siguiente forma:

saeta
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Dada % E.C  que vale 1 en un entorno de 1a bola {]t] < < HAly
y dada v € C°, se con31dera W(mp,A)

La proposicidn 6.2 muestra que eéta.e#preélon no déﬁaﬁﬁec
de la func1on x € CO eleglda vailendo 1 en un-g;;;fno de .
J{|t| uAH} Sl w G Co, puede.eleglrse.; val;éﬂé;wi)a la‘vez en
un entorno dé esa bola y del sopﬁo), con, l; cual sé hé.obtbﬁido

una exten31on ac dp la, formula de Weyl que'segulraflndlqandose

W(p A)

Proposicidn 6.3: S ey

Dado un polinomio P(£), se tiene

H(P,A) = P(B).

T e
PR DA SSNR AR

s [N oL

Demostracidn:

" Dada x € C:; que vale i1:en un-entorno del origen, la- proposicidn
6.1 asegura que W(x(g/j)P,A) + P(A).
Jooo

Por otra parte, pava j >‘jo(uAH), X(E/j) vale1l en un entorno

~.déw{IiligﬂﬂAﬂ};>lueggih¢}v e
W(X(E/j) P,A) = W(x(g/jagpgAj, *V"ji>3§4- ST JRame,m

Esto concluye la demostracidn.

#
Lema 6.1: (L.Tartar, COmuﬁiéaciéﬁ persohdl)
" Dados A,B € L(H), operadores autdadiﬁﬂtoé,.
iA 1B
le™-e™") < 1a~BY

Demostracidn:

Fijade n = 1,2,..., se escribe
iA_ iB"_ (elA/ﬁ)n_(elB(n)n

i ST S
R AR :

AA/m(n=3-1) I8/ iB/ny éiB/nj
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shn

Por_;gutanto

je*e™Py < mpet/ Pty < gy 3 %’H%é)y-(——)]g
}@ .

1 ik -0
=0l J & G ) A7 -n) Bh. )
el e . 4=0 ) , ”’
Sea C = max(HA“ HBH) Lo anterlor puede acotarse entonces con
1, okt s '
] mre=rkC Ia-Bl =e 7 1A-Bi.

iR (SRR

iy

Tomande 1lim, se concluye lo afirmado.

Proposicidn 6.4 :

Sea A un,‘_"é?.jgé,ebra .real, cerrada, .;»au'!;{_'?adjiunta de-L(H).
Sea C = {¢:R +~ R de clase C }. ) -

Entonces W(w,A) es un calculo func1onal sobre;A relativo a CR’ que

f,-

es completo, continuo en ambas varlables_slmultaneamente ¥y que es exten

NP S

sidn del cdlculo funcional bésico. ,

Demostracidn: S L Ul i SN

Es claro que W(¢,A) extiende expliéiféméﬁfe al cdlculo funcional

bé31co, como. 1o muestra la prop051c1on 6.3.

Dadas ¢,¢ € CR’ X € C valiendo 1 en un entornc de {lg[_< HAH},

se tiene : L

21r1‘tA a“"\ y(t) dt =

Wpy,A) = J

“co

® oo A A » ;A;'
- J ST ItA (Jdt =
—-co
= J _27'1tA J Xgo(s) w(t—s)dsi dt =
- - T o
= J e ith X‘P(s) W/(t-s)ds dt
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Nbdlante el camblo de varlable t *‘r -t-s;:la integral

W

[ —

anterlor se escrlbe

J 2"1(S+r)Ax¢(s) xw(r)ds Ar = E(w,A)WWﬂwsA)’

porque los operadores —2?TlSA -2n irA conmutan.

o

R? A:B E A, se tiene L : e

Dadas ahora p,w €cy

nw(v,A)uwlwsB)u:< HW(¢-¢ A)ﬂ + HW(w,A)-W(w,B)H

Se estudia cada ﬁérmlno:

Para x € C adécuada9 es o Sl g

0 U e abdg S

’ nwiw;w;AY““<LT§k€w~W)(tﬂd%ﬁ<J“C“(1+f23X(¢4¢)“ <"

co < - ..
L
M - . - N —
; - 4 . . - . T Vi

<) swp |( («S-m
: - RESOP, ¥t St £t TSmO Ln
osk=2

I

Si x se elige ahora valiendo 1 en un entorno de la bola de

radio mix(|Al,IBll), el segundo término se acota con St i T
. o R . /\

2T —

-.:J WA ) fat

=0

PR

De acuerdo con el lema 6.1, esta integral puede mayorarse

T I T N e T T R I T Loy
.

Ccomo °

& L)
2n || A-Bll J |t] [xw(t) at| <

< 2nc ha-Bl swp (0" v
xEsop X .
0<h<3 o

Estas dos estimaciones muestran entonces que si”

w + Y en CR’ O sea convergenc1a unlforme de-las derlvadas en

D ; :
compactos de Ry si A > A en A, se tieng" .

W(wn,An) - W(w,A? e?;éf
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En- cuanto a la completi;ﬁéldel‘gélgulga se, pueden comprobar las
hipétesis del §3 o bien observar lo siguiente:
De acuerdo con la proposicidn 6.3,
W(P,A) = P(A), ¥ PE P,
. © - o ’
. Por-otra parte, dada ¢ € Cﬁ, existe una sucesién de polinomios

{Pk} tal que P, +> ¢ en.C.. Por lo tanto, P, + ¢ 9n'C(R),Asegﬁn la nota

k! R ranto, Sy
cidn usada en el §u,

T

Se deduce entonces que: -

W ,A) = 1lim (Pk,A) = lim Pk(A)-;vw(A), donde ¥ (A)
k k '

se interpreta en el sentido del §h. L
7a completitud se cbtiene énébﬁées,de la‘édmpletitud del c3lculo
" funcional contruido en el §k.

_Esto concluye la prueba de lanprpposicién 6.k,

# '\'-. A
Es bueno observar que para definirf%(¢,A§gy obtener la continuidad.

en ambas variables, no se necesita que la funcidn ¢ tome valores reales.

[En este sentido, se tiene el siguiente resultado:
Lema €.2:
Wt WAL e e

Demostracidn:

P

i e
De acuerdo con el §2, la asignacidn A »-A es un operador continuo
antlllneal de L(H) en si mismo. Entonces, la prop081c1on 1.10, sin modi-

ficaciones en la demostracidn,.permite escribip

Wip ,A) = J S AtA xm(t)dt - J (T 1A Dee)at =
% omita : —omith
= J ith SHyar = f 1th O (-t)at

o -- P R . -C3
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. . S A : .
T Berg WY = Al (-0) = %0 (t), puss sé puéde tomar la

oy N B PR . H R, : B
S e S ERE I A Sien e . R

funcidn X real.

Entonces se comprueba'lo'éfifﬁédOff-V
#
La férmula de Weyl que acaba de estudiarse en ﬁﬁé.parti-

e

Pﬁeae’béhsafse’eﬁ ¢l siguiente plénteé: _ Tl

Se tiene un algebra de Banach compleia A. Por lo tanto,

. » s o=2mita ;L o n o -

dado a € A, la funcidn analitica e estd definida para
cada t/€ R, -con valores:en. A. Si.fl K dndica la norma ded ,

una estimacidn evidente es

2nita

SRR o [N e2ﬂJ¢|“§W?w“

Luego, si f es una funcidn 1ntegrable tal que e2ﬂ]t|Laﬂ

también es integféblé, éémgéﬁéiqUé ia integral”dé Bochfier

J 2"lta f(t)dt LoTes . R e TR B

-—C0

SE ; S T DRI R R A T
existe, Naturalmente, la estimacién poco fina gue se ha emplea

.._0 ‘."[ LR

do para la exponen01al hace que se restrlnjan mucho las func1o

nes £ para las cuales esa integral existe. E1l problema es_éntog._f‘_ff-_f

hﬂlta - -
ces estimar de la mejor manera posible e ~ I.en funcidn de t.

Por ejemplec, una situacién deseable seria la siguiente:

Existen, C,u >0 tales que

npz"lta c(1+|t|)“ tER.

Esto permite asegurar. que la integral.anfterion, que estd .-

deflnlda para f € 8y es la transfdrmada de Fourler de la fun-

t
cidn de crecimiento lento e2 i a; por lo tamto tiene soporte

compacto y ademds puede extenderse a funcisnes f definidas en
S puede ’ 8 AIGLY T

un entorno de ese soporte, con cierto nfmero de derivadas con

t.nuas.
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No es en general fiacil el obtener para una dada élgghga A, una
estimacidn pollnow1al del tipo escrito antes9 en algLnos casos incluso,
el problema de saber si efectlvamepfé puede tenerse9 estd abierto. (Ver
F17] y las referencias que alll flgurah). | |

. Como ejemplo de aplicacidn se dard ahora ﬁ;a élése de operadores
para la cual puede llevarse.:a caborel esquema’ gue se-esbozd ‘antes.

Dada una,funcidn RS > C que .pertenece a ﬂm; estd definido

para, f €:8 el operador ST s,

Tmf = ?inﬁﬁ

Dado 1 < p < @, se dice que M es un multiplicaéor de IP si Tm se
extiende a un operador acotado de P en si;misﬁo._Pbr ejemplo, la sola
hipétgsis_mvE,Lm es necesaria y suficiente pard que m sea-un multiplica
dor en L2. Para p # 2, eso no es suficientey .como lo muestra el hecho
de que la funcidn caracteristica de la bola unitaria -en R" no define
un operador acotado en P para ningln.p-# 2. (Ver {18]).

.. Hay varios tecremas que.-dan: condiciones suficientes para que la
funcidn m sea un multiplicador Bn P, (Ver {19], ps 94 y siguientes).
De entre ellos se empleard sin:demostfacién, el que se enuncia a conti-

nuacidn:

Proposicidn 6.5:

Sea' m:R" + C una funcidn de clase CN, donde N = [%/9} +1. Se supone
ademd&s que

|Dm(a:>| e
}]3<N (1+|g|)

Entonces m es un multlpllcaoor de LP para cada 1< P o y adem@s

fijado p, existe una constapte A = A(p,n) > 0 tal que

IT. £l < ABJfl., f€ S.
m P EERLA L p H .
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" dean
M= {m:R® = C qﬁedéumpie las hipéteéiéf&e lé(propé]
31&£5n~6.51.:- A N T L
= ER
T {Tm{mhgi}.

*¥ Con la multiplicaci®n punto a punto como producto y de-

finiendo ml = BM es un dlgebra de Banach compleja. .

Dados T_ ,T = T, o, € C, se comprueba de inmediato que
1 2 L H i::‘, N
oT + BT = '
i m1 m2 ami+8m2

of - =T n
I S !

T es”éntontes un dlgebra de-Bapnach compleja con la composicidn

<omo producto, definiendo ﬂfml'sfﬂmﬂ.

g

- I

et
FENL

Se afirma:que en-esta-f8lgebra T se da la situacidn mencionada
antes, respécto de:la férmula .de Weyl.. . .
En“rigody deberdn considerparse,.los operadores asociados a

multiplicadores. reales.

: . N . n .
“Concretamente,i dado'm:R". . R, m € i, @ partir de las opera-

27 1t T,

ciones definidas resulta que e’ M es el operador ascciado al
multiplicador PG
Luego, se tiene . Dt
—2n itT, onity _ N
peem T my = Ty < c(i+|t]) .

donde C es una constante que depende de n,B,.pero no de t.

. | s - S

Entonces, si‘f es una funcidn de clase C o estd definido
£(T ) € T, que corresponde al multiplicador fom,-

El haber considerado multiplicadcores m realed, ‘equivale a
considerar operadores Tm que son autoadjuyntos como operadores

. . 2 . '
lineales y continuos de L° en si mismo.



B dha’piopiedadlesencial de: la. fdrmula de Weyl, que constituye otra

de .1as” direcciones.en que puéadie, generalizarse su estudio, es que admi~

Lelsic

te extensiones muy naturales considerando, n-uplas, de operadores y lo
que es fundamerntal, sin :imponer ninggpa.h;pétq§isAde,ponmutatividad

entre el10s.’

-"Pard- concretar esto, se vuelve al caso de operadores autoadjuntos

en-un -espacio de Hilbert H.. .
Sean entonces Al""’An‘e L(H) autqa@junqu;ﬁpara?(tlff..,tn) =

eI E-Rn, la combinacidn tiAifi...+ tnAn vuelve a ser autoadjunta y en

consecuencia SRS
it A, te.ott_A )
e 1t PPz, wier

Ademds esa funcidn exponencial es entera con valores en L(H).
Dada f &€ L1 tal que fe Ll, estd definida entonces la integral de
Bochner

—oni ~ IR i
J 2Tt 2 gy T
T .

[

R :
donde por brevedad se ha indicado t.A ='ﬁ1A1 teost T A .
Vale también en este caso un andleogo de la observacidn 6,1, con

lo cual la integral anterior fépfesentgzgna distribucidn de soporte

B .

compacto. Pero es posible dar una demostracidn-directa de este hecho,

+ 7 1o cual se hard ahora.

En primer lugar, si los operadores Al,..;,Aﬁ conmutan, la prueba
es una copia del caso de una variable, ‘

En efecto, con la notacidn-de la- proposicidn 6.2, se puede escribir

ey
u5(s) =J PTHESIR) 5 (g L x( M 9)at =

)

 inal e 2mit (s, I-A t, n
S J S X(ﬁZ/j)df2h=f-ﬁ ugl)(s)
2=1 =1

-0
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Entonces uj(s) es una funcidn’de variables separadas y
puede apliééfse a cada componente~Téﬁﬁréposicién 6.2, resul
tands qué us(s) =0 si |3s2] > 1A 1, 2F Lyeee,n

~ El'resto de la demogtracidn sigue de forma andldgd.

Si A

«++,A_ no conmutan, este razonamiento ya no es apli’
19 > ] . =

cable v no“ﬁédré asegirarsé que la fﬁnciéﬁ“uj(s) sea de varia-

bles separadas. De todos modos conviene seguir cohsiderando ‘la

S R ST L t -
misma funcidn de truncacidn ¥( 1/i)..aXC'n/%)'

En primer lugdr, es necesaria una desigudldad que :se prue ~

ba en el siguiente lema (Ver [ 20}, apéndice B):

o

Lema 6.3:
:”Dé&BS'A;B oﬁéfé&bfés'éuféadjﬂnﬁos en L(H), vale’
AiiiB‘ /~.‘ A_ N ) . N

le < lte |

Demostracidn:

Para b > |Al, se considera el operador Ab = A-bI.

Se afirma que o o . ST
B AL/ lm/n) db:%thuﬁ RN P
K llm (e oo

< 100

En efecto,

éb/n_e??/n)n -me§b+iB.= (eAb‘/n.eiB~/{1 -

(e

Por brevedad esto se escribe ccmo

I Y N S S S
M“ - 1\ = 7 PR Grny®
k=0 S s s

Si se obsarva que IMi < 1, puede cstimarse:
- b n-1 - Sl o T +1Rﬂ
ety < RS Nkn < n‘ e b M M—Nll
. Lt k=0 ‘. T
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Por otra parte,

k
N = Aps &1 iB i NG |
W= § BT o T )P ! ; (A +iB) K

4»‘: . 4- T N [ N H "..4'; - B - ‘. i‘.;‘-‘k
‘ (A +iB)
1. 1 2 ,...h By
= 7 =i . (iB)" = —————1.
k=0 nk 2+§‘k : E' ;Jﬁ? I ‘3!;\“;

PRI E e SR

En este desarrollo, losftérminos correspondientes a k = 0, k =

anulan, con lo cual puede escribirse

1
N = Wi ;O ! h+§ iy TTET Ab ()" = )T

Por lo tanto, se estima
+igl }42 -

k?O h+£ k+2

EL ecpa p g S - :
= n_ZC(u%bn,uBn) SR T

En consecuencia se prueba que

An, B/, ., ASHIB o [A +iB
(e 'ne )y -e I<—e
R N-yco

A partir de aqui puede ébmpie%érse la demostracidn del lema en

la 81gu1ente forma

n
=lim (e """ e M
o)
Fijado n, esta Gltima norma puede estimarse con le /n"
...A T A

't." } ’ 1 ! U .
I < _2.2 I orer .lAbIl IBI _—(k+2)! I=

1

Q(HAbH,HBH) -~ 0.

se

Si se elige n = Qk, k=1,2,.0., como e I es un operador auto~

adjunto, el lema 2.1 asegufa que

A By TRy, Ak ok
le 21 = fe /2112 = le /””_ m=le 272

Por lo tanto, con esa eleccidn de n sé& tiene " °

A HiB <A el et Yo
6 PR

le .
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0 bien LTIl ATt

e BB Ly T T

Esto concluye la prueba del lema 6.3.

Se vuelve entonces a la funcidn uli(s)+

Fljado S RT un véctor dé 13 forma nek, ‘donde
e = (05000,0,1,0,0..,0), sé’éfifﬁa'Qué
X
T}T;.;“ﬂ L2t (sI—A) X(f ) X t ) dt?é
5o 1/ O’l / .».

J
gD

f“ff;@?#?§t+i”ek)(SI'A) X(til oo K(ton, )LuX(E, daE (1)
A « W, ' | L
R SA - i Lo

En efecto, como la 1ntegrai‘ékiste, basta demostrar que
Para tyseeesty qoTy qaeeesty fijos, ge_tégggﬁﬁg-%ghaldad:

o 2mi(t+ine, ).(sI-A)
[ e k x( k+”73)dt

—C0

.\‘ “

o [T e

-C0

Como en la proposicidn 6.2, se emplea el teorema dé’Cauchy

con la curva

_R+j:n B . -f: ol R R_}.i,r[ T

=R . R
suponiendo # >.0 y la funcidn entera .

gy VT_AY s A .
F(z) = e2ﬂ1t L(s'I-A )+2ﬂ%z(sk¥ ?k? X(Z/j)
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7

donde con primas sz indican las n-i-uplas a las que les falta la k~&sima

3 -

coordenada y z = tk+iy.
e R . T para e
Lo que quiere probarse es que\R = =, las integrales sobre los seg-

mentos verticales <+ 0, Bastard comprobarlo cdﬁ uha de ellas.
Se emplea el lema 6.3 y las acotaciones obtenidas en la proposicidn
€.2. Con tode esto resulta:
: ornls, I-A 2w
I| F(R+iylidyl S C je e
0 e - - R

“- Andlogamente se’ obtiene -lo.dafirmado cuando 7 < 0.
La prueba entonces continfia asi:
Como 2ﬂi(t+inek).(sI-A) = 2ﬂi(t+inek):§172?%€Ffi?§k).A y los dos
téymingg ggnmutan, }a egponencial puede é;cfibifgé -

2ni(t+inek).s 23i(t¥inek).A
e 2 . =

2rit.s _2mqs, 2 it AT A
=e . €. -

- k
e ‘..

Volviendo a emplear el.lema 6.3 y las acotaciones de la proposicidn

6.2, el integrando de (1) puede estimerse como:

2rns 2n [nl/. o
P T (1]t

Basta-tomar-4 = 2 para que se obtenga la siguiente estimacidn:

2 ([ |1y i+ 0] Asmns,)
e o T R

. ) .2n
ﬂquS)H < Cn 3

Se elige ahora n = PeSps P =1,2,...
La expomencial se raduce a

2|y [pUiad/-ls, )
e ! Lo

Por lo tanto,:éi'éegtoma 1lim, resulta que uj(s) = 0 si
P—)Ca

lsk| >'ﬁAkH + 1/j3'para algn k = 1,...,n.

En definitiva, se hz probado la siguiente
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Proposicidn ‘6.6: - T o T

Dada una n-upla A = <A1""’A ) de operadores autoadjuntos

‘en L(H)9 la 1ntegral de Bochner

Sav Ty . : . : R

W(p S.A) =~J' 27Tl't.A (t)dt
- : .- n Rn . . ‘,,. -
se anula cuando ¢ € C., sop » C U {1%:|J>’HAiﬁ}?
o = T

B

ST . ", : - [ O [

A-partir de esta proposiciéh, resulta como en-el caso de
una variable; que-la formula de:Weyl W(¢,A) puederexténderse

co

ac. - e

" Ppoposicidn 6.7: "

RIS L wuy o .' . - -
Sea A un algebra real cerrada autoadjunta de L(H)

v ISR DR .x',
‘ »

Entonces la apllcac1on

C™sA™ > L(H)
(¢,8) + W(P,A] A ="(Rg 500 ,hA)

D I - N A . s . e

Ay Lo CRRUSIN L D e S s
es continua en ambas variables simultineamente.

I P R PR FEE S N S e s EL
Demostracidn: : , ,
— e

i

La prueba es andloga al caso de una variablé:vDadas

- n=uplas A,B} funcionés ¢,¢ '€ C7," se piede escribiv?
W (o ,A)-W (¥, B < N (o A)l + Ew(w;A$#W(¢9B)ﬂ

. =< . - IR N q. T » .
Si x € CO es una- funcidn de truncatidn adecuada;, el primer

término se acota con

N L A

J [xCo-9) [(£)dt < C. sup ©  |D%(e-9)]
sop X
o |<ntt
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En cuanto al segindo, de dcuérdo con &l lema-6:1, se tiene

J I 2rt. (A=B)j |x¢|(t)dt cla-Bll sup
sop *

C { - 5 i i o I°‘|§n+2
donde 145l = ( Z nAj Bj(l2)1/2. Ce
Esto r'oncluye la prueba de la prop031c1on 6 7

Dada una funcidn ¢ € C¥, puede ser que dependa efectivamente de
menos que las n varlableo! 1,...,tﬁ;fluego;;si~t' indica el grupo de
variables de que realmente depende, pueden considerarse seguramente

L LA Tinwigndd R N T -
dos expresiones, W(y,A), W(@,A"); para ld primera, se emplea una trun

cacidn y una integral en todas las variables t; péﬁé?la segunda en cambio;

se considepa la férmula de:Weyl en‘la variable t*y en la correspondiente

upla de operadores, que se nota con A',

T =

El resultado que se prueba a cont1nuac1on muestra que amb;s expre—
* o l:.

SN SVl

" siones c01n01den, con lo cual hay compatlbllldad entre dlmen51ones dife-

e = ~ : . . =)
N a. [ . R Sl

rentes.

ProposiciénJG,é;

‘Dada t € R”, se escribe t=(t',t"), donde t' es una k-upla, k < n,
formada por k de las variables Tyaeeest o

Dade una n-upla (A;,...,A ), se la eséribé Gorpespondientemente

COITIO(A',A").‘ J . o, T ‘ L v ~' e
Entonces, si¢ =y (t7) € Cm(Rk), se tiene la igualﬁad

w(w A) W(w A’)

7

‘Deostrdcion: v T e F T e

Para una funcidn de truncacidn radial x(|t|) adecuada y para

o T

- : P i R I L
1 : E T L

i =1,2,.v., puede escribirse

BIBLIOTECA
“JULIO R:ZY PASTOR™
Dto, DE MATEMATICA




T o Leom AT AT i L SR CPnAt VA
; e27r1('t LATHD /j.A ) 5 EQﬂlt A

=1Abey

_EQq_it.A Fels™x(|s']). X(|S |/ yi(t)at =

Ral

W(@,A?’*

!
\_i'_<\

il

\,h:jfé Lo S+ fat AN -
- J ox J .. eQ’lTl(t ,AI' +'t LAM) n k2 X(] }'t“ I )d't”j ae?
k n—k o o

R .
Se estudla abora la 1nteqral en R k, que depende del paré
metro t' € Rk. Fedlante el camblo de varlable ]t" = r“, se es-
vl gpibelst o
oAt AL R s AN). A e
j om (7AD" JiA ),X(|r“|)dr"

E1l. 1ntegrando esta acotado por Ix(|r"|) R 1ndepend1entemente

de. j. Adends, .

" en ﬁ(Hj;'qpt
j+@,”

como se ve por ejemplo apllcando el lema 6 1

2t --' L

Por lo tanto de acuerdo con el teorema de convergen01a ma

yorada para la 1ntegral de Bochner, se tlene que

J SZMACETAMRN/ AT T e har o+

Rn-'k j._)m - e -..._H‘

- e -f;";c.. : E?m%(H)a
pues X(0) =

-~ . Por.otra.parte,

{ _- B R ") - A
I 2ﬂ1(t A4y / A x(lr"|)dr”“ Ix(lﬁ”|} dr",
er—k . it o : o 4Rn_}A< -
constante independiente de j.

.\-

Entonces puede volver a aplicarse el teorema de convergen

cia mayorada, esta vez a la integral en Rk, obtenlendose la, 1gual

dad planteada.

Esto concluye la prueba de la prop031c1on 6 8

#-‘ci': o
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Corolario 6.1: i'}§~ . ?f}i"

Si P(tk) es un polinomio en la variable t)» se tiene

R} - ~,

.t

W(P Af‘ P(A ) ; e

“

Demostracidn:

P Syt

Es immediata a partir de las proposiciones 6.8 y 6.3.

Proposicidn 6.9:
: R

Dado” uh-polihomio P{t) en las&vériablésit151..,tn, P(D) indica el

pelinomio difefepcia;”que se obtiene mediante el reemplazo t, + -

1 2
k 2ri 3t

k
Entonces vale:

W(PLA) ER(D) SZit. A

: 't—'-O T

_. Demostracidnt . .

- 5
e ——— —— Syl Pl AR AT TONE N SRR
= T - - PRI AR R

Por la linealidad de W(P,A) en la. primera variable, bdsta conside-

. o
rar €1 9359-4§-un monomio P(t) = t .

n oo T

,_.:..3 _ w' = i . vE .‘- . PN .
Si X € CO es una funcidn de truncacidn adecuada, se escribe:

o N
Wit ,A) = [ Soritin X(S/J)dt - J SZItLE @ X(5t)57 at

dondé™

A T A T S I » (T P S e e

grados .se anulan.

De acuerdo con la prop081c1on 1. 16 basta probar que cuaquler de-
6. ) 5’
1 NERS TS0

 riveda (5) B

-¢s una funcidn de t de crecimiento

.V:lento.'.‘ B

e S e L .or
U P S T < :

Para ello se emplea la férmula de Cauchy en. su versidn n-~dimensio-
- A A S A A

nal, (Ver [12}, p.3),



ot Tttt
1 n . o
ﬁli...ﬁ ! ‘ —2niz A
= —Tl..l_ € dz
q -
Py (om )" - g+

|zt =1 (yee)) Tzt
gue resulta de dplicar el corolario 5.1 coordenada a coordenada.
81z = X, +1yk, a partlr de ]Zk"tk =1, t, € R, se deduce

que kal < 1. Por lo tanto, se obtiene la estimacidn

s b . ‘ 2ﬂ(HA n+.;;+uA u)
1) Ty P ETIRA < e
1 n 1+ on

ST P SR R
Lo cual prueba que la funcidn es acotada.
Entonces integrandc por partes se tiene: * T

we,a) = ol j ST Feoey am i

De manera completamente andloga a lo hecho en la proposi-

cidn 6.1, ‘se’ prueba agui que.

T 1im J_D ST S5ty 5 d£'= ot TR
j")m PRSI O Lo - .- -
_.Esto concluye la prueba de la proposicidn €.9.

o S
Por lo tanto, W(P,A) es el polinomio simetrizado que se ob-

tiene a partir de P, evaluado en la n—upla A1,...,An

De manera andloga a lo dlscutldo en el daso unldlmen31onal
puede plantéarse aqui el probléma gene¥al de’darlé’ sentido a la
férmula de Weyl cuando se tiene una n-upla de -elementos @, ye..,a

1 n

en un élgebra de Banach A Nuevamente, el punto -central es esti-

l(tlai‘l" ..

map de la me]or manera lie +tnanﬂren'term1nos de t,

Pero este problema queda reducido al caso unidimensicnal, de'ila

T

siguiente forma: =~ = =~ = FT
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. . 2 (flaqli+...+laph
Si |t| < 1, es claro que puede estimarse con e_A(laih_w_ hani)

Si_|t|_> 1, se escribe:

N

S2miltqag+e.attpal) |

_Q”iltl(ti/l£|a1+--'+tn/|t|an)
¢ , A
t1/|t|a1+"'+tn/|t|an es un elemento de A que depende de n pardmetros

de mddulo < 1. El1 que interesa ahora es el parémétro unidimensicnal |t

(Ver £171),

Apéndice: E1l problema de Cauchy para una ecuacidn diferencial

ordinaria con valores en un esiacio de Banach. El teorema de Cvcyennikov,

Estos temas fueron %ncluido§ en e; curso como aplicacidn de los re
sultados expuestos sobre‘funcianeévcon-valofes véctoriales.
Sea I un intervalo peal y sea A(t):I + L{X) una aplicacidn continua,
donde X es un eépacio de Banach. ~
Se consideran también una funcidn f(t):l-+,x Fonﬁinua y Uy € X,
Ty € I fijos.
E1l probleﬁé de Caucﬁ§ o de vaiéées iniciales*consiste entonces en
encOntraf"un'intervalo;J:CJI tal que tO-E J y-una:funcidn u(t):J » X de
clase C1 cumpliendo e
u'(t) = A(t)ult) + £(¢) =
L B ¢

<

- u BT .:_:_'
(tQ7 u,

Lema 1:

u(t) es solucidn de (1) si y. s61o si . .
t t
u(t) = ug t J A(s)u(s)ds.+ J f(s)ds, t €4J.
- -tb'u N .tO: .
Demostracidn: ‘ '

Es inmediata, a partir de las proposiciones 1.13 y 1.1h4.

#



Proposicién 1+ = 7 CRFR SR s o L

LT -

El problema (1) admite soluciéﬁl<éﬁé es fnica localmente.

Demostracidn: T ' |
Unicidad: L o . |
Si u:d = X es solucidn de
uf(t) = alt) u(t)
e N en L
oA u(.tt:o) 300 ¢ I A o Vh

L el R P ST LR O TR | e
T por el Yema 1 puéde€séribirgeT T
TonTonan it Les (B oo vl LD T uns o o mraT
u(t) = J A(s) u(s)ds, t€J

0
V778 se’ suponie J intérvalocompactoy ekiste M 0 tal que
AR < M, t € J. B DT 2 s T AT T ST, Yot

G, s obtishe

sup Ju(t)l < M.sup |t-to .sup lu(t)h. J
e &I e €T o B s raa freynr AL

1 n.8i.se elige - J.tal. que; M sup .|f"t'6|:':=§.:'1'5;:. se;cencluye;-que..
N t&J
debe ser u{t) = 0, ¥ t € J,

Existencia: T R T
Se va a construir una sucesidn de funciones gue converge-
rdn, en un intervalo adecuado, hacia una sclucidn del problema:

Se define: oSl
(*. L ,
15 Csyds -0 e o=l Iy

o

tO_

l
=
+

uo(t) =

r,.

i
=
&

, P CI T R
ul(t) > A(s) uo(s)ds;+ J f(s)ds
t

0 | o e

t t
u, + J A(s) uk_l(s)ds + J f(s)ds (2)

o o

.
.
.
.
LY
.

u

()
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~Cada uﬁa de estas'funciones es déiciéSé'Cl en I. .
Sea ahora J un sub:ntcrvalo compé%%o”de‘I que-contiene a;totgﬂxiste
M> 0 tal que HA(t)M-« M, ¥t€Jd., SRR

Se afirma que

- (=t )< | o
k+1(t) uy (t;l. < G t €7
En efecto:
. t . . ,
Mg (E)~uy (O = HJA A(s) Luy (s)-uy_, (s)Ids]
o
Usando la hipdtesis inductiva, esto puede acotarse con
k
t (Mls—sol) (V(t—t |)k+1
M.IJ ———kz—dSI = (],_*_1),
%o
A partir de la igualdad
W (1) = ug(t) + Z g g ()0, ()] (3)

2=0

la estimacién anterior muestra que existe una-funcidn u(t):J + X tal quc

u, Tu en J.

Pasando al limite en (2), se tiene que u(t) satisfaée en 7 la
igualdad
- St t
u(t) = vy + J A(s) u(s)ds + J f(s)ds
o o

Dé=abuerd04qon‘el~léma'1, u(t) debe. ser solucidn del problema (1).

Esto concluye la prueba de la proposici®n 1.

Sk

Es bueno cbservar que si existe M > 0 tal que jA(E)I <M ¥ t € 1,
entonces hay solucidn del problema definida en todo el intervalo I. Ade-
més, por un argumento de conexidn, esta solucidn global es finica a partir

del resultado de unicidad local.
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Cuando X es un espacio de dimensién finita, la proposicidn abarca

IO

el caso de sistemas de ecuac1ones9 los cuales por w*duc01on del

orden incluyen ecuaciones a sistemas de orden superlor ali.

lema 2:°

Sea ¢(t):fa,bl + R una func1on que toma valores no negativos

Se supone que para ciertas constahtes Cl’CQ >'O cumple la desigual

dad
t i
o(t) < C (t-a) + C2 J ¢(s)ds, a<t<bhb
a A
Entonces .
I - C (t-a)
p(t) < ET_(e =1), as<tsb
5. :

Demostracidn:

t
Sea ¥(t) = J ¢(s)ds. La desigualdad que figura.en la hipd-

. .. a-
tesis de escribe.

Prit) < Clﬁt—ag_f c, %(t)

Si fuera una ecuacidn diferencial en lugar de una inecuacidn,

_una manera de resclverla es plantear

Y(t) = e a(t),

con A(t) funcidn incdgnita.. Se hace lo mismo en este caso; se

tiene -
C.t C.t C.t

: X;(é) - _'2 3 2 wit) + T2 e (£) < ¢, (t—a) e 52

Como R(a) 0, vesulta



t C.s N C.t c.t C
Aty = ¢C (s-a) e ds = c.[- =2 s 2 . 1—-(—'2 —E'QH
1 e 17T 2
T - A SIS - ;;_4.. 2
) tea _th 1 *QQt C2a
=c, I- Y e
1 c, 2
2
Por lﬁ’taﬁfo,
e C C, C.(t-a)
Y(t) = - o= (t-a) - =+ =’
2 ot . ¢t
27 v

En definitiva se obtiene

T - C,~ C,. Cy(t-a) C C.(t-a)
#(t) <.¢, (t-a) - C,(t-a) - C_l + C_1 e ° . El‘ (e 2 -1)
2 2 2

que es lc que se queriz probar.
A part{r de'éste-lema pﬁede obtenerse la dependencia de la solu-

cidn del problema (1) de los datos.

Proposicidn 2: . .,

Con las hipbtesis y notaciones antericres, vale la siguiente estima

cién

: byl o et
Tufedl < Huoﬂ e + Hfﬂl(e ~1) +

i
ot "J f(s)dsl, t €.7-
_to o

donde Iif%!1 indica J i€ dt.
J - .

Demostracidn:
De acuerdo con el lema 1, es

t t
ﬁu(t)p;AuO + J A(s) u(s)ds + J f(s)ds ... - -
t t

O' <, T 0



o
~~
ot
g
{
=5
o,
H
at
h
~~
[42]
R g

ds = J A(s)[u(s)—uo—J f(r)drids +
t

0 0

Se tiene, para t € J, t » tys

t T . rs
Hu(t)—uO;J £(s)ds| < M.J ﬂu(s)—uo-j f(r)drlids +
ol 1

to Y 0

+ gSﬁuoﬂ.+:Hfﬂl)(tfto?.

De acuerdo con el lema. 2, debe.ser

t ‘ M(t- tO)
Hu(t)-uO—J £(s)dsl < (lugh + I£1,)(=. .7 ~1),
%
Por lc tanto, - -
o t t . :
fu(e)i™ < ﬂu(t)-uo—J"f(S)GSK +lugh + HJ f(s)ds| <
tO o tO
1
M(t-'-fté)"‘ oL (-t ) rt
< guoﬂe + Hf"i(e —1)+HJ f(s)dsl.
t,

Esto ccncluye la prueba de la proposicidm.

it
Cuando la aplicacidn A(t) nc depende de t, ée obtieneiﬁna
expresidn explicita para la.sblucién“u(t);
En efectd, ﬁ(t).phede-hallarse come una suma v(t) + w(t),
donde cada funcidn: es solucidn de un problema de Cauchy particu

lar.
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vi(t) = Av(t) + f(t) w'(t)_i;Aw(t) g
vsto) =0 [w(to)'='u0
- ' 3 (t-t)A
Resulta de inmediato que debe ser w(t) = e u,, solucidn de-

0

finida en todo R, como funcidn entera.

Para hallar v(t), se parte de la solucidn general de la ecuacidn
homogénea, que es v(t) = etAc. Se plantea una solucidn particular de
th N ‘
la forma e c(t), que deberd cumplir entonces:

etAc'(t) + AetAc(t) =~Ac(t)e5f + £(t).

0 sea, queda. c'(t).= EtA £(t), ahora definida en el intervalo I
donde se supone definida la funcidn f(t).
. (t AL s
Por lo tanto, puede tomarse c(t) = J e” f(s)ds.,
En total se obtiene ) oty
LT E S -\.'t' . -
_v(t)_=;etAc + J e(#-S)A f(s)ds
tO
Al imponer la condicidn inicial v(to) = 0, pesulta finalmente,
-'t 4-'.-‘- : - ;-.
v(t) = J e(L_S)A f(s)ds.
"
En definitiva, la solucidn del problema.es entonces
(=t )A

ult) = e u. +

Jtvy(f-s)A-
0 [S3

f(s)ds; tE€ 1

Es interesante observar que el problema de Cauchy pueae plantearse
y'resolvéfée en condit¢iones mas generales que las de considerar funcio-
nes con valores en un‘espacio=de:Ba?a§h.

A este piénteo mds generdliapunita el teorema de Ovcyannikov, (Ver

[22] y[231). °

R
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Definicidn 1: ..~

Una familia {X;}p>0 se dice que es una escala de espacios
de Banach si.para cada ¢ > 0, Xp es un espacio de Banach y dados

» >0, hay una inclﬁéiéﬁ continua Xp c Xéi cumpliendo
"X"P',g Hxnp, ¥ x-E Xp. | .

Se dice que un operador lineal A actfia en la escala, si da

‘dos p > p', A aplica con'tinuamente X, en'Xp,.

-

Sea N(p,p') la norma del operador.

Puede escribirse entonces

T el S NG I, W 0 Bt K€ B

Definicidn 2:
’ i ) ; T i L T

Se dice que el\@perador A es acotado en la escala, si exis
te una constante N > 0 tal que N(p,n') SN, ¥p0 >p',
Fn cambic se dird que el cperaddr es singular en la escala

si existe una constante ¥ > 0 tal que

oL

(p-p"IN(p,p') <N, ¥ p>p'.
. Lo i

o
ANy
30y

Segln se muestra en [ 22}, las anteriorés definiciones son
notivadas por la siguiente:situaeidn:. -

Dados U C R" abiertc, p > 0, se congidera

[

” Sl -
%) = {f:U > C/f € C,., sup EET—-IDaf(x)| < =}
= :
R i ] : T By 3 - C DI 5

.-donde £ .es.una:n-upla de nimeros enteros no negatives y como es

(23

1 n

(s . 3
usual, D indica (=) “eeelg) o o o
- ;

.
: .. .-Se sabe .(Ver. por ejemplo;[Q%},:pfﬁzo).ggeix consiste de

funciones analiticas en U; mds alin esas funciones,pueden prolon

s - n .
garse analiticamente a un dominio de C  que contiene a U,
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Definiendo

lr~

I£1, = sup - |D f(x)|
L x€Ey
[+

ai
no hay dificultad en comprobar que {)%]p>0 es una cscala de espa-

cios de Banach. Con estas definiéiones se tiene:

Lema 3:

- Fijados1 S §'<n,0<0»o "’Pi, existe una constante ¥ > 0 tal que

3 = o . . .
5% €S un” operador’ lineal y acotado de X% en Xﬁ, para todo

J e c. Ty 2!
po-gpv p = pl v ddemds

a _':»xu N N . S
" < Wad
g T, S 1 FEE R,
Demostracidn: = . ¢
. fo |
3f . v o 9
B, 2o I 2] - -
. 3 U : - )
“ P T e - .
= sup plal+1 |Da 2 £f(x 9'!?| (atey):
- (54 )1 * . * ST v
o
. (a;e.)l
oty el 1 i
r = - £
S';IP ._( p) p :—Ol_?.__-} . '|fl‘p
donde e. = (O,...,%,...,O).
J ]

Se estima ahora el supremo de. la expresidn entre corchétes:

(ate,)! ' el
prylel 1 Cret let] 1 -
S;lp{() p_a.h] :S;IP[( ) p_) o (aj'*'l)}
donde ¢! = (ai’...sajs...;&;);

Como p' < p, lo anterior puede estimarse como

;? sup (p )
k1
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Un cdlculo elemental permite mayorar esto con

1 1 11 Pt
ep‘znp/p, eD—P’Pvn,G/!ﬂ p=o ¥ ?

si

Esto concluye la prueba del lema A.3.
4

i

Otras situacicnes en las que aparece un operador singular
en una escala de espacios de Banach, se encuentran <o [ 23}.

Volviendo al caso general que aparece en las definiciones
1y 2, el praoblema de Cauchy puede plantearse asi:

Sea {Xp }p>0 una escala de espacios> de Banach. Para cierto
intervalo I re¢al, A(t) es una aplicacidén continua y singular en
la escala, unifomemepte_respe_cto_Qet t € I.

Eso significa que existe una constante N > 0 fal que dados
0<p’ ',<p , A(t) aplica continugm,ente Ien L(Bp ,Bp .) v ademés

N-

TACE) < oo F t€ 1,

Fijado Xp s se dan también f:I > X , continua e integrable,
(= [SERI
Uy Xpo, tO I

En estas candiciones, se tiene:
Proposicidni3:

Bajo todas las hipétesis anteriores, fijado 0 <o < Pys

existen un intervalc J = J(p) C I, al cual pafbutRte t) v una fun

cidn u:d + ¥, de clase Cl, tales que

u'(t)

ACt u(t)+£(t) en Xp,, p'>p, tEJJ,

1
o

u(to)
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SAT

Ademd@s hay unicidad lacal.de la solucidn

Demostracidn: e L _ S

Existencia:

De manera andloga al lema 1, si seehcuentran J y u:J - X% cumpliendo

- Tt 3 't oL -
u(t) = u, + J“ A(s)u{s)ds + J f(s)ds, t€J
to 3 L 'to : - i

en el sentido de %n" p'> p, entonces u es solucidn del problema plan-
“teado.

Como en la proposicidn 1, se define una sucesidn de funciones pcr

O

recurrencia
proot -
uo(t) = u, + J f(s)ds
1:O
rt t
ui(’c) = uy * ]' .A_(ss)ub(s.:»)vds +-_,J' f(s)ds |
- ‘0 T |
;~ ' Y . cir oot o
uk(t) =y, t J A(s)uk_i(s)dé + J f(s)ds " °
o T k=1,2;l..; t€ I

. e 1
Se afirma que uk(t) es una funcidn de-clase-C de I con valores

s en Xp 9 !i!: P <pO'

Esto.np hay dificultad de comprobarlo inductivamente, partiendo

de.que*uéil,+‘x es de clase Cl.

Fijados ahora k == 1, p <p_, se consideran nmeros reales positivos

0

€19€psswis€y, que luego se elegipénzconvgnientemente, tales que
< .. < pte

< p+e,te

P<P+€1 1 +e,

+€2 +.0. + ek KZPO

1

De acuerdo con la hip&tesis sobre la aplicacidn A(t), puede escri-

birse:

N N |
E—-|t—to| sup fhuy _, {s) U, (s)l ),

T, (£)=u, . (£)). <
R T A 1
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Si se reiters esta estimacidn, se obtiene.

2 |t-t.|?
eNe : 20 sup fuy o (s)-uy (), .o
172 €1 1F 2
En total, resulté:
- . |t‘-—to|k :
|lu (t)—u ( )n — = T kK =1,2,00.
- ‘ 1 2... k L]
donde C = Huoﬂp + J Hf(S)Hp ds
0 0
I 1
PP
Si en particular se elige € T & Seed”T € T > Se
:obtiene
k |’t + |k ‘(
fu, (t)-u, (3 <C — 3
k - .
e [ESUREE
Si ahora se escribe
- k-1
u (£) = u () + QZO £+1(t) u, ()]

el criterio del cociente permite asegurar que la série con tér
mino general u£+1(t)—u2(t) convergerd. en Xb, absocluta y unifor
memente si

N |1:—

Aparece entonces la condici®dn sobre el intervalo J de defi-
ﬁﬁiciéﬁAde‘iavédlﬁciéns-qﬁé depende en principio de £.
El resto de la prueba siéue como en -la proposicidn A.l-
‘Unicidad:
si fiﬁé&o"xp,'u(t)vqp'4'xb‘és una’ fiincién: de clase C;_solu—

cidn de

G1E) = ACH)ult)

1]
(o]

g(to)

Se verd iue u -debe anularse alfededéf de to.
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Fijado 0 <p' <o, en Xb} puede escribirse

S s

T
u(t) %.J ‘Als)u(s)ds

t
! 0 } B
... Fijado k, sea.Pj =pt o+ %-(p—p') 0 <k,
Se tiene -
\ EE
Hu(t)ﬂp,tSQE%£;T lt—to] sup Hu(s)ﬂp_, t€J
s€J 1
Aplicando sucesivamente la-desigualdad a los pares Xi ,Xb , 8e
o . i i it
“"obtiene s
BCTRNNR €. 3 [ 5 L
ﬂu(t)ﬁp7 < — —— sup Hu(t)l .
(b-p ') k! &
Con la condicidn —;E:ET——;-< 1, la serie de términd general
(N|t-—t0|k)k _ ’(Nlt;to.-[ RUN
T converge; por lo tanto —— T + 0.
(o= ') ki e T)T K ke

Luego u(t) se anula cerca de tai.g

Es bueno observar que como £' es tan solo un indice auxiliar, puede

‘tomarse, par ejemplo, f' = 9/5.

Esto concluye la prueta de la proposicidn 3,

¢

Observacidn 1:

Nuevamente por-argumentos de cg_nexi_i’m5 pue@ehobte?srse un resultado
de unicidad global.¢;_. ~
$2a el caso en que la aplicacidn A(t) es continua.y acotada en la
escaia, uniformemén%e-respeéto dé t € I;.d séa éxiéte una constante
N > 0 tal que fijados 0 éﬁp"ip, A(t):I:+-L(X;,)%§) es continua y ademis

IA(e)i <N, ¥FtE€1I, - Do -

En este caso, la estimacifn que se obtiene es
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k
(et ]

Iy ()=, ()1 <C T

con lo cual la solucidn u(t) estd definida en todd el intervalo

I, independientemente de p.

Cuando'ia apliqaciég Affj gbidepende dé f, es £ueno obser-
var que la exponencial etA estard definida ¥ t € R;i;i A es un
operador acotado gnilawéscala; coinc éﬁlicaciéﬁ analitica de R

con valores en L(%J,‘Xp,), dades p > p'. -

En cambio cuando A es singular en la escala, lo que sé puede

t,& . SY‘ s om_
decir es que dados b >'p' e = es. analitlca como -funcidn de t

- o . i ' R
con valores en L(X p,), si |t| < i .
Estas dos filtimas aflnmaglones su?gen:dg,gstimar,ﬂ(tA)n“

como operador de X en %},. Considerando la particidn usual del

intervalo [p‘“ﬁ},:se’éﬁfieﬁé”

o

Hes)™ < v e,

si el operador es acotado én laéscald,

n
ey < O [e]o)®

59'93)? ﬁ, RS i - i

I BN Lol

si el operador es singular en la escala.

Observacidn 2: LR T

Con téspectd 'a cémo-depenide de' 16s ‘ddtos 'la solucién halla

.3

da en la proposicidn 3, a partir de la exprésidn’

kel yi
(t) = u (t) + Z 2+1(t)-u (t)}

KPR

r

tomando llmlte en X para k » m, se tiene

u(t) = uo(t) + z [u
220
N e|t—t0|ay o P e e -
si — 8 < 1,

L O—P

£+1(t) u (t)] -
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0

~ N . A .t D B . - ..
Sk recuerda que uo{t) =u_ + J f(s)ds, con lo cual puedé estimarse
- . .t i - .

Yo

RERE AT
N ety | at

't :
L Y-u - l,.<¢c !
fule)-u, J f(s)dslg<c § —- T
1 21 (o )" 2!
0
Si se indica con @, el t8rmino general de la serie, se probd. en la

proposicién 3 que

. < N e|t-t0| .
3 2+l P =P L -

0 S

Por recurrencia se ccmprueba -entonces que
N e|t=t N[t-t,
Lt 1 ‘ '

Py PoP

0 sea, la serie anterior se mayora con

2

- - - N -
| CiNlt tol ) N elt_?o]) _ N|t t0|) N e|t t0|)2 _
Fo7? 1 PoP - PoP 20 PoP
=Ce (Nlt_tol)2 1 =
PP .. Ne [t-t,]
PoP
En total se obtiene la estimacidn
t Ne-to| 1
< funf o + C :
e, < fugl, nf £(s)dsi, e (=) T eft=t,]
0 0 0 0
o Y
0
donde C = Huoﬂp + J Hf(s)ﬂp ds.
0 ¢ 0

Observacidn 3:

La proposicidn 3 da solucidn al problema de Cauchy planteado para
un operador singular en la escala. Este es~uf caso particular de opera-

der que actfa en una escala de espacios de Banach. Puede rh2guntarse qué

é



pasa con el problema cuando la norma N(p,p') es otra funcidn,

.‘:-..1 - : L s ' 1\1 - - -' .
N6 necesariamente acotada por — Esta es una cuestidn casi
' - PP

totalmente abierta.

Una situacidn- que se :7incula.:a estd -es-la de plantear el

problema de Cauchy en espacios no ya de Banach sinc de Fréchet.

Por ejemplo, una pregunta para la cual no se conoce respues

1+ TR ad o

ta es la siguiente:

Sea X un espacio de Fréchet, cuya topologia estd dada por
la familia de seminormas crecientes {"~Hﬁ}'

Sea A:XE+;den'opera&onnlﬂneal y continuo cumpliendo, por
A R .

e . s .;..;;;:::.._..___)
ejemplo
bax <:-7r§£um+1,’“ YxEX, m<=1,2,.0

e DadO'ka;EwX, tO-EfR,fééxigteuud iﬁtepﬁélq}l-alrededor de

to y‘ﬁna funcidn u:I + X de clase ¢t ta1 que

u'(t) =Ault) &+ t€I1~ -~
, ‘: - ——~—u- —— e : .
u(to) X, X 2
R BRI e
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