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INTRODUCCION

El presente fasciculc de la serie de Cursos y Seminarios de
Matemdtica tiene por principal objetivo satisfacer las necesidades
del cursc de CGeometria Diferencial y el contenido de éste estd ba-
sado en el material utilizando en «l dictado de dicho curso duran-
te el primer cuatrimestre de 198L4.

El curso consta de dcs grances tdpicos: 1) Curvas y super-
ficies, 2} Variedades diferenciables.

La idea de satisfacer ambos temas en un sdlo cuatrimestre
es ilusoria, nor lo gie nos hemos visto precisados a enfocarlos
austeramente y a la vez, hemos intentato darle cierto tono de con
tinuidad, de modo que el segundo tuma pueda verse como natural ex
tensidn del primero.

Curvas y Superficies tiene {os aspectos, unc es usualmente lla

mado Ceometria diferencial clisicAa que es el que estudia propie-
dades locales de curvas y superficies, es decig, su comportamien-
to en un entorno de un punto. Se utiliza cdlculo diferencial y las
curvas y superficies se d:finen por funciones, un cierto niimero de
veces, diferenciables.

El otro aspecto es llamado Ceometria diferencial gloﬁal,ﬂque
estudia el ccmportamiento de las curvas y/o superficies en su tota-
lidad. Este excede la intencidn del presente curso.

Variedades diferenciables es tema de prolifica bibliografia
desde diversos puntos de vista, lc mismo que Formas diferenciables.
Con objeto de ganar efectividad seguiremos distintas tendencias, se
glin convenga a cada caso.

El curso concluye cor temas de Geometria de Riemann.

Esperamos gue el presente material y la bibliografia adjunta

estimulen al lector a completar sus conocimientos.,

' Buenos Aires, Junio 1984,
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CAPITULO 1

FevEEE T ToL A g g LdRionen il ar s
3
CURVAS EN R . o
1. Curvas parametrizadas R P s

. ‘s e s . NN PR
Con la intencidn de carag@enlzagkcumvas:ean:ftomemQSﬁla siguiente

T ozees Fov 8 r Ty Y s st y -

:)E.". _-;," o« a7 K SRRSO B A Ry :EXWKT “E:-".’.:;.'_'-" 'V"f'fff-ff_{::-::_f
Definicidn: NS RATRC I Y o S

Una curva dlferen01able parametrlzada es una apllcac1on diferen-
x-i?“ Lmv'ﬂ - - A e foo I B TR

01able a:I -+ R donde I = (a,b) (1ntervalo ablerto de R).
Es decir, a(t) = (x(t), y(t), z(t)) tal que las func1onés X,V .2

son diferenciables, t es llamado paidmetro de 12 curva; a,b pueden

ser cualquier: nlmero:reaf ,~incluse &, . . | o imad
Demostramos ponr?flaﬁdeyiyéda_ﬁrimera'en;t y el.vector :

et (t) =A{xM(t),; yi(t); Z?(iaﬁ'g_Rgggs;liamng vector tangente de la

curva @ en t. La imagen a(I) C R® es llapada.la traza de «a. .
Observemos que la curva parametrlzada,es una aplicacidn mientras

que la traza es un subconjunto de R3. (Dos parametrizaciones diferen-

tes deben dar la misma traza perc son diferentes;aplicacidn).

Ejemplo: .,
B i i e . I

1., La curva dlferenc1able.parametrlzada dada por

&(t) = (a cos t, a sen t, bt) t E€R

tiene como traza u@aﬁhéiicefSdbrﬁénal1gilinancfx2 }“y?5=,a2

2. lLa ap}lcacion a(t)ﬂ=—(t =hty ;_u)~ @R R2 es:cupva?diféreﬁciable
" parametpizadas-Notagsaue -

;7//' :;:. .
/ CTee(2) = a{-2) = (.0-’0)_‘ v -

0 seay:¢ noes 1 a du.:5:
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3: Las cipvas diferericiables paramétrizadas

a(t)

(cos 2t, sen 2t)

a(t)

*-d;”‘r~ donde-~ L € (O<g, 2rte), £ 2.0

ble del de a(t).

NEEESE N TRt h it e e o e m e
Siu (ui,uz,u ) es un Vector de R . “$u norma “ge"define
B S e SR LD B PR S T efae
por ’ o -
TR ELEiLy “ R

Ay] = /u1_+ ,ui t u2 _

es decir, es la distangia-dgl:puqtg;ggt,uzagg) al origen.
Sizu,vrsén dos yect@re§qge,R§ y-8rel; angulo 0 0 < Ty

o0k Wformado porslos. segmentos Ou, -y 0v, el productp, interno.

S5hiT L
IR
aFaXit] -
RASEY L e
FURTOL S0 > T
. e
_> SN S G RESEE
/ ——— [
T g
S g

". Se satisfacen.las siguientes propiedades: ... .. . .
tazion o tkE 81wV son-vectores ma ‘nulos, u.v.= 0 si .y sflosi u-
.88 @pkogonal @ Ve. sy

2. U VS VAU (o

3. AMuuv) = Au.v = wAv. o ) o —?T

u(viw) = u.v + u.w

(cos t, sen t) T




iT
i
t
|
-3- s ;
: b
3 - : = . 3 3 3 R '
Si el,eé,e3 es"1& base candnica-de R™ y . »:, . . oo
u = ue, +uye, t ugey .
vEv.e tve, + vaeq tenemos CoEe §§~
av = Uy uv, iy s e, W) son funcionss
-, ~ . <. P . - ‘-:5
diferenciables, entonces o o ' [ R L %
a%'(u(t).v(t)) = ul(t).v(t) + u(t).v'(t) 55
Ejercicios: i
RS U (e i
1, Si una curva parametrizada a(t) tiene su segunda derivada a'(t) 55
identicamente nula, oque puede decir de a(t)? ¥
. - i T T ij
2, Sea @:I » R® una curva parametrlzada con d'(t) # 0 para todo t € I. |
Probar quéi|e(t)| es una constante no-nulaisi y-sdlo.si aft).es- .- . il

ortogonal a @'(t), para todo t € I. SALT Y e R o

3. Sea a:(-1,+») R2 dada por

=3at ° 3at?

)
1460 T 1440

alt) = (-

Esta curva es llamada Folium de Descartes.

Probar gque
a) Para t = 0, 14 curva @ es tangente al éje %.

b) 1im ea(t) = (0,0), lim a'(t) = (0,0)
tre L e -

V\ .
P

c¢) La traza es simétrica respecto de la recta y = Xx.

2. Curvas reguldres. Tongitud de-arco =~ %  «.;

Sea «:I R?‘gna.cprva diferenciable payametrizada. Para cada t
tal que @'(t) # 0, existe una linea recta la cual contiene el punto

a(t) y el vector a'(t). Es llamada recta tangente a @ en t.




i L

A

Un punto t donde @'(t)

ejemplo: para la curva @(t)

(ts,t2) en t = 0.

Definicidn:

.,qﬂ%aﬁgurvq,d;ferenciable parametrizada ®:I +ZR3 se dice-

regular si @'(t) # 0 para todo t € I,

Dado t € I, la iongitud de drco de uha ¢urva parametri-

-
L I A A T . :
4 . [ERNF IS i L G . K N : w3

zada regular @:I - Rs,'desde to eé
-t .
s(t) = I let ¢ty |at donde

‘to AT

ey

R ui%'(32L=u/£xfgtj? ¥ gyfﬁfzzg;fﬁﬁgl(t2??

es la longitud:del'vector a!(t). Yar-que-a'(t)#:0; s|esifincidn-

diferencigble vy .

ds _ '
T - Ia (t)

Observar que haciende t = s, nos dice”gggi|a'£§Ql}=:1,vt

Ejercicios:

LB L Gl L [ hi

1. Sea la curva a(t) = (a €% cos t, ae

sen t), t € R,
a> 0, b < 0 constantes. Esta curva es llamada espiral

logaritmica

St aE oY

a) Mostrar que para t -+ +», a(t) se aproxima al origen en

.

espiral,

t
b) Probar que lim «'(t) = (0,0) yigge.limﬁ{ ,|a?(t)|dt L

Tt - sys )
o

es’ firita. Esdeciv,™ tiene.longitud de arcc: finita
en'[t0,+w): e

0, sé lléma punto singular de @; .

Ve




-5-

:(-

2., Sea a:I R3 una curva parémetrizada. Sea [a,b]tC I tal que
a(a) = p, «(b) = g7
a) Probar qué si v'&s un vbctor'conétéh%é'yVTV|-5‘1 entonces

Lo -

b - . b —-‘w--...-:v._.i-.L.-m. . ol D
Jﬂ_?'(t).y dt < J le " () |at o

a a

(q—p).y“

3
“u

b) Tomando v = Tégﬁgr.-igprobar;que

N - SR -
le(b)-a(a)| < J |et(t)|dt; es decir, la curva de longitud
a.

mds. corta--que une @(a) con a(b) es el segmento de recta’ que une

estoe puntos.

3. Producto vectorial en R3 o R
] _ u 9u2 29' ) . . .. -
Notando det(u,v,w) = det Vi sV5sVg definimos producto vectorial
W) sV sWa

de u por v al vector u A v tal que es el @nico que satisface. |
(u A v)ow = detlu,v,w)

Es evidente que importa el orden de los vectores, y que tomando

w=e, (i =1,2,3)

Uy Ug T | b B 1 |
u A v = el - e—2 “+ THE e3
v2 v3 V1 V3a HJ*-.VI Voli .

Satisface las siguientes propiedades:

1YuA v=-vA u .

2) (au + bv) A w = é.u A w ; blv A w

3)uh v=0 siﬁy:séio si u,v son li%ealmenfé depéndieﬁtgs
4) (A v)ou=0, (A v).v =0 |

5 (ud YA w= (uw)v - (v.wu
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Ejercicios:

1.

e V.

e L PR, o3 LA S O L AN ToNrLey e

Sean e ='{ei} y £ ='{fi} i+ 1,...,n; dos bases ordena-

dasigeAun_n-espacio vectdnigl,vﬁﬁﬁg,dige que ambas ba- .

ses tienen la misma orientacidn si la matriz de cambio

- < )
DR U1 H

de base tiene determinante positivo. Notamos esta relé

cidn por e v f,

Probar que es una relacidn de eguivalendiszs - -

Cada clase de equivalencia es llamada una crientacidn

-7 Pt B S A : P A T

Si VyEuR§,.la'onientadiéﬁ.de la-base 'cafidnica es llamada®

orientacidn positiva (o base pbsi{iva).
Dados u,v vectores de R3, probar que {u,v,ul v} es base

positiva.

Un plano prqptgni@gﬁengRa”éé%éigaQQ por la ecuacidn

ax + by + cz +4d =

T 5 e Tz s

Probar que el vector v = (a,b,c) es perpendicular al

plano.

no colineales P1 (xl’y19z ), P, (x22y2,222:y S
(X3,y3,z ) esté dada por : ; _ ; o
(P—Pl)’A.(P-Pz) - (P-PS).= 0

donde P es un punto arbitrario del plaﬁo.

Hallar todos los vectores perpendlculares a (2,2 1) y

paralelos al plano determlnado por los puntos (0 0 O)
(1,-2,1) y (-1,4,1). ) - '
\ } {"\T

“P;obar'qﬁe'faﬁééﬁéEién:dél plano que pasa por trég pumtos

o
e
I
1
P
[EIR




6. Area orientada en R2 - 1*“";

Sea A el &rea de un paralelogramo generado por dos vectores llneal—

'--J . ll

mente 1ndepéndlentes u,v de R2; f- . - I

Resggc@péde la base candnica’ {ei},?escribimos u=zue, +u.e : '

‘ 171 272° %
v = v1e1£+ VyCyhe Observar que :
u.u u.v _ u1 u2 u’1 v1 o ) f
= _ y concluir que ;.. ‘
viu V.V v1 v2 u2 V2 oo
ook {Iihqff 3 - ' :
A=tz
- i vi" v? SR

7. Volumen orientado en RS.

a) Mostrar que el volumen V de un paralelepipedo’generado por tres
vectores :linealmente independientes u,v,w de R3 esté dddo por

|(u A v).ow|

b) Probar que

4, Teoria local de curvas parametrizadas por longitud de arco
Sea @:I > R3 una curva parametrizada por longitud de arcos. Hemos

A
|

|a'(t)|‘ de-donde haciendo t = s queda |a'(s)| 1, es

to que QE-
vis q dt

decir, el vector tangente tlene longltud unltarla v la norma em(s)|

mide que rapidaméﬁféilé“cﬁrva”se*alejé de la rec%a‘téngeﬁté}‘




il
Définicidn: - . : i : i
———— i H s S

Sea a:I » Rs una curva parametrizada por :longitud de ar
co. El nfimero |d¢"(s)| = k(s) es llamado curvatura de @ en s,
La curvatiira de una recta es cero.

De una circunferengia r,. -

¢(t) = (cos t, sen t) - - i€ (Ble, orye)
&7(t) = €sen t, cos t) bl
a"(t) = (<cos t, -sen t); lan(t)]| =1 =

tiene curvatura constante.,

El vector «"(s) es ortogonal a a'(s) porque a'(s).a'(s) =1

entonces diferenciando 2 a'(s).a"(s) = O

Si en un punto k(s) # 0 y el vector n(s) en la direccidn

de a"(s) es unitarioc, entonces n(s) estd bien definidec por

A X . e
@"(s) = k(s).n(s) () =0

El vector n(s) se llama vector normal en s y el plano ge

v
nerado por «'(s) y n{s) es llamado plano osculador en s.

El vector unitario

b(s) = a'(s) A n(s)

es normal al plano osculador y se llama vector binormal.




Definicidn:

Sea @:T + RO una curva parametrizada pdr 1ongifu&'&e-areo=s tal
que a"(s) # 0, s € I, E1 ntmero 7(s) definidb‘por b'(s) = r(s)in(s) es

llamado torsicn de @ en s.

Proposicidn:
‘b'(4) és normal a b(s) ke
Cbie) = at(e) A wle) Far(e) p miGe)
como a"(s)azgp(s?“egfin en la misma direccidn
b*(s) = a'(s) A n'(s) (1)

b'(s).b(s) = ¢'(s) A n'(s).b(s)

b'(s).b(s)

(@*(s) A n'(s)).(a"(s) A n(s)) = O

También de 1 obtenemos que n'(s) es normal a>&}(s) y paralelo

-

n(s) y podemos escribir
b'(s) = r(s).n(s) T @

Ahcra, computemos n'(s). Llamando T = &'

b=TA n y bBA T=(TA n)A T
o sea, .
DA T=(T.T)n - (n.T)F = T2.n =n
0

De équi, de (1) » (2)




=10~

n' =b'"AT+bA T =7(s)en(s)A T+ (TA n)A T'.. . ..

T A éé’ﬁf(§55b5+ CT}T')ﬁ¥i“(tht§;T e

I £ 3 LT T VR P

~7.b - k(n.n).T

3l

= -7.b - kT -

Ahora todos los elementos obtenidos pueden ser reunidos en-

las llamadas férmulas de Frenet, Para cada valor del pardmetro s,

tenemos asociados tres vectdres ‘ortogonales unitarios: eM(s),
n(s), b(s).
Sus derivados t'(s), n'(s), b'(s) pueden ser expresadas en

términos de los anteriores que forman un triedro de referencia
q ’

(Triedro de Frenet), &sto da las férmulas de Frenet, antes men-

cionadas:
T' = k.n § T
[ '._ aa
-n' =-kT - 7b : T
b' =7.n

Mencionerics ahora un importante resultado’de la Teoria de

curvas:

Teorema fundamental de la Teoria local de curvas:

Dadas las funcicnes diferengiables k(s) > 0 y 7(s), s€ I
existe una curva regular pgrametrizgdq_q:l > R3 tal que s es la
longitud de arco, k(s) es la curvatura y 7(s) la torsidn de «.

Ademds, cualquier ctra curva a, satisfaciendo l§s mismas
condiciones, difiere de « en un movimiento rigido, es decir,

& =p.a + c con p aplicacidn lineal ortogonal de R3 ¥y ¢ un vec-—

tor.

La prueba involucra el teorema de existencia y unicidad
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de soluciones de ecuacicnes diferenciales ordinarias y no serd expuesta
en el presente curso. Puede leerse en el libro de Do Carme- -5 »nBifferen—

tial Geometry of curves.and-surfaces'.

Ejercicios: o

1. Hallar la curvatura del Bolim de Descartes y de la espiral logaritmica.

2. Dada la curva a(s) = (a.cos 23 a sen 23 b SJ Ss€ER, ¥y c? =a® ¥p2 -

a) Probar que. s es el parametro longltud -de arco.. Pl

b) Hallaf el tried{?;d?HEQ?Eﬁt en s. - .
¢) Probar que las rectas tangep§e§fa,¢<§ienenAéngulo:constant€:c6n el
ejei ;’Zr‘, TN APV TR ST DT R oL FURAS
3. Una curva regular o tiene la propiedad:que todas sus rectas tangentes
pasan por un punto fijc. e e un
a) Probar qug.;aprpézg)de;a#es ung.recta 5, un .segmento: de vecta,:
b) coudl es la conclusi®n si a. no es regular? -~ 7

4. Dada una funcidn diferencialbe:k(s), s & I, probar quet 1a curva: plana

teniendo a k(s) = k como curvatura estd dada por

a(s) .= (J eos*e(sﬁds;+ a,'Ifsen efé)dé”+ B) =

lacidn del veetes (a~b) y rotac16n del angulo w.

5. Supongamos. L&Y ¥ [ y k'(s) # 0 para todo s E I Probar que “una cohdi—

cidn necesaria y suficiente para que a(s) esté sobre una ssfera es que

2 2 2 . T

R + (R") = cte, S

donde R = %',T =7




-12-

CAPITULO 2

SUPERFICIES . . e

1. Superficies'regulanes e

Intuitivamente, una superficie regular é& una‘parté'de un  °~- -

plano deformado de modo que no quedan puntos, lados filosos

o autointersecciones. :

i

Definicidn: = ~ .« | : L e

Un subconjunto S C R° es una superficie regulap si, para >

B : P

cada p € S, existe un entorno V en R3'§ Uﬁg“aﬁlicacisn' )

£:0 C'R® > VA § ¢on U abierts (de R%); tal que

1. f es diferenciable, es decir, si f(u,v) = (x(u,v),y(u,v),z(u1,v)d
entonces las fun¢iones x,y,z tiehen dérivadas parciales con-

~tinuas de todos los 8rdenes en V.
2. f es homeomorfisms, Cems £ es continua, por la conéié%&ghi;;df$
esto afiade que £y n gsUles Eontinﬁaa?EélaéCHf;'f—léP]},'
“F continua y Fiit C R%37R? donde W &s abferto’de RS j:'”h%

~

W D V m S- B - s - oo
3. Para cada q € U, laAdiferenﬁ_cia-l.dfé:RQ + 8 es1atsEs la
_mada condicitn. de regularidad,

i
-

Esa funcidn f es llamada una. parametricacidn & sistema local

de coordenadas y el entorno VN S de en S es llamado entor-

no coordenado., . ..

" " Ejemplo:
: .2 ' 3.2 59 2 - i
La esfera unitaria S° = {(x,y,z) € R7/x"+y"+z“ =1} es 1na

superficie regular.




Eaial T

La aplicacidn Xi:U C R2 - R3 dada por e

}%(XaY) = (%,¥,H1- (x2+ 2) con hR21=.{(x,y§z)EE%R3/z = 0}

€s una parametrizacidn de 52.3: >

Xi(U) es}unéiparte abierta delsg-sobre el plano xy.- ..
2. 2 o ST T
Como x"+y~.-< 1, la funcidn +/1-(x"+y") tiene-todas las derivadas

parciales cdntinuas v Xi~esﬂdiferenciab%§,
(X=Y)

Se verifica. .1 Lo que:satisface la,condieidn de regularldad

Es facil ver que Xi_es;l‘a 1 y\gpegig% es-la restriccidn de la pro-
yeccidn (continua) H(x,y,z) = (x,y) al conjunto Xl(U)’ entonces Xii es

continua en Xi(U) ol

Tomando }5(x,y) = (x,y5 / x +y )) de manera tatalmente analoga

R

‘tenemos una arametrlzac1on ara la h@mlesfera "sur"“ 670" estas dos a 11
2

caciones no son suficientes para cubrir la esfera pues falta cubrir el

-.\_

ecuadcr. Con esta 1ntenc1on con51deramos las 51gu1entes apllca01ones sobre

wrr

('+V1—(y2+22) ,Y:Z_) e i ] | — T
(f?$?‘yg+%2)aYsz}f .
oo P82 ),

% (x,2) = (x,-/1-(x°+2%) ,2)

Ahora la esfera estd@ cubierta totalmente y vemos que es una superficie

los planos vz y RZ:
% (y,2)

:bh(:’z)

:Xé(x;z);

)

I‘h',

regular.
Proposicibn:.. . - | : . - . o
Si 'f:U * R'es una funcidn diferenciable en un abierte Uide~R2,fean5

ces el graficd de £, es decir, el-subdéonjunto de' RS dado por (%,ysf(x,y)




para (x,y) € U, es una superficie regular.

Demostracidn:

Es suficiente probar que la aﬁiiaaéiéa g:U > Rshdada por
g(u,v) = (u,v,f(u,v)) es una parametrizacién del grafico cﬁyo
. entorno coordenado cubre cada punta del grafiaa;" .

La condicidn 1 se satisface por hlpote31s..
La condicidn 3 es facwlmente verlflcable ya gue 57%33;—

-Por . otra lado, cada. punto del graflco es la 1magen por g de

un Gnico punto (u,v) = (x,y) y.por l& tanto, es’ 1 a 1 Como g -1

et

.es la restriceidn al grafico de f de 1la proyecc;on (céntlnua) de-

*1-R3 sobre el plano xy es, por. lo tanto, contlnua.

Definieidn:™

Sea F:U C R” + R" una aplicacidn diferenciable; decimos que

: e : R N B s S T
P es un punto critico de F si la dlfenenclal;dEP:Rp > R no &g
- ' ' S e Efn

suryectlva.
: .

La 1magen F(p) € R de un, punto cpltlco se. llama Valo” crl—
a = t . ' 3 ) e «\'

tico de F. Un punto de R que no es valor crltlco es llamado va—h

"

lor regular de T, SN R

Para una mejor interpretacidn ﬁéhesta defitiicidn récordemos

que si F:U C R" > R" es una funcidn, dlferenc able v a cada pEU

asociamos una aplicacidn lineal dFP R + R (dlferenc1al) deflnl

.-:‘.',. /___ L 'i‘_’" \ ".g."
da por: S,
Siwé€ RP_y'a:(-e,a) + U es una curva diferenciable €4l que
"@(0)'= p y @'(0) =%, la curva f = Toa es diferenciable y
df_(w) = 81(0).
p
Asi, si f:UC R3 + R es diferenciable entonces dfp apllcado

al vector (1 0, O) se obtlene calculando el vector tangente en f(p)

de la curva X > f(x,yo,z ) ¥ df (1 0 O) = (xo,yo,z ) = fx.
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Asi, df (0,1,0) = £ y\__‘df(Ool) £, .
De donde df no es suryectlva si y sdlo si £, = f;:= fz = 0,

Equivalentenente a es valor regular si- 2 saio si f , f -f no se

Lot
: e

anulan 31mul‘taneamente en a.

Proposicidn:

8i f:yu C R% > R es funcidn diferenciable y a € f(U) es valor-regular
de f entonces f-l(a) es sﬁpérfidie regular dé R°. R N

Demostracidn:

Sea p =
de £ es posible suponer (reordenando 1os ejes gi fuese necéesario)- que

(xo,yo,z ) un punto de £ (a)‘ Ya que '@ es"un valob: regular

fz 7 Q ﬁn p..

Tomamos la éﬁiicééién'
T AP S T e L
F:U C RS + R° dada por F(x,y,z) = (x,y,f(x,y;z)); )
La diferencial de F en p estd dada por

1- < 0 : O-’ i v '

dF_ = |9 -1 ...0
P PR

£, -t £ )
N y Z g B . ) ] Tl oo .

por lo fanto,'def(dFP)i=”§z # 0,
Aplicando el teorema de la funcidn inversa nos. asegura la ekistencia

de un entorno V de p y uno W de F(p):tal que F:V » W tiene inversa y

F-l:V_%;W es diferenciable.
Llamando (u,v,t) las coordenadas de un ﬁuntodde R3bdonde F toma sus
valores queda que las funciones coordenadas de F—l, X = u, ¥y 5V,

z = g(u,v,t) son diferenciables.
‘h(x,y) es funcidn diferenciable defini-

En particular z = g(u;v,a) =

da en la proyeccitn de V sobre €l plano xy.




- Se tiene que - ﬂ'Q*“"f
F(£a) N V) = W N {(u,v,t)/t = a}.

A31, si g(u v a) h\x,y), el graflco de h es (x,y,n(x,y)) =

= F (u v,a) = £ (a) N V, por proposicidn anterior f (a) ﬁ V ‘

es un entorno coordenado y £ (a) es superficie regular.

Ejemplos:
1. El elipsoide S tSt == 1 es superficie regular,.
a b c SE e T ' iy
A 1 ) x2 y2 z2
Resulta de considerar £ ~(0) siendo f(x,y.z) i 1.
a ™ e

2, El hiperboloide de dos hojas -x2— y2+-z2 = 1 es una superficie

regular tomando § = £1(0) pues 0 es valor yeg;iéf de
F(X,¥52) = ~Xomoyotizmd. ~

Esta superficie no es convexa, esto es, dado dos Puntos éﬁ ébs
distintas hojas (? > 0, z < 0) no es posible unlrlos %;5.;5;-~

curva continua contenida en la superficie,

3. El1 toro T es una superficie generada por rotacién de un’ circulo
si de padio r respecto de una linea recta perteneciente al pla-
no del circulo a distancia a > r del centro del ciﬁculo.

Sea St el circulo en el plano yz con Cen cro {0,a, O) La ecua-
. a 1 ,, 2 2 _ 2 .
cidn de S* serd (y-a)” + z° = r” y los puntos-de.la figura T

satisfardn ‘la ecuacidn
r2 1'Y/§§:;§-- a)2

por lo tanto, T es tembiZn la imagen inversa dé'fQ'pOr la fun

cidn o
f(x,y,z) = 2% + (¢x2+y2 -

Viendo queirg es valor regular de f;. tenemos que T es una su-

perficie regular,
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Proposicifn:

R

Sea S d R3 una superf1c1e regular y p E S. entonces existe un entorno

B ;

V de.p en S tal que Ves el graflco de una funclon dlferen01able la cual

tiene una de las tres formas:
z = f(x,y), y = g(x,z) & x = h(y,z)

Demostracidn:

TR

L 2 S ) . _ .
Sea t:U C R® + S una parametrizacidn de S en p, enionces escribimos

t(uSV) = (x(usv)9Y(1'-1-9V_),9Z_(ugv))__'COl'l (u,v)f"‘tE»"U:;

Por.ser S superficie.regular, la condicidn de reguléridad dicé.que

uno de.los determinantes =

3(x,y) 3(x,2) 3 (y,2)
3 (u,v) * 9 (u,v) ? 3-(u,v) . S

es no-nulo en t-i(p) = qq.Suangamqs:qugx(aE ’y;)(q) 0y tomemos la

aplicacidn Hot:U > R2 donde @ es la proyeccidn sobre las dos primeras coor

denadas, asi
Hot(u,v) = (x(u,v),y(u,v)).

Hemos supuesto que su determinante jacobiano es no nulo, por lo que,
el teorema de la funcidn inversa nos asegura la existencia de dos entor-
4 en Vzldifeomorficamente.

Sea V = t(Vl) y vemos que: restringido a t(Vi)’es 1 a1y que exis-

nos V, de g y V, de Hot(q) tal que ot agplica V

te (ﬁo't) V - Vi' , -
Como toes homeomorflqmo, V es entonrne de p en:8; si ahora componemos
(Hot) :(x, y) + (u(x,y), v(x,y)) con (u,v) + z(u,v)" queda
z = z(u(x,y), v(x,y)) = f(x,y) y Ves eligféfico:de £(x,y).

- Con esto se muestra el primer casc y se dejan los otros dos cuya de-

mostracidn es enteramente andloga.
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Ejemplo:

" - 'ER’¢en¢ de-una hoja C, dado por., 23 +/; +Y > (X=Y) e R2 no

" ‘es una-superficie regular. Observemos- e la parametrlzac1on "na

tural’” seria
(X,Y) > (X9~ 3 X2+y2) {4

que no es diferenciable.

- De esto no podemos conclulr nada pues podrla baber otra pa—h—

rametrizacidn que si lo fuera,
Si C fyes~ una superficie regular, un entorno de <(0,0,0) € C
. L

seria giﬁéféfféb dé una “fncion “diférenciable .dé:una -de las tres
formas: x = hi(y,z), v = g(x,z) ® 2 = f(x,y). ‘Las dos:primeras

pueden ser descartadas por el hecho de que la proyecc1on de C so

bre los planos yz y Xz o son 1 a 1 La ﬁltlma forma deberla ser

z = +Vx2+y pero no es dlferenc1able en (O 0). R R

Luego es 1mp051ble.
La siguiente proposicidn dice que si S es una superficie reé
gular y tenemos una parametrizacidn no és necesario comprobar que

su-inversa sea continua,

Propésiéién:

Sea pAG S un punt6~éé la superficié regular S y séa
£:0 C R2 + R una épiicééién con @ € £(U) C S tal gﬁe f es dife-
renciable y dfp es 1 ail. 51 f es laltl entonces'f’i'es continua .’

La demostracidn, que obviaremos, es una aplicacidn mds del

teorema de la funcidn inversa.

\

sip Lo « - . . - .
Veamos, en”su lugar, el siguiente ejemplo: S

Unaparametrizacidn para el toro T puede estar dada por
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o X,y = (2 cos ut.a)cos v, (r.cos u + a)sen ¥, r sep u)
con 0 < u <20, 0 < v <2, T
I diferiénciabilidad y ‘14 condicidn de regularidad-de la pavdmetri-
zacidn se obtienen por simpid calculs; % - 7 - F. . T L
Como szbemos que..T es..superficie:regular, la condicidn 2 es. equiva-

lente a que X sea 1 a 1. e R T T

Ve&moslo. \
.. N Z B h —"‘;;;"‘._—_.2" MY :.2 ::‘ :
Prifmero observemos que sen u = <y que 31/ x“+y~ € a entonces

: ™ T
8i /x2+y2 > a entonces 0 <u<yz 3 ;( W o,

Asi, dados (x,y,z) esto determina 0 < u.< 27 univocemente. Conocien

do u,x,y hallamos cos v y sen.v y de’c’eminélﬁos’»-..oznfzvm< 2 , univocemente,

osea, Xeslad, ..  ~ ... .-
Ejercicioss e olmmaly i n B 0T I 3OS e S s o L

1.5ea fR3+ R3 definida-por f(x,y,z)}= {3x,4y;z); Probar ‘que f| 2'82 + E
2 2 9 .8
(E elipscide T + %0- + z° = 1) es homémmerEiémoe. : ‘

2 5 g3 dada: por £(u,v) = (cos ueos v, cos U’ sen v, sen2v) con

2. Sea f:R
(u,v) € U abierto de R?, Probar que t tiene derivadas parciales conti

nuas de todos los Srdenes para todo (u,v) € U. -

3. Probar que f :R2 + R definida por Fx,¥) = V] xy[ no-es diferenciable

en (0,0).

4, E1 "toro" T es una superficie generada por rotacidn de un circulo-8'

de radio r albededor dé una linéa pecta perteneciente al plano del
circuloy a distaficia a > r del centro del circulo. Una parametriza-

S T T
gl A

—';
)
3
]
"

L esrn i ‘-:>f7;';f: L e NI A cEmr oA DI
cidn de-T estd "dadd por ~ :

- i ‘:.{)'"f‘_: - TNy - PO . .l I

¥(u,v) = ({(v cos u + a)cos v, (v cos u + a)sen v, Vv sen u)
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dor-iéehd.< u < 27r4:!'b <v<om, Prébaf“que T es una "’éupef’fic’fe

regular.
5;5Séa-@Tla figura*”s" en-el planc xy. Sea S la superficie Qi;i&
drica sobre C. ¢Es S una superficié regulapr?::

6. Séé'w:SQ-IN} >R 1a proYeécién estebeografica

a) Prcbar que 7r—1:R2 - 82 estd dada por S

b) Probar que por medio de la proyeccidn eétereogréfiéa,;es

posible cubrir la esfera con dos entornos coordenados.

“7. Probar que la fuficidn definida en el ejercicic 1 es diferen-
ciable, . R ot o I = ;E B ta e

8. Sea § = {(x,y5,2) E‘-Rs/x2+y2+z2 = 1} y‘A;825+;82 la-aplicacidn

antipodal dada por -

} : . . LT -~

Alx,y,2) = Gx,—y,-z)

‘Probar que A es un difesmorfismo. .

2, Cambic de pardmetro: .

" .:De.acuerdo-a 1a definicidn de superficie regular, cada punto

de-ella pertenece a un entorno coordenadc y los puntos de tal en-

torno estén caracterizados por sus Corrdenadas, Debériamos por lo-

tanto, definir propiedades locales en términos de esas coordena-

F N n

das.

-1 bW —

o=
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Teorema (Cambio de Variable):
Sea p un puntc de una superficie regular S y sea f:U C R2 > S,

g:v C R? > S dos parametrizaciones de S tal que p € £(U) N g(V$;= W,

-

Entonces el cambio de cocrdenadas.
hf ogig T w) » £ (W)

. . = . g
es un difecmorfismo (h y h = son diférenciables).

-1 . . L .
,5 g oL . )
:\\ - X R,
‘1 ’ V’”‘”ﬁw\:::::d/
— O L
> E(UN

\N‘
)
\
i

Demostracidn:

L <1 e . .
La funcidn h = £ “og es un homeomorfismo por ser composicidn de homeo
morfismog, No podemos usar el mismo argumento para la diferenciabilidad

pues £l estd dgfinidé en un subconjunto abierto de S y alin no sabemos

que significa que una funcidn sea diferenciable sobre una superficie regu

lar.

Ahora, sea r € g—i(W) v @ = h(r). Por ser f(u;v) =
= (x(u,v), y(u,v), z(u,v)) una parametrizacién podemos suponer, recrdenan

do los ejes si fuera necesario, que | (
BISLIOTECA
“TULID ReY PASTOR

Tia, Do MATEMATION
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det #0 o
a_y a-l - - L IT s T
Au 3v‘q §

Definimos la aplicaci®n

F:UxR » R3 dada por

‘_,"';“ R

F(u,v,t) = (x(u,v), y(u,v), z(u,v)+t) econ (u,v) €U, t €R

Es clarc que F es diferenciable y que la.restricgién F|Ux{0}=f.

Calculemcs el diferencial.qu, obtenemos

5.x X )
B A
- - v~{[ — —
B - ,3y3: 9y
; L det U 3v 0 # 0
3z 3z
v av L

Es decir, es posible aplicar el teorema de larfpncién inversa,
el cual garantiza la existencia de un entbhng M éé f&é) en R3 tal
que F—l existe y es diferenciable en M, |

Por la continuidad de g, existe un entorno N de r en V tal

que g(N) C M,

Bero P'N = F-log|N”qg%ﬁg§fgg@ggfécién de funcicnes §if§renc;3

ble, por la regla de la cadena, se obtiene que h es diferenciable ,

enﬂy5”Como r,esxarbitrariq,nqueda que h es diferenciable en g_;(W),y,

R

. s . - s =1 .
Siguiendo un camino. enteramente andlogo se obtiene que h = es dife
oo . N s T, o e
renciable,

Ahcra veremcs que significa que una funcidn. sea diferenciable

~ sobre una superficie regular.

Definicidn:

Sea £:V C S + R una funcidn definida en un abierto V de una
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giperficie regulaw S. Entonces f sc dice difcrenciable
en p € V'si para alguna parametrizacidn g:U C R > S, CQEHQE?E(U) C v,

la composicidn fog:U C R? + R es diferenciable en 3g-1(p).
f es diferenciable en V si 1o es en todo punto de V. e
La définicidn de diferenciabilidad se extiende a aplicaéién conti-

abierto. Diremos que Y es

si dadas las parametrizaciones f:U1 - R2 > S1 y

nua entre superficies regulares Si y 82; con V1

diferenciable en p € V1

2 , . .
g:U, CR" > 5, conp € f(Ui)_ygw(f(Ui))uqthUQQ,vlavaplicaciép

g_lotpof:U1 + U, es diferenciable en q = f—l(p). C

2

@
e —
A
f -
v
1
o~ g-10¢of
4 ) D,
\
S s REIRRS IS
74 ok

Ejemplos:

1. Sea R :R3 > R3.la rotacidn de éngulo 8 alrededor del eje z. Sea

Z,9
S C R3 una superficie regular invariante por la f@taéiéﬁ’Rz g> €8 de-
e 9
cir si p € S, ste(p) € S. %gfrestr}cc;on R.Z.,e Rz 6;8 -+ 8§ es dife-

S 9
renciable.




—ou_

2. Sea ¢: R3 > R dado por w(x,y,z) = (ax by,ze) donde a, b c son

numeros reales no nulos. Esta apllca01on es claramente dife-

.= J::i_.J

renc1able y la restr1cc1on Pl 5 8 diferenciable de la esfera
. . i kg2ln 2 RS 22 . ;
unitaria en el ellp301de {(x,y,z)/ .Z§7+ —5-: 1}.
a b )
Es fa01l ver y se deja como e]eﬂc101o, que la deflnlclon es
N s AT SR
1ndepend1ente de la parametrlzac1on eleglda.

S T Tlan

Lema: = . T ™

da

Si kapC¢R2‘+ S?eSﬁunéiparahétfiéacién entonces

fnlzf(U) + R? es diferencisble.’

Demostracidn: T

P

'iéea~p.ﬁif(U) y g:V C R? 5§ otra parametrizacidn en p. To-

mamos W = £(U) N g(V) y tenemos que f-log:ghl(W) > f_l(w) es aiﬁé

£y

renciable por” el teorema del cambio de par@metros.

Como g es diferenciable resulta que f-l lo es y para superfi

cies regulares, U es difeomorfo a £(U).

Proposicidn:

_Sea £:U C R2 > R3 una aplicacidn diferenciable definida en

un abierto.U, sea q € Uy dfq, 1 a 1. Entonces existe un entorno

V de g en R® tal que £(V) C R3, es superficie regular.

Demostracidn:

Escribimos f(u,v) = (x(u,v), y(u,v), z(u,v)).

T

Por la condicidn de regularidad, podemos suponer que -

i LIN

ey o e

sV
i~ Tomamos la aplicacidn FiUxR + R dadé"por
Flu,v,t) = (x,(u,v), y(u,v), z(u,v)+t) con (u,v) €E Uy t € R,

Es fdcil verificar que
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_ 2 (x,v) :

RS B

Aplicando el teorema de la funcidn inversa,,exiﬁtg un entorno W1 de

S . i

Qy W, de Féq) tal que FiW, > W, es difeomorfismo.

2 BT o -
Tomandg.V = .U N Wy 'y observando que F|, = £, tenemos que £(V) es
difeomorfo a V y por lo tanto, una superficie regular. . . .

- e - : e P T S g
., ST . T - Y sdar P ntia i

Plano tangente. Diferencial de una aplicacifn; ...

Ahora veremos ‘que -1& ‘condicién de régularidad asegurd .que.en cada
punto p de una superfiéie regular S, €l conjunto de Vegtores tarngentes
a las curvas parametrizadas dé 1d supérficie-§ quél pasan-por p donstitu-

- s

yen un planO‘ P /\T (S) Coempnitro i S — . _

Por vector tangeﬁté‘a S enunt ‘punto p“€ S entendemos el vector..tangen

te @'(0) de una cupva parametrizada @:(=¢;e) » S con'@(0) = 'p.

1

Proposicifn: i

Sea £:U C R2 + S una parametrizacidn de una superficié régular Sy
sea q € U. E1 subespacic vectorial de dimensidn 2 dfq(R2) C“ﬁ3?éoihcide

con el conjunto ‘dé vectorss %aﬁgenﬁeé 4 S-en £(q)e © -

Demostracidn:

Sea w un vector tangente a S en f(q), es decir, w = d'(O)"donde:
@:(-g,e) » £(U) C.:S diferenciable:y ¢(0).= f(q). =~ @ . =
La curva 8 = frica:(—e,e) + U es diferenciable pues por una proposi-

. . -1 e s . .
cidn anterior sabemos que f lo es. Por definicidn de diferencial
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=

af (81(0) = (£8)1(0) = (fo

éﬁ%gnces,'w € dfq(RQ)f

Reciprocameﬁte,”;ea W i"éfq(v)ibéfa éigﬁn:v € R2, v debe
éer el vector velocidad de'élgﬁﬁa éur&a'y, 7:(;6,8) -+ U dada
por v(t) = v£+q.

Tomando la curva ¢ = foy satisface a'(0) = w, lo que prue

ba que es un vector tangente;-—- - EOEI

Este plano, independiemnte dé.la parametrizacidn f, es lla

mado plano tangente a S en py se*nota,con:TP(S)..
Para cadd.parametrizacidn se tiene una.-base,

'é§§{q), %é(q)} de TP(S), llamada :base asociada a f, Tembién se

los llama {fu, Iv}. T e

Con la nocidn de plano tangente~§%demos“hablar de la dife-~
rencial de una aplicacidn entre dos superficies. =
17 5

una aplicacidn diferenciable. Si p € V sabemos que cada vector

Sean S, y S, dos superficies regulares y sea p:V C 8

" tangente w € Tﬁ(sl)?es'el vector velocidad ¢'(0)-de una -curva di
ferenciable pdrametrizada a:(-e,e) -V con «(0) = P

La curva § = ypox es tal que f(0) = v(p) y £'(0) es un vector

-~ Proposicidn:

La aplicaciénidwp:Tﬁ(Sl) +~T¢(p)(82) definida por

dwp(w) = f'(0) es lineal.

Demostracidn:

Sean f(u,v) y F(u,v) parametrizaciones de entornos de p y

¢v(p) respectivamente.
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SupongamoQ que ¢ puede ser expresada en estas coordenadas por

Bl B

o (u, v) = (¢1(u v) w (u v)) y que o se expresa por a(t) (u(t), v(t)), |

t € (-g,e).

Entonces B.(t) = (@iégffy:;;(tjyj ¢é(d(%j, v(t))) v #(0) enm la base i

{F, ) verifica SRR )
u’ v
3¢

2.u'(0) + zWg.v'(o))

gr(o) = (T"'.",.(O) + .v'(o)? T

Vemos que B' sblo depende de ¢ y de (u'(0), v'(0)) que son las

coordenadas de w en la base {fu,fv}.

También podemos escribir

Fdp, ey \
R IR O
du oV e (?)
61(0) = a0 (w) = )
: a¢2 3w2 o (0)
EEREEEI B (e
asi, dwp es lineal.
Ejemplo:
2 . 3- 003 o ema A a
Sea S° la esfera unitaria y sea RZ S:R‘“+ R~ l&d rotdcidn.de angulo
?

8 alrededor del eje z. En la seccidn anterior se ejemplifica que esta
aplicacidn restringida a 82<es diferencia@ie‘sobre la esfera.

Ahora, calculemos (dRz ﬂ)(w), P 5:82,’w € TP(SZ) y sea o:(-e,g) > g2
_ . s . 4

una curva diferenciable con @(0) = p.y @'(0) = w. Entonces, ya que R

Z,0
Y

es lineal su diferencial es la misma funcidn.y tenemos.

(dRz’O)(w) = (RZ’eoa)v(o) = Rz,e(d'(o))'= stg(w)

Notemos gue RZ 5 deja fijo el punto (0,0,1) = N y que
3 .

(dR_ ) :T..(S) » T,.(S) es la rotaci®n de dngulo 0 en el plano T,(S).
2,07 N N ; . 4 N

Ejercicios: R

1. Sea f:UC S +~R o) E U Deflnlr dfp :T_(S) + R como una aplicacidn

BiRLIOT EC‘;A‘ |
JULIGBEY PASTO

v

Dto. DE MATE!.#T iss

llneal.
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2, Sean Sl y S dos superflcles regulares y f:U C S > 82 una

Pty ade .
[au RS O% A 4 [S50 2 A . h B3I

. apllcac1on d1ferenc1al tal que dfp es 1somorflsmo para cada

- { N r* _. . SGet! :

p €U, Probar que f es dlfeomorflsmo local en’ p.

-3, Probar(que la-ecuacidn.del plamo tangente en (x(,¥g,%,) de
una superficie regular de ecuacidn f(x,y,z) = 0, donde 0 es

un valor rggular de f,_es

£

il = 5 Doy s g

£ (xo,yo,z )(x—x ) + f (xo,yo,z )(y-yo) +

FE (gsyge2s) (roxg) = 0

4, Determinar los planos tangentes a 22+y2-22 =1 en (x,y,0) y

S DO P
probar que son paralelps al eje z. .

. (Regla de la cadena)
Probar que si ¢ S, S y w S > 5, so@ aplicaéiones diferen

ciables y p € S entonces

1

d(Yoyp )P = dw‘p(P)Od(pP. T o

4, Primera forma fundamental N Lree R

El producto interior natual d6'RS (B° 5 g) fHduce un pro="

ducto drterior scbre Eada Plano'tahéénté'T;(é).
S e
s Wla W €T (S) c'®R® éntorices (Wl,WQ) " es igual al produc

a 3 ES R

-wlto “interior de Wl’ w2 como vectores de R

Este produbtd:ihtéricr‘es biiiﬂéél'y siméffico'y'leféoffééi'

fes

ponde unafform;»cuadﬁé%iéé
T :T(8) =R .00 ‘dada por L7
p TS P

(1) L = w = ]

Definicidn: SR ImL

TR N o S, U o C ey :
La forma cuadritica Ipzsobre Tq(S) definida por (1) es llama -

da la primera forma fundamental de la superficie regular S'C“RS"

I ORT | ORI
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en p € S.
Lagﬁfimé;é féfﬁa"fﬁndémental:pgrmitgﬁmed;r longitud de curvas, &ngu-

los entre vectores, &réds de’ regiones, sobre la superficie, sin referir-

se al espacio ambiente R donde estd la superficie.

Relacionemos la primera forma fundamental con la base- {fu’fv} aso-

oSN,

ciada a una.parametrizacidén f(u,v) en p. T S Corisn
B TG g LT o s . ) ) . .
Como.un vector tangente w € Tp(S) es el vector tangente ajuna. curva

parametrizada S TR e e
a(t) = flu(t), v(t)). t € {-g,€)
con ., (0) =p = Fug,vg ) tenemos d
I (0) = <a'<o)'a"i5§>‘ - | o e L,
- (s ._uw(t)+f v (t),' u‘;u'(;c);-f :.v"({)f""’-"
“' (‘fuf) (u')+2(f f) (u)(v)-l-(f f) (v)
] | =.'E..(?{1T")2+2"Ffu'.v"+G(«<v'.')}~,=.,. g »

donde

E(uy,v,) 5"_(."f;'{f§>'é7'-}f(~u Yy ) if f\)

(Xuo,v ) = (f fy son los coeficientes de la prlmera forma fundamental

en la base {f f } de T (S) o

Varlando P en un entorno ‘coordénado correspondiente a f(u v) se ob-

tiene que las funciones E,F,G son diferenciables en ese entorno.

Ejemplos: ’ e

1. Sea P C R3 unpplahoLbaséido"pbbzbd~y»conteniendo los vectores ortogona

les wy, W,. La ecuacidn ‘de"P ¢std dada por

15

2

f(u,v) = Py t W.Wy VW, :?ébn (u,v) € R".

1 2
Para computar la primera forma fundamentalhvemos que fu = Wy fv = Wys

como son unitarios y ortogonales entre si se obtiene E =1, F = 0, G= 1.




©* mos$ la-helicoide que admite la.siguiente parametrizacidn
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. 7325 La héliee™¢§td dadaipor (eos u, sen u, au). Con ella construi

flu,v)*=-(v cos u, ¥ sen u, a u)
cm0<u{%;;;<yzﬁ.

Queda al lector verificar‘que el helicoide es una superficie

regular y que los coeficientes de la primeré forma fundamen-
tal son

E=v?+a?, F=0, G=41.

Anteriormente vimos que la longitud de arco de una curva para’
metrizada @:I + S estd dada pdr

Lok -t
S(t) = J
- 0

a'(t)|dt = J @)Y at
. “ 0 )

Si a(t) = f(u(t), v(t)) en un entorno ccordenado correspondien

te a la parametrizacidn f(u,v), podemos computar la longitud

de arco por

t 7
(2) &{t) = J’ VE(u')? + 2F u'.v' + G(v')? at .
0

También si @ es el &ngulo en que dos curvas regulares parame-

trizadas a:I » S, f:I + S se intersectan en t = to, esté dado

. por

(@ (t,), B (£ )
EHSN IR I

cos 0 =

En particular, si ¢ es el &ngulo de las curvas coorcenadas de
wna parematrizacidn f(u,v) tenemos:

(fu,fv) )
|f f | s
u v

F
VE.G

cos ¢ =

de :donde:




—31:— - -

.. Las ‘cupvas-‘coordenadds; de :una, parametrizacidn son ortogonales si y s6-

lo si F = 0. T T L
Tal parametrizacidn.ser Elama ortogonalesiy. - re L3

Debido a (2), es usual referirse al "elemento de arco” ds de S como

ds? = E du? + 2 F dy dv + G ave.
Ejempln: A - -

Tomemos la esfera y en ella--un punto en un entorno coordenado dado

por la parametrizacidn

g(0,0) = (sen 8 cos y, sen 6¢séniw,_¢os e) -

g = (cos'G cos ¢, 00s 6 sen v, -sen 8)

g, = (-sen 8 sen v, sen 0 cos ¢, 0) )
de donde, N o ) ) |
E=1, F=0, = Sen26 R 1 CH

. )
Si w es;un vector tangente’a la esfera:en el ppn?p g(6,0), dado en la

base asociada a g(6,£/), entonces

wEaggtbeg

y-el-cuadrado de-la longitud d= w es:.

lw]? = Ip(w) =Ea’+2Fab+gb?=a’ +b2 sen’

Consideremos regiones R acotadas, contenidas en un entorno coordena

do £(U) de una parametriéaciéﬁ £:0 C.R? S, es decir,.R es la imagen por
f de una regidn acotada Q C U.
La integral S e

'“JJ |£. 4 £ Jdau.dv, .
u v R

no depende de la parametrizacidn f.
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Y FVedniogio: Sea ?Eﬁ'CER?%+¥S-otra:parametrizaﬁiénycon R C_£(U)

-1

y sea Q = £ ~(R).

El cambic de paré@metros h;?ffj?3§itiene jacobiano

[Eagjaas [[1g,ne) 12X oy o

8(u,v)

Ahora podemos témaf.la sigﬁiénte d;figiciGn;‘

Sea R é S una regidn acétada de hna éuperfﬁcié régﬁlar conte
nida en un entorno coordenado de la parametrizacidn f:U C R2 + S,

El nlmero positivo . : -

1

” 1 £ A £ du avi=-AR)  con Q = £ "(R)

"
Lt

o

es llamado drea de R.
Para expresar esta integral en términos de los coeficientes

de la primera forma fundamental vemos que los vectores fu y.f_.ve

v

rifican
2 2 2 2
‘|fu_AfV| (T + g7 {£,]
~ Ahora, el integrando puede“eséribifée

£, 0 £ | = £ or? .

Ejemplo:
Calculemos el drea del toro T que en un ejemplO‘anférior pa

rametrizamos por
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f(u,v) = ((@a + r cos u)cos v, (a + v cos u)sen v, r sen u)
con o<u<ar 0<v<onm

que cubre el toro excepto para un meridiano y un paralelo.

Obtenemos
"fu = (-r cos v sen u, -r sen v sen u, r COS.u)
fv = (-(a+r cos u)sen v, (a+r cos u)cos v, 0) .

E=r?, F=0, G=(rcosu+ a)?

por le tanto

/E GFEQ = 2 (0 (n cos u + a)? = p(r cos u + a).”

Sea ¢ positivo y.pequefio y, 1lamemos Rs a la pegién imagen por f de

o = {(u,v) e R?/0te < u < 21-g, Ote < v < 2r-c}.
Se obtiene
27 =g 2T —¢
J[ r(r cos-uta)du dv ;.J dv [
O+e

JE
: QE OTE

A(R)
€

(2 cos uwtra)du

(2ﬂ—2€)r2 (sen(27-g)-sen g) + r:a(2n—2e)2

Tomando limite se obtiene:

= 4ﬂ2r a

ACT) = 1im AR

)
€0 e
Ejercicios:

1. El1 cilindro recto sobre el::xirculo x2+y2 = 1 puede ser parametrizado

por f:U C R2 > R3, donde

f(u,v) = {os u, sen w,v) y U= {(u,v) EIRQ/O <u<2,
o < v < 4o}, i
Calcular los coeficientes de-la primera formé;fundamental:
2. a) Calcular el éreavaé la esfera

b) Calcular el &rea del elipsoide




CAPITULO 3

APLICACION DE GAUSS

1. Orientacidn de superficies EE L

Veremos, ahora; que en cierto-sentidd es posible crientar
superficies. Intuitivamente, para cada punto p de una superfi-
cie regular S hay un plano tangente TP(S)9 una orientacidn so.
bre dicho plano in¢uce una orientacidn un_entornc de p, es de-

cir, una nocidn de movimiento positivo a lo largo de curvas ce
rradas suficientementepeguefias-alrededor de cada punto Gel en

B

torno. Si es posible hacer una eleccidn para cada p € S tal

que en la interseccidn de dos entornds la orientdcidn ¢oincida

entonces S se dird orientable: Si'no es posible, se dird‘ no-o~

wosdo 3

rientable..
L. NI ) . . -

n otros términos, tcmemos una parametrizacidn g(u,v) de

un entorno de un punto p de una superficie regular S y deter-

minamcs una orientacién;en;elrplanérxangente.TP(S) que llama-

-

mos: orientacidn asociada a la base ordenada {g .g
Si p pertenece, también, al entorno coordenado de otra

parametrizacidn g(u,v), la nueva base {g ;g.} se expresa en
v
términos de la anterior por

= Ju . 3v

E_= 8, T E, e —

u Ju . 0 .
P ou . oV - oy

E_= &, —tE, o

v Qv

el

’_comando u = u(Es-{f—)s yv-= V(l-—:l-,;).
Las bases {gu,gv} y {é;;g_}»determingn la misma orien
a 7 . Lo LR - PR
tacidn de TP(S) si el jacobiano del cambio de coordenadas

v
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es positivo, es decirsi & . aallv oadtoe o L s s oS
f b 5
dw -3V it od r v
3u. Ju
Bl 4 B o
- det > >0, s =i
~ . ) a:{i’\_: x_ﬂa-'v t I i MR
- 20 Ve v 4 ~ IR
Definici?n: SR
- KRR e - . 13 . ;.. .

Una superf1c1e regular S se dlce orlentable si es p031ble cubrlrla

S :

con una familia de entornos coordenados de tal modo que si un punto p €s
pertenece a dos entornos de esa familia, entonces el cambic’ defcoordena-
das tiene- jacebiano positivo en p. . R L

La eleccddn.de una tal famildia se.llama una.orientacidn de -S. Si

tal eleccin no es posible, la superficie se dice no-prientable, K

~Ejemplos:

1. Una- superficie que es el grdfico de ama funcidn. diferenciable es
una- superficie orientable.
Esto-se debe a que estas ‘superficies pueden ser cubiertas -por un

entornc coordenado y son trivialmente orientables. .

2. La esfera es una superf1c1e orlentable.

3. La banda de MSbius es superficie no-orientable.

' Dada una ﬁarametriiaaién'f:U c R2 > S'de aﬁa.éuperficie regular

. o
g

S en p € S podemos eleglr un vector unltarlo normal en cada punto de

£(U). '
El vector es R SO :'<
N .. f A f - N o’ : .
N TWT (@) con 'q €U S
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Asi tenemos una aplicacién diferenciable-NEf?U?—+-R3 que &aso g -

x

cia a cada q € £(U) un vector N(q) unitario y normal

)

Gbnerallzando, siVCgy NV~ R a8’ una apllca01on dlferen

ciable cue asocia a cada q € V un vector unitario normaL en g, de

cimos que N es un campo diferenciable de vectores unitarios norma-

les sobre V.

- No _oda superflcle admlte un campo de vectores normales de-

T L e -

ER R VL

.. finidos sobre la superficie entera.
D P LE S PR

. s 3 . ‘o .
Uma superficie regular S € R~ es orientable si"y.selo si
‘existeuncampo. de .vectores normales unitarios diferenéiablé

N:S +38 fdbBpe T ww T L ~Th -

Demosiracidn:

T S U e 3 LR o . .. . )

315 es orientable {8'C-R") es posible cubrirla con una fa=:
miliz de entornos coordenados tal que en- la interseceidn- de dos- i
cuadl:sguiera-de ellos, el-cambio de coordensidas tiene jarobiano

- f(u,v) de-cads’ entorno .definimos. . :

positivo. En el punto p°

f A.E

M) = N(a,v) ='Wf—r“(\p>‘ .

N(p) esta blen deflleO ya que 51 P pertenece a dos entornos
coorienados con parametros (u v) y (u —) los vectores normales

N(u,7) y N(u;v) satisfacen

TAT =(£ 4 £)28Y)
—_ - u v: 9 ,— — - TE
u v (u,v)

Ademds, por construccidn N(u,v) en,R3?§sméi£grenciab;e de

(u,v) f asi la aplicacidn N:S -+ R3 es diferenciable.
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Recipﬁocamenté,

Seg N:S - R3 un campo de vectores unitarios‘normales diferenciable
y consideremos una familia de entornos coordenados conexos cubriendo S.

Para el punto p = f(u,v) de cada entorno coordenado f(UT, U C“R3;
es posible, por la continuidad de N (si fuese necesario intercambiando
‘u'y v) arreglar que
.
: fufx fv
Np) ErE T

u v

En realidad, como N es campo de vectores unitarios, el producto in-

terior

£f A F
u

(N(p), =)= h(p) = #1
[ b 5] -

es funcién continua en-f(U).i
Como f(U)Aes.conexo el signo de h constante. -
Si h(p) = -1, intercambiando ﬁ con v, se soluciona,
Procediendo de igual modo con todos los entérnos coordenados, tene-

mos que en la -interseccidn. de cualquiera. dos de ellos, por ejemplo
TLer: _ 2 ra. do C . P ] s

f(u,v) y ?{ﬁ;@@;»elajacobiano Qﬁé?%él a8 rositivo pues de otro modo ten-
3 (u,v)
driamos
qu fv -qu fv
—l- = N(p) = -l—— = -N(p).
Ifu A fv f;}\ %:T
u v

Contradiccién.
Por lc tanto, la familia dada &n entornos coordenados, accmodados
convenientemente sus pardmetros, satisface la definicién de orientabili-

dad.
Proposicidn:

al

S8i una superficie estd dada por S = {(x,y;é) & Ra/f(x,y,z)
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donde f:U C R3 + R es diferenciable y a, eg, valor regular de T

entonces §.es:orientable. |

_ Demostracidn:. ., . ... -~

Sea p'€ §.y tomefos sckré S la’ clirva Dafaﬁéffizada'

(V(t),y(t) z{t)); con-it €T, que Daca por p paﬂa t =t YQEQue

O'\.
la curva estd scire S tenemos

- mt .
Lt

f(X(t)aY(t),z(t})-=.a . para todo” t € I;T e

_Diferenciandqvambgs lados de esta expresiénhpqngmaﬂﬁgéﬁg:@Q .

t, para t = to, queda

(D).A'ft )+Fy(p\ v'ffcj fz(p}.g'{to) = 0,

Es decir, que el vector tangente a la curva en t = tO es

ortogonal al vector (fx,fv,fn) en p. Como el punto p y 1a curva’

en S son erbitrarios, tomumos el siguiente cempo de vactores

unitarios difetenciable en S:

. X .
NKX;Y:Z). = { ; 3y T A A . 2 )
- K N 5
/ £ 2+f /.'— 2 4£2452 VTN .
. 5'{ y: _..__x = 7y Z‘-

y por la proposicifn anterior. la superficie S es orientable.

|
]

Ejercicios: e e < CE
1. Sea VS, > 82 un difgomorfismo,iy Si’ i = 1,2 superficies re-

P4

gulares. Probar que S1 es orientable si y sblo si S, es orien

table . - o 2 B . 3.{";,_..' S I ettt

2. Sea 82 una superficie regular orientable y ¢:§, + 82 una apli
cacidn difersnciable la cual es un difecmorfismo local en ca-

da p € S,. Probar que 8, es orienteble. ST e




2. Aplicacidn de Gauss

Acabamos de ver que dada una parametrizacidn f:U C R2 + S

de-una superficie regular S es un punto p € §, podemos elegir
un vector unitario normal en cada punto.de. £(U) por
fu i fy» ) '
N(q) = TE A £ (a) , q € £(U)
: u vl . - )
Generalizando, tenemos que si V C S es un abierto de 1la
superficie regular y N:V = R3 es una aplicacidn diferenciable
que asigna a cada g € Y un vector-normal unitario en q, enton
ces tenemos un, campo denvecteres normales unitarios diferen-
ciable sobre V,
La existencia de tal campo de vectores sobrekia superfi-
cie entera aségﬁr;.que ia sﬁgérficie pegular es érientable vy

la eleccidn de tal campo N es llamada und orientacidn de 8.

Una tal orientacidn N sobre S induce una orientacidn sobre

cada esbaéio tangeﬁte TP(S)?“CPH_P € ?. VeémPslof
Se{dice que una base {v,w} de TP(S);es positiva si
(v A w;“N) eé;positivo. . -
El conjunto de todas las baSes:positivas de Tb(S) es una

orientacidn’ de TP(S).

Definiéién:

Sea S C R3 una superficie con una orientacidén N. La apli-
cacidn N:S = r3 toma sus valores en la esfera unidad s?. La

aplicacidn N:S =~ 5° es llamada la aplicacidn de Gauss de S.

Queda como ejercicio verificar que la aplicacidn ‘de Gauss
es diferenciable,

s <2
L;:apllcac1onrllneal‘éNp:Tp(S) -+ TN(p)(S ) puede ser pen-

2
sada como de TP(S) sobre si mismo ya que TP(S) y lN(P)(S )
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son planos paralelos, ... LT LR

wn

Asi, para cada curva parametrizada ¢(t) en con -~

N(t)

tl

a(b}A; p}fomamos la curva parametrizada}N?g{ﬁ)
sobre 1la esféfa 82.

Restringiendo el vector normal N a la curva a, el
vector tangente N'(0) = de(a;ES);'éé7ﬂéf§eét6r'en

TP($).

Podriamos pensar quedep hide c¢udnto se aleja N
de W(p) en un entorno de p. Recordemos que en caso de

curvas esto estd dado por ka curvatura.

Ejemplos: R i

1: Para el plano P de ecuaci6ﬁ~ax+by+cz+d'= 0 resulta
N. = friiiglgl .
Va2+52+c2>

, es decir, constante, luego, dN = 0,°- -

2. Sea s? la ésferéiunitariéiy d%tjfﬁ'(x(f),y(t),z(t))

- ) . .. -'. ) . 2 . ]
una curva parametrizada sobre S”; emtonces"

2% .x' + 2y.y'! + 2é.ii =0 = ((x,y,Z),(é‘.y'.z'D

‘de donde (Xaij)_eS_OFthOpal é a"y“pér-lo‘tahEO, es
normal a la esfera en el punto-(x;ygé):U{

Asi, N = (X,7,2) vy N(-X,~y,-2) ;oﬁségmﬁbs déAve;tgréé
normales unitarios en SQ. Fijamos una oriénfﬁﬁﬁéﬁ?eﬁ
éz’gl;gién&éﬂﬁ = f-x,;y;ééﬁ?éoméicaﬁﬁo:normal.
Néﬁa;¥51é)&:apﬁaté'haéié'ei centro deiiamesfgra.;h,
Resfrlﬁgiéhda éi’vec%o%”ﬁbrﬁal a la curva a(t) queda
N(t) =.<;x(t3,;y(tj,;z(t35 yde(xr(t),y?{t),z{(t)) =
= N'(t) = (-2 (t),-y'(t),-z'(t)) es decir, ™ .-
nde(v).='—v’§aré taéOiﬁﬁé;SQ y para todo v € TP(S2).

~

T g
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Si hubieramos elegido :"la otra-orientacidn' se tendria

dﬁ?(v) = v,

Proposicidn:

La diferencial de la aplicacidn de Gauss dNP:TP(S) - TP(S)

es una aplicacidn -lineal ‘autoadjuntd.

El determinante de dND es la .curvatura-de Géﬁ%ﬁ;%ﬁﬂé_s

en p y el negativo de un medfo‘&é%la*trazéfde¥de?és l1lamado

curvatura media H de S en p. -

Demostracidn:

Ya que es llneal Dasta ver que (dN (w ),w Yy

; 5‘1, dN (v, » para una base {w, ,w } de T (S)

Sea g(u v) umna papamétrlzac1on de-S en p y ‘sea {é gv}
1é base asoc1ada; | N | |
| Si a(t) = é(ﬁ(f);;késsfes ;héwéﬁfv;-p;féQéfriééaé en S

‘ R
e N

con a(0) = p.téﬂeﬁoé

] "i - 3 I R RN
dN (a'(o )) = dN (g .u'(O) t g, .v'(O))
= E— (N(u(t) v(t))) . ,
t=0
= Nu.u’(O) f{Nva'(p)

de donde

Nu = dNP(gu) vy JN% = dﬂﬁ(gva‘u:

~ -

’Hﬁhd?d;'bar%ﬁ%%obar”dﬁé:dNé‘eé;éufbadjunta:es‘sﬁficiente

.ver que&

(Nu,gv) = (gu,Nv)

T A s R L - .-

Para obtener esto, sabemos que (N,g ) = 0y <ng ) = 03
derivando respecto de u y de v respectlvamente,:se dbtlene

CoLRRIYwe e~y LT e g, A SO A TS




. {N ,g)i¢<1hgu$ =0 7
(N ,gv) + (N’gVu) = 0 ”
de donde e
Ejemplo:. o
~-omeTaedinss o1 cilinaro :

-T{(x,y,z) € R3/x2+y2 = 1};
Por derivacidn, vemos que los vectores ﬁ.=L(x,y,O)”““
y N = (-x,-y,0) soq'vectoreS“unitaribs normales én
(X,7,2). ?iﬁamog la orientacidn eligiendo N'= (~x,-y,0)
como campo de vectofes normales, -
.,» itonsiderando la curva (x(U),y(t),z(t)) scbre el ci= . -
lindro, satisfard (x(t))% + gy(tzz% =;1?¥;a lo"largo .de

s da G&Pﬁé’ﬁff)féq(gﬁ(t),V;Y(t), 0), por lo tanto

!

IR} Ll tles.

ANC(RT(£),y" (£),2' (£)) = N'(t) = (=x'(t),-y'(¥),0).

O T S T =
De esto concluimocs que si”v es un vector tangente al

v LA

cilindro y paralelofal‘eje z entonces

PR

dN(v) =.0'=.0,Vv

Si w es un vector tangente al cilindro y paralelo al
plano xy., entonces dN(F)Eﬁ}ﬂW.
Por ser dN una aplicécién autpadjunta, los vectores
“Viﬁi§iébn auto;;étore;,ulos valores 0 y -1 son autovalo
res y la matriz dN en la base v,w es diagonal, dos valo

res sobre la diagonal serédn los dutovalores obtenidos.

Ejercicio: . S o
o v e
s

Probar que la sguperficie parametrizada




R

g{u,v) = (v cos u, v sen u; &u), a # 0 es regula®;-Calcular.su’ vector

normal N(u,v). : S

Segunda forma fundamental

3 s F U _ SN N e
A ! Vic je o= TE0NYT Y T

Debido a que la diferencial de la aplicacidn de Gaﬁ;s es autoadjun

ta, nos permite asociar a dNé una forma cuadrdtica Q en TP(S) dada por

Q(v) = (dNP(V),v ) con v E TP(S).

S s R S

S TG AT Y BEUTYD L L

Definicidn: T B

S =N

La forma cuadrdtica Ip definida en Tp(S)iforxi'Gq - =
IT (v) = <dN (v),¥ es -
p( ) p( ), IR PRI P :
es llamada la segunda forma fundamental de Senp.. .. = = '

.i De Sl

Definiciénd? v -+ U A I LE S e GO RSy TR TV

Sea C una curva regular en S pasando por

p; k la clrvatira de C en

Pycos 8 ={(n,N donde n es el vector normal a C y N el vector normal

a S en p. El niimero kﬁméik}cés>6"esmilémédéicufééfura~ﬁb§mélidéic cs”

en pL-t . v - T iar i o e T i oo
Sl Bs.deéir;*kﬁﬁes?la.proyeccién del
vector k.n sobreulafpecta{de ac-

cidn del vector. normal a la super

ficie en p. ..

H Er e

Veamos una. interpretacidn geom@tri

. ca.de la segunda forma fundamental:

Sca C una cﬁf?é'regulaf éﬁhg.parametrizédé'por a(s) donde s es el
pardmetro longitud de arco y «(0) = E?fnenotamos N(s): la restriccidn del

vector N a la curva C y tenemocs

{H(s), a'(s) = 0.




Ul -

Derivando:quedari =t
{(N'"(s),e'(s) = AN(s),e"(s),

por lo tanto,

| TTE0) = Lax (e (9):_;)59 (o =

n

ANTC0) e (0P = (H(0),an(0P =

(k. (p) = Xk, (p). e

0 sea, el valor de le segunda forma fundamental para un -
v € TP(S) es igual a 1la ~curvatura normal de una curva regular

de S en p y tangente a v.

En particular, se obtiene el

Teorema de Meusnier: - - — 02T oL il o

"Toda curva sobre una superficie S, teniendo en un punto.-

‘p-€ S.la misma tangente, tiene la misma curvatura normal.
- . S T R P N

La aplicacidn de Guss en coordenadas locales

. . . 2 .
Vamos a considerar parametrizaciones f:U C R™ + S compati-

bles con la orientacidn N de S, es decir, dada en f(U) por
f A £
u v

N" lqu-va | ..
Sea f(u,v) ﬁﬁé parameffizacién en p de Sy «(t) %'
= f(u(t),v(t)) una chfva bafametrivada sobre S con a(q) = p, -
Simplificando la notacidn, el vector tangente é &(t) en p
es at = fu."u": +fvv' y dN(e') = N'(u(t),v(t)) = LIS S

Como Nu*y N, bertenecen a TP(S) pcdemos escribin

L . P
u aii fu ! a21 Ty

N

N ==& f +a £
v
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llamadas ecuaciones de Weingarten, y por lo tanto,

1y = (= Yo, 1
dN(a') (all.u +a12.v )f e apl. .ul +a2 v )f
; I
es decir, '
u'! a a ) ;
aN - 11 _1?_ S, .
1  C - K ’ cn e
v P21 20 WO o T
o sea, la matriz S - i;”j
11 %12 T
a o representa la aplicacién dN en la base {f, f }.

21 %22 v

Por otro lado, la expresidn de—ia segunda forma ‘fundamental en tér-

minos.de la base'{fu,fvlgqs

IIp(a') = {aN(a),e® = —(Nu.u'+Nv.v',fu.u'+fv.v')i=
- ’2 1 1 '2
= e(u') +2f(u")(v")+g(v")
donde o e
e = AN ,£) = AN,£ )
uu o .uau.

1]

£o= AN LED = N LE) = (N,E ) = (N,£)

1

g =N LE) = AN,ED)

ya que

(N,£) =(N,E) = 0.
u v

Relacionemos estos cceficientes con los de. la primera forma fundamen-

tal; de las ecuaciones:de Weingarten se tieme:

e = -(a f + a21f f Y = —aliE - a21F

f = -(a12fu + a22fv,fu?'= —ale - a22F’

f = -(aiifu + a21fv,f§? = -aliP‘a as

g = ¢ a12fu -+ a22fv,fv/ = —312F - a G




—L6=
Nos queda
) e f . aq 8l E F
el My 3 B o€
equivalentemente
a £ -1
11 Fa1| _ | E F
PR f g \F G
Sabemos que
E F -1 _
) 1 G -F
F G EG-F |-F g

con esto es ficil obtener los coeficientésﬁaiiiy se ‘'deja como i

ejercicio, ..:

5. Curvaturas principales

Cuando fijamos un punto en la superficie regular, la curva
tura normal es una funcidn de la direccidn. Es, por lo tanto,
natural estudiar- las direcciones para las cudles las eurvaturas

normales toman un extremo y los valores de estos -extremos,

Tomando
u':d_u_ 3 v':gl
ds y és

tenemos, de lo antericr,

k= euN? + 2 £@N(v) + glv")’

(1) 1= B)? + 2 Fa)v') + 6w

Fl problema es, entonces, determinar las czlremos de

— _~.—'~;_7,‘mwm‘.:wm_m\..mﬁa;.«.u‘.-wm-mm..»,;...mw,‘,m, soonusiertimie icebiainl gl
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kh(u’,v') donde las variables est@n relacionadas por (1). Aplicando el
método de multiplicadores de Lagrange introducim~: una nueva variable
A y ponemos
Y S efn1y2 oy 1 2 y(m(l 1y2 r. 1 142
P(u',v') = e(u")™+2 fu' . v'+g(v")"=A(E@') "+ 2 Fu'.v'+G(v!)"-1),
Los extremos de kn(u'ﬁv’) con Ja relacidn (1) son los mismos que
los de P(u',v') sin relacidn alguna sobre sus variables.
Para un extremo de P debemos tener
- e(u') + £fv'=A(Eu' + Fv') = 0
fu'+gv! - A(Fu' + Gv') =0
que junto a: (1) nos dardn las soluciones buscadas. El signo de diferen-
cial segunda de (1), es decir, si la forma ctadrdiica es positiva o nd,
nos dird la naturaleza de las soluciones obtenidas.-
Definicidn:
La mdzima curvatura nowmal k; v la mihima curvatira normal k2 son

1

llamadas-curvaturas principales en p.y las correspondientes direcciones

(ei,ez) son llamadas direcciones principales.
Definicidn:

Si una curva regular C sobre S es tal que para todo p € C, la recta
tangente de C es una direcci®n principal en p, entonces C se dice ser

una-linea de curvatura detSi -

Teorema de Olinde Rodrigus=s

Una condicidn neceseria y suficiente para que una curva regular C

sobré 'S séa una lifdea de cirvatura de S es que
NT(t) = A(t)oa'(t)

BIBLIOTECA

«JULIO REY PASTO"™
Dto. DE MATEMAT™"
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para alguna parametrlza01on a(t) de C donde N(t) = Nea(t) y

- ‘ E

A(t) una fun01on dlferen01able.

Demostracidn:

oy .. S1Ces una. linea de curvatura de S entonces. a'(t) estd

contenida en una dlrecc1on pr1nc1pal v a‘(t) es un autovector
de” dn(an: T (S) > T (s)) y dN(a'(t)) = A(t)a'(t) = N'(t)

Re01procamente, siC es tal que satwsface N'(t) = A(t)a'(t)

como N'(t) = dN(a'(t)) “esulta que a'(t) es un autovector co-
rrespondiente al autovalor A(t) de dN, es aééirjia(t) éé'linea

de curvatura.

.-~ - _Ahora, las funciones curvatura: de: Gauss; § curvatura media, .
!

- . en.términos de las-curvaturas priheipales, puedén :escribivse; - -

respectivamente - - TN sl Ll T sl Zho T
ki + k
K = kl'kQ y H = 5 Smimnl

- Agreguemos,-a titulo informative, que un punto se‘dice..

ellptlco hlperbollco ) parabollco sx K<esu>'% <IO 0 - uinos

respectivamente. S S I PR &
Un punto se dice urbilico si y sdlo si H2-K = 0, Todos
los puntos de un plano d una esfera son umbilicos.
: S et

Ejercicios:

En lo que sigue llamaremos S a una superficie regular .orien-":

table.

1. a) Dada z = y2 7AX2 la ecuacidn del hiperbcloide parabdlico,
considerar la parametrizacidn flu,v) = (u,g,yzqu): Caleu

lar el vector normal en ﬁ = (0,0,05.
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b) Sea ®(t) una curva en la superficie dada con ®(0) = p. Calcular

la diferencial de la aplicacidn de Gauss en p.

2. Escribir la curvatura normal en términos de la mdxima y minima cur-

vatura normal en el mismo purnto,

3. Sea £:UC R 53 una parametrizacidén de S. A cada punto de £(U)
asignamos de manera natural la base'{fu;fv;N};
Expresando las derivadas dé..los vectores de la base_en términos de

la base queda

1 2 3
=T T .
fuu 11 fu +I111 fv * Li N
1 2

=T
fow T Byt T £, + Ly N

¢ @)

=
1]
[8}]
Hﬁ
+
ol
Fh
’

(2)

El sistema de ecuaciores (2) es conocide como las ecuaciones de

Weingarten, |

Los coeficientesﬁfék con llamados simbolos de Christoffel.

a) Hallar los coeficientes de las ecuaciones de Weingarten en t&rminos
de los coeficienfes de la primera y‘segunda forma fundamental.

b) Probar quei‘ik =i‘ij. Siende E,F,G los coeficientes de la primera

forma fundamental de S, comprobar:

1 2 1
r T = L
g1 BV PSR
i 2 1
P Ftl, 655G
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VoL
IR

" ¢) Si'f es una parametrizacidn ortogonal (F = 0) verificar

que
ey '-1 Ev":' ""Z'TS'Gu':'- B
-K = {(_)V + (": U.}
2/EG  EC G -
ﬁ?;siéndb'é5f5g los coeficientes de l@lsegugga;fcyﬁa funda-
i Fibh = =15 '..-—. AT = o
mental, verlf}car_qgg L = e, Ly &Ly = fuynly ¥ 8.
R T R P X ¢ B P S
I < Usafido” 1&- parametrizacidn: dada en-el-.ejerdicio 1 calcular -

a) Primera forma fundamental.
b) Segunda forma fundamental. . = = &
¢) Curvatura de Gaussi

del hiperboloide parabdlico.

5, Idem 4 para la superficie pa?amgtgizadaﬂ.l
s - 3 R .
h(u,v) = (u - E§-+ uv2, v - X§-+ u2V, @ - V2)

6. a) Calcular los simbolos de Christéffél de la superficie pa-
rametrizaca por
f(u,v. = (v cos u, v sen u, 3v)

b) Idem para la esfera 52.

7. Proparwauéfno-existe una supérficie g(u,v) tal que E = G = 1,
CE-=057e =4y £1= 0, g =1

I
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CAPITULO 4

TEOREMA DE GAUSS-BONNET

El estudio de propiedades locales de una superficie, expresados en

términos de la primera forma fundamental es llamado geometria intrinse-

ca de la superficie,

1. Transporte paralelo. Geodésicas

Llamamos campo vectorial o campo .de vectores (tangente) a.una

correspondencia
w:UC S >T (S)
p -
-
P D
donde U es un abierto y S unz superficie regular.

Un campc vectorial w es diferenciable en p si para alguna parame-

¥rizacin g(u,v) en p las compoientes a,b de w & a £, +b g, en la ba-
se {gu,gv} son funciones diferenciable en p.

El campo w es diferenciable en U si es diferenciahle en cada

p € U.

Definicidn:

Sea w un campo vectorial diferenciable en un conjunto abierto

U'é s}y pEU.
Seé Ye TDtS); considere%oé ia'cufva baiémetrizada a:?ag,EO + U

con a(0) = p,e'(0) = Ya,§ea_m(t??5t € (7;,5) la. restriccidn del campo

vectorial_g a la curva q,vEl vec%pr Qﬁ;enidoh?or la ;foyeccién normal

de (290(0) sobre ei‘plano TP(S)'es llamado derivada covariante en p

at

. L0 ’ N : D -
del campo vectorial relativo-al vector Y. Se denota por (E%J(O) 6

por (DYN)(p).
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Veamos que el concepto de derivada covariante es intrinseco
y no depeade de la curva a.
Fara una parametrizacidn g(u,v), sea g(u(t),v(t)) la expre-

sidn de la curva & y sea

w(t) =alult),v(t)).g + blult),v(t)).g_ =

N

a(t).gu +'b(t).gV

la expresidn de w(t) cn la parametriéacién glu,v).

Entonces
Ei_('.u_ = a’g + a(g u'+g V') + bvg + ‘h(g V'.‘i“_g': 'V")
dt u “uu vu v %y uv
C Duw dw
omo —— es la componente de — I 0 el plano tangente, usando

los simbolos de Christoffel (ejercicio, pardg. 5, cap. 3) queda

dw

w _~ 1. | B
I —.a g, ¥+ a( 1g fF 1g +L N)u +

1

2
+ a(F12g {‘12g +1L N)v + @ 12g %Fizg +L N)u

2
. ~L‘\ -
* e 22-gu+P

7 .
22gV+L3N)V + D gy

1 1 1
1 w371 Al l 1 ] 1 WL . -
(a +aF11u +a.12 +;F12u +U722v )gu +

2 .2
127

+

2 2
1 ) 1 1 .
(t +aF11u +al u +b.22v )gv

+ (aLlu'+aL3v'+bL3u'+bL3v’)N
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de dgnde,
Pﬂ = 3t 1 1 "11 ] 1 i 14 1 ? . - A
I (a +l"11 au Hi? av 1I‘12..4bu -IF-QQ bv )gﬁ + Lok e
2 2 2 2
1 PRSI 1 1 ' e
+ (b +111 au +F12 av +T12 bu #722 bv )gV Lol
Esta expfesi6n'muestra claramente,:sque g%-depende de. (u'y,v') = ¥

y no de la curva @, También nos dice que la definicidén de derivada co-
variante puede ser extendida a un campo vectorial que estd definido so

lamente sobre una curva.

Definicidn:

Uﬁa~éhrva‘ﬁérametrizada a:50523'+ S es. la restriccidn aﬁ[O,Rj de
aplicacidén diferenciable de (0-g,%+¢) en S e >-0:.8i.a(0) =p y:
a{(2) = q, decimos que @ une p con g. Diremos que ¢ es regular si
a'(t) # 0O para t €[0,4].

Llemaremos I =10,4]. »

Definicidn: - A ns

Un campo~veétoriai'm a lo largo . de la curva parametrizada ¢:I +S

se dice paralelo si %%—= 0 para todo t € I.

Proposicidn: = | - . . : _ .

Seani w y v-campos: vectoriales paralelos.a lo largo de a:I - S. En-
tonces (w(t),v(t)) es constante. En. particular, |w(t)| y |v(t)] .son

constantes v el &ngulo entre v(t) y w(t) es constante.

s

Demostracidn:

Si el campo vectorial w es paralelo entonces %%—es normal al plano

tangenféué la Euperficie en a(t), es decir, (V(%ji&'(t)f-é 0. Analbga—

mente para v'(t), luego,

. o N

d () ,00t) = (v1(6),0(t) + (v(t),u' (£) =
dt ' - . - .
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entonces ( v(t),w(t)) es constante.
Aceptemos, por poco tiempo, la existencia de un Gnico campo

vectorial paralelo’a lo largo de una curva y continuemos.
Definicidn: . R T

Sea @:I - S una curva parametrizada -y we: €18

*a(t

. {8), t. € I.
0) 0

. .....5ea w el .campo vectorial .paralelo a lo-slargo de::@ coh

w(to) = wy. E1l vector w(tl), Ty € I, es llamado: el transporte pa-

ralelo de wy & lo largo de ¢ en t,.

Ejercicio:

1. Probar que si S es un plano, un campo paralelo-a.lo-largo.de
una curva parametrizada se reduce a un, campo. constante & lo:. :

largo de la curva. . e . - L
Definicidn:

Una curva parametrizada no constante ¥:I = S se dice geo-

d8sica en t € I si el campo de sus vectores tangentes 7'(t) es

= = 0.

. paralelo a lo largo de 7 en t, es decir, si

ot

Ejemplos: e

1. Los grandes circulos de la esfera 82 son geodé@sicas. Liame-
-mos C a los grandes circulos, &stos se obtigaen por interseg
“c1dn de la esfgra por un plano que pasa por el centro 0 de

dicha esferg, El campo vectorial tangente de C es un campo
Paralelo sobre 82. Como la derdivada de tal campo es normal a

2 . A
8%, su deriveda covariante es cero.

2., Los circulos ostenidos por interseccidn de un cilindro con
planos perpendiculares al eje del cilindro son geodésicas.
Antes de continuar obteniendo informacidn acerca de la de

rivada covariante ‘consideramos que es @itil volver a enfocar este
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concepto desde otro punto de vista y con’una notacidn que nos serd de

utilidad al encarar variedades riemannianas.

.0 )
2. Conexidn usual de R

co . . -3 '
La nocidn clédsica de un vector Xen R como un segmento de recta
e e . - _ . < > .
dirigidg, nos permite escribirlo X=ai1+b J +ck ysix,y,zesun

sistema coordenadc alrededor de un punto tambi&n podemos escribir
- (P 9 )
=alz) + b(Ey) + C(az)

. s . . 3 .
v si £ es una funcidn resal, diferenciable sobre R”, la derivada de f en
la direceidn X es

L IE

XNE = X;Vf-*aax-}-b—a?+caz

Observemos que no hemos pedido que X sea unitario y cuando a,b,c
son funciones diferenciables sobre RO se tiene que X es un campo dife
renciable y que Xf es una funcidn real difereﬁéiable sobré l“\"3 dada por
o of of. af
GONp) = %F = ae)G) + 2RI+ o))

b P

Todo lo anterior nos permite escribir X = {a,b,c), es decir, dar

X dando las funciones cceficientes respecto de un campo base global

9 S 3 3
g,w,a—zdeR.

Ahora definiremos la derivada de un campo vectoria} Y en la direc-
cidn X,

1Sea X un vector en p € R y sea Y = (yl,...,yn) un camﬁo diferen-
ciable en un entorno de'p, es decir, cada y; es uﬁé funcién real diferen-~

ciable sobre el dominio de Y.
Definicidn:

La derivada covariante de Y en la direccidn X es el vector
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"DXY = (Xp.yi,..;.;._xp.yn.) L

como vector en p.
Si Xe Y son campos diferenciables con el mismo dominio A,

entonces D ¥ es un campo diferenciable con deminig A, « . - . ¢
Ejemplo:

Tomemos en RS, X = (a,b,c) e ¥ = (ny—Urz9 yz;x, x+z35. En-

tonces
DXY = [ Xp}’ls XP.VQS Xpys] =
P

{x.(ygz‘x’yiu), X.('-'1,2y10'), ‘x.(1,05322)]

(ay2+2xyb+4c, -a2yb, a+3z2¢)

P - = P 4

donde a,b,c son funciones (tal vez, chstantes).
Las propledadcs de D son las 31gu1entes.

si Xy W son vectores en p e R? AN Y campos dlfe“en01able en
5 , . .
un entornc de p, ¥ £ una fun01on real dlferenc1able ‘en un entor

‘no dé p, se curmple: T ¥ N -

1) DiY+2)

X = DY + D7
2) Dy, (¥) = DY + DY
3) Deeoyyd = £(p).DyY
4) DX(fY) = (xf)¥p + f(P3DXY s

Todas ellas se prueban directamente aplicando la definicidn.
Mediante el operador D podemos definir campos de vectores

paralelos a lo largo de una curva y geodésicas.
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. . n
Sea 0 una curva diferenciable en R° con tangente T y sea Y un campo

!

de vectores de R que es diferenciable sobre gfhfiicampo'Y gs paralelo

-4 lo largo de 0 si DTYAE 0 a lo largoc de 0w 1. 3

La curva es uno geodésica si DT = 0, es decir, si su tangente T

es paralela a lo largo de 0,

Por Gltimo, a modo de ejemplo, veamos que si

H?ﬁt) = (2 (t)s,e2 (£)) v Yb(t)ffé(yi(t)’i‘ﬂ’yn(t))

cada yi(t) es una funcidn constante de t, o sea, si-Y es un campo dé vec

tores constante sobre 7. : : s ey
. e 2 2
d ay d.an
La curva ¢ es una geodésica si-y.§§loi§i DTT“= ( Sseees '2) = 0.

dt ) dt
Esto implica ai(t) = cit+di o sea ciés?iﬁpparametrizééién lineal de una

recta.

- . .. . N cas L . n
“La diferenciacidn covariante es también llamada conexién en R.

<

Existerdid y unicidad del transporte paralelo

Pararhn:campo diferenciable de vectores unitarios w a lo largo de
una paramétfiiada a, se szbe que
o _ o dw _
(w,w} = 1 entonces 2"d_‘l:’--w)'-' =0,
.. du
es decir, a%3es normal a w(t), por lo-.tanto:

Definicidn:

En las cordiciones anteriores se verifica

Dw _ ( .
3 S AN AN
E1l nfimero resl A = A(t), notado por [g%] es llamado valor algebraico

de la derivada covariante de w en t.
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5 .

w

Observamos que el signo de [aE} depende de la ofientacidn
de S y que .
o ¢ dw y - rDw,
('a'_i:—, N Aw(t» = ['&'.E.l'

Andlogamente a la nocidn-‘de curvatura de curvas planas -

tenemos
Definicidn:

Sea c(s) la parametrizacidn de una curva regular orientada,
donde s es el par@metro lonzitud de arco, dada sobre una super-
-ficie orientada S, én un entorno de p de 8.

. . v1(a
El valor algebraico de la derivada covariante [2—%§£521 =.-kg

de d!(s)méh"b'eémiiémado curvatura geoddsica de ¢ en p.

Triviéimente, las geodésicas tienmen curvatura-geodésica cero.
Veamos, ahora, como obtener una expresidn del valor algebraiqo
de una deri%éda-covariante. - ol
Sean V y W dos campos vectoriales diferenciables a lo largo
de una curva parametrizada a:I + § gpp;lv(tl] =al@(t)[ =1, t €1
Queremcs definir una funcidn Qiferenciable ¢p:I > R tal que
¢(t) para t € I exprese el dngulc entre V(t) y W(t) compatible
con la orientacidn dec S. Para esto definimos un campo vectorial
diferenciable v a lo largo deﬂa definido por la condicidn de que
{V(t), V(t)} es una base ortoncrmal positiva‘para cada t. Enton- ~

ces p(t) puede ser expresado

w(t) = a(t) v(t) + b{t) v(t)

donde a y b son funcicnes diferenciables y es fdcil verificar

que a2 + b?i: 1..
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Lema 1: L E L S S ST S P

Sean a y b funciones diferenciable en I con"é2 ¥&b2’é:1:3$éb:tél que

a(to) = GOS'WO; b(’c”oj“—i gen ﬁbxﬁéré.to'é;Ifffhféﬁbéé\ié’fuﬁéi%h:&iférencig

ble ol T s s T [ Th S TP .
t L oo Lo i
e(t) =9, + J (ab'-a'b)dt .
tO

).

es tal que cos ¢(t) = a(t), sen ¢(t) = b{t) para t € I (y W(to) =9,

Demostracidn:

Es suficiente probar que

(a-cos @(t))Q + (b-sen Q(t))?:?:? - 2(a cos ¢ (t)+b sen v(t)).

|

es identié¢amente nula 8 que e T \

A = a cos ¢(t) + b sen ¢(t) = 1, : e ]
2 2 _ ' - '
De a” + b” = 1 tenemos que aa' = ~bb' y queda

A' = a'.cos ¢(t)-a sen ¢(t).¢'+b'.sen w(t)+b cos w(t).p'i

De la definicidn de ¢(t) tenemos que

' (t) = ab'-a'b,
reemplazando se obtiene

A" = g% cos ¢ + b'sen ¢ - ¢"(a sen-y. -~ b cos ¢)

it

cos ¢ + b' sen v a2b‘ sen v:+ b aa'sen'¢ - a'b2cos ¢ +
.+ abb'-cos ¢ =

= a' cosy +Db' seny 'a2b'Jsen:wT- b2b':sen g +

+ a2at cos ¢ - p2al cosip = -

cos v + b' sen y (a2+b2)(b‘sen-w)—(é2+b2)a"cos;¢:=

= a' cos @(1-(a2+b2)) + b' sen w(a—(a2+b2)) = 0.
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Por lo tanto, A(t) es constante. Como A(to) = 1 tenemos que -
A(t) = 1 para todo t € I. . . .
Ahora relacionemos la-derivada covariante de'dos campos vec-

toriales unitarios a lo largc de una curva con la variacifn del

dngulo que elles forman.
Lema 2:

‘Sean v y w dos campos vectoriales diferenciables a lo largo
de la curva @:I + S con |w(t)| = |v(t)| = 1 para t € I, entonces

Duy Dv ,_ dy
7 - & &®

donde ¢ es una determinacidn diferenciable del dngulo entre v(t)

y w(t) (Lema 1).

Demostracidn:

Tomamos los vectores v = N A v §¥ & = N A w. Podemos tomar

-y

cos ¥.v + sen ¢.v et (%)

e.
1

N

NAw=cos¢.NAv+senp. N AV

e
H

1

COS $.V - sen ¥.v
Diferenciandc (%) queda

w' = cos¢.v' - v.sen @9" + cos ¢.v9'! + sen ¢.v'
ComsAv,w =({v,v" = 0 tenemos

cosQ¢ (71,9 + senzw.w"+ c032¢.¢' -

{w',w

1]

sen’y (vi,w =o' + cose (v, -

sen’p (v,

También de (v,¥ = 0 queda
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P
<
Y
|

= Lv,v" y

~
€

gl
n

7 '+(cosQ<P+s'E_ap_.2c_p_)h (v', 9 = 'y v

Dw . 0! . _ Gy Dv;
{d't = (', = | %VT-E+[dt,

Observar que en el caso de una geodé€sica se verifica
ao
kg(s) = [———£§2] = E—-donde s 1nd1ca longltud de-arco,
Veamos ahora, la relacién entre el valor algebraico de la derivada

covariante vy los coeficientes de 1a primera forma fundamental.
Proposicifn:
Sea f(u,v) una parametvlzac1on ortogonal (F'= 0) de un enborno

una superficie orientada S y'w(t) un campo: diferenciable de -vectores unita-

rios a lo large de la curva f(u(t),v(t)). Entonces

1 dv dy
1 = __‘_{G".‘—‘—' - } +
t 5 EG u dt V‘dt dt -

Cu-LU
e

L
donde w(f) es eijﬁngulo desde:fu a w(t)_en ﬁ?_daﬂa;o;ieqtacién.

Demostracidn:

Sean e vectores unitarios tangentes:a las curvas coor

f f
) A
1 E oo - 3
denadas. o
Sabemos que e, A e, =N, donde N es la orientacidn de S, Por el Lema

2 tenemos

g De g . s -
Duw 1 dy
— ==
7@ & & BTN
donde e,(t) = ei(u(t)gv(t)) es el campo e, restringido a la curva f(u(t),v(t)).
De de de T T
1. ., 1 1
i il ={——.22) =. .
(e =%gs N he) = (55 ez)*‘ e
_ du dv : .
= { (e ) 2 =t € (el)v 2) T

e
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Tenemos que ' €

£ £ £ £ E,
(e ) = (—) - a4 . _ A
1au Fu E o E3/2
entonces
”ﬁuu fV fu Pu fu
{((e,) ,e =~(‘»£_5 LA N LI R
N - ST
- 1. (f ,f ) : ~.
EG WY

Como F =0, (£ ,£) =(f ,£) +(f ,£ ) =0
L wva o Tuu’v Juwuv T

Recordemos que E = (fu’fd , luego

EV =‘fhiw,fu) + (_fu?fw) 7:12( fV;ll ,fv) ~y ya que -
s (:fvu,fu) = (fug,fv) queda
(fuu,fv) = -5 Ev
Analogamente, { £ £ =2 G., entonces S
vu© v 2 ‘u . ‘ . o
E G
(Cer) ) = =5 — y ((e) _,e) =5 —
1°u*72 2 lﬁ 17v?>72 2 ‘/E_é
Reemplazando )
{De‘i~ - _ E_Ev du 1 QJ dv - y
- Dw, _ A ~adw du dy-
[ = —{G . —-E =} + +—
dt YTl u dt v dt dt

Las dos proposiciones siguientes son aplicaciones del re-—

sultado recién obtenido.
Proposicidn:

Sea ¢:I » S una curva parametrlzada en S'y sea Ch €T,

e ()5

t, €I,
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Entonces existe un Gnico campo vectorial paralelo w(t) a lo labgo de

a(f) con w(to) = 0y

Demostracidn

Primeramente supondremos que la curva ¢ estd contenida en un ehtorno
coordenada de una parametrizacidn ortogonal f(u,v). Entonces, con la nota
ca . s . oo e e o Dy o
cidn de la proposicidn anterior, el campo & sera paralelo si [5%1 =0 0o

equivalentemente si

_ 1 dv - dus
L. (g -8 &

= = B(t).
dt 2@ u dt

Llamando'npO a una determinacidn del angulo orientado desde'fﬁ a wys

queda determinada pbr

t

¢ =9yt J B(t)dt
o

1lo que asegura la existencia y unicidad de tal campo w en este caso.

Si ¢ no estd contenido en un entorno coordenado, por la compacidad de

Iy, por lo tanto, de a(I) la dividimds en un pﬁméfb finito de partes, cada
una contenida ep un entorno coordenado,
En cada entorno vale el primer caso; aplicando la unicidad, ya probada,

a cada interseccidn no vacia de esos entorncs, se extiende €l resultado a

este caso.

Veamos la férmula de Liouville, . - -
Proposicidn:

Sea S una superficie regular orientada y en ella, L una curva regular
orientada parametrizada por @(s), s longitud de arco, en un entorno de p € S,

Sea f(u,v) una parametrizacidn ortogonal de S en p y ¢(s) el &ngulo que fu

hace con @'(s) en la dada orientacién. Entonces

- . dy ]
g 27 (kg)i cos ¥ +- . kg)2 JSen tﬁ + ag B . T e i

donde ng)l, (kg)Q son las curvaturas geod@sicas de las curvas coordenadas

v = constante, y u = constante, respectivamente.
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Demostracidn:

Fué demostrado que

Dw - 1 e

Duw d_v du} . Ay
dt QJ.EE u dt

R Ta oo
donde & era el campo de vectores tangente unitario diferenciable
a lo largo de la curva ff{u{t),v(t)).
Tomamos, ahora, w = ¢'(s) y queda
1 e dv E du + dy

k = ——

g€ L,F U ds v ds ds

Tomando la curva coordenada u = u(s) y v = constante, obte-

nemos dv 0 y por estar parametrizada por longitud de arco se

ds
verifica (£ 933 £ 92& = 1, de donde du . l—-. Por lo “tanto,
u ds’ "u ds ds
1 Ev EV
(k) = ——— {- 2} = -
& 2/£GC E 2EV/G

y analogamente

1 G G
(k), = — {— = ——.
g 2/C /&  2GE

Reemplazande estas relaciocnes en la expresidn kg queda

i &u dv  dp
kg = o)y Bagt (), Bt g
“du dav
! = sk - c
Comc @ '(s) fu =t £, J5° obtenemos
f (f ,£ )
) {a'(s), —:)=Ll— %= »}E—%= cos ¥,
/B /£
analogamente, G %%—= sen ¢ y finalmente
k =(k), cosy + (k ), seny + gf—.
g g1l g2 ds

4., Ecuacidn diferencial de las geod&sicas de S.

Sea 7:I -+ S una curva parametrizada de S y see f(u,v) una

parametrizacidn de S en un entorno V de 7(to), con t, € I, Sea

0
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JCTIun, 1ntervalo abwerto oontenlendo t y tal que 7(J) cv.

Sea f(u(t) v(t)) para te J la parametrlza01on yid > S Entonces el

?

campo vecterial tangente y'(t), para t € J, esta dadf por _ .

. - [ is
b= u (t).fu + X \?{ify 3

Por lo tanto, remE

Gw

—— = u.f +u'.f .uf+u'.f wMI.E 4y E alivt L E v
dt CTu T aut uv v < tTuv vV

y - A A . . !
_])_w— 1t 1 |\2 1 ? | g jl' 1 'l' i '2-(:-
dt—(uwll(u,-tF12uV1I‘12vu+P22(v))gu+

-k

2 2.9 2 2 0.
- t Ty 1ty? 1yt 1) -
(v )T putv R vt ) (W) 5

. : RN

B S Bopeeih

La ‘condicidn .de paralelismo sobre w-es eguivalente al sistema de ecua

ciones diferenciales
o e

sS4, 2 1 1., 432
17 r > H ? ; ? -
u Til(u ) fZ‘iQu_.v +I‘.22}(v )
v"+r (u ) +;r _.v'+r (v') .20

. L Y NI ) e
es decir, podends entmcidp:: i : EARE
7:I > S es una geoddsica si'y sblo si el®sistema (¥)+&& satisface para

cada intervalo J C I tal que 7(J) est3 pontenido,én un entorno coordenado,

Ejerciciocs: o

- - . ‘ 3

‘1. Un campo vectorial tangente a un gran circulo’ (meridianc) de 8% es wn

2 . . . . . -
campo paralelo sobre S°. Probar que $u derivada covariante és cero.

2. Por la esfera, por cada punto y cada direccidn tangente elegida, pasa

una Unica geodésica.

3. Probar que las lineas rectas son las geod&sicas del plano. ’

L. Sea S una superficie regular oriéntada y «:I-» S una curva parametrizada

por loagitud de arcd.. En-él puntd p =.a(s) eon91deramos tres vectores
BIBLIOTEGA “
"]UL; S-RoY PASTO
Dto, DE MATEMATECA

-k




~66-

unitarios {triedro de Darboux) T(s) = ¢(s), N(s) = el vector

normal a S en p, V(s) = N(s) A T(s).

a) Probar que si

av ~aT+cH, av ., ~bT-cN
ds

= aV+bN, s

f

&5

donde a,b,c son funciones de s,

c = - %g-,V)3 b es la curvatura normal de 2(s) en S en p ¥y

a es la curvatura gecdésica de «(t) en S,

5. Teorema de (Guss-Bennet

Este es uno de los teoremas mds importantes en la geometria
diferencial de superficies.

La primera versi®n fu€ presentada por CGauss y trata de trién
gulocs geodé€sicos sobre superficies. Es decir, si un tridngulo de

lados gecdésicos T tiene ¢1,¢2,¢ como dnguics interiores, el exce

3
so sobre If de su suma es igual a la integral de la curvatura de
Gauss K sobre el tridngulo T. Escribimos

2 - f
., -~ = X do.
igl i iJ

3
Si K =0, en el plano euclideo, la § vy = k.
i=1 _
siK =1, } ¢;-0>0.
i=1 !\ .
3 /‘/-‘
Si K=<, } w,-13<0. i
. 1 Sl
i=1 AN

La extensidn de este resultado a una regién acotada por una
curva simple no-geodésica se debid a 0. Bonnet.
La demostracidn involucra ciertos conceptos y resultados to

poldgicos que no serdn demostrados,
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de

Definicidn: . EEL L

Sea @:[ 0,2] - S una aplicacidn continua y S una superficie regular,
Decimos que @ es una curva -parametrizada simple, cerrada, regular por par
tes si

1) «(0) = a(r)

2) 81ty 7 t,, ty,t, €10,8] »alt,) #a(t,)
- - 1.‘. . ) 3 - ) n ‘.= ‘. - N
3) Exiatz una subdivisién 0 tp <ty <. <t <t =L del interva
lo [ 0,8] tal que a'Es—diferenciéble.regular en cada [ti’ti+1]’

i=0,.0.,k/

Les puntos h(ti)'Se Ilaman vértices de «.
Ejercicio:

La condicidn de regularidad asegura la existencia de los limites a

derecha y a izguierda para cada vértice, es decir,

- .
im a'(t)

tat .,
t<tt
1

a'(ti-o) 0

Itm @r(t) = «"{ti+0)-# 0.
ot . 3
S

Supongamos que S es una superficie orientadamy |Gi| con 0 < |ei| < i
es la menor dezerminacidn entre a'(ti—o) v a'(ti+0). _
Si |ei|f# I, damos a .0; el signo del determinante

(a'(ti—o),a?(ti-o),N).

Ahora, el &dagulo ei:(cpn signq), es llamado 3ngulo externo.

9
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Para un puntaxvértice (cuspidal)

A/f o N\\\\ t /

e "= _n v
AT \/

(7

Teorema (de turning tangents)

ééa f:ﬁ C R2 -+ S una parametrizacidn de S compatible con su
orientacién:. (Supondremos que U es homeomorfo a un disco abierto
del plano).Seé 2:f 0,21 - £(U) € S una curva parametrizada, simple,
cerradé, regular por partes y ei los éﬁgulos externos, i = 0,...,ki
i - R una funcidn diferenciable, la cual ﬁi-

Sea v.:[t.,t

i?7 i+l
de para cada t E-[ti,ti+1] el dngulo positivq;desde fu aa'(t)
(lema 2). o : Lo
Entonces, se verifica
k k

CH DI N L)
1:

Gi = 208
i=0 o " .

donde el signc depende de li orientacidnde a,

El teorema dice que la variacidn total de los &angulos de los
vectores tangentes a & con una dada direccidn mds los "saltos" es
los vértices es igual a 2it.

La demcstracidn se debs a H, Hopf ¥ pﬁede hallarse en:h.
Hopf, Compositic Mathematice, 2, (1935). 50-62,

También en Studies in Elobal geometry end analysis, voi} 4,‘ﬁ

pdgina 16, S.S.Chern nos ofrece una versidn en el plano.

Teorema de (uss-Bonnet (local)

Sea f:U + S una parametrizacidn ortogenal (F = 0) de una su-

perficie S orientada, donde U C R2 es homeomorfo a un disco abierto
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. A .
y £ es compatible con. la prigntacidén de -S. Sea R € £(U) () una regidn
HEA T . -

simple de S y sea @:I -+ S tal que «(I) = 3R (borde de R). Sﬁpongamos
que @ es positivamente orientada, parametrizada por longitud de»arco 8

y afs ),...,a(sk) O”"’ k’ vertlces y angulos externos de a, rebpec-

-~

tivamente, Bntoncezi;.'

donde k_ es la curvature geodééﬁda de los‘:arcos regulares de ¢ y K es

la curvatura de Giuss dée S.
Observaci®n: w T aia

La cond1c1on (u) tiene por ogjeto allv1ar la demostrac1on.

—

Demostracidn:

S s . : R
Sea u = u(s), v = v(s) la expresidn de ¢ en la parametrizacidn f.

Por una proposicidn anterior tenemos S
db .
K ()= 2+ (g _g dyy, 3

g ~vEG U ds v ds ds

donde las funciones diferenciableé wi(s) miden'éiiéhguic positivo desde
f aa'(s) en[s. 1985 +1]

Integrande ambos miembros y sumando se obtiene

k rs. 4 . k' (s G E
L[ gene = 1 [ e
=0 4 7 i=0 2vEG 248G 4
i i N
]2<: J 1+1 dnp
+ ) S— ds
i=0 ds
S

Recordemos gye el teorema de Gauss-Creén dice que en el plano u,v,

si P(u,v) y Q(u,v) son funciones diferenciables en una regidn simple

AC R2 y el Borde de A estd dado por u = uls) y v = v(s), entonces
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Sit1
) J (p %§-+ Q %%st =3 JJ g%—— %§Jdu dv

S. A
1

Aplicéndolo a la expresidn anterior, queda

k rs. k S. G E
) [ 1+1'kg(s)ds ) J T = ) yauav +
iz0 ~ i=0 4 2/EG 2+EG
=0 ¢ :
k ( i+l de .
B izo J das
S.
1

De la definicidn de curvatura de Gauss y su relacidn con los

simbolos de Christoffel se tiene

eg—f2 - 1

K=
2 .
BeF o ker? JEg-F2 VEG-F?

En nuestro casco, la parametrizacidn es ortogonal y se cumple
E G

K=" (D, + (=D}
2/EG J/EG /EC ©

y por lo tanto

E G ¢
JJ ((— ), + (¢ Uy} dudv = - |[ KV/EG du dv
2VEG 2/EG Y J .
£y R
= - JJ K./EG-F° du dv = -JJ K do
£ R

segln la definicidn de &rea.
Por otro lado, por el teorema de ‘tuarning tangenls', se

tiene que

-

.

— dg =
0 1

ds

0 ~1
I b1

{ — = 20 -
. 90;(8;,4005(s5) = 22 ;

k JSi+1 do .
0
S

1
K

Reuniendc los resultados obtenidecs, ya que la curva fue

orientada positivamente, se tiene




}E(.' Jsi-i-i ]i
k (s)ds + JJ K do + 6. =
i=0 g I
S. ,
i

‘La versidn global de este resultado depende-dé nodionés topolfgi~
cas como trianguldcidn y caracteristica. de Euler-Poincard de una trian
gulacidn ¥’ sus propiedades. -La Aticlusidn de estos -conceptss.-exdede .la .

intensidn y posibilidades de este curso. . 2
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CAPITULO 5

VARIEDADES DIFERENCIABLES EN R

1. Definiciones. Ejemplos

La-nocidn de variedades diferenciables es necesaria para
extender los métodos: de cdlculo diferencial a espacios mds ge

' n
nerales que R'.
Definicidn:

Sea M un conjunto. Un n-par coordenado (¢ carta local) sc

bre Mes un par (U,¢) formado por un subconjunto Ude My ¢

es una aplicacidn 1 a 1 de U sobre un conjunto abierto de R".

Un n-par coordenado (U,$) estd cF-relacionado con otro par
(V,8) si las aplicaciones ¢06—1 v 8op™ ! son CT en todo lugar
donde est&n definidas.

T ; 3
Un C° n-subatlas sobre M es una coleccidn de n-pares coor

denados (Uh, ¢h) cada una de las cuales estd C'-relacionado con
todo otro miembro de la coleccidn, y la unién de los conjuntos
Uh es M

Una tal coleccidn maximal A se llama un Cr‘n_atlas,

Finalmente, una variedad Cr, n dimensional 2s un conjunto M

r
con un C n-atlas.

Ejemplos:

[
=
1}

Rp, (Rp,¢) con ¢ = identidad.

N
=
1]

82, (Uh,¢h) = (casquetes, proyeccidn estereogrédfica)

w
=
]

GL(n,R) = grupo de transformaciones R-lineales n-singula
res de R".
M puede ser aplicado inyectivamente sobre un conjunto abier

2
to de R" y luego usar la identidad. Vedmoslo.
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L 3Si.(a{5) es una matriz que reppésehtd‘ﬁhléléméntoidé M, entonces
escribimos la n?—upla.lr

a__).

Ayqseeesdy B W - R
( 11° 13102321 *“2n>°**°%n1° >"nn

El conjunto imagen de esta apli@aqién,es abierto ya-que es la ima
~ gen inversa de un conjunto abierto por la funcidén determinante, que es

continua. v . IR . ‘

4. M= P™(R), el espacio proyectivo real.

3 . !
Indicaremos por P7(R) al conjunto de las rectas dem3?+1 que il

1

pasan por el origen 0 = (0,...,0) € M, Es decir, P(R) es el con

junto;dé.1éé”difedéiéﬁéé défRn+1;:
Daremos a PM(R) un atlas difepénciable. Con este fin observemos

qu ,Pn(R) gsLe¥ espacio-cqciente_de;Rp+1—{0}~por la relacidn de equi

Valengiat

), AER, A #0 - .

(Xl""’xn+1) v (Axi,.*.,lxn+i

. . n
IndAcha.Liregn‘_ost por [ Ryooes X +.1} los.vp,unto?.-; de P7(R).

Vemos que si X, # 0 entonces o ) . o - i
T -SSR A o - ‘ \
X X. X, X :
1 i-1 i+l N+l i
. {Xi?",'.’xnﬁl] - ['-X-‘“,'..,5X ;:_,1»,; X —5ess g X.'.““l e ’
i i i i &
T . " T L S ,
Tomamos en P (R) subconjuntos Vl""’vn+1 dados por b

Ve = Wl kyseeesx q15 %) # g} para i = 1;...,n+?

y aplicaciones ¢i dadas por

i
n .. : i
¢i :R -> Vi; ¢i(}71 se.ee ,yn) = [ y1 so e syi_—i,j-,yi_*_l, o_i ..’:".[n}l;.-::.,. ;2
n+l i
_gepmétricamente,nvi es el conjunto .de las rectas de R .7 que ém
pasan por el origen y no pertenecen -al hiperplano % =.0..
Veamos que . ) ';;13, - L el
’ -1 - . e vge o ee L
v;,0.7} con i=1,...,n41 S pnn ahwenuou
es un atlas diferenciable de P"(R).




Tl

n+l .
< Es trivial verificar.que:~U '(Vi) = Pn(RJQy que ¢;1;es~1 a 1.
i=1 -
Adem3s, ¢;1(Vi N Vj) es un abierto de K" y“suﬁéﬁgamoé qué e

EE o

i> j, entonces

. st S R BRI | . . T T S
N ¢:| 0¢i(}’1:-‘--;3’n) = ¢:| [yls-"syi_lsisyi_f,l""a'yn} -

1

-1, 91 Y5-1 , Y401 Yica 1 Yin Yn
LT.-B"',_._S:LQ ] 9--'ay_.s 'y_.’: y_.s-“'sF]

1
hS3

{
1
iy
|

y andlogamente si i < j. Es decir,~¢;1°¢i es diferenciable,

Efercicios: R S N

1. Sean (M,A) y‘(ﬁ;B) variedades difeﬁenciéﬁleé ﬁéjﬁiﬁénsi6n'ﬁAy'n3¥

respectivamente. Entonces MxN es una variedad diferenciabie!’” ™V

(1lamada variedad producto) de dimensidn mtn coi atlas dado por

LU Vg w0 Vs 0 10,0 > BRRY, (U 50,) €7, (Vg 30) €'B).

2. Sean las Civariedades unidimengionales con atlas y subatlas

.......

(R,x), (R,XB),‘féébégtivamgnfé;'&bﬁdézx indica 1a’aplicacidn

identidad. Mstrar que son diferentes. .. |

3. Probar que S?_tiene estructura de. variedad diferenciable usando

r

las proyecciones estereograficas desde los pclos.

R

i '.“:' S '\'— e 4t - B ; W ) e e e
2. Particién de 4a unidad ' ot S

o oo - SR Rt BRI ' LT . : PRl s i .
Para expresarnos con mayor generalidad neceésitamos definicio

-l . R A

nes de algunos comceptos topoldgicos.
Una topologia es una familia T de conjuntos que satiSface las

+
¥

. . .. SEO s Dol R
dos condiciones siguientes:” ' G




un miembro de T.

1. La interseccidn de.dos miembros cualesquiera de T es

2. La unidn de los miembros de cualquier subfamilia de T es miembro de T.

UET : s ey

Los miembros de la topologia.? se llaman abiertcs.

Asi, el conjunto X= U U es miembro de T,

El par (X, T7) es un espacio topoldgico.

También a X se lo llanard de ese modo cuando se sobreentienda la

el AT - e ere - -

topologia.

Los cerrados de X serdn los conjuntos complementos de abiertos res-

pecto de X, Sl

Se 1lamard clausura dc un- conjunto A § Xy y se notard A, al menor

cerrade que contiene a:A. ¢ - — e s

N N S R

Un conjunto U de un espacio topolégico_(X{T)ﬁgsiup.Entornoﬁde un

i

punto x-si'y sblo si U contiene un conjunto abierto al cual x pertenece.

Como todo conjunto abierto :es entorno .de:cada uno de sus puntos,-cada.

entorno de un puntoc contiene un entorno abierto de ese punto,

El sistema de entornos de un punto es la familia de tcdos los entor

nos de ese purto.

Una subfamilia B de una topologia T es una:base de T.si y sblo si
cada miembro de T es unidn de miembros de B, T
Un espacio cuya topologia tiene alguna base numerable se dice que

satisface el segundo arioma 4c rumcrabilidad.

Es frecvente definir variedad diferenciable como un espacio topold
SRR S T . . —

gico, localmente compacto, con base numerable, de dimensifin n, Hausdorff

P - . i

(dos puntos distintos tiener entornos disjuntos) junto con un atlas de

clase C. - ' h
Una coleccitn {Aa} de subconjun{os“dé M es localmente finita si para

cualquier m € M existe un entorno W_de m tal que-Wm n Aaﬂ¢ ¢ sBlo para

vz N oo hd .- s
P . . R St : - - BT H

un. nmerc finito de a.
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-
-t

~ e

Cadler o . I 53 IR St atie I T O T -
Una particidn de la unidad de *M'es una“colecc16n'{¢i5 ie Ty

de funciones diferencidBles sobre Mtdt’quer  *7 T F AR

a) La coleccién de soportes {soﬁ’bif’i’éiI} es localmente Finitas -~

b) [ ¢.(p) =1 para.-+todop € My ¢'i(is)->'-%0'-fﬁafa fodo p€ Me- -
i€T t . .
iel,

P

de demostrar la existencia de una particidn de la

Con cbjeto

unidad necesitamos previamente un par de lemas. T
Lema 1:

Sea X un espacio topoldgico, localmente. compagto:-fcada-punto
tiene al menos un entorno compacto), Hausdorff, que satisfage el ~

segundo axioma de numerabilidad..Entonces-X-es paracompacto (cada
cubrimiento por abiertos: tiéne in refinamiento-numerable,.~local- . -:.

mente finito: de abiertos -con. clausuta-compacta). . | . - Lo

Demostracidn® R R S DI

En primer lugar probaremos que existe und Sicesidn {G{} T
Poreep

i=1,2,..., de conjuntos abiertos tal que

‘>Gi es compacto .-

(1)

Sea {Ui} i=1,2,..., uﬁa'ﬁé;é—nﬁﬁéféble de:fé tdﬁéibéia de X

donde Ui son abiertos con clausura compacta. Esta base se obtiene
de una arbitraria, seleccionando una subcoleccidn con tal propizdad.

El hecho de qué X sea Hausdbfffu§ localmente ccempacto imﬁlica
que la subcoleccidn es también una base.
- g - Ui. . . e - . -
Supongamos ‘que Gk U1 U...u Ujk; sea g4 el men?r entero po-

Ahora, tememos_G:l

"

sitivo mayor que jk tal que
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I+t pe]
U . - U

G C._ Ui y definimos G4 M U, .
i=1 i=1

Esto define . (inductivamente) la sucesidn {Gk} satisfaciendo (1).

Sea, ahora, {Ua’ @ € A} un cubrimiento por abiertos-arbitrario.*

El conjunto Gi3— Gi_1 es compacto, por ser cerrado en un combacto, y

estd contenido en el abierte G. - G.
i i+l i-2
- - \
/. N \
(G, |} i
Nt/ ) /

"/Gcocn;o"l’-oucqo G

. /G,
Vemos que 2 St/ 1+l
onN -G = imiento ‘abierto de’ -
“Ua (Gi+1 Gi—z)’ ¢ € A} es un subcubrimiento ‘@bierto de
T. - G. L, 12 3.
i p

Tomamos un subcubrimiento finito de ese conjunto y un subcubrimiento

finito de {Uain Gz, @ € A} que cubre Eé.

Es fécil ver que este subcubrimiento es numerable y tiene clausura

compacta.

Ahora sabemos que las variedades diferenciables son paracompactas.

Lema 2:

Sea C(r) = {a

o e

origen de lado 2r). Ex1ste una funcidn ¢, dlferenc1able no-negatlva sobre

R" que vaTe 1 en Ci ) v se anula en el complemento de C(2)

Demostracidn: .

Tomemos la funcidn no<negativa y diferenciable S

e_i/Jc t >0

£t

Ahora,

£L
g(t) = 26 1§ti = es diferenciable, no-negativa y vale

I

€ R /|a | < r, para todo 1} \cubo ab¢erto alrededor uel_
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Aproximadamente
: L
| ' :
| g(t) g(t+2) bt ogle-t)
i /’ e : ‘ .
| - 2 R L y \\
Ol 1 -2 -1 1 2

Sea h(t) = g(t+2)g(2-t)
. §i llamamos r. a la i-€sima

proyeccidn ‘tenemos qus la

e . N . funcidn ¢ buscada es el pro

./( ﬁ L ;. \&+f .ducto -

hY

o = (horl),...,(horn;

Teorema de existencia de partici®n de la unidad

Sea M una variedad diferenciable y U, « & A}.un cubrimiento
abierto de M. Entonces existe una papticién numerable de la unidad
{wi} subo;dinédé al cubrimiento de {Ua} (es decir, para cada i exis
te un & tal que sop v C ﬁ&) con sop ¢ compacto para cada i,

Si no se pide que el sop ¢, sea compacto entonces existe una
particidn de la unidad {wa} subordinada al cubrimiento {Ua},_(es
decir, sop N C Ua) con a lo sumo una cantidad numerable de funcio

nes ¢ DO identicemente nulas.

Demostracidn:

Tomamos la sucesidn {Gi} que cubre Mdel lema 1 y "agregamos'
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Para cada p}é M, seéwip'el'mayﬁi‘éntero tal que p € NFGiL,

j%

Elegimos aé‘tal que p €'Ua ¥ (V,r) un par coordenado tal.que-

. o) i
|

et N -G} ’ ' o '

v Ua {Gi +2 Gi i

b P D i
) B
(V) D b _ vl
(V) 2T |
. D i LT : \I

Definimos

woT sobre V

0 sobre V,

donde ¥ es la funcién del lema 2.

Es facil ver que wp es diferencisble sobre My toma el valor 1 en algin

entorno W_ de p.

La funcidn wP tiene soporte compacto contenido.en

C N { - }
vCeuy, N {Gi +2 Gi
p p p

pues si yor(x) # 0 entonces 7(x) € C(2) entonces x € 7*1(0(2)). - w

-

Asi,

sop ¥, = Ta/por (%) 7 0 € re))

Afirmacidn: T—l(C(Q)) = 7—1(C( ))

Recordemos que la clausura de un conjunto A = A es el menor cerrado

que contiene a A,

Ahora bien, C(2) es compacto en Rn, por lo tanto, es cerrado, r~1(C(25)

es cerrado entonces T_l(C(2)) C 7_1(C(2)).
-1

Por otro lado, 7(r ~(C(2)) es’ compacto en R, por lo ‘tanto, es ¢errado

y contiene a C(2), de donde C(2) es ¢l menor cerrado que contiene.a C(2)y.

(@}

2y C r(r ).

Para cada i 2 1 elegimos un conjunto finito de puntos de M cuyos corres

pondientes W_ cubran G, - G, ..
o) 1 1-1
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Podemos, ahora, ordenar las. funciones wp segln una sucesidn
¢j’ j =1,2,..s. . El1 soporte de estas funciones forman una familia

Jocalmente finita de subconjuntos de My por lo tanto, la funcidn

v = Z W,
j=1

estd bien definida, es diferenciable y w(p) > 0 para todo p € M
v C
Sea, ahora, wi = 7 i=1,2,... ; &stas funciones forman una

particidn de la unidad subordinada al cubrimiento.{Ua} pues

a €3
sop wi T sop wi. Ademds satisfacen que sop ¢i es compacfo para
cada i.

Si consideramos

0 si SOp ¢ . Q’Ua;’~vri

) 0, =i sop ¢, CU,
entonces, {¢,} es una particidn de la unidad subordinada a-{U,}

con, a lp sumo, una cantidad numerable de ¢, no identicamente nulas.

Corolario:

” Sea G un abierto de biyfA un cerrado en-Mcon A C G, Entonces
existe una funcidn v diferenciable, v:¥ + R Fgl que

1) 0<p(p) <1 para todo p € M.

2) v(p) =1 sip€A

3) sopy C G.

Demostracidn:

Existe una particidn de la unidad (¢,¥) subordinada al cubrimien
to {G,M-A} de M.son sopy¢ C G, sop ¥ C M-A. Como w/A = 0 entonces

w/A = 1 y ¢ es la funcidn buscada.
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Aplicaciones_(diferenciables) entre variedades diferenciables

El atlas hace que las variedades diferenciableé—teﬁgan, localmente,

algunas de las propiedades de los espacios,Rn} Veamos el caéo de aplica-
ciones entre'¢onjuntos abiertos de R© y R,

Sean My M' dos variedades diferenciables de clase ¢’y dimensidn n

y m respectivamente.

Definicidn:

Una aplicaéiénib:M‘+ M' se dice de clase C" si para:todos los pares

ccordenados (Ua,¢a) de My los (Ué ,éé) de M' tales que ¢(U¢) C:Ug , Se

cumple que

-1 T -
ogerct 0, (U) > g6 LW
son de clase C°. ] _ :‘:;,

Por lo tanto, diremos que 9:M =+ M' es un difecmorfismo si las aplica

ciones (1) lo son., .- - -

Esto implica que m = n, que:las funciones son "3l menos" Cl v que el

oy

jacobiano (EE&J # 0 donde y; son las coordenadas locales de M' y X, las de M.

J o T

A

Espacio vectorial tangente

“Deseariamos extender a las variedades diferencialbes una nocidn de vector

tangente. In las superficies de RS, un vector tangenté en un punto p de ella

es el vector velocidad de una curva de la superficie que pasa por Pp.
Ahora necesitamos hallar una propiedad que sustituya la nocidn de

valocidad.

Sea a:(-g,e) » R? una curva diferenciable con a(O) = p-
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Podemos escribir

a{t) = (%, (£)5e0e5x (£))y T € (m£58), (Xy5..00%) € R

a'(0) = (xj'L(o},""—.-"’XIYI(O)) = v E Rn=

Sea f una funcidn diferenciable definida-en un. entorno de p.
Restringiendo f a laccurva &, escribimos la derivada direccional

n
respecto del vector v € R como

dx, n

d(fort) rz‘ of 74 3
d = R = () x0) 5=)F -
N P N T P A A . 2

- . . . _ . ) noo.
Por lo tantc, ia derivada direccional 'seglin un vector v.S R -

es un operador sobre funciones diferenciablés qus depende.exclu- ~ii. .-

sivamente de v.
Befinicidn:

Sea M una variedad diferenciable. Una aplicacidn dirferenciable .

a:(—s,e)'*—ﬁ es llamada una curva(diferenciable) en M.

Supongamos que ®{0) = p € M y llamemos ¥ al conjunto de:funcic
nes de M diférenciables en p (a veces, para ser mds explicitos dire
mos D(p)).

El vector tangente a la curva @ en t = 0 es unea funcidn

a'(0):? -+ R dada por

-d{fou)|.

= 5
dt £=0

c@v(0)E =

£ € D. . -

Un vector tangenie 2n p s un vector tangerte en 1 = 0.de .

alguna curva @:(-g,e) > ¥ con a(0) = p. -~ 7 < ot
- —_ - —_‘_ —T - .
Supongamos que dim ¥ = n y tomemos g:UCR -+ M Una parametriza
cidn de p = g(0), podemos escribir una funcidn f y la curva @ en

esta parametrizacidn por . ; o -

foglq) = f(xlg...,xn), glq) = (X15°°‘9xn) €y

g e (k) = (%, (t),u0.ux (1))
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respectivamente,

Por lo tanto, obteridfemos

d a ST e
@'(0).f = —(foa)| —(f(x (£)5usmsex ()| =
. W dt . l,t;:. dt =g
n
= 1 ®}0) 5= Z x1(0) (—) 2 3
i=1

Es decir, el vector ®'(0) en t&rminos de la parametrizacidn g se

e¥presa por

Car(0) = ) x1(0Ys)
P i=1 . axi 0

o

Recordemos que (———J es el vector..tangente en p a:la-curva coordenada

1 0
xi > g(o,...,O,Xi,O,La.ao)

Debido a que la parametrizacidn, la funcidn y la curva son diferencia

bles, la definicidn es independiente de la parametrizacidn elegida. Con la

misma notacidn y haciendo abstraccidn de la-curva @, es usual-encontrar la

siguiente

Definicidn:

Se llama vector tangente a M en p a toda aplicacidn %7 + R tal que:

a) Es lineal, es decir
Xa.f4b.g) = aX(£f) + bX(g); a,bER, f,g€D
b) Es una derivacidnm,
Xs.g) = H)g + £.Xg) 5, - £,8€ D,
Escribiremqs, indistintamente, Xf & X(f).
Si X,Y son vectores tangentes en p de M, definimos las siguientes
© operaciones
(%Y)f = ¥ + Yf
(XEF = A(X) .- AER

con lo que los vectores tangentes en p € M forman un espacio vectorial

p——




-8l

real que se llama espacio vectorial tangente & Men p y se nota
T (a veces M_ & T _(M).
P P P

Véremds, a continuacidn, que Tp tiene igual dimensidn que
la variedad M.

Lema :

Sea xl”"’xn un sistema coordenado alrededor de un punto m de una
variedad diferenciable M, con dim M = n.
Supongamos gque Xi(m) = 0 para todo i. Entonces para cada fun
. : ' £
cidn f € P(m) existen n funciones fi € P(m) con fi = (%;—
n im
SE= EFm) + ) f;.x; en un entorno de m.
i=1

Demostracidn:

Sea (U,¢) un par coordenado tal que m € U y éorrespondiénte
a las coordenadas X1,...,xn.‘Tomemos F = fo¢—1; siempre podemos
considerar a F definido en un entorno alrededor del origen de R?
con ¢(m) = 0,
Entonces, sea B = {p € Rn}dist(P;O) <r}y sea
(al,...,an) € b.

Ahora,

F(aigool,an) F(also-‘san) - F(al,'...aa O) +

n-1?"°

+ F(al”"’an-l’o) - F(al,,..,an 0,0) +...+

~27?

+ Fag50,...,0) = F(0,...,0) + F(0,...,0) =

n

S p W1 -
= '21 F(ai,...,ai_l,tai,o,...,O; ot F(0,4..,0)
l:
S n 1 oF ' B
= F(O,.-.,P) + izi J (rl.)(al,...,ai_lstai,oage.,O)- 5
0 1
Bug
. (=) dt




gs

13 . . : . .
donde oo ©S la derivada parcial de T respecto de "“su" i-&sima coordenada,
i
u., ya que x, = ui0¢; de otro modo expresado

i l-BF
P (a19'°"a ) f o (al,...,a. 1;ca:'._,O,...,O)dt
'—..._, . T aF . (f0¢ . .
recordando que (EG—0¢(m) ————————(¢( ) ~——-= f;, de donde f; = Fio¢ y
queda
£= £(m) + z» (Fyo0) .3y = £(m) + IR
Teorema:

" Sea’ M una variedad diferenciable n-dimensicnal y sea Xl""°xn un sis
tema coordenado en un entornd de.m € M,. Entonceg, si X € Tm’
d .
X= z():xi)(3§_J y los vectores tangentes a las funciones coordenadas forma
X, '
1

una base de Tm, el cual tiene dimensidn n.

Demostracidn:

Tomemos X en Tm y £ € ?(m). 81 xi(m) # 0,; tomamos yi= xi—xi(m)3 ahora

-podemos aplicar.el lema anterior a f con respecto del sistema de -coordenadas’

yl,...,yﬁg obServemOS~que:(§§—J, = (af ) - y-que si ¢ es la aplicacidn cons-

i m Bx m
tante, entonces

¥e) = c(X1)) = c(1.%1) +1.%X1)) = 2¢ X1) = 2Xc) y X(ec) =0

Ahora,

" n
X(f(m) + z y, £ =
R

2
i

1t

n n Cv
L My Em) + § oy (m).X(Ep) =
i=1 + i=1 T

n .-’ . ) ~C,:-n B P
B = L G 6

Esto prueba lo afirmado, y-si Y ;gz ai(%i—J = 0 entonces, aplicado a las
i

funciones coordenadas queda
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con lo que los vectores coordenados son base de Tﬁ.- 7

Si ﬁ es de CIaéé C?, con r finito, la-definiqién'no sirveé'v
Una buena definicién con esas caracteristicas pﬁédé ﬂaliarse en
el libro -Variedades diferénciables de Noriega-Santald. La dificul
tad proviene de que se deben £omar funciohes C*, es decir, 7¥ y no
bastan las ébndicioﬁes de liqgalidad y derivacidn para asegurar que
el esﬁacio vectorial de los vectores ténéentes es d¢ dimensién n.

Mis atn, Walker y Newnis, en el Journal London Mathematical Socié?Ti;i
t§5L15565;pag.'460;ﬁ67, Han' demostrado que‘en tal caso el- espacio
vectorial tangerite es de dimensidn infinita.’

Eﬁércicioé:

1. Sean My N variedades diferenciables. Si A C My f:A + N es dife-
renciable y (U,®) es una carta sobre M, entonces foé--1 es diféfééf
ciable sobre ¢(A N U);

2. Para cuaiﬁuier vectof'tangeh%é }(§ cualquier constante k,VX(k) = 0.

‘3. 51 f€ ?(ﬁ)ﬁééjnula en un enfornc:Ub de p, entonces X(f) = 0. (Usar-

particidn de la unidad).

Espacio tangente dual

Continuando con variedades diferengiables, tenemos gn_gada punto
P € M el espacio vectorial tangente Tp de dimensidn n.
Consideremos, ahora, el espacio dual T; (también M;) conjunto
de las aplicaciones lineale‘s'TP - R.
Sus elementos se llaman covectores; Por lo tantqasloé covecto-
res aplican linealmente los vectores en los niimeros reales.
Lféara buscar uhaxﬁaseAEe'siguéf;i mé;odo:usﬁal. La badse dual de
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la {X;} de Tp estd formada por los covectores ¢  definidos por |

él(Xh) = 6; (delta de Kronecker)
: =, n . .
Un covector serd de la forma ¢ = z u, o1 siendo us las
i=1

componentes relativas y el ?esulfadg de aplicar ¢ al vector

X =7 AR X, es el ﬁﬁmero real
‘i h o 4 b
(X = =1p, A ¢T(R) = ) p.A
i,h=1 o LT

Tambig&n sc lo llama producto escalar de Xy ¢.

i

e T el

Vemos que oM (X) = AT, Por un cambio de coordenadas X, xi
resultasiorrin
: , ax !
Y ) of . : ,
= T e entonces
3xi 3 axj axi
ax!
_ i of _ 1 of Iy -
- Xf - -Z (X >xl BX —.:Z- )\ (Z X'. . :ZBX-) -
i i i j 3 i
b
‘ Y I
= % (; A Bxi) 35T » ©s decir, |
: Exﬁ i
T = —
Aj 2 AT (50) :
i i

Siendo ¢ (X) independiente del sistema de coordenadas debe h

ser . < [i

h ;. h
¢(X) = J uloa' = Y op. Ay = ) w (=P,
5 h 3 ‘1 “1 i i axh
debe sern .
Bxi
L

plo= ) w5
i h

que son las fdrmulas de transformacidn para las componentes de
los covectores. - o B EERR B - i
En el cédlculo tensorial clisico, estas fdrmulas se tomaban

como definicidn del covector & vector covariante.




-88~

1. Sean
) wl(xl,XQ) = (x1+x2) %§§i__%§; ;
g ) B G+ D) %

- 2
para todo (Xi’XQ) €ER".

a) Probar que son linealmente independientes

b} Sea WX, ,%x,) = (¥2+x2) §—-*-(X2—x2) EL—fsobre R2f Hallar fun
‘ 1272 172 8X1 1“2 8X2 * —
cioneS‘b1,b2 tales que w = byw, *+ b2w2.

2. Sec IxN la veriedad producto obtenida en un ejercicio gntgfiar.

Probar que si {p,q) € MxN, entonces T(p q)(MxN) es isomorfo a
2

i (y(‘»XH T
...P._I.l) lq(-l)s

3. Sea (U, xi,...,xﬁ) una carta local scbre la variedad diferenciable

M. Entonces [E——-, EL—% = 0 sobre U.
ox. ij ) -

Diferencial de una funcidn

Definicidn:

Sea f € @(p)’ el zovector (df)p definido en v por la relacidn
(df3’3{= Xt
RS

se 1llama diferencial de f en el punto p.

Fijando un sistema local de coordenadas X, que contenga 2 p,

tomando f = X., S€ tiene
= . - ; .2 ._',-5_‘ i - i Y
(axi)px = Xp(xi) AT =070

n
entonces, cualquier covector ¢ puedz escribirse ¢ = Z' ui'(dxi) .
bl e N A' ‘- s i:l P
o sea, {(dx,)P} forman una base de Tp.
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Sea, ahora, f:M =+ N una aplicacidn diferenciable entre variedades dife

e
AT IR

renciables., Sea m € M.

La diferencial de f eh m es la aplicacidn lineal dw:Mﬁf%: _dada

N, o
o : S ¥ (m)
por, si v € T% entonces d¥(v) es un vector tangente en ¥(m) qiie sobre las
funciones opera de la siguiéente manera:

Sea g una funcidn diferenciablé enm un -entorno de ¥(m), definimos

Ay (v)(g) = v(go¥)
Es fdcil comprobar que es una aplicacidn lineal,

Ejercicios

1. Sean ¥ y N variedades diferenciables con M conexa y f:M » N diferenciable.

Entonces para cada p € W, (df)p = 0 si y sélo si £ es la aplicacidn cons-

tante.

2., Sea ¥:M + N diferenciable, m€ M, y dw:Mm * Nw(m)_

la aplicacidn diferen-

cial de ¥ en m,

A !,
w

La aplicacidn dual aw:Nw(m) > M; se define por 6¥(w){v) = w(d¥(v)) para

¥ (m) yve Mm'

a) Eseribir (d¢)m y (6¢)¢(m) en forma matricial y compararlas.

wEN

b) 81 (dl!/)m es suryectiva entonces (SW)w(m) es Iinyectiva.

c) Si (dt,!l)m es inyectiva entonces (6¢)w(m) es suryectiva.

_Subvariedades

Definicidn:

~  Sea 2:M > ﬁ una apiicaciéﬂ diferenciable, Se llama rango de ¢ en X, e M

al rango de la métriz-jacobiana de go¢0f_1 en f(xo), donde (U,f).es una carta
local diferenciable eﬁ-xb y'(V;g) una carta local diférenciable en ¢(x,) tal
due”go¢§f;1 cs ‘diferenciable en f(xo). t

[T ) b -
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Si el rango es el mismo (r) es todo punto, se dice que la

aplicacidn es regular.

Definicidn: o

a) Sean My N vabiedadgs;diferengigbles de éiﬁéné{ég m_jAn respecti
vamente, Toda aplicacidn ¢:M -+ N regular de clase ,ery I:ango n
(sin < m) se llama inmersidn. | |

b) 'Si, ademds, la aplicacidn de a) es un homeomorfismo sobre ¢(f® C N,

donde ¢(}) ticne la topologia inducida por N, se dice que ¢ es una

sumersidn (imbedding).

Definicidn: s

~

Si ¢:M > N es diferenciable y ¢ es una inmersidn 1 a 1, se dice’

’que (hﬁ¢3 es una;subvarieAad diferenéiable de N,

Ejemplos:
6:R + R2
¢ &
71 ¥ ©3

- . oL /
- K o . , s <- oo

¥
v

Inmersidn Subvariedad - Sumersidn
no subvariedad no-sumersidn

~ Decimos.que una.aplicacidn diferenciable ¢:¥ + N es un difeo-

morfismo si.¢ es 1 a 1 y suryectiva y o7t es diferenciable.

Si 9 es un difeomorfismo, entonces para m € M (dg)m es un

NN

- _1. '
isomorfismo ya que (dpodp 1)6(m) 7 (do "od¢)m son, ambas, la trans

formacidn identidad., El1 teorema de la funcidn inversa nos da una

reciproca local de este hecho.
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Teorema de la funcidn inversa

Sed U C:Rn'uﬂfdbﬁfunto abierto 'y f:U + R® una aplicacidn diferénciable.
e i, gof . . -
Si la matriz jacdbiaﬁéi(‘éf_ )+ i~ ¢ es no-singular en:p € U, entonces

. . ] i,j’=1,..A.,n

- -~ i

existe un conjﬁnfoJéBieffo v con'p € VCU tal que f|§~gs'1 ai yﬁéobreyec-

tiva y (f|V)-1 es diferenciable. *

Este resultado, muy conveniente en geometria, es de célculo'avénzado
y el lector:interesado-podrd hallar una demostracidn en, por ejemplo, el
libro de W.H.Eleming, Functions of:several variables, Reading, Mass. Addison-

Wesley, 1965, ¢

De este importante: teorema.obtenemos los siguientes corolarios:

a) Supongamos Gie Bk~ N o8’ difenenciable, m € i y que d¢=Mmﬂ+*N¢(ﬁf“¢5‘un.
isomongismo. Effonces hay un:entonno U-de'm tal que ¢il + ¢(w) es'un di-

feomondismo (sobre ¢{u) en N).

Demostracidn:: -,

Las variedades sz:NZSOn"&e igual dimensidh n; tomands (Aa), (B,8)

cartas locales ai%édedor-de‘m;y ¢ (m) vespectivamente se tiene

M—— N

a | 8 con d(50¢0a_1) no-singular -
¥ ¥
Rn Lo Rn Y

Por el tecrema de la funcidn inversa, existe un entorno V C e(A)

tal que ﬁo¢6a;11v-es‘uh‘difeomorfismég entonces, -haciendo U = a—l(V)'se

1 es difeomorfismo sébre ¢(a?1(V));
a (V)

b) S& dimii-= it £as Funciones y,, if.;-;,‘yn son’ independientes e.tz‘*‘héb € M (es

tiene que ¢|

decirn, Los covectones dyi, - Ei",figh gonian un confunto independizite) enton
ces Las funciones y;",.-.'{.',,yn"'ﬁb)immi ui- si8%emd de cdosdenadas en un entorno

de Mge
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Demostracidn:

- - Supongamos que los.y, estan definidos en un entorno U de Mmye
Sea ¥:U > R definida por ¥ (m) = (yi(m),...,yﬁ(m)) para m € U.

Esta aplicacidn es diferenciable. Si r. es la proyeccidn so-

bre la i-&sima componente, tenemos
§¥(dr.) = d(ri6W) = dyiv, o sea, 8¥

aplica bases en bases y se obtiene qie (dw)m” es un isomorfismo.
. 0 .
‘Por el teorema de la funcidn inversa se tiene que ¥ es un difeo-

morfismo sobre un entorno V C U de my ¥y consecuentemente; las ﬁql

. - . s . . - "
C1Oones yysesss¥y restringidas a V Son un sistema goordenados

c) SL dim M= 1 e yy,...,y, con & < 1 es un conjunto de funciones i
dependientes en m, entonces ellas fonman parie de un sistema coon.

denado en un enfonno de m.

d) Sea ¥:l >~ N una aplicacibn diferenciadvle y supongamos que
dw:mm + Nw(m) s swyecidva, Sea XysoonsXy parte de un sisfema
coondenado sobre algin entorno de ¥im). Enfonces L FRR AL

jorma perte de un sisiema coordenado de algin entorno de m.

Demostracidn:

Por ser (dt!/)m suryectiva se tiene que (6¢)¢(m) es inyectiva
y por ser 6¢(dxi) = d(xio¢), estos diferenciales son independien
tes y por definicidn, las funciones {xiow,Ai =1,...,%} son inde

pendientes. Ahora aplicamos el corolario anterior.
e) Supongamos que HiseseslYp €4 Un confunto de. funciones diferencia

*
bies cuyos diferenciales genenan M.». entonces un subconjunto de

: gz'ﬂonma un sistema coondenado sobre un entorno de m.
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Demostragidn: . - : .o i L s el taeer =

Se elige un subconjunto cuyas formas diferenciales formén bhaSe de-
. ( .
M ¥ se aplica el-corolario b).

f) Sea ¥:M -~ N dLﬁenencLabZe Yy AUPONGanos que dw:mm = (m) es inyectiva,

séd x,,,.o,xh paite de un sistema coordenado en un entorhio de wim). Evi-
Lonces, un subconjunto de Las funciones {x '} fouma un sistema coondenado

sobre un entonino de m. En particubar, ¥ es 1 a 1 sobré un entonno de m.

Demostracidn:

Ya hemos visto que 6¢(dxi) = d(xiow), y por ser (dW)m inyectiva se

obtiene que (6V)b( y es suryectlva y el conjunto {d(x °¢) is= ,..;:E}
genera Nh Apllcamos el corolarlo anterlor j se obtlene 1o aflrmado. "

Teorema:

Sea ¥:N -+ M diferehciqble, (P,w) una subvariedad de M tal que ¥(N) Cy¢(P).

Ya que ¢ es inyectiva, existe una Gnica aplicacidn wo de N en P tal que

¢0¢0 =
'¢/
N —= M
| \ AR
Vg N b J
0 \:l B .
P 3

a) Si wo es continua-entoncés es diferenciable: -

b) Si v-es una sumersidn entonces ¢O es continua, -

Demostracidn:

La parte b) sigue de la definicién de sumersidn y la hipéfeSié.
Supongamos que VO es"bonfinua. Sea'p € Py séa (V,y) un sistema coordena

do en un entorno de w(p) en I Por el corolario £, del teorema de la funcidn

. ’ (U - K m o, .- . IR g o Jo
inversa, existe la proyeccibn 7 de R (dim M = m) tal que la aplicacidn

T
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T = foyoyw forma un sistema coordenado sobre un entorno U de

pP. Entonces,

70¢0 ’

= MToyoV

= WoYo¢o¢0
(v) Y

-1
0

~1
0

4

v 0

(W)

¢s. decir, To¥ .restringida al abierto QolgU) es diferencia

0
Dble, .
Como P puede ser cubierto por pares coordenados (U,7),

fenemos que para cada p € P, existe un par coordenado que

verifica lo anterior y ¢O es diferenciable.

- o Y

Ejercicios:

- a -

1. éPara qué valores de c es {(x,y_)lx%-y2 = ¢} subvariedad
de RZ27?

2. Sea f:R2 -+ R definida por f(x,y) = x3+xy+y3+1. o

‘ ]

Para cada p = (0,0), p = (§= %) es fgi(f(p))<una subvarie
dad inmersa en R2? '

3. Sea (U,¢) una carta local sobre la variedad diferencia

ble M, con funciones coordenadas RpsesesXye Sea’ cun

entero tal que 0 < ¢c < d. Sea a € v(U) ¥y ri(a) = ay.
Llamamos

S = {g € U|xi(q) = ri(a), i = c+l,...,d}.
Probar que S con el sistema coordenado Xj S“j': 1,e0.5C

es una subvariedad de M.

4. E1 toro es la variedad slxsl. Consideremos a S1 como el

circulo unitario en el plano complejo. Definimos la apli

cacidn ¢:R - Sj¥81

por ¢(t) = (eQﬂlt, ¢2w1at) siendo @

-un nimero irracional. Probar que (R,2) es una subvarie-

dad (densa) de Slxsl.
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8. Fibrado tangente y cotangente

‘Sea M una variedad diferenciable con {(Ua,wa)} su atlas.

Sean

(M = U T = U K
ped ©  pem P
y
T"(M) - U T:: = U M-.;
pe P open P

Tenemos las proyeccicnes naturales

7:T(M) > M dada por n(v) =i si v € Tm

D % ]
7 :T (M) > Mdada por# (1) =m sirt € T,

Sea (U,p) una carta local, con X,,...,x  funciones coordenadas. Defini

Ny
mos v~ (U) > g™ por

P(v) = (1)), einx (1(9)), dxy (¥),eee,dx (V)

37
s S
@ T 1 -+ R2n por
0 (V) = (1)) e ()Y, T, et ()
1 ,..l,n ’ axi ,'..’ ax
T

-1 n_
para todo vE€® (U), 7 € 1(U).
Se dejan como ejercicio las siguientes afirmaciones:
Y oulg . .
a) Si (U,p) y (V,¥) pertenecen al atlas de M, entonces Yoy =~ es diferenciable.
Vg . . . 2n
b)) y¢ son 1 a1y aplican en conjuntos abiertos de R .

¢) La coleccidn maximal
o -1 a
F={(m "(U),0) con (Uyp) € atlas de M}

forman un atlas de T(M).
Andlogos resultados pueden enumerarse para Th(DD.

Asi contruidas estas variedades se 1laman fibrado tangente y fibrado

cotangente respectivamente.
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CAPITULO 6

FORMAS DIFERENCTALES

Las férmas difefenciales serdn encaradas breve y sintdticamente
a lo largo de este capitulo.

Una importante aplicacidn geom@trica de este tema es integracidn
en variedades; como &ste tema estd fuera de programa, esperamos se
encuentren aqui los elementos necesarios para uné posterior y perso

nal lectura del lector interesado.

1.  Tensores covariantes y tensores contreaveriantes

Sea Muna variedad diferenciable n dimensional, m € Me, in-
distintamente, Tm = b% su espacio tengente en m, -que hemos visto en

el capitulo anterior, es un espacio vectorial de dimensidn n.
Definicidn: ) o o .

Un tensor p-covariante en un (p > 0) es una aplicacidn p-lineal

de

p-veces

Para el conjunto de tensores p-covariantes se acostumbra usar

la notacién TO°P & TO’P(M_).
™ o :

ofs
34

Cuando p = 1, también se nota Tm y se llama conjunto de tenso

res l-covariantes.
Definicibn:

Un tensor p-contraviriante en m (p > 0) es una aplicacidn

)

p-lineal de T x...x T - R.
) m m

«

p-veces




-97~

El conjunto de tensores p-contravariantes en f ususlmente se nota

0 e e .
Tg’ 6 Tp’o(%n). Se completa la definicidn con Ti’o = R. -

Finalmente, un tensor p~covariante, g-comtravariante en m es una apli g

cacidn (p+q)-lineal de T ¥...x T 'x T “x...x T. + R _ |

- N - m m m m . R ) . ) :

y se denota por Tq,p 3 Tq’P(&n) al éonﬁﬁﬁto'de‘tales tensores. fw

Ejemplos: i

b R St . ﬂ

) |

1. 8ig=1, p = 0, es un vector m
2. 51 g =0, p=1es un covector, a veces llamado 1-forma en m. -

Definicidn:

- AR TR . iy

Un tensor és ‘simétrico si y solo S su valor no cambia para toda posible }\
|

permutacidn de sus’ argumentos. Asi, sdlo T P y Tp’ pueden ser 31metr1cos.

Definicidn:

Un tensor es casi-simétrico & alternado si y sblo si,. después de cual- 1
quier permutacidén, su valor es igudl al producto.de su valor antes de laper- ’Jﬁ
. |
mutacidn por el signo de ella. |
Ejemplo:

Tomemos ¢ un tensor 3-covarianteien m € My 7 una.permutacién en el con-

junto {1,2,3}

pee e RO T I T

T v - 4 _ X
[14 (}&91{2:‘—3) - a(l,}.(l): Y#(Q)aé(a)) - ’
i

= sg(ﬂ) a(Xi,XZ,XS) " KRR Xl RS Tm. - ; ll

i

Definicidna:

e

Una p-forma en m (& una forma dé gradoc p) p > 0, es un tensor p-covarian

te alternadc en m. El conjunto dé las p-formas se nota FP(Tm).

-- Ay 0 —
Decimos que una O-forma en m es un nlmero real, es decir, F (Tm) =
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2. Campor de tensores diferénciales

Definicidn:

Un campo vectorial (de vectores) X sobre un conjunto A es una
aplicacidn que asigna a cada punto p € A, un vector X? € Tp,

I}

Sean A v B abiertos y para cada funcidn f a valores reales dife-

renciable sobre B, se dice que el campo de vectores X es diferenciable
si la funcidn (Xf)(p) = Xb(f) es diferenciable sobre A N B.
Si ¥, Y son campos ce vectores diferenciables sobre A, definimes =

la derivada de Lie: [ X,Y! como

r

LX,Y?é(f)' = XY ) - Yp(%f)

También se lo nombra como corchete de Lie.

-diferenciables y £ y g funciones diferenciables entonces:

a) [ X,Y](f+g) = [ X,Vif + [ X,Y]g

b) [ X,¥1(af) = a X,Yif , ‘a€R .
C2e) [ XY (F.g) = £ XYi(g) + g'.t ).(,.Y.}(f)‘

d) [ x,Y! es diferenciable

e) { XsY-! = _{st‘i

[XLY + 1 %,1]

il

) I X +X2,Y}

>
=
4
]
il
-
>

EXY. 1+ [XY,]
g) [£Xg¥l = £f(X g)Y - g{Y.B) ¥+ fgf X, ¥}
h) [X[Y,23] + 1Y, 2, xN+[Z,IXYj] =0

{(identidad de Jacobi)

Veamos la propiedad c)

[ X,Y: (£.8)

X(f.g) - YH£ig) =

XFY(g) + g¥(£)) - Y(gE) + £X(g)) =
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Y

= () (YEY + g RY(E) + () (Yg) £X(g) - FYXg) -

- (Y6)(3g) - (Yg)(¥) - gV ¥ = £.IXYI(g) = ¢ XsY}(f)

El conjunto de los campos de vectores diferenciables sobre M dbh
. i !

N SR o

las opéraciones dé suma, producto por'un escalar y el corchete de Lie

como composici®n interha, constituyen un &lgebra, conocida como alge-

r.

bra de Lie. el
Hemos visto que los vectores son un caso particular de tensores y

con esta idea, generalizando, definimos -¢ampos de tenscres.

5 Definicidn:

Un campo de tensores p-covariante sobre un conjunto U es una apli

cacidn que a cada m € U asigna un {tensor p-covariante en m.

Un tal cempo de tensores p-covariante & schre el conjunto U es

diferenciable si v sdlo si U es gbierto y para todo conjunto de campos

de vectores diferenciables Xis...,F% Sébre-ﬂ,~la-funéiép
[e(%,en e, )1 (m) = @ (% (m),..ey X (m))

es diferenciable. sobre U..

‘Un campo. p-forma diferenciable, se dice una'p-forﬁa diferenciable

3 forma diferencial de grado p.

3. Producto Tensgrdal. Preducto exterior

El producto temsorial cCe tensores covariantes se define como sigue:

Sia € Tg’P vE & Tg?q entonces o @ 8 € Tg,p+q dada por

(@ @B)(K, X )

ptq

SLTRENE SEIC ST o

con )& € Tm para 1 = 1,...,p*q.

Satisface las propiedades:

(a1+a2) &0 = @, &8 + @, &

o 861 + o ®ﬁ2

a & (f,+6)

(rc) 88 =a & (r.6) = r(a &)

Q




. asociativo. ;

“exterior 3 de Grassman, &-Afﬁ, se define porfla (p%q)—forma dada por

e . p,\q ‘H P

i #ispaai

~4.00~

" .En* genetal }iel .producto temsorial no es conmutativo, pero si es

.

De manera andloga se define el producto tensorial de tehsores

contravariantes o mixtos.

Si‘a'y 5 son formas de grado ﬁ y q respectivamenté, el producto

« AB = !1 r ) sgm.(a @87

La -suma@ se -extiende sobre:H que es el conjunto de todas las per-
mutaciones del conjunto {1,2,...,p+ql.

Se deja como ejercicio verificar las siguientes propiedades del

producto exterior:

e s = (0P @ re)

2y« & (By46,) = (@ AB,) + (¢ AB,) 6. i=1,2,7el grado de:las for
mas es el mismo.

3) asociafividad

’
i

Asi, una 2-forma puede obtenerse como producto gxterior de dos
1-formas. Tomando un-sistema local de coordenadas {xi,...,xp}, una

base del conjunto de 2-formas diferenciables estd dada por los pro-

ductos exteriores dxi A dxj con i #3j, e i,i= 1,...,5.

Del mismo modo, una base del conjunto de las r-formas diferencia
bles, es el conjunto de los prbductds'éiieriéreé axi Ao b dii con
1 r

»i, = 1,0.05p ¥ T <ps- e

t t
. n . N o
Supongamos que w = Z W dxi es una 1-forma en R ¥y w resulta
e Tk B
ser igual a 4df = §§T'dxi'
i

Podemos suponer que £{0) = 0 y aplicando que

. :
f(x) = J %%—(tg)@t‘ . .. se tiene
0
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d(tx.) - Ll

1 n ;
j z ‘a‘f—(tx).——.—l . dt
iz1 %% t
0
Jl
0

t

f(x)

W, (tx) x1 dt

nbAﬁ

Esto sugiere que ‘para ‘encontrar-f, dada w, -se-debe,considerar

la integral

1 n
I wix) = J Z (tx) X, .dt
O =

Ll%gﬂcualﬁf?epg»sen?ido, sdlo, si estd deflnlda en un conjunto
abierto de.Rn poﬁ-la4;iguieﬂ%e p;opiedad: éi x € U, él segmento
dé-recta de 0 a % esté“en:Ui R S -

Un conjunto abierto de R" con esta propiedad se dice ﬁﬁeffiéﬁégTorma

de estrella o que. es estrellado. ...~

4, Diferencial exterior

Del mismo modo en que definimos diferencial de una’funcién,.{rataremos
de generalizar este concepto a diferencial de uﬁéZPQformé;
Sea p = 0, y:??(A) el conjunto de las p-formas diferenciales sobre A.

Definimos la aplicacidn diferenciacidn exterior, d, como la aplicacidn

a:EP () » P (a)
si f € fo(A) y X es-un campo:diferengigble sobre A entonces
AR = ¥ T

si p>1, si wes une (p-1)-forma sobre A y Xi,...,gﬁ son campos’ diferencia

bles scbre A entonces

1

P - ~
ik =S
Y (-1) W(xl,,r.,x.,...,xp? +

dw(Xl,...,X )
b’ T L i

N

¢ 7 () wll %, %15 @)..., revesKeseeesX)

.
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X significa que X fue omitido. -~ 4

Proposicidn:
El operador d tiene las siguientes propiedades:

1) f(w+v) = dw + dv
2) dlw A v) =HAwFA V) + (-1)E(w A dv) siw € FP(A).

Esta propiedad es llamada antiderivacidn

3)d2=dod=0

Demostracidn:

Recordemos que si x1,...,xp es un 31stema coordenado sobre un

conjunto abierto U, eﬁtonces, la (p~1) forma W sobre U puede e

. escribirse . | .
w = Z : : dxi Aoooh dx
$<1]<@—1 1°° " p-1 & - =l Tp-1
1j<1j+1
donde a; ; =W(Xi S
o | | ‘»1-0' P—1 - 1 o -P"l
Tambi&n escribimos
= Y Tda, . AMax, MU dx
1<i<p-t B e | 1 p-1
1.<1. “

Como se Ve apllcando ambos miembros a ()S( ,...,Xk ) para k1< e < kP'
p
Con esto la propledad 1) es fa01lmente veérificable.

Por lo tanto, usando 1) para obtener 2) es suficiente mostrarla

- para formas-del tipo

= f dx, A...A dxP y ( v =g dyi_Aﬁq.A @yz

1

con yis X fuheiones miembros de los sistemas’coordenados.
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Asi

wAv=*~F.g dx1 Aewod dxp A dy1 Ao dxp

d(w Av) <i1(fg)dx1 A....g\_dxp_ﬁj_x dy; A eeh:dyy

af)+£(dg)’ dAx, Kes. €Ay denoh dy 3 =
Lg(af)+fldg)l A (@x, A.e.h dxp)_ A€y ohee A dy) =
= df Adx; A...A dsc‘P A gdy, A...A dyr +
)P £ hen dx R -
+ (<1) fdx-1 Aeesh dxP A dg A dy1 Avs. A dy, =

=dw A v + (-‘1)P w Adv,

Para la propledad 3) veamos prev1amente que d £f=0 pépa fe FO(A),

dlferenc1able.

Localmente,
n
af = ] (Foax v
3=1 3

n
®r= Y (ZE _yax, A dx. =
P . R L OKL.0X4 i .77
193:.._1 S 1 I
2
= z.z{“’ﬁ fA =3 8 kS de A dx = 0.
Lot oK, . 9%, OX..0X -
1<j 1] 3

B Ahora, para cualquier forma w podemos representér localmente dw como
una suma de productos de diferenciales de funciones f;_Apliéando la propie
dad 2), cada término de dw tendrd un factor d2f 0 y serd d W =u0er ont s

En muchas cuestiones de Geometria diferencial es importante el siguien

te ”Lema de Cartan“

Sca M una varledad dlferenC1able de dlmen31on n.\ul Wl,...,WQ, n= >‘r,

son 1-formas linealmente independientes sobre M vy ex1stcn otras ¢1,...,¢

ii—formas tal que

W W Aey teerw Ad_=0 BlBL.LOTEGA

»JULIO RE Y PASTOR"
Dto. DE MATEMATICA
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entonces existen funciones Aij tales que

Demostracidn:

-

Como las formas W ‘son 1*nealm“1ue " independientes, existen otras

= I-formas ¥ _, ;i .50 que-Jjunto con la wi'fofman una base de F(M)

A Seeey

Por lo tanto, se pedrd escribir

R z
1 SR heptl Pih '

. T T
I ot : N
v Z A . w A~W.'¥“~§-TA”?iW‘ v, +...+“'z A .w Aw. +
j=¢ 01 7 sz 232 ] j20 T3 T ]
+ X B,, w, MY =
1<l toh
rHi<h<n
es decir,
(A..«A..)w; Atw. + oy B...w. AV, =0,
1<i;j<r 1] J1 1 J 1<§.<I’ ik 3 h

r+is<h<n

Como las formas W"'wh son Iinealmente independientes entonces las

2-formas w. A w], Wy A w lo Scn, queda como ejerc101o, y se deduce que

R T T T YO N -

N T Il T AU
| <

Ejercicios:

Tl ~£ N S

1. Sea ¥ una variedad diferenciable de dimensidn n y M su espac1o tangen

te en m € M. Probar que T(1 O)(M ) es 1somorro a M. Proba“ que

dlmT(p’q)(M ) = (p+G)n. o

2. Sea M una variedad diferencizble de dimensidn n. Sean (U,x)-y .(V,y) dos

sistemas de coordenadas en Hy gdx1 A... 0 dx” = fdy

_1)

1 A...AAdyn, entonces

g = fod(yax
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3, Sea M= R2—{O} y w la 1-forma

w = —§:Z§-dx + 5 dy
Xty X +y

a) Probar que dw = 0

| b) §Exiske una funcién f diferenciabléd ap R2:{0} tal gie df = w? (no)

. X, Xq , CRp I g -
Q o= = = ‘
4, Sean Wy e dxi, W, e dx2, Wa e dga sobrg R™~. Probar que son

linealmente independientes sobre R3.
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CAPITULO 7

(EOMETRIA RIEMANNIANA

1.

~interno { ,)

Mtricas riemannianas

Una variedad riemanniana (o de Riemann) es una variedad di
férenciable 14 la cual tiene en cada punto p € M, un précucte

O___v_definido scbre pares de vectores tangentes que sa-
I s

tisface las siguientes propiedades:

Si X ¥, 2€ 1

a) (simetria) (XY =(v,%
P b

[}

b) (bilineal) ( %Y,2) (X2) +(Y,2)
P p 1%

( X,Y+Z)p ( XY+ %2
(aX,Y)é = X,Y)p =< X,aY)p
¢) (definido positivo) ¢ X,X)P >0 para todo X # 0
d) (diferencigbilidad) Si X,Y son campos vectoriales diferencia
bles con dominio A, entonces { X,Y)P = { XP.,YP)p es funcidn
diferenciable en A. p
Es usual expresar la diferencigbilidad en términos de coor-
denadas lc;cales de la siguiente manera:
si £:U C R® > M es un sistema de coordenadas locales alrededor

? L 1
de p, c?on f(xl,...,xn) =q€ f(U) y (W) i'=dL(O,...,_0,I,O,...,O)

igq
entonces

3 3

{(z— — ) = -

(BX')(q), (ax_)(q) q gij(xl’ ,xn)
1 B

es fincidn diferenciable en U.

s facil verificar que ésta definicidn no depende del sistema
de coordenadas elegido. Esas funciones gij determinan la métrica
riemanniana.

Si a condicidn c¢) de la definicidn se reemplaza por c') si

{ %Y = 0 para todo X implica Y = 0, estamos en presencia de una

pseudométrica riemanniana.




i
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En lo que sigue, cuando no sea confuso, obviaremos el punto de aplica

Desde otro punto de vista vemos que la métrica de Riemann es un tensor

G de tipo (0,2) (o sea, 2-covariante) llamado tensor métrico. En términos

de un, sistema de coordenadas lccales como el considerade anteriormente,

)

Sera

o) = ] g;5() dx;(p) @ dx,(p)

. .

1i,]

=

donde :ij:U -+ E son funciones diferenciables.

FPara obtenerlas basta hacer

. o nY = 2{n){( c /a
E‘ij(P/ C(_E))\(axi>ps \BX-,)p>
La simetri: se traduce on la igualdad Tij = g]i y si
n .
v = .Z vl(%gf- se tiene
i=1 "1
Glp)(v,v) = .z. g..(p)vl v por lo tanto,
»J 1]
'Z( 8i](P)Vl V] -~ 0.
1,3
Ejemplo:

Si ¥ es una variedad diferencieble de dimensidn 2, en términos de las

i}
=~

coordenadas u,v, el tensor métrico G(p)
2 2 1] .
du” + 2 Eq2 du cv + 8o avs y usuélmente se nota 811 = E,

g.. dx, & dx. se exphesa
ij Ui 3

G(p) = 841

=F, C.

(q
3}

849 T E21 22

£l tensor métrico nos permite definir longitudes, &ngulos y distancias

) - 3
Gel mismo modo que lo hace la primera forma fundamental en superficies de R°.

Definicibn: .

w
.
>
m

%n’ definimos longitud de X = EX = A XX
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Definicidn:

81 X,Y € Nﬁ, ambos nc nulos, definimes &ngule 6 entre X e Y por

A

(%Y)= |¥.|Y

. 03 § con o< 9 <

Notar que esto es pecsible por la desigualdad de Schwartz.

Tambié€n, si ¢ es una curva diferénciable en la variedad V, defi

nida zn un intcrvale {a,b}, con campo vectorial tangente T, se tienc:

La Longitud de o entre a y b estd dada por

oo 3
long Gl; = [ A T(t),T(t) )t

a

3

Al igual que al estudiar superficies en R”, si llamamos

- d(xioc) d(xjoo)
=ULTY = ) gy &% at
2

N

n
- oht T . . . s . s
1. ¥=R", 48" = ) dxi c¢a al espacic euclideanc de dimensidn n, es-
i=1
tructure de variedad de Ricmenn.
2 2
- ax" + dy
2

. 2 1 2 P .
2. ¥= {{x,y) € R°/y > 0}, Gs (métrica no-euclideana de

}:'
Lobachewski).

Esta variecad riemanniena es conccida como el semiplano de Poincaré.

Definicidn:

Sean ¥ y N variedades riemanniznas Un difeomorfismo f:M » N

se dice una iscmetria si para todo p € Fy X,Y € ¥ se verifica
E— P
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e XY b ). X ) i - )
,__,,_,»:?.-<,_},,3_-\. )P-Th{(d‘f)P E (df)pY)r(P.) o N - . R - ('.1)_‘

Si (1) se satisface sflc para p € U, con U abifito en N (£:U'5 E(U))

entonces se dicc que f ¢s isometria local.

Ejemple importante: Grupos de Lie.

Un grupe de Lie es un grupc G tal que sus elementos son, tambi&n, puntc

de una variedad diferenciable que satisface que la aplicacidn &xG + G dada

-1 . <1
por (%,y3,~ x.v =~ es diferenciable.
La dimensiln del grupc serd la dimensi®n come variedad diferenciable.

A partir de la aplicacidn antes mencionada, estén definidas otras dos

aplicaciones impcrtantes: Traslaciones. a izquierde, Lx‘ y a derecha, Rx’

dadas por

L:G > G, L (y) = Xy .

1]

R:G» 6,  R(y) = y.x. .-

Estas traslaciones son diféomorfismos pues>(L;)Tl‘='L -1 ya-qﬁe
-1 e - - T
(L) "ol (y) = % 1.xy =y Lo (L) 1(y) = x.z 1.y = y; ahora,

1

L _i(y) =-x_1.y es diferenciable pues x,§ pertenecen'é un grupo de Lie.
% T Gl o -

.. Diremos que una métrica riemanniana;es invariante s izquierda si L

es una isometria, es decir, si. .- - o

XY =4 L (AL) Y)Y o
(XY = (L) ¥, (L) Yo (o

para tedo x,y € G, XY € Gy'

Loé)

Analogamente, se define métrica riemanniana invariante a'derecha.

Si la mdtrica satisface. ser .invariante & derecha .y a izquierda, se

:i-invariante.

&7
[
"
o
by

Para intrcducir en G una m&trica invariante a izquierda se toma un

producto interno cualquiera (,)e en el GE, con ¢ elemento neutro de G,

y sc define

-7 - { . (1.
(ZY) = (aL ) X, (aL _ ) Y)

X X

1
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iy
para todo x € G, X,Y & G ; como L
£ X
una métrica ‘riemanniana. invariante a izquierda.

1 es un difeomorfismo, nos queda

Es cdecir, que dado un vector tangentg.Xé, en la identidad e,

se puede cbtener el campc de vectores

X = dL (X ‘ 2
y gt 2

que es Invariante a izquierdca.

Reciprocamente, todo campo de vectorés invariante a izquierda

determina el vector Xé del campo correspondiente al élemento neutro.

Es decir, que los campcs vectoriales de G invariantes a izquier.

.da se pueden répresentar por los-vectorss del espacio vectorial tan-

gente en la icentidad e, o sea, GE. a0

Si X,Y € G_, mediante (2) se puede extender a dos campos de vec

@

tores ciferenciables scbre €y por lc tanto se puede calaular el cor

chete [X%,Y%E que, para x = e nos dard el vecter tangente [ X,Yi € GE.

De este modo, se define en G, un élgebra de Lie de G.
A fin de obtener como actiia la diferencial de la traslacidn fgi
.pecto del corchete veamos previamente la siguiente propiedad:
-Si ;;égﬁﬁﬁ aifeomoffismo:entre'las variedades ‘¥ y N se pueder con
siderar la siguiente igualdad como aplicacidn entre funcicués en un

entorno de p € ¥ a valcres reales
()X fop) = ¥Eew).

‘Teniendc esté presente se-obtiene

"

st XY (F) = [ XY} (fop) = X¥(Fop)-YX(Foip)

h

X dp(Y)(fop)-Y do X(for) R

(dp () G () (Fop)-de (YD (¥) (£op)

[de (X)), dp(Y)] (fou)




]
]

Recordando que 1ds traslaciones son difecmorfismos, tenemcs que

AWEXY = [(QELOX, @)Y oy

»
s

per tanto, si ‘XY son campos invariantes a izquierda, ¢l corchete tambi&n

lo es.

Asi, con las operaciones de suma, productc por.un escalar-y.el cor-

chete, ¢l conjunto

P

de campes vectoriales invariantes az izquierda-forma: un
dlpebra gue es, obviamente, iscmorfa a la anterior .y nos da ctrainteps

B

pretacidn del “igebra de Lie del grupo G.

s A TAN
Proposicilng

Una variedad difersnciakle ¥

(Hausdorff y base numerable) posee una

métrica riemanniana.

Demostracidn:
Sea {fa}"EA una parcicidn de la unidad dc 1 subordinada al eu:rindiento
P
ce N per entornos coorderados {Vé}“EA' Hemes visto gque este cubrimiento s
o Y

localmente finitc. o e T

; .. P . . c
Sobre cada entorno V| podemes definir uyna métrica.riemanniana € ,)

la inducida por ¢l sisteme de coordenadas.

Por lo tanto, t-manic ¥,Y € ¥ para.p € V se verifica que

A b

es métrica ricmemianz en }, 0 0 TR o M M-

Ejercicics: S - A
. c

N . - R o oo . N
1. Prolar quc la aslicacida antipeda 4:S7 + §° dada por A(p) = - es una

. . n
igcmetria de S

~ -

2. Dar una mitrica riemarm

:5" » T(R) sea una isometria local (Sugerencia: usar
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3. Demostrar que el grupo GL(n,R) es grupo de Lie. Hallar su dimen
sidn y su &lgebra de Lie.

4, Idem 3) para el grupo ortogonal O(n)

2. Conexiones riemannianas

Indicaremos con X(¥) al conjunto de campos de vectores dife
renciables en My con U(M) al conjunto de las funciones reales di

ferenciakles definidas sobre M

Definicidn:

- - - . . .

z o - T

Una conexidn afin V en una variedad diferenciable M es una

aplicacidn

VXKW + X(M) que notaremos

V(XY) = v >
tal que satisface, para XY,Z € (M), f,g € QéM),:

Lo Vegegy? = 19,2 + 2742

2 VX(Y+Z) = VY + V.2
3. V(£Y) = £V.¥ + ()Y

Deseamcs destacar que esta aplicacidn generaliza la que
en la pdgina 56 fue notada ny

La parte 3) de la definicidn de conexidn afin nos dice que
es una nocidn local, por 1o tanto, tomando un sistemé de coorde

~

nadas Xy ... % alrededor dé p y escribiendo

_ _ , _ ©
X= z X, X, Y= z V5 Xj donde X = ——
i 3 i
queda
v)g=2_xivx.(2yj xj)=.2 X; Yo Vy X ¥
i 1] i,j i
+ ) x X (y5)%
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Escribimos V X = ZI‘E. Xk, tenefios que las funcibnes.FE.“son
Xﬁ ] k ij iy

diferenciables y que

-

vy = ) (.Z; ici 2 P};j ¥ X(yk)5}§(5'-

k 1,7,

lo quebmuestrajque-vg¥€p).depe@ge~dg,gi(p},Aykgg);yadg‘lag derivadas

)«yy)(P) de y? resgpéctd de %o

Proposicidn:

Sea V¥ una variedad diferenciable con una conexidn afin V. Entcénces’

existe una finica aplicacidn que asigna a un campo vectorial V'é'ib’laﬁﬁ
o T e Lo, DV Tl
go de una curva diferenciable c:I + M, otro campo vectorial a%—a lo lar

go de‘c, llamadé-deriQadglcovariante de V a lo largo dé:c tal qUe:.

D i DV . Dw .- . - . .. Sl B Sals
a) HT'(V+W) =g ta ! donde W es un campo vectorial a lo largo de c.
D arf DV o

= = — € A
NFE W sgVrig e felm

c) Si V es la restriccidn de un campo vectorial Y a la curva c, es decir,

) v _ ) . ,_ o
V(t) = Y(c(t)), entonces 3% ° VQE.Y' o

dt

Demostracidn:

Supongamos .que existe tal aplicacidn satisfaciendo a), b) y c}.,Sea
£:0 C.R® » M-un sistema de coordenadas con c(;):n ﬁ(U).f g y sea .
(x1(t)’?f:ﬁ§n(§9)'la expresidn local de c(t).

Sea Xi = %ET'Y el campo de vectores V puede ser expresadongmQ:_“
V=] v3 X, gonde V3 = vi(e) y % = %(e(e)). v

é ] L DomIn
] LT R
; ~ Por a) y b) se tiene

dt 3 dt ] 3 dt

Por c) y 1) de Iardefihiciéngc

DX, E "
a_t— = VE; Xj = V(z dxi . ) X:] =
dt 3 dat i




L
r
RN

Por lo'tantq,;;h

=15
3

C“l

iy R
2_ V xl Xi (%)

Es decir, si existe tal aplicacidn, es finica.

Respecto"d&ila existencia, tomamos o WV en £(U) como (1) s'éﬁedanv o

dat

como ejercicio verificar que satisface a), b) y c¢) enunciados.

Si g(W) es otro entorno coordenado tal que f(W) N £(U) # g y L L

,def1n1mos gz por (1) en g(W\ La unlcldad asegura que las definicio
nes concuerdan en g(w) N f(U) y a31 puede ser extendido a todo M.
Esta prop031clon muestra que 12 conexidn afin nos proporciona

una manera de derivar vectores a lo largo de curvas, en. partlcular,

es posible hablar de la acelerac1on de una curva en M

Definicidn:
- N

.. A 7 =

Sea M una vawledad dlfcrenclable con una conex1on afln V. Un

campo vectorial V a lo largo de uma curva c, c:I + M-se dice:para-

lelo si §¥-= 0 para todo t € I. . T
Proposicidn:

Sea M una variedad difergnciable con una conexidn afin V. Sea

‘un vector tangente a M

c:I + M una’ curva diferenciable en My Vv,

en c(to), ty € I. Entonces existe un finico campo de vectores V pa-

V.. V(t) es Jlamado trans-

ralelo 2 lo largo de c tal que V(to)"= 0

porte paralelo de V(fo) a lo largo de c. : . v

Demostracidn:

Supongamos, por un momento, que c(I) estd contenido en un entor
no coordenado £(U) de un sistema coordenado £:U C R" + .M, alrededor

de c(I). Sea f—i(c(t)) = (xl(t),...,xn(t)) la expresidn local de

n

c(t) y sea V = v g——-(C(to)).

3

o .

X.. donde X.
17 ]




i
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81 existe V en f(U) que es paralelo a lo largo de c- con V(t ) =V

0
-entonces V z V] )% satlsface X s
1~ s )
_DV_ av? i
orwsla 5t L wm Vv Vx K
3 1.1 i .
Como anteriormente, tomamos V X. = z % Xk queda,
Xi ¥ 13
ST ; ] dﬁ. V."
DV _ av 1.7 k i
at Zt X] * .z_, dt v Z ij Xk’
B 1,37 k
que podemos escribir
_.= — ] k =
dt i ax T 2. V 1j}xk 0 L e m

Nos queda un sistema de n ecuaciones diferenciales enJV%(t).

oo avk S P
0= + L gV Pi;=0 k = 1,...,n.w

que tiene solucidn Gnica satisfécigndo la condicidn inicial-Vk(to) = Vg.
Hemos Bbtenido—qﬁe,hsi éxiéfé-v entonces es @inico. Ademds, como el
sistema es llneal la solu01on esté'ééflnlda para todo t € I, lo que asegu
ra la existencia de un Gnico V con laé propiedades deseadas.
Como el segmento c([to,ti]) C'M-eéiéompadfb, para ’todo__t1 €1, puede
ser cubierto por un nimero finito'de entornos Eddraenaagélieﬂ'cada uno de

los cuales, V puede ser definido por lo ya visto. Por la uﬁici&ad, las de

finiciones coinciden en las intersecciones no vacias y-permite definir V

_ para [to,ti}.

Definicidn:

Sea M una variedad riemanniana con métrica ¢, y conexidén afin V;
una conexidén se dice compatible con la métrica (,) si para toda curva di-

ferenciable ¢ y cualquier par de campos de vectores paralelos V, V' a lo

largo de c, se tiene (V,V" = constante.

|
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Recordemos qué esta propiedad la cumplen los campos vectoria

les a lo largo de una curva sobre una superficie regular, (pégina

Proposicidn:

Sea M u;a vapiedad riémanniana con una conexiég v coppatible
con la métrica. Sean V y W campos defvectéres a lé%ia;gd'éé una
éurva diferenciable c¢:I - M. Entonces

d i5l% DWW,
- ={== [
vy =S v b, cet

Demcstracidn:

Sea‘{Pi(to),...;Pn(td)} una base ortogonal de M I.

4E
c(to)’to

Per la proposicidn anterior, extendemosfparalelamente cada uno

i

de los vectores Pj(to), j=1,...,n.

Como''la conexidn V es compatible con la métrica tenemos que
_ . —_— ) }. c
{fi(t)s...,Pn(t)} es base ortogonal\@e Ic(t)?‘pa?a toéo t € I.

Per lo fanto, ahora podemos escribir

' i i : : . .
donde v, w  son funciones diferenciables, i = 1,...,n.

Se obtiene , A ) | N ' T T
1 : 1
vt QY.: v P W _ z-éw =
SR R S T i ‘

por lo tanto,

DV W, _
(d—_t"w) + <V9d—'t) -

_ avi 1, i:'d‘wi .
=), {(a%_3w“) + (v_,aE~)} (Pifsil

_ .- i i v__._:"f: ) — d . ,;' .-
c {zi (v ,w )_"Pi’?i)} = d—t(V,h)

CorE

AN
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Ta -

Corolario: ?
Una conexidén afin V en uha variedad riemdnniand M es compatible con
la métrica si y sblo si e e L

XY,2) = (VXY,Z"")"+ (Y,7.2)"

para X,Y,Z campos de vectores diferenciables a lo largo de una curva.

Demostracién: R L :
SipE My V es compatible con la métrica; sea c:I + Muna curva
diferenciable con p(to) = pﬁ t, %.I?.y_a%4t=to = X(p).
Entonces, para todo p € I,
Y = e = { — 7 ; —_— =
X(p) (Y¥,Z) e <Y’Z>c(to) (dt v, )P +4{Y, T Z)p

(VXY,Z )p + (Y’VXZ>1;

Reciprocamente, si Y y Z son campos paralelos a lo large de c sabemos

. que
D yen=0=v,v vy Zacan=o=v. z
5 at : . den at - - de
{ S at : at :
) '
; Nos queda 7
d_(y,2)=0 (Y,2) = constant
? T ) = 0, entonces . = constante.
Definicidn: ' -
; . Una conexidn afin V es una variedad diferenciable M se dice simétrica '
: T - . - il
si "
; VXY - VYX = [ XY para todo XY € X(M R
Notemos que, para un sistema coordenado xl,.u.,xﬁ, 1a simetria implica
que -
V, X, -V, X, = [X.,%.] =0 A“6'eQuivalentementéJf¥.ifﬁﬁ¥;
Xi 3 Xﬁ i 127y ij ji
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El siguiente teorema caracteriza la llamada conexidn de Levi-Civita

(o riemanniana) de M. e

TeorematLevi-Civita)

Dada una variedad riemanniana M existe una Gnica conexidn afin V
en M satisfaciendo:

a) V es compatible con la métrica riemanniana

b) V es simétrica.

Demostracidn:

Supongamos, inicialmente, la existencia de tal conexidn V.

Por el corclario ce la proposicidn anterior tenemos

(VJ,2) + < Y,V.2)

Y@,X) = (V,5,%) + (2,9,%)

X{Y,2)

H

Z{X,Y? (vzx,‘z R X,V Y)

Z

De donde,

RY,2) + Y@, XY - ZAK,Y) =
TEAIRALYY #(IY,2E,X0 + 9,2 + (Z,0,%) '"
+OD,V, %) = (2,7,%) =

=L x2),Y) +40Y,Z) %) + {0 X,Y1,2) + 2 (Z,VYX).
Por lo tanto,

(9,X,2) = 2 {XQ,2) + Y@, ) - 2CK,¥) - -

AIX,Z0,Y) - (Y,71,% - IRy .zy (3)

Esta expresidn muestra que V estd determinada por (,) y eun caso que
exista, es lnica. - -

Para la éxistencia, tomamds la“exﬁresién;(B) como de?ipicién gng
y queda como ejercicic verificar que satisface las condiciones pedidas.

Pensemos, nuevamente, en t3rminos de un sistemas de coordenadas

. - _ kK
xi,...,xn; ya hemos visto que podemos escikibir VXi Xﬁ —_E Fij st




i

-119-

k . . .
donde las fun01ones leerenc1ables Flj son los coeficientes de la conexidn

V & los simbolos de Chrlstoffel de la conex1on.

= o

De la expre31on (3) se obtiene’ que 'si X = X. Y = X5 7 2 X y L

g.. = (X , X entonces o A - RN .
1] 3 |

2; _1 3 a a‘ . . .
Zrij”z‘{ﬁqgjk’“sx_jgki‘ﬁggij} : . ,'

Llamamos.(gkm);a,la matriz inversa de (gkm)“y nos queda ¢
1 9 9

Y =2y e~ + o g, . - g, }g

ij 2 " 3xi -k axj ki axk o

que es la expresidn cldsica de los simbolos de Christoffel de 1la conexidn

riemanniana en té&rminos de los gij dados por la métrica.

Ejercicios:

1. Hallar los sinbolos de: Christoffel de la conexi®n riemanniana_ compatible

con la métried Byq -~ g22<;“;§3 g’l2 = 0. o

2. Mostrar que en los espacios euclideos R” se verifica.Pgiﬂﬁ*O;f

3. Geoddsicas

En lo que sigue, M sera “una varledad rlemannlana con una conexidn

Le 7oLt

riemanniana. B Ll *p Sk |

Definicidn: ' T T ;

Una curva parametrizada y:I -~ M esiuﬁé:geodésiéa-egito €-1.s1

—( Iy -0ent

dt 'dt

0° Si 7 es geodésica en cada t € I diremos que 7 es

una geodésica.h .

8i La b} C Iy T > M es una geode51ca, la restr1c01on 7/r b?

se llama geodésica llgando 7(a) con 7(b)

. Siv:I > Mes una geod&sica entonces, por una proposicidn

anterior

g (d'y dary - (D dy dr

It ace at & T at - O
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.Se -obtiene que | I es constanteS sea: | 3f c # 0, es decir,

excluimos las.geodes&cas que s& reducen a un punto.'ﬂ

La longltud“de arco a partlr de un punto io esta_gada_por

£
s(t) = J | ldt = c. (t-t )

b4
.

Obténemos que el parémetro de- una geodésiéa’eé'proporcional

a la longltuc de arco y para ¢ £ 1, d;?embs;quef;a geodésica estd

normallzada..
~Lag ecuaciones de las geodésicas de superficies de la forma
f(x,y,2) =%0 son cohocidés desdé 1732, a partir de un trabajo de
Euler; i
Veamos ahora, localmenteg_las ecuacionés satisfechas por una
- ég;dééi;alvlééﬁun sistema de €oordenadas xl,.;.,xgﬁlﬁﬁ in entorno

U podemos escribir

7(0) = (2, (1), px (1))

y Y serd geodésica si y sblo si

2 L
Dy Ly Gk, ork oy
dt dt " dt2 i3 ij dt dat B%k

Luego, el sistema de ecuaciones diferenciales de 2° orden

2
d dx, dx.
T ] T%, dtl dtj— 0 K= 1yeeesm
T dt o i,j lj »

1)

caracteriza una geodé&sica.

Hemos visto en el capitulo anterior, que TM, el ¢onjunto de los

T

pares_(q,v) con g € My v & Mq”fiene'eétrﬁcfurg de Qafiedad diferencia

ble. L T : o

Cualquier qupya-diferenciabie’% Sw(t) en M determina una curva

en THM por

£ (1), Leey. . -

i dt




ERS T BT,

Sea (U,p) una carta local alrededor de q € Mtal que '
P L HOEAY 3. - - -3, - ! }
A TGRS e L po e g - . . 1

(x:L RRPER S .‘.__:..,yn.) es 31stemade ~_.c:?x.)rélena‘da‘s‘ de (g,v)J en TU. i7" es i

geodésica entonces, en TU » la curva
B ;dx1 . dxn s D :’ o |
t » (xl('t),...,xn(t), T T ) o '

satisface el sistema

'ajc—-—yk k=1,...,n

|

e e N i )

(2) ) S H
“i

dyk _ z Tk y. v . :
- - = . . . - i
dt 1,5 13 i7] : J

en términos de las coordenadas (xj,... SR sYqaees syn) de AU

°Ee obtiene que los sistemas de ecuaciones (1) y (2) son equivalentes.

Teorema: A RS- . i !

Seam€ M, XE Mm . Entonces para cada nfimero real b ékxiste un nfimero ]

real r > 0 y una Unica curva o Qef;in-id:a,:sobre ib-v, btr] tal que o(b) = m.

~

¢'(b) = Xy o es geodésica.

Demostracidn: IR
1

Con la notacidn anterior, debemos hallar Furnciones diferenciales

. , . [

gi(t) que satisfagaﬁ, pbr ejerﬁpio, ‘el sistema

dg. dg.
k i i oo _
LT w =0 k=l

2
a &y ]
2 Lo g Lo |
at 1,3 dt - ; Jf
i

con las condiciones iniciales g.{(b) = xi(m) y X=) gj"(br‘);%.
N i T i Cl

R T S i . i

La teoria de ecuacionés diferehcialés ordinarias asegura la existen- i
. L] i

|

cia de r > 0 y de las funciones gi(t). co &

Bn realidad, esta teoria nos da, mds resultados, escribiendo a la

funcidn ¢ hallada como o(t;m, X,b) se obtiene que es diferenciable respec

to de todos sus pardmetros, es decir, de t,®,Xy b.
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A fin de enfatizar esta propiedad respecto de dos de esos
parémetros, t y ¥, se acostumbra notar a ozgqmggajétlgw.'“b

Asi, Ex(t)ges,la tinica:geodésica, respecto de la conexidn’

=L -
SIRES

V tal que Gx(Q) = m y sutaugente en t = 0”@3;}@5;1?2: =

s et

Lema (homogeneidad de una geodésica)

Si la geodésica 0}5%3?ésté'defiﬁidé‘en'ei.iﬁfervalé (=a,a)

y s es un nlmero real positivo tal que os}ét) estd défipida en

a a
- &, =) ento
( = S) tonces

o_(t) = o (st),

Demostracidn:

Sea hi(- 23 20 + M una curva dada por h(t) = ay(s.t). Enton
an N

ces h(0) =my a;(o) = s¥.
sl idenas,
D ,dh, _ ' - ' _
dt s(ET‘c'):.',Yhf_.(jc):},lr;(t,z?;' VU;((s.t) ot yst) =
. an o oomp T T T =A82 V ' ol(t).=.0
SR s A d 0'(t) DS AT
X
pues V es conexidn riemanniana. ) =

De esto se deduce que h es geodésica que para t = 0 pasa
por m con velocidad sX. Por ‘unicidad, =~ =

* h(t) = ox(st) = asx(t)
Definicidn: S oo i?f‘:fFf

Sea Y € L si:existe'oY(i)'definimqs:la aplicecidn exponencial

I SANR

expm:Mm - M como
exp_ Y = oY(l).

Se utiliza el nombre aplicacidn exponencial por que en el caso

especial delﬁggupoalineal_generél &(n,R) llééé a ser la clisica
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aplicacidn

del conjunto dé todas las matrices reales nxn en el conjunto de matrices
no singulares.

El conjunto
v = {(q,v)/q € V C ¥, abierto, v € Mq, |v] < e}

en un abiertode TM, en realidad, de TV.

Definimos-aplicacidn exponencial en v como
exp(q,v) = equ(v)'z cv(l) -

Es claro que exp es diferenciable.

En-lo que sigue usaremos la restriccidn de exp a un abierto
2 restyr. , eXp a umn @ .

del espacio bh, es decir, la proyeccidn de v sobre N% que es una

bola abierta.cerntrada-en el origen.0.de yhiy,de radio e, La nota

remos Bé(o).

Queda como ejercicio verificar que equ es diferenciable.y

expd(O) = qg. . i{qﬂ . . ) - T

Geometricamente, equ(v) es un punto de Y obtenido recorrien

do a partir de q una geodésiéa due pasé‘por q con velocidad T%T

y longitud |v

Proposicidn:

Dado g € ¥, con la notacidn anterior, existe un e > 0 tal que

equ:BE(O)tC_Eh_+ M es un difeomorfismo de BE(O) sobre

un abierto de M,

Demostracidn:

SOV e

Se deja como ejercicio,

afs

Sugerencia: Verificar que d(equ)o es la identidad y:aplicar el

teorema de la funcidn inversa,
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Definicidn:

Una curva diferenciable por partés d€s una aplicacidn continua

"Lé?ré;b}74"M’tﬁlﬁﬁué°existé*uné“particiénua¢=?tbi<;tiz<:4.‘ < tkgi b...

son diferencia .. .-

tal que las restricciones c/ T e _
[ti,ti+1j i=0,...,k-1

bles.

Definicidn: L . e T v Ly Tu, o

Un segmento de geodésica 7;[5§b}t33ﬂééé‘dideemihimiﬁénte-siﬁf .
2(y) < 2(c) donde % indica Ia'fongitid de“la Gurv¥a yc es éudlquier

curva diferenciable por partes ligando Y(a):com 7(b).

Definicidn:

-

Una superficie parametpizada én Mes Una aplicacidn diferen-

ciable S:AJC3§?,+ M con A abierto. = ¥ R  # 3

: Y - AR R S .- . P )
Y, un. campo de vectores V a lo largo‘de s és und ‘aplicacidn -que

asigna a c§éa q € é un vector V(q) € Ms(q) que es diferenciable
en el siguiente sentido: - ST e e

Si £ € V(M) entonces q + Vq(f) es diferenciable.

Si (u,v) son las coordenadas cartesianas de Rz, para v = v,

fijo, la aplicacidn
u - s(u,vo)

e
es una.curva_.en M y“ds(ﬁﬁJ es un campo de vectores a lo largo

esta curva. Escribiremos ds(g—o = EE—.
e R

ERE ' - S en oy '.-; 3s e o .
Analogamente, tenemos ds(ﬁvJ =5, para u = ug fijo.

Definicidn:

Si V es un campo a lo largo de s, s:U + M, definimos deri&é&éé

. Dv .
covariantes: o %%- del siguiente modo:

we
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%%(u,vo) es la derivada covariante a lo largo de la curva u ~ s(u Vol

[ R AN

de la restriccidn de V a esta curva.

Analogamente se define %%

Lema (de simetria):

AR
i

Si M es una variedad diferenciable con una conexidn simétrica, y

s:A + M es una superficie parametrizada entonces

D3, D (3s
°3V“(3u) T Bu (Bv)

Demostracidn:

Sea (V,f) una carta local alrededor de un punto de -s(U), con U

abierto deéRz. el LR Fwiia .

e R LRI T R

Podemos escribir fos(u,v) = (xl(U,V),---,Xn(u,V))~ R

R I SRR L N

Sl : , ax,-\ - - .
G5 iag. - h aﬁrlliﬂ‘bL =
By - Dy =

i

37, "au’. v & du T X, . )
B ot SARD R ::'k (5)? Tt Moo cwrunn A (B

pues . L z

] U
( ) 32x azx.

i
i —_— nue ue
Si, ahora,{calgulgmos: ' » usando q1 3 ui BU OV Yy g
B ; a . =

K. (3] 9%

ox. " - g
] 1 - N - :';li)_,.

v e -y 3 se obtiene la misma expresidn y-esto prueba -’
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DA AT R SRR r

Lema (de Gauss):
Seap€ M, vE M tal que;expﬁ"v estd définida. Sea w € M,

M T (M ). Entonces <
y M & T (4)

(%

im0t Ad expp)ﬁ ng(ﬁmqupgv-w) = SY’Wkg s

Demostracidn:

Sea w = w

T + WN donde w

¢ €8 paralelo a v.y wy normal a v.
Considerando la identificacidn N% Py Tv(ﬂp) y la definicidn

%

de exPP se tiene

Sl R ‘ - “

{(d expp)v v, (4 expp)v WT§ = (v,wT)

. Ahora, por la linealidad de d ex'pP basta probar la tesis

para w = Wige
Sin pérdida de gereralidad; podemos suponer due Wy # 0,
Nuevamente, usamos la identificacidn kg % TV(D%) y para v € N%,

sea v(s}i§§a~curva en ﬁb con v(0) = v, v'(0) = wyy |v(s)| = cons-
tante. |

Comoxigppv ?été definida, tgmbién lo estd exppu para u = t.v(s)
cEn 0<t¥1; el s<e,. -

Por lo tanto, podemos considerar la superficie parametrizada

BRI

F:A> M, A= {(t,s): 0<t<1, -e <s<¢e}

+

dada por f(t,s) = expg t.ov(s)

Queda como ejercicio mostrar que las curvas t > f(t,so) son

geodésicas,
Obsérvemos que T
of of _
e éﬁ}(sg? EEJ(l,O?_— (Fé expplV Wis (d expp)i.v)

s

¥ por una proposicidn anterior, =

a_ (of of, D of of,  ,0f D 2f,
dt 28s® ot dt 9s? 3t 9s® dt °t”
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=lof=

9F - ) . : y . .
Como —= es tangente a la geodé&sica, el segundo término del miembro

ot

derecho es cero.

Aplicando el lema de simetria al primer término queda

D _J 3, _ D 3 Bf,

(w0 3 " ‘T

D (of Of

s ot? Bt) =0

1
P4
Hemos obtenido que

d of of, _
Eﬁ?<1§;"§E) =0

y por lo tanto, (gf, gi) es independiente de t, es decir, constante

respecto de t.

Para determinar dicha constante tomamos

——-(t 0) = (4 exp, ) th y

1lim —E-(t 0) = lim (4 exp ) =0
t+0 >0

con lo que concluye la demostracidn.-

Supongamos que la expP es un difeomorfismo en un entorno V del

",

opigen de N%; el entorno U :épr V es llamado entorno normal de p.

B (p) sé 16 llama bola normal ‘s geoddsica -

i C
Si BE(O) vV, a expP BE(O)

y su frontera es llamada eésfera normal o geoddsica

/ .
N I -/1/7,\1,1-"

exp
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Las geodésicas en Be(p) que parten de P son 1lamadas geo~
désicas radiales.
Proposicidn:

Sea p € VM, U entorno normal de p y B € U, una bola normal
de centro p. Sea 7:[ 0,1] - B una geodésica con 7(0) = p. Si
c:[0,1] = M es una curva diferenciable por partes ligando 7(0)

y 7{1) entonces (7)) < &(c) y si vale la igualdad entonces

7li0,11% ¢lio,1

Demostracidn:

Supongamos, por el momento, que c(f 0,1]) C B. ﬁecordemoé
que BC Uy exp es un difeomorficmo sobre U. |
Sea t + v(t) una curva en ¥, con |v(t)| =1y sea
r:(0,1] > R una funcidn diferenciable por partes. Si t # 0, la

curva c(t) puede ser escrita univocamente, por
expp(r(t).v(t)) = f(r(t),t).

Podemos suponer que para ti € (0,11, c(t,) # p, de lo con
trario, sacamos el iIntervalo [O,tl).

Luego, salvo pars un niirero finito de puntos,

F = I e ) v = T (E(e),0) =

_of : ) BE
—-—a;.r(t)'iat.

Por el lema de (Russ,

Myo

(X .
dr ° 2t y

o2

dey2 _ i ef - 2
I-d:C-[ = I_T . r'\.‘t)l + lat

¢}




et oo st W SLE

K
; |
£ .

Ya que = = (4 expp) v(t) y 5
o of, _ _ |
G @ e, @ emuo) = |
B i X i

= (v(t), v(t)) =1 )
se tiene que S !
o,
l‘a; =1 y J
dc 2 o ]
Sl = e+ 1EP e o | |
o= dheil, : ; _ |
J | |dt >J ot () [t >J PU(£)dE = n(1)-r(e) |
e g oo g " EJ

y tomando limite para € + O queda
2(c) > 2(y). Ya que r(1) = 2(y) y r(e) » 0

Veremos que si 2(c) E“i(y),:debé'ééf |%§1 =l0"y‘p6f lo taﬁto,

r{t). v(t) es constante y r! (t)< 0.

Es de01r, obtenemos qLe c es una reparametrlzac1on monotona de 7,

FESRN

ambas c y 7 definidas sobre [0,1].

Si c(§0 1j) no esta contenldo en B con51deramos al prlmer punto

ty € (0,1) para el cual c(t ) pertenece a la frontera de B.

Sipes radlo de la bola geode54ca B queda

> > 2p > .
'e) “{o,t](°)>29 ),

Este es una propiedad logal, no global.
*'$i-consideramos un arco suficientemente grande de geodésica puede
dejar de ser mininizante

Por ejemplo 1as geode31cas de una esfera que parton de un punto P

p no son  minimizantes despues que pasan
Pl HTeal s .
/////i;ﬂ_\‘ \\\\ por el punto antlpoda de p.
I
/ . Y i .'; i "\" : ‘::; T . R . B
! - \\
< i i/%
. ! //
\\\ 5 7 /
. x /
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Teorema:

v Pl

£ 4 FRSR Y REE] o i

Para cada p € ¥ ex1ste uh entorno W de D y un nime¥ro raal

§> 0 tal que, para cada q £ W, expP es un difeomorfismo en -
.- . . ',_"'I R e

BG(O) c Md y expp(Bs(O)) D W, es decir, W es entorno normal de

cada uno de sus puntos.

Demostracidn:

Sea £ > 0, V un entorno éé-p vy
v = {(q,w) € TH; qEV we H, |w|<€}
Définimos:ia aplicacién F:v > ﬁxM dada po£ F(q,w) = (é, e;pqw).
ihservemos que si (U,f) es una carta local de p tal que v-C U,
entonces, v c TU.

Con31a°remos en F(p O) = (p p) € MxM el 31stema de coordenadas

(UxU, (L f)) -

I 1)
p.0 .

Ahora, la matriz de dF( ~ es pues (d epr)O es la iden

0" I
tidad. i
il

Aqi, F es un difeomorfismo local en un entorno de (p O) Esto
51gn1f1ca que existe un entorno v' C v de (p,O) en TM tal -que F .

aplica V' dlfeomorflcamente sobre un entorno W' de (p,p) en MXM
: L 8

Tomeindo V! C ¥V entorno de P, es8 posible elegir v' de la si-

guiente mnera:

v = (v g €V, vEH, |v]-< &

PORLS

“Eligihﬁdo un entorno W de p tal Qué'WkW C W' afirmamos que W
v 6asi obtenidos satisface el teorema, Veémoslo:

Si q ew y B (O) C hh entonces, como F es un dlfeomorflsmo
sobre v, se Llene,

ET(q}xBego)) D gxW y por definicién de T expp BG(O) Q V.
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-.Este teorema junto.con la:propiedad minimizante *d8+1d€ geodésicas
nos dice que dados dos puntos Qs qZAE’W;exiSfé“uﬂ§i&ﬁi&éﬁgéﬁaégiba mi
nimizante. ¥, de lengitud menor que a5'ligandofqiﬁyfﬁfi-ﬁfﬁhdléﬁ%%fno W

serd llamado entorno. totalmente-normal

Corolario:

81 une curva diferenciable por partes 7:[a,b] - M, con pardmetro
proporcicnal a la longitgd'de arco,ifiené lgngit@dimenor 6 igual que
la longitud de cualquier otra curva.diferenciable por partes ligando
r(a) con 7(b); entonces v es una geodésica.

En particular, 7 es regular (y'(t) # 0) para todo t €7a,b}.”

Demostracidn:

Sea t € [a,b]l y W un entorno-totalmente. normal d&y(¢): Existe

(1) C W o
7:I + W es entonces uha gurva "diferenciable por“parteéfliééﬁdé
dos puntos de una bela normal. Por hipdtesis-y por la-propiedad minimi
zante de las geodésicas, 2(Y) es igual a la longitud de una-éeodésica
Nuevamente, por la propiedad minimizante y ya que 7 estd parame-
trizada proporcicnalmente a la longitud de arco, se tiene que 7 es

una geodésica en I y por lo tanto en t.

Ejemplo:

Geodésicas del plang de Lobatchewski.

~

Sea G el semiplano superior, es decir,

G = {(;(gy) E R2/y> O} " : Y L SN

P . . _ 1 _
con la métrica riemanniand g,4 = €,5, = ~5 845 = Byq =

«




-132-

- . Veremos- quesvil.a,bl + G con a > 0, dade por 7v{C) = {0,t)

eSVun&;geodésicgijgcmemos cualquier cuzra c:la,pb] =+ G,

c(t) = .(x(t:),:ay,(t)_)t\_:cop c(a) = ( O,a)ﬁ,- c(b')__' = (.9,7]\.3). Entonces

b b
2(c) = J |82 et -= .f.-.s/(d—xf-‘znt.'

aw %
a a
s > J' in}il at >Jb dy - Jb o)
T AT at! e - £ .
. a a ¥ a

Queda como ejercicio verificar que las isometrias de G son las

aplicaciones

-

az+b ‘ . .
Z = %41 +bec =1
ca+td ¥s ada-be o~

LN,

P

y que transforman el eje Jy en samicirculos superiores o semirectas
de la forma x = Xqs ¥ >0,

Teniendo en cuenta que lac isometrias de unz varledad riema;
nniana Jllevan .geodésicas en geodésica;P te;emo;_qug las goodésicas

. . « B .
dé. G son dichos semicirculos y.semirectas.

yh

!
b L

| P - .- .

- P ~. »’x s .
7 SN e

i i N, \ . \ N

? vy y \

———— b Ty

En realidad, &éstas son tcdas las geodeicas pues para cada
p € Gy gada direccidn en:gp pasa un tal circulo con centrc sobre

el eje x., Las rectas son casos limites de esos circulos.

Ejercicios:.:: . S e

1. a) Sea M variedad diferenciable y sea ¥ € E%, Con la notacidn
al

del texto., mostrar que la aplicacitn expm:P% -~ 1f deda por
134 L

exp_ Y = 0,(1) es diferenciable.
m Y




-133-~

b)_Probar ‘gie"Ia éﬁiﬁbﬁéﬁénlexpé-&éfinidaﬁséﬁrefﬁhiabierto convenien-

temente elegido, es un difeomorfismo,

2. 8i u y v son coordenadas ortonorpales. con dominio A sobre una 2-varie

_dad (es decir, son ortonormales), mostrar que las curvas coor-

I
ou’ v

. )

denadas sonh geodésicas. e

.;'ls_.\‘ L o

3. Demostrar que los circulos mdximos de la.

esfera ‘son.sus geod@sicas.

+

S——

- ‘l,';

i

)]

- R SN )

Curvatura f
{

I

Anteriormente vimos que Gauss did una nocidn de curvatura para

las superficies regulares de R3, A partir ‘de esta idea, Rieﬁéﬁnagéneré_“

l
liza el concepto de curvatura a variedades difeféhciébiés"&‘Cﬁristbffel, ¢
|

afios mis tarde, calcula la curvatura en términbs. dé¢ una métrica riemannia

R L O T P
FRE O N B N N RS

na. . SO TS U S

Definicidn:

Una curvatura R de una variedad riemanniana M es una ley que asogia:

a cadarpar-¥;Y € X(I) una-aplicacin R(X,Y):X¢M > X(M) dada por

siendo V conexidn riemanniana de M.

-

X,Y,2 € X(m). T |

De este modo, podemos pensar Gue ‘la duféatdﬁg (o tensor de curvatura)

- . : TLET [ TR T — = . . : l

Observemos que si ¥ = R” entonces R(X,Y)Z = 0 para todo ‘
|

J

i

mide cuan euclideana es M.,
) " - ‘}
Desde otro punto de vista, si tomamos un sistema, de coordenadas

o

(xl,...,xn) alrededor de b € N, sabemos qﬁe {2;4;-%§if = brﬁ6§ylo tanto,
oX .« A
1 J
33 \d 3 B

R ) = - v

e wmoe, s T W T s @ 3%,
R T N o
] 1 A 3
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Es comln caracterizar la curvatura de la siguiente manera:
Proposicidn:

Una curvatura R de una variedad riemanniana M satisface las
siguientes propiedades: Para f,g € P(M),

a) R es bilineal en X(M)xX(}M), es decir

R(ER +%,,Y) = £ R(X,Y) + g R(X,,Y)

ROGEY 4yY,) = £ R(X,Y,) +'g R(X,YQ)
si X,X,,Y,,Y, € X(1,

b) Para todo par X,Y € X(M), el operador de curvatura R(XY) es

lineal en X(M), es decir,

R(X,Y)EZ = £ R(X,Y)Z

RCX,Y)(ZHW) = R(X,Y)Z + R(X, Y)W
con W E X(M

Demostracidn:

La verificacidn de a) depende de las propiedades de la conexidn
gue ya hemos visto por lo que se deja a cargo del lector.

Respecto de b), la segunda parte es obvia,

Veamos la propiedad del operador de curvatura aplicado al produc

to fZ.

Vg fZ VY{(Xf)Z + £ vz} =

Ll

v

(Y(X)Z + (X) vyZ + (YE) V2 + £ Vg V2.
Andlogamente obtenemos V}(VY £7 y podemos escribir

. fZ -
VY v v

¥ X VY £z =

= f(vY vxz - Yy Yy Z) + (YX - XE)7Z
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de donde,

R(X,Y)£fz =.f VY V. XZ .;-?":EJ;’QZ:X-:V'YZ'H-

) = £ R(X,Y)Z

+ (YKE—XYf)Z + (fx,ij)Z+f(v X,Y]

Podriamos agregar que el t-rmlno \ Z en la deflnlclon es

1 xY]

mecesario™ para la llnealldad dol operador.
Proposi¢idn: (Identidad de Bianchi)
R(X,Y)Z + R(Y,Z)X + R(Z,X)Y = 0

Demostracidn:

Como la conexidn es simétrica vale que—vé? - VYX 5'[}QY}. Asi

R(X,Y)Z + R(Y,ZIX + R(Z,X)Y =

e

Z +

A TR S SN Pk
+ Vx ZY V VXY + er X_! =

Vil X3+ VIY,H + V2,7

Txut T iz ¥ y,w®c

[V, %211 + [ %[2,71] +12,07,4] = 0

En lo sucesivo notéremds
(R(XL,VZ,T = (X,Y,Z,T)
Propcsicidn:

a) (%,Y,Z,T) + (Y,2,%T) + (3,XY,T) = 0

(Y, X%7Z,T)

b) (X,Y,z,T)

1

c) (%Y,2,T) = ~(X,Y,T,2) .

d) (%Y,Z2,T) = (Z,T,;%Y)

!
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a) B una aplicacidn directa de la identidad de Bianchis; .

'5) Se obtiene de aplicar la definicidn de curvdtuva

(LT 3G G U S L RS B
o) (R ETY = 1K V,T.2) 81 8810 si (X,Y,Z+T.Z%T) = 0

Por 1o tanto, €s equivalente probar que

(X,Y,2,2) .= 0.

(X,Y,2,2) = <\7Y VE =V VW Z+V A

[ x,¥]

Segfin el corolario de una proposicidn anterior (pig. 117) se

S Y .
Tigne: >
(W 92,20 = W7,2,2) - (V2 V2,

1+ - ooy
(V[X Y}Z,z> =5 [ X,Y€Z.,2)

v
K2,2) = AVZ,Z) . _
Luego,
(XY.2,2) = WY Z,%) - KV,2,2) +
1y o
t KV B,E)
= -2— .\.(’,‘:(Z,Z)) - ‘é— X(Y(Z,A)) +
A _
+ fof[ XLYZ,2) =0
4) U=zando a) escribimos :
(%Y,2,T) + (Y,Z2,%7T) + (Z,%Y,T) 5 0
(¥,2,7,% + (Z,T,Y,% + (T,Y,2,% = 0
(Z,7,%,¥) + (T,%,2,7) + (X%%,T,Y) =/0, .

(T,%7,%2) + (XY,T,2) + (Y,T,Z,X)

1t
QD
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- -
i.

Sumando y apliééﬁd%?ﬁjfj'cj queda L=
2(Z,%,Y,T) + 2(T,Y,2,%) = 07

o sea e

(Z:»X:Y,T) + (Y,T,Z, X) = ..

Vedmos, ahcra, estos resultados en términos de un sistéma de coordena

das (U,f)_g;pededor de un punto p de M Como anteriormente, notaremos

X, = S,

i o%.
i
Podemos escribir

X, X = .
11(.2.L,}!])>’,k ,%Rllk X
y asi, Rijk son las componentes de la curvatura R en (U,f);
si Xx= ) ub XK, Y =] vl x.,z=2wk$<k
A o= jo. i

oLl

o

ia

por 1linealidad se obtiene

LR AR xe

i,3,k,2

K NN L o N S I R BT R T I S R . . .
Ya que la curvatura se define-en’ funcidn deﬁlafconexaéniriemannlana
es interesante obtener su expresifdn en términdside los coeficientes de la

conexidn.

R R v

De donde, CEETReL S

| TS




Si tomamos

!
Fal
~i
e
4=
At
e
f,
S
|

(ROX XKL ) =

#
o~
Pl

1

v Sa et 2

las identidades de la proposicidn anterior pueden’ éscribinse

+

Risks * Rykis * Brijs = O .

Risks = Ryiks

Rijks ™ "Rijsk

i

Risks = Risiy | o

]

Para 1o que sigue conviene indicar que nctaremos por [x A-y]

la expresidn

Nxl? 912 = Cxay 2
.aué'repreéenta el érea;dgl,pgrg%glog?gmq dei@i@enSién 2 determina
‘ab'ﬁdriiaé:vectores-xby, - T
Proposicidn:
Seag C gp un sube;pagio bidimen§ional del.ggpapip tangente

k% y sean X,y dos vectorss lincalmente independientes. Entonces,
. X, X
- ’x&y' I

no depende de la eleccidn de los vectores x,y €0 .

Demostracidn:

Observemos que podemos pasar de la base {x,y} a cualquier
otra {x',y'} por accidn de las siguientes transformaciones elemen

tales:




s 2 s Pl A VLR A S
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{x,y} + {y,x}, {x,y} + {Ax,y}, {x,y} » {xAy,y}
Ahora, s8lo basta ;erlFlca; que K(A,y)vas 1nvar1anté por estas
transformaciones, lo.qué ss déjé 5‘éérgo'dél'lécfor.
Definicidn:
Sea p € My o un subsspacic bi-dinénsicnal de’ﬁpf'Sé’llama curvaﬁugé

seccional de g en p al nimero recl K(x,y) = Klg), donde {x,y¥iesiuna base

-

de 0 en p.

Lema:

Sea V un espacio vectorizl de dimensidn > 2, junto con un producto

interno { ,) . Sean

A P

RiVxVxV + V v RY:VaVxT » ¥

aplicaciones trl—llleales que s’ 1sfaceb las condiciones a) b) c) ya)

de la pr0D031c1on dv paglpa 135 yara
(R(x,y)z,0) = (x,y,8,t}
{R'"(%,7)z,t = (x,y,2,t)°

; . ' : e I - R
Si x, y son dos vectores linealmente 1ndepend1entes, escribimos

K(o) = EYo X’J) , K'(0) = ———————(X’y’ ’32’)
,yAV ’ |¥AY|

donde 0 es el subecdacic hi-dimensional generado por x,y. Si para todo

¢ CV, K(o) = XK' ¢) entonces R = R',

Demostracidn:

Basta probar que, en las condicignes del lema, (X,y,z,t) = (x,y,2,t)!

para todo x,y,z,t. € V.

Por hipdtesis, tenemos que (x,y,%x,¥) = (x,y,%x,y)' entonces

(%42 ,7.,572,Y) = (¥t5,¥,8+2,¥)°
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de donde,

(X,Y,X,Y) T2 (Xay:Z:Y> = (ZsYnZQY) =

I R

= (x,&,x,y?; + 2 (X,v4zZ,y)" + {i;y;i,y)’
por lo tanto,

(2,5,2,y) = {x,y,2,y)"
para todo x,y,z € V.

A partir de lo probado. tensmos que

(2,y+t,2,v+t) = (x,y+t,z,y+t)?

donde
(XSYSZQt) + (Kbtﬂz9y) = (29y955y)1 + <xﬁtﬁzbj)'

Podemos reescribirlo como:

(X’Yazat) - (X:Y9Zrt)1 = (ygvﬁxbt)._:(YGzﬁXDt),

lo gue nos dice que la expresiln

es invariante por permutaciones ciclicas de los tres primeros ele

mentos, y como consecuencia de la identidad’ de Bianchi, queda

(x,y,z,t);— (xpy,th)’—Z 0.

yo

Hemos obtenido que conociendo K¢}, parea todo ¢, cued

-

)]

terminada la curvatura R.

Proposicidn:

Sea M una variedad riemanniana, de dimensidn n, pe N, y

)

£ h hem, - T oo
Lel,...jen} una base Jle Ip' Lias-mos R, IETRE

9k = (R(ei,ej)e
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vz . < -1
AN o - L
e < ST

- L - A =

"EBrtonces R(pig)i2 K, paraitodo:g C:h%;si,y;§§lpzsirﬁ

Rigug = Kolopc &g 8ip8p ) donde ;0.5 9

Es decir, K(p,) = K para todo o C H% siy sblo si
= R.. = i i <, J .
Rijij KO y Ri5ka 0 si 1#%k,J# 2%

Demostracidn: R
N LD . o e

Sean X = Z x; €., Y = Z y; e; vectores linealmente independientes

de @b, Entonces

X av]? = % [¥]? - (1) =

it - D .

= ) (s, Ss 8: )K. V. X ¥
. ik k %k A
1g:k32 ]2 1L - - ig‘ A T

Suponga que K(p,0) = Ky para_todo4ng;}g. Definimos la relacitn

TSR MM XM (e M wn por .
P P P % o
(R'(X,Y)Z,e, y = 1< 2 (akw ]c <8 f‘f‘6j.i<)xi."yj‘-'z:k;‘
i,7, k , i _
donde Z = z 2y k Es 1nmed1ato verlflcaﬁ que Ry R' satlsfacen las hlpo
tesis del lema anterior. Por lo tanto ? R', es dec1r5 S
Riskn = Kol %k 850 = Sip S3p)

Reciprocamente, como K(pg ) es invariante por las transformaciones

definidas sobre la base en la proposicidn anterior, basta tomar
Kipg) = (ei,ej,ei,gj) i,j=1,...,n

y sigue de manera cbvia.

Algunas combinaciones de las curvaturas seccionales aparecen con

frecuencia, Son ellas la curvatura de Ricei y la curvatura media (8 esca

lar). VeZmoslas




[ 1o

Sea x = z un vector unitario de MP y iz, g _1'} una base

ortonormal del hiperpiéno%""de MP ‘ortogonal el ®.' Con esta ‘notacién.

’ + n-1
Ric(x) = == ¥ <R(x,z )x,z b
i=1

1

K(p) = Z 1c(z ) = AT i);j (R(Z‘J.;,zj)z'i"’,z':.,

9!9

Ejercicios:

ila

.1, a) El operador R(X,Y):X(M) » X(M); para X,Y € X(M, dado por -

Tl

R(X,Y)Z = ¥, V.2 = V, VyZ + Y g gy

es lineal

b) Fijando Z, el operador R definido en la parte a) es bilineal

en X(M) x X(¥).
2.°8i ¥= R® entohces R(X,Y)Z = 07 7. & = o
3. Sea Gun grupo de Lie con una métrica (, ) bi-invaridgnte, Sean

X,Y,Z E =, C) campos unrtarlos . 1nvarlantes a 1zqu1erda en G,

Probar que R(X Y)Z T [[ %3 ,7]

Sugerencia: I’uestre que VXY = é—{ ] . A continuacidn, muestre

N

que ¢ X,¥1,2) = (X[Y,7] ),
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