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PREFACIO

El fasciculo 5 de los Cursos de Matematica del IAM reproducia un curso que
dicté en la Facultad de Ciencias Exactas de Buenos Aires como un complemento al
curso regular de Analisis Funcional. Como en aquel curso no llegué a cubrir algunos
aspectos importantes del tema, di mas tarde unas clases complementarias, cuyas
notas fueron redactadas por Vivian Cahn y Verénica Dimant y se reproducen aqui.

El presente articulo es practicamente autocontenido y da una rapida idea de los
espacios reproductivos, las factorizaciones de Naimark y Stinespring, los teoremas de
Nehari y Adamjan-Arov-Krein sobre formas de Hankel, el teorema de Helson-Szegd y
el teorema del conmutante de Sarason y Nagy-Foias.

Mucho agradezco al Dr. Gustavo Corach haberme invitado a dar el curso y
publicar las notas, y a las Licenciadas V. Cahn y V. Dimant la colaboracién prestada.

Mischa Cotlar
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Algunas notaciones y preliminares

En lo que sigue D designara el disco {z €C: |7 < 1}, T~[0,27) su frontera, dt la
medida de Lebesgue, I = 1°(T,dt), 1<p <.

Si E y F son espacios normados, L(E,F) designara el espacio de los operadores
lineales acotados de E en F, donde L(E,E) se notaré L(E) y se dira que A €L(E,F) es

una contraccion si [A < 1. Por subespacio se entederd subespacio vectorial cerrado.
Se supone conocida la definicion de algebra C*; si A es una tal digebray f € A, se

escribe £ 20 si f=g"g, geA. En particular, si C(T) es el dlgebra de funciones
continuas en T y f e C(T), entonces £>0 si y solo si f =g, ge C(T), lo que
equivale a f(z) >0, Vz €T. En este algebra vale el lema de Fejer-Riesz: si f € C(T)

es un polinomio trigonomeétrico, f(z) = Znn c.z“, z €T, entonces f >0 implica f = gg,

donde g(z) =Z:dkz“ es un polinomio analitico. En efecto, como para ze T, es f
analitica en z y f(z) € R, del principio de simetria se sigue que f(z") = f(_z)_ vz eC,

donde z" = ) y resulta que el conjunto de los ceros de f se compone de n pares

simétricos (zk,z;),kzl,...,n; luego basta poner g(z)=CHf(z—zk). con C
adecuado.

Si E y F son espacios de Hilbert (que siempre se supondran separables) y
B:E xF—>C es una forma sesquilineal tal que [B(f,g)| < M|f||(lg]. entonces se dice
que B es acotada y que |[B|<M. En este caso, existe un operador A eL(E,F),

llamado asociado de B, tal que B(f,g)=(Af,g) y |[B|=|A|. Si E es un espacio
vectorial y B:ExE—-»C es una forma sesquilineal tal que B>0 (es decir,
B(f,f) 20, Vf €E), entonces para todo sistema {,,...,f €E, c,,...,c; €Ces

B(f,,f))c T, = B(Z cifi,chfjJ >0.
i,j=1 i j

Esto motiva la definicién de nucleo definido positivo que se da mas abajo.






. ESPACIOS REPRODUCTIVOS -
~ CONSTRUCCION DE GELFAND-NAIMARK-SEGAL

Sl V1 y V son dos (C espacnos vectorlales se dice que B: V xV,—> Ces una
forma sesquilineal'si - '

f . x=1
R T

B(Zc, I,Zd,g,) ZC,dJB( g;) Vi eV,g €V,, Ve, d;e C.

Si {e, },x €s una base algebraica de V, y {e, },., es una base algebraica de-

V,. entonces toda f €V, es de la forma f = ZLI c;e, ytodag e V, es de la forma

g= ZL d jeijv, Luego, B(f,g) = zij <:i3jB(e,‘i ,€y j). de modo que B queda
determinada por la funcion K:X x Y —C dada por K(x,y) = B(e,.¢,).

Re¢iproc§imentq, dados dos conjuntos X e Y cualesquiera definimos V, como el
conjunto de todas las funciones f : X - C a soporte finito y V, como el de las
funciones g : Y — C a soporte finito. Para cada z € X, u € Y, definimos '

&,x=[} 45, vxeX  4,y=[} 12, vyer.

Entonces, {J,},., es base algebraicade V, y {J,},., es base algebraica de V,.

zeX ueY

Luego, hay una correspondencia biunivoca entre funciones K: XxY —» C y

formas sesquilineales B:V, xV, = (C, donde V, y V, son los espacios vectoriales
asociados a X e Y respectivamente.

Si V, =V, =V, se dice que |la forma sesduilineal B: VxV — C es no negativa
B=20)siB(f,f)20,Vfe V. Si{el},.esunabasede VyK XxX—> Cesla

funcién asociada a B, se dice que K es un pucleo definido positivo si la forma B es no
negativa, lo.que equivale a




Y cc, K(x;,%,) = B(Zc,ex,Zc )20 Vx,..x,€X, Vc,.,c, €C.
i

En general, si X es un conjunto no vacio cualquiera, el nucleo K: XxX— C es

definido positivo si > ¢,T, K(x;,x,)20 Vx,,..,x, €X,Vc,....c, € C. (1)
ij

Si K es definido positivo, la forma B en el espacio V asociado es practicamente
un producto escalar, B(f,g) = (£.8), , salvo que {f,f), =0 no implica f= 0, pero vale la

Desigualdad de Schwartz  |B(f,g)| < B(f,f)"*B(g,g)"*.

Sean V, = {h €V: B(h,h) = (h,h)_= O} yIT V> %o la proyeccion al cociente.

Definiendo (IIf,IIg) = B(f,g) resulta %, un espacio pre-Hilbert y su completado H,
es de Hilbert. f

Esta construccion tiene la desventaja de que, mientras las feV eran funciones-
en X, IIf son clases de funciones y no esta claro que los elementos de H, puedan
realizarse como funciones en X.

Veamos entonces, una construccion equivalente que permita asociar a K uf
espacio de funciones H, (Hilbert). Si K:XxX— C es definido positivo, para cada yeX

sea K,:X—C dada por K, (x)=K(x,y) VxeX. Llamemos V, al espacio vectorial

generado por {K, },.x con producto escalar:

<ch Y:’Zd5K23> ZC K(zpy:

Es claro que (,) es sesquilineal no negativo, Para ver que f= chKyj eV, con
i
(f f) 0 implica f = 0, usaremos que V, tiene la siguiente propiedad reproductiva:

'f(y) < > vf eVK,'V'y eX. )

Entonces, si (f f) 0 por la Desugualdad de Schwartz (ny)=0 Vy €X,

luego, por (2), fly) =0 Vy. Més aun, de (2) se deduce que si {f,]  es una sucesioén



de Cauchy en V, {f“ (y)}m es una sucesion de Cauchy en C, vy € X. Luego, f_(y)

converge a un limite f{(y). De esto resulta que el completado de V, es un espacio de
Hilbert H, cuyos elementos son funciones en X y sigue valiendo la propiedad (2).

Un espacio de Hilbert H es reproductivo con base X si sus elementos son
funciones £:X—C y si existe K:XxX—C con las siguientes propiedades: '

1. ‘v’yeXK X—><CperteneceaH
2. VfeH,VyeX vale f(y)= < >

- Eneste caso, K se llama nucleo reprpduc“tivo.’
Una definicién equivalente es: H es un espacio de Hilbert reproductivo con base
X si sus elementos son funciones en X y |f, |0 implica f,(y)—0, VyeX. En efecto,
de esta definicion resulta que, para cada y, b :H-—>C dada por b, (f)=1(y) es una
funcional lineal y cohtinua; luego, 3 K, eH/ by(f)=f(y)='<f,’Ky>. De aqui, existe
K:XxX->C definido positivo que verifica la equivalencia. ‘ |

Hemos probado que existe una correspondencia biunivoca entre nlcleos
K:XxX-—>C definido posmvos y espacios de Hilbert H reproductivos sobre X.

Enlo antenor dado un nucleo K deflnldo positivo construiamos de dos formas
diferentes sendos espacios vectoriales V y Vx. Veamos que existe una "isometria"

entre ambos. Si f= Zcé eV le asoc1amos f'—ZcK e Vi y esta aphcacwn

preserva la "norma" (recordar que V es seml-normado) Pero mientras feV tiene
soporte finito, f'e V, puede no tenerlo. En algunos casos resulta cémodo usar el

espacio V semi-normado. y en otros el pre-Hilbert V, cuyos elementos son funciones
menos simples.

Observacién: Como se menciond en la pagina 5, si B: V x V —C es una forma
sesquilineal y B > 0, entonces B es un nucleo definido positivo. En este caso, f €V

puede identificarse con B, e H; donde B(f,g) = (Bg,Bf> y Vc H;.



Ejemplo: Si X=Z, los elementos de V son sucesiones finitas {c,} , que

pueden identificarse con los polinomios trigonométricos f(t)=ZnN=_Ncne‘“‘ que son
funciones muy sencillas. De modo que todo nucleo definido positivo K:ZxZ->C se

correspohde con un producto semi-escalar B(f,g)=(f,g)=20ia_jK(ni,mj) en el
i

espacio P ~ V de los polinomios trigonomeétricos. En cambio, el espacio V. tiene como
elementos a funciones f'(t)=chKn(t) que no pueden pensarse como polinomios

(ya que los K :Z— C no tienen necesariamente soporte finito). Sin embargo, es un
pre-Hilbert cuyo completado es un espacio reproductivo.

En. este ejemplo, {K,} , pensado desde el punto de vista de problemas

estocasticos, puede considerarse como un proceso de Hilbert en H,, o sea, como una

funcion que asocia atodon €Z un elemento K, e H, que verifica K(m,n) =(K_,K,,)
(covarianza del proceso).

En el caso de X general, los xeX pueden considerarse como tiempos no
discretos y x - K, como un proceso de Hilbert cuya covarianza es el nucleo K.

Anteriormente, vimos un criterio sencillo para saber si un espacio de Hilbert H
cuyos elementos son funciones f: X — C, es reproductivo:

H es reproductivo siy solosi |f,|-0 implica £, (y)—0, VyeX

También hay.una férmula sencilla para encontrar al ntcleo K de un espacio

reproductivo H sobre X: si {en =¢_(x)} es una base ortonormal de H, entonces

K(x,y)zZen(x)en(y). (que converge para cada x, y). En efecto, para cada y,

K,()= K( - ,y) eH, entonces K, ='Z(Ky,e,,>en, luego K, (x)= Z(Ky’énkn(x)

(pues la convergencia en H implica la convergencia puntual). Ademas,

(Ky ,eu> = (e,,,Ky> =¢,(y), de donde resulta el enunciado.
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Ejemplo 1: Espacio H¥(D) )
Sea D={ zeC: |7 <1} el disco. Si :D—>C es analitica, fz)=3" az",

n=0 ¢
1
2312
a[) .

n

w0

definimos ||f|| = (Z

n=0

Sea H?(D) ={f:D —C, analiticas tal que |f|<o}. HD) es un espacio de
Hilbert con producto escalar (f,g)= Y a b, si f=Y 22"y g= > b,z".

Para todo z =re" €D, 0<r<1, resulta

[f(2)|=

* .
Z anrnemt
n=0

n=0

) [Z - ) (Z f) = leto).

Luego, |f,|—0 = [f(2)| >0, VzeD. Por lo tanto, H(D) es reproductivo.

Como (z“) es una base de H(D), se tiene que su nucieo es

K(z,u) = Z: z'u" = —L: llamado nicieo de Szegd. )
u

Ejemplo 2: Espacio A®
Sea D={ zeC: |4 <1}y A’ = {f:D>C, analtticas. tal que [f| <x}, donde

1
2

£l = U(f (z)lzdzJ . A? es un espacio de Hilbert con producte escalar (f,g) = J'fg dz.
0 D

Se comprueba facilmente que:

. {en(z) = 1filil-z“} es una base ortonormal de A*
T

-f(z):f:anz“ = a, = nTH(f,en>
0

11



n+1

Luego, A? es el espacio de las funciones f = Za z" tales que Z‘ T <
5 n+

A’ es reproductivo pues [f]|<e = [a, _Jn;;] lf(z)lsia 1:;—llzln < ec(z).
. 0

—, llamado nucleo de Bergman. En

Su nucleo es K(z,u)= )
T(l-2zu

- (n+l) o
Z——n z"u

particular, f(z) = Hf(u)

Ejemplo 3: Espacio F, de Fock

Sea F, el espacio de las funciones enteras F, es decir analiticas en todo el plano
2 2 2,2
C, con norma [|F|’ = “F(z)l e dz = ”IF(x+iy)lze"”(" *¥) dxdy < 0 y con producto

escalar (FG) = J‘F(z)G(z)e“"‘zlz dz. Se comprueba que:

. {en(z) = ]/Tz“} es base ortonormal
n!

. F(z) = ia;z“ = a, = {F,en)\g
0

« [B(2)| < ™ |B|
. . > 7rﬂ ——\n ZW
Luego, F, es reproductivo y su nucleo es K(z,w) = Z"T(ZW) =¢"°, de modo
o 1!

que F(z) = _[ F(w)e""'we"’tlwll dw.

12



Los espacios reproductivos de estos ejemplos tienen importantes aplicaciones
en la teoria de funciones analiticas. ( Ver [F])

Construccion de Gelfand-Naimark-Segal

Consideremos el caso particular en que X es un grupo abeliano con unidad e.
K:XxX-—»>C se dice de Toeplitz si K(xy) = k(xy) con kX—>C, o sea
K(x+z,y+z)=K(x,y) Vx,y,z€X. SiK es Toeplitz y definido positivo, entonces, en
el espacio V, se puede definir para cada zeX el operador isomeétrico U, dado por
UK, =K, ,. Por lo tanto, se extiende a un operador unitario U,:H, — H,. Resulta

ademas que z— U, es una representacién unitaria del grupo X, es decir
U,,,=UU, U,=1, U,=U,. Mas ain, K, es un elemento ciclico de esta
representacion, o sea, los elementos U_ K, generan H, .

Asi pues, todo nucleo K de Toeplitz definido positivo origina una representacion
unitaria- "+ ciclica (H,U,,K) del grupo X tal  que

K_(x,y) = (U,yK.c«.,U_xKe>_.= (Ux_ch,Ke>. ‘Reciprocamente, si (H,U,,£,) es una
representacion unitaria de X en un espacio de Hilbert H con elemento ciclico €, el

nucleo K:Xx X —>C dado por K(x,y):(Ux_y&O,g(,) resulta definido positivo y de
Toeplitz.

Finalmente, obtuvimos la siguiente
Construccion de Gelfand-Naimark-Segal

Existe una correspondencia (Unica salvo isomorfismos  unitarios)

K(——)(H,UZ,F,O) entre nucleos definido positivos de Toeplitz y representaciones
unitarias ciclicas. S

Desde el punto de vista de procesos, un nucleo K definido positivo es de
Toeplitz si y sélo si el proceso de Hilbert z—» K, es estacionario, es decir, si existe un

13



grﬁpo de operadores unitarios {Uz}, ~ tales que K, =U_K_, o que la covarianza s6lo

z e!

dependadey-x: <Kx,Ky> = (K Ky+z>.

X+z?

Observacion: Como e’“""’)zzm LK(x,0)", si K es de Toeplitz definido

n=0 ol

positivo, e* también lo es. Por lo tanto, e* genera una representacion - ciclica

(H,Uz,};o) con eK("’y’=<Ux_y§0,§o>. Existe ademas una relacion entre las

representaciones ciclicas de K y de e, vinculada a la teoria de espacios de Fock. (Ver

[G)

Nuacleos de operadores

Los resultados precedentes se extienden al caso en que K: XxX — L(N), con N
Hilbert. En este caso, se asocia a K una forma sesquilineal B como sigue. Se
considera el espacio V(N) de todas las funciones f: X—N a soporte finito, y para todo

par zeX, &eN se define la funcién §,,: X — N por

E six=z

Sg(x)={o si x££z

De este modo, {Sg: zeX,§ eN} generan V(N), o sea, toda f € V(N) es de la

formaf=258,. .Sig=>5,, esotroelementode V(N), se define

B(f,8) = (f.8)= Y (K(y;,2)&; , ;) (3)

i,j N
Observehos que aqui en vez Ae sumas Zc@,ﬂ,. con ¢; € <C téﬁemos sumas
D.&.8,,c0n§ eN,yenvezde > K(y;,z)e;d; tenemos Z(K(yj,zi)ii ,nj>N.
Luego, K se dice ‘definido._positivo siB>0, es decir si B(ff) 20 Vfo sga:s_i

Y (K(z;.2)E, , &) 20 Vaz,...z, €X, V¢, E, €N

i,j

14



También aqui puede ocurrir que B(ff) = 0 para f = 0, 0 sea B es un producto

semi-escalar. Para obtener un espacio de Hilbert H, se pasa a cociente V™4, Y
luego se completa, pero no esta claro que los elementos de H sean funciones en X.

Veamos entonces el segundo procedimiento: a toda Zﬁz@i € V(N) se le hace

corresponder la suma Y K, £:X-—>N donde (ZKzi&i)(x)=ZKzi (x¥, eN.
Definimos pues, el espacio vectorial V(N); cuyos elementos son las funciones
2. KE.Sif=YK,E vg=2 K, n;, (f,8), =B(f.g) estad dado por la formula
(3). Resulta |a siguiente propiedad reproductiva: si fe V(N)g, £ e N,y e X entonces

<f(Y)’§>N = <f’KY&>v<N)K

De esto se sigue que (f, g)v(N) es un producto escalar en V(N), y al

complétarlo’se obtiene un espacio de Hilbert H, de funciones en X avalores en N que
verifican la formula anterior. -

Esto conduce a la siguiente definicion: dado un conjunto X y un espacio de
Hilbert N se dice que un espacio de Hilbert H es N-reproductivo con base X si los
elementos de H son funciones f: X—N y si existe un ntcleo K:XxX —» L(N) tal que:

1. Vye X, V§e N, lafuncion x — K (x)§ = K(x,y)§ es un elemento de H (que se
notara K £) -

2. VfeH, VEe N, se verifica la propiedad reproductiva (f(y),£), = <f ) Ky&>H

Oftra_definicion equivalente es: los elementos de H son funciones £ X—>N y
L0 = IE. X =0, VxeX.

Veamos la equivalencia entre las definiciones. Supongamos que vale la primera
definicion. Para cada feH y xeX, definimos la funcional ¢, N—C como

£,(8)=(&,£(x)),. Entonces Iéxf(&)|=|<E,,f(x))N|=((KX§,f)H <

conjunto {£,.: |f] < 1} esta puntuaimente acotado, de donde, por Banach-Steinhauss,

K. E|l. Luego, el

existe ¢, >0 tal que ¢ [<c,, V|f]<1. Como [¢.|=[f(x)|, resuita
e
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que vale la definicion 2. Para cada x €X, § eN, definimos la funcional b,.H —C

como b,-‘g(f)=(f(x),§)N. b, es continua pues de :a definicion 2 se deduce que -
b, (O] <[] < <
be()=(f,K,E). Para cada x,yeX, sea K(x,y)N—>N dada por
K(x,y)¢ =K, E(x). Queremos ver que K(x,y).€ L(N):

=c2(K &K £} =c2(K E(y),E) < ¢

Ana’loga:melnte, ”Kﬁ(&)"z < C;”Ky&(””"&”' de donde “Kyg(y').”'s cz e ;Reemplazando

lo tanto, existe K. eH, tal quem

(*)

[Keygel =[K,gof <<

en (), resulta ||K(x,y)E_,||2 <clcl ||2§,||2 Luego K(x,y)eL(N) vy ademas,
K:X x X — L(N) es definido positivo. Con lo cual queda probada la equivalencia.

Luego, todo ntcleo definido positivo K:X x X — L(N) origina un espacio de
Hilbert H N-reprodhctivo con base X, y viceversa. Obsérvese que ahora los K, no

son elementos de Hy=H (K,: X — L(N)). Pero K £e H, luego podemos pensar a K,

como un operador, K : N— H.

Una funcién que asigna a cada y € X un operador K,: N—> H se llama un
proceso de Kolmogorov. Observemos que de la propiedad reproductiva resulta

(K(x,y)8,m), =(K,8.Km) =(KKE,m)

de donde K(x,y) = K;Ky, llamada factorizaciéon de Kolmogorov, pues representa a la
funcién K(x,y) de dos variables mediante el producto de funciones de una variable.

En el fondo, lo que hicimos en esta construcion fue asociarle al nticleo
K XxX— _L(N) un nucleo escalar K;:YxY—C, con Y = XxN dado por

K,(tx,&),(y,n)) = <K(x, y)n, &), ¥ aplicamos la teoria conocida a K, .

Sea ahora, X un grupo abellano con unidad ey K: XxX — L(N) un nucleo
definido positivo de Toeplitz (K(x,y) = k(x-y) € L(N)) y H =H el espacio de Hilbert~
asociado a K. Como antes asociamos a cada z € X un operador unitario U,;:H > H

dado por U, (K £)=K . Sea Lc H .el subespacio formado por los elementos
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K., £eN.L es un subespacio ciclico, o sea, {U,(K£): zeX,£ eN}={U,L: zeX}
genera H.

Ahora tenemos un espacio de Hilbert H, una representacién unitaria z+—» U, del
grupo X en H, con un conjunto ciclico L = {K £: & eN}. Se verifica V&, n eN,
(K(x,y)E,m), =(U,(KE), U, (Kn), =(U, KEKmn) =(KU, KE,n)
de donde K(x,y)=K;U, K,.

Llamando I' =K_N— L, la formula anterior se escribe K(x,y)=I"U,,I" lo

que se denomina factorizacion de Naimark. Si ademas K(e,e) = I, entonces I' = K,
es isométrico, de modo que N puede identificarse con el subespacio KN=LcH,y

en este caso tenemos que Nc H, I'es la inyeccion de N en Hy I'" =P, es la
proyeccion ortogonal de H sobre N. Por otra parte, toda funcién s X — L(IN) tiene un

nucleo de Toeplitz asociado K definido por K(x,y)=s(x—y) y s se dice definida
positiva si lo es el nicleo K. Queda asi probado el

Teorema de dilatacion de Naimark
(Construccién de Gelfand-Naimark-Segal generalizada)

Si X es un grupo y s: X — L(N) es una funcion definida positiva con s(e) = I,
entonces existen un espacio de Hilbert H o N y una representacion unitaria x = U, de

X en H tal que s(x) =P, U,

y (compresién de U, a N).

Un caso especial e importante es cuando X=Z y s(n)=A", n20;

s(n) = (A'“)*, n <0, donde A eL(N) es una contraccion. En este caso s es definida
positiva y la dilatacion de Naimark se reduce al teorema de dilatacion de Nagy (ver

[CD).

Por otra parte, Stinespring probé un teorema de factorizacion para funciones s
de un algebra C* A en L(N), lo que condujo a importantes aplicaciones en algebras

C* que se explican mas adelante. Para estudiar problemas de la Mecanica Cuantica
Probabilista, Holevo dio una unificacion de las factorizaciones de Nagy y Stinespring,

para lo cual introdujo nticleos del tipo @:XxX—L(A,L(N)) que pasamos a definir.
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Il. FACTORIZACION DE STINESPRING - ARVESON - HOLEVO

Sean X un conjunto, N un espacio de Hilbert y A < L(N) un algebra C*.
Definamos L(A,L(N)) = {F: A—L(N) / F es lineal y acotado} y ®:XxX—L(A,LMN)) un
nucleo que asocia a todo par x, y € X el operador ®(x, y) € L(AL(N)). Se dice que ®
es definido positivo si

Z<¢(xjsxi')(A?Ai)&ifaj)N'ZO - : (5)

ij

para todo {xl,..,“xn} eX, {€,..8.1eN, {A,,.,A, }ea

Teorema de factorizaciéon de Stinespring-Arveson-Holevo

Si ®: XxX—L(:A,L(N)) es definido positivo, existen un espacio de Hilbert H, un .
proceso de Kolmogorov x1— K, (donde K,:N—H, Vx €X) y una representacion
p. A—-L(H) del dlgebra A por operadores ?”H talesque Vx,yeX, Ae A

O(x,y)A =K p(A)K,

Demostracion: Sean Y = Xx Ay K: YxY—L(N) el nicleo dado por:
K((x,A),(y,B)) = @(x,y)(A'B) e L(N), V (x,A), (y,B) Y

Como @ es definido positivo, resulta K definido positivo. Luego, por la

factorizacion de  Kolmogorov es  K((x,A),(v,B)) =K, K

wpy  donde

K(X,A)=K( . ,(x,A)) es la funcion que asigna a cada £eN la funcién

K( . ,(x,A))E,: Y — N. Entonces, si definimos el espacio de Hilbert H como el
generado por las combinaciones lineales finitas f=ZK( (v, ADE;, resulta

K(x,é\):N——>H.

Sea p: A —L(H) definido por
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p(C)(Z_K( (A0 ]ZK( (¥, CA)JE;,  VCeA

Se comprueba que p es una representacion del algebra A en L(H), usando la
definicion de K y que el producto escalar en H es:

<zK( @A) TK( ,(xij))m> =X (6B, (oA ),
A Vearﬁos. éolamente que p(C) eL(H), VCe A. Si CeA, sea M/ M ZHC"

»*

Entonces, 3D € Atalquel- c S
M

=D"D. Luego,

2

”p(C)[ZK( : a(YUAi))giJ < M?

PRIERINY)3

pues:

2

ZK (71, CA,; ))gx

= Z‘(Q(Yjs'Yi)(A; (1-‘#C‘C)Ai)gi > §,>

b

o

M2

-

s

= Z(@(y,.,yi)((DA,o*(DAi e &) >0,

Lj

= }ZK( ’ ,(yi,DAei))&i

Por lo tanto, [p(C)| <M, VM 2 |C|, de donde ||p(C)| <|C]

Observemos que p(A)K(x n - Ky, PUes o :
PAK = p(A)K( (x,I))&=K( L(ANE=K,uE  VEEN

Por Io tanto | .
O(x,y)A = O(x,y)I'A) =K((x,1),(5,A)) = KK gy = Kinp(A)K -

Llamando K, =K, resulta la tesis. ' m

Si X es un grupo abeliano, el nucleo ®: XxX—L(A,L(N)) se dice de Tbégli'{z si
O(x,y)=P(x+z,y+z) Vx,y,zeX.
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Teorema de factorizacion de Stinespring-Holevo para ntcleos de Toeplitz

Si X es un grupo abelian"c;"y o: XxX—»I;(ﬂ,L(N)) es definido positivo y de
Toeplitz, existen un espacio de Hilbert H, una representacion p del algebra A en L(H),
una representacion unitaria de grupo X: z=> U, eL(H) y I'N - H, tales que los
operadores U, conmutan con los p(A). Ademas, Vx,y e X, VA e A se verifica:

D(x,y)A =T"U,,p(A)T

Demostracién: Sean H, K y p como en ¢l teorema anterior. Definamos para
cada z eX U, eL(H) como

UL(K( (y,A))&) (-,(y—z,'A))& Vy X, VEeN, VA € A

Usando que ® es de Toeplltz resulta U, unitario con. U’ = U,,, Vz. Claramente
U, conmuta con p(A) Vz VA Seal'N—>H, I'=K,,, ¢ entonces

U I'=UK,y=K.p-

Por el feoréma anterior, -
D(x,y)A =K, ,p(A)K = (U, L) p(A)U, I =T"'U,p(A)U, T =T"U, p(A):" m

Casos particulares:

1- Si A={ A, A e C} ®kxy): A — L(N) queda determinado por

K(x,y)=®(x,y)I €eL(N) y las factorizaciones de Stlnesprlng-Arveson-Holevo y
Stinespring-Holevo se reducen a las de Kolmogorov y Naimark respectlvamente para
nucleos K: XxX — L(N).

2- Si A es un algebra C* general y X se compone de un solo punto x,,
entonces el nucleo ®: XxX—L(A,L(N)) puede identificarse con la aplicacion

D = O(x,,%,) € L(ALN)). En este caso la condicion de ser @ definido positivo se
reduce a

T(@AAEE) 20 Vg, £ eN, (A, A )eA 6)

i»j

y la factorizacion de Stinespring-Holevo queda ®(A)=T"p(A)I .
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Una aplicacion lineal acotada ®: A — L(N) que verifica (6) se llama
completamente positiva. Tales @ aparecen en topicos |mportantes de la teorla de
operadores: Recordemos algunas nociones pertinentes.

Sia e R, se tiene que |a| <1 si y s6lo si -1<a<1, y andlogamente si A es_un

operador en un espacio de Hilbert real, [|A| <1 si y s6lo si -I <A <I. De modo que las
propiedades de la norma de A pueden expresarse mediante las del orden.

Esto no es cierto sia € C o si A # A", Sin embargo, el criterio de Sylvester dice

1
que ¥ a € C vale que |a| <1 si y sélo si la matriz [_
a

a o v

1] 2 0, pues su deteminante es
l-aa= 1-|a|2 20. Més generaimente, si A es un algebra C* y Ae A, se dice que A>0
si A=B'B con Be A. Si My(A) es el conjunto de todas las matrices de nxn [Aij],

con A; €A, M (A) es también un algebra C*, de modo que se puede hablar de

Ay ]> 0. Se tiene entonces que A < A verifica |A]<1siy seio si [;* Ajl'z"o, o sea

la nocién de norma en A se puede reducir a Ia de orden en Mz(ﬂl)

Del criterio de Sylvester se sigue la siguiente propiedad que se usara mas
adelante: '

Proposicién

Sean V, v V, espacios vectonales B;: V xV,-C B, 20,i=1,2y BV, xV ->C
formas sesqulllneales Entonces, son equnvalentes
(a) IB(fl H] f2 )| = Bl (fl H fl)i'B-Z (fz ’ fz )—ii’ v(fhfz) E:‘/] x V2

) BL(E,£)+B(E,£) +BE.E) +By(£,5)20, V(£,) eV xV,

Demostracion:

=) (a)

B (ﬂ,f) B(f,.£,) 0 ~ e
B(f,f,) B,(f,.f,)
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B/(f.f) B(f.£) (M) . B
o O xz)[B_(f“—fz—) Bz(fz,fz)] [xz)zo, Y(A,,A,)€C

Tomando A, = A, =1 resulta lo que queriamos demostrar.

>0. [ ]

B.(f, .1, B(f,,f
<) Sien (b) tomamos A f, y A,f, envezde f, y f,, [ (f.1)  B(f, 2)]

B(fl’fz) BZ (fZ’fZ)

Si A eé un algebra C*, se puede probar que los elementos positivos de M, (.A)
cumplen la siguiente propiedad ( ver [Ta, cap.4] ):

[Aij] es un elemento positivo de M, (A) (es decir, [Aij] = [Bij]-[Bij], [Bij] eM(A))

< [Aij] es suma finita de matrices de la forma [C}'C j], C eAa

<> CAC,20en A, VC,..,C, A @
i.j

~Sean Ay B algebras C*. Una aplicacién lineal ®: A—>B se dice positiva si
VAZO en A, ®(A)>0en B. ® se dice completamente positva si Vne N,

@, My(A) —» Mn(é)a definida por Q,([Aij ]) = [d)(AU)] es positiva.

De las propiedades (7) se sigue que ®: A—->L(N) es completamente positiva si y
solo si verifica (6). Luego, de la factorizacién Stinespring-Holevo resulta que si ®© es

completamente positiva, V A € A, ®(A)=T"p(A)[, donde I'N—->H, y p es una
representacion de A en L(H), para H Hilbert. Esto se llama la factorizacién de

Stinespring. Por otra parte, si vale ®(A)=TI"p(A)I", entonces ® es completamente
positiva pues

T {RAANELE ) =D (T*p(AATE L) =S (T"p(A ) p(ATE, & ) =

ij ij Lj

2
20

= Z(p(Ai)rgi’p(Aj)r§j> = 'Zp(Ai)I‘ii

Se prueba que si A o B es un algebra conmutativa, entonces toda aplicacion
positiva es completamente positiva. Luego, la nociéon de completa positividad sélo tiene
interés en algebras no conmutativas. Esta nocion tiene importantes aplicaciones en
Mecanica Cuantica y en algebras C*. Por ejemplo, el Teorema de Hahn-Banach dice
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que si V es un subespacio de un espacio normado W, entonces toda funcional lineal
acotada f:V —>C se extiende a una funcional lineal acotada f:W —»C con igual
norma. Este teorema se puede extender al caso f:V — E, con E normado si y sélo si
E es isométrico a C(K) con K un espacio de Stone. Un Teorema de Krein dice-que si
S es un *-subespacio que contiene la identidad de un algebra C* A, entonces toda

funcional positiva p:S —C se extiende a una funcional positiva p: A — C. El Teorema
de Krein es falso para aplicaciones positivas ¢:S — L(N) con N Hilbert. Sin embargo,
Arveson [Arv] brobé que si ¢:S — L(N) es completamente positiva, entonces existe
una extension ¢: A -» L(N) completamente positiva. Teniendo en cuenta que las
aplicaciones lineales positivas p:S —-C son completamente positivas, se ve que el

Teorema de Arveson extiende al de Krein, y que la nocién de completa positividad es:

esencial para generalizar el Teorema de Hahn-Banach a apllcamones que "conservan
el orden” (en vez de la norma).

El problema de cuando es cierto el Teorema de Arveson si se reemplaza L(N)
por un *-subespacio V que contiene la identidad fue resuelto para aigebras de Von

Neumann por A. Connes. Para enunciados mas precisos y una exposicion detallada®

del tema ver [E]. Para nociones basicas sobre completa positividad ver el capitulo 4 de

[Ta].

La nocién de completa positividad fue introducida en [St] y desarrollada en [Arv].
La factorizacion de Stinespring es esencialmente equivalente al "teorema principal” de
[Na]. Para operadores acotados hay una nocién analoga de completa acotacién, ver
[Arv], [P]. La teoria de espacios reproductivos fue profundizada en [Sc] a través de los
nucleos positivos de Schwartz, con aplicaciones a ecuaciones diferenciales, teoria de
distribuciones y probabilidades.
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. PROBLEMAS DE MOMENTOS Y FORMAS DE HANKEL

Sean T ~[O, 2m), C(T) el espacio de las funciones continuas, P el espacio de
los polinomios trigonométricos y P, (respect. 7,) ‘el de los polinomios ‘analiticos
(antianaliticos), de modo que los elementos de P son combinaciones lineales finitas de

las funciones e™, neZ vy los de P, (P,) son combinaciones lineales de
e™, n>0 (n<0). Luego, toda form‘a sesquilineal B: PxP—-( esta determinada por el
ntcleo K:ZxZ—C, K(m,n) = B(e™,e™), m,n €Z, mientras que una forma sesquilineal
B,: P xP,»C estd  determinada por el nucleo K ZyoxZ 4—>C,
K,(m,n) = B,(e™ &™), m 0, n <0. |

El nicleo K es de Toeplitz, K(m,n) = K(m+1, n+1) si y solo 3| |a forma B

verifica B(f g) B(e“f e“g) Vf ge? y en este caso B se dlce de Toeplltz
Analogamente K es definido posmvo siysblosiB=0, es decir si B(f,f)=20, Vf € P.

Teorema de Herglotz Bochner

Una forma sesqunllneal acotada B: PxP-»>Ces de Toeplltz y posmva si y solo si

existe una medida positiva i en T tal que B(f,g)=‘[fgdu. Equivalentemente, un
nucleo K:ZxZ—>C es de Toeplitz y definido positivo si-y sélo si existe una medida

positiva p tal que K(m,n) = ‘[e“‘“ " dp = [i(n-m).

" . Vamos a ver dos demostraciones.

Demostracion 1: Por el Lema de Fejer-Riesz (ver pagina 5), f € P verifica que
f(t)20, Vt < f=gg, g e P,. Supongamos que B es Qe Toeplitzy B> 0.
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Sea /. P-»C dada por {(f)=B(f,1). Entonces, ¢ es una funcional lineal y
B(f,g) = B(fg,1) = £(fg). Ademas, ¢ es positiva pues f >0 = f=gg , entonces
£(f) = £(g8) = B(g,8) 2 0.

Como ¢ es una funcional acotada y positiva en P, £/ se extiende a una funcional
lineal acotada y positiva en C(T). Por el Teorema de representaciéon de Riesz, existe

una medida p (que resulta positiva) tal que £(f) = J'f du. Luego, B(f,g) = J'fg du. m

Demostracion 2: Si K es de Toeplitz y definido positivo, por Gelfand-Naimark-
Segal existen un espacio de Hilbert H, un operador unitario UH - H y & cH tales

q"'ue K(m n) = <U"‘““2;,§). Si E(A) es la medida espectral de U y si 1(A) = (E(A)&,&)
entonces el Teorema espectral dice que (U"‘"“&,&) = _f e ™™ du(t), donde p > 0.

Luego, K(m,n) ="[em ™ du1, como queriamos probar . | -

Remprocamente conociendo el Teorema de Herglotz-Bochner se puede probar
el Teorema espectral 0 sea, estos dos teoremas son Ioglcamente equivalentes.

Teorema de Herglotz-Bochner para nucleos de operadores

Sean N un espacio de Hilbert y K: ZxZ — L(N) un nucleo. Si K es de Toeplitz y
deflnudo posmvo existe una medida u>0 a valores operadores, j1(A) eL(N) para

I L K(m,n) = ‘[ei(m'")t‘du(t) — ﬁ(n _m).‘ S

Demostracién: Por la Factorizacion de Naimark, existen un espacio de Hilbert
H, un operador unitario U en H y una aplicacion lineal acotada I''N — H tales que

K(m,n) =T *U™"T". Sea p(A)=T *E(A)[", donde E(A) es la medida espectral de
U‘, e P . ) RO o o .

Por el Teorema espectral, U™™ = _[e“'“‘“" dE, de donde resulta que

K(m,n) =T *(J' elm-nt dE)I“ _ Iei(m—n)t du,
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donde n(A) es un operador positivo en N (pero no necesariamente un proyector como
E(A)). ]

El teorema precedente resuelve el Problema basico de Momentos

Trigonomeétricos: dada una sucesion {Gni}» m €Z, cuando existe una medida p > 0 tal

que c_ = {(m), Vm €Z? En efecto, existe >0 si y sélo si el nicleo de Toeplitz

K(m,n) =c___ es definido positivo. Es decir, existe L >0 si y sdlo si Zc X'X >0

n-m‘m"¥n’
m,n

para toda sucesion {A_} a soporte finito.

Vemos pues que propiedades del orden del algebra P y la factorizacién de
Naimark proporcionan soluciones al Primer Problema de Momentos (aun si los

c, € L(N)); En ‘realidad, las nociones de nicleos reproductivds y propiedades de
orden del algebra se originaron en la teoria clésica de momentos que les precedid.

El siguiente problema que se presenta es el Probiema truncado de Momentos:

dados. s;eC, con ne[-N,N], ¢iexiste una medida en T u=0 tal que
s, = (i(n), Vn €[-N,N]?

Para resolverlo necesitamos los siguientes conceptos. Un operador U.:H—H se
dice semi-unitario si es lineal e isomeétrico, pero no necesariamente suryectivo. Se dice

que U es una isometria en H, si el dominio de definicion D y el rango R de U son
subespacios cerrados de H y si U:D—R es lineal e isométrico.

Lema de extensién unitaria de una isometria

Sea U:D—R una isometria en H.

a) Si dimD* =dimR", existe un operador unitario U;:H—H tal que U,| =U y
UI—I — U—l
R

b) Si dimD* =dimR*, existen un espacio de Hilbert 3] y un operador unitario

U:H — H tales que H es subespacio de 1, U D'= UyU” R‘ =y,
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Demostracion: _ ‘
a) Si dimD!=dimR', existe un operador unitario U,.D* - R'. Como
H=D®D'=R®R*', si xeH, x=d+d,, deD, d, eD'. Definiendo
U,x = Ud + Uyd,, resuita lo pedido.

b) Sea H, un espacio de Hilbert de dimensién infinita con dimH, >dimH y sea
H= H®H,. Llamemos D al complemento ortogonal de D en H y R al complemento

ortogonal de R en H, entonces, D=D'®H,, R=R'@H, y tienen la misma
dimensién. Por a) queda demostrado b). [

Teorema de Herglotz-Bochner para sucesiones truncadas

‘Sean s, €C, con n €[~N,N], X=[0,N] y K:Xx X'=C el nicleo definido por
K(m,n)=s__,, si m,n € X. K es definido positivo si y sélo si existe una medida p=0
en T tal que s, = i(-n), Vn €[-N,N].

Demostracién: Si K es definido positivo existe un espacio de Hilbert H que tiene.
a K como ndcleo reproductivo: cada funcion K, (m) = K(m,n) es un elemento de H,

las K, generan a Hy Vm,n €X, K(m,n) = (Kn,Km)H. Si D es el subespacio de H
generado por {Km: OSmsN—l} y R es el subespacio de H generado. por

{K_: 1<m<N}, sea UD-R lineal definido por UK, =K
resulta una isometria por ser K de Toeplitz.

met> VIE [0,N-1], que
Por el lema anterior, existen un espacio H 2 H y un operador unitario UH->H

tales que ﬁD =Uy ﬁ“\R =U™. Luego, Vm e[0,N-1], UK, = UK, =K,,,. Por lo

m+1”

tanto, ¥m €X, s, = K(m,0) = (K,,K,, ) = (K,, UK, ).

Como U es unitario, si E(A) es su medida espectral y p(A) = (K,,E(A)K,),.

4 . - '
se tiene que s, = JO e™du, Vm € X. Veamos que esta formula también vale para

m €[-N,0]. En efecto, s =s, si m>0 pues, como K es definido positivo, es
hermitiano. u
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Problemas de Caratheodory y Schur

El problema de momentos esta relacionado con problemas de interpolacion de
funciones analiticas. Si D es el disco, una funcion analitica f en D se dice de la clase C

de Caratheodory si Ref(z)>0, VzeD. f se dice de la clase S de Schur si.-
|f(z)| <1, Vz eD; en este caso existe el limite f(e") = lim f (re") para casi todo ¢ €T,
y f(e")eH” esdecir f Ly f (n) =0, ¥Yn<0. Luego, es lo mismo dar una funcién

£ T-C con f eH", |f|_ <1 (|f|21), que dar una funcién analitica £D—C de Ia clase
S. |

E! Problema de Interpolacién de Caratheodory. es: dada una sucesion {c,} .

cuando existe f e C tal que f(z) = éo +¢z+..+c 2" +.. ?

El Problema de Schur (o Carétheodor’y-Fejer) es: dada una sucesion {Sn}; Y

¢cuando existe f €8S tal que f(z) = s, +s,z+...+5,2"+..?

Como feC %—}-}_ES, el problema. de Schur puede deducirse .del.de

Caratheodory y viceversa.

Sea u u,riq_medida,positiva. Sic,=0(-n),n20y f(z)= Z: c,z", entonces

feC. En efecto, . f(z)= Zjei“‘z“ du(t) :.—IZ e du(t) = _[1—_—%'(@7 du(t), y
n=0 n=0

comoRe[ 1 ‘)_l-rcos(t+e)

= i Ref(z) >0 si z = re®
— ‘1 Y > 0 se tiene que Ref(z) >0 siz=re ED.'

Observemos ademas que si ¢, = {i(-n), 1>0; ¢, +T, = i(0) y f(z) = Y ¢,z",

entonces f(z) :Z fi(-ri)z" - €, de donde, si z=1e® €D,

n=0

Re f(z) = Re (f; (-n)z" ) - E(io—) = [Re (TT;W - -zl-}iu(t) >0
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con lo cual, también resulta f €C,

Reciprocamente, si f €C con f(z) = Z: c,z", veamos que existe una medida
positiva u tal que’ [i(-n)=c_, n>0; (i(-n)=T,, n<0 ; {i(0) =¢, +T,. En efecto,

definiendoa, =¢,, n>0;a, =¢C,, n<0; a, =c,+C,, resulta

2Ref(re") =D a,r"e™ VO<r<l,

n=-0

Por ser f eC, paracada 0<r<1lyg(e") =D A.e™ P, resulta

2n N .
0< jz Re f(re") g(e*) B(e") dt=Da, 1"™A A, .
0 nm

Tomando fimite cuando r tiende a 1, resulta el nucleo K(n,m) = a_,_- definido
positivo. Por el Teorema de Herglotz-Bochner, existe una medida positiva que verifica
lo pedido. S : L

Luego, el problema de Caratheodory tiene solucion s'if'y solo ‘si los ¢, dados

verifican ¢_ = [i(-n), n>0 ; ¢, +¢, = i(0), para cierta | > 0, o sea si el problema de
momentos corr'espon'diente tiene solucién (con c, =€, , n> 0).

Analogamente, se formulan los problemas de Caratheodory y Schur para

sucesiones truncadas {cn}MSN. El problema de Caratheodory para sucesiones

truncadas tiene solucién si y sélo si lo tiene el problema de momentos truncado.
Ademas, el problema de Schur para la sucesion {sn}nzo tiene solucién si y sélo si
tienen solucién todos los problemas de Schur truncados para {Sn}nsw VN eN. En
efecto, esto es una consecuencia inmediata de la propiedad de compacidad (teorema

de Montel) de que si f €8, entonces existe una subsucesion f tal” que
f, (2 —>f(z), VzeD, f €8§.

Asi pues, el problema de Schur se reduce al problema de Schur truncado que,
por lo observado anteriormente (sobre la r_elacién entre S y H”) equivale al siguiente:

dados s,...,sy, ¢cuando existe una funcion £ T->C con |f(t)| <1, Vt tal que f (n) =0

sin<0yf“(n)=sn si0<n<N?
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Como ||f]_ = ||e"(N”"f , este problema equivale a: scuando existe una funcién
0 .

f eL*(T), |f], <1 tal que f(n)=0, n<-Ny f(n)=s, ~-N<n<-1? O sea, se trata

de hallar una funcién f € L°(T) con |, <1 cuyos coeficientes de Fourier f(n) estan

dados para todo n <0 y ademés sélo un numero finito de estos coeficientes son no
nulos. ‘

Por lo tanto, el problema truncado de Schur es un caso especial del siguiente

Problema de Nehari: dados {s,} , ¢cuando existe una funcién f T—C tal que

Ifl. <1y fm)=s,, vn<0?

En lo que sigue vamos a dar la solucion del problema de Nehari y veremos que
el mismo esta relacionado con la teoria de formas de Hankel.

Formas de Hankel

Sean H’= {f el? f(n)=0, Vn< 0} la clausura de P, en L’ y
H? = {f el? f(n)=0, Vn2 O} la clausura de P, en L7, donde L’ = L*(T). De modo
que H:=(H?)" y L’=H’@H. Sea olI’—>I* el operador "shift",
(of)(t) =e"'f(t). c es un operador unitario en L? oL’ =12 :pero cercsz2 y

o 'H? cH?. Luego, o es semi-unitario en H> y o' es semi-unitario en H?. Las
2

funciones { e™: n €Z } forman una base ortonormal de I, {¢™: n > 0} una base de H?
y {€™: n <0} una base de H>.

Una forma de Hankel es una forma sesquilineal B:H* x H> —C que verifica
B(of,g) = B(f,07'g), Vf eH?, VgeH?. = : (*)

Si B:H*’xH>—>C es una forma sesquilineal acotada, es decir

8¢5, 2| < [Bllellel = [B[Ecof dt) ([leco ct)’, entonces B esta determinada por el
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‘hucleo asociado K: Z,yxZ_y—>C dado por K(m,n) = B(e™,e™), m>0, n<0, y son
. eéquivalentes las condiciones siguientes:

a) B es de Hankel. ,
b) La condicién (*) se verifica Vf € PnH* = P,, Vg € PnH’ = P,

c) El nicleo K asociado a B es de Hankel, es decir existe una sucesion {'s‘n}n>0

‘talque K(m;n)=s_, Vm=2>0, n<0.
d) Existe una funcional lineal £:e" P,—»C tal que B(f,g)= 4(fg).

En este caso, B(f,g) = Zm'n a_b K(m,n), sif = 2™, 8= b

Si B,(f,g)=B,(f.g) = J fgdt, la condicion |B|<1 se escribe como
|B(f,g)[sB,(f,f)%Bz(g,g)J’L. Luego por la Proposicion de la pagina 22, si |B|<1

entonces [ffdt+B(f,g)+B(f,g)+ [ggdt >0, V¥ f e H?, g e H”.

Teorema (analogo al Gelfand-Naimark-Segal para formas acotadas de Hankel)

Sean B:H’xH? —»>C una forma de Hankel con |[B|<1 vy
K(m,n) = B(e™,e™), m >0, n<0 su nlcleo asociado. Entonces, existen un espacio
de Hilbert H, un operador unitario U:H — H y dos elementos £ ,£, € H tales que:

a) Vm20,n<0, K(m,n)= (U“‘é;“U"“gz) o
YV m,n>0, _[ei““e‘int dt= (U“‘E_,],U“§1>

vV m,n<0, _l'e""‘e‘int dt = <Um+l§z’Un+l§z>

b) Si f = Zmzof(m)ei‘“‘ e?P, g= me’g(n)ei“t eP,:
B(f,g) =Y f(m)an) (U, U™E,)

S| fge?, - :J-f'gdt = Zm,_n. %(m)ém<Um&"Unél>

sif ge P, [frdt=Y Fmam({ume, umE,)
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Demostracion: Sea E el espacio vectorial de los pares {f,g}, f eH?, g e H?

con producto semi-escalar ({f,,g,}.{f,.g,}) = J.f,f‘z dt+ B(f,,g,) + B(f,.g,) + jg,gz dt.
Por la observacion de la pagina 9, existe un espacio de Hilbert E tal que para todo

{f,g} eE, B, €E, o sea E contiene a E como subespacio denso. Ademas, H®

puede identificarse con H?>x{0}cEcE, H’ con {0}xH’cEcE y resulta

({£,0}.{0,¢}) = B(, ig),f({f,O},{f,O}) = jff dt, ({o0.g}.{0.2}) = j gEdt.

Definamos U, {f,g} = {of,og} = {e"f ,e“g}. Como . _[ e'f e'f; dt = Iflf'z d y
B(of,0g) = B(f,07'og) = B(f,g), resulta que U, es un operador isométrico en E, sélo
que U,{f,g} no tiene sentido si'e'g ¢ H2. Por lo tanto U, es una isometria en E con
dominio D = H? x™'H? y rango R = cst xH2. B

Por el lema de extension unitaria de una isometria, existen un espacio de Hilbert

H 5 E y un operador unitario U:H-» H tal.que U=U,enDy U =U;"' enR.

Sean &, ={e”,0}={1,0} y&, ={0,e™}. sim>0yn<o,

K(m,n) = B(e™ ") = ({e™,0}.{0,e" }) = (Ure, U, ) = (Umg, , U™g, ).
Andlogamente, se comprueban las demas afirmaciones de a).

La parte b) es consecuencia de a) y de la propiedad de sesquilinealidad de

B(fg)y de [fgif. E n

Tedremai;'i('Propiedad de levantamiento o extension de fo'rmas de Hankel)

Si B:H* xH? -C es una forma de Hankel acotada, existe una forma de

Toeplitz B I x I’ —C acotada, tal que B'= B en H* xH? y |B| = B]|.

Demostracion: Podemos suponer que |B| = 1. Por el teorema anterior, si f e P,,

ge P, B(f.g) =Y F(m)gm)}(ue, U™e,).
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Definamos ~ Vf,geP, B(f,g)=Y F(mEn) U, U""E,). Resulta

B4 1=[B] pues

B(5.0) =[(Z, FmUm, T, gmue )| < |2, Fmug | |5, gm0, - )
Sea r>0 tal que f]=sz‘(m)ei“’”‘)t eP, y sea s<O0 tal que

g, =Y §(n)e™"™ P, Como U es unitario, de a) y b) del teorema precedente. -
resulta

LIz emuz], =([6F o ([ez o -

= ([era)(am et = el lel.

Por ser P denso en L’ y B' acotada en PxP, B' se extiende a una forma_

)=, Fmue

sesquilineal B'; 17 x 12 —C de igual norma. Finalmente, como (cf)"(m) = f(m-1),
B'(of,08) =Y, f(m-DB(n-1(U,, U™"E,)=

=3 fm-DE(n-D(U™e, UL, )=B'(f.g) Vi,gel
de donde B' es de Toeplitz. ]

Teorema de Nehari para formas de Hankel

SI B:H?* xH? ->C es una forma de Hankel acotada, existe una funcién

® cL” = L"(T) tal que |® = [B| y B(f.g) = [ f()E(HD(t)dt, V(f,g) e H* x H.

Demostraciéon: Podemos suponer que ”B” = 1y aplicar el Teorema anterior. Sea
12 > C, £(f)=B'(f,1). £ es una funcional acotada en 12 y por lo tanto 3 ® €1’ tal

que £(f) = [fddt, Vf L.

Veamos que ® eL”. Por ser B'(e'f,e'g)=B'(f,g), se ve fécilmente que
Vf,ge P, B'(f,g) = £(f5). Sea f continua. Como f(t) = [f(t)[ |f(t)| arg f(t) resulta
f =gh con g = |n* =|f]. ‘



Tomando sucesiones g €P, h_ P tales que g, —> g y h —h unlformemente
se tiene que g_h_ — gh = f en L*. Luego, s '

)| stim(fle, [ ét)'(]]n, [
= ([lef o) (]]u ce)’ = (] e1acl (Jlela)* =],

66)| = lim] (g, B,) at)! =

= lim|B'(g,,

Por lo tanto, ' J' fCDdt‘ = lecE)| <|f.., V£ continua. Luego, ¢ es céintinua en L'y

debe ser ® eL” con |®|_ <1=|B]=|B|. n

Teorema (solucion del Problema de Momentos de Nehari)

Dada la sucesion {s,} , existe ® eL*con |®|_ <1y &(-n)=5s, Vn>0 siy

M)

para todo par de sucesiones {a_ }nzo, {bp}p>0 el’.

Z sn+p n

n20,p>0

Demostracién: Supongamos que {s,} = verifica (+). Para toda

n+p©n Vp
n20 p>0 n20,p>0

f=>ae™ecH y g=) be™ cH’ sea B(f,g)= D_s,,,2 b.. B es de Hankel

pues e'f = a,e™ ye'g=>b ™, entonces

nzl p>1

B(C“f g) - Z Sn+p an—l bp = Z sn+p+la Z Sn+p n—p-— = B(fa e—itg)'

.. nz2lp>0 n20,p>0 nx0,p>1
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Ademas, por (*), |B||sl. Luego, por el teorema anterior, existe g)_,_e,L‘” con

[®], <1y B(f,)= [f(EM®(t)dt. Tomando f=e™, g=e™ con n>0, resulta

Sy = B(£,8) = [ D(t)dt = B(~(n+1)), Vn+1>0.

Reciprocamente, si existe ® eL” con |®] <1y ®(-n)=s, ¥n>0; y si

— in _ ~ipt
f=>ae™yg=> be™ entonces,

nz0 p>0

=|[t®@at| <[], ]2

1
2

g

> $4.p8,0,

n20,p>0

Y]

Como PnH’ = P, es denso en H> y PnH’ = P, es denso en H?, una forma de
Hankel acotada B queda determinada por su restricciona P, x P, .-

<[
n=0

Se dice que una funcién ® €12 es un simbolo de la forma de Hankel acotada B

si B(f,g):J.fg(Ddt para todo fe P, ge P, 0 sea si Vm=0,n>0,

B(eimt ’e—im) — ‘[ei(m«l-n)tq)(t) dt

Reciprocamente, si ® €1?, entonces B, (f,g) = _[fgd) dt esta bien definida para
fe P, ge P, y ademas, B,(e'f,g) =B, (f,e™g). Luego si [By(f,g)|< c|f],[g,.

entonces B, se extiende univocamente a una forma de Hankel en H? x H’.

”‘En particular, para toda ® L”, B,(f,g) es una forma dez‘ Hankel acotada con

IBo||<||®| . Por otra parte, el Teorema de Nehari dice que si B es de Hankel acotada,

existe ® eL” tal que B=B, y |®|_=[B].

Si @ c1? es simbolo de B y h e H?, entonces @ -+h también es simbolo de B,

pues B, = 0 ya que _[ei‘"‘e’i“‘h(t)dt =h(n-m)=0, vm>0, n<0.

Asi pues, toda forma de Hankel acotada tiene infinitos simbolos y entre ellos

hay, por Nehari, por lo menos un simbolo acotado ® €L” tal que @] =[B|.
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- Veamos que entre los simbolos de una forma de Hankel acotada B hay uno y
solamente uno que pertence a H®. Si WeH?, ¥, eH® y By = By, entonces

J'e*““‘""(‘P— ¥ )(t)dt =0, Vm-n>0; es decir, (¥-¥,)'(n)=0, Vn<0, y como
Fi’(n) = ‘i‘,(n) =0, Vn 20, resulta ¥ = ‘i’l y luego, ¥ = ¥,.
Ademas, si ® €1’ es simbolo de B y P_ es la proyeccién ortogonal de 1* sobre

H?, entonces P.®@ = ®_ es otro simbolo de B (pues ® - ®_ < H?). Por lo tanto, si ® y
¥ son dos simbolos de B, ® = ¥_ se llama el simbolo antianalitico de B.

Dada una funcién ®_ € H? es natural preguntarse cudndo sera acotada la forma

B, . Por el Teorema de Nehari, esto ocurira si y sélo si existe una ¥ €L” tal que

B, (f,g) =By(f,g),Vfe P, ge P, Esto equivale a que & =¥+h con
heH? ¥elL” Luego, ®_. =P P_=PW¥+Ph=¥.. '

Por definicion, BMO =1° +I° = {®+% @, ¥ L}, donde ¥=-i(¥, - ¥ )
mientras que ¥ =¥, + ¥_, de donde ¥ =1¥-1i¥ eL” +L° = BMO. Por lo tanto,

®_ e H’ verifica que la forma B, es acotada si y sélo si ®_ € BMO.

De lo dicho resulta:

QOtra forma del Teorema de Nehari

Para toda ® €L*(T), By(f,g8) = _[ fgddt es una forma de Hankel acotada de

norma |B,|| = inf {lo-n[:n cH"}. Ademas, ®_=P.® e BMO es el tnico simbolo

antianalitico de B,,.

Para un estudio profundo sobre las relaciones entre formas de Hankel, espacios
funcionales, procesos gaussianos, teoria de aproximacion y teoremas de interpolacion
de funciones analiticas de Caratheodory, Fejer, Nevalinna-Pick y Sarason, ver el libro
de N. K. Nikolsky [Ni], y especiaimente el apéndice de Kruchev y Peller en el mismo.
Las demostraciones que: dimos aqui, referentes a. las formas de Hankel, son
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diferentes, con enunciados y motivaciones mas detallados que 5|guen el enfoque de
espacios reproductlvos y factorizacion de nlicleos.

En lo que sigue, probaremos que el Teorema de Levantamiento de formas de
Hankel se extiende a una situacion mas abstracta, donde L se cambia por un espacio
de Hilbert H cualquiera, el operador shift ¢ de L’ se cambia por un operador unitario

o:H — H cualquiera y H?, H? se cambian por subespacios W,; W, de H tales que:
oW, cW,yc''W,c W, (*)

Fijemos un sistema [H,c,Wl,Wz] que satisface (*), llamado de Lax-Phillips
(generalizado). Una forma de Toeplitz en este sistema, es una forma sesquilineal
B:HxH —>C tal que B(cf,g) = B(f,0'g), ) equivalentemente
B(of,0g) =B(f,g), Vf,geH. Una forma de Hankel es una forma sesquilineal

B:W, x W, — C tal que B(of,g) =B(f,067'g), Vf eW,, Vg e W,.

Teorema de levantamiento de formas de Hankel generales

Sea [H,O‘,WI,WZ] un sistema de Lax-Phillips generalizado y B'W, xW, —»C
una forma de Hankel acotada. Entonces, existe una forma de Toeplitz B"HxH —»C

tal que B'=B en W, x W, y |[B| =[B|.

Demostracién: Usaremos la siguiente version de la deséomposicién de Wold-
Kolmogorov [C, pag. 79}: Sean H un espacio de Hilbert, 5:H — H un operador unitario

y W un subespacio de H tal que O'WCW de modo que o| es semi-unitario en W.

Sea R el complemento ortogonal de oW en W. Como WooWo.006"Wo.., si

ﬂc“W sera Hc W y oH'=H'. Los subespacios { "R, n€Z} son ortogonales h

nz0

dos a dos. Se tiene entonces la siguiente descomposicion de H:

H-= @ ¢"R @H'® H’ con cH'=H', cH’ =H".

n=-—on

Por otra parte, como en la demostracion del teorema de Gelfand-Naimark-Segal =

para formas de Hankel, suponiendo |B|=1, se puede probar que existen un espacio:
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de Hilbert H y un operador unitario U:H — H tales que W, cH, W, cH, U=0c en
W, U =07 en W, y B(f,,f,) = {f.f,);, Vf, eW,,f, eW,.

Sean f,f, eH. Por la descomposicién de Wold-Koimogorov para [H,O’,WI],

podemos escribir f, = @ o"f,, ®@f/®f con f , eR,, f/ eH], f{ eH], y por Wold-

Y

n=-w

Kolmogorov  para [H,o‘l,Wz] resulta f, = ® c'f,,®f, Of, con

f, eR,, f; eH;, f; eH,.

S . .
AT Rt

Sean J:H — H, J,:H — H dados por

1£=0U,, of, If, =@QU™f,, @F iiine ot

—®

y sea B:-HxH—>C, B'(f,f,)=(J£.1,f,).. Claramente B' es sesquilineal. Veamos

que B'=B en W, xW,. Si f €W, su descomposicién es f, = egj o'f ,@f] y si

f,eW, f£,=00"f,®f, de modo que Jfi=f, LE=f
B'(flaf’.!) =.<f1af2>g = B(fl’fz)-

Ademas, B' es Toeplitz, pues

H

B (dfl ,0f,) = (chfl angfz)ﬁ = <5;°Un+lfn,1 Oofy, ééU_lann,Z ® sz’> =

- <U[§U“fn,, of), U@E,U‘“fn,z)@of;> =

H

- <é U, ©f, ®UL,, ® U‘lcsf2'> -

H

=<Jlfl ’ J2f2>g =B'(f..1,)

yaque, of; eW,yU ' =c"en W,.

Finalmente,
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[B'(E.5) < (I, LE) (1,6, L) =

) :
= (z <Unfn,l > Unfn,l )ﬁ + <fl" fl')ﬁ ] : [Z <U"“fn'2 ? U-nf“'z >ﬁ + <f2” f"’l)ﬁ J

n n

1

(S 28] (S0 2ot )

n n

-1 1
S<fl , fl>H <f2 , f2>H ,
pues si f eW, osi f eW,, (f,f), =(f,f),,, de donde se deduce que |B'| = |B|. »

Observacién: Cuando H=IL’, W, =H?, W,=H? y o-es -el shift, resulta

—it

R, = {ce“" = cl}, R, = {ce‘“}, o sea R, estéa generado por 1y R, por ™. Porlo tanto,
la construccién del teorema anterior es un refinamiento de Gelfand-Naimark-Segal en
12, . _

La demostraciéon anterior se aplica igualmente si [H,c,Wl,Wz] se cambia por
dos sistemas [H ,c,,W,], [H,,0,,W,] donde, para i=1,2, 5, es un operador unitario

en H,, W, es un subespacio de H,, o,W, c W, y o'W, c W,. Ahora, una forma de
Toeplitz es una forma sesquilineal B:H, xH, »C tal que
B(c,f,,c,f,)=B(f,,f,), Vf €H,, f, €H, y una forma de Hankel es una forma
sesquilineal B:W, x W, - C tal que B(c f,,f,) = B(f,,0;'f,), Vf, eW,, f, eW,.

Teorema

Si [H,,5,,W,], [H,,0,,W,] son dos sistemas, para toda forma de Hankel
acotada B:W, xW, — C existe una forma de Toeplitz B"H, xH, —»C tal que B'=B
en W, x W, y |B] = B].

Hagamos una generalizacion mas. La condicion oW, c W, implica

o'W c W' Luego, si W ={0} y W =W, resulta
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H, =W, W @W, cono,W; c Wy o'W cW. (*)

Analogamente, llamando W; = W' y W; = {0}, o'W, c W, implica
H,=W,®W; ®W,; cono,W; c W, yc;'W; cW;. (%%)

Consideremos pues, mas generalmente, un par de sistemas
[H,,0,,W,], [H,,0,,W,] que verifican (¥) y (++) respectivamente. En este caso, no se
puede hablar de formas de Hankel B:W, x W, — C. Diremos que B:W, xW, ->C es
una forma esencialmente Hankel si B(Pc,f,,f,)=B(f,,P,0;'f,), V£ eW,f, eW,,
donde P, es la proyeccion de H, sobre W,, i=1,2.

Teorema

Si[H,,0,,W,], [H,,0,,W,] verifican (+) y (++) y si B:-W, x W, —C es una forma
esencialmente Hankel, entonces existe una forma de Toeplitz B"H, xH, »C tal que

B'=B en W, xW,, [B| =|B| y. ademas, B'=0en W; xW;, W, xW, y W, xW,.

Demostracion: Sean V=W, @W, y V, =W, @W,. Entonces, o,;V,CV, y
o;'V,cV,. Sea B"V,xV,—»>C dada por B*(f +f ,f,+f;)= B(f,,f) con
feW, £, eW,, f| eW/, f; eW'

Claramente, B* es de Hankel, B = 0 en V,xW; y W/ xV,, B*=B en
W, xW, y “B#” =|B]. Por el teorema anterior, existe B':H, x H, —C de Toeplitz tal

que B'=B’en V,xV, y |B] = "B#"; lo que demuestra la tesis. .

Para méas detalles sobre los tres ultimos teoremas ver [C-S.1] y [C-S.2].

Si W es un subespacio del espacio de Hilbert Hy si o:H — H es un operador

acotado en H, entonces o|,, es un operador de W en H pero no neces’ariamente de W

en W. Por eso, se considera el operador A =P, c| W-oW que -5 )Ilama la
compresiébndec a W.
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Teorema de Nagy-Foias del conmutante

Sean, para i=1,2, ¢,.H, — H, un operador unitario, W, un subespacio de H; y

AW, — Wi"la compresion de o; a W,, A; =PFo|, . Si Vne N, Al es la compresion

de ¢! a W, y si CW, > W, es un operador tal que CA, = A,C,

C| <1, entonces

existe un operador C':H, - H,, |[C{|<1talque C'c, =5,C'y C=P,CY.

Demostracion: Por el Lema de Sarason [C, pag. 77], si AT es la compresion de
c’, VneN, entonces H, =W, ®@W  @W,, H, =W, @ W, ®W, y se verifican (*) y
(*+). Sea B:W, xW, -»C dada por B(f,,fz)z(Cfl,fz)Wz, f, eW,, f, €W,. Como
CA, = A,C, resulta B esencialmente Hankel y por lo tanto existe una forma.de Toeplitz
B"H, xH, »>C tal que B'=B en W, xW,, |[B|=|B|<1. Si C"H,>H, es el
operador asociado a B', B'(f,,f,)=(C'f,,f,), entonces, por ser B de Toeplitz,

C'c, =c,C'y como B'=B en W, x W, resulta C=P,C_ . "

Observacion: Dado un espacio W de Hilbert y una contracciébn AW — W, es
decir un operador lineal de norma menor o igual que 1, el Teorema de Nagy [C, pag.
79] dice que existen un espacio de Hilbert H tal que W es subespacio de H y un

operador unitario c en H tal que A" es la compresion de ¢" a W, Vn € N. Luego, por
el teorema anterior, si AW, ->W,i=12 son dos contracciones y
o, H, - H,, H OW, son sus dilataciones Nagy, entonces todo CW, —-W, con

Ic|<1 que verifica CA,=A,C, es la compresion de C:H, - H,, |[C]<1 con

C'o, =0,C'. Por lo tanto, este teorema constituye un importante complemento al
Teorema de dilatacion de Nagy.

Teorema de interpolacién de Sarason

Sea W un subespacio de H? = H*(T) tal que 6W =e'W W ysean V=W' y
T=P,o|,. Si A:V—>V, |A|<1y A conmuta con T, entonces existe una funcion

a eH” tal que 2 <1y Af =P, (af), Vf e V.
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Demostracién: Sean H,=H,=I}T), W, =W,=V, W =W; =W,
W .=W; =H?, 0,=0,=0 y BW, xW, -»C definida por
B(f,.f,) = (Af,.f, >wz’ vf,,f, € V. Entonces se verifican (x) y (**), B es esencialmente
Hankel y |B|<1. Luego existe B:I” xI* —»C de Toeplitz, [B'|<1 tal que B'=B en

VxV, B'=0en H*xH? y Wx V. Como vimos en la demostracion del Teorema de
Nehari para formas de Hankel, .1’ »>C, ¢(f)=B'(f,1) es una func'ional lineal

acotada, /(f,f,) = B'(f,,f,) y existe a ",

2 <1tal que B'(f,.£,) :,_[f,f‘zadt. Como

(al,f), =B'(1,f) =0, Vf eH’ (pues B'=0en H* xH?), al=a eH’NL"=H". =

Los teoremas clasicos de interpolacion de Caratheodory, Schur y Nevalinna-Pick . .
pueden obtenerse como corolarios del Teorema de Sarason, el cual a su vez puede
deducirse del de Nehari ( ver [Ni] ).

En el Teorema de Nehari se suponia que la forma de Hankel B verificaba la

L L
condicién de acotacion IB(f,g)ISc(‘”fl2 dt)l(‘ﬂgl2 dt) donde dt es la medida de
Lebesgue. El Teorema general de levantamiento permite extender el Teorema de

Nehari al caso en que B verifique |B(f,g)|$c(J' |f]z'dul)%(‘[|g]z duz)%, donde

u, =0, n, =0 son dos medidas finitas cualesquiera en T.

Teorema generalizado de Nehari

Sean y, 20, u, >0 dos medidas finitas en T, y sea B:P, x P,—C una forma

sesquilineal que verifica |B(f,g,)|s”B||(‘[|f‘2 dul)%( J |g|2 dp.z)% y B(of,g) =B(f,c7'g)

para todo f € P, , g € P,. Entonces, existe una medida pu, en T (en general compleja)

tal que B(f.9)=[fgdu,, VAR P x 7oy iu@|<[Blu @)Y, vacT -
boreliano.

Demostracién: Sean H, =17(u,), H, =L*(,), o, el shiften H,, i=1,2 y W,
la clausura de 7, en H,. Como B es acotada en P, x P, , la podemos extender por
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densidad a B:W, xW, = C que seguird siendo una forma de Hankel acotada en
W, x W,. Ademas, es evidente que se verifica oW, W, y o;'W, cW,. Por el
Teorema general de levantamiento, existe una forma de Toeplitz B"H, x H, —»C que

verifica [B'(f,g)| <[[B]|],, [e],,» V(f.8) €H, xH, y B'=B en W, x W,.

Sea (:C(T) —» C la funcional lineal dada por /(fg) = B'(f,g), Vf,g € C(T).

Luego, |¢(fE)| < ||B||||f||Hl ||g||Hz Tomando g = 1, resulta [¢(f)| < cte.|f]_, de modo que ¢
es una funcioﬁnal lineal acotada en C(T). Por el Teorema de representacién de Riesz,

existe una medida regular p, tal que é’(f):_[fduo, Vf eC(T). Luego,

2

“=luto)f <[B

[ fEdu,

por funciones continuas, obtendremos |, (A)| < [Bw, (A)!, (4)* y por ser u, regular,
esto también se verifica para todo boreliano. Ademéas, como B'=B en P, x P,, es

f”iIl ||g“;[2 Aproximando la caracteristica de un compacto A

evidente que B(f,g) = Ifgduo, V(f,g) e P, xP,. [ |

Observacién: Si du, =dp, =dt, este teorema se reduce al de Nehari. En
efecto, como en este caso |u,(A) <|B|u(A), resulta p, absolutamente continua
respecto de la medida de Lebesgue y, por Radon-Nikodym, 'existe @ <L/ (dt) tal que

Lo (A) = J.CD(t) dt. Luego, <|8|.
A

2 I (1) dt
A

Si A =B(x,9), L@ﬁj@(t)dt:@(x) p.p. y entonces, |®(x)|<|B| p.p. Asi
A

pues, @ eL”, |@], <[B| y B(£,g) = [fE@(t)dt.

El teorema que precede puede formularse también como un Teorema de
Bochner para "nucleos de Toeplitz generalizados" y puede extenderse también a R
(ver los articulos de R. Bruzual, cap.3, y de M. Dominguez, cap. 5, en [3°Esc]).

Vamos a deducir ahora, del teorema anterior, un célebre teorema de Helson-
Szego, que jugéd un importante papel enla Teoria de espacios BMO.
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Todo f e P se escribe en forma Unica como f=f +f, con f e P. La
transformada de Hilbert es la funcién T: P — P dada por Tf =f = —i(f,—1£,). T se

extiende a un operador acotado en 1 = L*(dt). Queremos determinar cuales son las
medidas >0 en T tales que el operador T de Hilbert se extiende a un 6perador

acotado en I’(u), o sea, cuando existe una constante M tal que

_ﬂTf fdp < Mz_ﬂf |2du, Vf eP. Este problema fue resuelto por Helson-Szegs.

Teorema de Helson-Szeg6

Sea p una medida positiva. Entonces, J'ITf Pdu < Mz.ﬁflzdu, Vf P siy solo si
1 es absolutamente continua, du = oa('t') dt con © €L'(dt), @(t)>0, o =e¢*¥ donde

o,y el”, ”w]lwg 2. En este caso, logw = ¢ + § € BMO.

Demostracién: Sea f =f, +f,, f, € 2. Por hipétesis,

[l -,

(M2 = 1wt ) + (M2 + Dt ) + (M2 + 1)uE L) + (M2 - u(Eg) 2 0

*dp < Mz_ﬂfl +f£,["dp, o equivalentemente

Reemplazando f; por A.f,

itio

V A, A; €C, resulta
(M2 - Du(EF) A, + (M2 + DRI MK, + (M2 + uEE) AR, + (MP - Du(EE) AR, 20

'~ Como ésta es una forma cuadratica, la Gltima condicién es equivalente a que su

determinante sea positivo, o sea (M2—'l)zu(|ﬂ|2)u(|f2|2)—(Mz+1)2|u(ﬂf‘2)|220.

Luego, (u(ﬂﬁ)(sgj—:%u((ﬂ|z)% u(f,’)!. Sea B(f,g):jf-gdu:u(f'g), entonces

IB(f,2)| sg—:%(‘l.lflz du)%(jlglz'du)%, Vf,g €P, x P, Por lo tanto, B: P, x P, C es

(m2-1)
una forma de Hankel acotada con ”B” < ] < 1.
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Aplicando el teorema anterior al caso u, =, = u, resulta que existe p, tal que
B(f,g) = [£Bn, = [fEdn, V(.0 e P x P, ¥ |uo(A)<(1-8)|n(A)| donde
1-¢=|B|.

Sif(t)=e™, g(t)=e™, m20,n>0, [(-n-m)=[,(-n-m), V(-n-m)<O0, lo
que implica por un Teorema de F. y M. Riesz (ver [Ni]) que n—p, = h(t)dt con h eH‘.

Por lo tanto, la desigualdad anterior se escribe (1 —hdt)(A)[ < (1-&)* (A)?, o sea

2

w(A) —J'h(t)dt <(1-e)* (A, Si |A|= j dt=0, jh(t) dt =0, enfonces p(A)=0.
A A A
Luego, p es absolutamente continua respecto de la medida de Lebesgue, dp = o (t)dt

2

<(1-¢)’

2 =

con o eLll(dt), o(t)=0 "y _[ o(t)dt| . Entonces,
A

j o(t)dt - jh(t) dt

2

[0(t0) = h(to)]* = fim <(1-8)0(t) ppt)-

j o(t)dt —Jh(t)dt

o
I\

Luego, h(t)=c(t)o(t) con t-of, <1-e. Como ® >0 resulta arg(w)=0y
arg(c) = arg(h). Ademas, [1-o(t)|<1-¢ implica que |arg(h)|=|arg(c)| <. Por otra
parte, log(h) =log|h| +iarg(h), de modo que si y=- arg(h), resulta = log|h|.

Entonces, ||, <2 y existe ¢ €L tal que

o(t)=e™o(t)’| =™ S .

El Teorema de Helson-Szegd tuvo importantes aplicaciones en la teoria de
prediccion de procesos aleatorios. Toda medida 1 >0 en T define un espacio de

Hilbert H = L*(T,u); y X: Z— H definido por X(n) =e™ se llama proceso aleatorio

asociado a pn. El subespacio P, generado por {X(n): nz O} se llama el futuro del

proceso y el subespacio P, generado por' {X(n): n< O} se llama el pasado del
proceso. Se dice que el proceso es determinista si P, esta contenido en la clausura de
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P, , lo que implica que p=1 donde p=sup{ —('*;(f%: (f.g) eP, x P, } es el
wliel ) ulel’)?

coseno del angulo entre P, y P, . Interesa especiaimente el caso fuertemente

indeterminista donde p <1. Tomando p=1-¢, resulta Ufgdu‘s(l—s)”f‘up"g”u, que

por Helson-Szegd equivale a que p = o (t)dt, @ =e*¥ con g,y €L, |y|_<=.

Mas generalmente, se define p, =sup{ o) . (f,8) €P, x P, } y el

e e )

proceso se dice completamente regular si p, ———0. El método usado para probar el
Teorema de Helson-Szegb permite también probar los teoremas siguientes:

a) Teorema de Helson-Sarason: p, 0 si y sblo si p=a(t)dt donde

n—-o

o(t) = |P(t)|2e"’“), con g e VMO.={f+§ f,g eC(T)} y P es polinomio analitico con
raices en T. - ‘

b) Teorema de lbrahimov: p, <—2_ a>0 si y sblo si p=w(t)dt donde

(1+n)* ?

() = [P(t)[ €*®, con o perteneciente a la Clase de Lipschitz A,

c) Teorema de Peller: Si P,, P, son las proyecciones de H sobre las clausuras -
de P, y P, respectivamente, entonces P,P, pertenece a la Clase S, de Schatten si y

solo si P = o (t)dt con o(t) = |P(t)|2e“’“’ Yo eBE.

Para mas detalles ver [I-R], [A-C-S] y para resultados mas recientes el apéndice
por Kruchev y Peller de [Ni] y el articulo de M. Dominguez en [3°Esc].

'En el Teorema de Nehari la medida . en general no es Unica, y existen
teoremas de parametrizacion y unicidad que describen todas las soluciones p y-

condiciones de unicidad. Tales teoremas pueden verse en el célebre trabajo de
Adamjan-Arov-Krein [A-A-K] y generalizaciones de éstos, para el caso del Teorema
generalizado de Nehari, en [Aro], en el articulo de Alegria en [3°Esc, cap.6] y en AL
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Numgros singulares de Schmidt

Sean T:E — F es un operador acotado, E, F Hilbert. Para cada n € N,, definimos
s,(T) = inf {|T-S|; S:E—F, (S) < n}

llamados numeros singulares o de Schmidt de T. En particular, s,(T) = |T| y {s, (D)}
es decreciente. Mas detalles sobre los nimeros singulares pueden verse en [G-K].

Proposicion: Si T.E — F es un operador acotado, E, F Hilbert, entonces

$,(T) =inf {’ . E, subespacio de E de codimensioén < n } :

T,

Demostracién: Como cod Ker(S) = r(S), VS €L(E,F), entonces

inf{ : cod(E, ) < n} s| < ||T- S| VSeL(E,F), () <n.

T,

T

Ker(8)

Reciprocamente, si cod(E,)<n, Hlamando §,=TP,, resulta (5,)<n,

entonces

inf {|T-S| r(S) < n} <|T-8, .

T

E,

Proposiéién: Sean E, F Hilbert, M cE un subespacio, dimM >n. Si
T e L(E,F) verifica |Tx| > a|[x| Vx M, entonces s,(T) > a.

Demostracion: Sea E, cE un subespacio, codE, <n. Veamos que
E, "M = {0}. Supdngamos que no y sea ‘{,xl':,...,xnﬂ} lineaimente independiente en
M. Por ser E, "\M = {0}, resulta {x, +E, ,..., x,,, +E, }linealmente independiente en
¥ . Entonces, dim % =cod E; 2 n+1, lo cual es absurdo.

Tx]

Por o tanto, 2sup'{%: x€E, AM, x # 0}2 a VE,, codE <n, de

T,

donde s_(T) > a. ]
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Proposicién: Sean H Hilbert y TeL(H). Definamos A.cL(H) como
A=s(T)-T'T. Sea E(A) la funcion espectral del operador autoadjunto A. Si
E =E(0)H, entonces dim E <n.

Demostracién: Para cada € >0, sea E_, = E(-e)H. Por propiedades de la
funcién espectral, si €, >¢,, E(-¢,)E(-e,) =E(-g,) ¥ lir?+ E(-¢) = E(0). Entonces,

E_tiende en forma creciente a E cuando & — 0",

Por consiguiente, para probar que dim E < n, basta ver que dimE_<n Ve>O0.

Sea € > 0 fijo. Si x €E_, entonces

<Ax,x> = :[87» d(E(k)x, x) < -a(E(-e)x,x) < -e”x”2

1
2

de donde resulta |Tx| = (2(T) +¢)*[x| Vx €E..

Si fuera dimE_>n, entonces, por la proposicion anterior, se tendria

s,(T) = (sﬁ (T) +8)E, lo cual es absurdo. Luego, dimE_ <n Ve> 0. [

La teoria de los nimeros singulares esta vinculada al siguiente:

Teorema de punto fijo de Ky Fan - lohvidov

Sean X e Y espacios de Banach, McL(X,Y) un conjunto. | CONVexo, .
débilmente compacto, ®:M — L(X,X) y ¥:M — L(X,Y) dos aplicaciones tales que:

1) VT eM, 38 e M con S®(T) = ¥(T)

2) la aplicacion F.M xM — L(X,Y) definida por F(T,S)=S®(T)-'¥(T) es
continua en las dos variables, en la topologia débil.

Entonces, existe T, e M tal que T,®(T,) = ¥(T,).

En efecto, de las tres proposiciones anteriores y de este Teorema de punto fijo,
se deduce el siguiente Teorema de Treil. La demostracién de estos dos teoremas
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puede verse en [Tr], este trabajo estd en ruso y una exposicion en esparol puede
verse en el articulo de J. Gimenez en [3°Esc, cap.2].

Toda forma sesquilineal acotada B.ExF —(C tiene un operador asociado
E—»>F tal que B(f,g)=(Tf.g), y |[B[=|[]- Se define . entonces,
s,(B)=s,(I'), Vn20.

Como s,(I)=

Sso”f”}=E. Sin embargo, si n>1,

K, ={f €E: |[f] <5,

vectorial E, de E de codimension < n.

Si 0:E — E es un operador unitario tal que oK, < K, no se puede asegurar
que todo subespacio E, < K de codimension < n verifigue cE, CE, .

Sin embargo se tiene el siguiente teorema:

Teorema de S.Treil

Sean I'E — F, E, F Hilbert, K_ definido como antes y 6:E — E un operador
unitario tal que oK, < K. Entonces existe un subespacio E_ de E tal que E, c K,
codimensiénde E, <n ycE, cE,. | ‘

A partir del Teorema de Treil y del Teorema de levantamiento de formas de
Hankel generales (visto-anteriormente), demostraremos el S|gu|ente

Tébrema de levantamiento condi,éional de formaé de Hankel

Sea [H,o,W,,WZ] un sistema de Lax-Phillips generaliZado. y B'W, sz—-><C
una forma de Hankel acotada. Sea n € Ny. Entonces, existen una forma de Toeplitz
B HxH—»C y un subespacio EcW,, codE<n tales que B'=B en ExW, y

|BY £ 5,(B). En este caso, se dice que B' es un Jevantamiento condicional-n de B
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Demostracién: Sea K, = {f ¢H: [re| < sn(B)||f||},- donde I es‘.. el opérador
asociado a B. Veamos que oK, cK_.Sif €K,
(rot.g) ={re.c-'g) < s @ilo ] - @elle ve <,
luego, |[of] < s, (B)|f|- '

Por el Teorema de Treil existe un subespacio EcK_, cod E<n. SiB, = B|Exw ,

resulta B, de Hankel y |B,|<s,(B). Por el Teorema de levantamiento de formas de
Hankel generales, existe B"H xH —C que extiende a B, con igual norma. Por lo
tanto B'= B en ExW, y [B| <s,(B). n

Teorema de Adamjan-Arov-Krein (primera versién)
Sea [H,0,W,,W,] un sistema de Lax-Phillips generalizado y B:W, x W, —C
una forma de Hankel acotada con I" el operador asociado a B. Sea n € N,. Entonces,

s,(B) =inf {|T -S| S:W, - W, de Hankel, r(S) < n}
y el infimo se realiza.

Demostracién: Por el Teorema de levantamiento condicional, existen una forma
de Toeplitz B"HxH —->C y un subespacio ECK , codE<n, 6(E) CcE tales que

B'=B en ExW, y |[B| <s,(B). Sea I'"H — H el operador asociado a B'. Definamos

S= szr"!wl ~T. Como §|, =0, resulta r(S) < n. Ademés S es de Hankel pues, si E*

es el complemento ortogonalde Een W, y f €E, f €E', g eW,,

<Scs(f+ f), g)

<Scf‘ , g> = (szl“'cf‘ , g) - (Fof‘, g> = <]."'cf‘ , g> ~ <Fcf‘ , g>
= <F‘?, c“g> - (l"f‘ , o“g> = <Sf‘ , c*’g> = <S(f +f), c"g)
ya que I es de Hankel, I'' es de Toeplitzy ¢"'W, c W,.

Como |1+ 8] =[Py, T, | < [T =B < 5,(B) < I +8]| resita a tesis. =
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. Un teorema clasico de Kronecker caracteriza los simbolos de los operadores de
Hankel de rango finito. Combinando el teorema de Kronecker con la primera version
del teorema de Adamjan-Arov-Krein se obtiene una segunda versién del teorema de

Adamjan-Arov-Krein que da una férmula para los nimeros ,sn(B@) de una forma de

Hankel de simbolo ®@. Para n =0 esta formula se reduce a la versién del Teorema de
Nehari dada en la pagina 37. Ver [Tr] y [C-S.1], asi como el articulo mencionado de J.
Gimenez en [3°Esc).

Para un estudio profundizado. de la teoria de interpolacién y del Teorema de
Nagy-Foias, con aplicaciones a la geofisica, ver el reciente tratado [F-F] y las
monografias de [D] y de [D-F-K].
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