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o | Prélogo

El presente fasciculo contiene los temas que he desarrollado en el primer curso de
Geometria Diferencial, que se dicta en la Facultad de Ciencias Exactas y Naturales de la
Universidad de Buenos Aires, a partir del afio 1992,

Los mismos han sido elegidos para que, independientemente del segundo curso de
Geometria Diferencial cuyo programa incluye conexiones y métricas Riemannianas, per-
mitan al alumno continuar con otros; por ejemplo, Anilisis en Variedades o Control
Geométrico no Lineal. Es por ello que he incluido integracién en variedades y el teo-
rema de Stokes y puesto cierto énfasis en el tema campos de vectores, con aplicacién a una
version del Teorema de Frobenius.

El curso no requiere méas que un conocimiento sélido de Célculo Avanzado y de los
conceptos topoldgicos que alli se utilizan. Para el desarrollo del curso me he basado —
unicamente — en los siguientes resultados:

= Fl teorema de la funcién inversa local

que a través de su consecuencia inmediata — el teorema de la funcién implicita en sus
dos versiones posibles — es fuente generadora de ejemplos de subvariedades de R".
= Fl teorema de existencia y unicidad de curvas integrales para campos de vectores en
R™.
= El teorema de cambio de variables .
que permite generalizar a variedades el concepto de integraci'én en R,
= El resultado que afirma (ver apéndice) que toda funcién continua e inyectiva, de un
abierto de R" en R", es abierta.

que asegura la buena definicién de la dimensién de variedades.

Se han intercalado, aproximadamente, noventa problemas a lo largo del texto, para
que su resolucién ayude a una mejor comprensién del mismo y cuarenta y cinco mas, como
ejercicios complementarios.



Agradezco a todos los que han colaborado en el dictado del curso, en los distintos
periodos; al licenciado Héctor Pérez y a los alumnos, cuyas observaciones me han permitido
mejorar dia a dia, la exposicién de los temas.

En especial mi gratitud a la licenciada Maria del Carmen Calvo, por haber revisado
el manuscrito, aportado ejercicios y por el entusiasmo y horas de trabajo empleados en el
tipeo y diseifio grafico.

Buenos Aires, Julio de 1995

ST T S e |

El tipeo de este fasciculo ha sido parcialmente subs1d1ado por UBACYT 94 y por el
Departamento de Matematica.
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Variedades Diferenciables

En lo que sigue, representaremos de manera inclistint,a con (ul,...,u") a los puntos
dg R" y c_oryuf R" > R(1<i<n)a la i-ésima proyeccidn; i.e., a la base dual de la

canonica de R™, .

R

DEFINICION

Sea A C R™ un abierto no vacio y f : A — R una funcién. Diremos que f es
diferenciable si las derivadas parciales de cualquier orden de f existen y son continuas
en todo punto de A.

De acuerdo con la dqﬁnicién, diferenciable es sinonimo de C°°.

NOTACIONES
'.C(:)I'_'l‘ F(A) denotaremo_s@l_conjunto de todas las funciones diferenciable_s fiA—R.
Si1<j<n, denotaremos con D;: F(A) — F(A) y con Dj|p, : F(A) = R,(p€ A)

a los operadores definidos por: D;f =‘§% ¥ Djlp(f) = Diflp.

DEFINICION
En general, una funcidn f : A — R¥ con f = (f1,..., f¥) se dird diferenciable, s:

cada fi € F(A).

OBSERVACION
Toda funcién diferenciable es continua.

DEFINICION
Sean A y B abiertos no vacios de R™ y f : A — B una funcion. Diremos que f es un
difeomorfismo de A en B, si: R
a) f es diferenciable
b) f es una biyeccidn con inversa f1
c) f71 es diferenciable.

OBSERVACION '

Puede ocurrir que f : A — B sea un homeomorfismo con f diferenciable y que f1
no sea diferenciable.

Por ejemplo, A = B=R" y f:R" — R" la funcién definida por: f(u?,...,u") =
((u)?, L (’un)S)'



Nota
El siguiente resultado, cuya demostracion puede leerse en cualquier libro de Célculo
Diferencial, es de suma importancia.

Teorema de 1a Funcién Inversa.-Local:: . - : : o :

- Sea:G G R™ ain abierto no vacio, f = (f1,...,f"): G — R™ diferenciable y suponga- .
mos que eziste p € G tal que det(D; fi|,) # 0. Entonces existe un abierto A:C G con.
p € A, tal que f(A) es abierto y f: A — f(A) es un difeomorfismo.

EJERCICIO .1 . .
+.Sea, G C. R™ & un ab1erto no vacio, f : G — R" d1ferenc1ab1e tal que det(D; f? lp) #0,
para todo p € G. Probar:
a) f(G) es abierto
b) Si f es inyectiva, entonces f :.G-— f(G@) es un difeomorfismo.

CONVENCION .
i .Sea f.: A— B un difeomorfismo entre abiertos. C,omQ,B = f(A), convenimos en
decu que: el par (A, f) es:una CARTA USUAL de R™. e
Si pE A, diremos que (A f) es una CARTA ALREDEDOR DE p..
Como corolario del teorema anterlor tenemos la s:gulente versién del teorema de la
funcién 1mp11c1ta

Teorema de la' Funcién Implicita I
Sea G C R™ un abierto que contiene al origen de R* , f : G — R¥ con n > &,

una funcidn diferenciable que satisface f(0) = 0 y det(D;f'|o) # 0, donde 1 < 1,57 < k.
Entonces existe una carta usual (D,h) de R®, alrededor del orzgen de R”, que satzsface las
siguientes propiedades:

e) R(0)=0yh(D)CG

b) D=AxC, con A abierto en R* y C abierto en R™~*

c) Siu = (ul ,...,u") € D, entonces f(h(u)) = (ul,.. ,uk) Es decir, foh es una
proyeccidn, |

2



DEMOSTRACION:

Sea F : G — R" definida por F(u) = (f}(u),..., f¥w),u*+!,. . u"), donde u =
(ul,...,u* u**1 . u"). Luego, F es diferencial)le y det(D;Fi|o)1<ij<n = det(D; filo).

Del)iclo al teorema anterior, existen abiertos A’ CcR*y B' CQ@, ambos conteniendo
al origen de R”, ta]es que F': B’ — A' es un dlfeomorﬁsmo .

Como A' ¢ R® = RF x R" —k | existen abiertos A C Rk y C’ © R™*, ambos
conteniendo a los respectivos or1genes tales que 4 x ¢ c A’/ En consecuencia, si
B=F"'AxC), es F:B — Ax C un difeomorfismo entre abiertos. Sea D=AxC

yh=F1:D-— B 1uego (D, h) €s una carta usual de R™ alrededor del origen, que

sa,t1s{ace las propledacles enunmaclab

DEFINICION

Sea G C R™ un abierto no vacio y f = (f1 .y f®) 1 G — R¥ con n > k diferenciable.
Un punto p € G se denomine un punto regular de f si rango(D;f'|,) = k, donde
1<i< k v 1 <i ] & n, En caso contrario se denomina punto critico de f.

Un punto q € e R se denomma uUn valor regular de f, si todo p € f~1(q) es un punto
regular En caso contmrzo, se denomzna un valor critico de f.

. \-'

EJERCICIO 2

S'ean aij, bi,c € R con a,J =aj; y sea F': R" — R la funcidn cuadrética definida por
-y :

H RIS S 5T PR
(ul,... _5_ a,,uu]+22 biut +c

S b=t

Supongamos quegQ,:_,FT-](O) es no vacio; es decir, @ es una CUADRICA. Un punto p.€ R”
se denomina un CENTRO de ) si para todox € Q es 2p — x € (). Verificar que si ningiin
punto de ) es centro de @, entonces todo p € () es un punto regular de F.

Vamos a demostrar ahora una consecuencia importante del Teorema de la Funcién
Implfcita I, que junto con el resultado del ejercicio anterior, nos permitira dotar a la
mayoria de las cuécl_ricas de una estructura diferenciable.

Ay P T -

Corolario 1
Sea f:R™ — R¥ con m =n —k >0, una funcién diferenciable, b € f(R™) un valor
regular y M = f~1(b).
Para cada p € M ewzste una carta usual (W, go) de R" alrededor de D, que 3atz.sface
a) o(p) =0 y p(W)= A x C con A y C abiertos de R™ y R¥ respectivamente. ~
b) oW NM)=Ax{0} o, equivalentemente, si p = (¢1,...,p™, 0™ 1 ..., ©")
esWNM={geW /o™ (q)=...=p"(q) =0}

3
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DEMOSTRACION '
Daclo D E M sea. g R” — R* deﬁmda por g(u) flu+p) -0 luego g(0) =0y
,g |0 = D; if? |p Como p es un punto regular de f, es rango(D;g* |0) =k, donde 1<i <k

y 1<j<n Luegoexisten1 <ji <...<jr<n tales que det(Dhg o) # 0, donde

1<4,8<k.

i pe’rdicla de gener.a,liclad, supongamos que js = § 8i 8 = 1,...,k; si no, definimos

§:R™ = R¥ por g(ul,...,u”) = g(u"®,...,u"™)donde v : [1,...,n] = [1,...,n] es una
permutacion que satisface o s) =j,paras=1,....,k ¥y el razonamiento que prosigue
se hace con g.

Siendo det(D ig'o) # 0, donde 1 <i,j <k, por el Teorema de la Funcién Implicita I,

existe una ¢arta usual (D, k) de R™, alrededor del origen, con h(0) = 0 D . C x A, donde *

C y A son abiertos de R* y R, respectivamente, tal que
(1)goh(u ..,u")—(u, ,uf) si ue D
o, equivalentemente, que
(2) F(Rw)+p) =b+(ul..:,ub)
Sea W = hDY+p y v W—-D=CxA definido por (q) = ﬁ“i(q —p).
Sip = (1, ..., 0k prH1 . yn) se verifica
@) wnM={geW [y} (g)="..=¢*g) =0}
En efecto, si geEWesgq = h(u)+pconue Dy por (2) resulta
() f@) = b+ @, ub) o |
Como ¥(g) = h g —p) = A~ (h(u)) =u, es ¥i(g)=u' sii= 1 ,n. Luego,
(5) #@) = b+ (WA (@)s- ... ¥"(0)) | “



La igualdacl (3) es inmediata a partir de la anterior. Siendo m =n — k,. si defini-

mos p 1 W — Ax C‘ por ‘/’(‘J) = (¢k+1(9)a ™), ¥ (9); - -, ¥F(0)), se cumplen las
propiedades a) b) - - .

OBSERVACION

Sile damosa M= f ~1(5) ¢ R" la topologia inducida.por R™, entonces M es Hausdorff,
con base numerable y la inclusién i : M- — R"™ es continua. Seaz: WnNM— A definida
por.z(q). = (X (q), .., 9™q)); luego z es una biyeccién con inversa z1(ul,...,u™) =

o (ul,...,u™,0,...,0). La igualdad anterior muestra que z~* es continua. Afirmamos

que también z es continua, con lo cual z resulta un homeomorfismo entre el abierto WM
de M y el abierto 4 de R™. Para ello basta observar que si itlwamy : WNM — R

es 1a.~ restriccidn de la;,»inglusig')n aWnMyIl : R xR — R™ es la. proyeccién
O(ut,...,u™,u™ . u™) = (ul,...,u™), entonces z = Il o p o id|wnm. .- .

DEFINICION

Un espaczo topologzco M se denomina una variedad topologlca de dimension m > 1,
st satisface:

EAY AR IR

:a) M. es Haugdorff.y con bgse numerable _
b) Para cada pe M eaiste un abierto U entorno de p, un abierto A de R™ y un homeo-
morfismo z : U — A

Nota . SRS x

El par (U,z) se dénomina una carta de M alrededor de p. Siui:R™ — Resla
i-ésima proyeccidn, sea z' = u’ o z; luego x(q) = (2'(g),...,z™(q)) si ¢ € U y por lo tanto
escribimos z = (z!,...,z2™). La funcién 2 : U — R se denomina la componente i-ésima

de 2 y z*(q) la coordenada 1-es1ma de ¢ respecto de z.
EJEMPLOS

1. M=R™conla topologfa usual, tomando U = 4 = R™ y = =id.

2. Debido al corolario anterior, si f : R* = RF conm =n'—k > 0 es diferenciable,
b € f(R™) es un valor regular, entonces M = f~!(b) es una variedad topolégica de

dimensién m con la topologfa, inducida por R™.
3. De acuerdo con el ejercicio 2, toda cuadrica Q C R"*(n > 2) sin puntos singﬁlares,

es decir, ningn punto de--Q' es centro de Q, es una variedad topolcl)gica de dimensién n —1
con la topologfa inducida por R™.

ot
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Proposwlon 2 L
Sea M una variedad topoldgica de dimensidn m, p€ M y supongamos que . existe un:
abierto V de M, entorno de p, un abierto A de R™ y un homeomorﬁsmo‘ y:V — A
En‘tonces n=m. , o
i .L.-%&;{E‘ P o e g oon SR . L
DEMOSTRACION: : L :
Sea (U z) una carta de M a.lrededor de o luego cc(U N V) es un a]merto 1o vacio den
R™ pues-p'e U N V e y(U N V) es un abierto no vacio' de R™. ' '
‘ Slencla"m oy~ tsy(UNV) = z(UNV) un homeom_orﬁsmo entre abiertos no vacios,

resulta n = (ver a,pencllce)

EJERCICIO 3
Sean M y N variedades topoldgicas y f : M — N una funcién. Verificar la equ1va—
lencia de las siguientes afirmaciones: a2
) f és contintia en'p ' v

b) Si (p.) es una sucesién en M que converge a p, entonces (f(pn)) converge a f(p).

EJERCICIO 4
Sean M y N variedades topoldgicas de la misma dimensién. Probar quesi f: M — N
es continua e inyectiva, entonces [ es abierta.

EIERCICIO § . . By
,..5ea M. una Varledad topoldgica y A un abierto 1 no vacio de M Mostrar que A, con la
topologza_;gduc1d@,:gs una variedad topoldgica de la misma dimensién que M.

EJERCICIO 6 ‘

Verificar que R™"*™ es, de manera natural, una variedad topoldgica de dimensién n?.
Deducir del ejercicio anterior, que GL(n,R) es una variedad topoldgica de dimensién n®.
DEFINICION [ ‘ .

Sea- M una veriedad topologzca e I un conjunto de indices. Una familia de. cartas

A = {(Ui,z:)}ier se denomina un atlas pare M, st M = |JU;.
el ’

n

OBSERVACION .
Sea. M C R" la var1edac1 topologlca de dlmensmn m=n-— k deﬁmda de acuerclo con
el corolano 1. Sl (W (,0) es una carta usual de R™ que sat1sface las prop1edades a) l)) del

mismo, diremos que (W, ) esta adaptada a M.

6



Si (U,z) es la carta de M definida por U = W N M y 2(q) = (¥*(g),.-.,9™(q)),
diremos que (U, z) es la inducida por (W, ). Sea A la familia de todas las cartas de M
inducidas por cartas usuales de R™ adaptaclas a M. Afirmamos ‘que el ‘atlas A tiere la
siguiente propiedad:

Si(U,z), (V,y) pertenecen a A, con UNV no vacio, entoncesyoz™! : z(UoV) - R™
es diferenciable. - Lo '

En efecto, ) Lo

sean (W, ) y (Q,9) las cartas de R™ que inducen a (U,z) y a (V,y) res-
pectivamente, con W = A x C y Q = B x D. Tenemos que 71 : z(U) = A - U e
y :. V.~ y(V) = B estan definidas por z7Hw) = o™ Hu,0) e.y(g) = (¥(q),...,¥v™(q)),
donde 0 es €l origen de R¥, : :

Luego, siu € z(UNV)es yo 2= (u) = (W o 7 (w,0),...,9¥™ 0 p~(u,0)) y por lo
tanto, y o ™! es diferenciable. Por la misma razén esn roy™! diferenciable, con lo cual
yoz l:z(UNV)—y(UNV)esun difeomorfismo con inversa z o y~1.

DEFINICION
‘Sea M una vdriedad topoldgica de dimensidn m y A un atlas para M. Diremos que
A es diferenciable si pare todo par de cartas (U,z) , (V,y) pertenecientes a A con UNV

no vacio, se verifica queyox ' :2(UNV) > y(UNV) e zoy™t:yUNV)— z(UNV)
1

1

son diferenciables; es decir, y o ™! es un difeomorfismo con inversa xoy™".

A 4

OBSERVACION a

Sea M = R" con la topologla usual, U = V =R", z = id e y(u) = ((u¥)?, ..., (u")?)
siu = (ul,...,u"). Si A= {(U,z),(V,y)} , entonces A es un atlas para M que no es
diferenciable, pues z o y=! : R™ — R™ es-la funcién z o y~(ul,. .., u") = (Vul,..., Ju")

que no es diferenciable.



DEFINICION . . .

Sea M una variedad topoldgica y .A un atlas dzferencmble para . AI Una carta (U z):,
de. M se dice admisible para A, si el atlas AU {(U,z)} s diferenciable.

OBSERVACION : :
Con las notaciones de la observacmn anterior, si Ag = {(U, z)}, entonces (V,y) no es

adm1s1b1¢.con Ao.

DEFINICION - S
Und estructura diferenciable para M, es un atlas diferenciable D para M con la
propiedad de ser mazimal. Es decir, st (U,z) es una carta admisible con D, entonces

(U,z) € D.

OBSERVACIONES

1. Si Aes un atlas cliferenciable para M, entonces A genera una unica estructura diferem
ciable D para M con A C D, definiendo a D como la familia de todas las cartas (U, z)
dé M que son admisibles para A.

2. Una variedad t‘opolc';gi(:a puede: tener diferentes estructuras olifgrenciables. Por ejem-
plo, sea M = R™ con la topologia usual y para cada k =0,1,.". ; sea 7z : R® — R™
el homeomorfismo defmido por zx(u) = ((u?)?¥*+1,. .., (u™)2F+1) si u = (ul,...,u").
Sea Ay el atlas para R™ definido por A = {(R*, zx)} v Di la estructura diferenciable
generada por Ay. Luego, Dy # Dy si k # k',

3. Existen var1edacles tonologlcas que no admiten estructuras diferenciables (ver M.

KERVAIRE, Comment Math. Helv. 34 (1960))

4. La estructura (11ferenc1a]31e Dy se (lenomlna la ESTRUCTURA DIFERENCIABLE USUAL
para R®. Por construccién de Dy, se t1ene que (U,z) € Dy <= (U,z) es una carta
usual de R™.

DEFINICION

Una variedad diferenciable de dimension m > 1, es una variedad topoldgica M de
dimensidn m, proviste de una estructura diferenciable D

Nota ‘
Las Var1edades diferenciables se suelen indicar en la forma, (M,D), o sxmplemente con.

M s si no hay confusmn sobre 1& estructura d1feren<:1able consu‘lel ada..

8



EJERCICIO 7

Sea V' un R-espacio vectorial de dimensiénn > 1 y B =:{vi,...,v,} una base. Sea
z : V — R" definida por z(v) = (a%,...,a") si v = a'v1 + ... + a".v,; es. decir, si
z = (z',...,2") entonces {z,...,z"} es la base dual de B.

Consideremos sobre V' la tnica topologia que hace a x un homeomorfismo.

“a) Verificar que dicha topologia ‘no depende de B. ' h

b) Sea D la estructura diferericiable generada por el atlas’ (V,z). Probar que D no
depende de B.
NOMBRE: D se denomma la ESTRUCTURA DIFERENCIABLE USUAL para V.

EJERCICIO 8

Sea M una variedad diferenciable de dimensién m y A C M un abierto no vacio.
Considerando en A la topologia inducida por M, mostrar que A hereda, de manera natural,
una estructura diferenciable que hace de A, una variedad diferenciable de dimension m.

EIERCICIO. 9
Deducir de los eJercmlos anteriores, que GL(n,R) C'R™*" resulta, de manera natural,

una variedad diferenciable de dimensidn n?.

DEFINICION ., .
Un subconjunto no wvacio M C R™ se denomina una subvariedad de dimension
=1,...,n de R™ si verifica las siguientes propiedades:
S M es una variedad diferencieble de dimensidn m. .
Sz Para cada p € M existe una carta usual (W, @) de R™. alrededor de p con ga(p) =0,
:. c,o(W) A x C donde A .y C son abiertos-de R™ y R"™™ respectivamente; tales que
o) o(WOM)=Ax{0} .
b) SiU=WNMyz:U — A estd deﬁmdo por :c(q) ('(q),---,2™(q)), entonces

(U,z) es una carta admaisible.

EJEMPLO
~ De acuerdo con lo visto, si f : R® — R¥ con m = n — k > 0, es diferenciable y
b€ f(R") es-un valor regular, entonces M = f71(b) admite, de manera natural, una

estructura diferenciable que lo transforma en una subvariedad de dimensién m de R™.

EJERCICIO 10 : :

Sea M C R™ una subvanedad de dimensién m y sea D su estructura diferenciable. Si
D' es una estructura diferenciable que hace a M, una subvariedad de dimensién m de R™,
probar que D =D'. .

Sugerencia: Ut1l1zar la propiedad S, de la deﬁmcmn de subvariedad.
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EjERCICIO 11
Sea Q C ]R" una cuddrica sin puntos singulares. Verificar que Q es una subvariedad
‘de dimerisién n —1.

EJERCICIO. 122 ... - S
Sea M C R" una subvariedad de dimensién n. Mostrar que.: M ‘es:abierto y la estruc-
tura diferenciable coincide con la.heredada de R™ (ver, ejercicio 8)::

EJERCICIO 13 :
Sea M C R™ una subvanedad de dimension m. Probar que la topologJa de M coincide
con la inducida por R™.

NoTa
Ex1sten vanedades diferenciables M ¢ R™ que no son subvariedades. Por eJemplo sea
(O 27r) IR2 la. lemniscata o mosio
deﬁmda por ¢(t) = (sent,sen(2t)) y A 2 e
. ) u _¢(0,27)
M = .¢{0,2r).. La curva c es una bi- o

o . .
yeccion con su imagen, luego S1 1e da—

mos a M la {nica topologia que hace 7~ | S
a ¢ un homeomorfismo, entonces M T~/ u?

resulta una variedad t’dﬁélégica de di-

mension 1.

Es claro que M no resulta compacto por ser homeomorfo a (0,2m) viac. M resulta, de
manera natural, una variedad diferenciable, considerando sobre M la estructura diferen-
ciable genelada por el atlas (M,c™1). Debido al ejercicio anterior, M no pue&e ser una
subvanecla(‘l de R?, pues si no, su topologm seria la mducula Yy por lo tanto, M seria,
compacto

EJERCICIO 14
Sea M una variedad diferenciable de dimensién n y D su estructura diferenciable.

i) Sea V un abierto no vacio de M, A C R™ un abierto e y : V — A un homeomorfismo.
++ Supongamios-que si p € V; existe una carta (U, z) € D conpe U tal quez oy~ :
y(U NV) = «(U'NV) es un difeomorfismo. Probar que (V,y) € D.

ii) Sea (U,z) € D, A C R™ un abierto ey : U — A una biyeccidn tal que las funciones
yoz~t: 2(U) — A, zoy™!: A — z(U) son diferenciables. Utilizando i), mostrar
que (U,y) € D.

iii) Si'p € M, probar qué existe (U,z) € D con z(p) = 0 (origen).

iv) Sip € M, sea B(0,r) la bola abierta de R™ con centro en el ongen y radio r > 0.
Construir (U, 2) € D tal que z(p) =0 y z(U) = B(0,r).

10



v) Sip € M, construir una (U,z) € D con z(p) =0 y z(U)=R"

Sugerencia: 3 || || denota a la norma usual de R” considere la funcién f B(O,l) SR

definida por flu) = = ”u“z

EJERCICIO 15
Sea M una subvariedad de dimensién m de R™® A C R’” un abierto no vacio y f =
(fY,...,f*): A — R" difer enciable, sat1sfac1endo las siguientes propJedades
' 1. Existe un abierto Q de R” tal que f(A) QN M. |
2. f:A— Qn'M es un homeomorfismo, SJendo la topo]ogm de QN M la inducida de
R™ o, equivalentemente, la de M. ‘
3. ParatodoutA esrcmgo(D,f lu) = m; dondel<3 <m y 1<1<n.

Probar quesiV =Qn M ey=f" 1, entonces (V, y) es una carta admisible.

Sugerencia: Para cada pevV, considere (Uyz) conpe Uy inducida por cartas usuales

(W, ) de R™ adapta,das aMy aplique el ejercicio anterior parte ii).

NoTa

La definiicién’ de variedad diferenciable parte del supuesto que el conjunto M en
cuestién es una variedad topologma '

- En la-»practlca, es conveniente utilizar el siguiente criterio para construir varieclades
diferenciables. b '

Criterio
Sea M un conjunto, I un conjunto de indices y para cada 1 € I, sea U; C M un
subconjunto no vacio y ;i : U; — R™ una funcién inyectiva.
Supongamos que la familia A = {(Ui, pi)}ier satisface las siguientes propiedades:
1. M= U;
el
2. ¢i(U; N Uj) es abierto en R™, para todo i,j € I. '
3. Sit,j € I y Ui NUj es no vacio, entonces goiogo;."l (U NU;) — c,o,-(U’,- NU;) es
diferenciable. "
Sea 7 la topologia definida como sigue: A € T si y sélo si w;(ANU;) es abierto en R™
para todo ¢ € I. Entonces T es la tinica topologia sobre M que satisface que U; eés abierto
paratodoi € Iy ¢; : U; — cp,(U ) son homeomorfismos.
Si T resulta con base numerable (por ejemplo, si I es finito o numerable jpor qué?)
y Hausdorff, entonces M resulta una variedad topoldgica de dimensién n'y A es un atlas:
diferenciable.
- Luegoy M resulta una variedad diferenciable con la estructura generada por A.

11



Aplicaciones.
Variedad Producto

Sean M,N variedadgs d.i)ggrencial)les de dimensién m,ny estructuras diferenciables D
yD'. b e v e e e C _
Consideremos el conjunto M x N, = {(p,g) / p € M,q € N } vy sea la familia
A={U xV,zxy):/ (Usz).€ D,(V,y) € D'}; donde & x y : U x V = 2(U) x y(V) C
R™ x R" = R™*" esta definido por z x y(p, ¢) = (z(p), y(q)). |

Entonces A satisface las propieda,cles del criterio anterior v define una topolog{a que es
Hausdorff y, con }Jase numerable de hecho es la topologla producto S1 D" es la estructura
dlferenmal)le generada por A, entonces M x N es una variedad dlferencmble de dimensién
' con' dicha estructura diferenciable, que se denomina la VARIEDAD PRODUCTO.

Espacio Proyectivo

‘Sea M ,el conjunto de todas las rectas L de R™+? que 'pasan por el origen; que se
denota usualmente con M = P,(R™1),
- Si represertamos a los puntos u € R"+! de la forma u = (ul,...,u™"1), sea Z; el
hiperplano de R**+! de ecuacién Z; :ui=0. Sea H; :ui =1y U;={LeM / L& Z;}
sii=1,...,n+ 1. Por construccién se verifica que M = UUisiI={1,...,n+1}.

A'satisface las prbpi‘éclades del criterio. La

el
En efecto, - :
dado L € M sea u = (ul,...,u"t1) € L con u # 0; luego u* # 0 para algin
ieTl;aseal €U ' ' o
Si L ¢ Z;, es LNH; =un punto. De llecho si 'P u+ .
= (u',...,u™1) es base de L, entonces _ / L
. 1 ' 41 n41
LﬂH = Z"' u' ’1’uu‘ ' ’T) Hn+1' . é\(P(L)
Sea ;. Ui — R" definida por o;(L) = . SR o
LNH;. Es claro que ; esta bien definida yes : i
una biyeccién. Ji A = {Ui,¥i};e, entonces /{nﬂ ' o
4 ‘. u . .

topologia que definie tiene base numerable,

pues A es fnito.

Queda ‘como ejercicio verificar que es Hausdorff; lﬁego‘ M es una variedad topol‘égica de
dimensién n.

12



M con la estructura diferenciable genera(la- por A se denomina ESPACIO PROYECTIVO
REAL DE DIMENSION n.

Nota

Pasamos a}lora a extender el concepto de funcién diferenciable a variedades diferencia-
bles. En lo que sigue, si M es una variedad diferenciable y D es su estructura d1ferenc1able,
cuandd digamos que (U, z) es una carta de M se entenderé que (U,z) € D.

DEFINICION

Sean M y N variedades diferenciables de dimensiones m y k respectivamente y
f i+ M — N una funcidn. Diremos que f es diferenciable y escribiremos f € C™, st para
cada p € M ezisten cartas (U,z) de M y (V,y) de N conp € U y f(U) C V tales que
yofoax~l:z(U)— R* es diferenciable.

_ EIERCICIO 16
Sean M y N variedades diferenciablesy f : M — N una funcién diferenciable; probar:

a) El concepto de diferenciabilidad de f no depende de las cartas (U,z) y (V,y) que
satisfacen f(U) C V.

b) f es continua.

c) Si A es un abierto no vacio de M con la estructura diferenciable heredada de M e
. : A — M es la inclusidn, entonces ¢ es diferenciable.

d) 5'1 Q) es una variedad diferenciable y g : N — @ es diferenciable, entonces gof: M — Q
es diferenciable. ,

e) Si A es un abierto no vacio de M, la restriccién de f a A es diferenciable.

Proposicién 3
Sea M una subvariedad de dimensidn m de R™ e 1 : M — R” la inclusidn. Entonces
¢ es diferenciable

13



DEMOSTRACION: SR e ‘ S
Dado p € M, sea (W, ) una carta usual de R™ con p € W, p(p) = 0, go(W) "AxC
con A y C abiertos de R™ y R®™™ respectivamente y (W N M) = A x {0}.
Luego siz: WNM — A estd, defnida por z(q) = (! (q) ..,™(q)) entonces
(VVﬁ_M :z:) es una carta dé M conp E WnM e z(WﬂM) = W, S

Slendo poiox 1(u, "’)-—(,002090 T(ul,.. 0)*—(1’ 07’0)’

entonces ¢ es d1feren01able

EJERCICIO 17 :
T Construzr una Varledad d1ferenc1ab1e M .de dzmensmn 2, tal que M C R3 y con la
prop1edad que la inclusién i : M — R3 sea continua pero no diferenciable. .

DEFINICION
Una funcion f: M — N se denomina un difeomorfismo, si f es diferenciable, f es
una biyeccidn con inversa f~! y f! es diferenciable.

EJEMPLOS
Sea M = R" con la estructura usual Doy N =R" con la estructura diferenciable D;.
1. Si f: M — N estd definida por F@t, ... ,um) = (Vul,...,Yu"), entonces f es un
difeomorfismo.

2. Si f: M — N es la iclentidad, entonces f no es un Jifeomorﬁsmo, pues f~! no es

diferenciable.

NoTa

En lo que sigue, consideraremos, salvo mencién explicita, ‘nicamente la estructura
diferenciable usual de R™ (n > 1).

NOTACION
Sea M una variedad diferenciable yUCMun abierto no vacio.
Denotaremos con F (U) al conjunto de las funciones diferenciables f : U — R.

EJERCICIO 18
Sea M una variedad diferenciable de dimension n y U C M un. abierto no vacio.
Verificar:
1. Si f € F(M), entonces f|ly € F(U); donde f|y denota la restriccion de f a U.
2. Si f,g € F(U), entonces f.g € F(U).
3. F(U) en un R-espacio vectorial con las operaciones naturales.
4. Si (U,z) es una carta de M con z = (z!,...,z"), entonces z* € F(U).

14
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EiERCICIO 19 P » . . -
Sea M una variedad diferenciable de dimensién n y (U,z) una carta de M. Con-

sideremos a U y a z(U) como variedades diferenciables con las estructuras diferenciables

inducidas de M y R™ respectivamente. Verificar que z : U — z(U) es un difeomorfismo.

NoTA

Los siguientes r_esultaqlos seran luego, de mucha utilidad

Lema 4 B | :
§i0 < a<b, existe g € F(R™) tal que g(u) = 1 s ||lul| < a, g(u) =0 s lul| > by
0<g(u)<lsia<lul|<bd

DEMOSTRACION: * "' ~,
Sl o = +/a, B = b definimos ft) = eFFTE sia < t < By f(t) = 0 en caso
contrario; luego f e FR).

Sea ahora F € F (R) definida por A
8

M. Luego, F(z) =1 !

O i -

si e <a , Flz)=0 si 238"y

0<F@)<1l si a<z<p Si

se define g(u) = F(||u||?), entonces g

F(z) =

satisface lo pecliclo.

\

DEFINICION

1 f i M — R es una funcidn, el soporte de f se define como el conjunto
sop(f) = {p€ M [ f(p) # 0}

Luego, M — sop(f) es el abierto mas grancle en el cual f se anula.

Lema 5
Sea M una variedad diferenciable de dimensidn n, W C M wun abierto no vacio y
p € W. Eziste una o € F(M) y un entorno abierto U de p con U C W gue satisfacen:
1.0<¢p(g)<lsige M.
2. QOI'U'= 1
3. sop(p) es compacto y estd contenido en W.

DEMOSTRAGIGN: B '
" De aciierdo ‘con el ejercicio 14, inciso iv)'; podemos construir una carta (V,z) de M

conp eV CW tal que z(p) = Oy z(V) = B(0,3).
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Sea g € F(R") la funcién construida en el lema anterior paraa=1yb=2

Si se de.ﬁne o o o PR T RN .

e [ela@) sgev T LT

: ‘10(27)"‘{0' siqgéV' ' o ; ","." el ".‘_‘"\‘
para U = z71(B(0,1)) se verifica: ; "" Pl ‘
o) =1 si ¢ €U =z Y(B(0,1)); | . “""‘1' 'Sl\ T
sop(p) = 271(B(0,2)) y 0 < p(g) < 1 L XT(BO, 1)) -
cualqulera sea ¢ € M. Claramente, P DR AP

\ 7.

es diferenciable. 3

x! (B(O,Z)) L

‘. /k
. .

Corolario. 6 | 4 x-1(B(0,3))=V -

Sea M una variedad diferenciable de dimensidn n, W C M un abierto no vacio y

L]
.

pEW. 8i f € F(W), existe f € F(M) y un entorno abierto U de p con U C W tales que .

flu = flu.

DEMOSTRACION: | .
Sea w € T-(’M Yy U satisfaciendo las condiciones del lema anterior.

Si f: M — R se define como f(q) = ©(q).f(q) sig € Wy F(g) = 0 en caso contrario,

entonces f€ F(M)y satistace lo requerido.

DEFINICION

Sea I un intervalo abierto de R; luego I es una variedad diferenciable con lo estructura

dzferencza,ble heredada de la usual de R.

Si M es una variedad diferenciable, una curva em M es una funcidn dzferenczable

c: I —- M.

NOTACION

Si c: I — R™ es una curva con e(t) = (c{t),...,c™(t)), donde ¢ = w0 ¢, denotanggs_

de de? de™
con il = (Grlo - g 1e):

dc
El vector Et- | .

se denomina el vector tangente a la curva c en .

OBSERVACION
Sea M una subvariedad de dimensién m cle Rrei: M — R”la 1nclu81on De acuerdo
con la proposmon 3 €s. I clﬁerenmable Luego, si c: I — M es una curva, entonces

dc d(z o c) |
dt 't

t1oc:] — R™es una curva y escribimos —
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Espacio tangente a subvariedades de R"

aE

Si M C R™ es una subvariedad de dimensién m y pE M un vector tangente a M en
p es, intuitivamente, un vector v € R" con la prop1e&ad que ex1ste una curva ¢ : I—-M

con0€l,c0)=p

. A pyv=-, |0
" Denotemos con -TPM al‘con.]unto de los vectores tangent.esfa M en p.
Afirmamos que T, M es un subespacio de dimensién m de R™.
En efecto
sea (W, ) una carta de R™ con p € W, ¢(p) = 0, o(W) = A x C con A
yC ablertos de R™ y.R»™™ respectlvamente tal que (W N M) = A x {0}. Sea o =

',(‘10 3. "So (Pm+1,.. ,son) y "Z, :AXC'—)WCOII ¢= (wl,"!,wm,¢m+17"',¢n)'
Como Y0 ¢(u e, Ut = ,un) v ¥(0) = p, se deduce trivialmente que

D1901|P -Dncpl‘p D1¢1|0 Dn"/)1|0 .
oo, . : : = identidad (1)
D180"|p cor Dpp™p D™ -+ Dpyp™|o

by

Para1<j <n—m, sea grad((,om+’)| = (D1e™|p, ..., D™V |,) y S el sﬁ]aespacio de
R” definido segin .

Si={ueR" < grad(gom+j)|p u>=0sij=1,...,n—m} (2)

Debido a (1), la dimensién de S es m y estd generado por los vectores DN,Z)|0 =
(Deblo, ..., Dep™fo) con £=1,...,m,
Mostramos en lo que sigue, que T, M = S.

_ dc T,
Seaw € ToMyc:I— M unacurva tal que0el,ec(0)=pyv= E{‘O Como c es continua

yc(0)=peWNM, existe une >0 tal que c(—e,e) CWN M.
" La condicién e(WNM) = Ax {0}, implica que @™ Ti(c(t)) =0sift|<eyl<j<n-m.

dc
Denvando respecto de t y especializando en t = 0, se obtiene que < grad(o™* N> == o ‘ 0

OmlS;Sn—m,luegoTpMCS.

m
Seave Syal,...,am € R tales que v = Zangd)lo. Denotemos con a = (at,...,a™);
' ' =1
luego por ser A un abierto de R™ que contiene al origen, existe € > 0 tal que si [t < €,
resulta t.a € A.
Consideremos la carta (WNM,z)de M mducula por (W, p); esto es, z : WNM — A esta

definido como z(q) = (' (q),- -1 0™(q)).
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Siendo z(p) = 0, si definimos ¢ : (—¢,6) — M como ¢(t) = z~!(¢.a), entonces ¢ 63 unia

curva que satisface c(O) = p. Dado que para u (u o u™) €Ay 0 € .R,n_m es
() = p1(y,0) = ¢(u 0), entonces c(t) = d)(t a. 0) »
En consecuencia, c(t) = (t a,0) si 1'<i<n.

Derivando respecto cle t ¥ espec1allzando en t = 0 se ob’uene b |0 Z a Dg¢ |0, luego

[.._..
C
v=—|, e LM
DEFINICION ™
- Sea'A C R™ un abierto no vacio y f = (f*,...,f*¥) i A = R¥ una funczon dzferencm-

ble. Sip€e A, la diferencial de f en p se deﬁne como la a,plzcaczon lineal df, : R™ — Rk
tal que :

dfy(v*,.. ,v")~(ZDf1|pv, 3 Dift0 ')

l—-].

La matriz J(f p) = (D f’|p) € R¥*" se¢ denomina la matriz jacobiana de f en p.

Proposmlon 7

Sea f=(f1'....,fF) : R - R¥ con m = n ~k > 0 una funcién diferenciable y
b€ f(R™) un valor regular. Sea M = f~1(b) con la dnica estructura diferenciable que hace
a M una su,bva,meda,d de R™ de dimensidn m. Sip € M entonces TpM = ker(dfp) nucleo
de dfy.

DEMOSTRACION:
. Como PE M ybesun valor regular entonces rango(J (f,p)) =k o, equivalentemente,
dzm(Im(dfp)) = k luego dim(ker(dfp)) = m.

Dado que T,M 'y ker(dfy) ."c;enen la misma djmensién, basta comprobar que:

T;M C ker(df;).

Sea v = (wh. ., v") €M yc: I — M con ¢ =(c,...,c") una ¢urva que satisface

de
c0)=pyv= dt| Entonces,

df(v) = (ZDifllp.vl,..,,ZD,' £,07) =
dct
(ZD,FP at o Zkap )=

_(d(floc)‘ d(fkoc)‘> _ d(foc)
n dt 17 g¢ o

o
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Como c(t)eMy f(c(t))_; bsite I, entonces _d_(_]_;_to_cl|0 =0

EiERCICIO 20

En la situacién de la proposicion anterior, verificar que |
TM {ueR™/ < grad(f)lp,u>=0 si i <j <k}

COMENTARIOS , : . .

Hasta aqul, hemos deﬁmclo vector tangente y espacio tangente a una su})varleda,cl M
en términos de su espacio exterior R".

Interesa ahora, extender dichos conceptos a variedades diferenciables que en principio
no estdn contenidas en R™; por ejemplo, el espacio proyectivo. De acuerdo con la definicién
dada, se tiene que si p € R™, entonces T,R™ = R™.

Veamos ahora cémo interpretar los vectores v = (vi,... ,v") € T,R" de manera de
poder realizar la generallzacmn deseada.

SiferF (R™), podemos definir la derivada direccional cle f en p en la direccién v

Como el numero

f(p +tv) - f(p)

: =3 v\.Diflp =< v, grad(f)|, > (1)

o(f) = lim '
. =1
Luego, al vector v € T,R"™ se lo puede interpretar como la funcién v : F (R™) — R que
a cada f € F(R") le asigna el ndimero v(f) segiin (1).

Como tal, v satisface evidentemente las siguientes propiedades: .

v(a.f +b.g) = av(f) +ba(g) (@

v(f.9) = v(f).9(p) + f(p)-v(9g) - (3)

sia,beRy f,g € F(R") |

Una funcidén v : F (R™) — R que safisface (3) se denomina una derivacién sobre
F(R"™) en p.
La igualdad (2), dice naturalmente que v es R-lineal.
Denotemos con R7 al conjunto de las funciones v : F (R") — R que satisfacen (2) y (3).
El conjunfo e claramente un R-espacio vectorial con las operaciones naturales.

Es de hacer notar, que si v € Ry v f € F(R™) es constante, entonces v(f) = 0.

En efecto,
por ser v lineal basta comprobar que v(1) = 0. Como v es una derivacién,
resulta v(1) = v(1) + v(1); o sea, v(1) = 0.
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Para cada v € T,R™ = R", sea J,(v): fkR”) — R definida como J,()(f) = En:vi'.])iflp?t

siv=_(vl,...,v"); luego Jp :R" — RY es lineal.
Afirmamos que J p €8 un isomorﬁsmoi’ con lo cual R™ y Ry resultan '_CA'NC')NICAMENTE
ISOMORFOS (pues J no clepemle de Bases)

Sl {el, en} denota la base candnica de R”, se cumple
] R L
’p.(ei)lz Dl = -5—u—i|p sil<i<n : (4)
En consecuencia, es suficiente verificar que {D],,..., Dylp} es base de Ry

. Son 1ndepen&1entes

Seanal, c.,a” ERtales que a’ D1|p+ .+ a".Dylp =0; 1uegos1f--u1 es (al. D1|p
A @Dl ) = =0. . ~

[} SOIl generadores :

Sea f € F(R™),q = (¢",...,q") €ER™, c(t) =p+t(g—p) sit € Ry g(t) = f(c(t)). Luego,
f(q) = f(p) = 9(1) — g(0) = / Eh'dt = / (ZDiﬂc(t)-(q —-p ))dt =
| ' 0 0 NiDT _

nA P ' ' ‘VI
=326 =), [ Diflucydt
i=1 0

Sea hi € F(R™) definida por hi(q) = fol D; fle(eydt; 1ueg6 hi(p) = D;f|p.
De acuerdo con lo anterior, para ¢ € R" se tiene que
: o
f(g) = f(p) + Y _(¢' = P')-hi(9)
=1
Interpretando a f(p)yapi(l1<i < n) como funciones constantes y notando que u {g) = q ,

podernos €sCr 1b1r

f= f(p)+§j(u —p').hi (5)

i=1

Sea ahora v e R%; luego por (2) y (3) vy del hecho que anula a constantes se obtiene,

n n

o(f) =Y v(u)hi(p) = ) v(u')Difl,

=1 . i=1

poo e .. .

Como f es arl)itrario, se deduce



v = Zv(ui)Dilp | . (6)

Los vectores de R7 se clemoﬁinan también los vectores tangentes a la variedad

diferenciable R™ en py Ry se denomina. también el espacio tangente a R" en p.

La base {D; |p, .., Dulp} se denomina la base de R? inducida por la carta
(R™,id); id = (uly...,u™): S '
En particular, si n = 1, escribiremos inclistintamenfge Dilp=Dl|p = 7 |p

OBSERVACION
, Sea U un entorno abierto de Py denotemos con Up al conjunto de las funciones
v:F(U)—-R que sat1sfacen (2) v (8) para f,g € F(U).
Entonces Up, con las operaciones na,turales resulta un R- -espacio vectorial candénicamente
1somorfo a R7.

Esto lo .veremos en un contexto mas -general, pero esencialmente se debe a que, si

dos funciones diferenciables coinciden en un entorno de p entonces sus derivadas parciales
coinciden en D,y al corolario 6 aplicado a R™.

| Espa:cio__:ta_.pgente”a Variedades Diferenciables

Sea M una vari‘}e&ad diferenciable de dimensién n yp€EM.
Llamaremos VECTOR TANGENTE a M en P, & toda funcién v : F(M) - R que satlsfaga
las siguiente prop1ec1ades ' '
SiabeR y.f,9 € F(M) entonces
vi) v(a.f +bg) = av(f) +balg)
va) v(£.9) = v(f)-9(p) + f(p).v(9)
Una funcién v que satisface v2) se denomina una DERIVACION sobre F (M) en p.

Si denotamos con M, al conjunto de los vectores tangentes a M en p, entonces con las

operaciones naturales resulta un R-espacio vectorial.
Como en el caso R™, si v € M,y f € F(M) es constante, entonces v(f) = 0.

Proposicién 8
Sea V. un abierto no vacio de M y f,g € F(M)
a) Si fly =0yp € V, entonces v(f) =0 para todo v € M,.
b) Si flv =glv yp €V, entonces v(f) = v(g) para todo v € M,.
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DEMOSTRACION:
Por el lema § existe ¢ € F(M) con p(p) = 1y sop(p) C V; luego ©.f = 0 pues
flv =0. Sive M; se verifica:
i 0= 0(0) =v(e.f) = v(e)-f(p)+ ¢(p)v(f) = v(e).0+1.0(f) = v(f)
La parte b) es consecuenc1a de a) de la linealidad de .

Corolarioi9 '~ ' ,

Sea W C M un abierto no vacio, con la estructura diferenciable hercdada de M. S
p €W, sea Wy el espacio tangente ¢ W en p. Entonces W, y M, son CANONICAMENTE
ISOMORFOS; es decir, existe un isomorfismo J: My, — W, que no depeﬁdé de bases.

DEMOSTRACION ’ s
Dado v € M,, sea ¥ f'(W) — R defnida por 3(f) = »(f), donde f € F(M) y
f |U = flu para algun entorno abierto U de ; p con U C¢ W. La existencia de f esta
asegurada por ‘el corolario 6. Debido a la propos1c1on anterior el valor 9(f) no depende de
la extensién f ; luego o esta bien definida y es claramente un vector tangente a W en p.
St se definie J M, - W, por J(v) = {, entonces J es 11nea1 y tiene por inversa a

W, — M, deﬁmda por {(v)(f) = v(flw).

Nota

En lo que sigue ignoraremos los isomorfismos J e % construidos anteriormente y es-
cribiremos por lo tanto W, = M), cua]quiera sea el abierto W de M que contenga al
punto p.

OBSERVACIGN : C
Sea (U,z) con z = (z!,...,2™) una carta de M con p € U; luego para cada 1 < i <n

podemos defmir —(?—l : F(M) — R por

df o
( ) ———w'-f|w(p)

) equ1va1entemente escrll)lremos
0
2) 22| = 2|
3

La funcién ——| es claramente lineal y una derivacién sobre F (M) en py por lo tanto,

Ozt'p

es un vector tangente a M en p.

= Dl(f o] $_1)|z(p)

: : 0 . , _
Debido a la nota anterior, resulta —;'p € U, y como z? =ul oz € F(U) se obtiene

. — |
(3) gzj lp - 83;13:; |:c(p) ZZ'L iz(p) = 6] (delta de Kréneg]sgr)
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Proposiciéon 10

6 a . L .ot ;
W‘P’ ey 5—;'})} es una basé de M. En particular,
’ T ,

Con las notaciones anteriores, {

dim(Mp) = dim(M) = n.

DEMOSTRACION

° Son 11nea1mente 1ndepend1entes

En efecto,

n

. . 0

si al,...,a" € R satisfacen E _aa'a 7l
=1

; "8 o ;) g
0= (Yo', ) o) = Yo 2 =

=1 i=1

L] SOH gener a,dores .

Sea ug = m(p).,"ac}'licando U si fuera nece.:sariox, podemos ‘suponer que z(U) = B(ug,r) es
la bola abierta de R™ con centro en ug y radio r > 0.
Dado f € F(M), consideremos la funcién f oz~ : B(ug,r) — R.

Utilizando el mismo artificio que en el caso M = R", podemos construir funcmnes dife-
renciables h; : B(ug,R) = Rcon 1<i<mn, tales que ’

(1) hitun) = 5|, = Dits 027,

y

(2) fox™' = fox (ug)+ Z(ui'~ ub).hi
=1 :

siug = (ud,...,ud)

=202 'y hi = hyjozxoz™! = h;oz™} con

hi=h;oz € F(U), la igualdad (2) se escribe como

Dado que u = zi(p),ut =ulozoz™

(3) f=f(p)+ Z(z’ — z'(p)).hs:  “igualdad sobre U”

=1
En (3) se entiende que tanto f(p) como las %(p) represe_iltan a las correspondientes fun-

ciones constantes de F(U).

Sea 0 € My ucgo (7)) = w(a3(2) = 0.y o(&* — (3 ) = (e Futp) = o(e). 2 i | |
De]m(lo a (3) se obt1ene, .

o) =3 0.2 Z(( 2200 = (e ) )

i=1 i=1
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Dado que f es arl)itraria, resulta s

DEFINICION |

0 0 e

La base {6_51'1—'1’""’—8:6" lp} se denomina la base de M,, inducida por lq carta
OBSERVACION

La ig'ua'lda,d (4) de la fifoposicic/)nanterior, muestra que la coordenada i-ésima de
un vector v € M, respecto a la base inducida por una carta (U r), es v apllcaclo a la

coordenada 1—e31ma de X.

Corolario 11
Sean.(U,z) y (V,y) cartas de M, p e UNV,z = (z';...,2") e y= (y',...,y"). . Se
veriﬁca

811 Z g:] ’ o pare 1 "S J S n
donde —é—m—f|P = Miz(;}) =D:. (y oz 1)|z(p)
b) Sive My, es
U S AN L COAY AT
ar, o) \eem) e

DEMOSTRACION:

: - g s
Debido a la observacién anterior, la coordenada i-ésima del vector —| respecto de

aa)] p
la base-inducida por (U, y), es %L(y )= %y—ﬂp.

La parte ]3) es consecuencia de a).

NOTA
De acuerdo con la deﬁmcmn de matriz Jacoblana, se tiene que la matriz Jacoblana de

yog~! x(UnV)aR”en:c(p) es J(yo'c ,W(P)_(ax3| )
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EiERCICIO 21 , ‘
- Sea M una variedad diferenciable de dimensién n y sean p,q € M puntos distintos.
Verificar que My, N M, es vacio (ver nota al pie del corolario 9), \

EJERCICIO 22 - :
Sea M iuna Var1edacl diferenciable de d1menszon n,peEMy {vl, .,VUn} una base de

0 . .
M,. Construir una carta (U,x) de M con p € U tal que b—;lp =v; conl <1 <n, si
, T

r =zt ,z"). ' .
Sugerencza Construya una carta (U, y) conpeU,y(p)=0e y(U) R™. Construya

un isomorfismo adecuado p:R*—- Ry defina z = Y 0.

EJERCICIO 23
Sea V un R-espacio vectorial de dimensién n y B = {v1,...,v,} una base. Con-
siderando a V' como una variedad diferenciable con la estructura.usual (ver ejercicio 7),
sea (V,z) la carta inducida por B. Siz = (m oo Z") yu €V, se define J.:V =V, por
n n ...’
. - a
Ju(Z“ u) = a5l
i=1 =1

Mostrar que el isomorfismo Ju no depende de la base B; es decir, es candnico.

EJERCICIO 24 _ A
Sea M una variedad diferenciable de dimensién n y D su atlas maximal.
Sea TM 'la’unidn de todos los espacios tangentes; o sea, TM = |J M,
pEM
Seall : TM — M definida por II(v) = p si v € M.
Para cada (U,z) € Dconz = (z1,...,2"),seaTU = |JM, CTM yz:TU — z(U)xR"
. pelU
definida por

z(v) = (2(7(v)),v(z’ ), 0(2"))

o, equivalentemente,
n

z (Zv(w’ )- 6(1’ »

) = (z'(p),...,2"(p),v(z"),...,v(z"™))

=1
sipeU yve M,
Denotando con # = (#*,...,&%,z"t,...,7%") serd Z'(v) = z(II(v)) = z' o () y
i) =ov(e) sil <i<n
Verificar:
1) : TU — z(U) x R™ es una bzyecczon con inversa T~ : z(U) x R® — TU definida
por :E"l(a, b,...,b") = Z b —— _1(a) sia€z(U)

t=1
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2) Si(V,y)eD y UNYV es no vacio, entonces Z(TU N TV) = :z:(U N V) x R™ “un ablerto
- -de ]RZ"” . .
3) En la situacidn 2), Ia biyeccidn o g~ 1 y(U N V) X R” S 2(UNV) x R™ estd dada

z" oyl
por Zoj a,b) = (:I;oy Ha), Zb’ Zb' A 3u'y )| )

. =1
" sih= (b1 b") Es- deczr, Zoy!es d1ferenc1ab1e

= 4) Utilizando eI criterio _para construir variedades d1ferenc1a,bles deduc1r que T™M a.d—
mite una estructura diferenciable que lo transforma en una variedad diferenciable de
. dimensién 2n y para el cual las cartas (TU, ¥) resultan admisibles.

5) Verificar que con dicha estructura diferenciable, Il : TM — M es diferenciable.

DEFINICION
TM ¢on la estructura diferenciable construida en el ejercicio anterior, se demomina
el fibrado tangente a M y II.: TM — M se denomina la proyeccién. ‘
Las cartas (TU,&) se denominan las inducidas por (U, z) o cartas trivializadoras

Diferencial de una aplicacién

En lo que sigue, extendemos el concepto de diferencial de una funcién diferenciable
definida en un abierto U C R” a valores en RE, a variedades diferenciables 11 y N de
dimensién n v- k respectivamente. Si f: M — Nes diferenciable yp€EM, podemos
construir una funcién fep 1 My — Ngpy del siguiente modo: -

Si v € My, fup(v) : F(N) — R se define para cada ¢ € F(N) por
Fol0)() = vl 0 f) . o

Para a,b € R y o1, 05 € F(N) se tiene:

Fap(v)(a-p1 + bup2) = v((a.p1 + b.pz) o f) =v(apiof + bz 0 f.) =
= a-”(%ﬁ o f) +b.w(pz o f) = a. fip(v)(p1) + b. fep(v)(e2)
lo que muestra que fap(v) es lineal. Ademds,
Fep(0)(01.92) = v((p1.02) 0 ) = v((sp1 0 (g2 0 /) =
=v(p1 0 fp2(f(p)) + ¢1(F(p))-v(p2 0 f) =

o = fap(0)(01)-02(£(P)) + 21 (F(P))- Fip(v)(02)
lo que muestra que fyp(v) es una derivacién sobre F(N) en F(p); luego fep(v) € Ngpy.

De (1) se deduce trivialmente que fup : My — Nyg(p) €s lineal.
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La aplicacién lineal fap se denomina la diferencial de f en p

OBSERVACION

Sea V un ablerto de N entorno de f(p), y U un entorno ablerto de p con fu)cv;
por eJemplo, U=f"Y(V). |
Sipe FV), resulta po feFU) y como v € M, = Up, podemos aplicar v a o f.
Por otro laclo, fep(v) € Npp) = Vipys luego poclemos aplmar fep(v) @ .
Aﬁrr;lamos que se cumple
IR S f*p('l’)(so)—v(SDOf) - (2)
En ereé;to, | o

sea W un al)ierto de ¥ conf(p) eWcC V y ¢ € F(N) tal que Slw = ¢|w.
Luego,
f*p(v)(‘P) f*p(”)(‘P) = 'U(‘P of)=v(pof)

REPRESENTACIéN EN COORDENADAS

La observacién anterior permite representar a fip tomando coordenadas. Jean (U, ),
(:‘V, y) cartas de M yN respectivamente con f(U)CV.

Sim:(ml,. ™), pa.rapEUes{ 8nl }una,basedeMp.

all

SI Y= (?J 7 ,y’“), e_ntonces { es una base de Nf(p)

Byt 1 " Bk |f( )}
Sive Mp, la coordenacla i-ésima de fap(v) es f,..p(v)(y ) =v(y' o f), luego,

- k
2 fap(v) = Zf*l’(v (y ) |f(p) Zv(y © f) If(p) ' (3)
En particular para v = —Q—| se tiene
’ Oxi'p
S0 i D _N~OWof) O ‘
f*P(am]l ) o ——_J‘p(yof)'a_y—z_‘f(p) _‘Z Oxi lPayllf(‘p)
S dwofer) | 9 e o, 7
‘y ofjox™ i -
2; Oud |z(p)‘ayi‘f('p) Z;Dj(y of oz 1)'|a‘c(p)'_a—?;7|f(p) J

T 1 B A

. <~1»n . ~' 6 . , .
Luego, si v = .};v(xl).a}ﬂp sera fap(v) = Zf*p(v (v ) |f(p)’
1= : T T o :
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Dl(y1 0 f 0 :z:—l)lz(l)) o+ Dn(y'o f Om—1|z(P)) U(CU]) . f*p('v)(yl) .

Dyt ofocv Yetr o+ Do foran) \ol@)/)  \ )

SECH

OBSERVACION B . ,.
- Sea g =yofoz!: z(U) — R¥; luego por (4) la matriz de f«p respecto de las bases
inducidas por (U,z) y (V,y) es la matriz jacobiana J (g,z(p)). Debido a (5), la relacién
entre f*,, My — Ny, y dgz(P) R™ — R*¥ es como sigue:

Dado (v!, ") € R™, sea v € M definido por v = Zzﬂ £7
Si Fap(v) = Zu |f(p), entonces dg,()(v!,...,v") = (w!,...,wF).
PROPIEDADES -

1.Sii:M—> M esla iclentidacl', Yy p€ M, entonces typ: My — M, es la identidad.
Pues 7.,(v)(¢) = v(p 01) = v(p) si o € F(M); luego i,p(v) = v.

2. Sean M,NyQ@ variedades diferenciables, Ff:M > Nyg: N — Q funciones
dlferencxables Si p € M, entoncesgo f: M — Q satisface (go f)*p = Guf(p) © fap-
En efecto

(gof)ep(v)() = v(po(gof)) = v((pog)of) = fip(v)(00g) = gus(p)(fep(v))(p)
si p € F(Q); luego (g0 flip(v) = It (p) (Frp()) cualquiera sea v € M.
3. Si f: M — N es un difeomorfismo, entonces (fep)™ = (F sy

Es consecuencia de las propiedacles anteriores.

Nota
Recordemos que si S €Rycon D|; € R denotamos a la base inducida por la carta

(R, zd) Luego, si A es un abierto de R, entorno de s, y g € F(A), es D| (9) = Dg|s = i is.

Sea f M-R diferenciable ypEM; 1uego fip + Mp — Rypy.
Sive Mpv es fup(v) = fap(v)(id)-D|s(p) = v(id 0 f).D|s(p) = v(f)-Dl(z)-

Representanclo con dfy : M, - R a la funcién lineal definida por dfp(v) = v(f), resulta

Fep(v) = dfp(v). Dl p(p)-
La apllcacmn dfp se denomlna tamblen la diferencial de f en p.
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EJERCICIO 25 ‘ .
Sea M una variedad d1ferenczab1e de dimension n y f € .7-' (M).. Se define la dife-

rencial de f por df : TM — R, donde df(v) = dfp(v) si v € M.

Probar que df es-diferenciable.

Sugerencia: Utiliz-ar_ cartas trivia,lizadoras.

OBSERVACION

Sean M y N var1eda&es dlferencmbles, AC'M un ablerto novacioy f: 4 = N
dlferenclable, donde en A se considera la estructura diferenciable heredada de M. Si pE A,
se tiene que f*p A = Npy- Siends A, = M,, ‘M, podemos escribir que Jap t My — Ny

EJERCICIO 26

'Sea M una variedad diferenciable de dimensién n, (U,z) con'z = (a: ye-+,2™) una

carta de M. Sea A = 2(U),p €Uy a=z(p).

0 _ , .
Probar que (z71)4q : R? — M, sat1sface1(m 1)*a(Di|a) = a0 |p sil<i<n.
T
Vector tangente a una curva
Sie = (c',...,c¢") : I — R™ es una curva, el VECTOR TANGENTE a c en t es

de”
dtlt_( dt |t’ "F{‘t)‘

Interpretanclo a R™ como una variedad diferenciable tenemos, de acuerdo con el ejer-
cicio-23,- el isomorfismo canénico J ety + R — RZ(-t); luego,

c, . dc dc” :
Jc(t)(%lt) = %|tD1|c(t) +.o. g{|t-Dn|c(t)

Por otro lado, si consideramos acy t Re = Ry, utilizando las cartas (I,1d) y (R", id)

se obtiene que cui(D|¢) = c(t)( dt‘ ).

: s g ‘
Esto nos dice que c.x(Dle) ¥ E§|t difieren formalmente y, por lo tanto, podemos
redefinir a c,;(D|;) como el VECTOR TANGENTE a c en t. La redeﬁnicién permite su

gen_eralizaci(')n a variedadgs. .

'Sea M una variedad diferenciable de dimensién n y ¢: I — M una curva. El vector
&(t) = exe(Ds) € My se denomina el vector tangente a c en .
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Si s€I y U es unentorno abierto de c(s), para fe F(U) es é(s)(f) = c*t(D|s)(f)|
= Dli(foc) = X2 s o -

SiU esel clommlo de una carta (U,z) de M con z = (z!,. "), sea J cr el en’corno
" ‘ T (
abierto de s definido por J = ¢}(U). Parat € J es c(t) € U; luego

. d(z'oc 0
. c(t)——Zc(t)( )6$,|c(1) - Z ( )|t arz|c(t)

so=1

la 1gua1(1ad anterior se denomma la, representacién de ¢(t) respecto de (U, z).

Proposicion 12
Sea M wuna variedad diferenciable de dimensidn n,p € M y (U,z) una carta de M
conpeU yz=(2t,...,2"). Si(al,...,a") € R", existe una curvac: I — M con0 el

0 0
_ . _ 1 .
y ¢(0) = p, tal que c‘(t)—a,.gm—lh(‘t) .+a”. B |c(t) sstel.
DEMOSTRACION:
Sea a = (a1, ...,a"); luego por ser z(U) abierto con z(p) € z(U), existe un ¢ > 0 tal

quew(p)—l—taem(U) sit el = (—¢,¢).
Sea ¢ : I — M definida por c(t) = 2~ Yz(p) + t.a). Como zi o ¢(t) = :L"(p) + t.a?,
d(z* o c)

dt It =

entonces !

Cor:olario 13
Sea M una variedad diferenciable de dimensién n,p € M y v € My.Eziste una curve
c:I—- M con0€lyc0)=p tal que ¢(0) = v. '

DEMOSTRACION:
Sea (U,z) con z =(z!,...,2") una cartade M conpe Uy ai = v(z')si 1< <n.

El resultado es ahora consecuencia de la proposicion anterior.
OBSERVACION :
Sean M yN variedades dlferenmableb f: M — N una funcién diferenciable ypeE M.

Ltlllzando el concepto de vector tangente a una curva, la diferencial fop : My — Ngipy

. 4 . . . .
se imnterpreta geometricamente del siguiente modot

Sea v € My y c¢:I— M una curva tal que v es vector tangente a c en s € I, entonces

fxp(v) es vector tangente a la curva foc: I+ Nent=3s. Jiv= é(s), hay que mostrar
que fup(v) = foc(s).
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En efecto, ~ : ‘ .
fup(@) = fup(&(8)) = Fup(ena(D]a)) = ( 0 )ua(Dls) = Foe(s)

/ v fn p(V)
- ~ ¢ — foc
/ M p=c(s) ’ ﬁ

NoTa -
Enseguicla mostraremos la vinculacién entre el espacio tangente M, a una subvariedad

M de R™, al interpretarlo como una variedad diferenciable, con su espacio tangente T, M

que es subespacio de R™.

Proposicién 14
Sea M una subvariedad de dimensidn m de R*,i : M — R" la inclusion y p € M.
Entonces se verifica:
a) twp 1 My — Ry es un monomorfismo

b) T,M .—.-J;l..o._z'*p(Mp), donder : R™ — RY es el isomorfismo candnico.,
DEm_ééTRAGI(’)N;
o Parte a)

Sean (U,z) y (V,y) cartas de M y de R™ respectivamente, con z = (z!,...2™) e y =
(¥, ...,y™) tales quep € U € Veyoioz tul,...,u™) = (ul,...,u™0,...,0) si
(ul,...,u™) € 2(U). Por ejemplo, sean Vyy) = W,p) y (U,z) las consideradas en la
Propos_icién 3. Parall <7 5,’” se verﬁca,

. 5 n o o 0
i (7 |p) = ;D"(yl 2109 )]s Byl = Byl

Luego, txp €8 UN monomorfismo.
° ‘Parite. b)

Debido a la parte anterior, los subespacios T,My J 7 -0tip(Mp) tienen la‘misma dimensidn.
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En consecuencia, es suficente verificar que J 7l otyp(My) C T,M.

Sea v € M,y ¢: I - M una curva que satisface 0 € I,e®) = p y é0) = v.
Para 1 < £ < n, sea ¢! = uloioc; luego, io e(t) = (c!(t),...,c"(t)) y por lo tanto

. det dc™
0= Glo G lo) € HM
Alora ]oien, .

n n

ixp(v) = Zz’%,(v)(uﬁ.DdP = Z v(ul 09).Dy|, =

= " é(0)(ul 04).Delp =D cxo(Dlo)(u’ 04).Dylp =
=1 =1

S = ZD'Q(UE 0:0 C).D[lp = ZD|O(C£)D€|]1=
£=1 o ) i =1

o dct ~ 
= ; —lo-Dilp = Jo(®).

Esto nos dic‘e, que .];1 0typ(v) =D

EIERCICIO 27
Sea M una subvariedad de dimensién m de R™ e : M — R" la inclusién. Si (U, z)
es una carta de M con z(U) = A, sea f : A — R"™ definida por f(u) =10z !(u). Probar:
1. Existe un abierto 2 de R™ tal que U =QNM y f: A— QN M es una biyeccion
2. f:A— QN M es un homeomorfismo
3. f es diferenciable

) oft . . .
4.-Sia € A, entonces rango(—f.‘ ) =m,s11<:1<n,1<7<m
- Oul'e
~(Comparar con el ejercicio 15)

Sugerencia: Utilizar el hecho de que M tiene la topolog{a inducida, i es diferenciable
Y que tup : Mp — R} es un monomorﬁsmo, sipe M. '

DEFINICION

Sea M una subvariedad de dimension m de R™ y A C R™ un abierto no vacio. Una
funcidn f = (f1,...,f*) : A — R"™ se denomina una parametrizacién de M, s eziste
un abierto (! de R™ con las siguientes propiedades:
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1. f:A— f(A)=QNM es una biyeccidn Crene : '
2. f: A— R" es diferenciable

$. [T QN M — A es continua; donde QN M se suponeé con la topologia:.inducida por
R™. S - |
4 Siac A an (ifi\)— 11<i<n,1<j<

. Sia s esrango(zrs|,) =m, sil<i<n, 1<j<m.

Debido al ejercicio 19, es (2 N M, f~1) una carta de M.

EiERCICIO 28

Sea M una subvariedad de dimension m de R"™ y f : A — R"™ una parametrizacidn de
M. Sia € Ayp= f(a), mostrar que df,(R™) = T, M.

OBSERVACION

Sl M y N son variedades diferenciables de dnnensmn n y k respectivamente y
Ff: M — N es una funcién diferenciable, se define la DIFERENCIAL de f como la funmqn
f«: TM — TN que en cada v € TM vale fu(v) = fup(v) si v € M.

La funcién f. es diferenciable.
En efecto,

| dado v .E.TM con v € My, sean (U,z) y (V,y) cartas de My NconpeU
y f(U)CV.

Sean (TU,z) y (TV,) las cartas de TM y TN, inducidas por las anteriores.

Siwe TU es w € My con ¢ € U; luego fu(w) = fig(w) € N C TV y por lo tanto, )

De acuerdo con 10 anterior, se obtiene el siguiente cliagrama conmutativo:

fx
TU —_— TV

E J
z(U) x R*? ———— y(V) xR¥ -
gofeoz
Luego,_ hay que verificar que o fr 0T L es diferenciable.

Siz = (z1,...,2") ey = (g,...;y"), para (a,b) € 2(U) x R" con b= (b!,...,0") ¥y
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g € U con z(q) = a se tiene,

go'f. 0T (a, b)_yof*(zba__'_ )___g(ib,f*q(%b))

j=1

g(Zb’{Zf*q e ]| )(y)ay |f(q)})
(i{Zb A0} )

t=1 gj=1

k. .n .
(Z{sz 6(’(J °f°$ )l }'822"

=1 g=1

f

i
L]

II

)

(yOfow Y, yop 2o sy AftefeaT)

Jj=1 . , j=1

En consecuencia g of,0z ! es diferencia]ale._
)

NoTa
El siguiente resultado, es la generalizacién a variedades diferenciables del teorema de
la funcién inversa local.

Teorema 15 :

Sean M y N varzedades diferenciables de dimension n. y f : M — N una funcidn
diferenciable. Sea p € M para el cual fup : My — Npp) es un isomorfismo. Entonces
existe un abierto U entorno de p y un abierto V entorno de f(p) tal que f: U — V es upn
difeomorfismo.

DEMOSTRACION:
Sean (U',z) conz = (z,...,z") y (V',y) cony = (y,...,y") cartas de M y N tales
quepcU'y f(U)C V"

a ~ ‘ y —_—1 a . . .
Como f*P(@lp) = ;Dj(yl ofoi )|I(p)'3_'tj|f(1’) sil <j<ny fiesun iso-

morfismo, entonces det(D;(y' o f 0 £™1)|4(p)) # 0

Luego, si consideramos la funcién y o fo =1 : z(U') — y(V'), por el teorema de la
funcion inversa local existe un abierto A C 2(U') con z(p) € A y un abierto B C y(V')
con y(f(p)) € B, para los cuales y o foz™! : A — B es un difeomorfismo. Si U =z"1(4)
yV =y (B), entonces p e U'y f: U — V-es un difeomorfismo.
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Inmersiones y Sumersiones

Enlo que sigue, M y N son Variiedacl_es_\diferenciables de dimensién n y k respectiva-
mente,

Una funcién chferenma])le f+:M — N se denomina una inmersién si para todo pEM
es fup: Mp — N £(p) un monomorﬁsmo 1uego n<k.

{
i
B T !

EJEMPLOS o ; o

1. Toda curva ¢ : I — M que satisface é(t) # O sit € I, es una inmersién.

2. La curva ¢: R — R? definida por c(t) = (cost,sent) es una inmersion no inyectiva.

3. Si M es una subvarieddd de R" e i : M — R™ es la inclusi(')n, .entonces ¢ es una
inmersién debido a la proﬁbsicién 14, Dado"que M tiene la topolog{a inducida, si le
damos a (M) la topologla inducida por R™, entonces 1 : M — i(M) es un homeomor—
fismo. "

4. Seac: (0,2r) — R? la lemniscata c(t) = (sent, sen2t) y M = c(0, 27) con la estructura
diferenciable generada por el atlas (M,c™ 1) (ver nota al pie del ejercicio 13) La

inclusién ¢ : M — R? es diferenciable pues i 0 2= = ¢ lo es. Como ¢(t) #.0 para todo
t € (0,27), entonces i es una inmersién. di le damos a (M) la topologla 1nc1uc1cla por
R?, entonces i : M — i(M) no es un homeomorﬁsmo, pues la topologm cle M no es la
1nc1uc1c1a por R2,

ot

Los eJemplos anteriores, sugieren la siguiente definicién.

DEFINICION
' Una, funcion dzferencmble f: M — N se denominae una sumersion si satisface

81) f es una inmersidn

s2) [ es inyectiva

83) Si f(M) tiene la topologza inducide por N, entonces f : M — f(M) es un homeo:-
morﬁsmo :

NOTA
El siguiente resultado es importante para el estudio de las inmersiones. Comparar con
el Teorema de la Funcién Implmta I.

Teorema de la Funcién Implicita IT
Sea G C R™ un abierto 'que contiene al origen de R", f: G — R¥ con.n < k una
funcidén diferenciable que satisface f(0) =0 y det(D;f*|o) # 0, donde 1 <i,j <n.
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Entonces existe una carta (B,g) de R con 0 € B,g(0) = -O,Q(B) = A x C con
A C G abierto y C C RF™" abierto, tales que go f(ul,...,u") = (v*,...,u",0,...,0) &
(u',...,u™) € A. Es decir, go f: A — R es la inclusidn.

\_>: [ u
AXC ™ e | ST A
Cc
DEMOSTRACION: ,
Sea F 1 G X R — R* definida por )
F(ul,...,u™u™ o uf) = f(ul,. . ,u™) +(0,...,0,u™, . . uk)

Luego, F(0) =0y det(D;Fi|o)1<i,j<k = det(D;filo) # 0

Por el teorema de la funcién inversa 1'oca1, existen abiertos A’ y B de RF tales que
0€A'CGxRF"y F: A - B'esun difeomorfismo. Sean 4 y C abiertos de R™ y R¥—"
conteniendo a los origenes con A x € c A'. i B = F(A x C), entonces F: AxC'— B
es un difeomorfismo. C

Si g=F"1:B — A xC, entonces (B, g) es una carta de R¥ que satisface lo pedido.

Teorema 16

Sea f: M — N una inmersidn con n < k. §ip € M, eziste una carta (U,z) de M
con p € U,z(p) =0 y una carta (V,y) de N con f(U) CV e y(f(p)) =0, tales que
a) Siy=(y,...,y" g, ..., y*) entonces fF(U) = {g € V/y""'l(q)‘: ... =yk(q) =0}
i) Sz = (z!,...,2"), entorices =/ =y’ o (f|v) a

i3) f: U — N es una sumersidn.

DEMOSTRACION:

De acuerdo con el ejercicio 14, parte v), podemos construir una carta (V', ) c{e N tal __
que §(f(p)) = 0 e §(V') = R*.
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Como f~1(V! ) es un abierto que contiene a p, existe una carta (U',%) de M con
#(p) =0y fU')C V" Sea f = jofoz™l:&U") — RF, luego por ser fap : Mp — Ny
un mohomorﬁs!mcﬂ)j,“ésr faﬁgo(Dj(g" ofoz No)=n donde1<i<kyl1<j<n.

Caml)iando {j por permutacion de sus componentes (§!,..., gk)_, poclemo'é éupdﬁer que
det(Dj(§ o fod )0 #£0si 1 <i,j <n. " L R

Debido al teorema anterior, existe una carta (B,9) de R* con 0 € B, ¢(0) = 0,
g(B) =AxCcon A C &U') abierto y € C R¥—" abierto, tal que g o f(u!,...,u") =
(ul,...,u™0,...,0) s (u',...,u") € A

- Sea U = i~Y(A),z = &|y; luego, (U, z) es una carta de M que satisface z(p) = 0.
Sea V= I B)ey=go(flv):V — AxC; luego, (V,y) es una carta de N tal que

y(f(p)) = gof(p) = 9(0) = 0. Siu= (ul,...,u™) € A, entonces go f(u) = gojjo foi~1(u) =
yo f oz 1(u); luego,

yo foz~l(u)=(u,0), donde 0eRF™ (1)
o, equivalentemente,
U =y Ax DY @)
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e Parte i1)

“Siq € f(U) C V, entonces g = f° ’ﬂ“l(u ) +,u"); luego por (1) se cum_ple que y™+1(g) =
=y"(g) =0. |
‘-Rec1procamente sigeVe y"+1(q)

= y*¥(q) = 0, entonces y(q) = (u 0) € AxC,
1uego por (2) es ¢ € f(U). |

a1

) Pa.rte 12)

Por (1) esyio foz1(ul,...,u™) = uf =2f oz~ 1(ul,...,u"); luego, 2/ = ¢/ o (f|v).
o Parte i)

Ha,y que verificar:

a) f:U— N es una, 1nmer31on
b) fiU— Nes myectwa
) Si f(U) tiene la topologm inducida por N, entonces f : U — f(U) es un homeomor-

fismo
=Se cumple a)
Es obvio por ser f : M — N una inmersion
=S¢ cumple lo) ;
Sean 0,¢ € U; luego, g = 27 (u?,...,u") y ¢ =z~ 1(v,...,0") con (u!,...,u") € Ay
(v1,...,o") € A,
Si f(q) = f(¢'), entonces foz~(ul,...,u") = foz~i(v!,...,0").
Por (1) se obtiene que (ul,...,u") = (v ..... o), lo que 1mpl1ca que ¢ =¢'.
~Se cumple c)
Es claro que por ser f : M — N continua, entonces f : U — f(U) lo es.
Veamos entonces que (f|r)~! : f(U) — U es continua.
De hecho, son continuas la inclusién i : f(U) - N, las funciones y:V —- AxC,

tT AU .y,la p:oyeccién m:AxC — Aenel primer factor. Luego, es cortinua la
« o/ .
composicion de las funciones ‘

) Y T 7!
f(U) y V y AxC —™ A —— U

Afirmamos que dicha composicién es (flo)~ L. .
Sig € fU), es ¢ = f(¢') con ¢ = z~1(u?,...,u"); luego, 271 om0y 0 i(g) =
zlomoy(fl¢)) =z ton(ul,:. . ,um0) =27 (ul,...,u") = ¢
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En consecuencia, =2 omroyoio f(¢') = ¢' si ¢/ € U; es decir, (flv)™! =z omoyoi.

Corolario 17

Sea f: M — N una sumersién con n < k. §ip € M, ezisten cartas (U,z) de M con
pelUy :z(p) =0, (V%) 'de N con f(UYCV e y(f(p)) = 0; tales que
S1) Siy=(y,...,y"y" ..., y*) entonces -

f(U) VM) = {g € VIy™ig) =... = y¥(g) = 0}
S2) Siz=(zl,...,2"), entonces 7 =yl o (f|u) s 1 Sj S n.

DEMOSTRACION: ,
Como, en partmular es f uha inmersién, por el teorema, antenor existen cartas (U', %)

de M conpe Uhip)=0y (V" §) de N con i(f(p)) =0, tales que

a) Sij= @, ..., 5% 9. .., §%), entonces o

. fUN={geV' /5 g) = ... = §*(¢) = 0}

]3) Sid= (#%,...,8"), entonces & = §io (flpr) si 1 <Y <n
Porser f: M — f(M) un homeomorfismo, es f(U') un abierto de f(M); luego, f(U') =
W f(M) con W abierto en N.
Sea V =V'N W luego V es un abierto de N con f(p) € V.
Las cartas (V, y) con y = y|v, U,z)conU=U'yz=4% satisfacen lo requerido.
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Subvériedédes

Sean M yN variedades diferenciables de dimensién n y k respectivamente, conn < k
yMGCN. Sea i:M— N la.._._.inclusi(')n que suponemos diferenciable.

M se denomina una subvariedad inmersa (respectivamente’,. sumer’gida) de N siies

. o . o/
una Immersion (respectwamente, una sumersmn).

OBSERVACIONES
1. Toda subvariedad sumergida es inmersa.
2. Si M es una subvariedad sumergida, la topologfa de M coincide con la inducida por ‘:
. N. Esto se debe a'que si dotamos a i(M) con la topologia inducida por N, entonces
i+ M — i(M) esun horieomorfismo. '
3. Si M es una subvariedad inmersa. y n = k, entonces es sumergida.
En efecto,

por el teorema de la funcién inversa local para variedades (Teorema 15)

- lainclusion i : M — N es una funcién abierta. Luego, i es una sumersién y M resulta’

un abierto de N. i

4, Sea c : (0,27) — RZ la lemniscata y M = ¢(0,7) con la estructura diferenciable.

generada. por el at_las (M,c™1). Luego7 M es una subvariedad inmersa de R?, pero no
sumergi&a.

5. 8i M es una subvariedad de R™, entonces M es una subvariedad sumergida de R™. T

Nota
De acuerdo con el teorema 16, obtenemos

Corolario 18
Sea N una variedad diferenciable de dimensidn k y M C N una subvariedad inmersa
de dimensién n, con n < k. Si p € M, existe una carta (V,y) de N conp €V e y(p) =0
tal que
a) Siy=(y',...,y"y"" L, ..., y") entonces el conjunto

U={qeV /[yt g)=...=y"(q) =0}

es un subconjunto de M gque contiene a p y es abierto en M.
b) Sizi:U—Rconl<j<n sedefine por 2/ =yl|y y x = (2,...,z"), entonces
(U,z) es una carta de M alrededor de p.

1 Ver proposicién 14
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En la situacién anterior, la carta V,y) de N se denomina una carta “a,(‘i“agtada‘_"all&(,
subvariedad inmersa M. .
Nora

Debido al corolario 17,’ resulta

Corolario 19
Sea N una variedad diferenciable de dimension k y M C' N una subvariedad sumergida

de dimensidn n, con n < k. §ip € M, existe una carte (V,y) de N conpeV ey(p) =0
tal que

a) Siy=(yl,...,y”,y"+1,...,y’é), entonces

VaM={geV./y" (g =...=y"(g) =0}

b)) SiU=V.NM yz=(z,...,z") se. define por' 2l = yi|y con 1 < j < n, entonces
(U,z) es una carta de M alrededor de p.

En la situacién anterior, la carta (V, y) de NV se denomina una carta adaptada a la
subvariedad sumergida M.

OBSERVACIONES. :
1. Debido al corolario anterior, toda subvariedad sumergida de R™ es una subvariedad.

Como la reciproca también es cilerta, se tiene que las subvariedades de R” (segfm
definicién al pie del ejercicio 9) son exactamente las subvariedades sumergidas de R™.

2. Sea M una subvariedad inmersa de R, peMei: M —-R"la inclusién. Un vector

v € R™ se dice TANGENTE a M en p, si existe una curva c: I — M, con 0 € I, tal que
_d(ioc)

- dt |0'

con T,M al conjunto de los vectores v € R™ que son tangentes a-M en p, entonces

T,M = J o1 0 tup(Mp), donde J p  R" = R7es el isomorfismo candnico.

Como en el caso subvariedad (= subvarie&ad sumergida), si denotamos

EJERCICIO 29

Sea M C R™ un subconjunto no vacio, con la.propiedad que para cada p € M existe un
abierto Q de R™ con p € Q, un abierto A C R™ y una funcién f = (f!,...,f*): A - R
que satisface 1), 2), 83) y 4) de la definicidn al pie del ejercicio 27.

Probar que M, con la topologia inducida por R”, es una subvariedad de dimensién m
de R™,
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Valores Regulares

Sean M yN variedades diferenciables de dimensién n y k respectivamente, conn > k
yf: M — N una funcién diferenciable.

Un punto p € M se denomina un punto regular de f st fup 2 My — Ny €s un
epimorﬁsmo; en caso contrario, se denomina un punto critico de f. Un punto ¢ € N se
denomina un valor regular de f si todo p € f~1(g) es un punto regular de f; en-ecaso ™

contrario se denomina un valor critico de f.

NOTA 1.

El siguiente resultado generaliza el corolario | a variedades.

Teorema 20
Sean M y N variedades diferenciables de dzmenszon n y k respectivamente, conn >k
y f: M — N una funcién diferenciable.

Si g € f(M) es un valor regular, entonces Q@ = f~ 1(q) es unag 3ubvarzedad sumergzda.
de dimension m=n—k de M.

DEMOSTRACION:

Sea (V',;z]) una carta de NV con ¢ € V' tal que 7(q) = 0 e H(V') = R*. Fijado un "
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P e Q, sea (U', w) una‘carta de M con #(p).= 0, f(U') C V' y sea g : #({U') — R* definida
porg=gofoi~ TR
Como fup : M, — N, es un epimorfismo, es rango(Djg"* o) = k; donde 1 < i < k vy ..

1<j<n. Pennutando las componentes &e T, si fuera necesario, podemos suponer que & -

det(D;g'|o) # 0,donde 1 < 4,5 < k.

Delnclo al Teorema de la Funcién Implfcita I existe una carta (D,h) de R"™ con
0€D, h(O) =0, "MD)C #U')'y D=AxC con A alnerto en R¥y C ablerto ‘en
R™ tal que g(h(u Coum)) = (ul, o uk). ~ ;

Sea V = §~1(A),y = §lv,U =7 1(h(A xC)),z=h"1o (w|U) Luego, (U, z) es una carta
de M conpe U,z(p) =0y (V,y) es una carta de NcongeVe y(q) =0, que satisfacen

yOfowl(u, SuF et = (L ’uk) O8N

Consu:lerando en Q la topologla 1nduc1da por M, resulta Hausdorﬁ y con base numeral)le,

pues M lo es. Ademas, por ser U un abierto de M ,es W=UnNQ un ablerto de @, entorno
de p.

Aﬁrmamos que W = 271({0} x C)
En :efecto,

sip' € Wes f(p') = g; luego, foz=1(ul,...,u") =gsip' =z~ 1(u,...,u"). En
"con.secuencia, yofoz=i(ul;...,u™) = y(q) = 0. Debido a (1) se tiene que (u,...,u*) =0
luego, W c 2=1({0} x C). '
Reciprocamente, sea p' € 2-1({0} x C) C U; entonces z(p') = (0,u**1,... u").
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Como f(p') = fox™1(0,ur*+1 ... u™), por (1) resulta y(f(p') =0=y(q); 1uego, f(p )=g¢
y por lo tanto, z z~1({0} x C') C W

- Sea z : W - C defnida por 2(p) = u = (uFt, ... ,u") s p’ = ‘;1(0 u). Siendo
am o= (2FF 0 2™) con 2K = gF iy si1 < i < n— k entonces 2 es continua. Sea
J:C-—>R"lalnclusmn](uk'*‘l,..., m) = (0,uftl, .. . um); luego,m' 0j: C-—)Ues
-contintia. . f SRR B
Dado que 2! = z-1 43, entonces z es un homeomorfismo y por lo tanto, Q es una

variedad topolégica de dimensién m. Queda para verificar que el conjunto de cartas (W, z)

_constituye un atlas diferenciable. La estructura diferenciable generada por dicho atlas hace
a ( una subvariedad sumerglda

Esercicio 30
Sean M y N variedades diferenciables de dimension n y k respectivamente, conn > k
y f M — N una funcién diferenciable. Sea q € (M) un valor regular, @ = f~'(q) e
M —» N la 1nclus1on Verzﬁcar que sip € @, entonces z*p(QF) = Kerfyp.

EJERCICIO 31

Sea O(n) el grupo de matrices ortogonales. Probar que O(n) es una subvariedad, de
dimensién in.(n — 1), de R"*".

Sugerencia: Sea S c R**7 ¢ conjunto de las matrices simétricas dotado de la es-
tructura diferenciable usual como espacio vectorial. Sea f R —» § definida por
f(A) = A.A' Mostrar que f es diferenciable y que la matriz identidad I es un valor
regular de f. Verificar que si 7 es el su}oespacio de las matrices antisimétricas de R®xm,

entonces Tr(O(n)) =T (ver, proposicion 14)

Grupos de Lie

Un _GRUPO DE LIE es una variedad diferenciable G, provista de una operacién

G GExGE - G, “a,b) — a.b”, que hace a G un grupo (conmuta,tivo o) no), con la propiedad

que las funciones - : G x G — @ y0:G—=G donde 8(a) = a™1, son diferenciables.

EJjEMPLOS

l. r” y R®*™ con la, estructura diferenciable usual v la operacion suma, son grupos de
Lie de dimensién n y n.m respectivamente.

2. GL(n,R) y O(n), con la operacion producto de matrices, son grupos de Lie de di-
mension n? y in.(n — 1) respectivamente.

3. La circunferencia §! es un grupo de Lie de dimensién 1, con la operacion e'*%.et¥ =
elz+¥) gi z,y € R,

4 Rog={z ¢ R/z > 0} es un grupo de Lie de dimensién 1, con la operacién producto.
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Campos de Vectores .. . Co :

Sea M una variedad diferenciable de dimensién n, IT: TM — M su fibrado tangente
(ver ejercicio 24) y G C M un abierto no vacio.

Un campo de vectores sobre G es una funcién X : @ » TM que satisface X(p) € M

sip € G o, equ1va1ente—

mente, Tl o X = idg: -
El campo se dice di-

ferenciable si lo es co-

funcid ]
mo tuncion entre las va-

riedades diferenciables G

y TM.
Con X(G) denotamos al conjunto de todos los campos de vectores sobre G que son dife-
renciables.

Sea (U,z), con z = (x ) - .,m") yU C G una carta de M y (TU, ) la inducida.
Recordamos que si'z = (z%,...,2",2"*,...,3%") y v € M, con p € U, entonces '(v) =

2 (I(v)) =« (p)y:r"""(v)——v( 2i)si 1 <1 <n.
Sl X G — TM es un campo de vectores, para cada pE U se tiene que X (p)

Zso (p) ,» donde ¢¥(p) = X(p)(z').

Luego, (X (p)) = 2'(p) y 9i(p) = Z"T(X(p)); es decir, la funcién @' : U — R estd
deﬁnidaporcp.—j”“oX]Usi1<z'<n SR
Esto nos dice que si X € X(G), entonces w' € F(U) para 1 <1 <.

Rec1procamente, supongamos que ¢! € F(U) paral1 <i<n.

ParapecUes X (p) € M, CTU; luego se tiene el siguiente diagrama conmutativo

X
v —-— ‘TU

2(U) —— a(U) xR
X

donde X’(u) = (u; gol oz (u),...,p"0 x‘l(u)) siu€ :c(U) | _ ‘

145



. -Proposicién 21

En consecuencia, X es diferenciable o, equivalentenger;te, Xl|u l‘o:es.

Resumien(lo, hemos pro]aado:

i
Il

Sea M una variedad diferenciable de’ dimension n, G C M un abzerto no vacio y
X G TM un. campo._de vectores. son equivalentes las afirmaciones: ‘

a) X € X(G) -

b) Sea, (U, w) conU CGyzx=(z,...,z"), una carta de M. Si para p € U es X(p) =

s “entonces p' € F(U) con 1 <i<n.

EJEMPLOS
De acuerdo con la propos1c1on antenor se tiene: ‘ ,
1. Sea (U,z) con z = (z',...,z") una carta de M y sea X : U — TM definida por
0
Xi(p) = 5;|p. En’conces XieXU)sil<i<n.
112, En particular, para M = R y la carta (R", id), denotamos con D; = _6_ :R™ - TR"
ou?

l
Out'p’

1< 1< n. Los mismos, se denominan los campos candnicos sobre R™.

‘;al campo de vectores definido por Di(p) = Dilp = . luego D; € X(R™) si

J. Para M = Ry la carta (R, id), denotamos con D = % :R— TR al campo de vectores

‘ d
definido por D(t) = D|; = aL‘

”Corolarlo 22

' Sea M una 'ua,rzedad diferenciable y G C M un abierto no vacio. SRS

1. SiaeRyX e X(G), entonces a.X : G — TM, definida por (a.X)(p) = a.X(p),
satisface que a.X € X(G). :

2. 8i X,Y € %(G), entonces X +Y : G — TM definida, por (X +Y)p) = X(p)+Y(p),
satisface que X +Y € X(G).

3. 8t feF(G) y X € X(@), entonces f.X:G—TM definida por (f.X)(p) =
f(p)-X(p), satisface que f.X € X(G).

DEMOSTRACION:
Es consecuencia inmediata de la proposicion anterior.

(OBSERVACIONES
Sea M una variedad diferenciable de dimensién n yGCMun abierto no vacio.
1. Debido a 1. y 2 2. del corolario anterior, X(G) es un R-espacio vectorial.
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2. Si consideramos el conjunto de los campos de vectores sogfé."'é: el ‘mismo resulta
un R-espacio vectorial, con las operaciones definidas como en 1. y 2. del corolario.
Luego, si X : G — TM €S un campo de vectores, (U, z) es una carta de M con

UcC G y X(p) = Zgo (p) sipelU, poclemos escrﬂnr X‘U = Zgo 6 que
i==1
denominamos la REPRESENTACION DE X SOBRE U RESPECTO DE . -
3. Los ejemplos al pie de la proposicién 21, sugieren la siguiente definicién para
X1,..., Xm € X(G) con m <n. ' -
Los mismos se dicen 1ndepend1entes si para cada p € G son linealmente 1nc1epen—
dientes los vectores Xi(p)y. oy Xm(p) de M,.

Decimos que M es paralelizable, si existen X;,...,X, € ¥(M) in&ependjentes.

EJERCICIO 32 ,

Sea M una variedad diferenciable de dimensién n y G C M un abierto no vacio y
“Xy,...Xm € I(G) independientes. Verificar que Xi,...,X,, son linealmente indepen-
dientes como vedtores del espacio vectorial X(G). ;Es cierta la reciproca?

EJERCICIO 33
Sea G un grupo de Lie de dimensiéonn y e € G el elemento unidad. Para cada h € G
se define Ly, : G — G por Lj(a) = h.a TRASLACION A IZQUIERDA SEGUN h.

a) Verificar que Ly, es diferenciable.

b) Verificar que Ly, es un difeomorfismo, cuya inversa es Ly-1.

c) X € X(G) se dice invariante a izquierda, si para todo h, a € G se cumple que
(Li)sa(X(a)) = X(Lp(a)) = X(h.a) Seav € Ge y X : G — TG definido por
X(h) = (Lp)xe(v). Mostrar que X es un campo invariante a izquierda, denominado
el GENERADO por v.

.d) Sean Xy, ..., Xy € X(G) los campos de vectores invariantes a izquierda generados por
Vi,...,Vm € Ge. Verificar que si vy,...,vn son linealmente independientes, entonces
X1,...,Xm son independientes. Deducir que G es paralelizable.

e) Sea L(G) C ¥(@) el conjunto de los campos invariantes a izquierda. Verificar que
L{G), con las operaciones naturales, es un subespacio de X(G) y que la asignacién
Ge — L(G), “v — X = generado por v” es un isomorfismo.

En particular, dimL(G) = dimG = n.
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Curvas Integrales

Sea. X - %(M )ye: I — M una curva. Decimos que c es una curva lntegral cle X
si ¢(t) = X(c(2)) para tel
Si peEM, dec1mos que ¢ pasa por 2 si p = c(t) para- algun te I

EIEMPLOS, Lo : ‘
1. Sea M = R? ¥y X € %(R?) dehnida por X(u) = u.D1|y — u. Dy, si u = (u u?).
Si p.= (a,b), la curva ¢ : R — R? dehnida por ¢(t) = (a.et,b.e™) &s una'curva
mtegral de X que satlsface c(O) = p. En efecto, 'si c!(t) = ae! y 2(t) = be~!

,.;es' ) = _|t Difen + —d?"'Dﬂc(t) = a.e".Dile(y) = be™ . D¥|oqpy = c (t)'l_)”,c(t) N

..-;._',..'C (t D2|c(t) = ){(C(t))
2.9¢a M =Ry X € EE(R) Aeﬁmda por X(u) u?.D|, si u € R. Para que upa

curva ¢ : I — R sea curva mtegral dg X , debe verificarse que ét) = %I t’.D]'C(t)"' =
“e(t)?.Diy = X{e(t)). Luego, (Zil£|t = c(t)?. En consecuencia se tiene: o
1) Si p= 0 ¢: R — R definida por ¢(t) = 0sit € R, es una curva 1ntegra1 &e X que
pasa por p. S
st ) Sip>0,c: (—o0, O) — R definida por c(t) = —-1- €s una curva mtegral de X que
pasa por p. :
111) Si p<0,c:(0, +oo) — R definida por c(t) = —% es una curva integral cle X que
pasa por p. ‘

PI‘OPOSlClon 23
Sea X € X(M) y c: I — M una curva integral 'de X. Si s € R, sea I, el intervalo
- abierto de R definido por I, = {t € R/t+s € I}.

i..81.g 1. I, — M es la curva g(t) = c(t +s), entonces g es una curva integral de X.

DEMOSTRACION: '
Sea o, : R — R la traslacién ay(t) =t + s; luego g(t) = co as(t) y por’ 10 tanto.

§(t) = Toas(t) = (c0 aa)u(Dl) = cxrsl(0e)se(Dl) = crrra(Dless) = ¢t +s) =
X(e(t+8)) = X(g(t)).

Nota
Para estudiar con més detalle a las curvas integrales, es conveniente apelar a los
siguientes resultados de la teoria de ecuaciones diferenciales, que puecle encontrarse, por
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. eJemplo, en: CODDINGTON, E.A.., LEVINSON, N Theory of Ordmary Dn%renhal Equa—
tions , Me. GraW—H1H 1955 o) NARASIMHAN R: Analyms on Real and Complex Mani-
folds”, Advgncecl Stu(hes in Pure Mathema’cms (V ol. I), 1968.

Teorema de Existencia de Curvas Integrales _
Sea G C R™ un abierto no vacio y F : G — R™ una funcidn diferenciable. Para cada

a € G, eriste un abzerto W con a € W C G, un intervalo I CR con 0 € I y una funcidn

diferenciable 1 : I x W— G que satisface -

(1) Y(0,u)=usiue W

(2) Parau € W, sea tpu : I — G la curva 1u(t) =
tel

= F(‘/’u(t)) 81

OBSERVACION
. dp, . T
Una curva ¢ : I — G que satisface F(y(t) = T |  S1t€l, se denomina clasicamente

una curva integral de F'. .-
Luego, por (2) es 1y : I — G una curva integral de F' que, por (1) satisface 1, (0) = u.

Teorema de Unicidad de Curvas Integrales

Sea G C R"™ un abierto no vacio y F : G — R™ una funcidn diferencigble. Si
W, e 1 I — G son curvast'z"ntegr‘a'les de F tales que ¥1(to) = ¥a(to) para algin to € I,
entonces 1 = ¥s.

Nota

Lastraducciones de los teoremas anteriores a varie&ades, son los siguientes:

Teorema 24

Sea M una variedad diferenciable de dimensidn n y X € X(M). Sipe M, sxiste un
intervalo abierto de I C R con 0 € I, un abierto V de M, entorno de p, y una funcién
diferenciable o : I xV — M que 3atz3face

(1) ¢(0,g9) =gqsigeV :
(2) Para q €V sea pq: I — M la curve @q(t) = p(t,q). Entonces @, es una curvae
.. wntegral de. X

DEMOSTRACION:
Sea (U,z) con z = (z!,...,2") una carta de M alrededor de p; lueg;o,, Xlv. =

;gozaiz con ¢! € FU).
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' Sea F: G = zU) C R* — R" la funcién diferenciable deﬁnlda por F(u) =
(phoa™Hu),..., " 07 (u)).
Sea a = fc(p) luego por el teorema de existencia, existe un intervalo abiefto I C. R

con 0 € I, un abierto W de R"cona e W C G y una funcwn c11{erenc1able Vi IxXxW — G
que sat1sface

a) P(0,u) = u si 'iix‘e W

1)) La curva 12’,‘ I — G defmida por (¢ = F(¢u(t)) o,

o), _

equivalentemente oz (Yu(t))sil<i<n.

Sea V el entorno abierto de p definido por V =z} W)y sea ¢ : I xV - M la funcién
diferenciable definida por ©(t,q) = z71(%(t, z(q))).

Luego, ©0(0,¢9) =271 ((0,2(q))) = q ¥ la curva N — M es una curva integral de X.

Teorema 25 .
Sea X € X(M) y 1,02 : I = M curvas integrales de X tales que p1(to) = @a(to)
para a,lg'u,n to € I. Entonces 1 = p3.

DEMOSTRACION:

Como en el teorema anterior, se toman coordenadas locales y-se aplica el teorema de
unicidad.

DEFINICION

En la situacion del teorema’ 24, la funcion ¢ : I xV — M se denomina un flujo local
de X alrededor de p.

Corolarlo 26
Sea X € X(M) y or,02 : I XV — M, dos flujos locales de X. Entonces o1 =

DEMOSTRACION:
Si g € V, las curvas integrales (p1)gr(p2)g: I = M definidas por (pi)g(t) = wi(t,q)

satisfacen (¢1)4(0) = (2)4(0) = ¢; luego 1 = ;.

NoTa
Una aplica,ci(')n interesante del ﬂujo local asociado a un campo de vectores es el si-

guiente.
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Teorema 27 . . "
Sea M una vamedad diferenciable de dzmenszon ny Xe X(]VI) Sz pEMyX(p) # 0

eziste una carta (U,z) de M con z(p) = 0 tal que 8 3= (z',.:.,z"), entonces X(q) =
%TI? s1 g€ U.
DEMOSTRACION: . s ! , e

Sea p: I xV — M un ﬂujo 1oca1 de X alredeclor de Py v = X(p) Com’_.o v # 0,
podemos completar v1 a una base V1,V2y. -, Vp de M,. De acuerdo con el-eje;‘qi_c,io 22,

podemos construir una carta (W, y) de M con pe W c V tal que y(p) =0, y(W) =R"y

0 : .
syl S 1SiSney=(" ..y

Sea F: I x R*~1 —s M defnida por

v; =

Flou', o) =ty 0, u) (@)

Denotando con (0 0) E I X ]R”’ -1 a1 origen de R™, aﬁrmamos que

:F*(o;o)(D1|(0;0)) = vy F*(o,o)(Dj|(0‘,o)) =vj si2 < J S no (2)

En efecto, como F(t,0) = o(t,p) = go,,(t) resulta

Fyo, o)(Dl l(0,0)) = sop(o) X(P) = vy
' ]

Si u =‘(u2, . ,u“), se tiene que F(O u) =y 1(0,u); luego, Fyo, 0)(D |(0 0)) ayf = v;

si2<j<n.
Debido a (2) es Fyo,0) : Rio,0) = Mp un isomorfismo; luego por.'elv teorema de la
funcién inversa local (Teorema 15), existe un & > 0 con (—¢,¢) C I tal que F((—¢,e)") = U

es un entorno abierto de p y F': (—¢,¢)™ — U-es un diféomorfismo.

Seaz =F1:U — (—€,¢)"; luego(U, z) es una carta de M con z(p) = 0. Veamos
ahora que X(_’q) = ——Q-—| sigeU. '
 Por (1) s a7t u) = oty (O,w) s (fu) € (=¢,6)7; luego, a7H(0,u) =
w(0,y! (O,U,))" = y 1(0, u) y en consecuencia vale
27t u) = p(t, 2710, u)) si (t,u) € (—e,e)" (3)

Sea.q € U con'g= z71(tp,uq) y'sea p >0 tal que si |s| < p se cumple que to + s € (=e,¢).
La curva ¢ : (—p,p) — M definida por c(s) = 27 (to + s,uo) satisface que ¢(0).= q y
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¢(0) :.aa?‘q' qu otro lado, como ¢(s) = ¢(to + s, 7(0,u0)) es ¢ una curva ihtegral de
-Xim%qxwy=xuwp=cwy:aﬁu

OBSERVACION
Sea X € X(M)ype M. Deb1do al teorema 24 podemos construir una curva 1ntegral
-’-"c I—%McleXconOEch(O) '
= Sea I,CR el intervalo abierto de R que sat1sface
a) IC,
b) Existe una curva integral ®, : I, — M de X con @,(0) = p
c) I, es el mayor intervalo abierto de R que satisface a). y b)

Debido al teorema 25, es Olr=cy @, resulta tnica.
La curva @, : I, — M se denomina la curva integral maximal de X ue satisface
pip 24 q
®,(0) = '

Sea W = U Lx{p}CRxMy®:W—>M la funcién definida por ®(t,p) = ,(¢).
peEM

La funcién @ se denomina el flujo maximal o flujo de X.

EJEMPLOS
1. Sea M =R?2y X(u) = u'Dy|y — u?Dyy si u € R? 8i p = (a, b) entonces I, = Ry
®,(¢) = (a.et, b.et)
2. 59ea M =Ry X(u)=u?D|ysiueR.
Sip=0,eslp =Ry &, (t):O'siteR.
Sip>0, es I, = (—00,0) y ®,(¢) = —1
Sip<0,es I = (0,+00) y ®,(t) = —%

OBSERVACION

Volviendo a la observacién anterior, por construccion de WesOxMcCcW y por
unicidad de las curvas integrales se tiene que si p : I XV — M es un ﬂujo local cleX ,
entonces [ x VC Wy ¢ = d|ixv.

Teorema 28
Sea X € X(M) y ® : W — M su flujo. Entonces W es abierto en Rx M y @ es
diferenciable. .
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DEMOSTRACION: wr - : ‘
Para cada p € M; sea JpC I el conjunto de los ¢ € I, que satisfacen la siguiente
propiedad: :

“Existe un € > 0 y un abierto U de M con p € U tales que (t —e,t +e) x U C W y
®:(t—e,t+¢) xU — M es diferenciable.”

Debido a la observacién anterior, J, es no vacio pues 0 € Jp. Ademés, siteJpye
satisface la: prop1edad anterior, entonces (¢t — &,t+ 6‘) - J Luego ‘Jp es un abierto de R
y'por [5* tanto, de’ 1. B

C i lo, si most d ndré
omo I, es conexo, por ser un intervalo, si mostramos que J, es cerrado en I, tendra
que ser Jp = I.

Slendo P arl)ltrano se concluye que W es abierto en R x M y & es diferenciable.
Sea entonces t, € I, un punto de acumulacién de Jp y mostremos que to € Jp.

Consideremos las sigujentes construcciones:

(1) Sea g9 > 0 tal que I(tg,e9) = {t € R [ |t — tq| < €0} c I. Luego, §0<e< €0
entonces I(tg,e) C Ip.

(2) Sea w: (pyp) x V = M un fujo local de X alrededor de ®(tg,p) con p < €.

(3) Como Pp: Iy > M es contmua y ®p(te) = <I>(to,p) E V sea € < g tal que
p(to-—&'to-l-é‘)cv '

(4) Como tp es un punto cle acumulacmn de Jp, sea t1 € Jp con t1 € I(tg, ).

.l,’,..‘,

(5) Comio #; E'Jp, sea €1 > 0y U un abierto con p € U tal que (t1—eti+e)xUC W
®:(t) —e,t1 +e)xU — M es diferenciable. Como #, € I(tp,c), entonces

<I>'1,(t1) eV, achicando ¢, y U alrededor de p, si fuera necesario, podemps suponer
que @((tl —€1,11 +€1) X U) cV.

Sg__a Iy = I(tg,€), aﬁrmamos que Iy x U C W y que ®|7,xv es diferenciable.

En efecto‘, N .
sitelges|t—ty| < [t—to|+|to—t1| < e+e =2 < p. Por (5), si g € U resulta

®(t1,9) € V; luego por (2) la Jrﬁuncic')n a:lyxU — M dada por a(t, q) = @(t—t1,®(t1,9))

esta ]men definida. Debido a que tanto <I>|(11_51,t1+b £1) XU ‘como ¢ son diferenciables, resulta

que a lo es.

Sea ag:lp = M la curva aq(t) = a(t,q); 1uego a4 €S una curva integral de X que satisface
ag(t1) =B(t1,q) = 4(t1).”
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Como ®, es una curva integral maximal de X, se obtiene que I C Iy ag(t) = ®4(2) si
t € Iy. La 1nclus1on Iy Cly,sigel, 1mp11ca que Iy xU C W. La 1gualdad aq(t) = ®,4(1), "
sitely yq€eU, 1mpllca que o = q’iIOxU

;_.Luegq, ;I X U—-M es (11ferenc1al)1e y por lo tanto, ty € Jp.

DEFINICION
Un campo de vectores X € ’%(JW) se dice completo 31 pam todo p € M la, curva

; e .
z;ztegml mazimal @, I '— " M de X satisface que I, = R o, equwalentemente 3

@ W — M es elﬂujo de X, entonces W =R x M. G

Consulerando los ejemplos anteriores, se tiene que X € X(R?) es completo, mientras
que X € 2(R) no lo es.

Nota

Fl siguiente eriterio es il para saber si integral puede extend
siguiente criterio es util para saber si una curva integral puede extenderse.

Teorema 29
Sea c: I — M una curva integral de X con 0 € I y supongamos que Iﬂ[O +oo) [0,0)
con b < +oo. Son equivalentes las siguientes afirmaciones:
(1) c'puede extenderse como curva integral de X a un intervalo [0,b+¢€) para algin e > 0.
(2) Eziste una sucesién (t,)nen contenida en [0,b) y convergente a b, tal que (c(tn))nen
converge a un punto ¢ € M. .
Vale lo. equivalencia de las correspondientes afirmaciones para el caso I N (—o0,0] = (b,0]
con b > —oco.

DEMOSTRACION:
e (1)=(2)

Por llipétesié existe.un £ > .0 para el cual ¢ : [0,64+¢€) — M esta definida y €s una
curva integral de X. Sea g = ¢(b) ¥ (tn)neN una sucesion contenida en [0, ), convergente

a b. Por continuidad de c, se tiene entonces que la sucesion (c(t, ))nen converge a g.
o (2)=(1)

Sea @ (46, ) xV — M un ﬂujo local de X, alrededor de q. ~Elegimos un § > 0
de modo que § < é yunng € N tal que b— 6 < t, < bsin > ng. Sea ny €N tal que

c(tn) € Vsin> n1
Luego, sin > maw{no,nl} s =1tn y p=c(s) se cumple que s € (b— 5b)ypeE V
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Sea g:(—=6+s,6+s)—> M la curva g(t) = o(t — s,p); luego g €s una curva intqgral
de X que satis{l_ac%.,!g(s) = (0,p) = p = c(s). Como b—6<s, resulta b < 6 + s. |
Aﬁrmamo‘s que 0 <.—6+ s < b.

En efecto,

como 6§ < g es 26 < b; luego, § < b—6 < sy por{_l'(‘) tanto 0 < —6+s. Ademés,

alsers<b,ess<b+6, I ] f f
con lo cual —6 + s < b. 0 -ots 8 b s+ -

Seal J = (—6+ s,b); luego, glr,clr: J — M son curvas integrales de X que coinciden en

t=s; luego, g|s = c|J.

En consecuencia, ¢ extiende a ¢ “més alld” de 5.

Corolario 30

Si M es compacta y X € X(M), entonces X es completo.

DEMOSTRACION:

'Es obvio por el teorema anterior.

EJERCICIO 34
Sea G un grupo de Lie de dimensidn n, e € G el elemento unidad y X € X(G) un
campo invariante a i’zéuietda. Para h € G, sea @, : I, — G la curva integral maximal de
X que satisface ®,(0) = h. o '
1. Sic: I — G es una curva integral de X y h € G, sea g : I — G la curva g(t) = h.c(t).
Verificar que g es una curva integral de X.

2. Deducir de 1. que I, = I, para todo h € G y ®4(t) = h.®.(2).
3._Verificar que I, =R y quesi ¢ = ®., entonces c(s+t) = ¢(s).c(t) para todo s,t € R.

Concluir que X es completo.

EJERCICIO 35
Un subgrupo uniparameétrico de un grupo de Lie G es una curva c: R — G que
satisface (s + t),= c(s).c(t). para todo s,t € R. Verificar:
1. c(0)=e
2. Siv = ¢&0) € Ge y X es el campo invariante a izquierda generado por v, entonces ¢
es una curva integral de X.
Concluir que los subgrupos uniparamétricos,de G estén en correspondencia biunivoca con
las curvas integrales ma;cimalés? de los campos invariantes a.izquierda, que pasan por e.
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EsERCICIO-36 .. {0 ‘

Para cada.uno de los siguientes casos, verificar que la curva ¢y : R — G con v € G¢
es un subgrupo uniparamétrico de G que satisface ¢,(0) = v y que X € X(G) es el
correspondiente campo invariante a izquierda generado por v. '

+1..G = R™ con la operacién suma, v = Z D o,  e(t)=t(,...,v"),

z=1

i=1

R | N
2. G =R5p con la operacién producto, v=a.Dl , t) gt Z (a. )

X(u)=a.u. D|, siu€gG.

EJERCICIO 37 . A
Sea G = 5 C R? la circunferencia unitaria con la operacidn: €'*. ¢’ = (=) donde
e’ = (cosz,senx). En este caso, el elemento unidad es 1 = (1,0). Si p = ' interpretemos
a(S')p como subespacio de R? y definamos 8, € (S!), por 8, = —senz . D1 |,+cosz . Dy lp-
Luego, 0, es una base de (S'),.
1. Sea 8 el campo de vectores sobre S' que, en cada p € S*, vale 8,. Verificar que
a € X(Sh).
2. Sea v=a.0;, a € R y X el campo invariante a izquierda generado por v. Calcular
la f € F(S') que satisface X = f.0

EJERCICIO 38
Para cada uno de los siguientes casos de G C R®"*", verificar que la curva ¢, : R — G
. s . dc
con v € Ti(G) C R"**" .es un subgrupo uniparamétrico de G que satisface Eflo = v;

donde I es la matriz identidad.

- k
1. G=GL(n,R), v € TI(G) = R"™*™ y ¢,(t) =e® Z ))
k=0
- 1 t o (t0)F
2. G=0(n), veT(G)= T MATRICES ANTISIMETRICAS , c,(t) = e'? .= P
k=0 ’

NoTta
. . . . . N 7 .
Las mgmentes .prople(]acles que satlsface el ﬂujo y que Iresumimos €n la proxima

proposicic/m, seran de utilidacl.
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Proposicién 31
Sea M una variedad diferenciable, X € X(M) y® : W = UpemI, x {p} — M su flujo.

Para cada t € R sea My={pe M /[(t,p)eW}={pe M /tel} Valen las siguientes
propzedades

1. M, es abierto en M

8 Sitel, yq—@(t,p), entonces I; = {s €R [ s+t € I} y B(s, q) ®(t+ s,p) para
todose I,

8. Sip € M, entonces ®(t,p) € M_;
4. 81 My es no vacio sea ®; : My — M definida por ®4i(p) = ®(t,p). Entonces P; es
diferenciable y ®,(M;) = M_,

5. St M; es no vacio, entonces ®; : M; — M_; es un difeomorfismo con inverse

@ M__t b .ZV.[( . y
6. Sea pe M y s,t € R tales que p € My y 8(t,p) € M Ezzste un abierto & de M con
i p e tal que @ C Myys, @ C M, 3:(Q) C M, y @t+3(q)_ D, 0y(q) sigEQ

DEMOSTRACION:

. Propie&ad 1.

Supongamos que M; es no vaclo y sea p € M. Como (t,p) e Wy W es abierto en:
R x M, existe un ¢ > 0 y un abierto U de M con p € U, tal que (t—e,t+e)xUCW.
Luego, peU C Mt y por 10 tanto M; es abierto en M. v

) Propledacl 2

Si deﬁnim(‘)s I = {s e R/ s+t e I}, entonces I es un intervalo abierto de R y
entorno del origen. Sea p: I - M definida por 0(8) = (s +t,p); luego, ( €s una curva
integrql de_X que satisface ©(0) = ¢. En consecuencia, I ¢ I, y o(s) = ®(s,q) si s € I.

Q‘%@dﬁ ‘r‘>or verificar que I, c I Como —t € I,es —t € Iy y p = o(—t) = ®(—t,q).
Luego si deﬁmmos J={reR/r+(—t) € I}, resulta J un intervalo abierto de R y
entorno clel origen.

Sea ¢ : J — M definida por ¥(7) = &(7 + (—t),q); luego, ¥ es una curva integral de
X que satisface ¥(0) = p. En consecuencia, J C Iyy ¥(r)=®(r,p)siT € J. La inclusién
JClI, implica que I, C I.

° Propiedad 3.

Como pE Miest el Sea g = ®(t,p); luego, por ser =t +t € I, se tiene, por 2.

que —t € I o, equivalentemente,» que ¢ € M_3.
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° Propiedacl 4,

* Debido a la parte anterior, es @ (Mt) CM_; y @ es d1feren(:1able pues P 10 €s.
Sea g € M_; y veamos que ¢ € $:(M;). Si definimos g = ®(—t q), por 3 resulta
que ¢' € M. *

Por otro lado, en virtud de 2. es Ip ={s eR[s+(~t) € I} y B(s,q") = ®(s+(~1),9)
si'3 E Iy “Como t ¢ Iy, es ®(t,¢') = ®(0,9) = q o, equ1va1entemente que @t(q )=gq.

o Propleda,cl .
ES consecuenc1a ol)v1a de 1as antenor €8.

° _P_I;Qpie&acl 6.

Como p € My ®(t,p) € M,, entonces t € Ip y s € Ig(s,p)- Debido a la parte 2. se
cumple quet+s € I, o, equivalentemente p € M,y luego, p € O = 71 (M) Myys. Por
construccidn,  es un abierto que satisface  C M, Q C Myys y 94(Q) C M,. Sea q € Q i
1uego, g€ M;y d(t,q) € M,. ‘

Esto nos dice que t € I,y s € Ige,q); luego, por 2., es ®(t + s,q) = (s, ®(t,q)), o
sea, D145(q) = Ds(P:(q)).

Corolario 32

SeaXG’-E(M) y W - M suﬂujo SeapeM yp:IXV — M un flujo local de

X alrededor de p. Si para cada t € I se define oy : V — M por v:1(q) = ¢(t,q), se cumple:
a) Sis,t,s+te€l, g€V ypig) €V, entonces p, 0 pi(q) = pst:(q).

b) Sit € I, entonces wi(V') es un abierto de M y oy : V — (V) es un difeomorfismo.

R S

DEMOSTRACION: :
Por hipdtesis se verifica que IxV C W'y o = ®|rxv. Sig' = wi(q) = ®(t, q), entonces

tel,ysely. Luego, a) es una consecuencia de la parte 2. de la proposicién anterior.
- Porotro 1ado’, site lTesV C My luego, b) es consecuencia de la parte 5. de la misma

proposicion. En pa,rticular, si —t € I es p_t|e,(v) la inversa de Pt

Corolario 33
Sea X € X(M) un campo de vectores completo y ® : R x M — M su flujo. Parat € R
se define ¢ : M — M por @+(p) = ®(¢,p). Entonces se verifica:
a) B9 =idpy
b) @415 =P, 0P, sis5,t €R
En particular, ®; es un difeomorfismo con inversa ®_;.
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DEMOSTRACION:
Es consecuencia inmediata de la proposicién anterior.
DEFINICION .. . . : - Ll athe
Una funcidn diferenciable ® : R x M — M se denomina un grupo. uniparamétrico
de difeomorfismos sobre M, si para cada t € R, la funcidn ®; : M — M definida por

®:(p) = ®(t,p) satisface las propzedades a) y b} del corolamo anterzor

1
'

Corolario 34 - 4
$i M es compacta, el flujo asociado a cualquier campo X € X(M) ‘es un gripo wni-
paramétrico de difeomorfismos.
DEMOSTRACION:
Se debe al corolario 30.
EjERCICIO 39
Sea M una variedad diferenciable y ® : R — M un grupo uniparamétrico de difeo-
morfismos. Para cada p € M se deﬁﬁe':Xp': ®,(0) € M;, donde &, : R — M es la curva
®,(t) = ®(t,p). Sea X el campo de vectores sobre M que en cada p € M vale Xp. Probar
que X € X(M) y que ® es su flyjoi Concluir que la correspondencia entre los campos de

3 . I, .
vectores completqs,. sobre M ¥ los grupos uniparametricos de difeomorfismos sobre M es
biunivoca.

EjERCICIO 40 :
En cada uno de los siguientes casos, verificar que ® : R x R? — ]R2 es eI grupo
umpara,metnco de dlfeomorﬁsmos generado por X € &"(Rz)

a)X(u)—u Dy, —u? D2|u,u-—(u Ju?) ¥y ®(t,(a,b) =(a b). (O.t‘egt)

' LS ' cost —sent
b) X(u) = . Dylu—ul. Doy, u=(ul,u?) y B(t,(a,8))=(a b). (Sent oo )
. (ROTACIONES EN EL PLANO)
EjERCICIO 41 '~ :
Sea X € ¥(M), el campo nulo; es decir, X (p) = 0 para todo p € M. ;Es X completo?
i Cudl es '§u grupo uniparamétrico de difeomorfismos?
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Derivaciones

Sea M una variedad diferenciable de dimensién n y G ¢ M un abierto no vacio.
Hay una manera algebraica de descrﬂnr a X(@) y consiste en 1nterpretar a los campos
X-€ %(6) del 81gu1ente modo:

Si'f € F(@), sea X(f) +G = R definida por

X(f)p) = X(p)(f) si p e .' ‘(15.

Afirmamos que X(f) € F(Q).
En efecto, . .
sea (U,z) una carta de MconU CGyz = (z,...,z"); luego, Xlv =

Debido a (1), para p € U, se tiene

z—l

La 1gua1dad anterior muestra que X(flv € FU); luego, por ser (U, z) arbitraria, es

X(f) e F(@). Luego, X € %(@) produce un operador X : F(G)' = F(G) que satlsface,

para a,b e Ry f,g € F(G), las propleclades

di) X(a.f +b.g) = a.X(f) +b.X(g)

) X(f.g)=X(f).9+ fX(g)

Las propledacles d1) y d2) se deben a 1y al hecho de que X(p) EM,sipe G.
Un operador X : F (G) — F(G) que satisface di) y d2) se denomma una derlvacmn

sol)re F(G).’ Lo

‘ Reciprocamente, si X : F(G) — F(G) es una derivacién y clgﬁnimos X:G—-TM

por =

X)) = X(f)p) : (3)

entonces, X € X(G). De hecho, las propiedacles di) y dz) aseguran que para cada p€G
es X(p) € M. Queda por verificar que X es diferenciable.

6.
Ozt

., n
Sea entonces (U,z) una cartade M conU C Gy z = (z1,...,z"); luego, X |y = Z @
i=1

y X resultard diferenciable, probado que ' € F(U)si1<i < n.
Sea p € U; como = € F(U) existe fi € F(G) y un abierto V; de M con p € V; C U tal

que z'|y;, = filv; (ver corolario 6)
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Si V es la interseccidn de los Vi, con 1 < i < n, se tiene que p € V C U y =ily = fi|ysi
il <z <n. -

ParaqEVse cumple | : R
- ¢'le) =X (g)(=") = X(9)(f") =X (F')(a) @

siendo X'(fi) € F(G)y ¢'ly = X(fY)|v, entonces p'|y € F(V). Como p € Ues arl)it;arig,
resulta ' € F(U). ‘ | o

- Delnclo ala correspondencm Bmmvoca que existe entre los campos de vectores diferen-
ciables y las derivaciones, interpretamos, cuando sea conveniente, a un campo X € X(G)
como una derivacién y viceversa. Es clecir, ‘ _
| - si X € %(@) y escribimos X(f), f € F(G),
se entiende que X se interpreta como una derivacién y, por lo tanto, X ( f) € F(G) es la
funcién definida por X(f)(p) = X (p)( f)

- si X es una derivacién sobre G y escribimos
X(p), p € G, se entiende que X se interpreta como un campo de vectores Y, por lo tanto,
X(p) € M, es el vector tangente definido por X (p)(f) = X(f)(p).
Veamos ahora una apllca.cxon de'lo expuesto.

Sean X, Y € X(G); 1nterpretando a los mismos como derlvacmnes podemos construir la
comp051c1on XoY : F (G) — F(G). Dado que X eY satlsfacen dy, entonces Xo¥ también
la satlsface Como X e Y satlsfacen dg, para f geF (G), se cumple

X oY(f.9)=X(Y(f.9) =X (f)g+ fY(9)

= X(¥ (D)9 +Y()X(g) + X(HY(9) + £X(¥ (9)) ©

La igualdad anterior implica que X oY no es una derivaci(/)n; sin eml)argo, sl en (5),

per;nu’gamos XconY y restamos, obtem_emos
(XoY —-YoX)fg)=(XoY-YoX)(f)lg+Ff(XoY —-YoX)yg) -(6)

lo que ,impl-i‘cja,-;que Xo¥~¥oX es una derivacién. - :
Denotando con [X,Y] € X(G) al campo que define X o Y-~YoX,parape Gy
f € F(G) se tiene

(X, Y](2)(f) = (X o ¥ =Y 0 X)(f)p) = (X(Y(_f)) —Y(X(f)))(p)
= X(P)(Y(f)) - Y(@)X())
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DEFINICION

Sea M una variedad dzferencmble, G C M un abierto no vacio y X,Y € X(G). El
corchete de Lie entre X ¢ Y es el campo [X,Y] € X(G) definido por [X,Y](p)(f) =
X@)Y () -Y@)NX(f) sipe Gy f € F(G).

" 851 X eY son derivaciones sobre G, el corchete de Lie entre X ¢ Y es la derivacidn

[X,Y] = -XoY-YoX.

EJERCICIO 42
Sean X,Y,Z € X(M), a,b € Ry f,g € F(M). Verificar que el corchete de Lie
satlsface ‘ ‘ -
a) Es ]R bilineal
laX +bY, 2] =a[X, 2] +0[Y, 2]
D [X,aY +b.2] = alX, Y]+’b‘.[X,Z]"
'b) Eé’antisimétrica o
[X,Y] = —[Y, X]; en particular, [X,X] =0
r¢) [£X,9.Y] =g [X;Y] + £.X(9).Y - gY(f)X
d) IDENTIDAD DE JACOBI
X, Y, Z]) + [, 2, X)) + 12, [X, Y]] =0

Sugerencia: Interpretar a los campos- como derivaciones.

Proposmlon 35

Sea M una vamedad dzferencmble de dzmenszon n, (U,z), con z = (a: ., Z™), una
carta de M y X; = % €X(U)s11<i<n. Entonces [Xi, X;]=0s1<1¢,j<n.
DEMOSTRACION

Como [X;, X;] € X(U) entonces [X;, X;] = Z'y Xy; donde 4% = [X;, X; ](wk)

. . k=1
Luego,

7*(q) = [Xi, X} (a)(=*) = Xi(g)(X;(2*)) — X;(0)(Xi(=*)) = Xi(?)(5§°) ~ X;(q)(6f) =0

DEFINICION
Sean N y M wvariedades diferenciables, f: N — M una funcién diferenciable,
X € E(N)eY € X(M). Los campos X eY se dicen f-relacmnados y escribimos X Y,

41 para cada p € N se verifica que Fup(X(p)) = Y(f(p)).

Proposicién 36
Sea f:N — M wuna funcidn diferenciable y, para i =1,2) sean X; € X(N) e
Y: € X(M) tales que Xiz Yi. Entonces [X1,X2] [Y3, Y]
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DEMOSTRACION:
Si p € N, hay que verificar que Fep([X1, X2](p)) = [Y1, Y2( f(p)) o, equivalentemente,
que para h € F(M) se ver1£ca

(X1, X:](p)(h o £) = Y1 (f(p))(Y2(h)) — Ya(f(p))(Y2(h)) (1)

Por un lado se cumple,
ot ’ *",,'\., e e

- - X Xal(p)(ho f) = X (p)(Xa(h o f)) - Xz(pj(;’fl(h of) .. (2
La fﬁncién Xy(ho f): N — R satisface, para ‘q €N,
Xa(ho f)(4) = Xa(g)(ho f) = fug(X2(a))(R) = Ya(F(0))(R) = Ya(R)(f(2)) = (¥2(R) 0 f)(q)
Luego, Xa(ho f) = Ya(h) o f. En consecuencia, -

X1(p)(Xa(h o f)) = Xa(p)(Ya(h) o f) = fup(X1(p))(Y2(R)) = Vi (£(P))(Y2(R))
Analogamente Xa(p)(Xa(ho f) = Ya(f()(¥i (k). Esto nos dme que vale (1).

EJERCICIO 43 :
Sean X,Y € (M), U C M un abierto no vacio. Entonces [X|v, Y|U] [X,Y]|u. Es
decir, eI corchete de Lie. es. compatzb]e con restricciones.
._Szl,gprepcz?a‘ Conslder.a,r N=U,i:U—-M la 1nclu31on y aphcar la proposicion
anterior.

Proposicién 37
Sean XY € X(M) U z), con z = (z',...,2"), una carta de M. Si X|y =

Zgo porlll Y|U—-Z¢ 3 =, entonces

a
[X, YIIU = Z’r o

L AN, 3
donde 7' = Z"""a:fj “"‘N'aij'
j==1 B

DEMOSTRACION:
SiX=Xlve ¥ =Y, e o' = X(a¥),9' = V(') y v = ([X; Y]|v)(a").
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Debido al ejercicio anterior se tiene que
i . -

= [X,P]()) = X(F(2")) - P(X () = X&) - P(o') = Z( g¢; 9. Zf])'

Corolario 38
Sean X,Y € %(M) yp €M tal que X(p) 74 0. Eziste una carta (U :c) de M con

: L i 9
p €U tal que si z = (z*,.. ,w”) e Y|y = Zz/)’ -, entonces [X,Y]|v 3 —g%l—é—m-z-
DEMOSTRACION:
‘ %Debi&o al,teor_ema 27, existe .una carta (U, z) .de M, con p € U,“tal que si ¢ =
‘ " )
(z1,...,z"), se cumple que Xlv= Fe

El resultado es ahora consecuencia de la proposicion anterior.

EJERCICIO 44
Sea G un grupo de Lie de dimensién n, e € G el elemento unidad y L(G) el espacio
vectorial de los campos invariantes a izquierda (ver ejercicio 33).

1. Probar que si X,Y € L(G), entonces [X,Y] € L(G). Concluir que L(G) es un &lgebra
de Lie, con la operacidn [, ]. '

2 Sea G = G, y para v,u € 'G definamos [v,u] = w € G, si w = [X,Y](e) donde
X,Y € L(G) son los generados por v y u respectivamente. Verificar que G, provisto
"del producto [,], es un algebra de Lie isomorfa a £L(G), que se denomina: 4lgebra de
Lie asociada a G.

EJERCICIO 45
Sea G = GL(n,R), G =R"*" y A, B € G.. Verificar que [A,B] = A.B — B.A.

EJERCICIO 46
Sea V' un R-espacio vectorial de dimension n y consideremos sobre V' la estructura

diferenciable usual (ver ejercicio 7). Sea {e1,...,en} unabasedeV y c¢: I — V una curva.
n

1. Sic(t) = Z c'(t).e;, verificar que ¢t € F(I) paral <i < n.
=1 ’
de de dct
2. Paras € I, sea e € V definido por — prif Zl Eis'ei'

d
Si Jys) : V — V(45 es el isomorfismo candnico, mostrar que Jc(s)( c| ) = c(.s)
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OBSERVACION _
Sea M una variedad diferenciable de dimensién n, X , Y campos de X(M ) y
W= | I x {p} - M el flujo de X
PEM ‘ -

Sea pEMytely, luego p € M, (ver proposicién 31)

Consuieremos el dlfeomorﬁsmo ®; My — M_t, cuya inversa es ®_; : M_; — M;. Si
®4(p) es Y(q) € M, y dado que (@_t)*q M, — M, entonces (®_¢)«(Y(q)) € M,.

Sea Yo : I, = M, la funcién definida por

L) =(@-)u(Y(@) s g=0p) 1)

Como @ es &iferenciable, entonces Y, lo es. Luego, Y, es una curva en M, que satisface
Yp(0) = Y(p).
Séd Z : M — TM el campo: de vectores deﬁmdo por

dy,

Z(p) — _(_it_PIO = lim Yp(t) — Y(p)

t—0 1

(2)

Es claro que es suficiente considerar los ﬂujos locales para la construccién de Z.

Teorema 39

Con las hipdtesis y notaciones de la observacion anterior se cumple:
¢) Z es diferenciable
b) [X,¥] =
DEMOSTRACION:

. Parte a)

Séh“p:é:M v (U,z) una carta de M conp e U y z = (z!,...,2").
Como ® : W — M es continua, don (0, p) = P existe ¢ > 0 y un a}nerto V de M, con
peEV CU, talque@((ea)xV)CU :

Supongamos que Y= Z go 0 luego, para (t,q) € (—¢,€) x V se tiene que @;(q) € U.
Sea ¢' = ®(g); luego,

Y(q ) = Zw’(q ) (1)

7=1
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Como (@_¢)ug : My — M,, por (1), se tiene

Yy(t) = (@-0ug (Y(2)) = Z(fb_t)*q'(Y(q'))(w@‘)-a—i;lq =

n (2)
= ZY(q &' o <I> t) = ZFi(t, q)ggﬂq
Por deﬁnic;én- ;ie Z,es
OF g
2(q) = Z o 0.0 oz la a1 (3)
doride
Fz(t q) = Z‘P’(‘I’t(q» M|¢t(q) . (4)
=1

Lyego, 7 es diferenciable.
o Parte l))

F i'jaclb pE M, caben las siguientes posibilidades:

b1) Existe un abierto U de M,conpeU, tal que X|y =0

b2) X(p)#0

b3) X(p) =0 y existe una sucesion (P, )neN de M, convergente a p y X(pn) # 0.
* Caso bi)

Si X|u = 0, entonces [X, Y]|U = [X|v,Y|v] = 0; luego, [X,Y](p) = 0.

Debemos mostrar que Z(p) =

Sea ¢ >0y V un entorno ab1erto de p con V C U tal que ®((—e,e) x V) CU. Como las
curvas @, : (—e,e) - U, definidas por ®,(t) = ®(t,q), con ¢ € V, son curvas integrales de
X, entonces X (®,(1)) = &,(t) = 0; de donde, ®(t,¢) = ¢ si |t| < e.

Luego, para 1t <€ es (BPot)ua,(p) = (Pet)sp : Mp — M, la 1dent1dad y, por lo tanto,
(@-)xa. (1) (Y (2:(p)) = Y (p).

qu-_deﬁr‘u_cmn de Z resulta Z(p) = 0.

* Caso by)
De acuerdo con el teorema 27, existe una carta (U, z) de M, conpeU, z(p)=0y tal qlie
L 0 .
siz={(z,...,2"),es X|v = a1
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Luego, si Y]y = Z 'Ab a7 8¢ ‘tieneé: (o b

7)) = - Sl gl )

Siguiéndo la demostracién del teorema citado, podemos suponer que z(U) = (—¢,€)" para
algln e >0y si (t,u) € (—¢,¢e)", con u = (u?,...,u"), entonces
e (t,u) = ®(t,z71(0, u)) (2)

€
Como @ : W — M es continua y ®0,p) =p e U, existeun § >0, con § < _, tal que

2
®((—6,6) x V) C U; donde, V = 271((—6,6)") C U
Sea lt| <8y qg=2"1(s,u?,...,u") €V; Liego,

@t(q) = Q(t,m—l(s7u2’ L ,lltn)) = Q(t’ @(3’ :v—l (07 uz’ L 7un))) =
= ®(t + 5,27 1(0,u, .. Su)) = et +s,u?, . u")

/ - .
En CONnsecuencia,

_ . _ t+s sit=1
'todi(g)=2"0P;0z l(s,uz,...,un)={ui sii>2 (3)

Lg_.igualdad anterior implica, para |t| <éyqeV,

a($ (0] Q-—t

Bai |—5"': @

Para |t| < 6§ y p' = ®4(p) se tiene:
(2-0)up (Y(p')) = Z(‘P—t)*p' (Y(P'))(wi')-g%{|',, - ®)

donde, - ' |
(‘I’—t)*p'(Y(P'))(mi) =Y(')(a' 0 B_y) | - (6)

y, por lo tanto,

(® t>*p (Y(p ))(w )_— v

j=1

6(:1: ] @—t) ‘ (7)
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Siendo p' = ®(t,p) = ®(t,z71(0)) = z71(¢,0) € V pues |¢| <8, se‘\‘o}Jtien'e, en virtufl de
(4), que (5) es equivalente a B

(@- e (Y (Z) = D (@10 o, ®
i=1
y P or definicién (1e Z es : _
| Z(p) = 2 ;%(w‘ 0 @t(p))|t=o-£-,-|p [ ()
Como ' o ®4(p) = ' 0 z71(£,0) si [t| < 8, resulta
—~ oyt 9 ' BRI
Z(p) = 2 gﬂé-ﬁ p=YI0) (10

* Caso bs) '
Para cada n € N, aplicando el caso anterior a py, se tiene que (X, Y](pn) = Z(pn)- Usando

la continuidad de ambos miembros de esta igualdacl y el hecho de que la sucesién (P )neN
converge a p, resulta [X,Y](p) = Z(p).

Esto concluye la demostracién del teorema.

OBSERVACION

Si X € X (M), queda definido un operador Lx : (M) — (M) por LxY = [X, Y],
que se denomina la derivada de Lie de Y respecto,de X.
Debido al teorema anterior, LxY |, es efectivamente una derivada.
P

Teorema 40
Sean XY € (M), ® . W — M el flujo de X y ¥ : W' — M el flujo de Y. Somn
equivelentes las siguientes afirmaciones:
¢) [X,Y]=0 U“campo nulo”
b) Para cada p € M, eziste un 6 > 0 y un entorno abierto V, de p, tal que Y(®:(g)) =
(Be)eg(Y(q)) st [t <byqeV.
¢) Para cada p € M, existe un &€ > 0 y un abierto U entorno de p, tal que
e1) (—g,e) x U Cc Wnw , (—e,&) x ®((—¢,e) xU) Cc W W'
(—&,&) x ¥((—e,e) xU) cWNnW'
cz) Sit,s € (—¢€,e) yge U, entonces ;0T (q) = ¥, 0 P4(q)
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DEMOSTRACION:
e a)=0b)

Sea p € M; por ser W alnerto en R x M, con (0, p) € W, existe une >0 y un abietto U  "
de M, entorno de p, tal que (—e, 6) XU CW.

Ademas como & : W — ]\/I es contmua y ®0,p) =p e U, ex1ste un 0 < 5 < % y un

abierto V de M, entorno de p; con V C U, tales que ®((— 5 8) x V) C U
SeaqEVys t€(—66)."

Por ser (t,9) € (—6,6) x V C (—¢,e) x U C W, se tiene que t € I,.

Siendo ®((-56, 6)><V) CUyes®(t,q) € U; luego (s,2(¢,q)) € Wypor lo tanto, s € Iq;(t q)

Debido a la proposmlon 31, parte 2) se t1ene ques+tel,y
(s +1,q) = 8(s, B(t,9)) B (1)
o, equivalentemente, para s,t € I,yqeV, ‘es

" a+t(€I) CIJS'(CI%(q)) . | (2)

Seana}loratse( 56)yq€V ﬁ]os ,
Por definicién de ¥, g(t+8) (ver observacién prececlente al teorema 39)

Yo(t +5) = (- (t46) 5201, () (Y (R145(2))) - (3)
Llamando ¢’ = ®+(q) y debido a (2 en lugar de (3) podemos escribir |
Yo(t + 8) = (B (s19) )xe, () (Y (2a(d))) (4)
Afirmarmos que se verifica | |

((I) (t+s))*t1> (¢) = ((b-—t)*q' o (CI)-—S)*Q (¢") o (5)

con 10 cual por (4), se o obtiene |
Yyt +5) = (@-)g (2-s)ua, (0 (¥ (20(0)) = (2-0)er (Yo () (6)

En efecto, ,
llamando p = B,(d"), t' = —s,8" = —t, debemos veriﬁca,r,- reescribiendo la -

igualdad (5), que:
- D (Rt )apt = (Rt )i 0 Re )up - SO (5
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De acuerdo con la proposicién 31, parte 3), se tiene que p' = B,(¢') € M_;.= My iy i
O(t,p') = @—s(p') = 2-s(®s(¢')) = ¢' = Blq) € M, = My

Debidq a la misma proposicion, parte 6) existe un ablerto Q de M ‘entorno de p', tal que
QCMyyg ,2C My , 20(Q) C Mgy ®gqp|o =Py 0 ‘bt'|ﬂ

La 1gua1c1acl (57) es ahora inmediata.

Volviendo a la 1gualclad (6), por ser Yy(t) = (@ )ug (Y(q')), resulta

Yo(t+8) = Yq(t) = (B—t)ug (Yo (5)) = (B-1)ug (Y(q')) = (‘I’—t)*q (Yo (s)~ Y(q ) 1(‘7)

' Luego,

' hm Y‘I(t + Sz — YQ(t) — (@—-t)*q’-< }% Yq'(s) - Y(q'))

3—0 S

_ !
Siendo [X, Y(¢') = lir% Yo(s) = ¥(g ), se obtiene que
§— 8

s—0 S

Esto nos dice que la curva Y, :(—6,6) > My, parag € V, satisface Q—L = 0si |t| < é.
Luego, Y (g) = ¥,(0) = Y, (¢) si |t| < 6. )
Siendo Y (t) = (@-¢)ua, () (Y (®1(q))), se deduce b).

) = c)

Por hipétesis, existeun 6 > 0 y un abierto. V , entorno de P tal que

Y(®4(g)) = (®1)xa(Y(q)) st |t|]<é y gqeV (L

Como W N W' es un abierto de R x M que contiene a (0,p), achicando 6§ y V (alrecledor
de p), si fuera necesario, podemos suponer (=6,6)xVCcWwWnw'. -
Ademds, porser & : W — M y ¥ : W' — M continuas, con ®(0,p) = ¥(0,p) = p, existe
un 0 < € < 6 y un entorno abierto U , de p, con U C V, tales que ®((—e,€) X UycVy
¥((—e,e) xU) C V.
Luego, eyU satisfacen las propiedades de c1)

Veamos que se cumple la propiedad ¢;).
Sean t,5 € (—e,e) y g € U; luego [t| < 6 ¥ U,(s) =¥(s,q) € V.
Debido a (1) se tiene: ‘

Y(E(g(5)) = (e, (Y (Te())) = @i, (Fa(9) = (B0 Tg)(s) ()
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La igualcla(l anterior nos dice que ;0 V¥, es una curva integral de YV que satisface
®; 0 U,(0) = ®,(q). Por unicidad resulta ®; 0 ¥ (s) = Us,(g)(8), sl |s|<ey |t| <e.
En consecuencia, ®; 0 ¥,(q) = ¥, o ®4(q) si s,t € (—¢,¢). #

®c)=>a)

Sea p € M y mostremos que [X,Y](p) =0.
Por hipétesis, existe un & > 0 y un entorno abierto U de p, sa,t1sfac1en(lo las prop1edades _.
1)y eg)d .

Para |t[ <E) ﬁJo sea ¢ : (—e,e) — M la curva c(s) @0 \Il (p) <I>t o Wp(s).
Luego, '

i(s) = 810 Tp(s) = (@e)ew, () (Tp()) = (@2)ww, (5)(Y (T(5)))
y p;r lo tanto, a . S
{(0) = (B0)up(Y (9)). o

Por otro lado, c(s) = ;0 Uy(p) = ¥, 0 8y(p) = Us(D4(p)) = ¥s,()(3); luego,
6(0) = ¥a,(5)(0) = Y(2:(p)) (2)
Débido a (1) y (2), para [t| < € se tiene (®4)4p(Y (p)) = Y(®:(p)) y, en consecuencia,

Y(p) = (2-1)ra.(n (Y (2:(p))) = ¥(?)

Por el teorema anterior resulta [X,Y](p) = 0.

Nota

Como aplicacic’ni de lo.l’a.nté‘rior,. se tiene la siguiente version del Teorema de Frobenius
que generaliza ‘el teorema 27,

':Teorema 41 -
Sea M una variedad diferenciable de dimensidn n y sean Xi,...,Xm € X(M), con
1.<m < n, linealmente zndependzentes en cade punto p € M.
Son equivalentes las afirmaciones:
a) Para-cadap & M, eziste una carte (U,z) de M, conp € U, tal que si x = (z*,...,2"),
5 S
entonces X;|u = it si1<i<m.
zt
b) [Xi, X;]=081<14,j <m
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DEMOSTRACION:
i @) = b)

. Esla proposicion 35

e b)=>a)
Sim = 1, es el teorema 21
Supongamos m>2ysead®  W; - M el Hujo de X; (1 <i<m). :
Fijado p € M, sea v; = X;(p); 1uego, POT SET V... U linea_lmentp 'independjentes.,
podemos completar a una .basg {v1,.+ 2 Vs Vmt1y. -3 VUn} de M,. .Por el ejercicio 22,
podemos construir una carta (W,y), con p € W, que satisface y(p) = 0,y(W) = R* y

0 Py “

v = | sil <z<n,

oyt'p

De acuerdo con el teorema anterior, parte c), paral <i< j<mexisteune;; >0y

un abierto U; j de M con pE Ui;, tales que
(—eijr65) X Uis CWin Wy (—eij,655) x @' ((—eij 645) x Uyj) CWin W (1)
donde I = 4,7,

Si t,s € (—¢€ij€ij) v q € Uij, entonces @i o ®i(g) = @ 0 Bi(q) (2)

m
Sean: ‘“’iz'-z-»rl;ﬁ?éljnsm{&:ij} ; Uy, = 15:‘25(];1]1 , W= iDlWi
Por (1) y (2) se tiene:
(*62,62) xUyCW vy (—62,62) X ‘@i((—sz,éz) X Uz) cCW st 1=1,....m (3)
@ 0@ (9)=®] 0i(q) si titz€(—eze) y g€l (4)
Sim = 2,sea 0 < 6 < eq tal que y M (=6 CcUy f:(=66)"—-M definida por
flut,u?u?, ..., u™) = @'3‘1.'0 ®%,(y~1(0,0,u%,...,u™)) (D)

Luego,
flul,u?,ud, ..., u") = @ﬁz 0 ®L.(y71(0,0,43,...,u"™)) o (DY)

Si m > 3, para cada 1 <i<j<m,sea FU:(—e3,62)? x Uy - M &eﬁnjda por

:‘Fij(tl’t'.z,’aq') = Qi(tla @j(tzﬂ)) = (1’31 ° @{2(q) - (5)
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Por ser Fii(0,0 p) = p € Uy, existe un 0 < 82 <€y yun ablertq ;’deM, conp € Uzij,
tales que FiJ ((—e3 ,E;] 2 U;J) c Us.

Sea €3 = ' min €5} Us = U U IR
3= 1<z<]<m{ } y 3 lsingmz 2

Por construccién de ez y Us se cumple, en principio, que
&' ((— 53,53)x<I>J(( 63,63)><U3))CU2 si 1<i<j<m
Pero cle acuerdo CO;I (4) para i 9é J vale ..
@i(('—€3,53) X @j((—63,63) X Us)) c U, - (6)
Debido a (3), para i # 7 se -cgmple
(—e3,63) x B ((~€3,e3) x B ((—e3,e3) x Us)) C W | (7)

' La igualdad anterior nos dlce que cualqulera sea el sul)con_]unto i,5,k € [1 ..,m], con
tF i F Rk jJFE Yy cualesquiera sean tq,ts,t3 € (—€3,€3), esta &eﬁmda la funcién
3 0®] 0®F : U, - M, donde

®;, 0 @}, 0 &}, (q) = &' (1, &’ (t2, 9" (83, )))

Debido a (4) y (6) se cumple, para toda terna 1 < i < j < k < m, que ®; o @{2 o ®f

coincide con cualquier permutacmn entre ellos.
Slm—3 sea 0 < § <e3 talquey H(=6,6)") CUs y sea f: (—6,6)" — M definida por

f(u17 uzpus, u4, .‘. . ,'un) == @:'Ll 0 @iz 0 @ (y 0 0 0 u .. un)) ) (D)
Luego,
f('ul, uz,u3,‘u§, cooum) =.<I>Z£1(Z) o) CPZS%Z) o) @25‘2)( —1(0,0,0,_%4’ N ,un)) (D’)

parg toda permutacmn o:[1,2,3] —[1,2,3].
S1 m 2 4, para cada 1<i<j<k<mse deﬁne la funcién F”’c ( 63,63) X U3 — M
por F”’“(tl,tz, t3, q) <I>21 o <I>{2 0 @fs(q) y se procede como en el caso Fii

En Aeﬁmtlva, esto nos dice que podemos construir un g, > 0 y un ablerto Un de M
con p € Um C Um—1, tales que si tq,...,tm € (—em,em) y o [1, m] — — [1,. m] es

una permutacién, la funcién @;1(1)_ o @;’2(?) 0...0 @Zi:m) U = M ..esta deﬁmda y

to(1) t(z) to(m)

&L 0®2 o...0 <1>;” <1>"(” a7 o, oal™

gt
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Sea 0-< & < em tal que y~1{(=§,6)") C Um yf:(=66)"—M definida por
flt, . u™ ™ ) =@ 0., 09T (y_l(O, L 0,u™ ™)) (D)

Luego,

flut, . u™u™t et = @ZS}(Z) 0...09%m (y"l(O,...,O,umH,. cLu) (D)

uo{m)

Si g = (Ugs...,ug) € (—6,6)", para 1 < i < m, sea

g = &, o...o@;‘,; o...o@%(y—l(ﬂ,...,O,u},’"“'*'l,..".,ug))

%g

donde el simbolo ~ sobré Cbi; indica que el mismo se omite.
0 .

Debido a (D”),:paia lui] < 6, se cumple
Flugy - oug ™t ugtt, o ug) = 8L(@i) = @4, (u)

Luego, para 1 <t < m, se tiene:

fruo(Diluo) = B, (uh) = Xi(8, () = Xl fwe) ~ ~  (8)

Ademés, f0) =y 10) =pysil <j<n~-—my|umti < § por (D), se tiene
f(0,...,0,0,...,u™,0,...,0) =y~(0,...,0,u™t4,0,...,0).
Luego,

_1- 0
Feo(Drmjlo) = (4~  Jro(Dmejlo) = Gyt |, = vm+ (9)

Las igualdades (8) y (9), para uo = 0, nos dicen que fuo : R? — M, es un isomorfismo.
Por-el teorema de la funcién inversa, existe un 0 < € < 6, con f ((—e,&)") =T abierto en
M, tal que f: (—e,e)® = U es un difeomorfismo.
" La-carta (U,z), con ¢ = f~1, satisface lo pedido.
En~efecto, .
sea g € U, con q = F(uo); luego, por (8), se tiene:

62,’ ]q = f*uo(Dz’,uo) = X,'(f(ua )) = X:’(Q)-
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Fibrado Cdtaﬁgeﬂte

Sea M una variedad diferenciable de dimensién .n Yy, -para cada_,”. p.€ M, sea

={p: M, >R/ es. R—lineal} el.epacio.dua,l-de’ M,. Notar. que, si G ¢ M
es un abierto, con p € Gy f € F(G), entonces df, : M, — R, que esta definida por
dfp(v) = v(f), es'un elemento de M;.

Sea T*M = UM, vy I:T"M - M la proyeccion II(y) =.p si 7€ M.
PEM

Entonces, M ac].mite, de manera natural, una estructura diferenciable de dimensién
2n, para la cual TI resulta diferenciable.
En efecto,

sea (U,z) una carta de M, con 'z = (z!,...,z"). Siendo z* € F(U), re‘s‘ult"'a

da:;, € My, para, ‘cada p € U. Como d:cp(v) = v(z?) si v € M,, entonces dz’ (663 ) '5;;
luego, {dm dm"} es 1& base clual de { I Yoo ai—n|p}.
. 8
Si 7-6 M , €8 ’y Z;'y, da:p, con 7, = (ami |p)“. |
Sea ™"U=UM, y &: T*(U) — z(U) x R" definida por
peU ’ )

#7) = (20N "1 1 (g )11 paely)) st 7 € M
Luego, % es un biyeccidn. :
. Si D es la estructura dlferencmble so]ore M, sea A {(T*U z) / (U, m) € D}
Luego, A es un atlas diferenciable y la topologia que define es. Hausdorff y con base nu-
merable. T*M, con la estructura diferenciable generada por A, se denomina el fibrado
cotangente a M. Se deja como ejercicio verificar que II resulta diferencigble.

1-formas

El concepto dual de campos de vectores es el de 1-formas.
Sea. G C M un abierto no vacio. Una funcién w : G — T*M, que satisface w(p) € My si
p € G, se denomina una 1-forma sobre G.
El conjunto de las I-formas sobre G constituye, con las operaciones naturales, un Reespacio
ivectorml A Co

Con. %*(G) denotaremos al con_]unto de todas las 1-formas sobre G que son diferen-

'cxaues e
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Como en el caso de campos de vectores (ver proposicién 21), se veriﬁca

Proposicién 42
_Sea M una variedad diferenciable de' dimensidn n, G C M un abierto no vacio y
w:G—T*M, una I-forma. Son equivalentes las afiriaciones: '
a) we X*@Q) . ‘ S
b) Sea (U,z), con U C G y z = (a%,...,2"), una carte de M. Si para.p € U es .
n
w(p) = Zgoi(p)dx;, entonces p; € F(U) con 1 <i<n.

i=1
EJEMPLOS S
De‘fa_cuerdo con la proposicic'»n anterior se tiene:
1. Sea.(.U;'f;.), con x = (z!,...,z"), una carta de M y sea dwi U —-T*M cleﬁnida por
dz'(p) = dz’,. Entonces doi € ¥*(U) si1 <i < n. | '
2. Sea f € FG)ydf :G—T*M, definida por df(p) = dfp. Si (U, z) es una carta de M,

conUCGyz=(z...,2"), es df(p) = df, = Z(,a,‘(p)dx;, donde i(p) = of

oy |p' -
P Oz

Luego, df € X*(G) pues p; € f(U) sil<i<nm.

Corolario 43
Sea M una variedad diferenciable y G C M un abierto no vacio.
1. Sia € R yw € X%G), entonces aw : G — T*M, definida por (a.w)(p) = a.w(p),
| s"a_tzz'sface que a.w € X*(G).
2. i Lul,wz € X*(@), entonces wi +wp : G — T*M, definida por (w1 + w2)(p) =
w1(p) + wa(p), satisface que wy + we € X*(G).
3. 81 f € F(G) y w € X*(G), entonces fw : G — T*M, definida por (fw)(p) =
f(p)w(p), satisface gque fw € X*(G) :

DEMOSTRACION:

Queda como ejercicio.

OBSERVACION .
Debidoa 1. y 2 del corolario anterior, X*(G) es un R-espacio vectorial. ) Si

. n
w:G — T*M es una l-forma, (U, z) es una carta de M, con U C G y w(p) = Z go,-(p)d:c;,

=1
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n
si p € U, podemos escribir w|y = > pidat, que denominamos la REPRESENTAGION de w
P ,

sobre U respecto de z. Si w € X4(@), sera ¢; € F(U).

Enlo que sigue, extendemos el concepto de campos de vectores y c;le 1-{‘0,rmas.“
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Tensores
Sea V un R-espacio vectorial de dimensidn n y (r, s) e NU {0}

Si (r, s) # (0, 0), definimos LA

TI(V)={T:V*x...x V*xV x...x V= R/ T es multilineal}

I veces S veces
Si (r,s) = (0,0), definimos TY(V) =R
Luego, TY(V)=V*' y TY(V) = V™ =V

Con las operaciones naturales es TT(V) un R-espacio vectorial.
Los elementos de T7(V) se denominan tensores del tipo (r,s).
Hay una manera natural de construir tensores a partir de dos dados.
Sea T € T7(V), con (r, ) # (0,0) y U € TL (V) con (I,m) 5 (0,0).
Se define su producto tensorial T @ U € T+ (V) por

T®U(')’l,...,’)/r+l,v1,...,vs+m) =
= T(71,---,7T7?1,---,'Us) . U(7r+19'"17r+17v8+17---’vs+m)

EJERCICIO 47
Sea V' un R-espacio vectorial de dimension n. Verificar:
a) El producto tensorial no es conmutativo, salvo el caso T @ U, con T € TYV) ¥
UeTyV).
b) (S@T)U =SQ(TQU)
c) SiaeR,(aT)QU =a.(TQU)=T® (a.U)
d) Si T1,T, son del mismo tipo y Uy,U; son del mismo tipo, entonces (Ty + T2) Q@ U =
LiU+TLeU y T(U:14+U2)=ToU:1+T®U;
e) Sea{e;,...,e,} unabasedeV y {el,...,e"} sudual. Siv',...,y" € V*yuv1,...,v5 €
V, con
n ] n )
7’“:26?61 (1<k<r) vm=Zafnej (1<m<s)
— =
se cumple
i) e, ®...Qe;(e,.. e]’):5ff...6{:
e, ®...®e,r(’yl,...,’y ) = b} .
i) e®...® =(e,1,... e;,) = 61 ... 80
(

N ®...Q0e(vy,...,vs) =al'...al"
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iii) Los tensores e;, ®...Qe;, ®e' ®...Q¢els, con 1 <4y <n, 1<k <r ;:3
1<im<n, 1<m <s, son linealmente independientes y, ademas
e, ®...Q¢e Qe @... R el (71,...,7T,v1,...,v3) =bj ...b . a{‘ .. ale

iv) SiT € T%(V), entonces '

a1 7 ' — § : z 1 r Jl ]
TJ(FY,"W’Y)'UI,"')US) - TJ11 ] bil"'b ay ...CL‘J;
1<ik, jm<n . L

JiJs

i donde T ir = T( L ,ei',ejl,. . ,ej,) eR
V) dimT(V) = n"ts
vi) Si T5(V), entonces
T = Z T;11 ]s.‘vei1®"'®eir®ejla'-'7ej8:
1Sik!jﬂls7l
NOMBRE: La base {€i1 ®...Q0e;, Qe ®...®ej3} de Th(V), con t1,...,0p, J15...,0s =
1,...,n, se denomina la base inducida por {e1,...,en}.

EJERCICIO 48
Sea V un R- espac1o vectorial de dimension n'y s > 1. Sea .
LIYVY={T: Vx..xV—=V / T es multilineal}
MR

S veces

a) Probar que L1(V), con las operacmnes naturales, es un R-espacio vectorial de ‘di-
mensién n°t1

b) SiT € LY(V), se define T € TV ) 'por T(v,v1,...,vs) = (T(:.vl," vs)) “ . .
Probar que la funcién @ : El(V) — TY(V) dada por ®(T) = T es un isomorfismo
canénico.

OBSERVACION

Sea M una var1edad dﬂerencm]ol de dimensién n; luego, para cada p-€ M, tenemos
definido T (M) = U Ty (M) yII: TY(M)— M la proyeccién II(T) = p si T € TL(M,).

Luego, TYM)=R = THM)= TYM) = T*M
Si (r,s) # (0,0), 1 conjunto T7(M) adm1te de manera natural, una, estructura (‘ll{eren-

ciable de dimensién n + n™*?, para la cual II resulta diferenciable.
Si (U, z) es una carta de M, con z = (z1,... ,x") para cada p € U se tiene, por el e_]erc1c1o

47 que

iR e -
33;21 ‘ ®p ®p axir ’p ®p dw:)l ®p PN ®p dm;ﬁ
COM 11, v+ ,0p,J1,n-,Js = 1,...;n, es base de T(M,) y si T € T5(M,), se tiene que
T— i 9| ¢ 9 dzl dui
= Z eds " Ggin |p ®p - Sp Oz ‘p ®p 4Ty Qp .- Bp T,

1Slk aj'm Sn
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donde,
0

" Oxle

H z, H ir a
T —-T(dm1 day

:)

Sea TT(U) = U T(M,) vy &:THU) — z(U) x R"™  definida por
#HT) = (fv(p) ( ]’11 ;:)1<ik jm<n)’ ,_; si T € T:(Mp) y donde se supone que 195 T;ll ]”,

con 1 < i, Jm <n,se han dado en un cierto orden.

Si D es la estructura diferenciable sobre M , sea,
= {(T;w).8) / W2) € D}

Luego, A es un atlas diferenciable y la topologia que define es Hausdorfl y con base
numerable.
La estructura d1ferenc1alole natural sobre T (M) es la generada por A Verificar que IT es

dlferenm al)le

Sea G C M un abierto no vacio y r,s € NU {0}. Un campo tensorial (abreviada—

mente un tensor) del tipo (r,s) sobre G es una funcién T'.: G ~ T5(G) que satisface
T(p) € Th(Mp),sip € G, _
El conjunto de tensores del tipo (r s), con las operaciones naturales, constituye un

R-espacio vectorial.

Con %7(G) denotaremos al conjunto de los tensores del tipo (r,$) sobré G que son
diferénciables. :
Por construccién, resulta X3(G) = F(Q), X3(G) = X(Q) y X%(G) = X*(Q).

Como en los casos X(G) y ¥(G), aqui también se verifica:

Proposicién 44
Sea M une variedad diferenciable de dimensidn n, G C M un abierto no wacio y
T : G — Ti(M) un tensor del tipo (r,s) sobre G. Son equivalentes las afirmaciones:

a) T € X3(G)

b) Sea (U,z), conU CG yz = (x! , ., Z"), una ca,rta, de M. 81, para p € U, es
T(p) = Z ]1 ],( ) | ®P a I ®p dmh ®p ®P da’{;a
1<k, jm<n
entonces T;ll ]“ € F(U), para 1 <ip,jm <1
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DEMOSTRACION:
Queda como ejercicio.

DEFINICION
Sean T : G — T’"(M) yU: G — T (M) tensores, con (r,s) ;é (0 O) Y (l m) # (0 0).
Se define su producto tensorial por

(T®U)(p) = T(p) ® Ulp)

Luego, T®U : G — TTH! (M) es un tensor.

s+m

Corolario 45
Sea M un variedad diferenciable y G C M un abierto no vacio. i .
1. 85 TeXN(G) y U e xL(G) con (r,s) # (0, 0) y (1, m) 7é (0 0) entonces
TRU € XL.(6). .. :
2. SiaeR yTeX(GF), entonces a.T : G — T’(M) deﬁmda por (a. T)(p) = a. T(p),
satisface que a.T € X3(G) 2o
8. 8t T, Ty € X7(G), entonces Ty + Ty : G — TL(M), dcﬁmda por (T1 + T2)(p ) =
Ti(p) + Ta(p), satisface que Ty + Ty € X7(G).
4. Sife F(@) yT e X(Q@), entonces f.T : G — T M), definida por (f T)(p)
f(p).T(p), 3atz.9face que f T e X7(@G).
OBSERVACION '
Debido a 2. y 8. del corolario anterior, %7(@) es un R-espacio Vectonal Sea (U, x)
una carta de M ,conUCGyzx= (:r ooy ™) De acuerdo con el corolario anterior, parte:

I,paral <ig,jm<n,conl<k<ryl<mc<s, severiﬁcaque

d 0
— J1 Je T
3w’1® ®al ®dz’ ®...Qdr’ € X,(U)

SiT:G— T7(M) es un tensor, para p € U, es

_ . z ; b5} o . .
Te)= 3, Tri®) (5 ® gy @d” 8. .0dh)0)
1<iz, jm<n
Luego,
Ty = Z s 9o O wdih®... ®des
Jreede 1 iy
I<iogmgn | Oan Oz |

que se denomina la REPRESENTACION dé T so’bre U, respecto de z.
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S5i T e 27(@), entonces T;l1 ;' e F(U).
EJERCICIO 49
Sea M un variedad diferenciable y G C M un abierto no vacio. Verificar:
a) Sif e F(@), T cX5(R) y U € X(G) , entonces
(FTYQU = f(TQU)=TQ(fU)
b) Si Ty, T, son del mismo tipo y Uy, U, son del mismo tipo, entonces
(M+0L)U=TiU+LeUyTeUi+U;)=TU:+TQU,
¢) El producto tensorial ® es asociativo. 4

Tensores Alternados

" Sea V un R- -espacio vectorial de dimensién n. Para k € N, sea Sk el conjunto de las
permutaciones de [1,. .. o k.

SiTe T WV)yoe Sk, sea 7% € TYV) definido por T(v1,...,0n) = T(Va(1)s- - Va(k))
sivi,..., v € V. ‘

Diremos que T € TY(V) es alternado si para todo o € Sk se cumple que
T = sg(0).T°.
Al conjunto de elementos alternados de T (V) lo denotaremos con A¥(V).
Luego, A}(V) = TI(V) =

EJERCICIO 50
Sea V un R- espacm vectorial de dimension n.
a) Mostrar que AF(V) es un subespacio de T(V).
b) Probar la equivalencia de las siguientes afirmaciones
(1) T € A¥V) |
(2) Sivy,...,uvx € V,1< i< j<n, entonces
T(v1y. ey Uiy ey Vjyee ey 0) = =T (V1,004 05,000 Viye ey V)
(3) Sivi,...,vx €V yv; =vj, para algin 1 <i < j < n, entonces T(vy,...,vx) =0
¢) Deducir de b) que A¥(V) =0 si k > n.

EiERCICIO 51

Sea V un R-espacio vectorial de dimensién n. Si k € N, se define la alternacion

TY(V) - TY(V) por
AT) =5 X so(o).T°

[ A=0-1%
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Probar:
a) A es lineal
b) Si T € TY(V), entonces A(T) € Ak(V)
¢) Si T € A¥(V), entonces A(T) =
d) SiT € TY(V), entonces A(A(T)) = A(T)
e) SiSeTH(V)yTeTHV), con A(§) =0, entonces A(S®T)=A(T®S)=0
f) SiS e AKV), T e A(V) yU € A™(V), entonces o
AASRT)RU)=A(SQA(TRU))=A(S®TQU)
NoTA: A(T) se denomina el alternado de 7.

EJERCICIO 52

Sea V un R- espacm vectorial de dimensién n. Si § € A*WVYyTe AI(V) se define
su producto exterior SAT € Ak“"’(V) por

(k + 1)t

SAT =1

A(S®T)
Ver1ﬁca,r. , :
a) (S1+52)/\T 51/\T+52/\T S/\(T1+T2)—S/\T1+S/\T2'
b) (a.8)AT =a(SAT)=SA(aT),sia€R '
c) SANT=(=1)*ITAS
d) SiU € A™(V), entonces
!
(SAT)AU = S AT AU) = B HIFm)

o AS®TeU)

EJERCICIO 53 S o
Analizar la validez de la siguiente afirmacién c
“a A o = 0 para todo o € A¥(V)”

EJERCICIO 54

SeaV un R-espacio vectorial de dimensiénn, {ei,...,en} unabasedeV y {e',...,e"},
la base dual. Sean 1 <11 <...<i; <nyl<k<n. Probar:

a) et AL Aelt = Z sg(o) . elr) ® ... ® elol®
o €Sy,

b) Sean v; = Za ej,con 1 <1<k,
]_

A=| : | e RFXT

83



entonces €'t A ... A e (vy,...,vx) = det(Ai;..i,)
c) Sil<ji1<...<jr <n, entonces
et /\.../\eik(ejl,...,_ejk) = 6.6

J1
d) Sik =n, entonces e A...Ae™(e1,...,en) =1

n
e) Siv; = Za{ . €j, con 1 <1 < n, entonces
=t
el AL Ae(vr,...,v,) = det(al)

EJERCICIO 55
“Sea V un R-éspacio vectorial de dimensién n, {ei,...,en} una base de V y
{e,...,e"} la base dual. Deducir de los ejercicios anteriores que si 1 < k < n, entonces
{e* AL A eik}15i1<,__<,-k3n es una base de AF(V).
En particular, se obtiene que dim-A¥(V) = (})

EJERCICIO 56
Sean V y W. R-espacios vectoriales de dimensién finitay f : V — W._lineal. Sik > 1, se
define la adjunta de f , f* : A¥(W) — AK(V) por f*(w)(vi,...,v) = w(f(vi),..., F(vi))
a) Verificar que f* es lineal
b) Siw € A¥W) , n € A{(W), probar que
- frwnn)=fw)Afr(n)
¢c)Si V=W, dimV = n, mostrar que para todo w € A"(V) se cumple que:
f*(w) = det(f).w.

OBSERVACION
Sea M una variedad diferenciable de dimensién n; luego, para cada p € M tenemos
definido A¥M,)si1<k<ny el producto exterior Ap.

Sy

Sea A¥(M) = |J A¥(M,) y I1 : A¥(M) — M, la proyeccién II(w) = p st w € AF(M,).
pGM : UL

Luego, AM(M)=T*M.
El conjunto A¥ (M) admite, de manera natural, una estructura diferenciable de dimensién
n + (Z), para la cual TI resulta diferenciable.

Si (U,z) es una carta de M, con z = (z',...,z"™), se tiene, por el ejercicio 55, que
da:f} Ap ... Ny d:vf,", con 1< <...<ir<n,es base de A¥(M,) y si w € A*(M,) es

W= E wil,__ikdw;} Np ... Np d:l);,k
1<i; <..<ixg<n

donde wil...ik:w( o |p7" ° |p)

Ozt "7 Ozix
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Sea A¥U)= | A*(M,) y & :ARU) - a(U) x R™*(E) definida por = #(w) =
peU . g '

(m(p), (wil"'ik)1<i1<...<ik<n) si we AFM,) v donde se supone que,lgs Wiy...ig> COM
1<n<... <1 <n,se han dado en un cierto orden. e

Si D es la estructura diferenciable sobre M , Sea

A= {(A¥©),5) | (V,2) €D}

R SER

Luego, A es un atlas diferenciable y la topologm que define es Hausdorlq y con base nu-
merable.

La estructura diferenciable natural sobre A¥ (M) es la generacla por A. De_]amos €omo

ejercicio verificar que II es diferenciable y que AF(M) resulta una sul)varleda& sumerglda,

de T(M).

" Para p € M, convenimos en definir A(M,) = R; luego, sik > 0 se tiene que
Ak(Mp) C T}(Mp), con AO(J. ») = Tg(M )=RyA*(M,) =0sik>n

k-formas

Sea G C M un abierto no vacio y k > 0.
Una k-forma sobre G es un tensor w : G — T? 2(M) que satistace w(p) € Ak(Mp) si

. pEG. El conjunto de las k- formas sobre @, con las operaciones naturales const1tuye un
R-espacio vectorial. | .
Con QF (@) denotaremos al conjunto de las k-formas sobre G que son (:liferencia]:)les
Por construccién resulta : Q°(G) = F(G) , QG =%*(G) y Q¥@)=0 s k>n.
Si 1<k < n, Q*G) coincide con el conjunto de las funciones diferenciables
w: G — AF(M) que satisfacen w(p) € AF(M,) si peG.

Como en el caso de los tensores, se tiene

Proposicién 46
Sea M un variedad diferenciable de dimensidn n, G C M un abierto no vacio y
Q:G — A¥(M), con 1 £ k < n, una k-forma. Son equivalentes las afirmaciones:
a) w e Q¥G) “ ' |
b) Sea (U,z), conU CG yx=(z',...,2"), una carta de M. Si para p €U es

w = Z Wiy..ix (P)dTH Ap ... Ap dat
1< <. < <
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. entonces wi, i, € .7:(U), pare 1 <y < ... <ip <n.

DEMOSTRACION: -
Quecla como ejercicio.

DEFINICION : :
Sea w : G — TUM) una‘k-fo'rma, conk>1y6:G— TYG) una l-forma, con [ > 1.
Se define su producto exterior por

(w A 8)(p) = w(p) Ap 6(p)
Luego, w A 0 : G-— T} (M) es una (k+1)-forma

Corolarlo 47
.. Sea M una variedad diferenciable y G C M un abierto no vacio.
1. Siwe Q@) y 0 e Q(G), con k,l >1; entonces w A 8 € Q*T(G) , :
2. SiacRywe Qk(G), entonces a.w : G — TY(M), definida por (a.w)(p) = a. w(p)
" satisface que a.w € Q"(G) I . . g
3. 81 wi,wy € Qk(G), entonces w tw G — T‘,’C(M), definida por (w1 +w2)(p) =
wi(p) + wa(p), satisface que wy +wy € NF(G)
4. 85i f € F(G) yw € Q¥G), entonces fw : G — TYM), definida por (fw)(p) =
f(p).w(p), satisface que f.w € Q¥(G). I

OBSERVACION
Debido a 2. y 9. del corolario anterior, Q%(G) es un R-espacio vectorial. Sea (U, z)
una carta de M ,econU CGyz=(z,...,2"). De acuerdo con €l corolario anterior, parte
l,paral<i; <...<1x < n,se verifica que dz't A ... Adzi € QD).
- Siw: @ = TY(M) es una k-forma, parap € U, es

w(p) = Z Wiy (0)(d2 AL A d2 ) (p)
1<ir<...<ip<n

Luego,

wly = E Wiy i - dz™ AL A d2'
1Si1<...<ik§n

que se denomina la REPRESENTACION de w sobre U, respecto de z.

EJERCICIO 57
Sea M una variedad diferenciable y G C M un abierto no vacio. Si w,w; € Q%(G);
6,0; € Q(G); n € Q™(G) y f € F(G), verificar que:
a) (fwNd=f(wA8)=wA(f.0)
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b) (w1+w2)A0=w1/\9+w2/\0 ; w/\(01+02)=w/\91+w/\02
c) wAhb= (=D gAw '
d) (wWAO)An=wA(6An)
DEFINICION a :
Sean M y N variedades diferenciables y f : N — M una funcidn dzfe'renczable Para-
k > 0, queda construida una funcién f* : X0 O(M) — X%(M). del siguiente modo; :
* S1k=0, es xO(M) F(M) y X3(N) = F(N). Luego, 'para:p € F(M) se define
e ffle)=epof

Nota: f*(cp) € F(N)

x Sik>1, para T € X}(M), pe N yvy,.. ,Vk € Np, se define e

4 f*(T)(p)(vh x yVk) = T(f(p))(f*p(vl)a'-'a.f*P(vk)) o

NOTA f*(T) e XN) - : j

En particular, si T € Q¥(M) resulta f*(T) € Q*(N). ., A
Las funciones f* : XU(M) — XY(N) o f* : Q¥(M) — QF(N) se denominan, indistinta-
mente, lo adjunta de f. -

EjERCICIO 58
Sea f : N — M una funcién diferenciable. Probar que f* satisface:
a) Siw;,wy € QF(M), entonces f*(wi +we) = f*(w1) + f*(w2)
b) Sige F(M) y w € Q¥(M), entonces f*(g.w)=go f . f*(w)
c) Siwe Q¥(M) y 6 € Q'(M), entonces f*(w A 0) = f*(w) A f*(9)

EJERCICIO 59

Sean A y B ab1ertos de R™ y f = (f1,...,f") : A — B una funcidn diferenciable.
Probar:

a) f*(du') = dft = ZDjfi . du?
j=1
b) Si g € F(B), entonces
f¥g . dul A Adu™)=go f.det(D;ft) . dut A...Adu”
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Funciones r(u)-multilineales

Hay una Imanera senc1Ha y comoda cle 1nterpretar a IOS tensmes cllferencmbles que
pernnte operar con eHos de manera algel)ralca

~ Enloque sigue, sea M una variedad &1ferenciable de dimensién n y consideremoé los
espacios F(M), X(M) y X*(M). - C e Ca w0 A
Utiafuncién T : (M) — F(M) se dice que es F(M)-lineal, si T(f.X + ¢¥) =
fT(X)+ ¢gT(Y) para f,g € F(M) y X,Y € X(M). Por ejemplo, siw € X*(M) y
definimos T : X(M) — F(M) por T(X)(p) = w(p)(X(p)) si p eM. -
Una funcién T : X*(M) — F(M) se dme que es F(M)-llneal si T(fw +g. 0)
fT(w)+9.7(8) para f,g € F(M) y w,8 € X*(M). Por ejemplo, si X € X(M) ¥y deﬁmmos
T:x"(M)— f(M) por T(w)(p) = w(p)(X(p)) si p € M.

whay -, Wi

En genexal si(r,s) € NU {0} con (r s) #(0,0), una funmon A R AN

T:\%*(M) x...x%*(M)lx\%(M) x...x%(MZ-—>}'(M)

I veces S veces

se dice F(M)-multilineal si es Fi (M )—1inea1 respecto de cada una de sus .Va_\rilables‘.:'
Es claro que F(M )—multilineal implica R-multilineal.

vl importancia &edichas funciones radica en el siguierte resultado.

Teorema 48
Sea r,s € NU {0}, con (r,3) # (0,0) y

T X(M) x ... X X*(M) x X(M) x ... X %(Ml;&F(-M)

v -~

r veces 8 veces

una funcidn R-multineal. Son equivalentes las afirmaciones:
a) T es F(M)-multilineal
b) Sean 6*,...,07,6,...,6" € (M) y X1,..., X5, X1,...,Xs € X(M). i para algin
p € M se verifica 6'(p) = 6 (p), con 1 < i < r y Xi(p) = Xi(p), con 1 <i < s,
entonces

T(el,...,Hr,in,...,Xs)(p) =T(él,...,gr,Xl,...,Xs)(p)
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DEMOSTRACION:
®a)=b)

Para fijar ideas, supongamos que r =5 = 1.
Sean 6,8 € X*(M); X,X € X(M)y p € M tales que G(p) =0(p)y X(p) X(p) Debemos
mostrar que T'(6, X)(p) = T(6, X)(p)

Sea (U, z) una carta de M, conpe U y z = (27, a'")
Debido al lema 5, podemos construir una ¢ € F(M) tal que p(p) =1y sop(p) C U.
Para1<i< n, construimos X; € X(M) y 6 € X*(M) del siguiente modo:

il . :
Xi(q) = o(q)-. —3—57|9 csi geU ) Xi(¢g)=0 si q¢U

6'(q) = plg) . doj si qeU , 0i() =0 si q¢U

Dado que para cada g € U se tiene:

X(q) = ZX @) - 571, l , 6(g) = ) _6(g) (aii |q) . dz
si cles;nimos t/)i,*/a EF (M) pér

P(q) =p(q) . X(g)(z*) si. q€U ,  ¥(@=0 s q¢¢U

vi(g) = so(q)-(’(q)( 0 ) si. ¢geU , 7i(g) =0 si q¢U

o]:)tenemos las siguientes 1gualdades sol)re M

&X:anw.x,- , ¢2.9:i7j.9f
i=1 . j=1
Como ¢(p) = 1, podemos escrilt)ir. |
T(8, X)(p) = ¥*(p) . T(8, X)(p) = (¥". T(9 X))
Ahora bien, como T es F (M )—blllneal, se tiene:

P T(0,X) = T(¢%. 0,6% X) =T (Z% 6’ ZW ) Z% W', T(ef X;).

=1 ,J=1
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En consecuencia, : e e

T(6,X)(p) = Z’n(p) Yi(p) . T(6, Xi)(p) =
= Z 6(p) (“‘| ) . X(p)(z*) . T(9",‘X:)('P)

Anélogamen’te- se deduce que '

i
B

16,200 = Y. 90) (151,) - K@ 1@ X)) .

i,j=1
Por sex 8(p) = 8(p) ¥ X(p) = X(p), se obtiene que T(6, X)(p) = T(, )(p).
o b) = a) ' ‘ '

Para ﬁjar ideas, supongamos que r=gs=1L
Por 111potes1s sabemos que T es R-bilineal; 1ueg0 para f € .7:(M ), 8 € %*(M )y
X € X(M) es suficiente verificar que se cumpl SETTIEN P

T(f-G,X)=f-T(9,X) y T, f. X)=f.T(,X) .

Sipe M, sea )= f(p)y 6=X.6; luego, 8(p) = (f . O)(p). |
La hipétesis ]o) nos dice, éntonces, que T(f . 6,X)p) =T(6,X )(p) o, equlvalentemente,

T(f . 6,X)(p) =T(A. 8, X)p).

Como T es R-lineal respecto de la primera, Variable, resulta

T(f . 8,X)(p) = T(A . 6,X)(p) = (A . T(6,X))(p) = X . T(8, X)(p)
= f(p) . T(8,X)(p) = (f . T(8,X))p)

Siendo p arbitrario, se concluye que T'(f . 6,X) = f . T(6,X).
Anélogamente se comprueba que T, f. . X)=fFf.T(0,X).

EJERCICIO 60 ‘ '

Sea M una variedad diferenciable de dimensién n, p € M, v € M, y v € My . Probar
que existen X € X(M) y 6 € X*(M) tales que X(p) =v y 8(p) = 1.

Sugerencia: Utilizaz el léma D.
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EJERCICIO 61 , : o o

Sea M una Varledad diferenciable de d1men510n n, W un abierto no vacio de M
ZeX(W)yweX*(W). Sipe W, probar que existe un abiertoU de M, conpe U C W
yXG%(M) Gex*(M) talesqueZiU-—Xinw|U=9|U v

Sugerencia: Utlllzar el corolario 6.

NOTACION
Para al)revra,r sir,s > 1, escrllounos
(M) = X (M) % ..o x X*(M) ¥ R(M)® =%(M) x ... x X(M)

' v~
I veces 8 veces

OBSERVACION
Sea M una variedad_ diferenciable de dimensién n y (r,s) € NU{0}, con (r, s) # (0,0).
El conjunto de las funciones T : %*(M)" x X(M)* — F(M) que son F(M)- multili-

neales, constituye un R-espacio vectoria,l, con las operaciones naturales.

Corolario 49
X7(M) es candnicamente isomorfo al conjunto de las funciones F(M)-multilineales

T : $*(M)" x 2(M)* — F(M).

DEMOSTRACION:
Si T € 27(M) se construye la funcién T : X*(M)" x X(M)* — F(M) dehniendo,
para 0',...,0" € XX (M) , X1,..., X, € X(M).ype M

T(6',....0", X1,..., Xs)(®) = T(R)(6' (), ..., 6"(p), X1 (p), ..., Xu(p))

Luego, T(8*,...,67,X1,...,X,) € F(M) pues T es diferenciable.

La F (M )-mu]tilinealiclad se T se debe a que T(p) es R—multilineal, para cada pE€ M.
Reciprocamente, si T : £*(M)" x ¥(M)* — F(M) es una funcién F(M)-multilineal,

para cada p € M, definimos

. AS¥ *
T(p).Mp x...'xMPJx\J\{px...ng——»R
' 'rv_v‘erces .SAV:CGS

del siguiente modo:
Si oo, € My y vi,...,vs € My, sean 6,...,6" € X*(M) y
Xy,...,X, € 3€(M) tales que Gz(p) =7'sil<i<ryX;(p)=v;sil<j<s;entonces -

T(p)(77 "7 R P ,'l)s)—T(Gl,...,GT,Xl,...,Xs)(p), : (1)
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Debido al teorema anterior, el valor T(t91 0, X, L, X)(p) no dependéide la eleccién
de los ¢ y X;. ‘ "

“ Luego, la funcién T(p) estd bien definida y és R-multﬂmeal

En consecuencia, queda definido (segun (1)) el tensor T : M — TT(M). Resta solo verlﬁcar

que T € XL(M); es decir, que T es diferenciable.

Sea (W, z), con z = (z,...,z"), una carta de M; luego

i1...1 2 % j ja
Tlw= .Y, T a7 ® . ®p5 - ®d@.. @dh

lszk ,j’rn Sn ! h ‘ . {
donde T;ll;: : W — R esta definido por

21 R ) ‘ i i 6 :
TJl Jr(q_) =T(q) (dxq 3o d(t v |

47 §git

8 q) )
Luego T € x7(M), prol)a.do que T’1 ” T e F( W) ‘
Sea entonces peEWy mostremos que existe un ab1erto U, entorno de p, con U C W

tal que 7% ir ¢ F(U).

Juo-ds

Como dzit,..., dz* € W) y 587,...,68] € %(W) por el ejercicio 61, existe
T

un abierto U de M, con peUCW, 1-formas 0‘1,...29"f € X*(M) y campos

Xj,...,Xj, € X(M), tales que ¢ |y =dzi*|y si 1<k<r y X*m|U=m|Uw-81

1<m<s. 4
Debido a (2), para g € U, se cumple:

Ti (g) =T(8",. ,9i’,Xj1,---,Xj,)(Q) S

J1:e0Js

Luego, T;* i |y = T8, ..., 00, X;,,.... X;)|v € F(U).

NoTa ,' ._ _
Debido al corolario anterior, las furiciones T' : %*(M)™ x X(M)* — F(M) que son
F(M)-multilineales, con (r,s) # (0,0), se denominan también TENSORES(DIFERENCIA-
BLES) del tipo (r,s) sobre M. Lo e :

EJERCICIO 62 : ~ »
Sea M una variedad dlferenczable de dimensién n. Una funcion T %(M ) — X(M )
se dice F(M)-lineal si T(f .. X4+¢g . Y)=f.T(X)+g.T(Y), pata f,g € F(M) y
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X, Y € X(M). Sis>1, una funcion T : ¥(M)* — X(M) se dice f(M)-multlllneal si es
F (M)-lineal respecto de cada una de sus variables.!
a) Verificar que el conjunto de las funciones T-: X(M)* — X(M) que son f'(M )-
multilineales, constituye un R-espacio vectorial, con las operaciones naturales.
b) Sea T : X(M)* — ¥(M) una funcién F(M)-multilineal. Verificar que la aplicacién
T: %*(M) X .':E(M)‘9 — F(M), definida por : :

Tlw, X1, .., Xs) = w(T(X1, ..., Xs))
es Fi (M )-multilineal.
c¢) Probar que la correspondencia T +— T, definida segiin b), es un isomorfismo candnico.
Sugerencza Ver ‘ejercicio 48.
d) Sean X;,.. Xq,Xl, X, € X(M) yp€ M con X(p) X,(p) si 1 < i < s
Si T : X(M)s — X(M) es F(M)-multilineal, probar que T(Xi,...,X;s)(p) =
T(Xl’ ce 7)_{8)(17)'

NoTA
‘Debido al" ejercicio anterior, las {uncmnes T:X(M) - X(M) F (M )—multxlmeales se
denominan también TENSORES (DIFERENCIABLES) del tipo (1, s) sol)re M.

EjERCICIO 63 ‘
Dados X,Y € %(M), sea LxY = [X,Y]. ;Bs Lx : %(M) — X(M) un ten-
sor(diferenciable) del tipo (1,1)7? ' '

OBSERVACION

Sea M una variedad diferenciable de dimensién n y G 'C M un abierto no vacio.
Como @ es, en particular, una variedad diferenciable de dimensién n, el corolario anterior
nos dice que todo tensor T € X7(@), con (r,s) # (0,0), se lo puede interpretar como una
funcién T : *(Q)" x %(G)* — F(G) que es F(G)-multilineal y viceversa.

Veamos algunos casos part1cu1ares

Campos de vectores

Por ser %(G) %l(G’), toda funcién X : - %*(G) — F(G) que sea F(G)- lineal, puede

1nterpertarse como el campo de vectores X € X(G) deﬁmdo, para cada pE G YyYTEM g
por

X(p)(v) = X(8)(p)

donde ¢ € X(G) s_atisface‘que 6(p) =
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Remprocamente, Tsodo campo de vectores X €. %(G) puede 111terpretarse como la
funcmn X: x*(G) — F(G), definida por I ;
| SRR o X (w)(p) X (P)(w-(p))'

1~ formas VO RSP L > _
Por ser %*(G) ?(G’), toda funcidn w @ (@) — F(Q), qu'é.s;ea f(G);linéal, ‘puede
interpretarse como la 1-forma w € X*(G), deﬁnida para qada peGyve M, por

w(p)(v) = w(X)(p)

donde; X € (@) satisface que X(p) =v.
Rec1procamente, toda 1-forma w € *G) puede interpretarse como la funcmn w :
x(G) — f’(G) definida por | o
& L w(X)P) =wp)(X(Pp)

k-formas

Por ser Q1(G) = %*(Q) v Qk(G) c XY (G) resulta que, para k> 2, toda fun(:lon
w r E(GWS F(G) qhe sea
£1) F(G)-multilineal
f2) alternadaT ' o
puede interpretarse como la kforma w € Q¥ (@) definida, parap € G , vy,... ,bk € M,,
por w(p)(v1,...,vk) = w(Xy,...,Xs)(p), donde Xy,..., X € X(G) satisfacen Xi(p) = v
s1l1<:<k.

Reciprocamente, toda k-forma w € Q@) puede interpretarse como la funcién
w : X(G)* — F(@), definida por KR

w(Xy,..., XE)(p) = W(P)(Xl (®),. - Xk(P).).;» ~

¥ que, consecuentemente, sat1sface )y f2)-

Producto tensorial - Producto exterior

El isomorfismo del corolario 49 traduce el pxoducto tensorial
®: %5(G) x ¥L,(G) — X .(®)
en un producto tensorial para funciones F (G)-multllmeales del 81gu1ente modo
SiT: %*(G) x%(G)* — F(G)y U : 2(G) xX(G)™ — }"(G) son .r(G)-muImlmeales,
s PRODUCTO TENSORIAL

TRU : (&) x (@)™ — F(G)

t Dio€Sky Xu,-.., Xi € X(G), entonces w(X,(1),- - - Xo(h)) = $9(0) . w(X1;. .. i Xx)
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quecla deﬁniclo por

TQU(E,...,07, Xy, Xorm) =
= T(ol,. .. ,er,xl,... JX) U™, 67 Xop1s s Xam)
También traduce el brédﬁc‘no exterior
A QF(G) x F(G) — (@)
en un producto exterior para funciones F (G)—multilineales y a,lternadas del siguiente modo;

Siw: X - F(G)y 6 : 2(G) — F(G) son funcmnes F(G) -multilineales y
alternadas, su PRODUCTO EXTERIOR

wAf: (G — F(G)
es la funciéq F (G)-mul‘tilin'egl alternada definida por

1
W : Z Sg(a) . '(w ® 9)(X0(1) g aXtr(k+l))

oESK 41

w/\G(Xl,...,XkH) =

Diferencial Exterior

Sea M una variedad diferenciable de dimensién n, G C M un abierto no vacio y

k € NU {0}.
* Si f € F(G), su diferencial exterior df : X(G) — F(G) es la funcién ]—'(G)
lineal ( y por l6 tanto alternacla) definida por ' -

df(X)(p) = X(P)(f) i pe Gy X € X(G)

* Sik>1lyw :f(G’)"c — F(G) es F(G)-multilineal alternada, su diferencial
exterior dw : ¥(G)**1 — F(G) es la funcién F(G)-multilineal alternada, cleﬁnida por;

vt gy

k1
dw(X1,. .. Xeg1) Z( 1 X (w( X, O X))+

v Z N ("1)1—“ . W ([Xi,XJ'.]’Xl’ s ’5(\1" . '-aX;’ cee 7-Xk+1‘)
1K< j<k+1. .

donde X inclica, como antes, que el campo X se omite.

95



EJEMPLO )
Si w .'f(G) — F(G) es F (G)- lineal ( y por lo t tanto alternada) entondes

dw : X(G)* — F (G) s1la funcmn F ( G)-multlllneal alternada, definida por

dw(X,Y) = X(w(Y)) — .Y(u,f(X)) ~w(X,Y)

EJERCICIO 64 ’ .

Sea M una variedad diferenciable de dimensién n, G C ‘M un abierto no vacio-y
ke NU {0}. Si k=0, sea QU @G) = F(G).

Mostrar que el isomorfismo del corolario 49 traduce la diferencial exterior en un ope-
rador d : QF(G) — QFTY(G), que también se denomina DIFERENCIAL EXTERIOR, que
satisface: SR . : ;

a) Si f € F(G), entonces df € Q(G) = %O(G) es la diferencial usual.
b) Sea (U,z) una carta de M, con z = (z',...,2") y U C G. Sea w € Q*(G) tal que

w|U= E Wiy ..ip - dz™ AL ANdTE
1<i1 <. <ig<n

entorces
dolu= " ) dwi.i Adz AL Nda™
’ 1<z1< <zk<n ‘

EJERCICIO 65 : ,
Sea M una variedad diferenciable de dlmensmn ny G C M un abierto no vacio.
Verificar que la diferencial exterior satisface

a) d(w1 +w2)—dw1 + dwq SI Wy, ws EQk(G)ykZO
b) dwAf)=do A8+ (-1} .wA df  siwe Q)
c) dz(w) = d(d(w)) = 0 o . siw € Qk(G)y k>0

EJERCICIO 66

Sean M y N variedades diferenciables yf:N—->M una funczon dzferenczab]e
Verificar que d(f*(w)) = f*(dw) para toda w € Q’“(M) conk >0."

NoTA.

El siguiente teoremea es importante pues permite globdll'z'ar obJetos definidos local-
mente. Es, ademas la razén por la cual pe&lmos que la topologm de las variedades dife- ;
renciables sea Hausdorff ¥y con base numérable. ' :
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Particién de la Unidad

DEFINICION ‘

Sea M una variedad diferenciable , A una familia arbitraria de indices y (Us)aca un
cubrimiento de M por subconjuntos. . ‘ '

La familia (Ua)aca se dice localmente finita, si para todo p € M eziste un entorno
U de p tal que U N Uy es vacio, salvo para un nimero finito de o € A

Teorema 50
Sea M una variedad diferenciable de dimension n y (Uy)aca un cubrimiento por
abiertos dé. M.. Part cada o € A, eziste oo € F(M), con po(p) > 0.8 p € M, que
satisfacen:
1) Para cada o € A es sop(ps) C Uy
2) {s0p(a)}aca s un.cubrimiento localmente finito de M.

8) Para cada p € M es Z valp) =11
a€A

DEMOSTRACION:

1¢” Paso: Construimos un cubrimiento numerable {G;};cy, por abiertos de )M, tal que para
cada i € N, G; (clausura de G;) sea compacto.

Como por hipéteéis M tiene base numera]ole, sea {A;}ien una base de la topolbgfa de M.
Para cada i € Ny p € 4;, sea (U, z) una carta de M,conpeU C A, tal que z(p) = 0y
2(U) = B(0,1) = {u € R* / |ju|| < 1}. Si V, = 2~ 1(B(0, 1)), entonces V, es-un entorno

abierto de D contenido en A;, con V,, =z! (B(O, %)) compacto y 4; = J V.
pEA;

Ahora l)ien,' como- M tiene base numerable, todo cubrimiento por abiertos de un

subconjunt?i’ de M 'tiene un subcubrimiento numerable. Luego, existe una subfamilia (nu—
merable) {Vii}jen de {(Vs };eA- que cubren a A;.

La familia {V, ,}(, j)ENxN €S un cubr1m1ento de M —por serlo {A;}ien— con la propiedad
que V; i,j €8 compacto

249° Paso: Con el cubrimi‘en'to numerable {G;}:en, construido en el paso anterior, fabricamos una

sucesion creciente de compactos {C'}ien, con la propiedad que G; C C; ¥y C; C Cipy
(interior de C;11) paratodo i € N

1 La propiedad $ ) tiene sentido pues, por 2 ), para cada p € M es valp) =0, salvo un

nimero finito de {ndices.
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A tal efecto, sea Cy = Gy (compacto) vk eNel menor que satisface C'y C U G,y sea
21

LR

Luego, Cy =ViUG, es compacto con G'z cCyyC; C Cz

. r‘tl"r

: k;
Fn general construlclo C’,, sea k eN el menor que satlsface C; C U Gjysea Vi = |JGj.
7=1

Luego, Ciy1 = VU _G—',-_H es compacto, con Gip; CCit1 5y C; C Ci+1-

Puede ocurrir qué exista un k € N tal que C; = Cy si i > k. Por ejemplo, si M es
compacta.

3" Paso: Consideramos la sucesion de compactos {C;}:cn, construida en el paso anterior, y el
cubrimiento {Uy}oca.

Sea H c Nel conjunto de indices — i - para los cuales C; — C':_l es no vacio (Cj s Vaclo
550> ) Fijado i € H s p € Ci— C’,._l, existe un a € A conp € Ua, pues (U )aeA es un
cu]arlrmento de_; M. Comq el compacto C;— C i—1 esté.contenido en el abierto C’i+1 —Ci—2,
podemos construir una carta (Wp,zp) de M —con p € W,— que satisface zp(p) = 0,
Ty (Wy) = B(o 3) y W, C (Cz+1 ~Ciz) NV
Luego para cada pe C’ C’z_ es
Cim Ciy@ igVy . UWy, donde V, =

“1(B 0,1)). Como Ci— C’,_ es com-

pacto ex1ste una sulafamllla finita cle
dichas cartas (Wp,mp digamos

{(Wz’.l, zl) ( zr.7wn‘.)}
con 1a propledad que

Ci— CinC UVnC UWn

cl'oncle
Vi = o (B0,1)) ¥ Wi =25 (B(0,3)).
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€8 un

Siendo M = |JC;= | (Ci— C’,-°_1 ) la familia de abiertos {V;} = Viitien

iEN tEN . ‘ J=1,..,7;

cubrimiento de M y por lo tanto, {Wij} = {Wilen - también lo es.
j=11"'1rf l

o . v: o
r : » / : / .
Como Wi; CCiy1 —Ci-a, resulta que cada~Wij interseca solQ a un numero finito de

los restantes miembros de {Wi;}; luego el cubrimiento es localmente finito. )
Por otro lado, sil = {(z _])/Z €eHyj=1,. ..,r,}, para cada, (z j) el ex1ste un
'oz € ‘A con Wi C U,. Luego, ex1ste una fun(:lon s: [ — A (axxoma de eleccmn) tal que

Wt] C Us(m)

Para cada o € 4, sea W, el abierto definido por Wy, = U Wi
(i,jyes~ () '
Luego, W, C Ua v {Wa}aca es un cubrimiento localmente finito de M, pues {W; it lo es.
Si (t,7) € I, sea f;; € F(M) la funcién construida en el lema 5 que satisface f ij(g) = 1si
€ Vij = 235" (B(0,1)) v sop(fi;) = z3;'(B(0,2)) C Wij = g (3(0 3)).
Para cada o € A, sea fo 1 M- R-deﬁmda por

Y. fiy sisTNa)#0
fo = (ii)es=1(a)
0 | sis~l(a) =

La buena definicién y la diferenciabilidad de f, es inmediata por el hecho que {W;;} es
un cubrimiento localmente finito de M. Por construccion, es fo >0y s0p(fo) C Wa.

La familia {sop(fs)}aca es un cul)r1m1ento de M por serlo {Vi;} y ademés es localmente
finito pues {Wataea lo es. '

Luego p: M —-R —dada por ¢ = Z Fo— estd bien definida, es dlferencmble v o(q) >
a€A

para todo ge M. :
. . 1
Finalmente, si definimos v : M — R por wo = = . fs, entonces @, € F(M);
7

SOP(SOa) =s0p(fo) ¥ D pa=1.

a€A

La familia {pataca satisface las prop1edades enunciadas.

DEFINICION

Una familia de funciones {¢a}taca que satisface las propiedades del teorema anterior,
parae el cubrimiento {Ux}oca de M, se denomina una particién diferenciable de la
unidad para M, subordinada a {Uy}aca-
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?

.Corolario 51 . S S o
Sea M una variedad diferenciable de dzmenszon n,GCM um abze'rto no 'mzczo de M
yACG un s'u,bcon]unto no vacio y cerrado en M. '
‘@) Eziste p € F(M) tal que |a =1y |- =0..
b Szféf(G), ‘eziste g € F(M) tal que gla = fla v 9|m—-c = 0.

'
'.t[ N UL

DEMOSTRACION :

Consuderando el ¢ibrimiento por a]mertos {G,M — A} cle ,A sea {cpl cpz} una
particion diferenciable de la unidad para M, sibordinada a {G, M —A4}, con sop(ip1) cG
y sop(wp2) C M — A

o Parte a)

Afirmamos que la funcién ¢ = (1 sirve.
En efecto, o SR A TR :
por ser sop(p32) C M— A',fv'es gpg‘(p):—"-O si p € 4;'liego, como w1(p) +p2(p) =1
si p € M, se obtiene que w1(p) = 1 sip € A, Pot otro ladq, la-inclusién sop(p1)' C G
implica que v1(p)=0sipe M —-G.

o Parte 1))

Extendemos la funcién f: G — R auna funcién f:M—-R (no necesariamente

(ijerengialzlg). Por gquplo,

f(p) sipe@G
flp) = { sipeM -G

Si se define g: M — R por g = ¢; . f, se tiene que g(p) = f(p)sipe ACGyg(p) =0si
peEM-G.

Ademis, g € F(M).
E_n .efe:cto, . =
de hecho g € F(@) pues g|g = (p1la) - f-

Ahora bien, como sop(p1) C G, es g(p) = 0sip € M — sop(p1) S M- G; luego,
g € F(M).
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Variedades Orientables

Sea V un R-espacio vectorial de dimensién n. Consideremos las bases ordenadas
E={ey,...,en} y E' ={e},.... e} de V.
Luego, -

B n L
Lo =Yl e s 1<i<n o ()
j=1 : _

Decimos que las bases E y E' definen la misma orientacién si det(a] ) >0 vy la

orientacién opuesta si det(al) < 0.

La relacién: ‘E ~ E' si y sblo si det (af) > 0 es una relacién de equivalencia sobre el
conjunto de las bases de V.

Hay exactamente dos clases de equivalencia: si B = {ey, ez,...,en} define una clase,
entonces B' = {eg,e1,...,en} define la otra.

Cada clase de equivalencia se denomina una orientacién para V. La orientacig'm que
contiene a E = {ey,..., en} la denotamos con [€1,..-,€n].

Se puede demostrar  que {e1,...,en} y {€l,... €.} definen la misma orientacion si y
sélo si existen funciones continuas E; : [0,1] — V, con 1 < i < n, que satisfacen
a) E;(0)=¢; y E;(1) =6;- sil<i<n
b) Parat € [0,1], Eq(t),..., En(t) son linealmente independientes.

Enlo que sigue, sea M una variedad diferenciable de dimensién n.

Si (U,z) es una carta de M, conz = (zt,...,z™)ype U, denotaremos con
0 0
Az(p) = [%ﬂp»---az}?ﬁlp] (2)

a la orientacién de M, definida por la base {—6—| ) 9 \ }
ozl'p

o Bl |
Si (V,y) es una carta de M, conUNV # @, denotemos con'Jyozf; :UNV —Ra la
funcién

z

Jyiars (5) = det (551, ) = det (D3(5" 057 Vacp) 9

1 ver GREUB, W Linear Alg_ebra'
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Luego, parap e UNV se verifica

bt e "“’i')\z(P):)‘\'y'"(p)A ©si'y 5619 . 'Jyog;—l(p) wg e (4)

DEFINICION
1+ Una orientacién A.para M es una funcién que a cada punto p € M le asigna una
orientacidn A(p) para My, con la propiedad que si p € M, existe una carta (U,z) de M,
con p € U, tal gue )\(q) A, (q) siq€ U.
* M se dice orientable si eziste una orientacién /\ para M.

" OBSERVACIONES: - .
Sea A una orientacién para M.
, ,‘a) Si.para‘p € M, (—A)(p) representa a la; orientacidn opuesta a A(p), entonces —A es
. N4
una orientacion para M.
¥ J:))Sl M: es conexo, £\ son las tnicas orientaciones'posi])les para M.

E {‘ . . o/ .
1 e ecto, si 4 es una orientacion para M, seéan

c cpt={p e M/u(p) = Mp)} v = {p € M/u(p) = (-A)(p)}
Luego, ,11‘*' y ¢~ son abiertos y dlSJuntOS que cubren'a M. Como M es conexo, uno
de los dos es vacio; es deir, pt=Xdou =M\

c) Sean (U,z) y (V,y) cartas de M, con UNV # @. Sobre UNV se tiene que dy* A. . .Ady™
se representa (con respecto a (U, :r)) dela ;forma dyl AL Ady™ = wig. . dzi AL AdZ™.

0 :
Como (da /\ LA dz” )(q) (8 3 | “’bﬁl‘l) =1siqeU, paraquﬂVes :
1 n 0 0
w12...n(q) = (dy AL, /\dy )(Q) a?|q,...,%z—|q = det | yoa:"l(Q)
Luego,
dy' A... ANdy™uay = .]yoz—x . (dccl Ao A dw"|UnV) (5)
DEFINILIONES

"Sea M una variedad diferenciable de dimensidn n.

* Un atlas A, de M, se dice orientado si pare (U,z) € Ay (V,y) € A, con UNV # o,
se verifica que Jyop-1(p) >0s8ipeUNYV. ‘

* Una n-forma w € Q"(M) se denoming un elemento de volumen pare M, si para
todo p € M es w(p) # 0.

Nota

El siguiente resultado es una aplicacién-importante del teorema 50.
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Teorema 52
Son equivalentes las afirmaciones:
a) M es orientable o
" b) M admite un atlas orientado
¢) M admite un elemento de volumen

DEMOSTRACION:
°a)=>b)

SéaiX una otientacién para M; 1uego, para p €' M, existe una carta (U, a:)‘de MconpeU,
tal que Mg)=Az(¢g)siqgeU. o
Sea A el atlas formado por las cartas de M que satisfacen la propiedad anterior.
Aﬁrmamos que A es orientado.
En efect(;);: e
sean (U, z), (V,y) cartas de 4, con UNV # @; luego, si ¢ € U NV, se tiene
que Az(g) = A(g) = Ay(g). '
Debido a (4), resulta. Jyoz—l(Q) > 0.

eb)= ¢)

Sea A = {(Ui, z:) }ier un atlas orientado v {©:}ier una particion diferenciable de la unidad
subordinada a {Us}ier. Para cadai € I, sea wi = dz! A ... A da? € Q™(U;); luego, por ser
sop(w;) C Uj, se tiene que ¢; . w; € Q*(M). _ -

Como {sop(pi)}ier es un cubrimiento localmente finito de M, para p € M, la suma

Z(cp,- . wi)(p) es fnita.
el
Lueg_c_), la funcién
w-=Zgoi.wi:M——)AT’(M) Y
iel

estd bien definida y es diferenciable.
La diferenciabilidad es consecuencia del siguiente hecho:

‘ Si p € M, existe un abierto U de M con peU, tal que sop(p;) N U es vacio salvo un
niimero finito de indices.
Sea I' = {i € I/sop(e:) NU # @}; luego, I' es no vacio y fnito. o
Siendo wly = Z(go,- . wi)|v, entonces w|y es diferenciable y como p es arbitrario, resulta

i€l
w € QY (M).

Afirmamos que w(p) #0sipe M.
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En efecto, S
debido a (5) — parte c) de las observaciones anteriores - s1 U; N Uj: # O es

-1 . w; sobre U; nu;. Si denotamos con d; i = J ot € F(UiﬂU ) por hlpotems

se tiene que d;; > 0.

wj _Jr oz,

Luego,
u)j - d” Wi SO})I'C Ui n U] con dz] >0 e (2)

S1 pe M es Zﬁp,(p) = 1 luego, si I, = {j € I/t,o](p) > 0} es I, no vacio y finito.
' el ’

En consecuencia,

w(p) = Z ¢;(p) . wi(p) con Z w;(p) =1y sog(p) >0  (3)

]eIp JGIP

Si i“e I (ﬁjo), para j € fp es p‘e sop(pi) N sop(.;o]-).
Debido a (2), es wj(p) = dij(p) . wi(p) con dij(p) > 0y diis = 1.

Jjel,

Comowi(p) 0y 3 ¢i(p) . dij(p) > 0, resulta w(p) # 0.
el

Por (3), se tiene entonces que w(p) = (Z wj(p) . dij (p)) wi(p)-

Lueg_o, w es un elemento de volumen.
ec)=a)

Sea w € Q*(M) un elemento de volumen; luego, sip€ My {e1,...,en} es una base de
M, sera w(p)(e1,.--,€n) >0 o-bien w(p)(er,...,en) <0.

n
Si {el,... e} es otra base de My, con €} = Zaf. e; (1 <1< n)se cample:
=1 -

@) = det (al) o) @
La igualdad anterior muestra que si se define T A
/\.(p) N '{{61: .o yen} base de M, [ w(p)(e1,- .. en) >".‘0} 5)

. o/
entonces A\(p) es una orientacion para M.
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Para ver que M es orientable es suficiente verificar que si p € M, existe una carta
(U, ) de M; con p-€ U, tal que .

AMg) = Az(q) sige U o (6)

i

A tal efecto consideremos una carta ( U,z), con U conexo, por eJemplo, a’(U)
{weR™/|lull < 1}. | |

Cambiando z = (z1,...,2") por y = (22,2},...,2™), sl fuera necesario, podemos sﬁpbner

0 0 . . <
que w(p) (W ptt b—zz—:;‘?’) > 0. Es decir, A(p) = /\z(p) ‘
. Sl definimos F': U — R por F(q) = w(q) (—;ﬂ ,...,5%|q), entonces F'(q) # 0 st

qeU, F(p)>0yw=F.dz' A.:. Adz™, sobre U. Sean '
U+={q€U/F(q)>0} y U™ ={g€U/F(g) <0} |
Luego, Ut y U~ son disjuntos y abiertos por ser F' continua. Ademas U=UtuU~
pues F(q) #0siqeU. Como U es conexo, debe ser Ut =2 6 U~ = @.
Siendo peU "', resulta, que U.= U; luego, F(q) > 0sig e U o, equ1va,1entemente, se
satisface (6).

DEFINICIONES
Sea M una variedad diferenciable y orientada de dimensién n.
1. Sea X una orientacidn para M y A un atlas orientado de M. Diremos que X y A son
compatibles, si pare todo (U,z) € A es A;(q) = A(g) st g€ U.
2. Sea A un atlas orientado de M y w un elemento de volumen para M. Diremos que.A
y w son compatibles, si para (U,z) € A, con 2 = (z1,...,z™), se verifica que

0 0 : .
w(Q)(a?|q7”.’EFIQ)>O ssgelU

Luego, el elemento de volumen construido en el teorema anterior, a partir del atlas
orientado A4, es compatible con A.

3. Sea w un elemento de volumen para M y A una orientacion para M. Diremos que w
y A son compatibles, si para ¢ € M, se verifica:

Mgq) = {{e.l,. ..,€n} base de M, [ w(g)e1,...,eq) > 0}

Decimos en este caso que A es la ORIENTACION INDUCIDA por w.

4. Para el caso M = R", con el atlas A = {(R",id)} donde id = (u!,...,u") y
w = du! A A du™ € Q"(R™), la orientacién inducida por w se denomina la orien-
tac1on usual de R™,

a . 6 ' l . ‘ .
Luego, sip E R™, {ELTL’, G |Ap es una base or1entaclalpols}t1vamente en R7.
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.NOTA, A
El s1galente resultado es util para Verlﬁcar la no or1entab111dacl de una var1eda,d dife-
renciable.

-.-._{;\ .

Corolario 53
Sea M ung variedad diferenciable y orientable de dimensidn n. Si (U, z) y (V,y) son

':cartas de M con U V conezos y UNV # @&, entonces Jyozﬁl vnv =R tzene signo
constante :

DEMOSTRACI(’)N
Sea w € Q*(M) un elemento de volumen; luego, si z = (z1,. ,cc") ey =(y',...,y"),
‘entonces w|y = f. . dz! A ANda"y wv=g.dyl A...Ady", clon(le f € F(U) satisface

que f(g) = w(q) (_(';Z_llq’ cees é—g—;lq) ¥, por otro lado, también g € F(V) satisface que

g(l‘l)' = W(‘!) (6iy1|q’ o 7,5§'E|q>'

Como U es conexo, el signo de f es constanté ¥ por la mismia razén, el signo de g lo es.
Sobre UNV esdy! A:..Ady" = Jyog=1 - dz! A ... A da™; luego) f(g) = Jyoz-1(q) g(q) si
getlunv. ]

Como f vy ¢ tienen el signo constarte, J yog-1 tiene signo constante sobre UNV.

EJERCICIO 67
Mostrar que el espacio proyectwo P ~(R™1) es orientable si n es impar y no orientable
sin es par.

EJERCICIO 68
Sea A =1(0,2r) x (—~1,1) CR? y f1, f2 : A — R3, definidas por

fi(u,v) = ((2 — . sen (g)) .senu, (2 —v. sen (g-)) .COSU, V. CO8 (—g))

fz(d,v) = ((2 — v, sen (% + %)) .COSU, — (2 — v. sen (—g 4 g—)) .senu, v. cos (% -+ g))
Sea M = f1(A) U fo(4). |
a) Probar que M es una superficie sumergida de R® (= subvariedad sumergida de di-
mensidn 2 de R3).
La misma se denomina CINTA DE MOBIUS.
b) Mostrar que M no es orientable.

t Se obtiene haciendo rotar el segmento de extremos (0,2,~-1) y (0,2,1) a]redeclo_r de

la. circunferencia: z? + y?=4,2=0 (sentido horario), de modo tal que ~habiendo rotado

un a’mgulo u~ dicho segmento se inclina en %, respecto de la vertical.
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EiERCICIO 69
Sean a,r € R, cona >r >0y T C R? definido por

T = {() / ()r=rt (W - )}

Probar que T es una superficie sumergida y orientable de R3. ‘Se denonﬁﬁéi TOR(');.z |

EjErcicio 70

Sea f : R™*! — R una funcién diferenciable, b € f(R™*') un valor regular y M la
hipersuperficie sumergida (= subvariedad sumergida de dimensién n de R™*!) definida por
M = f~%(b). Probar que M es orientable.

Sugerencia: Jea w = dul A ... A dumt! € QI (R™+!). Construya un elemento de
volumen 6 € Q"(M) utilizando w.

Ej1ERCICIO 71
Mostrar que si una variedad diferenciable M admite un atlas constituido por dos
cartas —tales que la interseccién de sus dominios es un conexo- es orientable.

EjERCICIO 72
Deducir de los ejercicios 70 6 71 que la n-esfera S™ C R™*! es orientable.

EJERCICIO 73
Sea M una variedad diferenciable de dimensién n. Probar:
a) TM es orientable.
b) T*M es orientable.
c) Si M es paralelizable, entonces M es orientable.

EiI1ERCICIO 74

Probar que todo grupo de Lie de dimensién n es orientable.

EjERCICIO 75
Sean M, N variedades diferenciables de dimensién n y k, respectivamente. Probar la
equivalencia de las siguientes afirmaciones:

a) M y N son orientables.
b) M x N es orientable.

EJERCICIO 76
Sea M una variedad diferenciable orientable de dimensién n y wp,w; € Q*(M) dos
elementos de volumen. Probar:
a) Siw € Q" (M), entonces existe una tunica f € F(M) tal que w = f . wy.

107



b) Son equivalentes las afirmaciones:
(i) wo,ws inducen la misma orientacién en M.
(ii) wy = f . wo, con f(q) > 0 para todo ¢ € M. :
c¢) Si M es conexo y w; = f . wp, entonces f(g) > 0 para todo ¢ € M, o bien, f(q) <0
para todo q € M. "
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Integracion en Variedades Orientables

Enlo que sigue,bM es una variedad diférenciable de dimensién n.

5i w es una n-forma sol)re M, el soporte de w se define por
sop(w) = {pe M [ w(p) #0}

Denotaremos con QM) (res’pectiva,mente con: I'f(M )) al conjunto de las n-formas

sobre M’ que son diferenciables (respectivamente: continuas) con séporte compacto.

Claramente, Q2 (M) es un subespacio del R-espacio vectorial TF(M).
Sea Co(M) el conjunto de las funciones continuas f : M — R que tienen soporte
compacto. Luego, si f € COM) yw € Q*(M), entonces f . w € TG(M).
Si M es orientable ¥ X es una orientacién para M, queda definida una aplicacién lineal
I THM)—-R
cuyo valor en w € QF(M) se denomina la integral de w respecto de A.

Si no hay confusién con respecto a la eleccién de A, dicho valor se denota usualmente
como "

w) = /N w | | (1)

Antes de pasar a su construccion, recordemos el siguiente resultado cuya demostracién
se encuentra, por ejemplo er NARASIMHAN, R.: “Analysis on Real and Complex Mani-

folcls”, Advanced Studies in Pure Mathematics (Vol. I), 1968 0 en cualquier texto serio de
Célculo Avanzado.

Teorema de Cambio de Variables

Sean Q0 y Q' abiertos de R™, h : Q' — Q un difeomorfismo de clase C* y f : Q@ — R
una funcidn continua con soporte compacto. Si h = (hl,... k"), sea J5(u) = det (D;hi],),
entonces

/ f(v) . dot...dv" =/ FR@W) . n(w)| . dut... du® (2)
Q o Q!

Construccién de I*

Sea A un atlas orientado y compatible con A. Si (U,z) e A, (V,y) € A,conUNV # @
yr={(z'...,z2") ey =(y,...,y") se tiene la siguiente igualdad sobre U NV

dy* A Ady™ = d o1 dzt AL A da® (3)
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[ S

con . :
Jyos-1(g) >0 sigeUNV (4)

Sea entonces w € I'F(M) “
. * CASO PARTICULAR: “Existe (U,z) € A tal que sop(w) C U”

0

dazt

Si f:U — R se define por f(q) = w(q)( |q,...,%’|é), entoncesf‘ecg(U) y

wly = f.dz' A Ade™
 FEn este caso definimos
Mw) = fox Y u).du'...du™ ' o (5)
z(U) . L :
o La definicién no depen&e de la eleccién de (U, z) € A.
' En'e'fécto,
~ supongamos que sop(w) C V, con (V,y) € A Si g : V = R se define por

3} 0
9(q) = w(q) (a—yﬂq,...,wb), entonces g € CO(V) vy w|ly =g . dyt A ... Ady™.

Debemos mostrar la'igua,lclad

!

/ fox ™ (u). dul...du"=/ goy l(v).dv'... dv" (6)
+(U) y(V)
o, equivalentemente, por ser sop(w) C U NV, la igualdad
1/ fox'l(u) dul...du”—_-/ goyl(v) dv'...dv" | (7)
(UNV) yuny) N

Sean Q =y(UNV), 2 =a(UNV)yh=yoz 1:0 — Q.
Sih= (h,...,h"), paraqe UNV, resulta

Ay’ O(y'oz™) i
Jyoz_l(Q) = det (%h) = det (—auj—lz(q) = det (D]h |21(Q))

En consecuencia, por (2) y (4), se tiene

/ goy t(v) dvl...dv" = / goy (h(u)). Jyo-z-1(w_1 (w)) - du'...du™ (8)
y(Unv) 2(UNV)

o, equivalentemente, por ser g o y~1(A(u)) = g o x™1(u)

/ goy t(v) dv'...dv" = / goz (u). Jyom—x(a:—l(u)) cdut. . du™ (9)
y(Unv) z(UnV)
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Ahora bien, sobre U N Viesw=g.dy' A...ANdy" = f .dz' A... ANdz™; 1uego, por (3) es
. fzg-‘]yo:c“l- :
Esto nos dice que (7) es consecuencia de’(9).

o/ . . . s »
Por construccion, si w; y wp tienen soporte contenido en el dominio de una carta (U,z) e A
¥ a, 3 € R, entonces

/M(a w1t f.w)=a ./Mwl' + ﬂ/M‘wg I (10)

* CASO GENERAL

Sean A = {(U;,z:)}ier y {cpi};e 1 una particién diferenciable de la unidad subordinada a
{Ui}ier.
Comow € T§(M)esp;.w eTF(M) con sop(yp; . w) C Ui. Ademis, de acuerdo con el caso
particular, se tiene definido I Mpi . w) = J M Pi - w Yy como el soporte de w es compacto, la
suma, Z/ @i . w es fnita.

ier VM
Definimos entonces

P@=[w=3 [ ¢i.w (11)

iel

Hay que verificar que la definicién de I* no &epende de Anidela particion diferenciable

de la unidad elegida.
En efecto,

sea A' = {(W;,y;)}jes otro atlas orientado compatible con X y {t;}jes una
particién diferenciable de la unidad subordinada a {W;}jer.

Debido a (10) y al hecho de ser Z pi=1= Z ¥;, se tiene:

i€l JeEJ

B R Y B DX ) R I oy N

i€l i€l j€J iel jeJ
N AR | (Z%-W) WX [ b
jeJier /M jes M \ier jesvM
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Nota " |
Siwe Q*(M) es un elemento de volumen, queda definida ~de manera natural- una
aplicacién lineal I, : CAM) — R cuyo valor en f € CyJ se denota con

[

L(f) = /A e | 2

v se denomina la integral de f respectoide w. .
La misma se define como I,(f) = I*(f . w), donde A es la orientacién compatible con

el elemento de volumen w.

EjeMPLO
Si M =R"yw=du' A...Adu" entonces I, es la integral usual de las funciones
continuas f : R® = R que tienen soporte compacto.



Variedades con Borde

Enlo que sigue, denotaremos con RZ al semiespacio de R definido por
T ={(ul,...,u") eR" [ u" >0}
y consideramos sobre el mismo la topologla inducida por R™. S
Sea Q un abierto de R® Yy f:Q = R™(m > 1) una funcién. Dlremos que f es
diferenciable (: C°°) si para cada u € Q existe un abierto U de R, con u € U y una

funcién diferenciable f U — R™ tal que f lvne = fluna-

Proposicién 54
Sea Q un abierto no vacio de R} y f: Q — R™ una funcién. Las siguientes afirma-
ciones son equivalentes.
a) f:Q—R™ es diferenciable.
b) Emiste un abierto Q' de R", con Q = Q'NRY y una funcién diferenciable f: Q' — R™

tal que f|g =

DEMOSTRACION:
ob)= a
Es obvio
«a) = b

Por hipétesis, podemos construir una familia de abiertos {Ui}ier de R”, con U; N # @,

Qc UYl;y funciones diferenciables fi Ui —» R™ tales que fi|U.ng = flu.na.
1el

Como 2 es abierto en R™, existe un abierto W de R" tal que & = WNRZ. Sea V; = WNU;

v fi = filvi. Si Q= Vi, entonces Q' es un abierto de R™ que satisface 2 = ' N RY y
iel
filvina = flvina.
Debido al teorema 50 aplicado a la variedad diferenciable Q, podemos construir, para
cada i € I, una funcién ¢; € F(Q'), con ¢; > 0, tal que sop(y;i) C Vi, {sop(go,)},ez es un

cubrimiento localmente finito de O y Z wi=1
iel

Sea W; un abierto de R™ tal que sop(p;) C W; Cc W,; C V.. De acuerdo con el corolario
o1, a,plicaclo a la variedad diferenciable ', al abierto W; y al cerrado sop(pi), poclemos
construir funciones h; € F() tales que Ailsop(ony =1 hila—w; = 0.
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Si definimos gi : ' — R™ por

oy — ) hi(w).fi(u) stueVi
g'(u)’"{o siu¢V;

entonces, g; € F(').

Procedemos ahora a construir f.

omo {sop(i)}ier es un cubrimiento localmente hnito de Q', para u € ', se'tiene que la
C brimiento localmente finito de &/ ', seti 1
suma Z @i(w).gi(u) es fnita.
el
Definimos f: @' — R™ por f(u) = Z wi(u).gi(u).
el

La funcién f es diferenciable pues, para cada u € O , la suma resulta finita en un entorno

cle ‘u.

“+ “Veamos aliora qﬁé' f lo=f."
Siue Q, sea J C I el conjunto finito constituido por los i € I tales que u € sop(p;).
Luego, Y "wi(u) =1y f(u) = wi(u).gi(u).
ied ieJ
SiieJ esuc sop(p;) N Q C V; NQ; entonces, gi(u) = fi(u) = f(u).
Luego, f(u) = f(u).

Proposicién 55

Sea Q un abierto de R%, Q' un abierto de R, con @ = Q@' NR? y ¢ : Q' — R une

P

e g . : Oy :
funcién diferenciable que satisface p(u) = 0 31 v € Q. Entonces, 'ai”u =0s5u€Ny
i

1<j5<n.
DEMOSTRACION:
-Si u = (ul,...,u") satisface u™ > 0, existe un abierto U de R”, entorno de u, con

UcQ v no hay nada que probar.

-Si um = 0, sea (u;)ieN una sucesién de puntos de 2, con ul >0, tales que u; — u.
o o o
Como _<P|u =0, por contlnuldayd, resulta ——%|u = 0.

Ou’ Ou
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DEFINICION co D
Sea Q un abierto. de R} y f : @ — R una funcidn diferenciable. - Para cada-u € Q

y 1 < j < n definimos la derivada parcial de f respecto de u? como 5 |u» 6u7'5|'“-"

donde f : @ — R es una funcién-diferenciable —con ' abierto en R™—que satisface

QUNRY=Q y flo = f.

La definicién no depende‘ de f, en virtud de la proposicion anterior.

DEFINICION .

Una variedad con borde de dimensidn n es un espacio topoldgico M, con ‘base
numerable y Hausdorff, provisto de una familia {(U;, pi)}icr, donde U; es un abierto de
M, p; es un homeomorﬁémo de U; sobre un abierto de RY Que satisface las siguientes

propiedades:
a) M= |JU;
et

b) Parai,j €I, conU;NU; # @, pjow;t: pi(U;NT;) = R, es diferenciable.
¢) La familia {(Ui, i) }icr es mazimal con respecto o las propiedades anteriores.
Los. miembraos (U;, p;) se demominan cartas de M.

EJEMPLO

R% es una Variedad con borde cle dimensién n.

Proposicién 56
Sea M una variedad con borde de dimension n, U un abierto no vacio de M y Q un
abierto no vacio de R, §i¢p : U — Q es un homeomorfismo, entonces m = n.

DEMOSTRACION:

Achicando U , si fuera necesario, poclemos suponer que U es el dominic de una carta
(U, ). Sea o(Uy =W C RY; luego, f=vop 1 : W — Qesun homeomorfismo entre
a]oiertos de RY 5 R -
Sea 1 i€ W eon 4 > 0; achicando W alrededor de u, podemos suponer que W es un
abierto de R™.

Sea H™ = {(ul,.” ;2 u™) eR™ [ u™ > 0}. Como € es un abierto no vacio de R,
resulta H™ N} un abierto no vacio de R™. ' = -
Lue,;go, F:fAH™NQ) - H™"NQes un homeomorfismo entre un abierto de R™ y R™,

luego, m=n.



DEFINICION
“ Sea M una varzedad con borde de dimension n. Un punto p € M se dice interior o

M si existe una carta (U, p), con p € U; tal que o(U) es abierto en R”; es decir, @w(U) no
. anterseca al hiperplano u™ = 0. l '

El conjunto de puntos interiores se denota con int(M) y admite —-de manera natural-
unae estructure diferenciable de dimensidn n, cuya topologia es la inducida.

Elborde de M, que se denota con OM, se define como OM = M — int(M).

Proposicién 57 .
:Con las notactones e hipotesis anterzores, son equwalentes las szguzentes afirmaciones:
o) pedM
~b) 8 (U,p) es una carta de M, conip € U, entonces p™(p) =0
¢) Eziste una carta (U,p), de M con p € U, tal que ©™(p) =0

DEMOSTRACION:
® a) = ]3)

Sea (U, ) una carta con p € U y ¢ = (¢!, ...,0"). Si ©"(p) > 0, podemos achicar U
(alre&edor de p) de modo que (U ) sea un abierto de R™. Esto nos dice que p € int(M),

lo que es absurdo por hipétesis; luego, ©™(p)=0
. l)) = c)
Es &)Vio:'.l
)= a)

. Supongamos que p es interior; luego, existe una carta (V, d)) conp€eV, tal que P(V)

es a}alerto de R
Por otro lado, por hipétesis, existe una carta (U,p) conpeU, tal qué 0 (p) =0
Sl W =V NU, entonces (W) es un abierto de R™ y @(W) es un ‘abierto de R7% que tiene
1ntersecc1on no vacia con el bperplano u™ = 0 y, consecuentemente, (W) no es abierto
en R™,

Sea. f=poyp1:p(W) — R" luego, f es continua e inyectiva.
Como (W) es ug_l,al)ierto de R", entonces f(H(W)) = p(W) es un abierto de R™.

.Esto es una contradiccion y la misma provino de suponer que p € int(M); 1uego,

p € OM.
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OBSERVACION :
Consideremos en M la topologia 1ndumdh por M. De acuerdo con la proposicién anterior,
para toda carta (U, ) de M, se tiene que (U NAOM) = (U) N (R™! x {0})

Luego, si consideramos el homeomorfismo = : R*! x {0} — R"1 definido por
w(ul,. .., w1, 0) = (ul,...,u""1), resulta que 7(¢(U N OM) es un abierto de R*~1.
Supomendo que U ﬂGM 7é @, obtenemos un homeomorfismo 1 : U ﬂa.M — w((UNSM)),
definido por (p) = (¢ (p).. .., "™ () = 70 ¢(p). |

La inversa de 1 es claramente 3! : m((U NoM)) — U N oM, defmida por
Pi(ul, . u ) = (W, u T 0).

- Esto nos dice que OM es una variedad topolégica de dimensién n — 1, provista del atlas
A, formado por las cartas (U N OM, 7 0 ¢|ynon), con (U, o) carta de M y U NOM # @.

Es mas, el atlas A es diferenciable.
En efecto
sean (U,¢) y (U',¢") cartas con U NU' N OM no vaclo.
Las correspondientés cartas Un 3M )y (U'NOM,¢') satisfacen, en UNU' N 3M que
P o™l (U NU' NOM) — ¢'(U AU’ N OM) estd definids por ¢ 0 yp=1(u?, ..., un"1) =
mop o (ul,...,u""1,0).
-1,

Ahora bien, como Yoy e(UNU") CRY - R"es diferenciable, —por la proposicién

H4- existe un abierto  de R™, con (U NU') = 2N R?, y una funcién diferenciable
F:Q — R" tal que Floununy = ¢’ o1,
Si fF=(",... , f™), entonces

W' o¢_1(u1,...,uﬁ_l) = (f](ul,...,u”"l,'(]),...,f”"l(ul,...,u”"l,()))

Lo que prueba la diferenciabilidad de P oL,

Como el mismo argumento vale para 1 o (¢')~?, resulta A diferenciable.

Si (U, ) es una carta de M, con U N M no vacio, la carta (UNOM,moplunam) se
denomina la carta inducida por (U, ).

Resumiendo, hemos probado

" Proposicion 58
Si M es una variedad con borde de dimensidn n, entonces OM es una variedad dife-
renciable, - sin borde —de dimensidn n — 1.

EJERCICIO 77
Sea N una variedad diferenciable de dimensién n y Q C N un abierto no vacio con la
siguiente propiedad:
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“Sip € Q — R, existe un abierto U de N, entorno de p y una
funcidn f € F(U) tal que df, # 0y QOU = {qg€ U / f(¢g) > 0}”

Prqbaz: que M = Q) es una variedad con borde de dimensiénn y M = — Q. .

DEFINICION
Si'M y N son variedades diferenciables con o sin borde y f: M —.N es una funcion, .
la diferenciabilidad t de f se define igual que en el caso sin borde.

EJERCICIO 78

Sea M una variedad con borde de dimension n y consideremos sobre OM, la estructura .
diferenciable inducida por M. .
Verificar que la inclusién + : OM - M es diferenciable.

NOTACION
Cortio en el caso sin Bor(le, si M es una variedad con ]:)orde, denotamos con F (M) al

conjunto de las funciones diferenciables f:M—>R.

NoTA -

Modificando 1igeramente la demostracién del lema 5, se obtiene:

Proposicién 59

Sea M una variedad con borde de dimensidn n, W C M un abierto yp € W.

a) Eziste o € F(M) y un entorno abierto U de p, con U C W, que satisfacen
(i) 0<p(g)<1lsigeM
(i) ol =1
(111) sop(p) es compacto y estd contenido en W

b) Si f € F(W), eziste f € F(M) y un entorno abierto U de p, con U C W, tales que
flv = flu.

OBSERVACION

Sea M una variedad con borde de dimensién npeEMyWCMun abierto que
contiene al punto p. El espacio tangente a W en p, que también_ denotamos con Wp, se
define como en el caso sin borde. _

Debido a la proposicion anterior, resulta que M, y W, son canonicamente isomorfos.

En consecuencia, ignoraremos dicho i_somorﬁsmo y escribimos M, = W,. Si (U, z) es una

%
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carta de M,conpeUyz=_(z',...,2"), quecla definida la base { . 83" | } de

1

M,, definiendo ~para f € F(W)-

5(fo:v 1)
Wip(f 61”| |

Sl M y N son va,rledacles con o sin borde y f M — N es una funcmn dﬂerenmable
la diferencial fip t Mp — Ny(p), para p € M, se define 1gua1 que en el ¢ caso sin borde

EJERCICIO 79
Sea M una variedad con borde de dimensiénn e i : OM — M la inclusidn.

a) Verificar que sip € OM y (U,z), con z = (z',...,2"), es una carta de M con p € U,
s, 0 o Aang
entonces {é}Tlp’ ey WL’} es una base de i,y ((6M)p) C M,

b) Deducir de a) que i, es un monomorfismo.

DEFINICION

Sea M una variedad con borde de dimension n y p € OM. Un vector v € M, se
dice positivo o interior si, para toda f € F(M), con f(p) =0y f > 0, se verifica que
v(f) = 0 y eziste alguna f € F(M), con f(p) =0y f >0 tal que v(f) > 0.

Un wvector v € M, 3se dice exterior si —v es interior.

Proposicién 60
Sea M una variedad con borde de dimensidn n yp E OM. Sea ve M, y(U,z), con

6
z = (2},...,2"), una ca,rta, de M con pelU. Siv= E at, F p, son equivalentes las
i=1
afirmaciones

a) v es interior
b) a" >0

DEMOSTRACION:

Sea z(p) = (5,0) € R"~! x {0} y W el abierto de R*~! y entorno de b, definido por
W ={ueR"?/ (4,0)€z(U)n (R x {0}}.

Para f € F(M) con f(p) =0 y f>0,lafuncibn g: W =R definida por

O(foxz1) Og
Thbm auz|b

g(u) = f 0o 27!(u,0), tiene un minimo 1oca1 en b; liego, = 0 si

1<:<n—-1.

T definida en pagina 119
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En consecuencia, v(f) = a®

afvn ‘
De]mdo a: 1a, proposmlon anterlor podemos construir & € F (M) con h(P) =0,h>20yun.

ablerto V de M, con p eV cU, tal que Aly = z™|y. En este caso es v(h) = v(m") =a”.

¢a)=b)

Si v es interior, para la construlda, se tiene que a™ = v(h) >0. Si fuese o™ = = 0, serla
v(f) = 0 para toda f € F(M) con f(p) =0y f>0.
Luego, ar >0

ob) = a)

Sl a™ >0, para la h construida, se obtiene que v(k) > 0. Falta verlﬁcar que si f '€ F(M)
sat1sface f(p) =07y f >0, entonces v(f) > 0.
En efecto,

afI i £02TMbY) — FoaTI(5,0)

foz1(b,t)
= >0
dzn'p -

t—0+ 2 t—>0+

A u"
] R™x{0}
v=2a. (@/ox) ! e ,a"
{exterlor) "t Q"

EJERCICIO 80 : c

Sea M una variedad con borde de dimension n y para cada p € M y k > 1, sean
TY(M,) y A¥(M,) los R-espacios vectoriales definidos como en el caso sin borde.

Para m = n + n¥, consideremos el semiespacio de R™ formado por las m-uplas
(ul,...,u™) que satisfacenu™ > 0.

Haciendo las modificaciones obvias a las definiciones dadas, verificar que
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a) TQ(M U TY(M,) resulta -de manera natural- una variedad con borde de di-

mension m.

b) ARM) = | AF(M), con 1l <k < n, es una variedad con borde de d1mensmn n+(})
' pPEM

¢) la proyeccién Il : A¥(M) — M es diferenciable.

Nota

o % M es una variedad cori borde, una k-forma w sobre M es una funcién
w:M - TYM) al ‘que w(p) € A¥(M,) c TYM,) sip € M ‘siendo Ak(Mp) = {0} si
k>n.

o Como en el caso sin botde, denotamos con QF (M) al conjunto de las k-formas sobre
M que son diferenciables y con QM) = F(M).. A :

o La diferencial exterior d : Q*(M) — QF+1(M) se define como en el caso sin ]oor(le

o El teorema bl (Particic’m diferenciable de la umdad) vale también para las variedades

con borde. -

LR ARG T

EJERCICIO 81 . :
Sea M una variedad con borde, (Ua)ae 4 un cubrimiento por‘abiert'os" deM y (cpa')ae A
una particidn diferenciable de la unidad para M subordinada a (Ug)acA4.
SiB={a€ A/ sop(ea) NOM # @} y Vo = Uy NOM, g = L,oo,|aM sia € B.
Verificar que (Yo )ag B es una particién diferenciable de la umdad para BM subordz—

nada a (Vy)aeB.

OBSERVACION
Elemento de volumen, orientacién y atlas orientado se definen —en variedades
con borde— del mismo modo que en las sin borde.

EJERCICIO 82
Sea M una variedad con borde. Verificar la equivalencia de las siguientes afirmaciones:
a) M es orientable
b) M admite un atlas orlentado
c) M admite un elemento de volumen.

EjERCICIO 83

Sea M una variedad con borde de dimensiénn et : OM — M la inclusién. Sip € OM,
sea {w1,...,Wn-1} una base de i.p, ((OM),)) ¥ n,n' € M, vectores exteriores.

Probar que las bases de M, definidas por {n,w1,...,wp—1} ¥ {n',w1,...,wn_1} de-
finen la misma orientacidn.
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) . Y
Sugerencia: usar la proposicion 60.

Proposwlon 61
Sea M ‘una variedad con borde de dimensidn n. Si M ‘es o'rzenta,ble, entonces, BM
también lo es.

DEMOSTRACION:

Sea i i 10M — M la inclusién y A ‘una or1entac1on para M.
Si pE BM sea 7(p) e M un vector exterior. i {vl, .,Un—1} €s una base de (aM),,, con
la propledacl que o

)\(p) = [77(17), i*P(vl)v SRR i*p(vn'*l)]

definimos la orientacién OM(p) —para (OM),— como

ONP) = [o1, .+ Vm]

-
5,

Es claro que OA(p) est4 bien definida ¥y, por un ejercicio anterior no depende del Vector a0
exterior n(p) elegido.
Falta verificar que existe una carta (V,v) de OM, con p € V, tal que

a ., o}
o) = [l ]
si geV e y=(@,...,y" ).
1

Sea (U, z) una carta de M, conpe Uy z = (z ,...,z"), tal que

0 0
)\(q) = [EETL],. sy wlq]

L,
o gt

; luego, n(g) € M, es un vector exterior y

si ¢ €U; luegq, '

8 0 '

A - 1yt

SeaqgszﬂaMyn(q)z—

el

)‘(Q) = l:(_l)n ’7(‘1)7 aa?lqa teey a_ﬁjlq]

Sea (V,y) con y = (3*,...,y" ) definido por

i

i_JEYm ety sig=1
LR P si2<j<n-1

Entonces (V,y) satisface lo requerido.
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DEFINICION
En la situacidn anterior, O\ se denomina le orientacién inducida por A.

NoTta

odi M es una variedad con borde de dimensién n, denotaremos con QF(M) (respecti—
vamente: I'}(M )) al conjunto de las n-formas sobre M que son diferenciables (respectiva—
mente: continuas) con soporte compacto.

oComo en el caso sin borde, si M es orientable y A es una orientacion para M, que(la
definida una aplicacién lineal I* : I'2(M) — R, cuyo valor en w € T'}(M) se denomina la

integral de w respecto de . Si no hay confusién con respecto a la eleccién de A, dicho

valor se clenota como
MNw) = / w
M

Teorema de Stokes

Sea M wuna variedad con borde de dimensidn n e i : OM — M la inclusion. Si
w € QTHM) es i*(w) € QTHOM) y dw € QF(M). §i M es orientable y A s una
orientacidn para M, consideramos en OM la orientacion inducida OM.

Sea [y, dw la integral de dw respecto de A y [, 1*(w) la integral Ude *(w) respeqt:o de
O\. Se verifica: '

/aM (w) = /M dw (STOKES)

DEMOSTRACION:
Sea A un atlas de M compatil)le con A.

* CASO PARTICULAR: Existe (U,z) € A con sop(w) C U

Siz= (z!,...,2™), sean f € F(U) las {inicas que satisfacen
w= 3 (~1)FL frodat AL AdEF AL A da” | 1)
k=1

donde el sﬁrﬂ)olo ~ sobre dz* indica que el mismo se omite.

Luego, dw = ( %) .dz' A...Adz" sobre Uy sop(w) C U.
T
k=1

of O(froa™t)
Para g c U, es aw’; |q = 5k |

£(a)} luego,
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. a(fk om_l) 1 n
/ dw— L(U)T : du ...du | ) : (2)

Caben las sigulentes posil)ilidacles
P Posibilidad 1: U N 6M es vacio”

Poxguser sop(w).C Uy U N &M vacio, resulta i*(w) = 0; lu’ego,‘"/ ¥ (w) =0. En conse- .
: oM

cuenc1a clebemos vemﬁcar que dw = 0.
(

Como UNOM es vacio, entonces :z:(U) N(R™! x {0}) lo es y por lo tanto, z(U) es ablerto.
en R™.

Para k& = 1,...,n se tiene que sop(fx o ™) es un compacto contenido en z(U).

Luego, si definimos gk : R™ — R como

u) = feoz™Hu) si uez(U)
9x(u) {0 si u¢z(U)

se tiene que g € f(Rn)‘ y |

Yo :
- 6(fk O:l,’) 1 n o__ agk 1 n
/(U) S .dut ... dum = Rnauk'du o.odu

/ (/ 99i du) ul. . duk ... du®
]Rn 1

Abora bien, como sop(gk) es compacto, entonces / agk duf =0

Esto muestra que cada sumando en (2) es nulo; luego, / dw = 0.
) M

o Posibilidad 2 : “U N OM es no vacio”
En este caso 2(U) N (R™! x {0}) es no vacio.

Nuevamente, para k= 1,...,n, tenemos que sop(fi o z™1) es un compacto contenido en
z(U) C RE%.
Luego, si definimos gk : R} — R por

' g(u)= {(J;k;o :c“l(u) si ue€zlU)

si ué¢z(U)
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se tiene que g € F(R:) y

: ~1
/ L QZ 2 Cdut. . du™ = 99, Cdut o du®
(V) au Rn au

SR : an . -
Comq;_sop(gk) es compacto, para k =1,...,n—1, resulta / gz—i du* = 0.y por consi-

guiente es agk ZEgut . du™ =0
]R“ 3u

En ‘consecuencia, por (2), se obtiene

Og oo g, 1 -1
== 2  du du™ | du” ... du”
/ dw /n au" du /l:gn—l (/0 0“" ! Y

Debido a que g, tiene soporte compacto, resulta

+00 8g 1 | 1
/(; au:; |(u1J"‘:un—1,un)dun = *gn(u s 7un ,O)

/ dwz—-/ gn(ul,. ., u™10) dul. .. du?
M Rr-1

Debido a (1), sobre U N 8, se tiene la igﬁal&ad

Luego,

i (w) = Z(—l)k"1 . froi . i*(dz’ /\.../\@/\.../\dm")

Siendo 2™ 04 = 0, es t*(dz? /\.../\(?ac\k/\.../\dm”)z()si1_<_k§n-—1
Luegq,
Hw) =(=1)"" . fpoi.d(@od)A... A d(z™ 1 04)

Sea V=UNOM e y=(yt...,y" ) definida por

k_J(=1)".2toi si k=1
v 2k o s 2<k<n—1

0

Entonces, (V,y) es una carta de M que satisface 0A(q) = o
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0
q’ "’ayn-—l |q
Por ser i*(w) = — w0t . dyt AL Ady™t sobre V, con sop(i*(w)) C V, se tiene
. Y Y -,

/ i*(w) = —/ faoioy (o', .. ., 0" ) dot. . dv™t
oM y(V) : i

(3)

(4)

(6)

sige V.

(M)



Sea 2 c R™! el abierto definido como
o Q={u GI;:!R"_I / (w,0) € z(U) ﬂ'(R”'llx {oh}

Si (V,2) es la carta de &M definida por 4(q) ('n](q), ,z"(g)), entonces #(V) = §
‘Considerando el d1fe0morﬁsmo h=yoz"":Q — y(V), por el teorema de cambio de

va,rlables obtenemos
/ faoioyTH(v) . dv'...dv" ! = / frnoioy  (h(w) . | ()| dut...du"" (8)
y(V) Q ,, |

Siu= (ul,...,u™ 1), es h(u) = (=D ul,...,u™"1); con lo cual l Jh(u)l = [(=1)*] = 1.
Por otro laclo,

frnotoy H(A(u)) = froioz"u) = froz~ (ul,...,u""1,0)
Luego, por (7) v (8), resulta

/ i (w) = /fnox ut, ., u™0) dut L du™ ! (9)
oM

Por construccién de 9n, el miembro derecho de (4) coincide con el miembro derecho

de (9); luego

+ CASO GENERAL

SiA= {(Ua»Ta)}acl, sea pq una particidn diferenciable de la unidad para M subordinada
a {Ua}aeI-
Para a € I, sea wy = G- W; luego, wa € QF M) con sop(wa) C Uy.

De acuerdo con €l caso particular es

Como w = Zwa (suma ﬁnita), entonces dw = Z dwy e *(w) = Z (wa)-

a€cl acl acl

La igualdacl deseada es ahora consecuencia de (10).
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NOTA:

El concepto de inmersidn o sumersion para variedades con ‘borde es analogo al ¢ago
sin borde. ‘

DEFINICION

Sea n > 2 y consideremos a R™ con la estructura dzfe'rencza,ble usual. Un subconjunto
M C R” se denominae una subvariedad con borde de dimensidn 2 < k < n de ]R" 8
M es una va,medad con borde de dimensién k y la inclusidn i : M — R" es una sumerszon

Eiercicio 84

Sea M C R"™ una subvariedad con borde de dimensién k. Verificar que OM s ﬁﬁa
subvariedad (sin borde) de R"™ de dimensién k — 1.

EJERCICIO 85 _

Sea M C R"™ una subvariedad con o sin borde de dimensién n y seaw = dul A... Adum
el elemento de volumen usual de R".
Sii: M — R" es la 1nc1us1on verificar que dVy = t*(w) € Q*(M), es un elemento de
volumen para M.

El mismo se denomlna el elemento de volumen usual para My la orlen’cacmn que
induce se llama 1& orientacién usual de M.

EjERCICIO 86 | , ,

Sea M C R?.una subvariedad compacta con borde de dimensién 2. Sea D un abierto
de R? que contiene a M y Fy, Fy : D — R diferenciables.
Interpretar (notacion) y verificar el

Teorema de Green

oF. OF:
- 1 2 _ 2 9 1 2
,/;‘9 Fy . du' + F . du —/M(——aul —0u2> . dut A du

EJERCICIO.87 .
Parap € R", sea <, >: R" xRy — R el producto interno definido por:

n
< v,w >:Zaj. v

: __.E J ;>— i =
Slv-—jla.E] V'U) b. 5]
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Sea M C R™ una subvariedad con o sin borde e i : M — R™ la inclusidn. Parape M, .,
definimos el producto interno.

<,>p Mp x M, - R por <V, W >p=< tap(V), tap(w) >

Probar:
a) Si para X, Y € X(M) se. define la aplicaciéon <X,Y>: M — R como <X,¥> (p) =
< X(p) Y(p) >p, entonces < X,Y > F(M).
b) La apbcaczon <, > %(]\l) X X(M) — F(M) ~deﬂmda segiin a)- es un tensor.
El mismo se denomina la métrica de M inducida por la euclidea de R™.

EJERCI(JIO 88
" Sea M C R" una variedad con o sin borde de dimensién k, con k > 2 si M tiene borde
y con k > 1 si no lo tiene. Se supone M orientable y sea \ una orientacién para M. Si
w € Q%(M) es un elemento de volumen, probar:
a) Sip € M, sean {e1,...,ex} , {€],...,¢€}} dos bases ortonormales de M, (respecto de
<,>p) orientadas positivamente; es decir, le1,...,ex] = [el,.. ek] Alp)
Entonces, w(p)(e1,...ex) = w(p)(e},...,eL) L
b) Sea f : M — R definida por f(p) = w(p)(e,...,er), donde {el, ..,ex} es una base’
ortonormal de My, orientada positivamente. Entonces f € F(M). ’
c) Sea € QO*(M) definida por 6 = (1/f). w. Entonces 6 es el tinico elemento de volumen
para M que satisface 6(p)(ey,...,exr) = 1, cualquiera seap € M y {e1,...,ex} base
ortonormal de M, orientada positivamente.
d) Sik = n, entonces 6 = dViy, si A es la orientacidén usual (ejercicio 85)
e) Si k=n-— 1, existe una unica funcién diferenciable N : M — TR" que, en cada
p € M, satisface |
() N(p) € Ry
(ii) < N(p),v >=0siv € ixp(Mp) (¢ =inclusién)
(iii) < N(p),N(p) >=1
(iv) Si{ei,...,en-1} es una base de M, orientada positivamente, entonces
{N(p), ixp(€1);+ ) tap(en—1)}

es una base orientada positivamente de R} (orientacion usual).
Sugerencia: dea p € M y {e1,...,en—1} una base ortonormal de M, orientada posi-

tivamente. Considerar la aplicacic')n lineal T(p) : Ry — R definida por
T(p)(v) = (du’ A... Adu™)(p) (v,isp(€r); - - - s ixp(en—1))
Es clecir,

1 n

v v

erf(utoi) o e (utod

o) =det | Y o)
enc1(ul 03) - en_q(u" o0i)
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s1'u_E v, —
auJ

Verlﬁcar que T(p) no depende :de la base ortonormal —orientada positivamente- elegida y

ademds que T(p) # 0.

Sea n(p) € Ry el {inico que satisface T(p)(v) =< n(p),v > para todo v € R7. Mostrar que
v+ M — TR™es diferenciable y definir N : M — TR™ por

oy

- ()
N) < n(p),n(p) >7

DEFINICION

Con las hipdtesis y notaciones del ejercicio anterior, la k-forma construide en c)
-que denotamos con 6 = dvp— se denomina el elemento de volumen inducido por la
métrica euclidea de R" y la orientacién A. -

Si k =1 (respectivamente k = 2), dVyr se denomina el elemento de arco (respecti-
vamente elemento de area).

La funcion N : M — TR", construida en e), se denomine la normal exterior a M
asociada a ).

EjERCICIO 89
~ Con las hipdtesis. del ejercicio anterior parak =n —1, seap € M y {vl, s Vn—1}
una base de M,. Verificar que:

Vi (P)(v1,- -+, vne1) = (dud A .. Adum)(p) (N(D),ixp(v2), -, bup(vn=1))

DEFINICION
n 0
Sea D C R™(n.> 2) un abierto no vacio y F = ;F’ 5t € X(D).
La divergencia de F se define como
. — OF'
.dw(F) = 2 B

perteneciente al espacio F(D).
Sin =3, el rotor de F se define como

SR — OF® OF? 0 OF! OF® 0 + OF? B OF1 o]
rot(F) = ou?  Oud ) " aul + Ou®  Oul ) " Bu? ul  Ou? /)  Oud

129



EsErcicio 90
Sea M C R3 una subvariedad compacta con borde de dimensién m = 2,3 y. sean
:OM - M, j: M — R3 las inclusiones. Sea D C R3 un abierto que contiene a M y :
0

Out”

F € X(D) cbn F= }:F
i=1
a) Sim = 3, sea A la orientacién usual de M y dV = dVy el elemento dé voluinen usual. -
Sea N : M — TR?® la normal exterior a @M asociada a O\ y dA = dVys el elemento
de volumen (4rea) de 8M inducido por la métrica euclidea de R® y la orientacién OA.
Sea 0 € Q?(D) definida por
6 = F'. du® A du® + F2. dud A dul + F3. du! A du®
yw=j*(6) € Q*(M).
. Utilizando.el ejercicio anterior, verificar que i*(w) =< F,N > . dA
b) En la situacidén de a), verificar (usando Stokes) el
. Teorema de la Divergencia

-/ <F,N>. dA:/ div(F). dV
oM M

c¢) Sim = 2, sea A\ una orientacién para M y dA = dVy el elemento de volumen (drea).
de M inducido por-la.métrica euclidea de R? y la orientacién OX. Sea N : M — TR®
la normal exterior a M asociada a A\ y dS = dVppy € QY (M) el elemento de Volumen
(arco) inducido por la métrica euclidea de R3 y la orientacién 9.

(i) Mostrar que existe un tinico X € %(0M) que satisface dS(p)(X(p)) = 1 para
todo p € OM.
(ii) Sea 8 € Q}(D) la I-forma definida por 6 = F*. du® + FZ?. du? + F®. du3 y
w = j*(8) € QY(M). Utilizando el ejercicio anterior, verificar que
dw=<rot(F),N>.A

d) En la situacidn de c), sea T : M — R? definida por T(p) = (j 01 )«p(X(p)) sip € oM.
Verificar (usando Stokes) el

Teorema del Rotor

/ <F,T>ds=/ <rot(F),N >.dA
oM M -.

EJERCICIO 91

Enunciar y probar el teorema de la divergencia para M CR", conn > 2.
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Ejercicios Complementarios

1 Sea 5?2 = {(:L Y,z) € R3 / 22 + 32 + 2% = r?} y sea A €l atlas cl1ferenc1al)le sobre
52 dads 1 por las proyecciones estereograficas desde los polos norte y sur Sea C

el sermmendmno de 52 de extremos (mclulclos) polo norte N = (0,0, T') y polo sur
S = ( r) que pasa por el oeste O = (r,0,0). |
a) Verlﬁcar que S2 —C es un abierto de $2 respecto de la topologia inducida por R3,
l)) Sea f : (0,27) x (0,7) = S§2 —C el homeomorfismo definido por -
f(a,8) = (r cosasend, r senasend, r cos)

Mostrar que (82 —~C, f71) es una carta admisible para A.

2. Sea M = $% y g € F(S) dehnida por g(z1, 22, 23) = 2% + 2% — 22. Sea (82 —C, 1)
la carta de $2 definida en el ejercicio anterior, para el caso r = 1, SiU=892-Cy
=@ o f huto f1) = (a,9), caleular:

dg Jg
sl Y gl
para cada peU

3. Sean M, N variedades diferenciables. P robar que las proyecciones II; : M X N — M
y II; : M x N —- N son diferenciables.

4 Sea M =5y N = St (r>0) jy F: M — N defnida por f(u) = ru. Probar que f

€s difeomorﬁsmo.

5. a) Considerando la variedad diferenciable producto R™*" x R7™>e verificar que la
p

7
funcién producto
Rmxu X Rnxa > RmXS

(4,B) — . 4B

es diferenciable.
13) Sea GL(n,R) C R™*" | conjunto de matrices inversibles.

t {(Uz),(V,y)}, donde: U = 2 —N,V=52-8,2:U = R?ey:V — R? dadas por:

. ra; Ta . ra; rap
a:(a1,a2,a3) = (r—aa’ r—;a) ) y(al,az,as) - (r+as’ r+aa)
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Demostrar que GL(n,R) resulta ~de manera natural- una variedad diferenciable

de dimensién n?

) Probar que las s1gu1entes funcmnes son cMerencmHes
GL(n,R) — GL(n,R) GL(n,R) x GL(n,R) —— GL(n,R)
A — A1 (A, B) — AB

6 Sea S’2 C RS la esfera unitaria vy (U,z), (V y) las cartas cle SZ dadas por las proyec~
ciones estereograﬁcas c[esde los polos N y S

) Siz= (z!,22) ,y = (y W ypeUnv, calcular las coordenadas (Ie los vectores

7 82 31’;;32’}‘1652
1)) Sea ($% -, f 1) 1& carta de S? deﬁm&a en el ejercicio 1 para el caso r = 1.
Siendo 1 = (u? of yu? of 1) = (a,0) , calcular — para p € U N ($2 - C) -

6
tangentes : | | respecto de la base {

0 .
las coordenadas (le | y cle respecto cle la l)ase de 512, asociada a la carta

da 69|P
(U, ).

7. Sea E un espacio vectorial de dimensién n.
a) SiueckE y J v ' E—=E, es el isomorfismo candnico (ejercicio ?3), mostrar que

J u €S un difeomorﬁsmo,.considerando sobre E y E, las estructuras diferenciables
naturales como espacios vectoriales.

b) Sivek, seac:R— Elacurva (recta) e(t) = u+to. Veuﬁcar que Jo(v) = c(O)

NOTA : esto muestra —tina vez mas— que . J. es candnico.

8. Sea M una variedad diferenciable , p € M, (U,z) una carta de M con p E U
z=(z',...,z"). '
) Considerando en M, la estructura diferenciable natural, mostrar que (M), %), con
M — ]R" definida por
#(v) = (v(z!),...,v(z"™))

es una carta en M,.

l)) Si {‘5%‘]1}, cen 6—2;1—1”} es la base de (M), asociada a la carta (M, &) definida

€n a.), mostrar que ‘]'u : Mp — (Mp)v satlsface : J,_. (5:1‘—" p) = 5—;{1— v

9. Sea S? la esfera unitaria de R3 y P2(R?) el pla,no proyectivo con sus estructuras
“diferenciables usuales Sea B : S5 — PZ(R3) la funcién deﬁmda por B(v) = [v] =

SUl)GSp&ClO de dlmensmn 1 generado pOI‘ v.

132



10.

11.

12.

13.

1,

a) Mostrar Que # es suryectiva pero no inyéctiva.
b) Probar que (3 es diferenciable.
c) Deéducir que Pz(Rg) es clompacta.

Sea M mna variedad diferenciable de dimensién n. .
) Verlﬁca,r que TTM = T(TM) es una variedad d1ferenc1able de. c11mens1on 4n

b) Sea (TTU, %) la carta de TTM asociada a la carta (TU,z) de TM (a.socmda, a
su vez, a la carta (U, z) de M) Dados a,b € R™ y ¢ € R?", calcular: Z *(a,b,c).

Para cada a,b > 0 sea ¢ : R — R3 la HELIGE o EspiraL definida por
c(t) = (a.cost, a.sent, b.t)
a) Calcular las coordenadas de é(#) respecto de la base de R4 asociada a la carta
(R?, id).
b) Calcular ‘]c—(i) o¢(t) € R3.

Sea ¢ : R — R3 definida por c(t) = (e, t,t + cost). -
) 91 p =:(1,0, 1), celcularlas coordenadas de ¢(0) respecto de la base. cle R} asoc1ac1a
a la carta (R®,id). ‘
]o) Calcular &0)f para f € F(R?) definida por:

flzr,2g,23) = 2% + 2123

Sea E un espacio vectorial real de dimensién n, B = {uy,...,un} una base de E y
(E, wj la carta de E inducida por B. Sea H : TE — E la prayeccion natural del fibrado
tangente y J : TE — E x R" definida por J(v) = (II(v), v(z?),. .., v(z")). Mostrar:
Ea) Siuek, g, : Ey, — {u} x R" es un isomorﬁsmq.

13\) J :TE - E x R es un difeomorﬂsmo.

Calcular_ fep p#ra: .

a) f:MxN—M F=10 p=(rs)e M x N

b) f:MxN N L f=TI, p=(rs)eMxN "
.c)_f:_S"——)S;’ - fu)=ru pES”,r>0{

d)‘ f:E—=F - . - - f=transf. lineal = peE., dimE,dimF < +oo
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15. a} Sean M , N variedades (]jferenciablesy f: M — N constante. Probar que fyp =0

para todo PEM.
la) Sean M, N variedades diferenciables, M conexa, f : M — N diferenciable y tal

que fyp = 0 para todo pEM. Probar que f es constante.

16. Considerando a cada una de las variedades corn la- estructira diferenciable antérior:
mente definida sobre ell-a,- analizar si las siguientes inclusiones son inmersiones o sumer-
siones
a) i: 52 R3
1)) i:S—E , S subespacio del espacio vectorial E , dimE < 400
c) 1tA-M |, ACM abierto , M variedad djferencial)le
d) i: GL(n,R) — Rnx"

o e)i i M, -TM -, M variedad diferenciable , pe M

17. Sea c: (-1,1) — R? dada por c(t) = (t2,13). Mostrar que :
a) ¢ es inyectiva,
]3) ¢ es diferenciable , &) =0
c) _considerando.a M = ¢(—1, 1) con la estructura diferenciable generada por (M, g),
g=c1: M- (~1,1), se tiene que:
(i) i: M — (M) es un homeomorfismo diferenciable

(ii) M no es una subvariedad inmersa de R2

18..Sea g: 52 —1?2(R3) la aplicacién diferenciable definida por 8(p) = [p] (cf._{
+ ejércicio 9) Probar que Bup : S2 = (P2(R?))
. p€ S

B(py ©5 0D isomorfismo cualquiera sea

19. Sea M una variedad diferenciable de dimensién n vyII: TM — M la proyeccion
natural del fibrado tangente. :
a) Si (U,z) esuna cartaen M con p=I(v) €U ,v e TM y (TU,Z) es la carta en
%,v) para cada 1 <iz<2n.
l)) Probar que I : (TM), — M) es epimorﬁsmo.

TM asociada a la dada, calcular 1. (

20. Probar que f : R% — {(0,0)} — RZ definida por f(z,y) = (22 —y?, 2zy), es una

inmersion no inyectiva. Z,Quién es f sise identifica R? con C!
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21. Sea..f : (0,2m) x (0,1) — R? la apl1cac1on deﬁmda por f(s t) (sent sen(Zt) s) y
M = f((0,27) x (0,1))
) Graficar M

l)) i Es M una superficie inmersa o sumergicla de R3?

22. Seaf RS R? definida por f(ac, y) = (z+y,(z+1y)?). Mostrar que todo punto de

R2 es un punto critico de f.

23. PROYECCION MERCATOR - PLANISFERIO
En R3 se consideran las superﬁcies: ‘
| = {(z1,22,23) €R® [ 22 + 22 + 2 =1} ESFERA UNITARIA
M = {(z1,23,23) € R® [ 22 4 2% =1} CILINDRO

Sea L la recta de R® definidas por las ecuaciones:
) Iy = 1
L: { Ty = 0

y sea C el semimeridiano de extremos incluidos: polo norte N = (0,0,1) y polo sur
S = (0,0, —1) que pasa por el oceste O = (1,0,0).
a) Probar que h: $2 — {N, S} —» M definida por

1 ,
= (21, 72,73) PROYECCION MERCATOR

h(zy,22,23) = VCET:

es un difeomorfismo. Interpretar geométricamente.
1)) Verificar que h(S?~C)= M~ L y deducir que h : $2 —C — M — L es un
difeomorfismo entre abiertos de $2 y de M.
c) Sea g.: (0,27) x (0,7) — M — L definida por
g(a, 8) = (cosa, sena, cotgd)
Probar que g es un difeomorﬁsmo o sea, (M — L g_l) es ina carta de M.
d) Sea P: 52 —C — (0,27) x (0, ) definida por P=g 10 h Deducn‘ de los incisos

anteriores que P es un d1feomorﬁsmo '
NoOTA : la aplicacién P construye, _salvo escalas, el planisferio o'mapa mundial.

e) Sea (S% —C, f‘l)l la carta de S2 definida en el ejercicio 1. Probar que P = f-1.

4. Sean N vy M ~variedades diferenciables vy f: N — M una funcién diferenciable.
Una funcidn ¥ : N — TM se denomina campo de vectores a lo largo de f, si
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Y(p)e M f(p) Para todo p € N. Denotemos con % al conjunto de todos los campos
de vectores a lo largo de f que son diferenciables. Probar

a.) Side X(N) entonces f.(A) € X¢
b) Xy es un R-espacio vectorial con las operaciones natural

) Si A € F(N)eY € %y, entonces h.Y € Xy, donde h.Y : N — TM esté cleﬁmda
como (h¥)(p) = h(p) Y (p) si p € N
cl) Sea f una inmersién, b € F (N)y p € N. Entonces existe un & € F(M) y un
abierto U de NV, entorno de p, tal que hly = ko flu
e) Sea f una inmersidn, ¥ € Xfyp€N. Entonces existe un X ¢ X(M) y un
L abi;ari;o U cle'N, entorno de P, tal que Yjv=Xoflu
Sugerencia : \P’ara d) y e), ver Leorema 16.

29. Sea G = {g:R—>R/g(t)=yt+z, conz,y € Reys#0}
a) Probar que (G, 0) es un grupo. (o = composicic')n)

l)) Definir en G una estructura diferenciable que lo convierta en un grupo de Lie.

26. Probar que SL(n,R) = {4 € R™*" / det(A) = 1} es una variedad diferenciable de
dimensién n? — 1. Si I es la matriz identidad de R"*", calcular (SL(n, R));.

21 -Prbl:)ar\qu'e cada uno'de los siguientes grupos es un grupo de Lie.
) (C#()’ )
b) (s,-)
c) (G'x H,®) con G, H grupos de Lie, (g,R) O (g', A )— (gg Ry
i)
)

e] K =Ry xR con la, siguiente operacmn

={A€R"™"™ [ Aes t11angu1ar supenor} con el producto usual

' (Sl.tl)O(SZ,tz) (Sl Sz,sl.tz-l—tl)
GRUPO DE MOVIMIENTOS AFINES DE LA RECTA i

l{n) K= GL(TLR) % R™**! con la Siguie11te operaCiC,)Il

(A1,v1) 0 (Az,v2) = (A1 42, Ajvs +v1)
GRUPO DE MOVIMIENTOS AFINES DE R7?*1.

28. Sea G un grupo de Lie de dimensibn n y X € *(@) invariante a izquierda. Probar
que para todg h € G se verifica X—I-;;X.
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29.

30,

31,
39

33.

34.

30.

Sea X € Z(R?) dado por X(u) = (u!)2Dy |y + udDs)y — u2Ds|,. Calcular su flujo y

decidir si es o no completo.

Sea N una variedad d1ferenc1ab1 de dimensién &, M ¢ N una subvariedad de N de
dimensién n e i : M — N la inclusién. Sea X € %(IV) tal que X(p) € z*p(Mp) C N,
para todo pPEM. :

) Si se defiien ¥ : M — TM por Y(p) = tnico vector de M, que satisface

1+p(Y (D)) = X(p), probar que ¥ € ¥(M).
b) Deducir de a) que Y+X y que Y es {nico.

C) Si p € M, sean ®, : I, — N la curva integral maximal de X, con &,(0) = Py

0, Jp -4 M la curva intégral maximal de ¥, con ¥,(0) = p. Probar ciue Jp C I
y que W= @yf; . :

Sea X € X(M) y a: (a,b) — M una curva integral de X. Sea ¢ : (c;d) — (a,d) un

difeomorfismo yB=aop. (',Bajo qué condiciones es f una curva intégraI de X7

Sean X,Y € 2(R?) definidos por X (u) = u2Dy|y ., Y (u) = ul Dy, donde u representa
al par (u?,u?) € R% Mostrar que [X,Y] = ~Y.

Sean X,Y € %(R?) definidos por: X(p) = Dy|, , Y(p) = cos(p1)Di|p + sen(pz) Dz )5,
= (p1,p2). B G = {(p1,p2) € R? [ P2 +p} < 1,pz > 0}, probar
a) {X(p),Y(p)} es una base de R2 para todo p € G

b) para ‘ningin p € G existe una carta (U, z) de R2conpeUcC@ tal que si
0

0
— (ol _ —
z = (2!, z%), esX—-ax e Y= ) sobre U.

Sea w € AY(R™), w # 0y a € AY(R™). Probar que : wAa =0 siy sblosi existe
B e ATYR") tal que a =w A 8.

3} d

: 3 _m 9 | g2

SlFE%(R)conF—Faw—}-Fay
=F'. de + F% dy + F3. d=

wh=F' dyAdz+F? dzNdz + F®. de N dy

wh=(F*+ F2+ F3) . de ANdyAdz

+ F3 83 , € definen las formas
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) Probar'gue
(i) df =wyy , feFR?
(11) dwF 12~ot(f)

5

' 3
(111) dwF =Wiarl ap2 pr3Y
"8z ' 8y ' Bz

| b) Usar a) para prf)l)ar qlfe:
" (3) rot(grad((£))) =0
() div(rot(F))) =0

36. Sea G.un grupo de Lie de dimensién n
a); Deﬁnir sobre G una p*.forma w-€-0*(G) nunca nula e invariante a.izqui'erda. i

13) Hallar todas las g € F(G) tales que g.w es invariante a izquierda.

¢ = Ap .
d) Sea P G — Ry deﬁmda por o(b)'= Ap. Probar que:
(1) @ es dlferenqable

(i’i’) o(ab) = p(a)p(b) para todo a,b € G y calcular p(e)

c) Para cada b G sea wb = Rjw 'H Probar que para todo b€ G ex1ste Ap € ]R;so L

e) Deducir de los incisos anteriores que si G es compacto y conexo, toda n € Q™G)

mvariante a 1zquierda tambien es invariante a derecna.

37. Sea G un grupo de Li¢ de’' dimensién n. Probar:
) w € NY(Q) invariante a izquierda = dw invariante a izquierda
b): w € Q1(G) invarjante a izquierda, X € L(G) = w(X) constante

c] we QYG), X,Y € X(G), todos invariantes a 1zqu1erda, entonces
dw(X)Y) = —w[X,Y]

d :a“1=>¢oL = Ry-101% -

(¢]

)
)
) Wl

) Pue (V) = —v paratodovEG
f) w € Qk (@) invariante a izquierda (derec}la) = ¢*w invariante a derecha (1zq)
g) w € Q"(G) bi- invariante = ¢*w'=(- l)k
h) w € Q%(@) bi-invariante = dw = 0

t we Q¥G)se dice inviriante a izquierda si para todo a € G se cumple que Liw=w
++ Ry : G — G se define por Ry(a) = ab : TRASLACION A DERECHA SEGUN b
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38.

39:-

40,

41D,

42.

. ‘;) o € Q"(G) invariante a izquierda = 0=0 & o .es nuncanula.

Sea M ‘iva variedad d1ferenc1a]:>l de dimensién n, or1entable y N una sul)varledad de

M de dimensién & < n, orlenta]ol Probar que existe .A “t14¢ orientado de M y B,
atlas orientado de IV, tales que para todo p € M eéxisten (U,z) e By (U,%) € A con

Sean (M; A) (N,B) variedades diferenciables orientadas, de dimensién n.. Sean
w € Q"(N), con soporte compactoy p : M — N un difeomorfismo que PRESERVA
LA ORIENTACION (i.e., para toda carta (U, z) € A se tiene que (¢(U),z o) € B).

/ o) = [

Sea G un grupo de Liey feF (@) de soporte compactd; Probar que,,l:'
/ f(ba)da = / f(a)da
G G
para todo b € G.

¢ ’ ., N . . . . . . o/
NOTA : ‘da’ indica una n-forma invariante a 1zqulerc1a que induce la orientacién de G.

Probar que:

Decidir si los siguientes conjuntos admiten —de manera natural- estructura dp :y@riedad
con laogcle : :
a) [@,0] CR (a<b)

b) BE=(seR /sl <r} (r>0)
o) la;8] x{e,d] CR? (a<b,c<d)

EL DETERMINANTE DE GRAM

Sea V un R-espacio vectorial de dimensidén n, provisto de un producto interno <, >.
Si 1 <k<nyv,...,vp €V, se define el determinante de Gram de Uiy .., Uk,
COINO el numero ' :
: G(v1,...,v) = det(< vi,vj >)

Sea {e1,.. ,en} una base ortonormal de V tal que el subespacm generaclo por los
vectores ei,...,eg contenga a vy, ..., Vk. Probar que si {e* } es la ]:)ase dual de {e it
entonces

G(vl,...,bk) = (el Ao A el"(vl,.r.‘.,vk))2
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43

44,

45,

Deducir que G(vy, . Uk ) > 0si y sdlo si los V1,...,Vk SON linealmente independientes.

Sea V un R- espa,c1o vectorial de dlmensmn 7, prowsto (16 un producto 1nterno <, >

-Si P, Q € V la distancia entre P y Q es el nfimero

d(P,Q)=<P—-Q,P— Q>2
S5iSesun sul)espacio de Vv yPeV, la distancia de P a S se define como el ndimero
d(P,S) = inf{d(P,Q) / Q €S}

) Prol)ar que si St es el complemento ortogonal de S, ex1ste un tnico Q E S con

Q- Pest v el mismo sa’usface que: d(P,S)=d(P,Q)

b) Si {v1,...,v;} es una base de S, entonces:

G('Ul,...,‘vk,P)]%

d(P,S)=[ G(v1,...,Vk)

VOLUMEN DE PARALELEPIPEDOS _ :
Sea V un R-espacio vectorial de dimensién n, provisto de un producto interno <, >.
Para 1 <k <n, sean vy,...,v; vectores. linealmente independientes. El conjunto

k
Pvi,...,vt) = {v eV/ v:Ztivi con 0< ¢ < 1} :
i=1
se denomina el paralelepipedo de dimensién k de Vv, generado por vy, ..., Uk.
En particular, P(v;) se denomina un segmento y P(vy,vz) se denomina un parale-
logramo.

El volumen del paralelepipedo —vol (P(vy,...,vi))— se define de manera induc-
tiva sobre k (como base por altura) del siguiente modo:

*sik=1:vol(P(vy)) =< v1,vy >3 5

*sik > 1: vol(P(vy,... ,'u;;) = vol(P(vy,...,0k=1) . d{vk,S), donde S es el subespacio
generado por v1,...,Vk—1- Cod

Probar que : N
vol(P(vy, iv.,vg) = G(vg,. .. ,’Uk)%

ELEMENTO DE VOLUMEN ‘VERSUS’ VOLUMENES

Sea M C R™ una subvariedad con o sin borde, orientable, de dimensidn &. Sea_ dVy
el elemento de volumen inducido por la métrica euclidea'de R™ y la orientacién en
M considerada. Mostrar que sip e M y {v1,...,vr} es'una base de M, orientada
positivamente, entonces: :

dVMip(vl PR vvk) = T)OZ(P('LPI, e ”Uk))
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Apéndice

i

En RrR™ la distancia usual esta deﬁnida por d(a:,y) — (Z(l_, _yi)z)‘ , ,
=1

o

z=(z',...,2") e y=(y},...,y").
Si peER*yr >0, la bola abierta con centro en p y radio r > 0 es
B(p,r) ={z € R" / d(p,z) <r}. o
. Un subconjunto 4 ¢ R™ se dice que es abierto en R?, si A es vacio o bien para todo
p € A existe un r > 0 tal que B(p,r) C A.

Si denotamos con T a la familia de todos los abiertos de R™, se verifica que tanto el
vacio como R™ pertenecen a 7T’ la interseccién de dos abiertos pertenece a 7 y la unién
arbitraria de abiertos pertenece a 7.

T se denomina la topologia usual de R™.

DEFINICION
- Sea M un conjunto cualquiera y T una familia de subconjuntos dc M. La misma se
de‘nomma una topologla pare M si satisface: ‘
Tl. g,MeT
. St A, BET entonces ANBeT
T . La unidn arbitraria de elementos de T pertenecen a T .

El par (M,T) se denomina un espacio topoldgico y los elementos de T se denomi-
nan los abiertos de (M,T). o

Nota

De acuerdo con lo anterior, todo abierto no vacio de R™ es unién de bolas a]mertas
Es decu‘ las bolas abmrtas construyen a los ablertos de R”

DEFINICION
Sea (M, T) un espacio topoldgico y B = {Us}aca C T una subfamilia de T. Decimos
que B es una base de T, si todo U € T (U # @) es unidn de elementos de B.
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OBSERVACIONES

1. En la situacién anterior, B satisface las siguientes propiedacles:

b)) M= | Ua
acA

by) Sia,feAypeU, N Ug, existe v € A tal que p € Uy C Uy N Up.

2. Si B es una subfamilia de subconjuntos de M que satisface bi1) y by), entonces existe
una unica topologx'a T para M que tiene a B como base. Basta definir 7~ del siguiente
mod?:

i

AeT siy solo si A=@ o A esunibn de elementos de

EJEMPLO

= {B(p.r) / p€R"yr >0} es una base de la topologia usual de R™. Es més, 8

= {B(p7 r)/ p€ Q™ yr €Qso}, entonces B es una familia numera]ale que es base de la
topologm usual de R™. A

NOTA
Sl p,q €R™ p 76 qg,r= d(p, q), entonces B(p, ) N B(g, §) =

DEFINICIONES
Sea (M,T) un espacio topoldgico.
1. (M, T) se dice con base nunlerable s1 eziste una base numerable B de T .

2. (M,T) se dice Hausdorff si para todo p,q € M, con p # q, existen abzertos AyB,

conp€ Avyq€ B, tales que ANB =@.

% Sea SCM(S#2)yTs=TNS={ACS /existe U eT cond=UnS)

Entonces Ts es una topologia para S, denominada la topologia inducida por T

OBSERVACION

o i (M, T) posee una base numerable, entonces (5,73) también.
o 9i (M, T) es Hausdorfl, entonces (S, 75) también lo es

NoTa

simplemente con M.

DEFINICIONES
Sea M un espacio topoldgico.
1. A C M se dice cerrado s: M — A es abierto.
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2. Seape M yU C M, conpeU. El conjunto U se denomina un entorno.de p si -
existe un abierto A con p € A C U. En particular, todo abierto no vacio es entorno
de cada uno de los puntos que contiene. o

3. Un punto p € M se dice punto interior .a-un subcongunto U de M 31U es entommde
p. El conjunto, de todos los puntos intertores a un subconjunto U de M se denota con
5' y se llama interior de U. Por construccidn, (j' es el abierto mds grande \conteni&:db‘:'
iU Y . R T TV ) ST Y |
4. Un punto p € M se denomina un punto de acumulacién de un subeonginto U de ™
M, si cada entorno de p contiene puntos de U diferentes de p. La union de U con. sus

puntos de acumulacidn se denomma la clausura de U y se representa con U. Por
construccién, U es el cerrado mds chzco que contiene o U. o '
5. Una sucesidon de puntos (pp)nen de M se dice que converge a un punto p € M, s
para todo entorno U de p, eziste un m € N tal que p, € U si n > m. FEscribimos
Pnpe : ‘
6. . Una famzlza U = {U }QEA de subconjuntos de M se denomma un cubrlmlento de

un subconjunto S C M, si S C U Uy U se denomina un cubrimiento abierto
a€A

st todo Uy es abierto. Un subcubrimiento de U es una subfamilia que también es
cubrimiento de S. B

7. M se dice conexo si la igualdad M = AU B, con A y B abiertos y no vacios,
implica que AN B es no vacio. En consecuencia, M es conezo si y sélo si los tinicos
subconjuntos de M que son —a la vez— abiertos y cerrados son & y M."

8. M se dice compacto si todo cubrimiento a,bzerto de M contiene un 3ubcubmmzento
finito. '

Propiedad

Si M es compacto y S C M es cerrado, entonces S —con la topologia inducida— es
compacto.

Nota

Los compactos de R™ —con la topologlla usual- son los cerrados y acotados.

Propledad

Sea M un espacm topo]ogmo con base numerable Son equivalentes las afirmaciones:
¢1) M es compacto
¢z) Toda sucesion en M tiene un punto de acumulacidn.

. ¢3) Toda sucesién en M tiene una subsucesién convergente a un punto de M.,
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.Funciones Continuas = - ' L 8

Sean M, ¥ M espacios topolégicos y f : M — M’ una funcidn,
Dec1mos que f es continua en un punto p € M, si para todo entorno U cle f(p) es
f'(U)={qg€ M/ f(g). € U} un entorno de p. Decimos que f es continua si lo es en
cada punto pEM.

Por e_]emplo, sea S C M con la topologm 1nduc1cla yseat: S - M la iI_iclusic')n.
Entonces 1 es contmua '

E'Propledad
f: M — M' es continuasiy solo si para todo abierto U de ]\/I "es f~YU') un abierto
ide’ M S ‘ ;

NOTA :

Debidoa la propiedad antenor, se deduce mmedlatamente que si M, M', M"
espacios topologicos, f: M — M' y g : M' — M" son continuas, entoces la. composicion
gof: M — M" es continua. S

DEFINICIONES
Sean M y M eépacios topoldgicos y f: M — M' una funcion.
1. f se denomina un homeomorfismo si satisface
hi) f es continua
"'h"z)' f es una biyeccidn
h3) la inversa f~1: M' — M es continua.
2. f se dice abierta si para todo abierto A de M es f(A) abierto de M'.

NoTta

La condicién hs) pue(le reemplazarse por la condicién de ser f abierta.

Resultado (importante) L
Sea U un abierto no vacio de R™ y f : U — R™ ¢ontinua e inyectiva. Entonces, para
todo abierto A C U es f(A) abierto en R™.

e

Consecuencia (importante)
Sean U C R™ y V C R™ abiertos no vacios con n # m. Entonces, no existe m'ng_’én
homeomorfismo f : U — V, donde U y V se entienden con la topologia inducida.

Enefecto,
secam<nyW={!...,z")eR* [ 2™ = ... = 2" =0}.
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Si W tiene la topolog{a inducida, entonces la aplicacién i R™ — W, definida por
i(zl,...,2™) = (2!,...,2™,0,...,0) es continua e inyectiva. Supongamos que existe un

homeomorfismo f:U—=V,; luego, la composicion

f ‘ .
U——— V —— {V)CWCR"
es continua e inyectiva.
Debido al resultado anterior, (V') es abierto y no vacio en R”, Luego, W tiene interior no
vacio.
Esto es absurdo ¥ es consecuencia de suponer que U y V son homeomorfos con n # m.
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Fe de Erratas

ERROR

C y A abiertos de R* y R®

una (U, z)
la inducida de R™
A = {Us, pi}lier
1<j<k

yl
donde Ba7
ydefinaz=yo¢p
0)=p
1 : M —-> N
que puede encontrarse
F(t,ul,...,u™)

w(mmeﬁM
a. k
Cv(t) — et = Z ( t)

=1

X € X(G)

Z:TJ'I1 ;'e,1® ®e,,®e’1...
1<ig, jm<n

U € x'"(G)

E(M) — Z(M)

La .75' (M)-multilinealidad se T'

=T(04,...,0",X;,...,X;,)

A QK@) x X(G) — QF(G)

A s una

j;(U)fth%fidul...du"

con 8 = dvyy

=)

Springer-Verlag, 1975
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. CORRECCION

C y A abiertos de RF y R™
una carta (U, z)

la inducida por R™

A= {(Ui, i) }ier
1<j<k

i

donde 57
ydefinaz =¢poy
c0)=p

1:Q - M

que pueden encontrarse
F(t,u?,...,u")

@ :(=p,p) % V - M

Cv(t) — eat Z (a t)k
X € %X(G)

§ T;11 ]':e.l ®...Qe, ®e ®...
1<k, JmSn

UeXxk(@
f*: ZY (M) — Xy (N)
La F(M)-multilinealidad de T

=T(ail,...,ei',le,...,Xj,)
AL QHG) x QNG — FHY(G)
A es una

o
fz(U) 6(fkauk )d 1 .du n
con § =dVy
fF~HU)

Springer-Verlag, 1968
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