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1.1 soa dada una fme:l.bn analitica en un entorno del origen f(z) =
=a, /2 + i "\’ y su desarrollo se mpondr‘ -sin restrinugir gewandnd- que
tiene radio de convergencie 1, Eacieido 3 = S o“ resulta:

!

o
s < a2 + Loaft TIPS
1

Bnc_iendo ahora tender 3 al contorno del eiroulo de 'convirpncia, c_n'tor-'-r
ma radial, formalmente resulta:; '

0o . :
2(e™™) = a/2 + % &, © = a,/2 ¢+ zl:(oln cos no+  sen’ no )+ .

’ o0 ‘ 7

+ 12(“1: sen no ’ﬁn con no ) , .

donde se hizo a, = -1 ﬂ
La parte real del dltino nie-hro es una Jerie trigométrica y la parte. 1.‘
ginsria se llama serie (trigonométrica) comjugade.de la anterior. El camporta=
, Biento de ambes series es distintos 1la oonvergeneia de 1a primera 8810 dopt_ndq
de las propiedades locales de 1a f (como 56 ve en 1a tecria de series de Fou-

rier), mientras gque la convergencis do la segunda depende dé las prcvpiod.du ‘-

| lloh:l.n de £ , en todo ol mtornlo f (o zﬂ) 1) “
Es comprensible que s1 se estudis el comportemiento de ambas seriu,u pg -

| drd obtener informaeién sobu el ocomportamiente do 1la funocién anmalitioa qm 1u :
d\n origen, en el contoﬂlo del oircule de convergemcia D_o este problema 8¢ O0U=_
pd Faton (Séries trigonométriques et i‘riqs de Taylor, Acta Math,., _1906).;- y nds
tarde Hardy - Littlewood (Proc. London Math, Soc., lbuj,rofqaron la cuosti.ﬁn,"
considerando una funciém analftica £(z) en |3z <1 y ~la’ expresién; '

R R o e |




i

A

M () = 1/271/ I£ (r om)l ® , r<cl ,
0 ,

que puede considerarse como un promedio de orden «.de la funcisn () en ls
ctrounferencia do radiv r . , |
8e dice que £ & HY - (clase de Herdy-Littlewood de orden & ) siysg
1o si existe una constante X tal que, pars todo r < 1 se ounple:
My (P) & M,

En particular, es importante 18 clase Ra + 8¢ demuestra que si t(z)e Hz

-y #e hace tender || =21 & lc largo de auslgquier camino que no ses tangente 2

Y

la oirounterencia unidad, entonces existe lim, £ (s ) y tal 1imite pertensce
a Lzo ’ ~ ,

fg|=»1

Doli(nmdo oon la misma letra £ a la funoién limite, se mpiﬁ ademés:

£(z) = ¢ (rei¥) & —b f 1{%‘% v le] = rel
| |t]=3

ey

o8 decir, £ s una integral de Cauchy.
Més adelarte, F, Riesz (Uber die Randwerte der Analitische Funktionen,
Math, Zeitsch, 1918) da una representacién canénica de las funcienes, de B%

Considerendo en particular el caso ¥ =2 , y si se designan con By lol-Mu de

£ ( =) ordenados por médulo creciente, contados oads unu con su érden de sul- .
tiplicidad, se cumple la igualdad,

om

- L) 10 i

f(s) = ¥ o o o« {J-/L-—!u* L 1n [£(e*%}| & +
: ~ -»1‘11 “Z % |"1| P 277"0 L -0 ‘



donde ¥ es el orden de multiplicidad dol cero de N = ) en el or:lgen (s -1, e
en particular si £(0)#(0), £( o1%) es o1 valor lgute de £(z ) énla’ eif ﬂ
cunferencia unidad, y 4(o) es una funcién acotada, ho decrocien,t_g y con do::lva- j

’ ‘ ]

da nula p,p. . .
Inversamente, si z; son ntmeros cualesquiera que ntisflcon a la condiciin

TT (1< ysi te 1° y 1n|f] € I, entonces se verifica la férmula
1ndicadn y £ (z ) € H2, En otras palabras, la rérumla de r. Riess da m lu
funcioqu de HZ, i : : _ .

Poeo dnpu‘l I. y M. Riess, en el Cuarto Cmgraso de Bltocolno de natult;

cos ascandiuvos splicaron los resultados anteriores a la representacién contar- ."._;

- mey Ahr)hu Plounor (an Theorie der konjugierten trigononetrischon Reichen,
Mitt, math, ‘Semin, Glessen, 19233 tes:la) los aplica a la existencia do la fun-
olén conjugndn cuapdo £ €& I.1; N, Riou (Sur les fonctions conjugées, Hath Zd.-
tsch, 1928) estudia las funciones conjugedas en f ... .. '

§-1.2 Més recientemente, Kéilogorov (1939) y Hienor'-(Bobro,_@.,xtrapolaciénsi',liiif;'*
samiento de series temporales -"Libro amarillo"-, 1941) desarrollan una "téqril' i
: da.‘la‘ prediccién®, La base de los trabajos de Wiener os ol_,!iguio'nte tg&éu 'di '

t

(1): Cf También: Zygmund; op. eit., Cap. VII.




1t

. ) -‘.
factarisacidén -
. l . q .
o | . “e 1 0O

entonces se cumple £(8) = £,(9) . £;(0)

donde I, ¥ t, son l{mites de funciones analitices en el semiplano superior e ip
ferier, respectivamente, '

L .
R '

Interesa un resultado andlogo pcra variss veriables, pars un."vector ulo.

torio" £(Q) @ {:1 @ 4 ooy 2 (9)}

Wiener intenté su resoluoisn, que fué locradl on 1058 por'Uionor-ullllaL
(The prediection theory of multiplicative stochastic processes, Acta Mlth.lﬁﬁﬁ)
¢ independientemente por Lowdenslager - Helson (Prediction Theory and Fourier

Series in several variables, ‘Acta Math,, 1958)
La conexién entre esta teoria de la prediceién de Wiener con lo anterior

reside en el hecho de que para tal teoria es fundamental el estudio de las ola. -
ses H¥ de Hardy - Littlewood; esto estd demostrads en el libro de Grensnder -

S8ze8: The Teoplitz forma and their applications.

il

En purticﬁlar, on las memorias citadas de Wiener - Hnslan1~yvhowdontia¢0:

-
e

Helson se extiende el concepto de clases H* para matrices (f1) (5)). Bn .eate
oaso 188 gomplicacicones aparecen sobretodo al tratar de dar sentido a la férmu- -
1a de representacién oanénics de F. Riess, pues aparece nn,loi-r!tuo y las ma -

st e

triooi no son conmutativas, as{ como en el teorema de r;ctorizlbibn;

/

Be cancluya ocon esto la sintesis hiltérion, que puede oonaidorlrlo opmo -

_un besquejo del pro;rtna dol surso,




82, TEQREMAS DE HRLLY

: §2.ll Antes de entrar de lleno en materia, comenzaremos por ver dos teore -

mas clédsicos de frecuente aplicacién. Se trata de los teoremés de Helly,

Teorema 1. (Primer teorema de Hellx) Sea {f (O)} uga familia de fur!g;m:

s de variacién acotada. definidas e intervalo cerrado [a b] , _qg es*tg
uniformemente acotadas, tanto ellas ecomo_sus variagiones tg’%ales, Qegp )
) b_ R . - Y
| £@) < , V £(@xu -, (M indep. de £ y @ )
a )

Eptonces se_ mis,f..._é.,xtr emu_zuu&w £,(9) sgn._mm .
pacia una fupcién de variaciép acotsda f(O)gn_&ng_nun&g_ [a,p] .

No &emoﬁﬁra&mos iggtd tedPeMa, que Supenemes conoeido (1), Bn- embio de

T~

mostraremds 61 otFeL -

Teorems 2, (Segurndo teoremc de Helly). Sea g(Q) w;wmj,m__gfj
nida_ep el intervelo cerrade (a,b]s.z 2,(Q) m_mz;.én_g_m;imz_de_&i

1 ;Lén total un; grmemeM agg;g_gg- f Idr Q)| < M .

e converge en todo punto:  £,(8) —» £(0) tonces ss cumple:
.&(9) af,(Q) .= g(Q) ar(e)
&wgg pasar. a1 Lipite bajg 1 IEP.Q ;gteg;a].

‘ Puede observarse’ gie este: teorena: 88 ‘anélogo, pure’ ‘Integrales’ aé' StiaIt'i

zI‘S cf.,por ejoﬁiﬁmson- Theorie der Funktionen einer reellen Veranderlichen,
: , Cap.VIII, §4.(Hay traducc16n 8l. 1mlés) ,para .18 dems

tl’fﬁc 3én,



tal caso g ‘es absolutamente cont{nua y vale:

i . =6=

~

- al de Lebesgue de cohvergencla mayorada, y precisamente,1;’demostpac16n se e~

fectuara reduciéndolo a este fltimo caso. (1)

En un pr;mér paso supondremos que g(@) tilene derivada continua. Ert

’

b
b
' b
g0) a£ (o) = &) £,(0) | -f £,(0) ag(e) =
a

b

- b _ '

= gto) £_(8) |a / £ (6) g'(0) a0
A )

Pasando al 1{mite, en la integral del Gltimo término se puede apliéaf-ei
teorema de Lebesgue de convergencia mayorada - puesto que integrando es unifor-

“»

memente acotado, - y se obtiene:

b b .
‘ ; b
" 1lim g(e) af (e) = g(@) £(8) |a - u//‘ f£(e) g'(8) a0
N~

. Ya ) a
Volviendo ahora atrés ("desintegrando" por partes) resulta la fesis, ra-

ra g con derivada continua.

Para extender el teorema a cualquier funciém g continua se utiliZA 'Plg
conoeido argumento de densidad, aproximando a g por funciones con derivadas

continuas.

En efecto, el teorema de aproximacién de Welerstrass afirma qué los~poli-

nomios {P(O)} son densos en las continuas {g(é)} con 1la topologia del supre

7

(1) cf. por'ej.Natansoﬁ, op.cit.Cap, VIII, §7, para otra demostracién.




T , ) ._7;.'f
mo (en un intervala cerradn [a,b] ), es decir; dada uﬂé g -continua &ruh- .

€>0 arbitrario, existe un polinomio tal que'para todo O e [:‘.,.b]: ‘sé‘éunipl‘é; ﬁ

lg(@) - P(O)] <€

o sea, hay aﬁroximacién'uniforme:

Entonces: |  v L : ‘11

b : | o
g(e) aff (0) - £(e)) = '

a . ‘ . . ey

- / (&) - 2@ ] a( £00) - £(0) ] 4/?(0) a2,(0)-2(0) ) , -
a . , a o S

La tesis equivale a afirmar que el primer miembfo converge 8 cerb. Y 6sq‘;
to es as{, puesto que el Wltimo término del segundo miembro converge a cero,pdg ‘
que P*'(Q) en continua y ya se ha demostrado el teorecma en este caso, y. el primer

término del segundo miembro es en valor absoluto menor que

S‘/'l‘d g -2@ )1 -,

v.1a integral estd acotada por hipétesis, c.q.d, S o . :.?%1
pi

Terminaremos este par&grafo dgndo una 1dea esquemédtica de la forma de

plicacién de los teoremas de Helly al anAlisis, que serd usada més adelante.gf

Tl
' Supongamos que para cada término de una suceaién funcional {u (0)}:

Se conoce una representacién como ;ntegral,de,Stiq;tjesr

“e
rF.
£
=

u o) = | a(f,0 ar ¥




aUn.fc_éorema clésico de H.A. Schwarz (1879) afirma que:

Y e

LY [N ’ T

-y supongamos también que se cumple u, (@)->u(@) para n-» oo , Se desea

‘obtener una representacioén \para u(@) . o ' -

81 1las f,, cumplen las hipétesis del primer teorema de Helly, entonces.
existird una subsucesién convergente fn g = f. Aplicando el segundo teorema -

se tendr4,
. ab- o, o ~ pb
a, @ = / g (9,0 of, <s°)-/ g8(¥,0) ar (¥)
a S a

y como , uni(o) —>u(@) por tratarse de una sx__zbsubesibn, resulta le represen-

tacién desedda: . " '
| b
u (9) =/ gl $,0) az(P)
. a |
‘ \ . §3, TEOREMA DE FATQU

EY

_‘?Teggema' 1. (Schwarz) Si h(@) es una funcién continua, definida en la ¢i e

iencia unidad, su integ al de isson -

[] 2T . 1= 2r cos(¥-9) + r° (Fra ¥

N

es -uga‘func‘ién arménica, y_se cumple

lim u (#,0) = h (@) ' o
r-»l . 4 )




Poisson que aparece en el integrado.

' que una respuesta afirmativa serfa falsa: basta elegir como U al mismo nﬂ.

" leo de Poisson P. ln cambio s{ es cierto este otro hec¢hos toda funcién u(r G).,

: 2 . o
@ u (r,0)z — A=z ary)

(1): Para ias noclones de nicileos s:l.ngulares: latnnson,op.cit Clp X,o en, una

9

Este teorema oonstituya pues una solucién del problema de Diricblot pl
ra el circulo. Su demostracién es ahora muy sencilla. La funcién u es .,.6.

nica en el circulo unidad (es decir Au=0 ) por ser arménico él=nﬂc‘.l_eo~ dg

P (r,Q) = L 1= 2
2W 1 -2rcos @+ r .
(se designan con ¥ y @ las eoordensdas polares). Y como P(r, 0) es un nﬂcleo

singular positivo (1) resulta inmediatamente que u-» h , -c.q.d.
‘ Fatou se propuso gensralizar este teorexa :I.nponiendo_a h cond:lciones !
menos restrictivas que la continuidad. Supuso en cambie que h & L Lq fun -
cién W sigue siendo arménica, como es fécil ver, y se trata de 1nvestigar su* B
limite para r -1 , asi como su funcién conjugada (con el nﬂcl'oo-c_:onjugado._.,

de" Poisson)

-

Esto estd relacienado con este otro 'problel_m: 'igl h(?) 303 o'.nfonge‘sx;
u(r,6) tambien seré 2 O (};or ser positive el ntcleo); se trat.:a de saber-si
toda funcién arménica positiva u(r,0)es representable por una :I.ntegral de Poi
sson(ﬂ es decir, si existe alguna- h que ver:lfiquo la 1gualdud. Es f’écil ve

armbnica positiva es representable mediante una 1ntegral de Poiuon-Stieltjes:.”
oft - . g

2% / 1 - 2r cos(¥Y-Q) + of
0. - :

forma més purtioular Zygmund,op.eit Cap.III., { 2 y



=10~ .

donde f es: no decreciente y de variacién acotada(l), Es decir, dada ura U tal
que Au=0 ' 'eh rgl .y' u>0- en r<£1 (circulo unidad), ééciste una
f no decreciente y de variacién acotada tal que se verifica [?J . (Por ejemplo:

cudl serd f en el caso mencionado, cuando u = P %)

Evidentemente, la [l] es un caso particular de ?] , que se. obtiene

cuando f es absolutamente cortinua, y entonces h = £°.

. Por las razones expuestas, y pai-a abarcar el problema en forma més amplia'

'tomél'r"'émd’s la (2] como punto de partida. Es decir, dada una funcién f no decre-

ciente y de variacién acotada, se define la funecién u mediante la [2] s V es

£éeil” comprobar que u  es arménica.

Se trata de estudiar el comportamiento de la funcién ast definida cuando . .

r—»1 , es decir, al aproximarse al contorno.

Es fécil darse cuenta, comparando con el teorema de Schwarz, que tendera
a £'(0) no es sin embargo trivial saber bajo qué: condiciones ocurriréd eso. Para

sugerirlas, ccms*idaeremos el caso en que f es absolutamente continua y compare‘-

- mos con el teorema de Lebesgue que afirma que la igualdad

1/n
1lim n/ f (x+0) d@ = £ (x)
0 N “ 7

n »cto

se cumple en casi todo punto. Pero esto no es mds que la representacién de’f me-

(1) La Temostraciénjh daremos luego (§4-.1, Teor.l)

L s




. -1-
diante el nficleo singular "de Barrow":

. ’n para O € (O,yl/n)
« (o):{

0 " e ?‘(6,1/n)

i

-~ -

Esto permite aventurar la hipStesis de que también ocurre as{ con el jnﬁ-:-"

"¢leo de Poisson P ( r,0 ).

j 83.2 l Dejando ya de lado las consideraciones heuristicas pasaremos a dexhostré,f
el siguiente teorema, del cual resultard el de Fatou como cornlario. :
Teoremas 2 (Herglotz, 1911). En todo punto donde £ sea derivable ( f'< oo =
se entiende), su integral de Polsson-Stieltjes tiende a- f’, es deg'if: , : _
(1)

; 21 .
lim u (r,0) = 1lim f P(r,0-¥)as(®) = £'(a) ' o
1 r—»1J/, B

Supongamos pues que £'(9) existe, Integrando por partes:

; . .ow 2m 5 T

u(r,@) = P(r, 0-%)£(¥) 'o -/' £0(y) -5—";? (r, 0=-¥%)aday
. ' o ) : - :

Es fdcil ver que en el 1fmite r —1, la parte integrada .se anula;"{En'p

fecto,. ella se puede escribir:

L. l-zx  [z£(am-0)-£(+0) ]
2T 1 -2rcosa @ +r ' :

(1) Como f es de variacién acotada, esto ocurre p.p.




i o e erremiane
T ol oo garg

¥ teniendo en cuenta que existe una cota de f : |f(u)| < M (pues f era node .

_12-
S1 6 =0 , se anula € corchete por hipétesis (existe f7. (0)), 'y 81 ..

@ #0 , al hacer r—>1 tiende a cero el \nﬂcleo P.

En ambos casoS pues se va la parte integrada, v ‘el prnblema se reduce a

calcular b T

r—>1 r-»1

- - p2Ti 5
lim u (r,0) = 1lim -‘/0 £ (¢) g P(r,6-¥P)ay

Haciendo ¥ -0 = u , y camblando por comodidad los limites de la integral:

R S S T L. . EELe siie L Ltaeav e b 3

il 4 tax

2T N ZT - ’ e
- f (‘P) -_P ( O P) ap B LY P s2r {l-r- F=0)1p-2
'/; . 9F £, o 2#/; [1-2r cos(9-9)+r2J2 ?

Lol Tl

s =_1_ ff( +g) 2r(1p9) sentu:
T

L |12rcosu+r

2|2 ~du

1
w3 N N 7
$) 7

Ahora se procede con el método "standérd" de estudio de lows -.nﬁ'_cleos sin-
gulares: aislar’ él: punto erftico:( u:=.0-. en .este caso).-:Haciendo:... .

m
4,

';':E=i. I1+ 12 +‘,.,13 -,

Bt I
creciente y de variacién acotada)

1, = Iff(9+u) 2 r (1-r®) sen “2 du |s
- {1.-2r cosu+r Je oty

- e

;p:f_.:‘
51M 2 (1 - 1°) fd:u< M (1 - 2
_ [1 - 2r cos’p + r2]2 [l - 2r cospw4r?j‘2

TT

oot Drp 0o, NI S ,r.‘:" i = =5 g B L ors
G c B ) P BRI ODE RS EPoskvsY b gs x a.z!&z{yz &4 i3
.




: 13- .
En consecuencia, como cos® # 1© , resulta IIil-v‘O para r -1, Antloéa-

mente se demuestra que |13| -0 .

Por consiguiente:

)/
u (r,0) = 1 1im ff(0+u) ._21‘_(.1_-1'_)_n__9_

1im 22
r—>1 . 21 r-»1 ’p (1 - 2r cos u + r)
2r {1-;22 8sn 4 l
= -4 14 [f(e+u)-f(o-u)] 2y5 du .
2 r->1 {1 - 2p-cos u + rc) :

Como estamos suponiendo que existe £'(Q) , por definicién de derivada

se puede escribir:

f(e+u) = £(0) +uf (9 +u P(o,u) v -

£e@-u = £(9) -u £'(Q) - u f(6,-u) . ' B

. _ St

con £—>0 para u—v0 . , o JH

Entonces, reemplazando:

lim u (r,8) = —‘gl 1lim u ez (1-r) gen u

r-»1 r—»1 (1-2r cos u 4 r)

y
+—11m f u(f(Ou)’*f(O,-\l)]—M-n"”l'}'z
Y ‘

T e (1 -2r cos urr -
= £'(0) lim =2 / [f(g u) +f (8,-u) ] o
r—1 ) T

..u 2 P(r,u) du .,
Eligiendo D suficientemente pegquefio, como f\G u)+f(0 -u) =0 para ,

On
~a=->0

~




el ‘segundo ‘término se puede hacer arbitrariamente’pequefio. Respecto al factorde

£ (@), una integracién por partes muestra inmediatamente que vale 1, pues

-2 /u P (r,u) du = - 2 u P(r,u) |O + 2 P(r,u) du =
0 @ Jo \

7
= -20p P(r,y) +/ P(r,u) du ,
-p

y entonces 1lim u(r,0) = £'(Q9) , que es 1a tesis, c.q.d.
r—»1 ]

§3.3 Como ya dijimos, de esté teorema se deduce inmediatamente el siguiente

‘Corolario 1 (Teorema de Fatou). Si he Ll. su_integral de Poisson
2T
u (r,09) = / P(r, 8-¥) h(¥) a ¥
0

gnnverge, para r —>], hacia h (©) en casi todo punto.

En efecto, si en el teorema 2 se elige f absolutamente continua, es sa-.

bido que la 1ntegral de 8tieltjes se convierte en una integral de Lebesgue, y ep

tonces, para eualquier h. 1l

2T 2m ¥
lim f P(r,0-¥) h(¥) a¥ 1im P(r,6- ¥) 4 / i) dy =

e
=_g__/ h(e) dx .
10 Jo

en todo punto donde exista derivada, en virtud del teorema 1.

1}

O .
Pero -a%j; h(x)dx =h(0) en casi todo punto, por el teorema de Lebesgue,y

O T




«15-
resulta as{ demostrado el teorema de Fatou, s.q.d. (1)
- El método utilizado aqui es suceptible de generalizacién, nanteniéﬁﬁo'"su
validez el teorema, bajo ciertas condiciones, para cualquier nficleo singular
.k, (@) | no necesariamente el de Poisson,

Observaremos por fltimo 1o siguiente: los teoremas elementales mueqtran: ;
que los nfcleos singulares dan una representacién de la funcién en sus puntes
de continuidad o discontinuidades de primera especie; aqui se ha extendido eéi'.}f
ta propiedad s casi todo punto. N

§4. RPR! LRM(C i L : .
S8ea la funeién U definida, como antes, por una integral de Peisson -
Stieltjes ' ‘ S

. 2n ) ,
u(r,0 = f P(r,0-9) ar(¥) (1)
0 .

pero shora no supondremos a f no decreclente, sino simplemente de variacién a.
cotada, Evidentemente, u sigue siendo arménica. Como - f es de variacibn tcof.i’

da se la puede escribir f(¥) = f£,(f)-1,(f) donde £, ¥ 4 son

no decrecientes y de variacién acotada, Se tendré entoncess

u (r,0) = u)(r,0) - uy(r,0) =f P(r,0-¥) af(¥) -/ B(r,0- ¥) dfg('f) S o
: : 0 Y "

son armonicas positivas,

flond§ R A"

Por lo-tanto, toda funcién f de variacién acotada define mediante h[],]

‘ (1); También es trivial demostrar ahora este otro teorgma, también debido a“rlg..:
Jous 81 h es absolutamente continua, entonces’ 2/20 u(r,0) =3/29 ,
S f 275(r,0-P)h(P)AYP —» h*(Q)p.p. (BEgalo el lector). - - Lo

o . . - 1. ]

N '
'ﬂ‘m\'«:‘»;.. - e . - -
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una funcién arménica que es diferencla de dos arménicas positivas,

Este hécho sugiere el problema inverso: dada una funcién .érm6nice dife- '

rencia de dos arménicas positivas (el conjunto de tales funciones no constituye
ni mucho menos, la totalidad de las funciones arménicas); serd posible encontrar
una funcién de variacién acotagi# f que la represfn_te por la integral de Poi-;
sson~-Stieltjes, [1] ? Evidentemente, la respuesta afirmativa del problema equi
vale a demostrar que toda funcién arménica positiva en el circﬁlo unidad (es de:

cir Au= 0 en r <1y ux20 en r < 1) Bs representable con una funcién de-

‘variacién acotada y no decreciente.

Para resolver la cuestién aplicaremos teoremas de Helly a la integral de
Poisson-Stieltjes, en la manera descripta al fi .al del §2.

Demostraremos entonces el teorema, ya mer clonado en §3;

Teorema ] (Plessner). oda funcign arménica yositiva. es. represegtable por _una
integral de Poisiqg-Stieltjes mediante una fv icidn acotada no decreciente f, Eg

-decir, dada quy_gque cumgl le Au =0 vy u20 enel ciréulg unidad, existe‘ '

acotada y no degreciente tal que
2T

u (r,8) =/ P (r,0-y) d4f(¥) ‘
o .

Sea pues u( r,8) una funcién arménica positiva en el c:lrculb unidad, 61
existiere el 1fmite u ( r,6) —» u (1,0 )y fuese una funcién continui,ei

problema estaria resuelto por el teorema de Schwarz:
. 2T
u (I",O) = / P (r,Q- 9) u(]-)?) d‘y
e .

t 3ro ahora nada se sabe sobre la existencia de u (1, 9).

Consideremos la funcién u, definida por

L

RERRo S

L§




u, (r,8) = u (==

tvidenlewente u s arménica, para cada n, y se cumple

lim u“(r,O) = un(l,r) = u(n-l,O)

1~ 1 n

pussto yue u es armbénica en pr <1 ¥ por consiguiente continte.

es representabie mediante

Entonces, por el teorema de Schwarz, u,

21

n-1
un (I‘,g) = / P (I’,Q - ?) u ( y Y ) d? .
n
0] ' . .
dectendy ahora n »e0 , como u, (r,8) —»u (r,e) por la continui-
dad de u en r <1, se tiene:

21 B

u (r,6) = 1lim P(r0-9) u(=l y) ap . 7
n»wx /. n

Cla,u estd que no se puede pasar 1nmed1ataﬁente el 1limite bajo el signo ?
us integral, pues.nada se sabe respecto a 1a convergencia de u en el contor:
no. Es aquil donde usaremos integrales de Stieltjes, por la mayor flexibilidad~

que dan al paso al limite los teoremas de Helly.

‘Llamando b 4 - B
fn‘(‘f) ‘—'/u( , X) dx -,
A ‘

n

resulta - 2m -
u, (r.0) =/ P(r,0-y) a, (¥)
o - D
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surge eénseguida de su definicién. Ademds estdn uniformemente acotadas, puesto ,

que -

| 2n 2
£ (¥) s £, (2M) = ar, (¥) =/ u(===,¢)ay =
0 o

n

2 _ |
=2W/-P(o,o)u(“'1,P) dP = 2T (0)
0

Y como son no decrecientes, también su variacién totel ~esta'un1tomomeni:‘o_t%

acotada, En resumen, satiafacen las hipétesis del primer teorema de Helly($2,1)

y por lo tanto existird una subsucesién convergente fni (P)=>2 (P

Entonces, de

. 2T
(r,@) =] P(r,0e-9) af (P
Pny T /; e -f) Aty (F

resulta, aplicando el segundo teorema de Helly ( §2,2):

2w
- u(r,Q) = f P(r,0-9) az(y)
0

que es la rei)regentacién buscada, c.q.d.

Antes de seguir, notaremos que, si ¢ ny " es la subsucesién eonvorgonté

dé fn( )==‘\/°"u(n-1 “)dw » la férmula
. n

A

. \ ) 4 ni.-;1 ]
£(P) = lm fu‘(—ar.-,x) ae . ‘ (2] ».
, o -

ni-no

68 una rérmula de inversién de le mtegral de Poisson-Stieltjes, pues da f e
funcién de u.,

e

Pero los £, . son positivas, no dec,zjecj,‘é'ﬁte,s y de variacién acotada, cano

e ki e

ORI )

LEPTRBIRS

-4

P

‘o)
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Es fécll ver también que es completamente inesencial haber elegido 1; au-fi

cesibébn u (ﬁ—l,cc) j basta tomar cualquier sucesién u(r,, %) con rn-*l "o

Bl problema que examinaremos shora es el de la unicidad de la rgprg“n.lg;
tacién. A ceds funcibn f no decreciente y acoteda la (1] 1e hace correspop-~ .
der de manera fnica una funcién arménica positiva u en el circulo unidad,
Reciprocamente, el teorema (1] asegura que a cada u le corresponds una f, i
y ls [2] da una forma de calcularla (teéricamente al mencs). PRero esto no as_gi,i_§
gura que f esté determinada de manera tnica, puesto que fn; es alguph W‘Dsui
c;sién convergente y no sabemos si es dnica. |

Es trivial comprobar que si f es solucién del problema, entonces tam -
bién 1o es f+C, donde C es cualquier constante, Esto se debe & una caracte-
ristica esencial de las integrales de Stleltjes y por lo tanto, en ese scntida‘_;:"é
el problema de unidad debe ser contestado en forma negativa, Pero, 8salvo cons« A
tantes aditivas, existirdn dos funciones f y g soluciones? El problems asi
planteado cambia de aspecto, y & continuacién veremos que en este sentido ai se
puede asegurar la unicidad. s

Teorema (Unicidad de la representacién). La represeptacién de una IEH

a va u irecu dad, mediante a =

-Stieltjes, es a, s onistantes aditivas gp_l;_f_mumsumi :

En efecto, supongamos que ademés de

2Tr
u (r,Q =/ P(r,0 -y) af(yP)

sea véilids la representacién

2w
u (r,0) s/ P(r,0-¥Y) dgl¥)
0 . .



De la Gltima obtenemos, integrando por partes:

21
u(r,x) =/ P (r,« - *P)ds(ﬂ P (r,w-%) g(¥) |
v 0

R ik A 17 25 M e S
. f

N —

SR
S s

S e

27 a 2m
~/ gl ¥P) — Y P(rx-Y%)éy¥Y = P (r,x) u(0) —f g(?)—-—P(rq'-j')d? ,
0 0 o ‘

—————
T

S XA E

puesto que

21 2n
g (2m-0) - g (+0) = / d g(¥) = P(O) dg(f) = u(0)
. o !

lntegremos shora respecto de « :

| 9 | 2 A
i / w (v, °() dx = u (0) f P(r,o) du / dx/ g(?) P(r « - PP,
U

‘8%‘ P (r,x - %) =~ & p (r,x~¥) ,reemplazando en 4

H e a
Como se verific DX

‘ la Giltima integral y aplicando el teorema de Fubini - lo cual puede hacerse por

gque el iptegrando es positive -, resulta . ]

ne ] 21T
f u(r,%) d x = u (0) f P(r,o) dx +f g(P)[ P(r,e-9)~P(r, P)Jd? /
0 O 0

n-1

Demos ahora, por ejemplo, valores r=r,

(esto dltimo no es esencial, como aclaramos ya); existird una subsucesién con-

vergente rpy (primer teorema de Helly) de manera que pasando al 1limite resulta

f(8) = 4+ wo)+ gi(e) - g (0)

| )
! Como ¥ u(0) - g(0) = ¢, constante, resulta la tesis, c.q.d.
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[84.3] Los teoremas 1 y 2 muestran por consiguiente que coinciden las ol -

tzuientes familias de funciones:

a) 1las funciones arménicas en el circulo unidad, diferencia de arménicas

positivas: y
b) 1las funciones arménicas en el circulo unidad que son integrales de
Polsson-Stieltjes de funciones de variacién acotada,
Consideremos ahora esta otra familia:
i

¢) funciones arménicas u en el circulo unidad tales que existe una

constante M que verifica para todo r<l:

21T |
/ lu (r,0)] 40 < ¥ ()
0 .

" Demostraremos que esta familia coincide también con las anteriores, es ‘dg

cir: o
Teorema 3. Son idénticas las uhfamilias de las funciopes arménicas del
rculo unjdad constituidas por las ciones uie te o
’ a) diferepcia de dos funciopes arménicas positivas; L
b) ln_z_L___Bz;__szte rales de Polsson-Stieltles g_nmmnm_emgs; z-

c) funciones que ve rifican |3] .
Como dijimos antes, ya esté demostrada la identidad do 1as primeras dos

clases, Supongamos ahora que u es una integral de Poisson-Stieltjes (y por lo ]

tanto arm@nica )s

21T .
u (r,0) =/ P(r,0-9) af(P)
‘ 0

y demostraremos que u cumple la condicién (3]. En Nefe_cto, como- P2 0

-




‘ va/a
| u (r,0) |$/ P(r,0 -y) aviy)

donde V es la variacién total de f:

¢
v(g) = / | d £09) |
O "

Teniendo ahora en cuenta que el integrando es positivo:

27T n2 T
j | u(r,e) | de € / / P(r,0-%) av(¥y / a v(¥)
0 0
r33 .
/ P(r,0 -¥) do = / av(¥) ,
0 ' 0

y el dltimo término es finito, por ser f de variacién acotada, y ademds indepep

diente de r .

Reciprocamente, supongamos que u satisface (3] y es srménica. Fara de-
mostrar que u es una integral de Polsson-Stieltjes, seguiremos la misma linea
de raz?namiénto'que emplea FPlessner en su tesis ('):

Introduzetamos las funciones

£,(8) = £ (r,0) = j
: 0

estén uniformemente acotadas, pues

) ‘ ) 2T
v/. | u(r,o) | A% g u/f‘ | w (r,¢) | dx ¢ M
Yo 0

por hipétesis

) _
u (r,o) dx

Tales f
r
|fr(0) | €

(") Mencionada en §1.

Il
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Ademés tienen variacién uniformemente acotdda. En efecto, cada fz; es de ]
variacién acotada, por ser una integral, y para toda particién del intervalo

EO.,ZT" ] :

Elijamos, entre las fr » la subfamilia compuesta por la sucesién

= k X

El | f. (Qk) - £, (Qk-l) | = gl I l u(r,«) dg | £ R {

4 k ) _-::;

¢ & f | u(rox) | ax = f | u(r,o) | dx < M .
Skl Yo, 0

: SN 1/n (@) = £ (_n_-; e) : en virtud de lo que antecede esta sucesién sa- -~
tisface a las hipétesis del primer teorema de Helly. Existe entonces una subsu-,.‘.i:;
cesién parcial convergente fni -»f . Como no hay peligro de confusién, la le‘-{.-";;

vemos 8 designar con ff s ¥ SO cmnplirt, para T >T

2Tr 2-—r2 ‘ .
u(r,0) = —L / ‘n -3 u(rn,'f)dfp '

-2rrcos(‘f’-9)*r

que es el teorema de Schwari con el nficleo de Poisson Prn(_r,'f-e) del circulo

de radio Tn * Esto es lo mismo que:

2T j
u (r,e) =/ P, (r,0-¥) dfn(,?’) )
o n . ’ ' i

Se puede ahora pasar al limite n-»>cw0 (y .- r -1 ) aplicer el segundo
teorema de Helly modificado, con el integrando que también depende de n . A
‘pesar de esto el teorema conserva su validez (') y resulta: '
'('): Se comprueba de inmediato, de manera similar al 29 teorema de .Helly‘or'_ig"'j,.- -

nal demostrado en § 2.
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2w \ , _
u (r,8) = / P (r,0-%) a£(F) o e T
S o ) | }

Es deeir, u es una integral de Polsson-Stieltjes. Con esto ya quedan i-

dentificadas las tres clases mencionsdas, c¢.q.d.

§4.4| Ahora trataremos de caracterizar la clase de funciones arménicas en el

eirculo unidad representables por una integral de Poisson-Lebergue:

2mw
u(r,0) *f P (r,0-9) h(¥P)ay .
0

Evidentemente, tales funciones formarén un subconjunto del anterior, §n§s¥ »_
to que la filtima férmula es un caso particular de 1la [1], tomendo f. absoluta-
mente continua, y entonces h= f° | ) o

Es necesario recordar en primer lugar la definicién de continuidad absolu-
ta y uniforme de un'."conjunto,"de. funciones {fr(o)}- r es el parémetro del conjup
to -, que se enuncia diciendo que para cada €> 0 arbitrario, existe un £ ' (é)
tal que para todo. conjunto de intervalos disjuntos (a,by)seceey (8p, by) del dg
minio de definicién que cumple

, .§3|bk-akl<5|

k=1

se verifica

2 |1y (m = 2, (e <&

La diferencia con la continuldad absoluta de cads f o estriba en que ahg

ra se exige que & -sea independiente de r.




_ gral:

. mayoracién de Lebesgue. Hacemos también hincapié en que la condicién £,(8)2 0

_para gue una fﬁnci n arménica_ u en el cir dad sea representable por -

-25a

Con esto ya se puede enunciar el teorema de Viteli de paso al 1im1te‘bajo"

el signo de integral, del cual se obtendré la caracterizacién deseada.

Teorema 8. (Vitali). Sea_fp upa sucesién de fupciopes defigidas en un ;n’
;ervalg |a,b] s No negativas, y coénvergente p,p, hacia f. Entonces es cgndicibg

ecesaria suficiente para que se pueds pasar al 1imite bajo el signo de 1gte-

b b o o
lim f :f.’n(O) e = / £(Q) 40 , : : -
n->e a a

que las funciones f (0) 4@ ,- te€la,b| sean absolutamente continuss 4
uniformemente. )

No daremos aqui la demostracién de este teocrema ('); tan solo sefialaremos.

que la ventaja respecto a los demés teoremas de paso al limite estriba en que
no sélo da una condicién suficlente, sino también necesaria. Claro estd que la

verificacién de la continuidad absoluta uniformemente puede resultar més comp !

cads que.la verificacién de las hipbtesis de los otros teoremas, por éj.,,ei'de

es esencial; de lo contrario se obtendria una condicién necesaria. \

Ahora podemos encararnos. con nuestro objetivo, que fué 1ograd° por Evan

y Bray, y simlutédneamente por Plessner.

Teorema 5 (Evans - Bray ~ Plessner). Es condicién necesaria suficiente

una integral de Poisson-Lebesgue

() cf., por éj., Natanson, op.cit.,Cap.VI, §3, aunque el teorema estd expre- -

sado en términos algbfdifefentes R . L :

e e e - - - . R >~
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27 :
u (r,0) -/ P(r,(-¥) h(¥)ay ,

)
qme /fr(G) = ‘/; u(r,e )

3al.cazo heLl (o,2mw)

Se vié yu §4.]= 'qne sxiste una subsucesién :tr con 'rn—ol tal que
n

£ —
. *a .
con £ de variseiém acotada; que por el teorema de desomposicién de Lebesgue
(') se puede escribir de manera tnics \

]
£€(0) = a(Q) + () + s(0) = f a'(x) aa + 07(0) + s (9)
o :

donde a{Q) es absolutamente continua, r(0) a saltos y (@) singular. -
Por otra parte ( §4.1) Teor.l; y § 3.2, Teor.2) se cumple:

2n =
u(r,) = f P(r,0 -¥) a£(y) —» £ (9)
0

. en todo punto donde exista f', es decir p.p., por ser f de variacién acotada,
' El teorema quedaris demostrado pues, si se pruebs qe??,f os abaolufauixto
continua (es decir ("sg= 0), y como

" u(r,0)=>2' (@ , p. p.

esto' equivale a mostrar que se cumple

(')s Cf., por ej., Natanson, op.cit., Cap. IX, §6.
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a2

] e .
lim j u(r,,%x) dx = j a' (o) ao
r, 1 Jg 0

0 sea, que se puede pasar al 1{mite bajo el signo de intggral, Por el teorema
4 de Vitall esto es posible sl y sélo si rr(o) es absolutamente continua uni-

formemente, y esta es precisagente la condicién impuesta a la hipbtesis.

Ademés, como f es absolutamente continua: h = £’ y

: ?
T (P) = f h(x) d«
0

Es decir, h e & c.q.d.

1

Inmediatamente se deduce el siguiente corolario, como caso part‘:l.culér:‘-’_

Corolario 1, Si_ u(r,0) estf uniformemente acotada en el circulp unidad,es

' r-egresentable por_una integral de Poisson-Lebesgue

. 2
u (r,0) = f P(r,0 -9) h(¥)ay ,
o .

con heil

En efecto, llamando M & una cota de u , se obtiene:

: l£,(0) | & Mo
y entonces para toda particién de medida < S H

é:.' | £, (0 -2, (6, 1) I<H §" (0, -le_l)‘ = u§

-

que es la absoluta continuidad uniforme. Entonces, i)or el tgor. 5 vale la re-

o S0 ‘,/




v serd arménica, determinada salvo una constante aditiva (compruébese), y u+iv

ZTeorema 7 (Plessner, 1923). SiU GSJ___&ML_QMJWJM

~28=
présentacién de Polsson - Lebesgue, y h est » Co q, do

|§4.5] D2 los teoremas anteriore: obtendremos dos 1mpdrtantes consacuenclas.

En primer lugar el:

Teorema 6. (Fatou). Si F(z) es una funcién holomorfa y acotada ep el interjor
del é;rgg;Q unidad, eptonces tiene l1{mite radjal psra |z|-»1 ep casi todo pup
Yo,

‘ Bn efecto: hacliendo F = u+iv tanto u como v son arménicas

scotadas, y por lo tanto admiten una presentacién como integral de Poisson\ -
Lebesgue, por el corolario 1. del teorema 5. Entonces, por el teorema de Fatou
( 3.3, Cor., 1) ambas tendrén limite radial p.p.; para |zl ~~1 4 ¥y por con-_.
siguiente tambien F, c.q.d. | | ‘

Para obtener la otra consecuencia, recordemos que se llama funciém cone-

jugada arménica v de una funcifn arménica ua la que 50 obtiene mediante lasecg

: = &
diciones de Cauchy-Rimann ur = 7 Vo I uO ,

serd holomorfa,

Otra definicién equivalente de conjugada arménica, mediante el nficleo de

Polsson, la -daremos poco més.adelante ( § 5.1)

El resultado que enunciaremos ahora fué obtenido por Plessner en su teﬁil.

r<l reprgsegtg ble pg gga integral de Pgisggg-;ebesggg, sptonges la conly

cuda _armbnica y tiene limjte radjal p.p, para p 1.
Por hipétesis existe h & L! , tal que
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raia
u (r,0) = j P(r,0-9) h(¥)ay , y
0 .

lim u(r,0) = h() . p. Pp.
r-ol -

S1 v fuese acotada en r < 1, podriamos aplicar el cof. 1 del teor, 5,p_§'

ro como nada sabemos acerca de eso, hay que proceder de distinta manera.

Supondremos que h es-no negativa, pues de lo contrario, como h € 1! e

se la podria escribir h = b, - h2 con hy ¥ h2 integrables y no negativas

y razonariamos separadamente con cada una ,

Como h(¥)20 s es u(r,e) 2 0 Yy por lo tanta

w(z) = W(re) = e (u + iv)

es holomorfa y acotada: |w(z)| € 1. Por lo tanto en virtud del teorema 6y ten |

dré 1imite radisl p.p. para |z|->1, y entonces tambiép 1o tendré el exponente S

u+iv . Y como ya sabemos que u-»h , también existird p.p. él 1limite "

h(e)= 1m v (r,®e; , c.q.d

I' —»

A 1a funcién 1fmite h se. la llame simplemente funéién conjugada de h .

\

Observaremos que, contrariamente a lo que ocurre con h , no hemos repre

sentado a 1 como integral de Poisson-Lebesgue, y ni siquiera demostramos que',—__c;:'

sea integrable. Tal afirmacién seria falsa, en general.

-
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El caso h eLp y p >1. serd considerado més adelante,

95, REPRESENTACION CANONICA DE CLASES DE FUNCIONES HCLOMORFAS

i§5.1| Ya en §$4.5 hemos hablado algo sobre funciones analfticas, En este pa

rdgrafo nos dedicaremos a ellas,

Comencemos por sefialar que si u y v son dos funciones arménicas, entm
ces u+iv sera arménica compleja, puesto que el laplaciano es un operador 1ji
neal. For otra parte, como se ve en la teorla elemental, toda funcién analiti-
ca es arménica compleja (esto surge inmediatamente de las condic¢iones de Cau=
chy-Riemann). En consecuencia, las funciones analiticas constituven una  sub-
clase de las arménicas comple jas, a saber, aquella cuyos elementos verifican
llas cndiciones. de -Cauchy-Riemann.

Consideremos ahora la funcién

A Yz
2T W -z

u (z) =

donde W = ei‘? es un pardmetro (ndmero complejo del eirculo unidad) y 2= eio.

Tal funcién es holomorfa en |z|< 1.

Demostraremos que el nécleo de Polsson P (r,0~ ¥ ) es la parte real de

H (2) « .En efecto:

B w -
H (Z) = .—.L hd ER
- 2T W -

N
s

(w+z) (W +
(w-z) (@ -

) - 1 [ w[%z]% G
) 2T | w - z|

z
z

N
N
3

112 4 1 o1(6-9)_ r e1(6-9%)

1
21T | &9 - 10 |2
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N ;.-12 + i & r gen (0 - ¥) | =

2m l-Zrcod(G—?)'brz Wl-:rcoa(o-?)-r;z

= P(r,0-Y) + 1Q(r,-¥)

La parte imaginaria

(r,0-9) = 2 ——zom(0-F)
@t W 1-2rcos (0-9p) + 2

se llsma nficleo conjugado de Poisson (del circulo unidad).
Con estas consideraciones, a pertir de una funcién arménica en el eirculo
unidad dada por una integral de Polssci-Btieltjes de una funcién de variacién a-

cotada

»

2m
u(z) = u(re® = u(reo) = f P(r,0-Y) azty) ,
0

podemos hallar directamente su conjugada mediante

21
v(z) = v(re®) = v (r,Q) = f Q(r,0-¥%) az(¥y)
0

En efecto: como P y Q satisfacen a las condiciones de Cquchy-k:l.‘emann, .por-

provenir de una funcién analitica H, es inmediato comprobar que u y v también
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las satisfacen, :

En consecuencia, la funcién

2™
F(z) = u(z) +1iv(z) = j fP(r,O-V) + iQ(r,O-Y)J'df(?)
0 | -

e + 2 :
= H ase(y)y = — v 41 )
j; (Z) T 2“_ /; ei -3 ?

N - - - - - -

] § 5.2| Es nuestro objetivo inmediato dar representaciones integrales de fim
ciones analiticas que cumplen determinadas exigencias, tal como se hizo en $4

para las arménicas,

En las consideraciones preliminares del §5.1 ya estén los ingredientes

necesarios para demostrar el importante

Teorema 1 (Herglotz, 1911). Toda funcién F () holomorfa en el circulo upi-
daa y de parte real no negativa en esa regifm, es representable mediante la fér

mla

2T 3¢ :
F (z) = 'A’ 31-,—*3' df(?) + 10 [1]

donde £ es una funcién acotada no decreciente, y G un nfimero real. Reciprocamen
te, para todas f y C que cumplap estas condiciones, F(z) topdrd las ga;ag&e;jg-
ticas vengggiadgs.

El significado del teorema es que variando los dos parémetros £ y C se

.'obtienen todas las funciones holomorfas F(z) de las caracteristices indicadas.




‘\: k3

. salvo una constante aditiva ( § 4.5), seré de la forma ( por § 5.1):

-33a
Para demostrarlo, hay que recordar ( § 4.1. teor. 1) ‘que todas jas. fune - 3

ciones armémicas del circulo unidad, con parte real no negativa, estdn dadas

por
_ 2T
u(r,Q) = f P(r, @ =y) azf£(¥)
0

donde £ es acotada no decreciente, Pero las maliticas son ;.ma subclase de ,1na_r_'

mbénicas complejas, y wu+iv serd analitica si y sélo si v es la conjugada de u.

gativa en ese circulo, estardn dadas por tales u+iv : como v estd determinadn,-.;'fij

+

an
v (r,0) =f Q(r,0~¥) af(P) + Cte.
0

Llamando iC a la constante, resulta la tesis, Y

to que:

1}
(]
”~~
o
e
+
[V
o
~~
O
S

P = % (£@m-0 + £(0) | +1C
2™ S |

resultando precisamente C = Vv (0), el valor de la perte imaginaria de F en’é)

origen, ¢,q,d.

Como consecuencia sencilla se obtiene el

Corolario 1, Toda funcién holomorfa Fi(g.

naria no negativa en esa region es representable mediente la férmula




. :2‘.#_ )
i
A L i Y2 az2(¥) + ¢C
2“ o e - g

£ (z)

donde £ es upa funciép acotads no decreciente vy C un pdmero real, Re \ real, Reciprocamep: amepo:

te, para todags f y C que cumplan estas condiciones, F (2 ) tendrd las caracte-

risticas engnciadas.

Basta multiplicar la (1] por i:

1¥z) = 1u(g)-viz) |, u‘i,o

y tener en cuenta que si las F dan todas las funciones holom9rfag de parte real

no negativa, entonces las iF dan también todas las funciones holomorfas de par

te imaginaria no negativa, c.q.d.

§5.3 Habiendo dado ya una férmula de representacién para ciertas funciones

del circulo unidad, es posible extenaer esto a otros recintos del plano comﬁle-
jo, mediante transformacicnes conformes. Nos ocuparemos a c¢nntinuacién de fun-
ciones holomorras de parte imaginaria no negativa en el semiplano superior,. pe-

To sefialando que el procedimiento es aplicable a‘cualquiér otra regibn,

Consideremos entonces lé funcién analitica

P . -
z = ﬂi‘:’i [2]

. que tramstorme conformemente el semiplano superior del plano [ en el efrculo i

nidad del plano z .

La inversa es

L
PR Sy

Ry
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‘s‘ 1.1_:_.&
l-z2

Ademds, los puntos de la circunferencia unidad z=ei‘f

corresponden a

los del eje real f= t mediante
iy
iy t -1 l1+e
e = t = 1
t+1 S 1- Y
de donde resulta
t = - cotg 'E"

A base de esto, demostraremos el siguiente

Teorema 2 (Nevanlimnma) Toda funcién holomorfa en el semiplano superior, de p’gi
te imaginaria no negativa en ese semiplano, es representable mediante la r6;mh'_

G(t)s%r f%t—%-ds(g)+1f+c )

-0

donde g es una funcién acotada no decreciente en (=0, 0 ), A un ptmero

real no negativo, vy C up gﬂ'merg real, Reciprocamente, para todas g, Ay C que
gumplap estas gggciigiggeg. G ( } ) ﬁegg_gé las caracterfsticas enupciadas.

De manera similar al teorema 1, esto quieré decir que variando los ‘treiﬁ-
parfmetros g, Ay C, se obtienen todas las funciones G de las caracteristicas

iAdicadas,

Para demostrarlo, partamos del resultado del corolariol, escribiendo e

la forma oft -0

+0
i / )

F s — | -

(z) Zﬂ{jo + + | |
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el a4z i
df (¢) + C I +I +I + C

por la [2)

2 =0
. = =i eiy *Z g ¢(f) =
» =
, 2m S 1¥

e -2
i cotg% L:l + -?-i "
= —— 151m / 3—:—1'——-4 :1 ad £(2 arc cotg (=t)
2w >0 -cotg-g- %T{ T+

La funcién g (t) = £( are cotg (-t)) serd acotada no decreciente en

{

(~0,60) por serlo la f y la funcién are cotg (-t). 4

*

Haclendo las operaciones indicadas, resulta:
00 .
1. = & 1+¢0 gt)” :
e w & -1 -

Por otra parte por una propiedad de la integral de Stieltjes:

0 ,
iy .
- o= A S22 gnp) = L 22 (r0)-2(@) ;
2" o e -g 2T 1 -2 ’ N
or « -
1¥
1 = i E51E ar(f) = S 1rz (¢ (2m) -1 (217-0)
2 2T fomo ®© -z e l-z( )’

s




que con la nueva variable se expresa asi:

+ Iy = == (£0+0) - £(0) + 22T - £(277-0) ) f.

Llamando G(f) = F( : +1) F(z) y 88 evidente que G es holomorfa en el
s"emiplano superior y con parte imaginaria no negativa en ese semiplano, puesto
que F tiene esas propiedades en el circulo unided y s = x( f ) es conforme.

Entonces;

3(?):11+12+15+c= ’

= _:I; li—ff- ag(t) + J_ (f(+0) - £(0) + £(21) - £(217-0) J f *c
2 t-

Llamando: .

v L (£(+0) - £(0) + £(2T) - (2-0) } = (5
2 :

resulta la representacién buscada,’
Faltarfa ver que las G as{ obtenidas son todas las funciones requeridas,
y esto es inmediato, puesto que se obtienen de todas las funciones F con la

transformacién (2] , c.q.4.

Existe una forma equivalente para escribir la férmula [3] de !evalin- .

na, que a veces puede ser més cédmoda. , -




Teniendo en cuenta la identidad

1 +tf

1 t <
= ( - )(l'l‘t)
t - § t-f 1+t ’
la férmula [3] se convierte en
o
1 1 t 2 .
Gf) = — (—— -~ ) (1+t7) ag(t) +Af +C .
bk [ s <11

Introducienao ahora la funeién no decreciente (pero mo necesariamente

acotada)

t .
S(t) =/ (1 + o 2) dglac)

- od

resulva:

o0

1 1 - :
G 7) ( - ) ds(t) +AJ +C
H v /w t - 1+ t2 8 T

"

Cono g es acotada, S debe cumplir

~ 00
iZntonces, el teorema 2 se puede enunciar en la siguiente forma equivalente.
Teorema 2a(Nevanlimma). Toda funcién holomorfa en el semiplano su erl de

te imaginaria no negativa en ese semiplano, es representable mediante la-fgrmu-
la ' '

o
f 1 1 t f
, = - —_— - .__2_.) d s( A c Y
e ” / ( t-f 1t o0 + ! ’ . [-‘”

-0

donde S(t).es una funcidn no decreciente en (=2, © )y tal aue




oS
v/( o sgtg < o
1+t
- o0 .
A es up plmero real po pegativo, y C up pdmerg real, Re¢lprocamepnte, para. to-

das S, A y C gue cumplan estas condiciones, g ( f'}.gepdcé las caracteristi.
cas enunciadas. ) ' '

El camino seguido para caracterizar las funciones G(iF) ha sido pues
el siguiente; partiendo del nficleo ae Poisson del circulo unided, y de su cop

Jugado, caracterizamos las funciones ¥ z) (teor, de Herglotz) y luego por

rebresentacibn conforme pasamos al semiplano superior.

Podria tratar de ensayarse un camino mds directo (1), partiendo del nb- -

cleo de Polsson del semiplano superlor:

P (x,y) = L ¥

mw 12.4-?
Entonces, toda funeién
o o
u (x,y) = ‘// P(x-t, y) dglt) I5] ’Jf{
~ o0 . -

es arménica no negativa en el semiplano superior, Siempre que g(t) sea no de- 4
crecliente y de execimiento suficientemente lento comp para'que la 1nt°8ralcqn:¢f
verja. '
La arménica conjugada de P (X,Y) es

Q (x,y) = L
m X" +y

y como

(1): Advertimos desde ya que no resolverd completamente el problema,




_plano, Entonces

.Este proviene del hecho que las funciones U dadas por la [5] no son todas las
funciones arménicas no negativas en el semiplano superior. En efecto, para de-

" terminar tal conjunto, tomemos la parte imaginaria en la férmula [4] de Nevap

=40-

P (x,y) +Q (x,y) = -#— —i.

f
resulta ques
W
/ ( Plx-t,3) + 1(x-t,y) ] 4 glt) = ;—:—

o
(x=t) + iy m / f-1t

es holomorfa en el semiplano superior y de parte real no negativa en ese semi-

&

" (fy = > —EU-

[ v-f

seré holomorfa en el semiplano superlor y de parte imaginaria no negativa en e.

+ Cte, real

se semiplano.

Comparando esta @ltima con la. [4] y ¥ tenis do en cuenta que

/3

o(f) = eNF) + at

M = Cte. real
1l+ t +

resulta:
'Hemos demostrado que las G (f) son ’todas las funciones holomorfas en

el semiplano superior de parte imaginaria no negativaj entonces las G*( f') re-

presentah sélo algunas funciones de esta clase, pues car,eceh del término A f
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1inna:

Yo f) = —L /:)‘-—-da(t)+Ay -l/

ds(t) +4y .
(x-t)2 +.v

Como puede observarse, la férmula anteror carecfa del término A y.
Una dltima observaciéni:si se desea resolver el problems de Dirichlet

ra el semiplano superior:

{Au(x,y) = 0
u (xgp) = ’ (x)

se obtendrd -aparentemente- la solucién;

u (x,y) = # ——12——2- ¢(t) dt + Ay

(suponemos por simplicidad a 4) continua y tal que la integral converja), Cono A ;
es cualquier constante, el problema no tendria.solucibén tnica. Lo quo sucede es

que el eje X noes un contorno del semiplano superior: falts el punto del 1nﬁ.—t
| nito. Si se prefija ¢ también en ese punto, entonces, s{ habré solucién 11:1:.«:;:_'.:‘5'j
Por ejemplo, 81 ¢ (e@)= 0, entonces A=0

Por otra parte, si se toma ¢(x)=0 para todo X finito, se obtiene- la
sigulente, proposicién: las dénicas funciones arménicas no negativas en el semi-

plano superior que se anulan en el eje X, son de la forma Ay.

Volvamos ahora otra vez a la férmula [4| de Nevanlipma:

1..“
e (f) = = ¢ —2
f "At




-42-

donde 8(t), A y C cumplen las exigencias ya especificadas, °
Podria pensarse, a primera vista, que haciendo [
b ] - }
(—3— - —L) as(t) = /-"Jﬁi- ¥ ds(t) 6 |
/t-f 1+t ‘ -,,t-f o L1 *t OF

A T [4] toma el aspecto més sencillo

o(fy » 2 [ a8 L afe (]

L? donde C, es una nueva constante real, Pero esto es falso, puesto que si blen

™

existe, segin demostramos, el primer miembro de la [6] y nada pernite afirmar

que existan por separado las integrales del segundo miembro, puesto que ambes

podrian ser divergentes. Esta afirmacién se hace mds patente si tenemos en cuep -

ta que 8 (t) sélo debs cumplir la condicién
f La(t) ¢ o
"Q

que nada asegura sobre la existencia de . / 1—4—%)- ’ 7

l1+¢
Este hecho plantéa el siguiente problema: puesto jue la [7] no represep :
ta a todas las ﬁ;nciones.holomorfls en el semiplano éuper:lor de parte imaginao

ria no negativa;, antonces. a cuales caracterizaré?

Una respuesta estd dada por el siguiente

Toda fupciép @ ( h holomorfa ep el semiplano no supe rior, de gar;g L

i a es

Ssup |y @{iy) | < %, ‘ O N &
y>0 8 N




es representable mediante la fér a

oh /g_gm

La segunda parte del toerema es inmediata, En efecto: sea h(tho decre

ciente y acotada, Entonces G ( f) es holomorfa para y>»0 y:

af) = Cf-—]'-—dht) = / d hit) 3 0
rap = [ordaw - [
Ademds:

0 . ‘ '; . 2 .
“G(iy)] = —d— g h(t) | = dn(t) | s
el = 1 )/ e | |/~';§+—:j— n(t) |

" o i
1+I'2 o
$/_VJ:H E+Iah(t) =f—-1§dh(t)s/dh(t)<u<u.-
- 40 +y ' o0 1 - OO

Pasemos ahora a demostrar la primera parte del teorema. Como por hipétg
sis G es holomorra en el semiplano superior y de parte 1mag1nar1a no nogativa

en ese semiplano, seré representable por la férmula [3] de Nevalinna;

G(_f) = ——ff—fdg(t)+Af+c

lw t-Ff

(incluimos por comodidad el factor -'Tl'f' en g), con g qcotada no decreciento,
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A 20 yCreal. la condicién (8] se expresa pues por:

. \
| y 6liy) | = I/yl—*i—ﬂ dgt) +iA2 +3C | ¢ N
- . / oo t -1 .

i

para todo Y, donde M es un nfimero positivo. Encconsecuepcia, tanto la parte re¢

al como la imaginaria serén en mbdulo, menores que M:
, aad 2
Iy{/ %ag(t)+c} <x
/o tt 4y
/ xz—u—%—ldg(t)-blyz | < ¥
-0

tT+y
De la primera se deduce que

«©
= /—%——-—%ldg(t) =/tdg(t) H

y-—) [ J -0

\

es decir, C es el momento de priner orden de g (t).

De la segunda, puesto que la integrﬂ tiene integrando positivo,
duce que

¥ por lo tanto:

2
/Lzll—*-{‘—lag(t) < ¥

t-+y

Por 1a misms razén'de positividad tendremos, para todo N:

2 2
Lél_*_g_).ds(t) <N
t +y

=N

se de-




Haclendo y-peo, Tesulta:

N ' _
/ 1+t agt)c i
=N

Yy como la desigualdad vale para todo N, obtenemos

/(:1 + %) a glt) < M
o0

de maners que la funcién

t
b (t) -/ (1+a®) ag(k) .

es no desreciente y acotada,
En definitivs, reemplazando en la expresién de G(f) los valores de A ¥
C obtenidos, resulta;

o f) =/ 12t g g(t) +/ t dg(t) = / i+t dg(t)= .‘.’hm
. t'f - oo 4 . t-f < tbf

~ 00

que es la tesis, c.q.d.

Consideremos nuevamente la representacién canénica de Nevanlinna ‘de

todss las funciones holomorfas en el semiplhno superior de parte imaginaria no

negativa en ese seiniplano:

a( F) ./ l.ﬁldgct) + af+cCc .
e t\"f

Nuestro objetivo immediato es encontrar una interpretacién de la constap

te positiva A que aparece en la férmila, y que por razonss que enseguida vere- .
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‘mos, Se llama derjvada angular en el infinito de la funcién G (f).

Sea f, un punto cualquiera del semiplano superior, Entonces'z
o0 o 2
-~ 1+ t .
.G_Lf.l:Q.(.Z:l=A+__L. /(l"’t?-;.ftf)dg(t):A-f/ , a g(t) .
f" fc f‘ fo ~og t-? t-f -~ (t—f)(t-fé)

Demostraremos que la integral tlende a cer6 cuando f‘—’ € a 1o largods

cualquier camino interior al sector

0<P § arg§ < 77-7

1

es decir, cuando r se desplaza en una regibn angular del semiplano superior,

con vértice en el origen, que no "toca'" al ele real,

En efecto, haciendo f= feig s @s sencillo comprobar (hdgase el dibujo)

que para todo t (real) se cumple

| - ’ II'—:-L-IB sen @ > senP
t -

r

' ¥y entonces, eligiendo P tal que P & arg fo <7 -? :

S h+3 | 12+ 3] - -
o PR | = t < 2t \
; (t-F)t-f) |3€_f, =y sen” P .

Como para un T fijo y suficlentemente grando y un &0 arbitrario,\se

" cumple /dﬁ(t) <& por definicién de integral, ‘tenemos:

| / Lt 12 dg(t) | s 1| Lt ag(t)|+ —u= €
(t-f )t F) Jig1er tt- F0e= 0 l sen? 1
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I/ Lt dg(t)l.so+——T-¢-‘ )
sen27

lim
f-. o V. (t-

Y(t=- )

En consecuencia vale la igualdad (para O<7gang § § 2T -p );

up KB -of)

fom f" fo~ R

[

tipo descripto,es decir, y, » O, o bien X =y =0,
Entonces, dividiendo el numerador y denominador del primer miembro por

’ obtenemos:

lim G ( f) = A ,
fmew f . s
A.

y ésta es la razén del nombre de derivadada angular dado &
segin vimos: -

Otra manera de determinar A es la siguienti. Puesto que,

L4
a«f)-cf). , . / SIS LN
f-f 2, (t=-F)=FR)

resulta inmediatamente que:

- 2
a'(f) = & +/ ———71*;) -4 g(t)

- ” (.t-




o
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Y shora, haciendo f —* «© en la regién angular considereda, se demuestre
de la misma manera que antes que la integral tiende a cero, y por lo tanto : -
Lim G fr = & .

Daremos adn otra forma d e determiracién de A . Si en la férmula . [3]

de Nevanlinne se tome parte imaginaria, resulta :

© - ‘
FYa(§) = /71—11-f-dg(t) + A3f = x(1+t2! ‘
-w -

de manera que -

76(72 - 1+ t° ' .
37 = A +[.° ————(t-x)a-l-yz a g(t) .

Si § — 2 en la regidén angular considerada, se cumple ¥y y en =
tonces, como se ve facilmente, la integral tiende a cero, por lo cual ¢

Ja( f)
1im Com——
f-o T(f)

En definitiva, hemos demostrado el siguiente

Teorema 4. Si G(§) es una funcién holomorfa en el semipleno superior, de

parte imaginaria no negativa en ese semiplano, su derivada angular 4 , defi-
nida (de manera unica) mediante la férmula :

EUTY
a §) =/1—*-"T- agt) + af + ¢ ,

o0 -

estd dada por cualquiera de las relaciones

A o= Um 8(F) - 1m G (F) =

§—>o00 f ¢ »o°

1 ]L'.;‘ Tt
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= un JE(F) o
[indnd f ? " -

entendiéndose gve f2= mantenidndose en el sector P <argf § M-, donde P> 0
es arbitrario. ' '

En este teorema estd contenido, esencialmente, un teorems de Julie-Cara=
" -théodory, referente a funciones holomorfas gcotadas en el circulo unidad, dai;

cual nos ocuparemos luego ( $6.2)

Merece la pera recalcarse que la derivada angular es real no negativa, y};;

vale cero cuando f(¥) (ef. §5.3, [33) ) es continua en 0 y 27

[55.6 | Es nuestro propbsito shora dar una ligera idea de la utilidad-de las .
férmulas de repfesentacién recientemente obtenidas, en la teoria espectral de o A
peradores en el espacio de Hilbert. La lectura de esta seccidén no eS'neceSariaf

para la comprensién general del curso, y puede considerarse como una‘disgregiég

Sea ¥ = {x} un espacio de Hilbert y A un operador lineal autoadjunto d
finido en &1, Recordamos queA es coesdjunto si y sélo si A = A%, donde_Af‘\—oRgf
) ro

rador adjunto de A — estd definido por la relacién (Ax, y)a= (x, Ay. ), donde

designamos con parénteslis al producto escalar,

El teorema espectral de Hilbert-F.,Riesz-von Keumann‘afirﬁa que & A le ep

rresponde una familia de operadores E(A) s Ey (- oo < A < 2°) tales que se cum--

ple:
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Los operadores E, son proyectores, y a ese conjunto se lo llama des -

composicién de la unidad respecto de A.

Observemos que la integral no es una integral de Stielt)es usual, pues-
to que g, son operaderes. Su significado es el siguiente: para todo xe¢ ¥6
del dominib de A, la expresién (E, x,x) = M (A)  es una funeién no decre -

ciente y acotada en — A s ¥ se cumple:

g

[ ]
(Ax,x) = )\d(EAx,x) = /Xdlx(/\) 5
-o00

-5

donde la integral es shora una integral de Stieltjes usual.

Uno de los procedimientos para demostrar el teorems. espectral anunciado
se basa en el teorema 2 de Nevah;l.lanna ( §5.3 )(1), pero eso si, no es el tni-

co camino posible.

Una vez obtenida la representacién espectral de A, no ofrece mayores dj
ficultades la fundamentacioén de un cdlculo operacional: si f(A) es una fun ~

eién del operador A, entonces.

9 o
£ (A) = f{ /Ad_s, - /t()\)e.naA
. vad ) !

En particular, es importante el operador resolvente de un operader A, de "

finido por
R, = (zI =4 y~L

(1): Tal-;;;;-;;t& exp;;;to en: Achieser < Glasmann: Theorie der linearen Opers
toren im Hilbert Raum (Akad, Verlag, Sringner, Berlin, 1954, CAp. VI, .
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‘Aqui, I es el operador identidad (Ix = x , Vxe: ¥ ) ¥ 2z una variab- -

le compléja, de manera que el operador resolvente es una funcién de z.

En virtud del cédlculo operacional:

Q8.
= da E,
R —
2 f0 Z =A ’
tamiién:
amM (
(sz ’ X) = ‘// d (EA‘x 2 X)- = /// D e
/ oo z =\ lw Z=A

" es decir, R, se expresa por medio de una integral del tipo de Cauchy-Stieltjes

S8e demestra ademds que la funcién (R, x, x) = ?’(z) es anelitica eﬁi
todo z no pertenqciente al espectro de A. Recordamos que el espectro de A e
un conjunto del plano complejo que esté definido en la forma siguiente: =z i
pertenece al espectro de A si y sélo si R, existe, estd definido en tbdo 79';

a3 acotado.

Basten estas consideraciones para una idea, muy somera por clerto. Sﬁi
agregaremos que no es éste el Gnico campo de aplicacién de la férmulas canbni

cas de representacién que hemos tratado. Asi por ejemplo, Son de utilidad par

tiene lugar mediante operadores integrales, y una de las demostraciones mﬁ§4;

teresantes del teorema espgctral(a), fundamental en la teoria, se basa en la

(1) cr; Coddington-Levinson- Theory of ordinary differential equations.
(MCGrow-Hill, 1955)0

(2) Cf: Titchmarsh: Eingenfunction expressions associated with second orden
differential equations. (Oxrord 1945)
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un poco mas abajo.

|
!
i Otro cnpo‘do aplicacién: el de la teoria de circuitos, serd mencionado
|
!
e |
( §5.7] Hasta ahora hemos tratado con funciones holomorfa: en el c¢irculo u-
pidad y en el semiplano Superior, Pero como ya hicimos notar, el método de trans
formaciédn conforme permite dar representaciones canénicas en otras regioues del

" plano complejo Debidé a su aplicacién a la teoria de circuitos, nos ocupare-

mos8 ahora de funciones holomorfas en el semiplano de -la derecha, R (p) > © ’

. p= xtly ¥ de parte real no negativa,

El correspondiente teorema de representacién es el siguiente:

Iegrema 5, (F. Riesz), Joda funciém H (p) holomorfa en el semiplapno de }a dere- |
gha, de parte real no negativa en ese semiplanoc, es represeptable mediapte Ja
. frmula:
| . (- -] .
H(p) = / .i_ttl_'_*.dh(t) + ap+iec , (20)
L oo =P

La demostracién puede llevarse a cabo a partir de las F (2 ) del circu-

| lo unidad ( §5.2), de la misma manera qﬁe se hizo en el teorema 2, §5,para ca

_ ‘:racteriza,r las G( f) (§5.3), o blen partiendo de éstas @ltimas, Seguire
mos aqui el dltimo camine, (

Multiplicando por i la férmula [3. §5]§ de Nevanlinna (suponemos el fa
il tor —ﬁ'l englobado en g), resulta:
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[--Y
{o(f) = /i‘—f-*—l—dg(th»iA +ic
2, it +1f

Llannnd;:-i f*p Yy -i G( f) = -i G(ip) = H(p) s obtenemos

oy
H(p) = - / Lﬁf—-‘-ldg(t)_ + Ap =4c¢c ,
s - -p

y cusndo f varfa en el semiplanc superior, P varfa en el semiplanc derecho, y -

como G tiene parte mginarj.g no negativa, H tendrd parte real no negativa, Ha=

ciendo ahora el cambio de variable u = -t , ‘resulta:
- o8

H(p) = / 1up=-1g4gu) + Ap =4c , t
e iue-p '

S1 ahora definimos h( u) = -g( <u ) y canbiamos C por -C, esta férmula

se convierte en 1a (1] , y h( u), A y C cumplen los requisitos exigidos. ==

Bl hecho ae que las H (p) son todas las runciones con las propiedades a-
rriba establecidas, se debe & que provienen de todas las G( f) correspondien=-

tes, c.q.d.
De idéntica manera que en .§5.3, si se tiene en cuenta la identidad

el . e ) (14t \

_‘ )
y se introduce la funcidn s(t) = / (1+a:2) da n(t) y Tesulta que: S
: e 0O
leoroma Sa, El teorema 5 de F, Riesz conserwa _su valldeg cyapndo se reemplaza ls
(10] pors i ' .




H (p) = / —1—2)ds(t) +Ap + ic
: p-it

¥ T+
d S(t) < °©
donde S_(t; cumple 18 condicién —_—
. 1+t
o0

Todo lo dicho en 5.5, respecto a la derivada angular, conserva ghora su :
validez, ccn la diferencia de queydebe mantenerse en el sector angular - —Z— +2,
€ arg ps%-’p con P>0. La linea de razonamiento es 1déntica,y omitimos repe- :
tirla,
[§5.8] En teorfa de circuitos tienen especial importancia las funciones H(p)
que, ademds de poseer las caracteristicas en descriptas en §6.1, satisfacen la
condicién adicional de ser reales en el semieje real: H (x) = H (x). l

Como H (p ) estdi determinada por h(t), A y C, veremos shora cuales Son

las condiciones a que deben satisfacer estos rardmetros para que tenga lugar la

circunstancia apuntada,

Ante todo, tenemos ( p = x + iy): .
-
H (x) = / 1tx-1 d h(t) + Ax + ic / x(l+t it l-x )dh(t)+Ax+ic «
it -x tm +x :
-% :
Para que E (x) sea real debe cumplirse, para todo x:

JH (x) = (1-12)/ t dn(t) c 3 0
t+x

18 sual implica:
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RO
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‘ (ti |
= 0 0
. =0

de donde

|
t
——t—— d [ h(t) + h(-t) = 0
[ta + x° )

para tedo X, por lo cual
d h(t) = -4 h(-t) .
Bntonces, toda funcién H (p) con las caracteristicas deseadas serd de 18 |

~

o
H(p) = ] %.F—'—_l'dh(t) + /-Ltf-— dh(t) + Ap =
-p
o0

t-p S
oo . 2
= ( itp+l *~1tp-1 ) ah(t) +4p = /geélﬂ—% a h(t) +4Ap | N

lo cusl muestra, en particular, aue B (p) = H (D), Esto dltimo, por otra part

es consecuencia, inmediata del principio de simetria de Schwarz.

Adends, como h(t) es acotada no décreciéntlé’, la funeién
. _

t
8 (t) = 2’/ (1 +o2) d h(X)
0

serd no decreciente y tal que
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En definitiva, hemos demostrado el siguiente

Teorema §.(Caver). Ioda funcisn HE™ (p) holomorfa en el sewiplapns de ls de-

recha, de parte real po negativa en ese semiplano, y real éh-ei\sgmiejg real,

es repzesentablé pediante la_formula

. [~ ]

ue_cumple la condiciép

La aplicacién de 1o que antecede a la teoria de circuitos se debe a lo
sigulente: se demuestra que la impedancia de un sistema lineal pesivo es ‘uha

holomorfa en el semipléno de la derecha, de parte real no negativa en ese semj

de Foster,'que es un prochimiento de sintesis de circuitos., No podemos ccnsi-

derar aqui estas cuestiones; pues nos alejarfian demasiado del tema.

Solo daremos,; para concluir, dos consecuencias del teoreme € de Cauer,

que se refieren:a aigunas propiedades de las funciones H? P). BEn primer lugar

CorglarigVQ. (Teorema sobre =1 argumento de funciones positivas). Toda funcibp

-~ .
H"(p) holomorfa en el semiplano de la derecha, de parte real no negativa en

+

P PO

B .
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ese seminlapo, y real en el semieds real, verjifjica la relaciép.

| arg K (p) | € | avg p |

a t;d d arte eallo egativa,

En efecto: por el teorems 6, existe una & (t) y una A tales que

¥ = /.B—d-ﬁ-(-!-a-"'ip ’
+t

de mapera que

o 8

i

argH*(p) = arg{ / .S(t) + Ap} .
P p+t

La demostracién se basard en este hecho evidente si & y ( son dos nd.

Tr
meros complejos de argumento comprendido entre - 3 ¥ "1% y entoncess
| arg (x+€) | € mdx ( larg «| , largf | ) .
Entonces, como |arg £2| 2 larg p | (por ser arg t2 o 0), resulta:

P
2
|arg(p+§-)| § | argp |

por lo cual

. ‘
| arg talslarspl,

p+ 5—
N
Como 18 integral / M

es un 1fmite de sumas, basta notar que
70 pt+ ;-' . . '



en virtud de 1la propiedad de los argumentos de nfmeros complejos. Entonces, pa

ra todo N>0

N
Iars/ i-'s’i%lslargpl,
0

i
+
P*D

Yy :en consecuencla se mantiene la desigualdad para N — @ , c,.q.d.

Es también importante conocer cudles son las singularidades que presen=-

tan las funciones E ¥(p). Por ser S (t) localmente de variacién acotada, el teg

rema de descomposicién de Lebesgue permite afirmar que se puede expresar de ma
nera finica comn la suma de una funcién absolutamente continua, una funeién a
saltos y una funcién singular, Si en particular, S(t, se reduce a la i:unci6n a
.‘ saltos 0" (t) se cumple el sigulente

Corolario 3. 8 u;:la funcisp H” estd definida por

oo
H (p) = / er@(t%-*Ap
0

p-t+t

| donde A es un némerg real no negativo y 6 (+) una funciéri ngo decreciente & sal-
| tos, con nfime finito de ssaltps, ent icos_puntos singulares son

' Rolos simples sitgados_en el ele imagipario, v con residuos positivos.

e

Llauumdoiétj (»>0),(j =0, 1,.., n ) los saltos de §( t) en los puntos J

it ( en particular t =0 j si no tuviese salto en el origen se tomaria G =0)




8s evidante qus

ti

n
oL -aé\‘i'?‘z*ﬂp .

P J1 %+ t]

H (p)

Con esto, fdcllmente se deduce la tesis, trabajo que dejaremos a car:o -

del lector.

§6 FUNCJONES ACOTADAS

|§6.1 | En el anterlior pardgrafo hemos tratado con funciones holomorfas ea
clertas regiones, cuya parte real o imaginaria estaban sujetas a clertas condi

1)

ciones de positividad. Impondremos ahora una condicién de acotaciédn ( para

poder entrar luego al estudio de las clases HP de Hardy.

Cuando una funcién F (z ) es acotada podemos poner, sin restringir gene i
ralidad, que es menor o igual que unn, puesto que si no fuera asi bastarfa ml

tiplicar por una constante suficientemente pequefia, W;5f¢

En primer lugar conslgnaremos el resultado elemental dado‘por el

Lema ]l (Schwarz), Si F ( z) es holomorfa en el circul dad, acotada ep §1 3
IF(z)| €1, v ademds P (o) s O entonces se cumple |F(x)|$]z| para todo |z|§¥1

En efecto, la funcién Eé&l es holomorfa en el circulo unidad, y |£§$l|
€1 en su contorno. Entonces, en virtud del teorema de médulo mdximo, serd

|3§El| £1 en el interior, c.q.d.

Observemos la semejanza entre este lema: |F(z)| & |z] con el corolario 2

( §5.8) que afirma [arg F(z)|€|arg zh bajo clertas condiciones. Hacen ambos la

(1)s Un primer resultado -para funciones acotadas lo obtuvimos ya en §4,.5 (Tf\e’b-
rema de Fatou). ' '
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misma afirmecién, uno para el médulo y el otro para el argumento.

Introduciremos ahora el concepto de &ngulo de S: Ze
Se dice que la variable z (|z|<1l) tiende a un punto z, del contorno :
-del cfrculo unidad en un~é.ngulo de Stoltz, cuando para todo z existe una cont |

tante K tal que

TEh

| 2, -2z |
2 < K -
- |z - -

La interpretacién geométrica es sencilla: significa que z tiende a zoa

lo largo de un camino no tangente a la circunferencia unidad (hdgase el dibujo).

i

Otra nocién que luego utilizaremos es la de horigiclo, Se 1llama asi a tg
da-circunferencia unidad, y tangente a ella en un punto Z, o :

8u llamamos D a su didmetro, Su ecuacién seré:

IZ-ZO(I-D)|2+Iz-z°|2=D2

0 s@a desarrollando y teniendo en cuemta que. lzml2 =]l

IzI2 + (1.~ D)2 +( |z - zol2 -1la |z|2 )91 =D) + |z - z°|2 = p°
‘es deelir:
] - zzz . 2.1
|z°-z| D
En definitiva, la desigualdad
2 e .
1 22;;)\ , o<)\gw .

lz, - zl
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2
1+x

significa que 2 es interior al horiciclo de didmetro D =

Con los preliminares de la seccién anterior estamos en condiciones de
demostrar el importante teorema de Julia - Carathéodory, referente a funciones
acotadas; pero como la demostracién la haremos partiendo de funciones de par- - ‘3%
te real positiva, conviene dividirla en dos partes, probando antes el sigulen-

te
Lepa 2, Sea G( z) upa fupcién holomorfa ep el ¢irculo wmidad y de parteresl -

io

po negativa en esa regién, y 20T e un punto cualguiera del contorpo, Enton
ces ex]istep y sop iguales los limites,

lm  (z, - 2z) G(z) ; lin (g, -2)° @'(2)

Su valor es cero excepto a lo sumo en un con t umerable.

Como G (z ) satisface las hipétesis del teorema §5.2, 1 de Herglotz, - -

se la puede representar de manera finica por la férmuia.

2w

G (z) = =+ —f;;——ew”dgum + ic
27 0 eV -z

donde g () es acotada no decreciente y C real,

Puesto que debemos hacer 2z —»2 s conviene antes eliminar la posible

o
discontinuidad de g (P ) en ¥ =?° . Para ello escribimos:

A I TR
e
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=-}-3;-Z°—+§ (s ? +0)-g(¢ -0 ) +;{/‘%‘°+/2”
2T o' % -2z 0 ° 2w J, #.+0
iy

vefinamos shora la funeién - E—rZ g g(¥)+ic.

99-2
&¥®) para o0g ¥ £Y,

g*(¥) = :

&9) - (80 9,*0) - (9,00 ) pare P, < ¥ ¢ 2mr

g () seré continua en $= ¥ , y'la férmla se convierte en:

%4z, 1 21re”+z ¢
G (z) = TT—-—-A* 54 (¥Y) + 1
z et 70 - 2 2 o e’ -z 8 ¢
donde A = 3i= (g( $20)-g($-0)]) > © vale el salto de g (%) en

S"a, dividido 27

Entonces:

2m
{z_ =~ z) G(z) = (z *-z)A-i-z°»z 'eip*zdg(P)*’ic(z-z)’
° o 2 o el? - 5 o™

Demostraremos que el término en el cual aparece la integral tiende a ce-

" ro, En efecto, haciendo

/ A 2+ 2™
= + + ’
0 */)_ $-d Aﬂ'

inmediatamente se ve que los términos correspondientes & 1a primera y tercera
integral tienden a cero para todo ‘ > 0, por ser acotado el integrando. Y para

la parte restante resulta:




ER s L3,

—63-

‘P+¢f

4 ""'{ i(p
) ZO-Z [+ e + 2z : _;- _ I¢+z
12 | / ng(?)lszwlzoz' -I—i-—-—l'd

e’ =1z
-

por ser g *(‘P) no decreciente. Ademds, como 2] < 1
| KT < 2,
Lef? =z 1> 1et¥)-la] = 1- 2]

¥ por lo tanto:

- 'F+J » ‘ :
12 < %‘ lzo ,zl / o a g‘l‘(?) . :
1l - IZI ?o-;

, lz, - z| ‘
Como z —>%, en un’édngulo de Stoltz, es —I—-,—l—(K para algén K, y co-

mo g8~ es continua, se puede elegir un § suficientemente pequefio para que
I, < &
para todo €>0 arbitrario.

Entonces 1lim I, s (3 y ¥ como € es arbit rario, es
Z 292
o

lim I2 = 0
z-.za

En definitiva:

1in ( - = 24
25z, 2, - 2) 6(z) Z,

Notemos que A=0 excepto a8 lo sumo en un conjunto numerable, pues re-

presenta los saltos de una funcién no decreciente y acotada,
Para probar lo que resta de la tesis, consideremos la derivada de G(z)

8iendo: on g 2 i . -
G'(z) = %o —e—— a8 (P)
(zo-z)'z * w / el¥ -3)2 ' . g




ge obtiene (z_ = z)% 2m 19
- 2 ' = _O___ ___._e x
, (z, =2)° G'(2) = 2 4 2, + —2 72 ¢ (%)

Procediendo de la misma manera que antes, se demuestra gue el dltimo térmi-
no tiende a cero cuando z —»z, enun éngulo de Stoltz, y resulta:

lim (zo-z)2 G'(z) = 24z
Z—Dzo -

y la tesis queda demostrada en su totalidad, c. q. d.

o

Notemos ahora que si G(z) tiene las propiedades enunciadas en la hipdte
sis del lema anterior, es decir, si es holomorfa en el circulo unidad y de paﬁe

real no negativa en esa regidn entonces, si W 0 = e:L %o es cualquier punto
del contorno, la funcién

G (z) -1
°© G(z) +1
es holomorfa y acotada en el cfrculo unidad. En efecto: G(z) # =1 por hipé=-
tesis, y ademds: ‘

F(z) = W

2
IF(z) ]2 G-1C-1 _ |G|2-2 RG+1 4
G+1G+1 ]G|“+2 RG + 1
la Pérmula inversa de le~ transformacién es :
w. t F(z)
G (zg) = —2 oy
@, - F(z)

y reciprocamente, si F(z) es holomorfa y acotada en el circulo unidad, G(z)
serd holomorfa y de parte real no negative. En efecto: w ¥ F(z) porque
|F(z)|<1 para |z|<1 , y ademds )

2 -
- +F l1-|FI°+Fw_-Fw 2
o @ ) -
RG(g) = R =——— = R ‘ g ° o - 3 0
' w, = F |w°-1?| |u°-FI

Con todo esto, probaremos el \

.Ieorema 3. (Julia - Carathéodory) Sea F(z) holomorfa y acotada (IF(z)| € 1)
en el circulo unided, y Zy = el Fo XY= el¥70 4os puntog cuslesquiera del

contorno, Si 2z tiende a z, enun dngulo de Stoltz, ex:lste__ el limite

1
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F(z) ~ wo
lim

z-—)z-o z -2, A z

1 W

- (]
- — ’

o

dopde O € A€, v s esg 1{mite es finito (4 #0), entonces existe tambiép
el l1f{mite de la derivada, y vale lo mismo: .

W,
lim F'(z) = ) ¢
2 2, Az
md ara se verifica ]la desigualdad
1o R0 5y 1=talf
BWO-F(ZH Izo - zf
-] de aldad tiene lugar si SQlo 81 F(Z ) es lineal.

Como ya sefialamos mds arriba, la dltima desigualdad significa que si 2

estd en el horiciclo tangente en z, Y de didmetro D , entonces F(z ) se map
tiene en el horiciclo tangente en W y de didmetro Dl = ____3__1?_
o 2A + AD + D
Definamos la funeién G(z) mediante

w . + F(z)
G(3z) = —2 z

w, - F(z)
Como ya dijimos, G(z) es holomorfa y de parte real no negativa en el eip 2
cylo unidad, de manera que le es aplicable el 1eiu 2, y por lo tanto existe el |

lim (2, - 2) &(z) = 243,
z =z,

Entonces, recordando que

F (z) = W G(}) - 1

° a(z) +1
es 1a férmula inversa de la transformacién, obtenemo.
G(z) -1
W - F(z) 1-35T 2 w
iy —%—— = Um @ _. el * 1 = 1 2

29z, B, % 2P °© g -z Z->2 (5,-2) [Q(z)ﬂ]

o o [+
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Aplicando pues el lema 2, resulta:

1 Wo
lim =
> z_ -2
2% o oo si A = 0

y la primera i:arte del teorema queda demostrada.

En cuanto a 1a derivada, como

a o + F(z) 2‘00 F'(z)

gr(z) = az @, - F(z) ) [‘uo-l’-‘(z)]2

en virtud del lema 2 obtenemos
]
)2 2w, F (z)

lim  (z, - 2) o = 24z
o _ o
z92, iwo F(z)i

51 A#0 , resulta:

un Fiz) = : ¥ . 1 (¥o-Fo)
292, Az A

Resta demostrar 1a relaciédn entre 1os horiciclos. También en virtud del

lema 2 se cumple:

_ 2w
+ + 7z : i¥ ;
“o F(z) = o T 2 A o+ L %F_L& a g*(f) + 1ic¢c ,
wo-F(z) 2, ~ 2 2m 0 etV - 2

de donde, llamgndo Z2=r ej'g y tomande la parte real:

4




-67=

2Tr

2 2 |
1-0e(z))? | 1=z, , L l1-r a g7,
|cu°-F(z)|2 |z0-z|2 2m 0 1-2r cos(6-%) + rl ‘

¥y como el nficleo de Polsson es no negativo y g”( f)es no decreciente, resuitz

la tesis. La igusldad sé6lo puede cumplirse si la integral es nula, y para eiio

debe ser
g¥(P) = cte. ,
de donde resulta:
W& + F(z) z + 3z
—° = A 0 + ic¢c )
w, - F(z) 2o = Z

‘@8 decir:

loo(A+1) z + (uo(A-l) zg + i1e¢ o

Flz) = (A-1) 2. + (A + 1) z, *+ ie¢ ’

que es una funcién lineal, c.q.d.

Ast como en el §5 dimos representaciones canénicas de clertas cla- .
ses de funciones holofomorfas, haremos ah;:ra eso mismo para las funciones que
estamos considerando.

Sea pues F( z) holomorfa en |z|<1l y acotada en esa regién:|F(z)|g1
Supongamos en un primer paso que F(z ) no se anule en el origen, y sea
zZ) los ceros de la funcién - habfa a 1o sumo un conjunto numerable - en
0 <|z| <1 , ordenados por médulo creciente y contados cada uno con su orden de

multiplicidad:

0 <|zll s Izals es e SIZkIS es e

Para cale r (0<r<1l)y cada Xk , la expresién
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r ( Zy - z)
f
r - Zk Z
es una transformacién conforme del circulo de radio Y en el circulo unidad.
Llamando
_ar 2, r(zk - z)
BI‘ (Z) - | 2 —
Izk|<r |z | - Z, 2

podremos descomponer F(z ) en 1a forma

F(z) = 22l B (a) = al(2) By(a)
B.(2) .
donde Ar(z) = %:T?-;-) es una funcién holomorfa y sin ceros en |z|<r ,pueg

to que los ceros de F(z ) se compensan exactamente con los ceros de B (z)
El interés de esto estd en que por ser Ar(z)holomorfa y sin ceros en
|z| <1 , su logaritmo

in Ar(z) = 1n IAr(z)I + i arg Ar(z)

serd una funcién holomorfa en esa regién., Admitiendo, lo cual podemos hacer,

que r #|z, | para todo k , su parte real serd continua en el contorno |z|=T
¥y por lo tanto admitird la representacién de Schwarz ( $3.1) con el nfcleo de
FPolsson del circulo de radio r. Sumdndole la conjugada resulta inmediatamente

(tal como hicimos en §5.1 y §5.2):

2 i¢ 1 :
na, (z) = == Eeoc*® s, ret®)laf + 1c
Jonie C es un némero real y lnIAr(rei?)l es la parte real de 1n Ar (2)

en el contorno |z| = & Y como para|z|=r es |Br(z)| =1 (compruébese), la an

terior podemos escribirla en la forma
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2m
iy
i iy
1n A (2) = X L8, %% 1n [F(re )| 4P + 4o =
I‘z 2™ o retf oy | I
20 10
I etz af(P) + 1o ,

p
dond £ = 1n | 1 ax ,
IR I

Como por hipStesis es |F(z)|g1, resulta _fr(?) no‘ decreciente, Ademds,
para toda funeién amcotada se verifica que el producto infinito de sus ceros,en

Tr Izkl ,

k
converge (1), y por lo tanto £ (9)ett& uniformemente :eotl.du en r, pues;

valor absoluto,

2m
fr'(y) £ fr(2-17’) =/e in | W | dx = 277 1n Az.(O) .

217"5'(0) 2T F(O) . ¢ 2T F(Q)
.?i_ T el ~ F
O(.lz <z ﬁ:r O0<eyler “ kel 2l

Considerando ahors una sucesién f (‘P) con Ir [-s1 , & esta familia le es a-:
plicable el primer tsorema de Helly (§2) y por lo tanto existiré una subsuce-
elén convergente hacia una funcién f£( P)acotada no decrecients,
Aplicando el segundo teorema de Helly (§2) (modificado) se puede pasar al 1f-

mite bajo el signo de integral, y entonces

(1) Por ahora aceptamos esto sin demostracién; se deduce de la férmule de Jen-
sen, como luego veremos,
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am
1 e’ + 1z
lim 1n A (z) = 1lnA(z) = -— —{7—-d-r(P)+1c .
1‘—"1‘ . 21T o e > Z

51 ahora definimos el producto de Blaschke de la manera

e = -
Blz) = W k. x”F

oo
se ve que converge al mismo tiempo que B(0) = T Izkl (1), y pars todo|s| <1
k=1

resulta F(z) = B(z) i(z)

En el caso en que F(z) , tenga un cero de orden m en el origen (2), con-
siderando 1a funciénP(z)/a"el razonamiento anterior conserva su validez, y re
sulta as{ demostrada la primera parte del siguiente teorema de representacién
\canénica: ‘

Teorema 2 (F. Riesz(3)). Ioda funciép F(z)holomorfa v acotada en el circulo u

nidad admite una representacifn en la forma

' z. -2 2T ¢ [ZJ
it m ok " exp 1 2t 22 a4 2(P) + e
F(z) = =z — -
k Izk| l-% z 2™/, e =z
i de m es e den de multiplicided del cero de F(sz)e rigen los ce-
|

e

ros de F(z) en 0<|z|<1 contados con su orden de multiplicidad, £{ ¥ Juna fup —F

l‘ cién acotada po decreciente y ¢ un ndmero real, Reciprocamente, sif(P)y ¢
; cumplen esas dieigpes es_un ente negativo y %k -(kﬂlég.)gna suce-
1 sién de ndmercs goinplejos tal que . %' converge, entonces la :f(g') definida
g por 1a [2] es holomorfa v acotada sn el efrceulo unidad y cop ceros®k .
| La segundo parte del teorema es inmediata - basta examinar la [2] para

determinar las propledades de F(z) - y por lo tanto la omitimos.

: e =z _

(1) Por esta razén se introduce en la definicién el factor . s Gparentemep
. te sin importancia, mer Z. -z I"'.

(2) Bn fal caso definimos comoB(¥):Z H-;:i T2 al prod. de Blaschke,

(3) Math, Zeitschr., 1921. |
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Observemos que en la descgmposicién se han aislado los ceros de F(z) :‘el
factor exponencial no se anula. )
A veces es conveniente dar una descomposicién de F(z) como suma de dos fugA

ciones holomorfas acotadas y sin ceros (1), esto es inmediato:
F(z) = B(z2) A(z) = [Bz)=1) A(z) + 4 (2)

teniendo en cuenta que |B(z)|¢1para |z| <1

Restrinjamos ahora nuestra atencién al factor exponencial A(z) de la (213_
‘es fdcil demostrar el:

Corolario 1. El exponente de la representacién canbénica [g] de F.Riesz tiene 1{'

mite integrable para |z| — L

En efecto: puesto que

2m
In A (2) = - e _*z2af(f) + ic ,
rall 0 el’ - 2
se obtiene (z=reig) : 27T
In |} A(z2) | = -/ P(r,0-%)acf(¥)y ,
0 .

donde P(r, 6~-%) es el nficleo de Polsson.
Como
F(P) = a(P) + &P + s (¥
donde a(f) es absolutamente crntinua, 0(¥)a saltos y s(P) singular,‘lés dos;~
dltimas con derivada nule p.p., haciendo r —» 1 obtenemos, en virtud del tebf

rema §3,2,2 de Herglotsa:

n  In | A(z) | = a(®
b | 4(z) | a'(®)

en casi todo punto, y evidentemente a'(pP) e L1 sy Ceq.d.

Observemos que la tesis no era evidente, pues el teorema de Fatou §4.5,6~

(1): De esto hacen uso frecuentemente Hardy y Littlewood.
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sdlo afirmaba la existencia p.p. de 1fmite integrable para A(z), pero no para la
parte real de su logaritmo.

Del corolario anterior resulta inmediatamente el siguilente:

Corolario 2 (Teorema de.unicidad) (1) Si_F(z) es holomorfa y acotada en el cir-.

culo unidad y f(9)=F(ei9)=11m g(z) es nula en un conjunto de medida positiva
zZ|.

en la _circunferencia, entonces F(2z) es idénticamente pula,

Notemos antes que la existencia p.p. de £(8) estéd asegurada por el teorema

de Fatou $4.5,6. , -

S1i £(0)=0 en un conjunto de medida positiva, y F(z) no fuese idéntica -
mente nula, se cumplirfa en ese conjunto 1n ?(9)=-c°, y por lo tanto no seria
integrable ,lo cﬁal contradice al corol. 1, c¢.q.d.

Este teorema de unicidad puede extenderse a funciones no necesariamente a-

cotadas (Lusin, Privalov); de esto nos ocuparemos més adelante.

Para terminar con el presente pardgrafo, diremos algunas palabras sobre
clerta clase de Punciones holomorfas en el circulo unidad que, si bien no son a-
cotadas, estén estrechamente vinculadas & ellas,

Diremos que F € N, o F pertenece & la'clase de ‘Nevanlinna (2), si es ex-- —

. F(z) -
presable mediante el cociente £(z) = fér;y ’ ‘ |
donde,F, y F, son holomorfas y acotadas en |z|<1l , y ademés Fy no tiene ce-

T0S en esa regién, .

Ante todo, se cumple el sigulente teorema de representacién canénica:

(:., Teorema 3, Toda funcién F € N__es represeptable mediante ]a férmula

(1): v M. Riesz, 1919,
(2): Este autor hizo un estudio de tales funciones, que llamb "funciones de- tipo
acotado" (en alemédn: Beschrénktartige Funktionen).
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’

2 19
Fz) = b(z) exp] -~ / _f___;e 23 1(P) + 1c¢
{ 27 o € -z

donde B(z) es el rroducto de Blaschke del numerador, f£(%) una funcién de va-

riacién acotada y ¢ un nfmero real, Recf{procamente, si f£(%) v ¢ cumplen estas .

condiciones, y B(z) es un producto de Blaschke con ,E [2k| _convergente, enton- - '

ces FE€ N,
ks inmediato comprobar la validez del enunciado, a partir del teorema % de . |
F. Riesz, y por lo tanto omitimos su demostracidn.

Mostraremos en cambio otra forma de caracterizacidn de la clase N,

Teorema 4, Es condicién necesaria y suficiente para gue FE N, que_sea holowyy =

fa en |z|<1. vy la integral
2Mm
/ 1n* | F(r eie) | de
O .

Para probar la condiciédn necesaria, basta observar que

esté acotada en r<1.(1)

1n.—(——-Ig—|d9£ In | ———5- 1 d ,
0 0

por serlFll €ly |F2|~;< 1 por hipétesis, y tener en cuenta que el segundo mflégf-\}
bro es igual a

2™ 10 | oy | L
que es finito por hipétesis, e independiente de r.

Respecto a la suficiencia, partimos de

21'r
o |F(re)|d9<M

Un razonamiento anélogo al que hemos hecho para demostrar el teorems de_

. Riesz §6.3,2 , y que por brevedad no detallaremos aqui (2), muestra,que

(1): Como es usual, designamos con {»* 1a funcién definida en el semieje real
positivo mediante (n*x=lnx st x31, ¥, (ntx=0 s XxX<1
(2): Cf: Zygmund.op cit, Segunda edicién, Tomo I, Cap VII, 7.
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| o
F(z) = B(z).A(z) = B(z) exp{ - - eiI;'Lz 18(fP) + ie¢
2 0 e - 2 !

donde B(z),f{ P)y ¢ cumplen 1as condiclones del teorema 3y ¥ por consiguiente re

sulta la tesis.,

e ws @ e em

$7. CLASES HY

_§7.l| Comenzaremos ahora a estudiar eierta clase de fumeieribs que eeuperen prj
mero la atenci{én de Hardy y luege la de F. Riesz (1), quien la desighé con el nom
5 :

bre de clase H de Hardy.
Ya hemos dado en 81.1 su definicién:
Se dice que FeH® (§70) s1 F(z) F(rel®) es nolomorfa en lz] <1 ¥

exlste una constante M tal que para tedo r <1l se cumple

21T ¢
T | F(z) |° a0 <M ;

en otras palabras, si la integral mencionada estd acotada en r<1l.
Demostraremos en primer lugar que esta clase constituye un subconjunto de N
la clase de Nevanlinna (86.4):

Teorepa 1. S1 F € ﬂf‘ para_alg@n §> 0. epntonces F €N,

Basta demostrar que si existen $>0 y M tales qu-
2m

1 | F(z) I° a0 <u
2T/,

entonces se cumple:

"
)/ Int | F(z) | a0 < N o,
0

para algdn ntmero M 1,

(1): Math, Zeitschr., 1922,
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La tesis surge inmediatamente ae:

5

t" > 2 In ¢t , 2>0 , >0

2

de manera que sblo es necesario probar esta §ltima desigualdad,

S1 tg1, es obvio que se cumple. Ademds, para t 1 es:

~

g__ ba_d__ s.ln-i- % :
dt dat

¥y vor lo tanto la desigualdad anterior es también cierta para t > 1, c.q.d.

’E Antes de entrar al estudio en general de las clases H‘, veremos algunas
propiedades elementales de la clase HZ2, Similarmente a lo que ocurre con las
clases LP de Lebesgue, el caso § = es més sencillo de tratar.

En primer lugar consideraremos la convergencia en norma en el contorhno,
Teorema 2. S1 F € HZ2, entonces converge en L2, para |z] ->1.

[~ =)
De: e
F(z) = F(r eig) = Z' anzn = Z arnej'ng , lzl=r < 1
n=0 n=0 o .

como F(r eig) = fr(O) tiene norma -2 finita por ser F € Ha, resulta la i-

2 o
L / | F(r eig) |2 de = Z Ianl2 I‘2n . -~
2W ) n=0 -

Por hipétesis, el primer miembro es acotado en r € 1, y entonces

Qo
}E: |an|2 & oo

n=0

gualdad de Parseval:

Como acotacidén al margen, podriamos afirmar ya, en virtud del teorema de.

_ Riesz - Fischer, gque la .func:l.bnc°

Z\a o1n®

n=0 B .
donde la convergencia de la serie se entiende en norma, pertenece a L2, pero no

podemos afirmar por ahora que
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ing
F (2)—> & & E
_"n'-'oan

Prosiguiendo con el hilc de la demcstraciér., veremos que si rp~* l,entonces

F(r, e10 ) = £ry,(0) es una sucesidn fundamental en L2, En efecto, de:

a0

ie ie, _ In0
F(rpe ) =F(r,e ) = E?Zo,an (rﬁ - r;) e ’
or Parseval resulta:
2

A | Fe, o) 7 (n ¢) 12 a0 = & a |22
2w o n=0

¥ el segundo miembro es arbitrariamente pequefio para h y k suficlentemente gran

des.

Por lo tanto, puesto que L2 eg completn, existe una funcién de 12
F (eig) = £ (0) tal gue

27T
lim / [£(8) = P(r e¥*|% a8 = 0 , e. q. d.
r->L 0 .

Examinaremos ahora la ccnvergencis puntual, E1 problema es fés delicado,y
requi-re previamente el sigulente lems que demostraremos para todo p >1, aunque

sélo necesitamos p = 2):

Lema 1, Es_condicibn necesaria y suficiente para gue una funcién arménica
u(r,@) = fp (o) sea la integral de Polsson de una_funciénf(e) de 193 (b 21),que

la integral 2T
| £,.(0) [P de

sea acgtada para r<1.(1) Y

Demostraremos en primer lugar la nex,esidad Llamando q= p* <o al conjuga

do de p, por la desigualdad de H3lder obtenemos:

(1): Para el caso p=1, ef, los teoremas §4.3,3 y §4.5,5.




2m 2T A
l£.(@)] = | / P(r,0-¢) £(P) af| | / |B(r,0- ) VP 2(#) L

om [,z ,

) 1/p 1/q
.|P(r,0- ?)ll/q a¥| € / P'\r.,euﬁ")lx'(?)lpd? .l// P(z,0-P)2 ¥ '
0 ’ 0 :

Puesto que g< < , el segundo factor vale 1 (compfiébese), y como el teore

ma de Fubini permite invertir el orden de integracién, obtenemos:
‘ m
/ £, (e)lpdes/ £ (PP ay
0 - 0

Pasaremos ahora a la suficiencia, Sea

1 B = p?

2T R? - 2Rr cos(e - ¥) + r?

¢l nicleo de Poisson del c¢irculo de radio R < 1. Por el teorema de Schwarz(ef,

§3.1,1) se cumple-zn, %
£.(8) = / Pplr, 6 -F) ;R(P) a¥ = /o Py (ry, 8 -%) dF (#)
0 , .

PR_(r,g-” =

uonde / ‘ @
Fp (¥) = A fp (xX) dax
Pero la funcién Fp(®P)estd acotada uniformemente en R -puesto que
fR € 1P v entonces a fortlori & Ll, con norma acotada en R por hintes:ls " g
Entonces, por el primer teorema de Helly, existird una sucesién ‘RJ -»1 tal que
Fnj (¥) converge a una funcién de variacién acotada F(¥), v por el segundo

teorema de Helly resulta:

£.(0)

2m

Probiremos ahora que F(¥) es a%solutamente contj.nua', y para esto basta ver' :

que FR (¥#) son absolutamente continuas uniformemente en R, Y esto es asi,pue_’a )

por H8lder se cumple
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' i/p ' 1/q
i f(«)de{] |f(°()|p d*} m(E)} ’
E .

donde m(E) es la medida de E C(o,'2m. Pero la norma.p de fp estéd acotada en R por
por. hipbtesis y ademds q< o . Entonces, dado & >0 arbitrario, existe un $= S(g)'
independiente de R tal que para todo E con m(E)< § se cumple

’ |/fR(oc) ax | < €.

Por consiguiente, siendo F(¥) absolutamente continua, si 1lamamos
£(%) = F(P) resulta:

2w )
£, () = / P(r,0-%)£(¥) ay .
o .

Resta probar que f & LP Y lo cual resulta inmediatamente de un teofema de

Fatou sobre paso al 1{mite (1)

. g2 | 21 | B
/ | £F) P df £ aup / | 2.(#) IPa® , c.aq a.
0 _ R Jo.

Este lema est4 en estrecha vinculacién con el problema de las"clases de
funciones de series de Fourive'r"-,' -consistente en obtener copdiciones necesarias y
suficientes para que una serie trigonomé-trica-. sea la serie de Fourier de alguna
funcién que posea determinadas propiedades, por ej., que sea continua ,acotada,

o de algtn LP, ete.(2)

Podemos ahora establecer la correspondiente asercién para la convergencla
puntual, . '

Teorema 3. S1 F € H®, entonces converge p.p. para |z|=1

Sea pues F(z) = F(reie) & f..(0) con norma 2 acotada en r<k. 51 1llamamos

y V a las partes real e imaginaria, respectivamente, de F, también se cumplird,
f‘ortior1-~

(1): Cf, por ej: €J; Natamon, o '
p. cit, Cap VI, $1, teor9.
(2): Para més detaljes, éf.. Zygmind ,op cit, Zap 1V,
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/ | vie 1) |12 a0 < m
0

Entonces, en virtud del lema 1 se veritica:

U (r &) / P(r, 6-F)a(¥) af
0

21
v (rel® = / P(r,o0-P wW¥) a9 )

coa uy v de L2 y por lo tanto taanfién de Ll. En consecuencia, por el teorema
de Fatou §3.3.corol 1, se cumple: "
U(z) —-—» u(e),
V(z) ~—» v(9),
para r-»1, en casi todo punto. por consiguiente:
1im F(z) =u(e) +1iv(e), c.qg.d.

z2-»1 2
Chservemos que la funcibén limite es de L”,

Nuestro prbéximo objetivo es demgstrar el teorema de Szeg§ para funcio-
nes de H‘ , andlogo al corol. 1 ( $6.3) que se referfa a funciones acotadas. "

Més generalmente. probaremos el

Ieorema 4 (F.Riesz (1)), S Fe€N y si en un un_conjunto E de medids_ positiva en.

la circunferencia existe el limite radial

im F(z) = F(el® ) = £(@),
|z] =1

entonces lnIfSQLL es integrable en ese coniunto.

(1): Acta. Litter. ac, Scient, 1922, pag 88-97,




El teorema de Szegd hace la misma afirmacién para FeH‘, y por lo tanto,en
virtud del teorema §7.1 s1, no es més que un caso particular.

Sea pues (ef, teor $6. 4}4) F(z) holomorfa en |z ¢l y

in* | Frel® | ® < u .

Supongamos en un primer paso que F(z) no tenga ceros en |z| < 1. Entonces
1n |F(z)| ser{ arménica en esa regién, vy para R<1 vale la representacién de

Schwarz

' 2T * .
4 ]
in | F(z) | =/ PR (r, ©-%) 1n| F(R 01’) . &7, z=re:® ’
o) o
para todo |z| =r < R. Esta ltima se puede eseribir:

2T ‘
1n |[F(2)| = / Pp(r, © -#) 1n|F(R eif)| ayp+ / Pp(r, 0 -¥) . _
[F(z) <1 0 ) -

. 1*|FR 17 )|a¥=

oM
- / P(r, 0 = %) |1n|F(R ew)lj a® + / P(r, & =P) .
F(z)|c1 0 ,
¥zl . w*IFR o )jaPx

2w 2
2 / Bz, 0 -%) IR 2T )| af - / Pz, © - P)]1nInz et )1y
0 0

i
|
-
|
‘1

ahora bien, como? . .
mdx Pp(r;P -¥) = 22T , y ahap(r,0-$) =L E-r
2 , 2T R -1’ 14 2W R+
la anterlor se puede mayorar en la forma:

| 1n|F(z)] g & B+ n* |FR ¥ )| ap - 2Bz / 'lnIF(Rei’)l"df-’
| ™ R-p 0 * QM R+ r

Por hipétesis, 1a integral del primer término del -segundo miembro es menor

B que M, y entonces, despejendo la otra integral, obtenemos:
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2™
,ln Irr e ) , af ¢ am (B2 _Low BT o4 ik .
0 R-r R-rp ‘

Si E es el conjunto en el cual existe la funcién 1fmite f(© ), a fortio-

ril se cumple:

/'lnIF(R ol af g am (REE)2 oM BET gy pyy)
L .

R-rp R~-rp

Recordamos que esta desigualdad se cumple para todo 2z tal que |z]=r < R,

Haciendo ahora R =>1 y teniendo en cuenta el teorema de Fatou de paso al limi-

llnlf(‘f)l Idfgsup {2M(.R_"_'..§)2 - 2 B> 4, |F(z)|}
E RRyoT R-r R-r
¥ coro el segundo miembro es firite porque supusimbs a F(z) sin ceros,cotene-
mos . 1
1n {£(0) € L(E)
Para extenaer la demdstracién al caso general, en el cual F(z) tiene po-"

siblemente ceros, basta tener en cuenta que Sse puede escribir (teor 6.4,3):
ln [F(z)| = 1n |B(z)| + 1n |A(2)]|

con A(z) sin ceros, y Hm Bz = 1,0.p.% e q a
z
Como consecuencia inmediats, obtenemos el

Corolario 1 (Teorema de unicidad) S1] F&€ N, v sl en un conjunto de medida gnsifw~

tiva de la circunferencia se verifica

Im PF(z) =
z| 21

entonces F(z) es idénticamente nula,

L I T e Y e e

(1) Mencionando en 7.2, nota al ple.

(2) Esto €ltimo serf demostradc méds adelante
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La demostraciln es inmediata, e idéntica a la de funciones acotadas (§

6,3, corol.2), por lo cual la omitimos,.

| 57.41 Para extender los resultados obtenidos em §7.2 a cunalquier HS ’

de la manera como F, Riesz lo llevd a cabo(l), es necesario el siguiente teore
ma de representacién canénica:

Teorema 5 (F.Riesz). Toda funcién FﬁH‘ 2 Séould_n_ite a representacifn en
la_forma | |

F(z) = B(s).A(z)
d e B as e T d la de z

‘ 2T ¢
Alz) = exp.{- 517—"'-:61’(?) + :I_..c}
A -

pertenace a H‘ no tiene geros, Ademss £(¥) es una funcién acotada no decre

clente y- ¢ un nfmero real, Reciprgcamente 81 £(¥) vy ¢ cumple estas gop

b 4 g(_) .88 el produ sto_de :
mn:g_ne &_r_uL_Q_A_K__z_Ln_u_p_.J___.J_Ees 1t e H 8 ros, ¥ B (z)-el _preducto de Bla- -
schke de F(z) ~=:

Por razones de brevedad, como ya anunciamos, no demostraremos este teore
ma, que es anélogo al §6.3,2(2)
La extensién del teorema $§7.2,3 a cualquier H‘ §30 estd dada por el
Tegrems 6, 83 P& ' . 5% u, entonces copverge p.p, para Izl =1 -
En efecto: por el teorema 5 podemos escribir:
F(z) = B(z) . i(2) :
i 2o u?
con Ae y sin ceros. Entences A~ /2¢ , ¥ ya hemas vasto ( $7,2,3) que e -

-------------------------- mmdn e we

(1) Math, Zeitschr., 1922 ~
(2) ¢f.: Zygmund, cp.cit., segunda edicion, 'rano I, Cap. VII, §7
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xiste pp: el limite.

$,
fm Alz) /2
|1

Por con.s:l;.'éliiont,e' existifé'tambiéq 18 funcién limite de k(z); ¥ 'coﬁo.-B(z)‘ L
-»1 p.p.y, resulta ls tesis, c.q.d. |
También existe 'convérg‘encia en norma: as{ lo afir;na/la .siguiente proposi
cién, andloga al teorema §7. 2,2

Teorema 7. Si F & g , 3 07, entonces converge en 12 , pare |z| =1

Acabam_os de ver que existe convergencia puntusl, ILlamando 3

e Ks) = lim Frei® 2 rel® =« 20)

lz]-»i rl ’

comenzaremos por demostrar que para todo E ¢ [O,ZIT ] se cumple

. ' . ST §
un [ 1 ree® f a0 = / | 2o a0 .

En efecto; por el teorema 5 de factorizacién -

F(s) = B(s) . A(z)

y entonces .
E .
u(m“n}aokjl £(0) l‘ |1 - | B(r o19) I‘ /IB(r o1°)|‘ It(o)l‘

[ACr e“’)l‘ |I ® .

Para r ~1 , la priners mtegi'al tiene integrando acotado y adq(.‘

- ;
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B(z) ~*1. p.p. ; por consiguiente tiende a cero. En cuanto a la ',segtmda, como
[B(z)| €1 , serd menor o igual que :

/|lf(9)ls - IA' (r ei°)|s |d°-‘/| f(O)s - Ar eig)‘ |d0 =
E . E '

= / {f(o)s/z- Alr ei°)5’2} {fta)sfz + Alr e“)s/zj a <

: 2 3 2 )t
< { / 2(@¥2 - A ei°)‘/?} do] { / {f(e) 2, a(r 19) 5’?} d_o}
‘ E . E : . "

Pego el primer factor tiende a cero para r -1 , pueaté Qe A(z)"/z—’
—> £(9) en norma 2 , y el segundo permanece acotado por ser A™ "€ S,
En definitiva : : : ' '

/ )} F(r eio)l‘ de > /If(O)I{ - 4@ ‘.
E ) r-»>l E

Nuestro objeto es demostrar que
: 2w ' g ,
/ IF('r 910) - f£(0)] do — 0
0

Como F(r eie) —~+f£(6) p.p. , en virtud del teorema de Egorov(l) ’ -
xiste un conjunto de medida arbitrariemente pequefia tal que en su complementario
la convergencia es uniforme, Sea E tal adjunto, y elijémoslo de manera que
dado € > 0 arbirtario se cumpla :

/lf(o)l ®<€E

E . 5

~ lo cual siempre lo podemos conseguir porque f&€ L . Entonces, por 1o demos-

| traedo recientemente serd ¢

/IF(r el®)| a8 < 2€
E

(1) Cf, por ej, Natanson, op cit, Cap IV , §3 , Teor. 5 .
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para r suficlentemente prdximo a 1 .

Por otro lado,em virtud de la designeldad 3 RS

lﬁ + azhlf 5 ’ (1)

¢ 2f dal o syl

obtenemos

/lf(e)-F(r o a0 < 2° {/_If(ﬁl‘de + /lF.(r_e_“)l{«de} .
Y ¥ M “

Entonces, si llamamos CM- el comprlementario de ¥ ~, por el teoraa:a'-’f.f
de Egorov obtenemos : ——

an $
i 1im / 12(0) - P(r ¢**){’ 0 l‘
red /g

< l 1im I£(0) - K(r e“)I‘dO w of lr(o)'l‘ o + 2{11m i‘F(r“)ﬁ .
r=l [ ¥ 1 fy

g 2 se,

y como € es arbitrario, resulta la tésis, c¢. q. 4.

-

Temiizaremoa este pardgrafo mostrando que las funciongs de HS‘ pue- ;

den representarse por su integral de Cauchy. Es decir:

Teorema 8, Si PCH‘ ’ {2‘1 ,entoncespanm ~|s!,<‘1‘ seeun;‘si

r(z)= _.1_ ) . -(_‘:)l__d_?- ,
' 2"1 lul:l w-’ )

J_

(1)¢ Por HSlder : I%anbk { la |6} /4 {8 jo_l }  V/

=1,2 y by=by =l Crepulta: . lata ] €  fla B+ lay 5 ) VS 1/5*
dedonde + lay + gl ‘{'31' lazl‘} w It -
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) = lim F(z) .
lz]»Y

donde Flw) = F(e'®

Notemos en primer 1ug§r que estamos afj,rmando algo ‘més que e1 teorema ele-
mental de funciones anal:l;ticas, Hued ahdre ' . -Féz) éauholondrfa en el interior
.del circulo unidad, pero no necesariasmente en el contorno, donde ni aiqn:l.era se
puede afirpar la continuidad ( teor. de Goursat) . . P "

la existencia de' F(e'®) “eété*gém‘radai=por % téérens ' §7.46 . Ene
tonces existe para [z|] <€ 1 1la funcién™ :

6 (2) "=—-“ / Te) a8
|

¥
w IR 1

jw|=1 wi=1
W x‘ oo ' . .
2" -11’/ f(O)e&& ='”z”c“z““ ,
n=0 : nz0 o

n
donde c¢p * 24“- /0 f(O)e dO son lag éqefi:qe%ea de Fourier de la fun-

cién limite £(Q) = Fge ) e Tengamoq en cuenta ?ue rte L‘
. O i

_ qon ‘
Y por lo tanto fe I'a , de donde e, 0 C T A '

Por otro lado: had

3

(s} = Z-gﬁfﬁlf- -
. n=0 ‘

&mﬂ

_ 0 ¥
1 de donde resulta:
i - - . o o 2’ i!}
|- P e L [ plts et
‘ ’ L e e 2" O
La tesis eqﬁivale:ar éﬂ.mr, que  aj.=e. . En efecto

ey T -yl =~‘;}"- ' / {Fe ') - r(o)) Bl I{

217

< —L IR(r J“E = 2(0)] 4"

27 Jo

= —l—zn - W) { ngo: :——I"‘:; } w5 t§o‘ 2" —g—- :, EH:' dw =
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¥ la dltima integral tiende & cero para r —*1, pues la convergencia en L_‘ (teg

rema §7.4,- 7) implica la convergencia en I.l. Ceqo.d,

|. Pasaremos ahora a estudisr, en el semiplano de la derecha, l1las fun-

ciones afiflogas a las de las clases HS del éfreculo unidad, -en especial las de
B2,

Un procedimiento standard consiste en representar conformemente el é&frculo
[Z] < 1 en el semiplano Rp > 6. mediante
».,;1 - p

2 2 e

lep

‘-.

Hemos visto ya ( §7.1) que por defipicién, P € H® 81 y sélo si F(g) es

Bolomorfa en el circule [zl < 1 y ademés se cumple, para todo r = || < 1l

20 :
1PCr o a0 ¢ ¥
. |

La integral se toma pues en circulos con centro en el origen y de radio me-

norxr Aque 1,

Por analogia, en el semiplano de 1& derecha integraremos en rectas vertica.

les, y daremos por lo tanto la siguiente definiciém;

Se dice que G e_'H; : 'si G(p) es holomorfa en R(p) > 0 y ademds exig “}

" te una constante M tal que para todo x >0 se cumple
= S

~00.




% . . -J_%io? semostramos  ( 8 7,2) que en particular Fe H° si y scb
\ ' ‘,_- HZ) = EEO""an 2" en |z]<1 ¥ 2 |an|2< o o Ahora
; Dien: el af8logo de la serie de Taylor para el circulo es, en el semiplano de la :
dergcha, la integral de Laplace, y por lo tanto naturalmente nos vemos conduci-
dos: 2 considerar funciones G(p) holomorfas en Rp > o Yy representables mediante
, o i

¢ (p) = Lep) = o Pt g(t) at . ;

0

‘Notemos 3in embargo que la analogfa entre series de Taylor y transformadas
de _‘gplace nos es completas toda funcién holomorfa en [z|< 1 es representable
por una serie de Taylor, peroc em cambio no toda funcién holomorfa en Rp > o es
representable por una integral de Laplace, pues hace falta ademés que sea regu- -
lar en el infinito.

.Cabe esperarse que las funciones representables por una integral de Laplace

coiqcidan con las de H§ » sismpre que / Ig(t)l?' dt < <0 s @s decir

con g€ 12 (0,00) - , Bn efectr. asf 1o afirma ¢l siguiente: ?
. (1) | E
w (Paley-Wiener ). Son_equivalentes las siguientes dos condicjopes pe -
2 .
ggga:ps ) 4 sgf;gientes para gg_g G € Ha %

(- -] .
/IG(x+1y)|zdy<u ;
()

B) G(p) es holomorfa en _represeptable mediante la integral de
(1): CF: Paley-Wiener: Fou-~ier transform in the complex domain.
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w
G (p) = /e'ptg(t)dt ,
(8]

con’ ge 12 (0,0)

Las funciones Hd del semiplano de la derecha han sido estudladas por -
‘Hille y Tamarkin( v .

-

Prosigujiendo con la analogia, notemos que asi como para funciocnes. F(Z) =
o .

= Z an' zn-e HZ

n=0
serie de Fourler

s 81 hacer [Z] -1 , se obtiene la " i

o
rne) = Z s 1™ R
' n=0 =2

Tespecto a las funciones de Hﬁ y procediendo formalmente obtenemos la :
transformada de Fourier: ‘

° L

op) = [ eV gy ot eV gm0 &,
. 7 -

. ~ . «('2)
donde- Y¥(t) es s funcién de Heaviside. Co

) Fundamenta Mathematical, 1935. | ‘ . V
53: Pars mfs' detalles sébr'e"lo tratads en '57.6z ef. Doetsch: Theorie und
Andvendungen der Laplasche Transformationen (Sggunda edicién)
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87,7 Tiene eSpécial interés la subclase de HS | constituida por aque- |
llas funciones que satisfacen la condipién adicional de tomar valores reales en
el semieje real, En consecuencia, por el principio de reflexién de Schwarz, t§
marédn valores conjugados en puntos conjugados del plano. Tales funciones se de~
nominan tipicamente reales, y designaremos a la clase respectiva I'H‘ + Se

cumple el siguiente teorema de representac‘;fl.én cafionica:

Teorems 10, Ioda funciép F € rns ;md_gteg a representacifp en ],a. forma
| F(z) = B(z) Alz)
dopde Q(Z) es el producto de Blasgl_x_ki e de F(Z), y
. . v *
A(z) = exp{ -1 -2 , asf(y) -i( ic
' LI 1 -2z cos? + z° ’

giendo £(¥) acotada no degreciente y de 1 y.C_real no negativo,
Reciprocamente, si £ ?_2 ¥y C cumplep estas condiclones, v B(Z) es e] produ¢to

d Y e d si 2k I Z convergent t .
cada Zk aparece en la sucesifn su copnjugado, entonges F € 1'HS o .

La demostracién se efectfa partiendo del tecrema  §7.4, 5 de F.Riesz, e
imponiendo la condicién adicional de ser F(Z) real para 2 real, en forma afidlo
ga a la que expusimos en  §5,8, '

Sefialemos que la integrai que aparece en la expresién de A(Z) no es una in

tegral de Polss~n, pues en ella aparece Z complejo, y nor = |[Z,]

Al pasar del circulo 2l semipiano de la derecha, resulta este otro teorema
)
de representacién canénica,' donde designamos con er al subconjunto de

§ .
Hy formado por las funciones t{picamente reales, N
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. (1
Teorema 11,

) ¢ .
Toda funcién G € THy admite una representacién en la forma

G(p) = B(p) A(p,.

donde
[~ ]
~ D -p 1 +p| 11 - pyl
B(p) = || k ,___fi 2
k=1 p + Py 1+ Py l - Py
siendo
- R
P, -
92pk >0 y 2: K——ﬂz <
k=11+lka
X

p +t

0 w o
0 o P - 8

siendo la funcién limite g(t) de F(p) perténeciente. a LP, v

1n |=(t e 1l
1+ 2

y ademés h(t) es acotada no decreciente y tal que

Pl

[ antt) ¢ o
JAer

e

| condiciones, -entonces @ e.rﬁig :‘

O S

;Qtfﬂcomparese con el teorema §5.8
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§8., MATRICES ACOTADAS
E; principal objJjetivo de este curso es extender algunos de los re-
sultados clésicos anteriores, cuya teoria esté exhaustivamente estudiada, al ca
so matriclal, en el cual se parte no ya de una finica funcién F(Z), sino de una
matriz cuadrada de funciones, que por brevedad segulremos notando de la misma

naneras;

F12(Z) cee By (%)

F(Z) = ( FiJ(Z) ) = : .

Foi(z) ... Fp(2)

Otra teoria interesante se obtendria al tratar de generalizar los resulfa-

dos para funclones de varias variébles F= F(zl, cevy zn)

"En el caso que nos interesa ahora -el matricial-, existen dos lineas de in- '

vestigacién posibles.

(1)
Una de ellas, desarrollada por F-lson-Londensle “r y Wiener-Massanl , es

1a base de la teoris de la predicciém mltiple de Wiener,
(2)

La otra fué seguida por Potapov , quien se ocupé de matrices acotadas -o

"no dilatan*es®, como 61 las 1lsma-, y fue aplicada ;or Lifschitz a la teoria
" espectral de operadores no autoadjuntes. La base del trabajo de Potapp; es el
teorema anflogo al de factorizacién de F. Riesz ( §6.3, 2), que afirmaba que
toda funeiébn holomérfa y acotada en |z|{ 1L es expfésable mediante el produeto
B(Z) A(Z), donde B(Z) e: el producto de Blaschke de la funéibn Ae partida, y

A(Z) es §cotada y sin cereos,

ﬁlf: Acta Math,, 1758. Amhss memorias aparecieron en el mismo nfimero.
:2): Trudi, de 1a soc.Mat, de Moscf, 1955,

i
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En lo que sigue, daremos por conocldas algunas.propiedades elementales So-
bre matrices, que pueden consultarse, por ejemplo, en: Gantmacher: Matrizenrech
nung (V.D.V.. Eerlin, 1958). De todas maneras reunire: :s en un ap¥ndice las ng

clones requeridas,

Sea pues F(Z) una matriz de orden n, holomorfa =n el circulo uni-

dad |z|<1 y acotada en esa regibn, es decir:

[iF(z) 1] %1 ’

0 lo que es equivalente:
I
I-Fz)F(z) » 0 |,
donde designamos con un asterisco a la matriz adjumta,

Designamos en 2, (k = 1,2,..,) @ los ceros de F(Z); ordenados por médu-

los ereclentes,

Comenzaremos por "ailslar" el cero Zl, de manera andloga que para funcio-
nes, Para ello, consideramos la matriz numérica F(Zl) y la descomponemos en

forma polars

F(Zl\ = HU

donde H es una'matriz hermitiana no negativa, y U  una matriz unitaria, Y

como H es hermitiana, la podemos diagonalizar:
H = v v ,

siendo V unitaria y Hp diagonal. En particular, algunos elementos diagona- '
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lés de esta filtima pueden ser nulos. Entonces, multiplicando a derecha e isquiep
da por li?ficés unitarias R y § convenientemente elegidas, podemos conseguir Gue
los elementos nulos ocupen los primeros lugares, es decir:

Hy = RHp § ,

1

0., 0 ';;_

*0.

Hp, = Ar, y lgr§n .
. _ _,j

o] 'Ah 2

ok eai g

En definitiva, podemos escribir:
donde V; y U; son matrices unitarias, -

Definamos-ahora la matriz;
8z) = U~ F(z) VO

Evidentemente: é
=) = By, ¥ K@) = 0 0@

donde U; ¥ Vl son unitarias y constantes,

Consideremos ahora el factor:

91(2) I 0
bl(z) z= U ( 1 vt

. o
fner)/

tot
1o




. donde I es la matriz unidad de orden % , y

29 = 2 z
g (z) = 1 1 .
L 1-%2 |zl
1 1
Como bl(z) tiene determinante con cero de orden r, en Z =24, biliz}

~endrd un polo del mismo orden. Consideremos ahora la matriz:

: -1
. I 0
bIl(z) F(z) = U (61 (=) 7 ) (=) v, -

1
0 I

~

Veremos un poco més abajo que el orden del pdlo de bil(z) no es mayor

que el orden del cero de ¢(z) . Caben entonces dos posibilidades, S1i 1os dosx ;
érdenes coinciden, hebrlamns logrado ya aislar el c ero de F(Z), pues I (z)F(z) s
no tendria cero en Z;; de lo contrario se reitera el razonamiento seguido has—
ta aqui con ll(z) F(z) en lugar de F(Z), y como el ‘orden del cegpo.

de F(Z) lo suponemos finito, después de un ndmero finito de pasos, llegamos '§77~f

que:
: _ .-1 -1 -1
Fl(z) = bfl (z) . bfl'l (z) oo by (z). F(2)

no tiene cero en Z;. Por consigulente, podemos escribir:

h |
F(z) = T bylz). F (2
1-'1 i 1 ’

con Fl(Z) no nula en Zj..

Reste probar que el orden del polo de 'T bi (z) no es mayor que el of. |

den del cero de  0(z) , y para ello basta ver que F;(Z) es una matriz aco-

’
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tada, |
Y asi es en efecto: en primera lugar veamos que pars ~ » O arbitrario y
|lz] = £ (<1) suficientemente préximo a 1 se cumple:
6 |
@It & 0T sl F@ll < 1+€ .

Esto se debe & que |[|F(z)|] < 1 en [zl &1 , por hiphtesis, y a-
demés, como los elementos diagonales de cada by(Z) tienden en valor absoluto a
1, como Ilei)‘k Shkll =1, y la norma es una funcién continua de 1los
coeficientes, resulta. || ;ﬂi b;l(z) | -1 .

Ahora bien: en virtud de la férmula de la integral de Cauchy, se cumple:

2T
Fi(z) = L / F, (z + £el®) 4o
2T 0

para |z] < § s de donde resulta - teniendo en cuenta la desigualdad triangu-

\

lar para normas, y el hechblque la integral es un limite de .Sumas- que ||.F1(Z)||

es una funcién subarménica s €8 de-1r:

2w
[IF (2011 & = [ IF{(z + £} a0 .
am 0

En consecuencia, podemos afirmar que la desigualdad

[IF3(2) ] « 1 +€&

- - T
(D) Toda Fancldn £(z) que cumple F(2)&1/2T r(zf«.?eig; @ para
g lzl<® se 1lama subarménica, Por ejemplo s1 h(z es analitica
' entornces (z)] es subarménica. En particular, cuando el signo € Se -

reemplaza por ¢l de igualdad, f(z) es arménica, Fs decir, las funciones
arménicas son caso particular de las subarménicas,

|
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se cufiple no s6lo en la circunferencia [z| = F s Sino también en su inte%'

Haciendo shora € ->0 y por lo tanto 9*1‘,®mmma

IF ()| € 1

para todo |z| < 1. Es deeir, Fl(z) es acotada en el efreule unidad,

W@ e - s e
~

Hasta ahora logramos descomponer la matriz acntada F(Z) en -

ducto finito:

€1 )

Fz) = T b,(z). ¥ (z)
=1t 1

donde Fy(2) es también acotada, y no se anula en Z;.

S1i reiteramos el proceso para cada cero Z; :

& :
TT bi(z)..Fé(zﬁ

isl&+1

SO0 POsPOLIOPBOOLEOIEIETVYOISPTOLDODIADTPTT E D

Fl(Z)

¥

r b

Fz) = T py2). F
i+ '

wy

k'ﬂ(z)

—~ O...o.-.---wo-----‘---ng."-.c.-» -]
. /
‘otendremos, para cada K :

" F(z) = By(z) F,(z)

con: & ’ : fx(z) I~ O
. . . o ’ v ri
B(z) = T by(z) 5  bym = U

0 In-—r_.
: i
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donde €l subinéiée & se refiere al cero 2y correspondiente al factor
by -
Haciendo k -» ® , obtenemos formalmente :

F(z) = B(z) A(z) ,

donde A(z) = 1lim F,(z) es acocada y sin ceros, y
k> 0o

Blz) = | byla)
1=1 |

es el producto de Blaschke de F(z) .
Para que tal férmula de factorizacién F = B.A quede rigurosamente jus

tificada, es menester probar que el producto de Blaschke es convergente .

Para evitar dificultades en la notacién, contaremos ceda cero Zy tan=-
tas veces como factores simples de Blaschke le correspondan, y entonces pode-

mos escribir simplemente ¢
P 2 I, o

(z) = U € -1
bz} = U YUy ’
0 I
n-r
con
Z, -2 |z.]
i) = X — _k
1 -22 2
Haciendo 2z = O , resulta :
‘ |z, | Ip, 0 4
0 I
n=r_
Llamando :
: Izkl I, 0 1
- - - n
G, 1n b, (0) U, { - 1n U
0 In-I‘
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se cumple: (1)

-—G P .G
b(0) = e ¥ BO) = .l e ¥
k=]

ey

En un primer paso, probaremos que el producto de Blaschke converge en z= 0
Como F(z) es acotada, det F(z) es una funcién acotada, por lo cual, segin

ya vimos, copvergeréd su producto de Blaschke, que es precisamente det B(Z), ¥

se cumple:
0 . o0 .- -]
. A~ Sy, ~ =G -G
det B(0) = |l |zk|-'lg = det | e ¥ = T det e £ =
= = F1
’ o8
2 4G L e %
= ” ,.e- rk = e k=1
k=1 )
] oo
y como det B(0) # O , debe cumplirse Z t, G < o0
) : k=1
‘Pero:

'| IGk“é ralz cuadr.del mdx, autov, de Gk G;' étr Gk » ¥ por lo tanto c;on-A
verge también '

. oeQ

Xopel

y ‘'entonces, & fortiori

es.convergente, de d on_de resulta que -

K-
B(0) = [ b (0)
. k=1

. : - -1 .
(1): Recuérdese que si H = UH, gl _y+éntonces -£(H) = AU f(%) U



¢onverge, tal como desedbamos probar,

Consideremos ahora la expresién:

I- B(z) By () .

Comos
lB(1f &2 , llipIl<1 . |tace) || € 1 ’

\ge deduce:

0& I -B2) Bl (2) § I - B (B0 -F2) Fliz) .

.(:t Entonces, para todo Z es I -Bk(z) B;'(z) creciente y acotada, y en cop

:6¢ueneia, convergente,
- Pasemos ahora & la expresiéni

J=1

k ’
x »
TN B = 2 B (A) B (M) - B,(AIBY (M),

donde A y \/t son nfmeros camplejos cualesquiera del circulo unidad, Ponemos
Bg':Z) = I Y

Mostraremos que esta expresién es también convergente para k -»c , Para

| e®lo, hagamos:

I-B(N)B)(u) =

MW‘

x* » '
] B (M) { T-b(A) 0] (,u)} B )

[N
"

Pero:
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: 1 0 .
IQJ() ) rj 1 —l* ﬂ':(/‘ ?Irj
0 1
n-r
-A Z, - A
R J — I, 0
L 1 - zj/\ 1 - 244 3
\ 0 n—rj
T Tt S B
— * o T
: 1 - ZJ)\ 1l - Zy A J
=0 '
J
‘ 0
2
/1= [z4]
“1- A7) v (1-32X) - 25%) I, o}
0 : 0

Sustituyandd en la expresién anterior, obtenemos

T - Be(X) Be() =

k
(1-A,&) 537 By_;(X\) Ty
=1

1]
~~
[
]
>

S

. ~’

=
tx
~
S
Na?
[}

[
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Llamemos MJ.()\)‘ y M; (A) =a las expresiones entre llaves, En virtud de

ls desigualdad de Schwarz para matrices, se cumple

\

k

I =B BN = | 1-A7 |;§l N ) goll €
k ~ . kZ
Sl1-Ax A *
| 1-A7 |1 §1 uy ) HTNE L 2 w0 wFgoll

El tltimo miembro es convergente para Xk —» < puesto que, evidentemente

k
2 ¥ _ X
(1 = IAN°) J_Zzll mJ.(/\) 3 (M = 1-BWA)B (N

v anfélogamente para J» ¥ ya hemos - isto que el miemi~o0 derecho converge,

Eﬁ consecuencia: | . -
I -B.(A) B (N
converge para k —»> % , En particular, haciendo M =0 y A = z, converge
I-By(z) B (O

Y como ya vimns ciue la sucesién _Bk(O) es cvonvergente, resulta que la su-
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cesién

- k ?lzz) I"i 0\ X
B (2z) = T by(z) = [ U, U,

converge para todo Z del circulo unidad. Con esto gqueda justificads la féfmula

de factorizaclén:

F(z) = B(z) A(z) .

EX T N

38,4 Nuestro préximo objetivo es dar una representacidédn canénica de la

matria acotada y 1in ceros A(Z) que aparece en la férmula ae factorizaciébn, tal :”}
como hicimos para funciones, Ahora, en lugar de la exponencial de una integral, _§

apareceré una integral multiplicativa,

En primer lugar, mostraremos que es posible encontrar uma sucesién matricial ‘]

racional -es decir, con elementos raclonales- A, {(z} que aproxime a A(Z) ep -
la forma:

1a(z) - a(a)ll € & para lzl¢ P <1
stendo edend: A (z) unitaria en lz| =1 .

Para ello; sea

Dz =1 (1-4=) )7 (1+4a@2)]
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la transformada de Cayley de A(Z). Por ser A(Z) acotada fL(z) tendr& parte ima

ginaria no negativa y en crnsecuencis admitira la representacién (matricial) ae

Herglotz:

2T ‘
Q@ = (0@« Q@) + 1 [ Z=2E al(e

donde S:(G) es una matriz hermitiana no decreciente,

Tomando una particién del intervalo [(0,2W), en virtud de la definicién iy

tegral, las matrices

N, i (k)
* % + (k)
-n..k(Z) = 4 (—“\0) "‘n(O)J + i 1 a—.L;gE)—-—-gA 8(93 )
e -z

sordn aproximantes de {L(z) . El indice (k) indica 1a particién elegida, y el

) cada uno de los intervalos.

Cuando la norma de la particién "‘ende a cero, . suma tiende a la intep~

entonces podemos elegir la particiétn de manera que para todo XK se verifique:

() - N2 | ¢
. k

en lz] < 3 < 1,
Ademds, para |z|=1 s cada sumafido es de 1la forma:
i olk)
ie; :
e J + el?
(k ’
164/

i¥ _ -

’
L]
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qué es un nfmero imaginario puroj por lo tanto.Jlkﬂz) es real en |z]=1 vy

tiene un némevo finito de ceros.

Aplicamos ahora la transformacién inversa de Cayley, y resulta

agm) = (R -11) (R () + 1)

unitaria en |z| =1 y con un numero rinito de ceros. Por consiguiente, la pode §
mos descomponer en un ndmero finito de factores de Blaschke:
g3
TWEINE I SN
J=1

ey

siendo cierta matriz unitaria,

Escribiremos Ak(Z) como integral multiplicativa, Para eso pongamos:

(k) + Iz'(jk)l z

b8 () = v {1 - A k) ¥ (ylk)-2

zgk) - |z§k?|‘Az
de donde resulta: )
(1- 1259 ) I:,:) 0
Hgk) = vgk) | (ng))-l
o 0

La matriz. es hermitiana no uegutiva, Reemplozando el valor de

(k
H;

~b§k)(z) en la expresién anterior de ‘ Ak(z) , obtenemos:
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P
k () , 1,06
zy '+ |2z
@ = T o Jr- i T oyl e
J=1 (k) (k)2 J
IR R

Esta expresién es una aproximante de la integral multiplicativa,
Consideremos ahora el intervalo ( O , f )y drndes

P
{ = ﬁ er8{K) > o
J=1
y dividémoslo por puntos intermedios £.20, ty 5 eeey th’ € , definidos iediag
te:
i
T, = & tngk)' .
J=1
Supongamos ahora & los bgk)(z) ordenados segén }, para cada k, por ap
gumentos crecientes de zgk) s ¥ definamos la funcién escalar:

S NBy) - zék) 8l t,¢t< g 5 5§ = 1,2 ceiy Py ;

¥y la funcién matricial creciente:

8=1
| t -t
(k) - (k) g=1 (k)
¥ty = El B s —EL g et <t <ty 5851, 2,0,
te~ Yo '

=~

T
0 AB ey o XR) ()12,

Entohices podemos escribir:




m .
P AR ) + MK ()] 4 &9 (4,
AB ey AR ()% |

O N
Haremos shora k~—> y Ak—*'A aplicando los teoremas de Helly,que

mantienen su validez para matrices.

Para ello, notemos en primer lugar que E(k)(t) es una sucesifn uniforme-

mente acotada, En efecto, recordando la expresién de la norma en funcién de los }}¢3

autovalores, tenemos:

Pk . ~Pk ’ Pk .
TP CETP D ST O I ), 2
12 e P - S
Tk 53
¥ como det ;E; bgk) .Jﬂl |z§k)l es convergente, resulta la:

acotacién uniforme,

‘En consecuencia, en virtud del nrimer teorema de Helly, existiré una subsg_ 3 

(x :
cesién E © (t) convergente hacia ciérta matriz E(t).

, (ky) ol
Razcnando ahora de manera anfloga con A I (t) , como su médulo tiende . [

eiG(t)

& uno, existird una subsucesién convergente hacia « En definitiva,fs§;3

gin el segundo teorema de Helly, obtenemos:
Yy

—;iazzj—zfg ae(t)
A(z) = e
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que es la representacién buscada para el factor A(Z), Es inmediato comprobar

demés, por definicién, que

treE(t) = ¢t
Con esto hemns demostrado el sigulente teorema de factorizacién:

1

(1) , .
Teorema ] (Potapov ). Sea Fz una matpriz holomorfa y acotada ep el ¢irculo
dad |z]|<1. t s se puede escribir: - ‘

F(z) = B(g) A(z) ,

donde B(Z) es el producto de Blaschke de F(z) v A(z) es una patriz scotads y

s ceros, expresable mediante la integral mult cat d ' :
lge. |

g ei6(t) .,

1) dE(t)
A(z) = e el8lt)

9
0 .
donde @(t) es una funcién acotada no decreciente, un n@mero positive, y

BE(t) una matriz hermitiana no decrediente y tal que tre(t)=t .

1§ 8. Los sigulentes son unos ejemplos simples de factorizacién de ma-

trices acotadas., Compruebe el legtor su validez en detalle, Recordemos también .

que la factorizacién es finica,

a) 22 0 O\ z 0 O 7z 0 O 1 0O
0 z 0O = (O 2 0) (0 1 0) (0 1l O)
0O 01 0O 01 0 01 0O 01
b)
%-z 0 — 1-%2 1-%:
sen z €08 2 _ sen z cos &
i3 ! -
( | ) 1§ T- T
0 0

S S 1. '
Iy Tru s Socs Mat, de Moscd, 1955 1 1
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i
>
%-Z -ig i+z 1 X I
1+2z ° °\/° ) (- e 2 0| o 1y [-30e? o
2 1 :
1-'2'2
&
0 1 10 o 1 \1 0 0 (%zel)e'
iz ++z Z
a) ;. £ 9 0 1 2 o 0 1 2.1 o
(z—i 0)= l-E ( ) 14.5 2
0 gz+h, 0 1 1 0 o} 1 1 0 0 §.+ 1

§o. TEOREMA DE_SZEGO
En la teoria de la prediccién mfiltiple es importante una generalizacién pa
ra matrices de un teorema de SZegd, de manera que comenzaremos con este'n_ltimq o
La demostracién que daremos se debe esencilalmente a Helson-Lewd.enslager(l),-
con algunas simplificaciones debidas a A.P.Calderén,(g)utiliza el siguiente l_g'

ma sobre espacios de Hilbert, qu suponemos cono. 10 :

| Lema 1: Sea # un espacio de Hilbert, x un elemento del mismo y KC?_'G un

subeonjunto convexo y cerrado, Sea_ d = ir;le Jx = k|| + Pntonces toda
Svcesif: uirimizante es convergent-. es decir: si k, € K (1 -1,2,.,..) cumple
la propiedad | Jx - kil |» § para . —» e entonces existe un elemento
k€K T gue Hkyj=kol| =0 5y |lx=k,l} = 3 .

Podemos ahorz 2nu 1lar el t eorema que nos ocupa:

. cit, ,
OP, por el.: Ou: Tord-Schwartz: Linear operators, T.I., pég, 248,
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Teorema 1, (Szef8), Sea A+ (x) wuna medida no negativa en [O&IT) y Pe1 con-

junto de los polinomios de 1a forma:
L

n
BN = &4 a,x" .
v=l

Fz_ecordonos que M  admite la representacién tnica:

dul(x) = g(x) ax + a4y ,

donde g(x) dx es la parte sbsolutamente continua, y 4V ia suna de las partes a
laltofcr y singular .

Designaremos con J  al infimo buscados

2m
J = inf 2 / ix, (2
e 2w | 2+ Pe™) |© am(x)

Sea £ el conjunto de las funciocnes £(z) analiticas en |z|€1, conti-
ruas en |z| £ 1 , y tales que £(0) =1 .

Consideremos el espacio de Hilbert Iﬁ de las funciones de cuadrado in-

tegrable respecto a la meiida A& » con el producto escalar:
2w
= 1 -
(£, , £,) = L £1(e™) F(e'™) apx

2™ Jo
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¥ llamaremos ? a la clausura de ? en-la métrica de 'L/'f,_ o Es Senc:&-

1lo comprobar que € s convexo en Li s ¥ en consecuencia € convexs

y cerrado,
Puesto que, evidentemente:
Pct

deberéd cumplirse:

amw
1 ix 2 . - 2
T o inf, —— | £(e™) | apu(x) = jing |[£ll
¢ fe® 2T 0 + fe @ -I.'
rero cualquier fe é es aproximable uniformemente en [z| . ! por

las sumas Cesfro de su serie de Taylor -en virtud del teorema de Fejér- . que
son elementos de f() . 4 puesﬁo que la convergencia uniforme implica la conver. -
gencia en norma -por sér compacto el espacio de definicién- ,resulta .(f) denso

en E y ©8 declr:

G

y en consecuencia:

2m
T 1 ix, (2 , N feii2
= inf. —— | £(e™) |© du(x) = inf_ |ifj;
fe€ 2T j; / 7€ ’

Basta pues trabajar con el conjunto ? . Como éste cumple 188 hipétesis de

lema 1, existird una funcién f,€ & que da el infimo:

2
J= ?t?/ | £,0e3®) 12 amin) 1012
0O .
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Definamos ahora la funcién:

B, (%) = £,(e).(1 + Ael™¥)

n,A

que )\ es un parémetro complejo y n un ndmero entero, Es inmediato comproﬁar

que %’\ (el%) € é si n es distinto de cero. En consecuencia:
XA = Il 1122 S

y puesto que |
b pole™ = fo(el®)

I(o) serf un minimo de I(A) , ¥ por lo tanto:

d
— I(/\) - = 0
aA |/\-O

Cal‘cu],ando esta derivada en el ele real y en el eje imaginario, obtenemos,

.respectivamente;

de donde resulta:
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2T
= _1 inx ixy,2
Cn > [ e I£ (e )l au(x)

= 0 9 R T - 1, -2’ .9
¥ por otra parte ya hablamos visto gue:
¢ =Jd -
) + _
Es decir, e, (n=0, 21, -2, ... son los coeficientes de Fou

Tler de la medida
. ix. 2
I £,(e™) |7 du(x) .
Pero es inmediato comprobar que la medida

jdx

tiene esos mismos coeficlentes de Fourler; por consigulente, en virtud de) teore .

ma de uniclidad para series de Fourler-Stieltjes, debe cumplirse:

X

| £50e %) 12 am(x) = Jax

o séa:
| £, 12 (glwar + av(x) = Fax ,
lo cual implica que

| £ (™) ;2 glx) =3 ; | Io(eix) i2 d\?\‘x} = 0  p.p.

8]
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Puesto que & es no negativa, por hipétesis, deberd ser g(x)2 O , En

un primer paso impondremos la hipbtesis méds restrictiva

gx)2 € >0

Entonces, si en la dltima igualdad tomamos logaritmos, ébtenemos:
2 1n |f°(eix)| + 1n g(x) = 1n 5

de donde:

2T 21
L nﬂgéﬂmx:imf - 1n g(x)ax.
0 4T 0

Veremos ahora gque 1n |fo(z)| es arménica en |x| < 1 , para lo cual
hay que comprobar que fo(z) no se anula en esa regién. En efecto: supon-
gamos por.el contrario que fo(zl) =0 , |zll {1 . Entonces fo(z)eéil
plica que

fo(z)

bl.( z)

b,(0) € €

donde designamc: con by el factor de Blaschke correspondiente a 23, Y puesto

que Ibl(eix_)l =1

’

{ - °
by 0) lzll s Tesulta:

il |£ (e'ix)IZ om R
——— 5,1 a0 = Izl 2, 1% au< I
0 b, (e %y|2 o 0

-

o
Tt
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lo cual contradice 1a hipbtesis de minimalidad de f_ . Ew consecuencls -‘é;(z) R

no se anula en |[z| < 1 y lnlfo(Z)l es arménica en esa regiém. Entonces,
recordando que £ (0)=1 , tenemos:
21 '
L in |f (eix)l dx = 1ln |[f (0)] = O
2 ° 0 ’
0 .
es decir:
ol
(
0 = %11&3, - --1— 1n g(x) dx i
4T o
y de aqui:

<
U
]
ol
ie]
n
3~
O\
n
=
[
o
P
X
£
o, —

que es lsa 'lesis.

Para completar la demosktracién del teorema, sélo nos resta liberarnos de la -
suposicién adicional g(x)¥ & >0 . Supongemos.entonces que g(x) sblo cumple - f‘

la condicién

glx) 2 0O ,

y definamos la sucesién .
glx) st glx) 2 d

galx) = i

si glx) £

5 e

5
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Llamemos ademés;
du (x) = g(x) dx + av(x) .

Puesto que para todo x es g (x) % y vale el teorema en este casoj

tenlendo ademés en cuenta que g (x) » g(x) , resulta:

2n 2m
J = L 'fo(eix)lz dfl, (x) £ ;:!1? / Ifo(eix)'a dﬂn(x) =
0 0

2m
' 1
= exp { 2—"_ in gn(x) dx} s
(0]
y como la desigualdad vale para todo n, obtenemos:

A 2m
3 £ exp ; ;% / in g(x) dx} .
0

vemostraremos ahora la desigualdad inversa, Dado € 2> 0 arbitrario, te-
niendo en cuenta que M converge decreciente hacia A , dada una funcién f]

ja cualquiera f €& € , exlste un n, = n(f) tal que para n>n  vale;

2m
2%1 / |£(elx))2 d/un(it) = ——/ (1% d/L(i)fé ’
0

y de aqui deducimos;

1 e | 2 | 1l 2t
) iv ix.,2
o A [£(e™ )| dee > s [ [£(e™) [ ape, -&>
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| an _ 27 B
2 inf / If(elx)l2 dup - & = exp { = / 1n gn(x) ax§ -€2 N
fe€ Jo 2n Jo

Como la desigualdad vale para caeda f € & y todo € s Tresulta, trve

do infimo en el primer miembro:

2m
J >exp i 2—1"— / lng(x)dx} .
0

De ésta y la desigualdad inversa anterior, resultas la tesis, e¢.q.d.
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APENDICE I

MATRICES
1. JIntroduceifns __
Haremos un breve resumen de 1a teoria elemental para referencia Yy paré fij;r
notaciones,
a) Definiciopes

Las matrices son conjuntos de n x m nfimeros, en general complejos, cén dos
subfndices entersos, el primero de los cuales varfa de 1 & n y.define la fila del

elemento, el segundo de 1 a m y define la columna ,

Nos limitaremos a considerar matrices de n filas y n columnas (matrices cug
dradas), de n filas y una columna (vectores cnlumna) y de una fila y n columnas

(vectores fila),

b) Hotaciomes Xy
Matriz cuadrada: A = { ik} (i,.=1,..n) Vector cclumna: x s=| X2
Determinante de A: [|A| 6 det A ¥

*n
Traza de A: tr A = E: a4
i=1 _
Vector fila: x’ = (xl, xé, oy xn)

¢) Matrices derivadas de una matriz dada A = {aik}
Conjugada; X = { 'a—i;}
Transpuesta: A {aki}

{aki }

t
k} y donde A, €s el menor complementa

Ad Junta: A

ol o

-1 3
Inversa: A ={

;l

d) Matrices_especiales
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Matriz unidad: E = (eikk y Slenda 2y, 7 1, nik=o si 1#k .
Matriz simétrica: At = A
Matriz ortogonal: I -
*
Matriz hermitiana o antoadjunta: A = A .
x ~1
Matriz unitaria: A = A

e) QOperaciones

S1 A y B son dos matrices del mismo orden n, se define

Suma A + B= C con cik = aik;bik L
Productg: A = B.C con ¢, = Jz-:"l aijbjk

Esta definicibn vale también para el producto d= dos watrices rectangulares ta.-f
les que el nfmero de columnas de la primera =ea jgnel al nrero de filas de la.
segunda, '

Producto por Nimeregs: c A4 = {c aiks

Producto_escalar de dos vectores: ( f , g/\ = g% . T = S f1 'g'i‘

Dos vectores f y & son ortogonales si (f ,g» = 0 .

. a
Norma de up vagtor: |If'' = {t, f) * C | z: Ixilz)}
@ i=]}

Son fféciles de verificar las sigulentes propledades:
= Af > = {f 'y >
1) <f,g> = <g, > 8) Af , g <f, &g

2) (a3f1*32f2’g)=“1<it1’5>”‘2{f2’3> 9 a+Bf = 4 +8

. - * K
3) <f1alg1+82g2>;a]§1’gl> +82 <f,82) 10) (A B) " B A
, ) . o
4) Alaf + bg) = nAf + bAg 11) (ch) = c A
. . > ¥ ‘
5) (=A + bB) £ = wuAf + bBf 12) A = A

.
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&  ilefll = lel 1l£ll 14) aat = 21, - g

7 lie +gll € 1Igl] + |lgll 15) Qet(AB) = det A , det B

Llemaremos espaclo vector;al E? al conjunto de todos los vectores de n
< .zponentes, \
Un conjunto de vectores fy, fos .-y fg  es linealmente independiente.

sS4 f_ +af +,,,+aef8=0 implica 8, T8, = ...=8a,=0 .

8140 T 8

Una base de BB es un conjunto de vectores linealmente independientes tales
) |
que todo vector se puede expresar como combiracién lineal de ellos. Toda base

de BB consta de n vectores, Una base formada por vectores ortogonales y de norma

uno se llama base ortonormal

2, Autovalores y autovectores.

Los autovalores de una matriz A son nfimeros tales que para algdn vector
x#0 es Ax = \x 3 se dice en tal caso que x es un aulovector correspon
diente al sutovalor A . También se nueden caracter!zar los autovalores como
las ralces del polinomio en A det\A ~\E) $ 1a multiplicidad de la raiz se
1lama aultiplicidad del sutovalor si una matriz tiene el autovalor cero, es de-
c¢ir, si para algfin vector h # 0 es Ah = 0, se dice que A es una matriz singu-
lar, Las mastrices que no son singulares se llaman regulares. .
Algunas propiedades
a) Los autovalo:res de una matriz autoadjunta son:reales, porque si f es un au

tovector,
ALE, D> = (an, ) = {fArd> = 3\(1’,f>\ , de donde A=)

Los sutovalores de una matriz unitaria V. tienen médulo uno, porque si f

es un autovector de vV <f,£> =V lve,£ )= (ve,vE) = 2XCE, > de donde [NIT:L
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c) Los sutovectores de una matriz hermitiana correspondientes s autoiala:r-
ferentes son ortogonales, pues.si A fl = )\1.f1" , A f2 = )\2 f2 ,
entonces

Al <f1 ’ f2> = (Af !f2> = <fl;Af2} = ;2<f1,f2>

A, <£,6,)

de donde (Al-)\z) <f1’f2> =0, y como ;\l—}\a- £0 debe ser <f1,f2‘> = 0

4) Los sutnvectores de una miatriz remitaria V correspondientes a sutovslores

diferentes son ortogo_nalés, porque si Vfy =)\lf1 y V f2 = /\2f2

¥

2ntonces

N = 2\ - 3
(fl , f2. (Vfl,Vfg) A1>\2<fl’f2> , de donde (l-Al xz)(fl,f‘?) 5
pero si I>\1| = I)\al =1 y)\l #_XZ , entonces 1 "Al)‘o # 0 luego
debe ser {fy , f2> = 0

e) Si dos autovectores f y g de una matriz A corresponden a un mismo sutove |}

lor A , entonces af + bg es también un sutovector correspondiente Rl misme

autovalor cualesquiera gue sean loz numeros & y b. En efecto,

A(af +bg) = aAf +bAg = aAf +bAg = A(af + bg)
K

f) S1 {?k} y k=1, 2,..,n s 3 una base ort. >rmal y V es una matriz un_i

taris, entonces ef = Ve , k=1,2, ..oy n s tamblén forman una base -

orfonormal. Observando que

A

Q_e}'( ej‘) = {Vek,VrJ.> = V"lvek, e.j> = <ek’ e,j) =

]
resulta que los vectores € formen un sistema ortonormal de n vectores y

son, per lo tanto, w Dpese ortonormal de EP.

Faciprocament~, s {ek} y {efc} son dos bases ortonormales, existe
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[ SIS

une matriz uniteria V tal que ef = Ve .

I S : »

En efec'f;o, e‘!j se puede representar como combinacién lineal de los e !

ej = ;.t:l ijei 3 luego, teniendo en cuenta que. efk tiene su k-esima com-

poﬁente 1gual a uno® y las demés nulas, es 1’{ V e ’ donde ‘' V = i{ai‘j}

P

pard probar que v  es unitaria observemos que*

R RS S BY O SRS it Bt T N T R TR i -’:' T A R Q- Sf"'ik'# .‘]
<Ve Ve> = (e',e'd =
L k I AR B 2ed S e la ettkEy

Lo

Esta propledad caracteriza a las matrices unitarias, porque si x = cye;+...
NS & -~dl 1 + 0 *edyet wo o -ison dos' ve'ctoresgarbi?ti'a‘fri‘os,

I o

T T S T e SRR
(Vx,Vy) =§1 ng d <Ve ,VeJ> ckak (x,y)

a’e d(;rnaeﬂ i

'»(V*VX,y>= (Vx,Vy) = KX ,¥> i

*

Stendo X ey arbitrarios, esto implicc que V'V = E

g) S1 A es una matriz hermitiana, existe una base ortonormal de ER formada por
autovectores de A.

En efecto, las coubinaciones lineales de los autovectores de A cunstituyen un
subespacio ET de ER. Si €5 es un autovector de A, también lo es ¢ QJ y cual -
quiera que sea el nfimero c; luego podemos elegir todos los autovectores de norma
uno. Aquellos autovectrres que correspondan a autovalores distintos son ortogong

les entre sf por (c). Los autovectores que correspondan & un autcvalor mfiltiple
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‘ - N .
(de multiplicidad S) constituyen un subespacio ES de ET (por e ). Bastar4 ele-
gir cualqulier base ortonormal en E® para tenmer una base ortonormal de RT cons- ‘
"tituida por autovectores de A, Falta probar que ET = ER, Supoﬁgamos lo contr:-

rio. Entonces habrd un vector x de E® ortogonal a ET, es decir, ortogonal 3

todos los autovectores de A. Pero €A x , oy > = <x,a e, N = ,\: . .
{x,e.» =0 o sea que también Ax es ortogonal & EX Andlogamente AP
es ortogonal a EF para cualguler p. Como a lo Sumo hay mn - r vectores lineslmen
te independientes ortogonales a BT, existird un p tal que los vectores «x ,
Ax, Aax, veny APx son linealmente dependientes, o sea que

a, x *+a, Ax + &,
donde los &  son ntémeros no todos nulos, Pero la ecuacién (1) se puede escri

bir

»Azx* - +ap A*x = O (1)

donde X,,%,, .., ocp' son las raices del polinomio

2
e, *a; t+a,t +...+aptp

1

como es fécil verificar,

S1 J -es el _menor‘indice tal que

(h-o) (h-® ). @-%)x =5 # 0 (2)

j+l
seré

(A - = 0 s o sea ' Ay = X

‘171’~ Y 31 Y

o sSea que ¥ es un ‘utovector de A. Pero por (2), y €S una combinacién .1fnea;
de vectores ortogonales a ET; luego tendria que ser ortogonal a todos los aute

vectores de A, BEsta contradiccién demuestra nuestra afirmac16r_1.
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h) Toda matriz hermitiana A se puede diagonalizar por una transformacién unita-
ria, es dee:lr,_ existe una matriz unitaria U tel que U™ Au-D y D es una

matriz diagonal.

S1 en el espacie E‘ estd dada una base e, e,, ..., e s W vector colum- .

na (x, x2 s ovey X -)(1lo eseribimos horizontalmente por comodidad) repre=
sentga al éiemento X = *1“1 + té é2 P oy F &n“n o Ly '

Sea efs e}, ++.y © - otra base de EP formada por autovectores de A, Ambas

bases estén vinculadas por la relaciém el'-: = Ue,
E1 vector x se representa en la nuevd base como x = %jei+ ... + xle!
Pero
(x ’ el"> = (%, Uek> = <U‘-x . ek> H (3)
Llamamos x'al vector columna de componentes xl’ , ..,x y la férmula

(3) nos dice que x =Ulz esel véctor column® que representa, en la base

el': al mismo elemento mue el ' ector columna x en la base e, .-

Entonces; si - Af = g , donde £ ¥ j; ~&stdn referidos a la base ori-
einel e, serd £=Uf' ¥ g=Ug" , donde £' y g' son los mismos
vectores referidos a la .base ~e1": .. Luego Lenemos. .

AUsf = ug o Sed Ulapge = g

Entonces UYLl Ay es la matriz que transforma entre s{ los mismos ele-
mencos de ER que A, pero referidos a la nueva base, Luego los elementos e}'{ ’

que eran sutovectores de A, también lo serén de U -1 AU .

Como una matriz ez 4::gonal sl y solo 81 10s elementss "« 1a base son autp
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vegtores de dicha matriz, se concluye que vlav = p

es una matriz
~disgonal, como queriamos demostrar,

/

1) Para tnda matriz A las matrices A A" y A" & son autoad juntas y sus autovg f‘:r

lores son no negativos,

La primera afirmacién es obvia si se tiene en cuenta gue(por 1, (10))

)‘X‘ 3

(A A%)" = a4 . A = 4 f

Para demostrar la segunda parte basta observar que, 81 f es un autavector de

£* A corresprndiente al autovalor 4 , es

p<E, 2> = far, > = <arf,a)

yssendo (f,f> > 0 , <(Af,Af) >0 e MO0

Anflogamente se procede con A A¥

J) Para que una matriz A sea regular es necesario y suficiente que se eumpla

owdlquiera de las tres condi~Llones sigulent::-:

1) Que det A # O
2) Que exista la matriz inversa de A, a1
3) Que exista k>0 tal que ||Af||>k||[f[|para todo £

lj Resulta del hecho de quer A x = 0O es un sistema homogeneo de ecuaciones ‘;uy

lineales que tiene snlucién no trivi~l si y solo s1 det A4 = 0

2) Se obtiene de 1) y de la definicién de matriz inversa.

3) 81 la condicién se cumple, la ecuacién A x = O no tiene solucién x#0 ;

sl la enndicién no se.cumple, habré una,sucesién'{fn} de vectores de norma o -
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tal que [[af [I—=>0 .

Como {fn} es una sucesién acotada y EY es un espacio completo, pode-
mos extraer una sybsucesidén convergente fni.—’f , Yysiendlo A g = h una

transformacidén continua de E en B (eeme probaremos enseguida), de

n
||.Afni| | 20 se deduce A.f£ = 0 .

k) Desigualdad de Schwartz

Para todo par de vectores x ,y vale |{x,y)>| ¢ lixll.[lyll (4).

En efecto, 81 t es cualquier mdmere compleje,
°
2
lx + tyl12 = 1112+ t<x,3) + Ty + 1e1? [1yl12 > 0

tomando t = r-|§<-bx—>>-l- con r real, resulta
X,y

Hxl12+27 [ {xy> | +2° |Igl1%2 20 .

Este es un trinemio de segundo grado en r 3 por ser no negativo, su diserimi

nante debe ser mo positivo, lo cual da (4)

3. Norma de una matriz ?

Para toda matraz 4 vale |1&]| = sup | lAx|]] = sup I!Ax”
I 1x] =1 x |ixll

, 1 2
En efecto, para todo x <con |[|x|l =1 es |lAx]| =23 | S_'. aidxd| <
n 2 i=1 ' j=1

< (1)

¢ & a, | <°° (2)
=1 g=1 4
El ndmero [|IAl| definido por (1) se llama norma de la matriz A , y esta
definicién es equivalente a la siguilente
Al = swp, © . 1{af,gdd = sup JSATiED] (3)
£l [=11gl =1 . f.e |If]].]11ell

En efecto, si ||£]| = |igll =1 , [€Af,g)-| < |lafll.llgll = |lagi]
de donde ‘

sup - |{af,e) | % sup  |lafl] .

£l 1=]igl|=1 [1£]]=1
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Por otra parte

. Af ' )
rup- l (Af’g> l > 3up <Af,""——"> = sup %Supllitfll
I£11=1lell=1 I£11=1 I af] | Hell=1 1IAf]] g |=

y estas dos desigualdades prueban nuestra afirmaciédn.

Bs fécil probar ahora que Tnda matriz representa una transformaciédn continua |

de B* en Bn, es decir que, si f, —>f entonces Af —>Af .
BEn efecto ‘
l1ag -afl] = [lace-0)1] < 1all g2l
y como Iﬁfp-fll-s-o por hipétesis, resulta IIAfanfll’-?O ; .comd

queriasmos demostrar,

S§1 A es una matriz hermitiana, las deficiciones de norma dadas son equivalen . [

‘tes a las sigulentesy

_ Af ;i
[{al} = sup | <af , £2 | = sup I<af . £)1 (4)
f ||f||2 Hifl =1
Hall = sup [A§l = | A max| o
1

donde /\:l son los autovalores de A

Llamando ]|A|[l, lally, 1all, v 1lallg @ 1as normas defini. J%ﬁ
das por (1), (3), (4), (5), probaremos que

SRR Y. " 1A,
Halls = Hall, 2 [lallg 2 Lally Ha:]

—

on lo cual auedard probada la equivalencila,
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"La primera desigualdad es inmediata porque el supremo en (3) se toma sobre

todos los pares de vectores, mientras que en (4) sélo sobre pares de vectores

iguaies

Pare probar la segunda desigualdad basta observar que si f es un autp

vector correspondiente al autovalor de mayor ni6duloxn&x., se tiene

A2, 221> o Amax] S22 o | X mex)
11112 2] |2

¥y por lo tanto

oup - JSAL L, EY]
£ liel 12

2 |\ max|

‘La d1tima desigualdad se demuestra teniendo en cuenta que, por la propie-

. dad g) dpl N2 2 podemos escribir cualquier vector f on la forma f= ?11 a8,
=

los ¢ son autovector%es ortonorsales de A; luego, para todo £ , es
T 2 2 g: ' 2 _
.”Af”z _ Gear) | i IAg1¢1ayl ) Ikma;l 4 layl o I mel?
[ . ' '
JEd THIE $ a1 lay |2
J I i=1 i=1
o sea Af) |
| 1A7] < | MNmax| , dedonde  sup Llasg]{ < | N max|
1] z NE4N
secuencia

a) De la demostracién resulta que para cualquier matriz es [[A|| £ [N max |,

‘pero no es clerto en general que |lAll = | A max|

b) Toda matriz unitaria V  tiene norma 1, porque
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el l® = Cve,ve) = {2, vive) = |,

Lvell
[1£11

.Utilizando esta propiedad y recordando que todos los autovalores de V son

de donde = 1. para todo f .

de norm& uno, se puede demostrar la equivalencia de las éuatro definiciones de

norms también para matrices unitarias,

¢) Ia norma de una matriz ‘A es igual a la norma de la matriz adjunta: ||A|]| =
l1a*1] .

Para probarlo basta observar que
(At ,g) = {ag,t) y aplicar 1la definicién (3).

d) Pare cualquier matriz A es |[A*A|} = | EAII% en efecto, como A"A . es her-
mitiana, podemos usar para ella la aefinicion (4} de norma, Bntonces

A*al} = Far | = .-Af, = arl)? = 2
AL = g IG8AE 0 22 = g A0S = g NI T

e) Para cualquier matriz A vale ||a||= s pax|¥ .y donde A max, es el méximo sy

.

tovalor de A*fa .
Por ser A'A hermitiana es ||a*A|| = u mex., ¥ por ),
HAll = {AAll* = [ mex(?
Los resultados d) y e)_son trivialmmtei ocilertos. _para matrices unltarias:

£) Norma de un grgductlg de dos matrices
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Para matrices A y B cualesquiera vale |1aBl1 £ |lalf.lIBl]

En efecto,
* X
BE,A" g2 Bf £
|1aB|| = sup I<ABf,8>| = sup | {BfA"g2 | $ su Lieel] 1 Ll__l_g
f,e |I£]l.118&ll f,2 |igll,llsgll £,8 |l | gl
= [iBII.118%11 = [iBII.11All .
g) Para matrices A y B cualesquiera es  ||a+B|| < |[all + [IBI] .

En efecto,, por 7 del n2 1, es:

[[ca +B) £ = |lag +Be|| € [lagl| + |[Bg]] ;
luego
sup [|¢(4& + B) £]| € su [|A£][ + sup [1egll .
HI£]1=1 1£ll=1 [1£]1=1
S A 1Al
(o] )
h) Si definimos & = 2 A , (A=E) vale |le || € e
K0 K! ,
' A A | [Al |14l
licando £) y &) Sll=a Ane & LAl
Aplicando £) y g), || e o e -

1) La norma de una matriz mayora el valor absoluto de cualquiera de sua componen=
tea: ey | € [1all  (4,k=1,2,,..n). S1 ~ e, es un vector con la K esima

componente 1 y lasdemas nulas; entonces
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he = (alk, Boys eves &) s luego
S 2
| 1A ekll = ( ,jz-l |aJk| )% 2 lagyl y cualquiera sea i; entonces
Hall = sup  |[Af]] 2 [la el 2 la,, 1
TI%1 =2 A el 2 oy

como quexjianos demostrar,

4, Irapsformaciép de Cayley

Toda matriz A se puede escribir en la forma

* ¥
A= R+T4 = 224  ; A-4A .
. 2 2i
A+a¥ A-p*
donde R == ¢ I==5— son matrices hermitianas, como es fécil verificar,

R se llama parte real de A, e I varte imaginaria,

Se dice aque una matriz A es nnsitiva si {Ah ’ hd

es real y positive pa
ratodo h#0

o« 1 A es una matriz positiva y V es cualquier matriz no sin
gular, entonces V¥A V  es pcsitiva. En erectc s

(V'AVvh , ) = {aVh ,Vvh)> =(ag , g)

es positivo, yaque g=Vh#0 por ser V regular,

Se dice que una matriz hermitiana B es mayor que otra matriz hermitiana A si
B - A es una matriz pgsitiva,

81 Z es una variable compleja, la férmula

l+ 32z
1-3z

w =
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define una tranifosddeddn @eh ¢2¢ewis smidad en el semiplano superivr de tal ma
nera que si Z rédoree 1a efreunfereneia |[z|=1 , W recorre el eje real, y si
lz| €1 , W tiene patrds imaginaria positiva,

La férmala anéhoge para matri¢ed (u operaderes en un espacic de Nilbert)

A= (B0 (-

se 1llama trg;srorulellh d¢ Cayley y tiesie propiedades semejantes a 1la anterior:
S1 U es una matris WavaPid DR NuGsVELOPes tjuales a uno, éntonces A es hermi-
tiana, y 21 ||U|| € 1, entehces A tisne parte imsginaria positiva,
Remostracidép

A - AY

21

- t{asnE- 0l o iew ) -
-+ (vt {u-,d"lttm . (M*w.wl} Bl . VY, @)

édotde V = (l:--U)"A1 emiske ¥ es regular perque VYV neo tiene autovalor 1, S1 U

A
ce unitaris es W* =%, y sustituyendc en (1), resulta 22 =0
1o que prueba ls primera parte d~l teorema, ) i

2 [[U[] <1 , entonces |IUUP|| & [1WI[.11U"1} ~ [[UII°< 1 ; luego

{ufn ,n) < .ny = (En ,n} para todo h, de donde

~

(tE-uw®n , n) >0 .

S6lo falta aplicar la propiedad @emestrada més arriba de las matrices positivas

para obtener la segunda parte de la tesis,
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Anélogamente se puede demostrar que la transformacién inversa

U = <A+ 1E)"' (4 - iE) -

~

transforma matrices hermitianas en matrices unitarias sin autovalor 1, y matri-

ces de parte imaginaria positiva en matrices de norma menor que uno.

5. Formula de Jacobl

Consideremos el sistema de ecuaclones diferenciales

n.
‘4 x,

1 = a X
at J=1 iJ (1)

donde los aij son funciones de t.

Con la notacién matricial, (1) se escribe

ax . ' =
I ° Ax donde A= {aij} y X3 (xi’ ...,xn)

Se lisma matriz integral normalizada de (1) a2 una matriz x(t)tal que cada una

de sus columnas es solucién del sistema y X (0) = E .,

Los elementos de la matriz 7't) satisfac .. a las ecuacliones

+d

d X; s B
ij .. 2)
= a.. X, . (i,j = 1,e..,0)
3t . 2_1 ik Tkj yd ’ ’ -

o lo que es lo mismo

a @) i

dat

Lo

= AX .

Recordando que 1: derivada de un determinante es la suma de los determinantgs N
que se obtienen derivando sucesivemente las filas, y teniendo en cuenta (2), re-. -

sulta
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Hl 112 R xln x12 112 os o0 xln

Xy Xpp e--+ X2 Xp1 X¥22 seee Xpp

3 IX| ‘E specroOBOO e rro s en e % 2 esevevecrervovOOOe

dt =1 xy; x5, Xin =1 1 K Ty Xgp ceee Xy
A;.—

Xnl X2 Xnn In1 *n2 Xnn

En el dltinc miembro figuran los determinantes obtenidos de |X| sustituye:
do la fila 1 porla k , los cuales sonnulos si i #k , e igusles
x| e 1=k ; luego

h
aixl, % ay, Xl = tra. (x| (4)
at i=1l

La (4) es una ecuacién diferencial ordinaria que, con la condicién’inicial
[X¢0)| = [E| =1 , tiene como solucidén

t
j( trA 4t
o

| Xl = e (5)
gae es la férmula de Jacobi.,
En particular, a3 A es constante, la (5) se reduce a

|x| = .tr A.t ‘6)

FPor otra parte, si A ea constante, la solucién de (3) es
A ‘ A
x = &t o0 : (n

k  k
oo se puede comprovur derivando la serie it = Z At

Le (6) y (7) , tomando % =1 , resulte

det & = MO

vélida pera toda matriz constente & .

_6)-Desedmgoaicidp polar de matrices.
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Como es sabido, todo ndmero complejo - z se puede representar comoipfo—
ducto de un ndmero real positivo por un nimero de médulo uno: 2 = ru=.r ei
Las matr;ces tienen una propiedad andloga:

Toda matriz A .puede ser representada en la forma

) -5 = Hu. ‘(1) 6 A = U H o (2) '
‘donde le ¥ H2A :gon'métricgs hermitianas positivas y 'Ui' s U §9n_

metriets unitarias,; -

en h%f;éigﬁﬁ Suponiends probado el teorema podriamos escribir ¢
x » 3 '
A = HU , A = UH , dedonde
AL = HUU H =
Esto dliiere decir que si existe la matriz H con las propiedades pedidas, de~
ber ser _ B = AL = G : L (53)
/
" -1 * _ ¥ =1 .
En tal caso seria U = d 4 , U = A H .y Qe donde
Ut = wlag wt = ptwlyt -5

0 sea que. V resulta unitaria.

Entonces sélo falta probar que la ecuacidn (3) tiene’qna,solucidnA H
“hermitiana, | SR

Por ser la matriz B hermitiaﬁa, se la'pUede‘diégonalizar por una tréns%
formacién unitaria V (ver 2,h) : ' | |

N I
v ,BY = D ,dedonde B = VDV

Ademds, por ser B no negativa, tambien lo es D {ver 4); luego los elemed

. tos diagonales de D  son no negativos: digg_C) - Definamdsfuna‘matrizw y=
= {mij} por las condiciones myy = +Vdy; , myy =0 si 14 . Se
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Poniendo shora H =V i V.l s Se comprueba directamente que H es hermi-

tiana y que

B2 = VHVEIVYMVY = vEvyos vovt 2 B o= oaat

Como queriamos demostrar,

La féfmula (2) se prueba aplicando la (1) a la 'matriz A“r :

A = H, V , ue donde A =2 V¥ = U R

11 1 B 1
7. Integrales multiplicativas de Riemann.Stieltjes
Definiciép: "
Supongamos dada en el intervalo [a, b)' una funcién ebcalar £(x)y una fup
cién matriecial H(t) , Tomando una particién de .(l, b )

as= t? (1‘.1( eee € tn—l tn =b ) ¥ tk‘ -ck‘ tk"‘l (k=°’13"-0n)\ ) (1)

J.lamaremos producto integral a la m .triz
n

A A
ef( Zk)AH(tk) ef( Zl)Au(tl ef( 22)4 HUt,)

' = . ese &
FESt

208 ) AH(ty)

. - (2)
(AH(t,) = H(t) - H(y, )

$1 cuando méx. Atk-?o el producto integral tiende a un limite que no de-
rende de la forma de subdivisién del intervale por los puntos tk ni de los

puntos intermedics G, , el limite se denomina integral multiplicativa de

_ K
i 'Stieltjes de la funcién %t) con respecto al peso H (t), y se designa con el
s{mbolo /b JL(t) an(t) |
a

A 1l.s efuctos que nns interesan, nos basta considerar el casec en que f£(t)
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es integrable Riemann y la matriz H (t) satisface la condicién

[TH(t') = H('') |1 & [t* -t (t', t"" € |a,b] ) (o

Existencia

Frobaremos que con estas restricciones, la integral existe

Consideremos para elio una subparticién de la particién (1)

(p,) (p,)
a=te=t{P¢t{Pe < N £ < ... <ty ? =t2=t§0)<
(Ppa’ (0) (1) (p,) c
oot 7 =t o=t <t T <ty =t =D (a) ﬁ

n ?

t(r)S C(r-rl)‘ t(r+1)
k k k

y designemos con Tr'y ' ! 1os productos integrales corresp~ndientes a las par-

ticiones (1) v (4) Es evidente que bastaré nrobar que | [T-T'||->0 sof maxAtk—> 0.

Formemns las particiones que crinciden con la (4) en el segmento (a, tn] y con

la (1) en el segmento (%s,p) . 8177;(s=0..n)son los productos 1ntgFrales corres.-.
pondientes a estas particiones, entonces “O =T ,Tn=1' vy 1T -‘n":z_-(Ts-l_ 'Irs)
Como .1los productos integrales Trs-l y TTs sélo difieren en gilsegmento

(%s_l’t;) teniendo en cuenta (3) vy la (8) 41 n? 5, resulta

T =TI < e.nt'lef(?s)Ah(ts)-ef(6£l))AH(t(sl)) ef(3§2))AH(£é?)) .
ef;c;p>)AH(tép)) 0 emPH ef(ts) (AH(tél)) . AH(tga)) “'--"‘AH(tepS))) -
:.;f(zél)’“‘té“) @ Fane® e_f‘zips)mff(t;ps)) ,
(5) -
donde M = sup [.(t)] , €=b-a

adit¢hb
. Pero si Ay, Agye.es Ak, Bl’ BZ""’Bk son matrices cualesquiera, entonces

T




ITe —eteoe 0L € A By ILIAB, [+ 4 A B ] +

00 . =)
1 P 1 n : 3P
= (Haj T+ a1+ o+l 1A |1 == (1B 1+l tB 1 1+...+EIB L)
" By Ml A e S

Aplicandec “a acotacién (6) a la desigualdad (5), obtenemos:

[Ty Tlt s & frae, + 2% A ?)

n 4 n
e SRR - - '8 4 2P M
-1 25 1T~ Flhé & & wybt, v 2ute pex At

donde w, es la oscilacién de la funcién en el intervalo (ts—l’ta]

Como la funcibn f(t) es integrable Riemann, cuando méx Atk —> 0 1la suma
’
% wsAtsdbO ¥y, por lo tanto |[ITT-T[*|{|—>0 , como querfamos demos

g=]
trar,

A)gunas propiedades .
£} Resulta inmediatamente de la definicién que

A £y
/ JL(O)aH(E) / LH)an(t) FCLIaH(E) (7)
a a c
( <b
b) De la férmla det eA = etrA se deduce ace ‘

b
N J” £(t)ance)
f(t)aH(t) a \
det A e = 2 (h(t) = trH(t)) (8}
Por lo tanto la integral multiplicativa es una matriz no singular,

¢) Vale la siguiente relaciéns

-
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A, b _ _
/ SEB) ane) o f £(t)-aH(+) + R
a v a k

b .

. _ / [£(t)]at

EIP; (/ ESTES Y (9
. a .

En efeg¢to, el p:oducto integral (2) se puede desarrollar en serie

n
>~ . oo
£(C AR %
T . ) A B, = E + f(Zk)AH(tk) 2 2

4 | =7 Y+, =
k=1 | k=1 : 8=z vl’ 2+. 'H’n 8

‘ . . | .
3 Py, NN I 3
glt 'v2.‘"" vn', [ ﬂ’c']_)AH(ti’ ) (f( CZ)AH(tZ) ) ‘.‘..( £( Cn)d H(tn)_) n;

pero

llé

8=2 “1“ ¥oeot V=8 Y, !. .v

v
we (K Tpame IR e & X fZ 12 T1 HAREIE)® ¢

a:?s

0 a n B oj2C)AL
’ : Y o 8 A 2 k=l k k

v pasando al limete para méx, Atk»o , obtenemos (9)

.

. .
[ N . A

T T - AL 2

e —

(fcl yAn(t )) (2T Au ))"2
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Teorema de He

La siguiente proposicién, 'anflega alteerema clfisico de Helly es vflida para
integrales multiplicativas: si la sucesién {_r.n(t')} de funeciones integrables
Ricmann tlende a una funcién integrable Liemann £(t) , y la sucesién de fun-
ciones matriciales {Hn(t)} » que satisfacen 18 condicién I B (t)ll( At
(n=1, 2, 3 ..4) ﬁende a la funcién matricial H(t), entopces

& A
. _ _egn(t.) aH (t) . ef(t). dH(t)
n-?n a va »

Demostracifn: Dividamos el intervale (a, -b); en partes iguales por los puntes

y definamos x | - .
e = [ e @y _m Sn(t) i (t)
k . e ’ Ek = e : .
X, ‘ ' : - Y
L e el - 0 e1,8,0000)

Entonces

P )

(SL(t) an(e) / e‘h“) dhn(t) _ %’ (n) =
a a

s (F) - K™ g?) wm _Fl()n-) o 7y (5, -2 BB F)

p et Tafpee

. (n)
e Fp-l \Fp er )

Existe Gna constante M tal que
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\

' L7 1o -
. le(t)]a .
| /-E GL(t) a(t) || Ya < u ;

a

bl
£ (t) an_(t) /a £ (et
1l —/ e " ||_.‘;é e <M

(aga'<p'&d)

En virtud de (9)

| R a £ (t) ai (t) |
.t dH . e ,' 13
[ / e1’(1:) aH(t) / e B n I g n? % “Fk _ Fl({.n)| PER
a a k‘l o \
o, B 2" Xy | | o
¢ 2 |l / £(t) aH(t) - / £.(t) aH (¢) |} + RS
k=1 :
’ xk.l xk-l i . -l

X jx“ l£(t)] at

'S é ( f 1£(t)| at )2 exl?'l - e
k=1 Xy g . : , '

Xy f |£,(£)] &t -
(/ Ifn'('t)l at )2- e -l S
X1 ' T \

Teniendo en cuenta que si &), a,,...,8 ~ son.ndmeros positivos es

) 2 2 RN ' : .
(T +ac+ .., +a- € max a.ls +a +.,.,..+8)
1o P 1(k£p.k&l 27 7




a Mz
los dvs fitimos sumandes se pueden hdcer arb;trgriainente; péi;ueﬁos aumentando el

nmero p.

Completaremos la demostracién prnbando que la primera sumatoria tiende a

cero parda p fijoy n—o0 . .

En efecto, por 1) del n@ 3, la condicién || H_ ()| < At implica
|Ahid(t)|£ At  donae h;J(t) con las componentes de H_.(t) . Entonces h:;J(
(t)son fuiiciones de variacién a cotada uniformemente en n, y tienden a hid(t) "
Luego podemos aplicar el teorema de Helly para funciones y obtenemos que

x 13 E 13 |
lin | £(t) an Y(t) - £.0t) an () | = 0 (4,4=1,2,...,n)

n-=sK , =
Xl X, o (k=1,2,...p)

' 'n n
Basta aplicar la férmula |[A][¢ 12 DN a’idlz (ver (2') n® 3) para 1llg

1 §=1
zZar a que
i‘}:mll | £(t) dH(t) - £,(t) dH,(t) L} = 0 Qm,z,f; )
M1 X1 o

Lomo querfamos demnstrar.
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APENDICE 2

TEOREMA DE RIESZ - HERGLOTZ PARA OPERADORES

v

Nos proponemos generalizar para matrices, o mis en general, para operzdore-

sobre un espacio de Hilbert, el siguiente

Teorema 1 (De Riesz - Herglotz para funclones): Para que uma funcién f£(z) ,

holomorfa en |z[ < 1 , tenga parte real no negativa en |z| < 1, es necesario

y suficiente -que admita la representacién

£z) = — S oagf) v ai i
2T Jo &' -z ‘ .

donde g (¥ ) es una funcién no decreciente y & es un némero real,

Necesitamos previamente ciertos conceptos y teoremas de la teorfa del espacio

de Hilbert que pasamos a exponer, Rtk
Una funcional lineal g sobre un espacio de Hilbert & es un operador con do-

minio en dicho espacio y de valores complejos, con la siguiente propledad: si I
\
|

ul,uze-:?e Yy a1,82 son ntmeros comple jos, entonces:

glaju, + a, u2) = & g(ul) + a, g(uz’) ()

Se dice que una funcional lineal es cgntinua o acot.ada sl existe v es finito el

. lglw)| _ o
sup | g(u)| suy, ™ Hell -,
| ful =1 ,

. en cuyo caso |lgl| se 1llama 1a norm de la funcional g (cfr. Acrhieser y Glass-

man).

Ieg:ema 2 (de representacién de fuw loneles lineales continuas, de F.Rlesz),Da

da éualquier funcional lineal contiri i g existe un fnico elemento v del » Spac16




ey

- 144 -

Ftal que g(u) = {u,v) para Eao nweF , siendo |lg|l| = Hvll“. R

Demostracign: Sea K el nticleo de la funcionsl g, es deeir, el conjunto de los
elementos k € J€ tales que g(k) =0 ., Por la linealidad de g es Kun subes-

pacio, ¥y por la continuldad de g, K es cerrado, porque si '{'kn}é K y lim kn=
n-»*

= k es g(k) = 1lim g(k) = %m0 = 0 .,
. NS, n n->w

S1i K =’éé, ia funcional g .es idénticamente nula, y el vector v=0 satisfa

ce a la tesis del teorema.

Si K7 7@, entonces K es un subespacio prople cerrado y por lo tanto, existe ‘

an vector V., que podemos tomar de norma uno, ortogonal a K, Todo otro elemento

(o)

de “Veortpgonal a K es propnrecional a v ’ pofdue sl suponemos que v, y v

° 1
son ortogonales a K, entonces es g(vo) = a |, g(vl) = b . Por 1la 1i-
nealidad de g es .g(bvl - avo) = ba~ab = o . 9 O Sea que bvo -
- avy & XK s Pero como v0 vy Vl son or_tbgonales a K;_ debe ser bvo-avlgo ’

. _b ’
¢ sea vy =32 Yo

Por’lo tanto K es el hiperplane complementario ortegorial al vector v, 3’4

en- consecuencia, todo vector de H se puede descomponer de la siguiente manera:

h = (h , vo) v, * h" y» con h'€ K .
Luego

e = v g V) g (n) = (nv) g 4v) = (nv)

donde . V= glv, Vo es el vector que verifica la tesis,

Ta uni¢idad de .V es inmediata porque si fuese g(h)=qh,vpara todo he 7€ . |

obtenemos ||v-v'|| = 0 o sea v = !

s st @, g

wE
kg

L

resulfaria {h,v} = <¢h,v'), de dnnde(h,v=vDs 0 . Tomando, en particular h=y-y i ;<
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Las dos desigualdades sigulentes prueban la filtima afirmacién del teoremas
(h)
gl | = sup. 21|, el o Ly
he | |h] lv]] [v]]
llgl] = sup lg(h)] = sup |<th>lS sup [In|].dlvit - %]
he® ||| he® [(Inl|  he®  ||n|| o

Una funcional bilineal h es un operador con dmminlo de fe x %€ y de valo=-

res complejos, es declr que a cada par de Vectores u,v € e le hace cg
rresponder un nfimero complejo h(u,v), de tal manera que se satisfacen las S1le

gulentes propiedades:

v

&, h(ul,v) + a, h(u,,v) (3)

hag¥y + 8u, , v)

h(u , av, +ayv,) 2 h(u » V) T E; h(u,v,) (4)

se dice que una funcional bilineal es continua o acotada siw

sup |hu , v)| = sup I, w1 [In|]< o ;
u,ve u,ve® | |ull.|]lv]]
[Tall=11vi] -

en tal caso ||n|] se denomina la norma de h,

Teorema 3, Si una funcional bilineal satisface a la cordicidn

2 T
| h (uyu) | € C [l|ull sy Al
entonces h es una funcional bilineal continua con norma [tn]] g2 ¢ .

Demostracién: Utilizando (3) y (4) se verifica de manera inmediata que

3
?
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1
h(u, v) = :' ( h{u+v ,u+v)-h(u-v,u=-v)+ih(un +iv , u + iv) -
-ih(u -iv , u - iv)} ’

y por (5)

2
In(u , v ¢ {Ihuwll o [lu=v]1? + [|utiv]]? + ||u-1v|12} = c(llul]? +

& O

+ |1vl1?)

si |hll=lIvlt=1  resulta |h(u, v)| ¢ 2¢
y por lo tanto
h = gu h
[l 590 e Antu, v)| € 2¢
[lalI=1 vl =1

como queriamos demostrar,

Teorema 4, (De representacién de fun ionales bilineale. continuas), Dada cual-
quier funcional bilineal continua g existe un énico operador lineal continuo A

tal que

gu,v) = {au, v ’ 7
Siendo |fal} = |[g]]

Qeiggstracignix La férmula g(u , a,v; + azva = 8 g(u, vl) + e, gu , v25
-prueba que, para u fijc, g(u ’ v) es una funcional lineal en v que indicare
mnos gu(V)

Por otra' parte

Ttell = sur 18, VI 5 gyp lglu, vl
x,vwR|Ix||.]lvl]  vefe 1100y
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- de donde

= '-5—-4—-‘ 21 PETEIRT
[lg,l! e A & lle u

0 sea que vgu(v) es continua con norma ng” < [egll.lluail .
‘Entonces por el teorema 2, & cada funcional B, » 0 lo que es lo mismo, 8 ca

da u, le corresponde un Gnico elemento z tal que
alu, v) =~ , z) o sea g(u,v) '=(Z,V)para todo ve T8

Como. ek elemento z estd univocamente determinado por u ', podemos esecri-

bir z=Au ¥, sustituyendo en la ecuaclén anterior, resulta:
glu , v) =(Au~,v> .

Traduciendo en términos de esta representacién la fofmula (3) tenemos
(A (a.lulin-aauz)/- aybu, - a8, Au, , vy = o0
¥ como esta igualdad vale para todo ve & es:
A (g u; +858,) = 8y 4y +a;hu, o
1o que prueba que A es un operador lineal,
La unicidad del operador A es inmediata, porque si fuese g(u,v) = (A u,v)

seria(Au v) (A u,vppara todo v; luego Au=A'u , y como estd igualdad vale. .
para.todo u , es A = A,

Las dos desigualdades siguilentes prueban la @ltima afirmacién del teorema
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gl = sup LBV Lo IKawvdl oo Laalllivil
4, ve® [ull vl w,veR [[u]l.l|vl]  wvEe® |jull.]lv]|
Au
senp ALy,
we? ||uf|
Au,Au Au
w,veR [lull.llv]] ~ ued® [llull.[lau]! ue® |[|u]}

ot

L

Pasamos ahora al objetlvo fundamental de este apéndice, que es la demostracién
del siguiente teorema,
Teorema: Psra que un operador f(z)holomorfo en |[z| £ 1 tenga parte real no ng

gativa para [z2|/41l es necesario y suficiente que admita la representacién

o 19
f(z) = L e,+z aa(¥) ¢ 1ib (8)
W 0 e -2

drnde A(¥ ) es un operador hermitiar. no decreciente - b es un operador hermi-

tisno constante (igual a la parte imaginaria de <£(0) )

Qbservacignes:
a) Decimos que f(z) es un operader holomorfo y de parte real no negativa psra
12]1<1 si 1a funcién {£(z)u,u)es holomorfa y de parte real no negativa para -
[2]{1 cualguiera sea u.,
b) Decimos que A(Y¥) es un operador hermitiano no decrecienté si lo es la fug
cién {&(® Ju , W) cualg:iera sea u .

La igualdad (8) debe entenderse en el sentido de la topologia débil, es dg »

cir que, cualquiera sca el par ae vectores u , v € ¥ ,
2w

Se verifi : ol ‘
| er 8tz , v P 1 .9;1.,_1_2. a/a(Pu,v) + 1{bu,v)
2 Jo e -z - (9)
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Demostracién:

12) La_condicién de suficiente

Si f(z) admite la representacién (8) serd
2 g

{£(z)u , u) = -2_1}_ : *:‘ adafra, u) + 1dbu, u)
: ° - - L

y entonces, ror el teorema 1, {f(z)u,u} tendr& parte real no negativa para

lz] {1 .

29) La condicién es necesaria
.Supongamos que hi(z) = {f(z)u, u)> es holomorfa y de parte real no negativa

[z] € 1. Sin restringir la generalidad podemos suponer que b =0, ¢ "°°3°2 1

para

sea que tembién Im h(0) = O . Entonces la férm:la que tenemos que dem‘peg} o

trar se reduce & ° .
, 1 2r ei? + z ;:E%a

£(z) = T . —;i-?-: h a A(¥) i-,‘;s:ea I

admite 1a revresentacién

a0 oo
@0

Por &) tacrema 1, {f(z)u , u}

2w 1
+ =

. _ 1 e +
{(£(z)u , ud = = o d g(§ ,u) o

Para cade u habré¢ una tinica g(® ,u) que le corresponde si imponémos a g |

que sea continua a derecha y g(0) =0 (condicirmnes de normalizacién). Enton r

ces, para cada 2 fijo, g(¥ ,u) es una funcional en u ., o

Utilizando lo siguiente identldad, cuva verificacién es inmediata:

{£(z)(rev) , utv ¥ - Vf(z)(u-v) , u-v > + 1{f(z)(utiv) , utiv > -

- i{f(vz)(u-iv) , u=iv ) = 4(f(z')u~, v > R

y poniendo
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gg ,u+v) = g( P u-v) + ig( ) 4 Jutiv) - ig( ¥ u-iv)
4

g¥f,uv) = (10)

results

2ﬂ )
{fz)a ,v) = = f +z dg( ¥ ,u,v) (11)

donde g(¥,u,v) es una funcién compleja de variacidén agotada con respecto &

¥ . Probaremos que g(¥,u,v) es una funcional bilinesl continua. En efecto!

(f(Z)(alul &20.2) y V > 2“' o T— dg(?v‘lu + ‘ 2 y V) (;
12,
: por otra parte: _
| “.}%K?(Z)(alul *aghy) , v = e {2y, VD e, (H(zduy , V) = ey '2%17 )
L.p2m : om ‘
cooef € i¥ i?
e’ + z 1 + z
ag( ¥ v) +a, — ag( ¥,u,,v) =
u‘i,.;:o eI7 -z K 2 21T o 7 _ Yo
2T i, ’
= -—];- e + 2 ! r . (13)
e’ 7, *foz a ("1 & ¥y v) 4, 5""“2")) i

de (12) y (13), en virtud de lm unicidad de la g , resulta
g(¥ ey * 80, , V) = ajg(Pu,v) ¢ 32“?'“2") ‘

Recordando que {f(z)u , vy = {(T(z)v ’ u )

y S& demuestra fdcilmente:
de manera anfiloga que ‘

2P u,a v, +av) = ?l'g(?,u,v.i)-f‘!;g(?',u,v?) .

1l 22

Ademas am

‘ PAPTIE ) 1 : 1 -
AT e I (P = 5 el2Tuu)

s Ak -
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‘1uego
g(P,uu) & g2Tu,u) = 27 {£0)u,u) ¢ 2T|f£(0} {u,u)

Entonces, por el tecrema 3, g(¥,u,v) es una funcional bilineal acotada com
norme € 4T ||£0)]]

El teorc‘u 4 nos asegura ahora la existencia de un operador A (’f)tal que

gl ¥,u,v) = (A(, u, 'V) . (14)

cQso
00

Tomendo v=u y recordando que g( ¥ ,u,u) es acotada y no dccrociuﬁe-

00.0

e en ¥ resulta, por definicién, que A(Y¥Y) es un opersador acotado nd :

0\)
%

decreciente.
El operador A(¥) es hernitianc o, lo que es lo mismo, {A(¥)u , v) .

OOOOOO

:( W v u) y como se deduce facilmente de (10) teniendo en cuenta (14). c a

s Sustituyente (14) en (11). obtenemos (8), como querfamos demostrar,
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