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Homologie de Hochschild, homologie cyclique
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Le but de ce cours est d’introduire deux nouvelles théories homologiques: 1’homologie de Hochschild (1945) et
Phomologie cyclique (Connes, Feigin - Tsygan, Loday - Quillen, 1983).

Nous montrerons quelques applications de ces théories. L’homologie cyclique a des applications dans de nombreux
domains des mathématiques, et il est bien clair que je ne les aborderai pas toutes. Pour une vision assez large du
sujet, je recommande le livre de J. L. Loday: ”Cyclic homology”.

Les trois premiers chapitres de ce cours donnent les résultats généraux sur ces théories et s’adressent plutét aux
études en thése, les théorémes sont, en général, demontrés en detail.

Les deux derniers chapitres contiennent des résultats plus difficiles sur I’homologie de Hochschild et 1’homologie
cyclique des algébres commutatives. Les démonstrations ne sont pas toutes explictiées et le lecteur est convié a
consulter les articles de recherche cités dans la bibliographie.

Dans tout ce cours, k est un anneau commutatif unitaire et A une k-algébre associative unitaire. Sauf mention
contraire, le produit tensoriel est noté ®, et s’effectue sur des k-modules.
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Chapitre 1

Homologie de Hochschild

1.1 Bimodule

Définition 1.1.1 Un bimodule M sur A est un A-module & droile et & gauche vérifiant
e. (am)d’ = a(ma') Va,a' € A, VYme M
o (Aa)m= A(am) = a(Am), YA €k, Ya € A, Vme M | : s

On note A° la k-algébre pour laquelle le k-module sous-jacent est A, ét la multiplication dans AP venﬁe
a?b% = (ba)°?. On a alors une structure de k-algébre associative sur A ® A%,

Proposition 1.1.2 1. Tout A-bimodule M peut éire muni d’une siructure de (A® A%)-module d droite (resp. &
gauche).

2. Tout (A ® A°)-module & droite (resp. & gauche) peut étre muni d’une structure de bimodule.

Démostration:

1) On définit une application M x (A ® A%?) — M par (m,a ® a’) — a’'ma (resp. (AQ@ AP)x M — M
(e ® o', m) — ama’).

On vérifie que les axiomes des modules sont satisfaits.

2) Soit ¢ : M x (A ® A°P) — M définissant la structure de (A ® A°?)-module & droite sur M. On définit une
structure de bimodule sur M par les formules suivantes:

MxA—-M
(m,a) > ¢(m,a® 1)
AxM-—-M

(a,m) — ¢(m,1 @ a)

Remarque: Le produit munit A d’une structure canonique de A-bimodule, d’olt une structure de (A ® A°)-
module & droite et & gauche sur A.

SRR I 5



6 CHAPITRE 1. HOMOLOGIE DE HOCHSCHILD

1.2 Complexe de Hochschild

Soit M un A-bimodule. Pour n > 0, on considére le k-module
Cn(A) := M @ A®" :
et Papplication k-linéaire b : Cp(A4) — C’,;__l(A) sin>1

b(m®a1® ®an)—ma1®az® ®an+
+Z( 1)’m®a1® ®a1a,+1® ® an + (— 1)"anm®a1® ®an1
i=1

oumeEMetg; €Asii=1,..,n
Lemme 1.2.1 b.b=0 C

Démostration: Verification immediate.

Conséquence: (C’* (A, M) := D, 5, Cn(A, M), b) est un complexe de k-modules a,ppele complexe de Hochschlld
de la k-algtbre A et & valeurs dans le bimodule M. On appelle b le bord de Hochschild. "
Remarque: Si M = A, on écrit C.(4) au lieu de Ci(A, A), et on I'appelle le complexe de Hochschlld de A.

Définition 1.2.2 L ’homologie du compleze (Cu(A, M),b) s’appelle
" Phomologie d¢ Hochschild de A a valeurs dans M et se note Hi(A, M).

On a H.(A, M) = D, 50 Hn(A, M) ou Ho(A, M) = Ha(Ci(4, M), b)

Remarque:.
e Si M = A, on ecrira HH,(A) = H.(A, M) et c’est ’homologie de Hochschild de A.
e Si A est’commutatif, chaque Hy(A, M) est un A-module.

1.3 Fonctorialité

1. Soit M et M’ deux A bimodules et f : M — M’ un homomorphisme de A-bimodules. Il est claire que f
induit une application k-linéaire, notée Crn(f) : Cn(4, M) — Cr(A, M') qui commute avec b. Cec1 induit une
application de k-modules gradués: fi : H.(4, M) — H,(4, M').

2. Soient A et A’ deux algébres associatives et f : A — A’ un morphisme d’algébres, alors f induit un morphisme
de k-modules H H,(A4) — HH,.(A")

Proposition 1.3.1 HH, est un foncteur de la catégorie des k-algébres associatives dans la catégorie des k-modules
gradués.

1.4 Calcul de Hy(A, M)

Par définition, C1(A, M) =M Q@ A, Co(A, M) = M et b(m ® a) = ma — am.

Ceci montre que Ho(4, M) = M/{ma—am a4, meM} '

Par définition, Ho(A, M) est le module des coinvariants. Notons [4, A] le sous k-module des commutateuts de A.
On a HHy(A) = A/[A, A]. Si A est commutatif, alors HHy(A) = A. En particulier, on a HHo(k) = k. On vérifie
que HH,(k)=0,n>0. '



15. BAR RL‘SOLUTION _ LT

1 5 Bar resolutlon

1

Posons C’ (A) A®("+ 2) pour tout n > 0. Alors C/(A) est un A-bimodule dont les structures sont données par:
. a(a0®...®an+1) = atp® ...® any1

(@60 ®..Qap4+1)e’ =0 ® ... ® apt10’
On définit & : C},(A) — C};_,(A) par:

n

H(a0®..®an =Y (~1)a0® ... ® 6i2i41® ... ® an + 1
) . 1=0
On vérifie b'Y’ =:0. '
On deﬁnlt p:Co(A)=AQA— Apar p(a®a') = aa’ si a,a’ € A

P o

Prop051t1'on’1.5.1 (CL(A),b') est une résolution (& droite, od & gauche) du A®A°P;'inodullé A.

Démostration: 11 est claire que chaque CJ(A) est un A ® A°’-module et b’ est une application linéaire de
A® A°-modules. De plus, (C/(A),b) muni de p est un complexe au dessus de A. 1l reste & vérifier que I’homologie
du complexe (C},(A), ") est nulle. Une methode consiste & construire une homotopie contractante s, i.e.:une famille
d’applications (s,),cx €t une application s_; : A — C{(A), sn : CL(A) — C’,’I_H(A) vérifiant ps_; = Idy, b's, +
Sn— 1b = Idc: (A)r., Vn € N

- On pose S- 1(a) =1®asia€ A 5n(00®...Q Any1 = l®ao® . ® an4! pour tout a; €A i1=0,..,n+1.

" On Verlﬁe que les applications (s, ) conviennent.

Définition 1.5.2 (CL(A),V') s’appelle la bar résolution ou résolution de Hochschild de A comme A ® A%-
" module. '

‘Lemme 1.5.3 Soit M un A-bimodule
1. On définit.© : M ®agasr CL(A) — Cu(A, M) par O(m @agacr (@0 ® ... ® Gnt1)) = np1mao @ a1 @ . ® an
9. On définit U : Cu(A, M) — M @agaer CL(A) par ¥(m @ a1 ®an) = m @161 @ .. ® an ® 1
Alors:
1. %0 = Id, 0¥ = Id
2, O[Id @ agaor V'] = b

Verification immédiate.

Théoréme 1.5.4 Si lalgébre A est projective sur k (par ezample si k est un corp), alors por tout bimodule M et
pour tout n > 0 on a des isomorphismes:

Hu(A, M) = Tor®47 (M, A)
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Démostration: Si A est k-projective sur k, alors C,(A) = AQ A®" @ Aest un A® A"’"-rnodule projectif & gauche,
donc la bar résolution est: une résolution de A par des {4 ® A°?)-modules projectifs, donc TorA®A™ (M, A) se calcule
comme le n**™¢-groupe d’homologie de M ® 4g40r CL(A). Le lemme 1.5.3 permet de conclure.

Applications: Si A est k-projectif sur &, on péut calculer ’homologie de Hochschild en utilisant n’importe quelle
résolution projective de A par des 4 ® A°’-modules.

Example 1: Soit V.= @]., kz; un k-module libre de rang m, alors A = S(V') s’identifie & ’anneau de polynomes
& n variables 1, ..., 2y, et & coefficient dans k,

Dans ce cas A® A = k[z,..., Zm, &}, ..., T},] et la multiplication s : A ® A — A est le morphisme d’algébres
prolongeant P’application p(xz;) = z; et p(z}) =zl sii€[l,..,m].

11 est facile de voir que Ker(p) est engendré par ¢ = (21 — &}, 2 — 25, ..., £, — 2}, ). Cette suite est reguliére, et il
est bien connu que le complexe de Koszul (K. (z), d) associe & la suite regulidre z de "anneau k(z1, ..., Tm, 2}, ..., 2]
est une résolution de A par des A ® A-modules libres. . . _ s

On & dy : Ki(z) = B, k[z1, ..., Tm, 21, .., 2]y — Ko(z) = AQ A et di(y;) = & — o}, pour tout i = 1,...,m.

K. (z) est I’algébre exterieur construite sur Ky(z) et d est la différentielle d’algebres prolongeant dj.

Alors A ®agaer Ki(z) = E(DI, k[z1, .., Tmy @, oo, Ty ]yi) et 1 ®agace d = 0 ou E désigne ’algebre extérieure
du A-module @], Ay;. . :

Ceci montre que e

HH,(k[z1,..,za])) 2 EM(A™)si0<n<m
HH,(k[zy,...,z:]) =2 0sin>m
Ou A™ désigne le A-module libre canonique de rang m et E™ est la partie de degre n de ’algébre extérieure.

Example 2: Soit A = T'(V), ’algébre tensorielle d’un k-module V. On va supposer que V est projectif sur k.

On & A=@,>,(V?") ot V°° = k et la multiplication sur A est induite par (v1 ® ... ® vp).(Vp1 ® ... ® Vpq) =
VI® .. ®Up ®Ups1 ® .. @ Vpig o

Montrons que §—s>AQV QA=A @A+ —>( est une résolution de A. (Ici A®V ® A est considéré
comme un sous-module de C}{(A4)).

On définit s, : A > A®@Apars (a) =a@®letsg: AQA > AQV®Aparsy = 0sur AQk et
sha®a') = = Y0 (av1 .. 0im1) ® U @ Vig1...9p) — (AV1..Vp-1) @V @ 1sid) = v; @ ... ® v, €t a € A.

On vérifie que ps—y = Ids, V'sh+ s—1p0 = Idaga, sgb' = Idagvea. Comme V est projectif sur £, AQ V® 4
est un A® A°?-module projectif, et donc on & exhibé une résolution projective de A. L’homologie de Hochschild est,
d’apres le theoreme 1.5.4, I’homologie du complexe:

0—>A®agaor (AQV ® A s A @4gacr (A® A)

AQV b

bla®v)=av—vasic€ A,veV.

Notons ¢ la permutation cyclique sur V®™, 0(v; ® ... ® ) = Um @ V1 @ ... ® Um—1

On a alors:

HH,(T(V))=0sim>2
HH(T(V)) = Ker(b) = EP(VO™)°
m>1
HHo(T(V)) = kD P (ve™),
m21

ot (V®™)? désigne les invariants sous l'action de o et (V®™), désigne les coinvariants sous ’action de o.
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1.6 Complexe de Hochschild normalisé

Rappelons que Cp (A4, M) = M ® A®". Soit D, C Cp(A,M)ou Dy = {mQ@a1®..Qan, mE M,a; € A, €[1,...,n]
avec a; € k}. On vérifie que b(Dp) C Da-1, donc (Dy = @5 Dn, b) estun sous-complexe, et on pose:

Ch(A, M) = Co(A, M)/Dp 2 M@A®"

ot A= A/k.
On muni C,, (4, M) de la diferentielle image de b dans le quotient et on note encore b cette différentielle.

Lemme 1.6.1 (D,,b) est un compleze acyclique.

Corollaire 1.6.2 L’application de projection Cp(A, M) — Cp(A, M) est un morphisme de complezes, et ’application
induite en homologie est un isomorphisme.

Démostration: le lernme est un résultat classique sur les modules simpliciaux. Le corollaire est evident & partir

du lemme et de la longue suite exacte d’homologie associée 3 la suite exacte de complexes:
0 — (Dy,b) = Cu(A, M) — Cu(A, M) — 0

Corollaire 1.6.3 Hp(A, M) = H,(Ci(A, M),b) = H,(Cu(4, M), b)

Définition 1.6.4 (C.(A, M),b) s’appelle le compleze de Hochschild normalisé.

1.7 Exercices

1. A et A’ deux k-algébres associatives, montrer que

HH.(Ax A" = HH.(A) P HH,(4")

2. Soit A un anneau commutatif, S partie multiplicative dans A, 0 ¢ S, 1 € 5. Soit M un bimodule. Notons Ag
le localisé de A. Quand A est plat sur k, montrer que
H*(As, Ms) = H,..(.A,M) ®a As
ol Mg =M Q®4 As.

3. Soit A = k[z]/(z™*!), m > 1, on note u la multiplication par z ® 1 — 1 ® = et v la multiplication par
2" @1+2™1Qz+..+18®z™ dans A ® A, montrer que

> ARA—E > AQA—>AQAE> AR AL >4

est une résolution de A.
En deduire les groupes d’homologie de Hochschild de A quand Q C k.






Chapitre. 2
Homologie cyclique

I y a au moins trois faCons de construire I’homologie cyclique & partir de I’homologie de' Hochschild. Alain Connes
avait constaté que le groupe cyclique Z/(n + 1)Z agit sur C,(A) et que le module des coinvariants sous cette action
a bien une différentielle deduite du bord de Hochschild, et ce nouveau complexe, appélé complexe de Connes, lui
permettait de définir une nouvelle theorie homologique appelle homologle de Connes qui coincide avec les antres
définitions quand QQ C k. Ici, nous allons définir I’homologie cyclique, & partir de la notlon de complexe mixte,
1ntrodu1te par Kassel ~

2.1 Complexe mixte

Définition 2.1.1 Un complexe mlxte (M, b, B) est la donnée d’un k-module gradué M, = @n>0 Mn, d une
dzﬁerentzelle de k- modules b de degre —1, et d’une différentielle B de degré +1 vérifiant: ,

b2 =B2=bB+Bb=0

Un complexe mixte determine un bicomplexe By (M) dans le premier quadrant si on pose Bp ¢ = Mp_g si
0< p < q, qu(M) = 0 sinon.

b b b b

‘ Bog <2 — B3 <E— By <E— Bs3
b b b b

Boz <Z— By <2 By <2 Ba,

b b b b

Bop <Z— By <2 By <2 Bs,

b b b b

Boo B 1310 B By <E— B

Dans ce tableau, seuls les termes au dessus de la dlagonale g = p sont nuls.
A un tel blcomplexe, on associe le complexe total (TotBux(M),b+ B) avec (TotBu(M))n = D

By =
M,?®M-2®Mn_4@... "'

pte=n

11



12 CHAPITRE 2. HOMOLOGIE CYCLIQUE

Définition 2.1.2 HC,(M,b, B) := H,(TotB.x(M),b + B). L’homologie du compleze total s’appelle ’homologie
cyclique du complexe mixte et se note HC\(M, b, B)

On considerera aussi Ho(M) = H,(M.,b) appélé homologie du complexe. Ces deux homologies sont 'i;éliée':é par
le théoréme suivant:

Théordme 2.1.3 On a une longue suite exacte:
WA

s > HOp—3 (M, b, B) > Hu(M) —% HOn(M;b, B) —*> HCp—o(M,b, B) 2> Hyy_y (M) —— > -
Démostration: On a une suite exacte courte de complexes:
00— (M... , b) —sd (TotB**(M) b, By —2> (TotB,. (M), b, B)[——2] —0

" ou I(mn) = my € Bop, (TotBH(M)[ —2)n = (TotBux(M))n—2, S(mn,mn_rz;m,,'_z;, L) = (m,,_z, My—4, ...) d’oll une
suite ‘exacte en homologle

Définition 2.1.4 Suite spectrale fondamentale du complexe mixte. On filtre le bicompleze par F,B;; =
D, Bij pour tout p > 0.

On définit ainsi une suite spectrale ou d° : = Bpy — E?

pg—1 = Bpg—1 et d® =b.

Il s’en suit que E’1 est égal & I’homologie en dégré ¢ de la colonne p du bicomplexe muni de la différentielle 6.
On a donc E} _Hp ¢(M.)si0< p<qet EL =0 sinon.
La dlﬂ'erentlelle d! est induite par la dlﬂ'erentlelle B. Un petit calcul montre que d* = B, I,. On a donc montre:

Théoréme 2.1.5 La premiére filtration du bicompleze B (M) définit une suite specirale convergeant vers HC(M, b, B,
et.dont le terme E' vérifie: E'pq = Hyp_o(M) si0 < p < gq, E}, =0 sinon et d' = By I,.

Définition 2.1.6 Un morphisme de complezes miztes f 1 (M,,b,B) — (M],V¥,B') est une suite d’applications
k-linearies f, : My, — M}y qui commutent avec b et B.

Proposition 2.1.7 Soit f: (M,,b, B) — (M.,V, B') un morphisme de complezes miztes tel que Ho(f) : Ho(M) —
Ho(M") est un isomorphisme. Alors Uapplication HC.(f) induite par f entre les homologies cycliques des deuz
complezes est un isomorphisme. : .

Démostration: : On utilise la suite spectrale donnée au théoréme 2.1.5 et un argument classique sur les suites
spectrales. ‘
2.2 Homologie cyclique d’une k-algebre associative A

Le complexe de Hochschild (C.(A), ) va étre muni d’un opérateur B pour faire un complexe mixte.
On pose B : Cr(A) — Crn+1(A) défini par:

B(ag® ...®an) = Z D)'"1®a®aen®. .0 ®.Qa-1+601l® TGig1 ® .. ® Oy @ a1 @ ... ® Gi_1]
0<i<n

Lemme 2.2.1 0 = B2 = bB + Bb. (C.(A),b, B) est un compleze mizte.
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Deﬁnltlon 2.2.2 HC'*(A) = HC* (Cx(A),b, B) s’appelle ’homologie cyclique de A et
—>HH (A) —> HCpn(4) —E> HC, - 2(./1)——>HH,1 1(4) —-

s’appelle lo longue suite exacte de Connes. De plus, S, (au liev, de Sy ) s’appelle Popérateur de perlodlclte
de Connes. La suite spectrale du compleze mizte (définition 2.1. 4), s’appelle la suite spectrale fondamentale
d’homologie cyclique

L’image de la différentielle B sur le complexe de Hochschild normalisé est encore noté B et on a:

B(ao®..®an)= Y, (-1)"106®aei1®.. 00 @6 ®...0 a1
0<i<n

siag € Aeta; € A/k pouri€ll,...,n].

Proposition 2.2.3 (C,(4),b, B) est un compleze mizte et l’application de projection Cu(A) — Ci(A) induit un
isomorphisme en homologie cyclique. On a donc

HC.(A) := HC.(C.(A),b, B) = HC.(Ci(A),b, B)

Démostration: Cela resulte de ’étude des suites spectrales fondamentales d’homologie cyclique des deux complexes
mixtes et du corollaire 1.6.2 du chapitre I.
Remarque:

1. On a HCo(4) = HHo(A) = A/[A, 4]

2. HC, est un foncteur de la catégorie des lc-algebres associatives dans celle des k- modules gradués. Si f: A — A
est un morphisme d’algebres, on a des carrés commutatifs:

o> HHp(A) ——> HCp(A) ——> HCp_g(A) —> -

o HHp(A') —— HOy(A') — HCpp(A) —> -

Proposition 2.2.4 Soit f: A — A’ un morphisme d’algébres. Si f induit un isomorphisme entre les homologies de
Hochschild alors f induil un isomorphisme entre les homologies cycliques et réciproquement.

Démostration: Si f induit un isomorphisme entre les homologies de Hochschild, f induit donc un isomorphisme
entre les termes E! de la suite spectrale fondamentale d’homologie cyclique. Un argument classique sur les suites
spectrales convergeantes entraine que f induit un isomorphisme entre les homologies cycliques.

Réciproquement, si f induit un isomorphisme entre les homologies cycliques HC,(A) et HC.(4’), le lemme des
cing implique que f induit un isomorphisme entre H H,(A) et HH,(A’), compte-tenue de la remarque precedant.

2.3 Structure de comodule sur HC,(A)
On va d’abord s’intéresser & H C'* (k).
Proposition 2.3.1 On ¢ HCzn41(k) =0 et pour tout n > 0, S est un isomorphisme de HConq3(k) sur HCoq(k).

.Corollaire 2.3.2 HCyn(k) est un k-module libre de rang 1, soit u, un générateur. On a S(un) = Up-1. -,
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Démostration: HCy(k) = k, donc on peut prendre ug = 1. Comme HHy(k) = 0 si n > 0, la longue suite
exacte de Connes nous donne la proposition et le corollaire. '

'Lemme 2!3.5° .S' muni HC,(k) d’une structure de coalgébre cocommutatwe graduee colzbre de rang 1

Démostration: La comultiplication A : HC,(k) — HC,(k) ® HC\(k) est donnée par

Augn) = E St (un) ® S* i (uy) = Z Up—i ® Uj

0<i<n 0gi<n
La colinité ¢ : HCu(k) — k est définie par c¢(ug) = 1 et ¢{up) =0si n > 0.
Proposition 2.3.4 L’opérateur S munit HC,(A) d’une structure de comodule gradué sur la coalgébre HC’,..(k)
Démostration: On définit 64 : HC.(A) — HC.(k) ® HC\(A) par Ay :"‘.Zig'o w®S.
n/zEn fait si ¢ € HCn(A) on a Ag(z) = up ® & +us ® S(z) + ... + Un/2) ® S (z) ou [n/2] est la partie entiére de

" On vérifie que A, vérifie les axiomes d’un comodule.

Définition 2.3.5 On dit que HC,(A) est un comodule trivial si S = 0.

2.4 Homologie cyclique réduite. Cas des algebres augmentées

On suppose que ’homomorphisme k — A est injectif. Cette hypotheése est vérifiée si A est commutatif.
On a alors une injection Cy(k) — Ci(A). On pose Cu(A)red = Cx(A)/Cu(k) et

m(fl) = Hy, (C-u (A)red)

1l est immediat que HH,(A) = HHp(A) si n > 0 et HHo(A) = HHo(A)/k. De méme, on a une injection
TotBux(k) — TotBiw(A). On pose B(A)req = T0tBys(A)/TotBys(k) et

HC,.(A) = Ho(TotB(A)rea, B+ b)
~Ox a donc une suite exacte en homologie cyclique:
e HC(b) —> HCa(A) —> TIC(A) —> HC_1(k) —> -
Remarqﬁe: Si A est augmeﬁtée, cette loﬁgue suite exacte se scinde et on a |
HC,(A) = HCr(4) P HC.(k)

ou, en fait, la somme directe est une somme directe de comodules. Par ailleurs, il est clair qu’on a une longue suite
exacte de Connes reliant ’homologie de Hochschild réduite et ’homologie cyclique réduit:

> T Hp(A) —> HCo(A) —E> HChe 2(A) —E - HH, {(A) —

Théoréme 2.4.1 (Goodwzllze) Soit A une k-algébre graduée avec Ao = Ic et QCk, alors la structure de comodule
sur HCy(A) est triviale (i.e. S =0 sur HC.(A)).
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B ;Cor.c;llaire 2.4.2 Sous:les hypothéses du théoréme 2.4.1, on a, pour tout n > 0, des courtes suites ezactes:
O HCn1(A) —> HHy(A) —> HCr(4) —>0

Démostration: voir l'a rtlcl‘e de Goodwillie ou le livre de Weibel.
Ce théoréme sera souvent utilisé dans la suite du cours.
Exemples d’application:

1. A=T(V), V un k-module projectif et Q) C k. On a vu que HH,;(A) =0sin > 2, dot HC,(A) =0sin>1
et HCO(.A) HHo(A) T(V)a

2. A= k[z] / (1:’"+1) m> 1 et k un corps, Q C k. On peut montrer, voir exercice du chapitre I, que H HCi(A) =0,
HHy(A) = HCy(A), HC3(A) =0, et plus généralement, on montre que:

HCyn41(A) = 0 et HCon(A) k™ sin >0

2.5 Example - Calcul de i’horﬁologie cyclique de A =T(V)

On va supposer que V est un module projectif sur & un anneau commutatif unitaire.
On a vu, au chapitre I, que HH,(4) =0sin > 2, HHy(A) = T(V)/(1 - o)(T(V)) et HH1(A) =T(V)’ = {a €
T(V):e(a) = a}.

Lemme 2,5.1 La suite spectrale fondamentale d’homologie cyclique dégénére au terme E? et on a
HCsy, = EX, = Ker(d') = {@ € T(V)? : d}(a) = 0}
HCap_y = E?_,. = HH:(A)/Im(d})

n—1n

Démostration: E}, = HHp(A), dou E}, = HHo(A), E}_,, = HH:1(A) et 0 sinon. Comme d' : B}, — E;_,, on
voit qu’une seule des différentielles d* est non nulle, c’est:

0— EL, = HHo(A) —%> E}_,, = HH1(A) —>0

Ona@oncE;qupourr22et(p,);é(pp)ou(pp+1). . .
Mais d” est une application de £}, dans Ej . .. ;, donc d" =0, Vr > 2 et donc la suite spectrale dégénére aun

terme E2 et on a

HC%% = @pygen Epg Dpgen Erg = Enp, de méme on a HCn41 = EX_4,,.
Nous allons calculer d':

On a
1
EL, = HHo(A) = A/Im(b) —%>E}_,, = HH\(4) = b&%@%

On sait que d* est induit par B: Co(A) = A — C1(A)=A®A4. Siz €k, B(z)=0. Siz € V®, j>1, ecrivons
T = v1...v;, alors B(z) =1® v;...v;.

On remarque que B(z) = v ® v2...v; + v2..v; ® v1 + b(x1) Regardons maintenant les éléments vs...v; ® vy,
v3...Ujv1 @ Vg, ... comme des éléments de T(V) et introduisons la permutation cyclique o défini par o(v1...v;) =
U V1...Um-1, ON voit alors que, de proche en proche, on obtient

bz) — (1+ o402 + ...+ a7 (vr...05) + b(y)
mycAQA® A.
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Ceci prouve que d! s’identifie & I’application 1 4+ 0-462 + ...+ ¢/~ sur V®/, On a donc
HCon(A) = Ker(d') = {a.eT(V)° : (1 + 0 +02 + ..+ 0 1) (a) = 0}
HCn-1(A4) = T(V)”/fm(l +o+o?+.. + &j"l)

Un résultat classique sur ’homologie des groupes cycliques nous donne:

Théoréme 2.5.2 Soit V un k-module projectif et T'(V') Ualgébre tensoriel du k-module V', alors on a:

Vn > 0 HCon(T(V) = HCaa(k) (D D Ha(Z/iZ; V®)

i1

Vn >0 HCzn_.]_(T(V)) = @Hn(Z/JZ, V®j)
a izt



Chapitre 3

Homologies d’Hochschild et cyélique-.des-
algebres commutatives

On stipposé maintenant que A est uné k-algsbre commutative. On a vu que H Ifo'(A) H Co(A) A et que- chaque
HH,(A) est un A-module pour n > 0.
On va montrer qu’en fait H H,(A) est une A-algébre.

1  ”Shuffle-produit” sur le complexe de Hochschild
On définit un produit noté : Cp(A) x Cq(A) — Cpi4(A) si (p,q) € N? de la maniére suivante:
a0 ® a1 ® ... ®ap, a0 ® Gp 1. @ pyg) = Z(sgna)aoag ® Ag-1(1) ® -.. ® Gy—1(p4q)

ou la somme est étendue & toutes les permutations o € Sp.., telles que 0(1) < ... < o(p) et o(p+1) < ... < o(p+¢).
On définit, par la méme formule; un produit sur le complexe normalisé C,(A).

Lemme 3.1.1 1. le ”shuﬂlé—fﬁﬁduit” est gradué commutalif, c’est & dire si z € Cp(A), y € Cy(A), alors yz =

(-1Plzy. L -

2. le bord de Hochschild b est une dzﬂe’rentzelle d aIgebres graduées, c’est d dire si x € Cp(A), y € Cy(A), alors.
b(zy) = b(z)y + (—1)Pzb(y).

Démostration: élémentaire et combinatoire.

Définition 3.1.2 Soit (Cx = @ Ca,b) un k-module differentiel gradué. On dit que (C.,b) est une k-algébre
différentielle graduée (a d.g. en abrege} si C est munie d’un produzt noté . , qui en fasse une k-algébre. verzﬁant,_
Cp.Cy C Cpy pour tout (p,q) € N? et si la dzﬁerentzelle b vérifie b(:c y) = b(z)y + (—1)Pzb(y), pour tout z € Cp(A),

y € Cy(A). On dit que l'a.d.g. (Ci,b) est une k-algébre différentielle graduee commutative (en abrege

a.d.g.c.) si, de plus, yz = (=1 92y, pour tout z € Cp(A), y € C’q(A) (p,q) € NZ.

Lemme 3.1.3 1. Soit (Ci,b) une algébre différentielle graduée, alors Ho(Cy,b) ¢ une structure de k algebre et
H*(C*,b) a une structure de Ho(Cly,b)-algébre graduée deduite de celle de Ci.

2. Si (C'*,b ) ‘est' une algébre différentielle graduée commutative, alors Ho(Cy,b) a une k-algébre commutaiive et
Hu(C4b) a une structure d’algébre graduée commutative.

17
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Démostration: Calculs élémentaires en algébre homologique.
Les lemmes 3.1.1 et 3.1.3 permettent de montrer:

Théoréme 3.1.4 Soit A une k-algébre commutative, alors HH.(A) a une structure de A- algeb're gradue commuta-
tive.

3.2 Derlvatlon et algébre des formes dlﬁ'erentlelles o

Deﬁnltlon 3.2.1 Soit A une k- algeb're et M un A- module Une derzvatzon de A & valeurs dans M est une applzcatzon
k-linéaire D : A — M satisfaisant la relation: W - v .o

D(ab) = a(Db) + b(Da)
pour tout a,b € A.

. L’ensemble de toutes les derivations de A dans M forme.un A-module noté Derg(A, M). -On remarque que le
k-module A ® A peut étre muni d’une structure de A-module par la loi: -

ala®ad)=aa®d siac A achd €A
Soit N le sous A-module de A ® A engendré par les éléments de la forme 1 ® ab —a ® b — b @ a pour tout a, b€ A.

Proposition 3.2.2 Le A-module quotient (A® A)/N, noté Q% /i €st appélé module des différentielles de Kahler

de A. L’applicationd : A — QA/k définie par da = cl(1® a) dans (AQ® A)/N est une derivation vérifiant la propiété
universelle suivante:

Pour tout A-module M et toute derivation D € Dery(A, M), i eziste une unique application A-linéaire f :
QA/k-—»MtelIe que D = fd ‘ VA

Démostration: Il est claire que d est une k-derivation. On remarque aussi que le A-module Q% /s €st engendré par
les éléments da, pour tout a-€.A4, d’oti 'unicité de f. Il reste a montrer I’existence de f:. Soit D € Dery(A,; M), on
lui associe une application A : A x A — M définie par A(a,b) = aDb por tout (a,b) € A?; il est claire que A est
k-bilinéaire, donc il existe une application A’ k-linéaire A® A :— M prolongeant' A, on a A(a®?b) = aDb. Lorsqu’on
‘munit A® A de la structure de A-module définie ci-dessus, alors A’ est A-linéaire, et A/(N) =0, donc A’ se factorise
en une application f : (A ® A)/N — M; de plus f est A-linéaire et vérifie D = fd.

Corollaire 3.2.3 On q un z'samorphz'sme de A-modules

sl o : - Dery(4, M) HomA(QA,k,M)

Pyt

L Demostratlon La proposmlon a—dessus montre que l’apphcatlon f € Homus(Q2 Ak M) — fd est un isomorphisme.

Exercice: Montrer que Q » /k est lsomorphe comme A~module aI/I?oul = Kre(p) et p: AQ — Aest la
multiplication.

Example: A = k[z1, ..., &) "anneau des polyndmes & p variables et & coefficients dans k. Notons L = BF_; Au;,
un A-module libre de rang p et de base (y1, ..., ¥p)-

Une derivation. D de A dans un A module M est determinée de maniere unique par la donnée de Dz; pur
i=1,...,p. En particulier, une derivation d : A — L est définie en posant dz; = y;, pour tout ¢ € [1, ..., p].

On remarque, alors, que L possede la propiete universelle suivante: toute derivation D : A — M se factorise
de maniere unique en une application A-linéaire f : L — M vérifiant fd = D. En effet, L etant libre, f est bien
determinée par la donnée de f(y;) = Dz;. La proposition 3.2.2 implique Q% w =L

-4
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Définition 3.2.4 Q% k= EA(QL/,C) est, par définition, la A-algébre eztérieure du A-module QA/k
On a Q% =BV p, avee QA/k =A, et QA/k est le A-module engendré par les éléments day A ... A dan ou
a; € A. On définit d : QA/k '*QA/k pour toui n > 0, par

d(aodai A ... Adayp) = dag Aday A ... Adan

i (%4, d) s’appelle Dalgtbre des formes différentielles sur A.

Lemme 3.2.5 1. dd=0
2. (Q*A/k,d) est une A-algébre différentielle graduée commutative avec une différentielle d de degré +1.

Démostration: 1. est immediat. -

2. Par définition Q7 ;, = TA(QA/k)/J ou Ta(2 1) = @pxo(a,)24™ et J est I'idéal bilatére engendré par le
éléments de la forme r @4 y+y®a z, 81 yEQA/,c - oo

On gradué TA(QA ;) en posant deg(z1 ®4 ... ®4 Tm) =m, si z; € QA p pour tout i =1,.

Il est claire que TA(Q n /k) est une algébre graduée et Ty (Q} /k) /J une algebre graduée commutatlve De plus, d
est une différentielle" d’algebres par construction. :

Définition 3.2.6 H}g(A4) = H*(QA/k,d) s’appelle la cohomologie de de Rham de l’algébre commutative A.
C’est une A-algébre graduée commutative. .

Exercice: Si A= k[z1, ..., zp], montrer que Wy =4AQ® E“(@ 1 k), Yn > 0; deplus si Q c k,‘_ montrer que
H3r(A) = 0 pour tout n > 0. '

3.3 Algebre des formes différentielles et homologie de Hochschild

Un caleul direct montre que HH (A) = (A® A)/({ab@c—a®bc+ca®b, a,b,c € A})
L’application 7 : QA/k — HH;(A) définie par y(adb) = cl(a ® b) dans HHl(A) est l’apphcatlon 1dent1que et les

structures de A-modules définies sur Q4 /i €6 HH;(A) coincident.

Proposition 3.3.1 1. v est un isomorphisme de A-modules.

2. v s’etend en un homomorphism de A-algébres graduées commutatives v* : 0y, — H H.(A).

Démostration: 2. Pulsque 950 /i €St la A-algébre extérieure libre construite sur le A-module Q1 /i €n degré 1,
c’est aussi la A-algébre graduée commutative construite sur Q} Jk-

. Par ailleurs H H.(A) a une structure de A-algébre graduée commutative d’aprés le teoreme 3.1.4, donc ys’etend
" 'de maniere unique en un.homomorphisme d’algébres gradudes commutatives en posant:

v * (ap A ay... A ap) = apy(dar).v(das)...v(day)

ol le produit & droite est le produit dans HH,(A).
Remarque: On ne sait pas en général définir une application e, : Q7 e Cr(A) vérifiant be, = 0, et telle que

e*= v*. Ceci est possible si A= k[z1, ..., zp] car @/, est un A-module libre.
Par contre, on définit 0], : Cn(4) — @}, par:

O (a®a; ® 'f‘® @n) = aoda; A...Ada, siag € A, a; € Aciell,...,n]
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Lemme 3.3.2 1. Thetalb=0 pour tout n >0

2. la famille (O] )n>0 induit des applzcatzons k-linéaires Hy, (9’) HHu(4) — QA/k vérifiant Hn,(©')y" = nlldgs
pour tout n > 0 ' ‘ '

3 siQCk, Q:l/k est un facteur direct dans H H.(A)

Démostration: Calculs élémentaires.
Question: Sous quelles hypothéses, 7 est un xsomorphlsme'7 On a vu que ¢ st vrai si- A est un anneau de
polyndmes.

Définition 3.3.3 1. Sozt R un anneau commutatzf Une suite finie (ry, ... rp) d ‘éléments de R est dite reguliére
dans R si pour tout i = 1,. . p—1, Vimage 7 de r; dans R/(r1, o T 1) n’est pas un dwzseur de 0 (On pose
ro=0).

2. Soit A une k- algébre comrﬁutaiive, on dit que A est lisse surk si A est plat surk es. si, pour. tout idéal mazimal
M de A, le noyeu J de Uapplication localisée pM : (A®A)u._1(M) — Ap est engendre par une suite reguliére
dans (A ® A)u-1(m)- On rappelle que pla ® a') = ad’.

Example: L’algébre des fonctions algebriques sur une variété non singuliére sur un corps algebriquement clos
est lisse,

Définition 3.3.4 1. Un anneau local noetherien d’idéal mazimal M et de corps residuel k = A/ M est dzte local
regulier si la dimension de Krull de A est égal & dimy(M/M?).

2. Un enneau est dite reguliére si tout ses localisés par des ideauz mazimauz sont des anneaus locauz 'regulz'ers.

3. Une k-algébre A est dite geometriquement reguliére sur k si pour toute extension finie k' de k, Uanneau
A® k' est regulier

1z PR ..
“Un théoréme difficile s’enonce ainsi:

~ Théoréme 3. 3 5°5i A est une k- algebre noetherienne et k un corps, alors il est equivalent de dire que A est lisse
sur k et A est geometriqguement regulzere sur k.

Nous pouvons alors enoncer un résultat celebre:

" 'Théoréme 3.3.6 (Hochschild - Konstant - Rosemberg)(1962) Si A est lisse sur k, alors v* : Q} ; — HH*(A) est
un isomorphisme de A-algébres

Démostration: Elle est longue, elle utilise le fait que HH,(A) est isomorphe a Tor#®4(A, A). On se ramene
4 montrer le résultat pour des anneaux locaux en utilisant le fait que HHy(Am) = HH.(A) ®4 Am et O3 Am/E =

QL a/k®4 Apm. Si A est lisse sur k, alors le noyau de la multiplication est engendré pour une suite reguliére, donc pour

calculer TorA®A(A A) on peut utiliser le complexe de Koszul. Ceci permet de montrer que, sous les hypothéses de
’enoncé, Tor®4(A, A) est une algébre extérieure sur Tor®4(4, A) . Le résultat en decoule.
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3.4 Algebre des formes différentielles et homologie cyclique
Proposition 3.4.1 Pour tout n > 0, on a un diagramme commuiatif
n —> HH,(A)
d B,
n4l

Qi+t 17 HH,(A)
ou By est application induit en homologie par lopérateur B : Cp(A) — Cri1(A).
Corollaire 3.4.2 HC,(4) & Qh/k/'dA

Démostration du corollaire: la longue suite exacte de Connes et la proposition 3.4.1, pour n = 0 nous donne:

D

HCo(A) 22> HH1(A) —> HC1(A) —=0
Démostration de la proposition: Soit w € Qz/k, w = agdaiA...Aday, alors y*(w) est la classe de y(ao®a1).7(1®

az)..7(1 ®an), ou". est le shuffie produit de Cy(A). On vérifie que v*(w) = ¢l(} 5, 90 @ to-11) ® .. ® Gg-1(n))
d’ob, en utilisant le complexe normalisé C,(A), Byv™(w) est la classe de

A___L;,Qh/k

Z Z (sgna + sgnt)l ® 0s-1(0) @ Gt-16-1(1) ® ... B at-la—'l(n)) .
e teZ/(n+1)ZU'ESn+1,U(0)=0

Comme toute permutation de Sy41 s’écrit o't avec .¢/(0) = 0, on voit que cet élément est égal & y"+!d(w).

Proposition 3.4.3 Pour tout n > 0 on ¢ un diagramme commutatif

Cal(4) >,
Bj l(n-!-l)d
Cori() 22> 037}
Démostration: evident.
Proposition 3.4.4 (Qz/k,o,d) est un complexze mizte. La suite spectrale associée dégénére au terme E? et on a:
Q4 /dQe-1 sip=10
Ej, = {

HEFP(A) si0<p<q
0 sinon

De plus E}; = HCn(%};,,0,d) = Q*/d" ' @ HPH(A) B Hp' D -

Démostration: le calcul de qu est classique, le fait que la différentielle de degré —1 est nulle entraine que
Phomologie du complexe total se deduit directement de I’homologie des lignes, d’oli la dégénérescence de la suite

spectrale.
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g

Théoréme 3.4.5 On suppose que Q C k &t on pose O, = —G)’ , alors
1. (®n)na : (Cx(4),b,B) — (4/k 0,d) est un morphisme de complezes miztes.
2. On o Hp(O)y" = Idas pour toutn >0

Corollaire 3.4.6 5i Q C &, alors Q"/dQ”‘1 est un facteur direct dans HC’,,(A) pour tout n > 0.

Démostration: le théoréme se dedult directement du lemme 3. 3 2et de la proposmon 3.4. 3 Le corollalre se e
deduit du théoréme 3.4.5 et de la proposition 3.4.4 .

' Théoréme 3.4.7 On 'sdp'j)b:s"é Q Ck et que A est lisse sur k, alors la suite spectrale d’hbmolégz‘éb}yclz’qué dégénére

au terme E? et on a:
HCn(4) = Q3/dy D HFRH(A P HERA D -

Démostration: d’aprés le teoreme de Hochschild - Konstant - Rosemberg, 7* st un isomorphisme, donc H,(©)
est un isomorphisme pour tout n > 0. Les deux complexes mixtes (@7 ;, 0, d) et (Cs(4),b, B) donnent naissance a

deux suites spectrales et le morphlsme (5] 1ndu1t un isomorphisme entre les termes E? des deux suites spectrales. Le
complexe (2% it 0,d) donne naissance & une suite spectrale qui degenere aussi au terte E2, et les homologles totales
des deux complexes mixtes.sont isomorphes, d’oli le théoréme.

Exercice: Soit V = @F_, kx;, A = S(V) = k[z1, ..., zp] et Q C k. Montrer directement que HCn(k[zy,.+,2p] =
HC,(k)par /a1, .

Solution: A = kfzy, ..., z,] est graduée si on posse degz; = 1. D’aprés le théoréme 2.4.1 on a pour tout n > 0 une
courte suite exacte

0——>HCy1(A) 2> H Ha(A) —> HCp(4) —>0

n

v
n
QA

Comme I,_; est surjective, Bn(HCno1(4)) = BpIn-1(HHn(A)). Or Buln-1 : HHn(A) — HHy,(A).
La proposition 3.4.1 dit que dy*~! = 4®By1, d’oi le résultat.



Chapitre 4

Méthodes de calcul

On a vu, au chapitre III, que si A est lisse sur k, on sait calculer ’homologie de Hochschild el I’homologie cyclique &
partir du complexe mixte (% /5105 d).

Le probléme est donc ouvert si A n’est pas lisse. I’idée originale vient de la topologie algebrique et du principe
de remplacer une algébre commutative non lisse par une algébre différentielle graduée commutative ”libre” (i.e. du
type anneau de polyndmes) qui aura méme homologie de Hochschild et méme homologie cyclique que ’algébre non
lisse de depart. On prouvera des théorémes permettant de calculer les homologies de Hochschild et cyclique de ces
objects libres a partir de complexes mixtes généralisant le complexe (% Ik 0,d).

4.1 Catégorie k-adgc

Définition 4.1.1 On note k-adge la catégorie dont les objects sont les algébres différentielles graduées commutatives
définies au chapitre III, définition 3.1.2 et les morphismes f : (A, dq) — (B, dB) sont les homomorphismes d’algébres
graduées vérifiant dpf = fda.

On dit que f est un quasi-isomorphisme si H,(f) : H.(4,ds) — H.(B,dB) est un isomorphisme. Si a € Ay,
on note |a| = n =degré(a).

Remarque: tout k-algébre commutative A est une algébre graduée commutative en prenant A = Ag, et d = 0.
La catégorie k-Algcom est contenue dans k-adge, ou k-Algcom est la catégorie des algébres commutatives.

Définition 4.1.2 L’algébre graduée commutative libre construite sur le k-module gradué libre V = @, ., Va est, par
définition, le produit tensoriel de Ualgébre symetrigue S(P, >, Van) €t de Ualgébre extérieure E(@,sq Vont1). On

nolera:
AV = S(ED Van) ® E(ED Van+1)

n2>0 n>0

Proposition 4.1.3 Soit A une k-algébre commutative, alors il existe une algébre diferentielle graduée libre de la
forme (AV, ) et un morphisme p : (AV,8) — A tels que p soit un quasi-isomorphisme. On dit que (AV,0) est un
modeéle de A.

Démostration: on construit V = €, s Vi par recurrence sur n.

Construction de Vg: A est un k-module, donc il existe un k-module libre V5 et une application k-linéaire surjective
po : Vo — A, qui s’etend en un morphisme d’algébres surjectif, noté encore pg; AVp = S(Vp) — A, on pose § = 0 sur
AVg. Soit I = Ker(pg), et V1 un k-module libre s’envoyant surjectivement sur I: V; —>]——>0. Si (v;)ier est
une base de V; on pose dv; = m1(v;), on a alors po8 = 0. On pose p; = 0 sur V;. Alors Ho(po+p1) : A(Vo @ V1) — A

23
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est bijective. En général H1(A(Vo @ V1),0) # 0, on introduit alors un k-module libre pour tuer H;(A(Vo @ V4)). De
proche en proche, on construit ainsi Vo, V1,..., V4, ... et 3 de facon que H,(AV,8) =0sip> 0.

4.2 Homologie de Hochschild et homologie cyclique des k-adgc.

Si (A, 8) est une algébre différentielle graduée, alors chaque k-module Cp(A) (chaque Cp(A)) est gradué par

Cpq = @ A,‘-o ® A,'l' ® ... ® A;P;‘ o
iu+i1 +..‘+1,,=q

Par ailleurs, la différentielle 0 définit une différentielle notée encore & sur Cpe(A) par la formule:
a® ...Qap) = :

p .
Z(_1)|a0|+...+|ae—x|a0 ®. Qa4 1®0(6)® e ®...9a

i=0
Lemme 4.2.1
Cao(A) <2— Cyy(A) <2— Copy(AFEEL ...
b b b
Cro(A) <=L Cri(A) <=L Oy (A LEL .
s b b
Coo(A) <2— Coy(A) <2— Coy (ATEHEL ...
est un bicompleze ou
blao®..Qap) =
n-1
Z(—l)iao ®...® 41 ® ... @ ap + (—1)|°°|+"'+|“"“|apao ®a1®...0 ap_1
i=0

Démostration: verification immédiate.

Définition 4.2.2 L’homologie de Hochschild de (A, 8) notée H H.(A) est Phomologie du compleze total (TotCix(A),b,:

On définit de méme (T'0tCyx (A), b, £0), et un argument classique de suite spectrale montre que H,(T'0tCys(A), b, £0) =
HH,(A,0). L'opérateur de Connes B s’etend en un opérateur B : Cpg =+ Cpy1q vérifiant 0 = B? = bB + Bb =
8B = BO. De méme, on définit B : Cpq — Cpy14 PAar B(Go ® ... ® p) = 31201 ® i ® ... ® 8 ® G0 ® .- ® ai—1 OU
e = pi+ 25 ollag]. Ligs larl)-

Définition 4.2.3 L’homologie cyclique de (AD), notée HC\ (A, 0), est l’honiolb.gig cyclique du compleze mizte (TotCu(
d, B).

1l est claire que HC\ A, 8) = HC\(TotCus(A),b £ 8, B) = HCu(To0tCux(A),b+ 8, B).
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Théoréme 4. 2 4 1. I existe une longue suite exacte de Connes reliant ’homologie de Hochschild et ’homologie
cyclique; ; ‘

\

i HHp (A, 8) ——> HCn(A, 8) — HCp_(A, ) — HHp_1(A, 0) —> -

2. Il existe une suile spectrale vérifiant:

B2 = { HHP-S(A’a) S0SPSd  po(4,0)

sinon
On définit de méme I’homologie cyclique réduite HCn(A,8). Si(4,8)est unea.d.g.c. Avec Ag=k,ona HCr(4,0) =
HCu (k)P HCL(A, ), pour tout n> 0.

T:héoréme 4.2.5 Sik est"ﬁﬁ cofps, et sif: (A,0) — (B, 0) est un quasi-isomorphisme, anrs'f induit des isomor-
phismes HH,(A,0) = HH,.(B,8) et HC.(A,8) = HC,(B,0).

Démostration: on filtre lés bicomplexes Cpq(A) et Cpq(B) par la premiére filtration. On pose donc F,,(G** (4) =

Di<, Cis(A). Alors ED . (A) = Fﬁ%%;—- ' (A) et d° = 0.

On fait de méme avec Cyx(B). Comme k est un corps, la formule de Kiinneth donne:
- W)
Bjq(A) = Cpg(H(A4)) P> Cpa(H.(B))

de plus d! s’identifie & b (bord de Hochschild pour les complexes de Hochschild des algébres H,(A) ou Hy(B)).

Par ailleurs EX(f)(ho ® ... ® hp) = fu(ho) @ ... ® fulap) si h; € Hy(A) et fu = Hi(f).

Par hypothése, f. est un isomorphisme, donc E(f) est un isomorphisme. Les suites spectrales étant convergentes,
on en deduit que E%(f) est un isomorphisme, et donc, par définition de I’homologie de Hochschild, f induit un
isomorphisme H H,(A, 8) = HH,.(B, ).

Pour montrer que HC,(4,9) = HC.(B, ), on utilise la suite spectrale du théoréme 4.2.4 .

4.3 Algébre des formes différentielles d’une k-adgc (A4, 9)

Soit A = P,,504n €t 0 : A, — Ap_1. On pose A = Drso A, ou A, = Ap_1. On considére le k‘module graduée
A ® A qu’on munit d’une structure d A-module graduée en posant a(a ® 3) =aa®bsia,a€ A beA On munit
A® A de la différentielle 9 défini par (¢ ®8) = da @b — (—1)l*la @ 36

On vérifie que (A® 4, ) est un (4, 8)-module différentielle gradude. Soit N le sous A-module differentiel graduée
engendré par les éléments 1 ® ab— (— 1)|a|a®b (=1)P*11%p @ 7. Posons Q(A 9 = = (A®A)/N, c’est un (A, 8)-module
différentielle graduée. On note par 6 sa différentielle deduite de @ par passage au quotient.

On note d : (4,8) — Q( 4,8) définie par d(a) = ¢l(1 ® @). Alors d est une application k-linéaire de degré +1
vérifiant

d(ab) = (da)b + (—1)I° a(db)
On remarque que la différentielle § vérifie 6d +dé =0

E Définition 4.3.1 Le (4, 9)- module diﬁerentzelgmdue (Q(A 9)1 0) s’appelle le module des différexﬂ_;iélles de l'a.d.g.c.

:On va maintenant restreindre notre étude au cas ou (4, 8) = (AV, d). Dans ce cas ARA=AVRAV =A(VEDT)
ou V = bignsoVn et Vn = Vu-1. h o
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Le:;‘nme 432 Sz (A 6) (AV 6), alors Qiy 5 est isomorphe d (AV ®V,8) et § est défini par 6%’;=‘»+d(3.v) ou d
est la differemiielle AV — AV RV vlf:rzﬁant.

1. dv;-.f o | |

2. d(ab) = (da)b+ (—1)!%la(db) sia, b€ AV

Démostration: on vérifie que NV est engendré comme A-module par les mondmes en des éléements 7; € V, de

longueur superieure & 2, d’olt Q}, = (AV ® AV)/(AV QAZV)=AVRV.
Le reste du lemme decoule de la définition de Q( 4,8)" 1,

Notons 7,y 5y = = AV®AV = D50 v ou iy = AVRA™V et A"V est le k- module engendre par les mondmes
de longueur n en les &léments 7; € V. On munit Q( AV,8) de la différentielle d’algebres 6 qu1 prolonge 6 sur GB”M Qv
et qui vaut 8 sur Q° = AV.

Définition 4.3.3 (Qf (AV,8) 6) est une (AV, 8)-algébre différentielle graduee commutatwe, appelee algebre des fqrmes

‘différenticlles sur (AV,0).

On prolongue d : AV — QL end: QKV — Q35 par
d(agday A ... Ada,) = dag Aday A ... Aday, sia; €AV
Proposition 4.3.4 (Q?Av,a)"s’ d) est un compleze miste.

Démostration: immédiate. -

44 'Théoi;éihe‘fo‘ndamental et conséquencés

Théoréme 4.4.1 Soit (AV,0) une k-a.d.g.c. ou k est un corps de caractefz'stique 0, alor;s'.@,,,n_p ;an,n_p(AV) —

(v )n définie par:
( 1)np(_)

@,,,*(ao ®..® ap) = aogddy A.... A dap oL

ouag €AV, a; € AV/k pouri=1,...,p et ny(a) = |aa| + |a3| + |as| + ...
vérifie:

1. ©b=0, 68-_69 ©B =do

.....

Ty, @9** : (TotC'**,b:i: a,B) (Q(AV a),6 d) est an morphisme de complezes miztes qui induit:

(a) un isomorphisme H H,(AV,0) = H*(Q(AV 2y 6)
(b) un isomorphisme HC(AV,0) = HC’*(Q(AV a)’ 6, d)

Démostration: o
1: Calculs fastidieux, la 1°7¢ et la 3°™° formules ont deja ete demontrées dans le cas non gladuee

2 On filtre le bicomplexe Cypq(AV) par la 2¢ filtration: Fp(AV) = @; <p Cxj(AV). On a alors B2, = Cyp(AV) et
= b. On filtre Qav,0) par F? (Qfav,o))n = @zzn-p(QAv)n OnakE), = (v )ptq et d° : EO = Qv+ —

E,‘,’,q_l = (Vo1
Les applications O, induisent des applications E°(©) : (B} (Cu(AV)) = Cpg(AV),d%) — (B9 (Urv,e)) =

(Q4y )p+q,d°)-
La formule pour E%(©) est la méme que pour Q..



4.5. >-DECOMPOSITION DE L’HOMOLOGIE DE HOCHSCHILD ET DE L’HOMOLOGIE CYCLIQUE D'UNE K -ALGEB.

L

Une version graduée du théoréme de Hochschild - Konstant - Rosemberg pour A = AV, facil & demontrer
directement, montre que E'(Q) = Hi(EY%O)) : Hi(Ciws(AV),b) — Q( Av,p) €st un isomorphisme. Un ‘argument

clagsique de suites spectrales lmphque alors 2(a) Le méme argument, mais appliqué & la suite spectrale fondamentale
d’homologie cyclique implique 2(b)."

Théoréme 4.4.2 Si A est une -k-‘izlgébr;e commutative, k un corps de caractéristique 0 et (AV,3) un modéle de A,
alors on a des decompositions:

L. HHn(A) = HHo(AV,8) = @}y Ho(Wry,6) n 2 1

2. HCh(A) = HCL(AV,8) = D,_,; HCo(py 5y, 6,d) n 2 1, ou HCu(Q v, 5y, 6,d) est I'homologie total du
 bicomplee: , S :
' (AV @ APV, <2 (AV @ AP V) = e——(AV)np<—0

4 |

(AV @ APV )uy <41 (AV® AP~V )y e—— o e—— (AV)np1 <=—0
! d |

3. La longue suite exacte de Connes se scinde en longues suites exactes pour tout p > 0:

oo Hy (P, 6) —> HCo(QP, 6,d) —> HCp_p(QP~1,6,d) — Hp1 (9P, 6) —>

Démostration: il suffit de remarquer que §(Q%,,) € Q4 y, et que (Qh ) =0sip > n.

4.5 M-decomposition de I’homologie de Hochschild et de ’homologie
cyclique d’une k-algébre commutative ou % est un corps, Q C &

Le group symmetrique S,, agit & gauche sur Cy,(A) par:
0.(20®a1®...0a,) = ap ® o @ Ar-1(1) ® ... ® Cg-1(n)

A partir de 14, Gerstenhaber et Schack construisent, pour chaque n > 1, une famillie eﬁf’ ), 1 < p £ n, d’¢léments
de Q[S,], idempotents et orthogonaux 2 & 2, appélés idempotents euleriéns car ils sont construits & partir d’une
partition eulérienne de S,.

Proposition 4.5.1 (Gerstenhaber - Schack) On a:
bef) = ng31
pour tout p, 1 < p < n, pour fout n.

Proposition 4.5.2 (Loday) On a:
eP)B = Be&p__ll)
pour tout p, 1 < p < n, pour tout n.

Posons alors CP(A) = e#)(C(A)). On montre facilment:
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Théoréme 4.5.3 On-a une decomp“os’itz:qp pour tout n > 1, appélée A-decomposition:
' HHo(4) = bit_ HHP)(A) ou HHP)(A) = Ha(Cu(p)(4),b)
HCn(A) = bin_ ) HCP)(A) ou HCP)(A) = HC,(Cu(p)(4),b, B)
Remarque: le théoréme 4.5.3 s’entend facilment & la catégorie k-adge.
On peut; alors montrer:

Théoréme 4.5.4 Les isomorphismes du théoréme 4.4.1 envoient, de maniere isomorphique, HH(p)(AV;(?) sur
Ho(RRy,6) et HCPI(AV,8) sur HCo(R 4, 6,d)

Corollaire 4.5.5 Soit A une k-algébre commutative, alors les decompositions de HH*(A) et HC,(A), définies &
partir de Uy y o) ou (AV,8) est un modéle, sont independantes du modéle.



Chapitre 5

Applications

- 5, 1 Hypersurface de I’espace affine Ay définies par un polynéme P ho-

el

mogéne ayant seulement une smgularlt.e a l'origine
Définition 5.1.1 On dit qu’un polynéme

P e Clzy, ... ,&r] homogéne non constant, a une singularite isolée en 0 si les equations aP (z1y.y2r) = 0, pour
tout i =1,..,, 7. ont une unique solutzon 2= 2= =2 =0

. Il resulte alors du théoréme de Hilbert (Nullstellensatz) que Clzy, ... vz /(8 g ) est un anneau artinien, donc

un Cespa.ce vectorlel de dimension finie.
Notation: p = dimg(Clzy, ... :1:,]/(63:1

’6:3,.)

Lemme 5.1.2 Soit A = C[z,, ...,m,]/(P) ouP€ (C[:cl, o &p]. Alors (AV = Clzy, ..., z,] ® E(y),8) avec |z;| = 0,
lyl=1, 8y = P, et p:(AV,8) — A définie par p(z;) = cl(z;) dans A, p(y) = 0 est un modéle de A.

Il resulte du chapitre 4 que HH.(A) = HH.(AV,0) = Hi(Qpy 5y, 6) et HCu(A) = HC.(Qfsy 5y 6 ).

" Example: » = 1. A = C[z]/(z™*1), m > 1.

Alors Qfyy 5y = Clz] ® E(7,9) ® Clg], ou 3] = 1, [y| = 2 et by = 2™, 7= —(m + 1)a™T et § = .0 sinon. Un
calcul direct et tres facile nous donne:

Sin>1 HHp(4) = HHP(4) = k™ ; HCyn(A) = OO (4) = 4™

sin>0 HHynpi(A) = HHgg“)(A) ; HO2n41(4) = 0

Les techniques de calcul developpées au chapltre 4 permettent, par des arguments plus comphques de généraliser
les résultats de I’exemple précedent au cas de A.= Clzy,...; z,]/(P), r quelconque:

Théoréme 5.1.3 Soit P € C[zy, ..., z,] ayant seulement une singularité isolée d Uorigine. On pose A = Clzy, ..., z,]/(P).

Alors pourn>r on a:.

1. r impair:

. . . * L.—

. { HH"(A) H( )(A) } st n pair
BC.(4) = HCUF () = C*

29
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[ mH.4) = BEST(4) = CF
HC,(A)=0

} st m impair

2. r pair:
Atr—l
HH,(A) = HHEST? (4) = o
(nr=1y ” st m impair
HC,(A)=HCrn * '(4)=C
(=5) b '
HHp(A) = HHy * (A) C s n impair
HCw(A) =
Commentaires sur ce théoréme: ) )
*1. On rapelle que'si A est lisse; :le'théoréme de Hochschild - Konstant - Rosemberg entraine que ‘H Hy,(A),
pour tout n > N. On remarque ici que si n > r, alors H H,,,(A) # 0 pour_tout n, En fait, on voit facilment que
HH,(A) # 0 pour tout n < 0. On remarque aussi une per10d1c1te ‘d’ordre 2 pour l’homologle cychque réduite.

Question 1: est-ce que si A n’est pas lisse, alors HH,(A) # 0 pour tout n. C’est une fofmule d’une conjecture
donnée par Rodicio en 1990. On verra des reponses & cette question au paragraph suivant.

Question 2: si A = Clzy,...,2,]/(I) ou I est I'idéal d’une variété singuliére, a-t-on toujours cette periodicité
pour Phomologie cyclique. Que se passe t-il pou I’homologie de Hochschild?

2. On rapelle que HH,(A) est une algébre graduée commutative, . Il est facile de voir que la multlphcatlon de
HH,(A) respecte la A-decomposition, on a:

HHO(A) x HHF(A) — HH)(4)
On a alors un corollaire immediat du fhéoréme 5.1.3:

Corollaire 5.1.4 Soit A = (C[mzl, .z,]/(P), P homogene ayant une seule szngularzte zsolee, T > 2 Alors les produtts
de 2 éléments quelconques en degré superieure ou égal ¢ r dans HH*(A) est trivial. (z e. pou'r tout a E HHm(A),
m > r, pour tout f € HH,(A), n>r, a.f =0).

Question 3: si 4 = Clzy,...,2,]/(I), I idéal d’une variété singulitre, quelle est la structure d’algébre sur
HH,(A)? '

., 9.2 Caracterisation des varietés lisses

Dans le paragraph 1, nous avons exhibé des algébres non lisses ayant des groupes d’};o}rldiogie de Hochschild non
nuls en une infinité de degrés.. Cela conduit a: :

Conjeture de Rodicio (1990): Si A est une k-algébre de type fini et & un corps de caractensthue 0, et sl
existe N tel que pour tout n > N, HH,(A) = 0, alors A est lisse sur k.

Cette conjeture & ete resolue, avec des hypothéses un peu differentes par plusieurs auteurs: Villamayor et le groupe
BACH, Rodicio lui-méme, Avramov et moi-méme pour un corps k quelconque. Je vais donner la démonstration de
Avramov - Vigué, en supposant k de caracteristique 0, mais le résultat général s’énnonce ainsi:

Théoréme 5.2.1 S5i A est une algébre de type fini sur un corps k, et s’il exisient deuzr entiers i et j tels que
HHyi(A) = HHaj41(A) =0, alors A est lisse sur k.
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Démostration: on va, en fait, montrer que A est geometriquement reguliére. Posons A = Clzy, ..., z,]/(I) ou I
est un idéal £ 0 de A . A
Si &' est un corps contenant k, il est claire que

HH(A®K)=HH.(A)®k =~

On peut donc se ramener & k = C et montrer que sous les hypothéses du théoréme, ‘A est reguliére. -
Soit M un idéal maximal de C[z;, ..., z] contenant I, posons M = M/I, alors Ay = Clzy, ..., x-|ar/Inm et, pour
tout p :

HHP (Ap) = BHP(A) ®4 Apm

Si A n’est pas reguliére, il existe alors un idéal maximal M tel que Aaq n’est pas reguliere. Par ailleurs, on voit que
HHoi(A) = HHgj41(A) =0 implique 1a méme propiété pour Axs. On raissonne donc avec Aq, anneau local non
regulier. A

Un résultat classique d’algébre commutative montre que Apq = Ap/J, ou Ap est une C-algébre locale regulitre
telle que, si 77 est son idéal maximal, on a J C 2. On va, comme au chapitre 4, utiliser un modéle de Ag/J dans la
catégorie de C-a.d.g.c.. Ce modele & ete mis en evidence par Tate dans les années 60.

Proposition 5.2.2 Soit Apm = Ao/J, Ag une C-algébre locale reguliére d’idéal mazimal n et J C n?. Il existe un
C-espace vectoriel jraduée V = €B,.51 Vn, une différenticlle 0 sur Ao ® AV qui fasse de (Ao ® AV, 0) une algébre
différentielle graduée commutative el un morphisme p : (A9 ® AV,8) — Ao/J qui soit un quasi-isomorphisme. De
plus, on a: d(V1) C %, 8(V,) C V1 + ATV.ATV (Ao ® AV) sip > 2, ATV = AV/k.

Dans ce cas, le théoréme 4.2.5 implique que:
HH,(Am) == (Ag @ AV, 0)

pour tout = > 0. A

Considerons Q% ®QE‘AV, (.;), c’est une k-algébre graduée commutative comme produit tensoriel d’algebres graduées
commutatives. Chacune est munie d’une différentielle d de degrée +1, on munit donc Q% o @A) ' une différentielle
notée encore d défini par la formule

da®p) =da®f+(-1)"a®dp

sia€Qy ,0€ QzAV,a .

On remarque que Ao ® AV est une sous-algébre de Q% Q?AV, o) On prolongue alors la différentielle § définie
~ sur Ag ® AV en une différentielle d’algébres 6 définie sur % ,® QEAV, 9) par la formule 6d 4+ d8 = 0. Comme 8 =0
sur Ag,on’a é = 0 sur Q"

Les théorémes fondamentaux 4.4.1 et 4.5.4 du chapitre 4, adaptés & ce cas, s’ennoncent ainsi:

Théoréme 5.2.3 Il eriste un isomorphisme de k-espaces vectoriels gradués emtre HH.(AoAV,0) et H\(, ®

Day,oy 9)-
i De plus, pour tout n > 0, pour tout p > 0, on a:

HHP(Ao) = HHP (Ao ® AV, 0) = H (12, ® Upy, o, 6)

Fin de 1a démonstration du théoréme 5.2.1 & partir de ce résultat:
On a donc Apq = Ag/J. Comme Apq n’est pas local regulier, J # 0. Alors, dans le modéle de Axq donné par la
.proposition 5.2.2, on.a Vi # 0, car dV; = J. Posons n = (fi, ..., fi) ou (f1, ..., fi) est une suite reguliére engendrant
7. Soit z € Vi possons Z; = dfy A...Adf; sii <, alors. Z; € Qiq.,x 6Z; = 0 et Z; n’est pas un bord pour §, donc la
- classe [Z;] de Z; dans H;(Q), ® QzAv,a)r-‘S) est non nule.
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L element dz est de degte 2 dans Q( AV,3) et on peut etudler, pour n >0, Zg+2n =dfi /\ A df /\ (dz)" EQ ®
v,0y [Zi42n| = 1+2n. On vérifie facilement que 8(Z112n) = 0, car 8(df;) = 0 et 6(d2) € (dfy, ..., dfi)- %, @ py,5)-
(hypothese de minimalité de § dans le modéle donné par la proposition 5.2.2, entraine que ZH.Z,, ne peut pas étre
de la forme 6(z). On a donc construit une suite d’éléments [Z;4,] dans H Hiy2,(Ao @ AV, 8) qui sont non nuls. Ceci
achéve la démonstration du théoréme 5.2.1. '

5.3 Caracterisation des variétés localement intersections compléetes

Définition 5.3.1 Soit A = k[zy,...,z,]/I, on dit que A est une intersection compléte locale si pour tout idéal

'mazzmal M de k[z1, ..., z,] contenant I, idéal Iy peut étre engendre par une suite regulzere

Theoreme 5.3.2 (Feigin - Tsygan, Vigué): Soit A une algébre de type fini sur un corps k de caracterzstzque 0. On
suppose que-A est une intersection compléte locale, alors on a:

HHP(A) =0, pour tout p < 5, pour tout n > 0' e

Démostration: on a vu que si M est un idéal maximal de k[zy, ... :cr] contenant I et si M = M /1, alors
HH(P)(A) 0 <> HH(P)(AM) = 0, pour tout M idéal maximal de A

On se ramene donc & Ay = Ao/(f1, ..., fi) ou (fi,..., fi) est une suite reguhere contenue dans n?, si 7) est lldeal

maximal de Ag.

Possons V) = @5:1 ky; et considerons (Ag ® AV}, partial) avec 8y; = fi, pour ¢ € [1,...,1]. C est exactement le
complexe de Koszul associé & la suite (f1, ..., fi) reguli¢re dans Ag. On a donc H,(Ap ® AV1, 8) est un modéle de
Tate de A,

On a vu, théoréme 5.2.3, que:

HHP (Apm) = HHP) (Ao ® AV, 8) = Ho([ EB 0 ® Oy, 6)
. i+j=p
tAu = Ao @ A (i, kdfi) et @)y = AV ® A (dV;). On a donc

o : 1
HH®(Am) = Hn(Ao ® A1 @ ( D (AY(ED kdf;) @ A (dV1))), 6)
i+j=p i=1

;. :Comme p : (Ao ® AV,8) — A est un quasi-isomorphisme, -on montre qu’on a un quasi-isomorphisme p ® Id :

(Ao @ AVL @ A(dV1) @ A(D kdf;),8) — (A® A(dV1) ® AP dfy), 5) ou 6 est défini par (p®Id)s = 3_(p ® Id).
On a donc

1
HHP)(A) = Ha(A® (D (W(ED kdfy) ® A (dW1))), 5)
i+j=p i=1 '
Un élément non nul de A @ (EBPH_},(A“(@,_1 kdf;) ® Ai(dV1))) est de dégré i +2j = 2(i +j) —i=2p— i; donc
n < 2p, soit p > n/2. On a une reciproque de ce théoréme, plus difficile & demontrer.

Théoréme 5.3.3 Soit A une algébre de type fini sur un corps de caracteristique 0. Supposons qu’il exisie un enlier
N tel que pour tout n > N, pour tout p < n/f2, HH,(J’)(A) =0, alors A est une intersection compléie locale.

Ideé de la démonstration: on écrit Ay = Ap/J et on considére le modéle de Tate. (Ao ® AV, 8). Si J n’est
pas engendré par une suite reguliére on montre que V = @n>1 Va, avec Vy, #£ 0 pour tout n. On utilise un élément

'z €Va, z # 0, de sorte que dz € (dV)g, et donc (dz)* € (O )an.

On construit, & partir de 13, des classes d’homologie non nulles dans H,((Q2%, ® Qav, a))P 8) pour n assez grand
et p<n/2.

\‘,)
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5.4 Conclusion

L’homologie de Hochschild des algébres commutatives apparait comme une généralisation, au cas non lisse, de
lalgébre des formes différentielles %, et I’homologie cyclique comme une généralisation de la cohomologie de de
Rham d’une algébre.

Question: Caracteriser, en termes d’homologie de Hochschild, les propiétés algébriques des algébres commuta-
tives: Macaulay, Gorenstein,...
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