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Generalidades

En esta primera parte nos dedicaremos a fijar la notacién que vamos a usar y a dar
algunas definiciones y resultados bésicos sobre formas bilineales y cuadréticas definidas
sobre un espacio vectorial real de dimensién finita, puesto que las cuadncas que vamos a
cla&uﬁca,r estaran definidas sobre un espacio de este tlpo

Con el ob Jeto de mmphﬁca,r los enunciados convendremos en que, de a,hora en mas, V
denota siempre a un espacio vectorial real de dimensién (finita) n

DEFINICION
Una forma bilineal simétrica sobre V es una Juncion ¢ : VXV = R que satzsface
(i) ¢ es lineal en cada variable

(i) ¢(z,y) = d(y,x) six,y €V_" -

NOTACIONES Y COMENTARIOS

- Sea ¢: VxV — R una forma bilineal simétrica sobre V.

1. Si B = {v,.. vn} es una base de V, v = Z TV, W= Z y;v;, entonces
i=1 v g=1
&N
o(v,w)= Z 2y P(vi, v5) = (1:1 “Zy) . A,

i,j=1 ' Yn

donde A = ||¢(v;,v;)|| € R**™ y-A = A* (traspuesta).
La matriz A se denomina la matriz de ¢ respecto de B y se la nota A = ||¢|| B-

n
2. Si B’ = {v},...,v}} es otra base de V, serd v = Z v, w = Z Yvs y

i=] j=1

o Ko )= (aheah) A

donde A’ = ||¢(U£,U;)”



s .
Si ||bs;|| = C(B, B') es la matriz de cambio de base, podemos escribir v; = Z bV,

k=1
n

vj = Z brjvy,. Reemplazando estas expresiones en ¢(v;,v;), se obtiene la siguiente
h=1
relacion:
= C(B,B")". A' . C(B,B")
. Como C(B, B') € GL(n,R) resulta que 9|5 ¥ |#ll 5 tienen el mismo rango; es decir,
el valor ‘rg (||¢||B)’ no depende de la base B; por lo ta.nto, est4 bien definido el rango
de ¢ como el nimero

r(¢)=rg(ll¢l 5)

cualquiera sea la base B de V.

. El conjunto N(¢) = {v € V/¢(v,w) = 0 si w € V} es un subespacio de V denominado
el nicleo de ¢. '

n n
Si B = {v1,...,v,} es una base de V , v = E Tiv; Yy w = E Y;jv;, entonces
i=1 i=1

z1
¢(v,w) = P(w,v) = (y1*-'9a) . A . ( : ) Luego,

vor={o-gen fue. (1) -1

Y, en consecuencia, dim(N(¢)) = n — x(¢)
NoTa: si r(¢) = n, se dice que ¢ es no degenerada. Es ficil ver que la condicién
anterior es equivalente al hecho de ser N(¢) =

. Debido al inciso anterior es ¢ = 0 si y sélo si N(¢) =V

. Dada una forma bilineal ¢ : V x V — R, podemos definir una 'é,plicacién —que resulta
lineal- entre V y V* T, de la siguiente manera
Ly:V—V*
v Ly(v) : V— R
z — ¢(v, z)
i) L;l(O) = N(¢). Luego, Ly es isomorfismo si y sélo si ¢ es no degenerada.
ii) Sia€eV*, L;l (a) ={v € V/¢(v, ) = a}. De modo que,

t V* = {p:V — R/ p es lineal}; i.e., el espacio dual de V
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o bien L¢1(a) ysiagImly _ P
o bien L4> (c) es la variedad lineal v + N (¢) , sia= L¢(v)

7. Sea v : V — R definida por ¥(z) = ¢(m z); entonces v satisface
() dlas) =) i
(ii) Yz +y)=d(z+y,z+y) = Mﬂ+ﬂﬂww+¢W)
Con lo cual,

é(z,y) = L (¥(z +y) — ¥(z) - ¥(y))

Es decir, se puede reconstruir ¢ a partir de .

DEFINICION
Una forma cuadratlca sobre V es una funcion ¢ V — IR que satzsface
(i) ¥(a.z) = a®y(z) 8 z€V,a€R "
(i) Sid:V xV — R se define por ¢(z,y) = 3 (¢Y(=z +y) 't/)(a:) ¢(y)), entonces ¢ es’

una forma bilineal ( ‘szmetmca por construcczon)

oot

Nota

La forma cuadratica 1 construida en 7. se denomina la FORMA CUADRATICA ASO-
CIADA A ¢. Andlogamente, dada ¥, la forma bilineal ¢ constrluda segin la definiciéon
anterior se denomina la FORMA BILINEAL ASOCIADA A ¢

OBSERVACIONES
1. Sea 1 la forma cuadritica asociada a ¢. Entonces: ¢ =0 siy sélosi 3 = 0.
Es consecuencia directa de 7.

2. Supongamos que ¢ # 0 y sea v € V tal que ¢(v,v) # 0. El hecho de ser ¢ bilineal
‘obliga a que sea v # 0; entonces, el conjunto
H, = {u € V/¢(u,v) = 0}
resulta un hiperplano de V que no contiene a v. Por lo tanto, V = H, & [v] ([v] =
subespacio generado por v).

H, se denomina el hiperplano polar de v respecto de ¢ y también el COMPLE-
MENTO ORTOGONAL DE v RESPECTO DE ¢

n

Si B = {vi,...,v,} es {ma bast de V, v = Z w?vé, entonces
=1
Ty
H'u = zzvz/(xl “¢'”B =O
z-l :BO ] ]



Diagonalizacién de Formas Bilineales Simétricas

Proposicién 1
Sea ¢ : VXV — R una forma bilineal simétrica, entonces existe und base B =
{u1,...,un} de 'V tal que ||d(u;, u;)|| es diagonal. '

DEMOSTRACION: : '

o Caso ¢ =0
Cualquier base de V satlsface esa condicién, ya que ||¢||p = O para toda base B

o Caso ¢ #0
.La observacién anterior garantlza la existencia de un vector u; € V tal: que P(ug) #0.
Consuderemos el subespacio de V :
— {u € V/b{u,u) =0}
Evidentemente es dnn(Hl) =n—1yV=][u]® H;. Ademis, si B; es una base de
H; y como base de V tomamos B = {u; } U B, resulta -

@[)(ul) 0 | e 0

Ills = ¢l |5,

0

Es ahora claro que para concluir la demostraciéon basta aplicar —inductivamente- el pro-
cedimiento anterior.
Corolario 2

Con las notaciones de la proposicion anterzo'r 8t r(¢) = r, existe una base B =
{v1,...,v,} de V tal que, para algin 0 < s <r, es e

Il =

Cm
En tal caso, siz = _s_ z;v;, s€ tiene
i=1



Pa)=Y zi- Y o

i=1 i=s+1

DEMOSTRACION:
De acuerdo con la proposicién anterior, existe una base B’ = {uy,...,u,} tal que
|¢||B: es diagonal. Reordenando la base, si fuera necesario, podemos suponer que

[ a1, \
a,
Qs41
¢lls =
Qr
ar-{:l
\ an/
cona; >0sii=1,...,5,a,4;<0sij=1,...,r—-sya; —0s13 >r

Siendo ¥(u;) = a; parai=1,...,n,si deﬁmmos '

vi=—Lz'=1,...s Vg = i=1,. ':s vi=u; (>
\/a; ( ) ) + \/Ts-l-z ( ) J 7 (.7 )
la base B’ = {uy,...,u,} satisface lo pedido.

DEFINICION

Enla sztuacwn anterior, la base ‘ordenada’ B = {’ul, <y Un} se denomina una base
adaptada a ¢ o a v; o bien, una base ortonormal respecto de ¢.

EJEMPLO .
Sea ¢ : R3 x R? — R definida por

‘ 1 1 0 U1
¢(z,y) = (z1z223) [ 1 0 =1 | 92
0 ~1 —-1/:\ys CL T
La base B = {(1,0,0),(0,0,1),(1,-1,1)}, de R3, es adaptada a ¢ puesto que

1 0 O
ells=]0 -1 0
0 0 O

Aqui: r(¢) =2 y s=1.

Veremos a continuacién que el niimero ‘s’ queda univocamente determinado por la
forma bilineal; es decir, no depende de la base adaptada considerada. T A
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Proposiciéon 2

Sea ¢ una forma bilineal simétrica sobre V de rangor y B = {vy,...,vp,} , B’ =
{vl,...,v.} bases adaptadas a ¢; es decir, L
(s \ (o \
1 "1
-1 . r-8 -1 r-8
I8l = ,  dller =
— -1
0, L 0.
\ o) A\ "0/

Entonces s = ¢'.

DEMOSTRACION:

Consideremos los siguientes subespacios de V
Vt =[v1,...,0] , V™ = [Usg1,.-.,0r] , V° = N(¢)
Wt =[v],...,00] , W™ = [vlyq,...,0]

Queremos probar la igualdad: dim(Vt) = dim(W*).
Notemos, en principio, que W+ N (V- @ V°) = {0}
En efecto,
supongamos que existe z # 0, con x € Wt y z € V~ & V°; luego, ¢(z,z) > 0
y ¢(z,z) < 0, lo que es absurdo. En consecuencia, W+ N (V- @ V°) = {0}.
Esto nos permite afirmar

n > dm(W+ + V™ @ V°) = dim(W+) + dim(V") + dim(V°)
= dim(W*) + n — dim(V'?)

Luego, dim(V+) > dim(W*). Por simetria se obtiene la otra desigualdad.
De modo que necesariamente es dim(V+) = dim(W).

Este resultado garantiza que no hay ambigiiedad en la siguiente

DEFINICION

Sea ¢ : VXV — R una forma bilineal simétrica, el nimero. ‘s =, dim(V+)’ se denomi-
na el indice de ¢ (o de v: forma, cuadrdtica asociada) y se lo nota ind(¢) ( ind(h)),
respectivamente. ‘ | | |



EJERCICIOS

1. Determinar si las siguientes formas bilineales son simétricas.
a) $:R?xR? =R ¢(z,y) = 2x1y1 + 3z2y1 — Tayz + 3T1y2
b) ¢: RZ2xRZ—R ¢(m,y) = —21y1 + 201y — To2¥y1 + 22292
c)¢:RExR* =R ¢(z,y) = 2141 + T3ys — T1Y3 — TaY1.

2. Para las formas bilineales simétricas del ejercicio anten'or,A calcular el niicleo y el rango.

3. Sead:RExR3 - R Ia forma. bilineal definida por ¢(z,y) = z1y1 + 2Z2ys — T3Ys,
a) Hallar la transformacion lineal Ly : R® — (R%)* asociada a ¢.
b) Sea ¢ € (R®)* definida por ¢(z) = 2z, — 23 + x3; encontrar u € R? tal que
o(z) = ¢(u, z) para todo z € R3. '

4. Hallar en cada caso el hiperplano polar H, de v respecto de ¢

2) $: R xR = R, §(z,1) = (212) (_12 ‘:'32)- (Z;) w= (1,000

0 2 -1 n
b) ¢ R¥xR*—R ’ ¢(z,y) = ($1172.’L‘3) 2 -3 0 Y2 v= (1’ _2a3)
. . : , -1 0 4 /\ys, L

5. Para cada una de las siguientes formas bilineales simétricas en R”, hallar una base
adaptada y calcular rango e indice

a) n=2, ¢(z,y) = 4z1y1 — 2z1y2 — 222Y1
b) n =3, ¢(z,y) = —z1y1 + T1Y2 + T2y1 + 3T2y2 — Z3Ys

Estructura afin sobre V _' '. |

Dado A € V, podemos interpretar a V como un R-espacio vectorial —con origen A—
definiendo las operaciones

xiy=m+y—A
/\Ax=A+/\(x-—A)

siz,yeVylelR



Dicho espacio vectorial se representa con V4.
Como ‘conjuntos’ V 4 = V, pero como espacios vectoriales sélo coinciden cuando A =0

(origen de V).

DEFINICION
Un subconjunto no wacio T C V se denomina una variedad lineal de V si T es
subespacio de V 4 cualquiera sea A €T

OBSERVACION
Son equivalentes:
* T CV es una variedad lineal de V
* T es subespacio de V 4 para algin A € V
* Existen S subespaciode Vy A€ T talesque T=A+S

DEFINICION
SeanV , W dos espacios vectoriales. Una funcidn f : V — W se dice una aplicacién
afin si para todo A €'V, la funcion f : Va4 — W) es una transformacion lineal.

DEFINICION

SeanV , W dos espacios vectoriales de la misma dimension. Una funcion f: V — W
se dice un isomorfismo afin si para todo A € V, la funcion f : V4 — Wpqy es un
isomorfismo lineal. ' A

OBSERVACION
Son equivalentes
* f:V — W es un isomorfismo afin.
* Existe A € V tal que f: V4 — Wy 4 es isomorfismo lineal.
*x Paratodo A€ Ves f:V4 — W4y un isomorfismo lineal
* Existe g : V— W isomorfismo lineal tal que f = f(0) +g.

NoTtAa
El conjunto de isomorfismos afines de un espacio vectorial V constituye un grupo para ‘
la composicién. Se llama GRUPO AFIN y se lo nota GA(V). -

EJIERCICIOS

6. SeaV=R?y A=(1,1). Siz=(1,2) ey=(3,~1), calcular y graficar . .
=y 5 sy 5 2l 5 2078

7. Sean A, B € V. Consideremos la funcién tap : V4 — Vg definida por t 4 p(z) = a:-i‘-B.

8



a) Interpretar geométricamente la funcién tap
b) Probar que t sp(x) =_m—A

c) Probar que tsp es un isomorfismo. (,Qmen es t A

NOTA: t4p se denomina el JSomorﬁsmo canonico entre VA ¥y VB, o bien la traslacién de
A% Ad \Y% B

8. Sean en R? los puntos A; = (1,—1), Ay = (1,1) y A3 = (2,1). Sean en R? los puntos
By = (1,2,0), By = (2,0,0) y Bs = (-1,1,0).
a) Hallar la forma explicita de la dnica aplicacién afin g : R? — R3 tal que g(4;) =
B;paral<i<3 '
b) Hallar una aplicacién afin f : R® — R? tal que f(B;) = A; paral1 <i < 3. ;Es
f dnica?

Estructura euclidea sobre V

Una forma bilineal simétrica’ <, > sobre V, con 1nd(< >) = n, se llama PRODUCTO
INTERNO de V. :

Notemos que si B = {vy,...,v,} es una base de V adaptada a <,>, la matriz
de <,> en esa base es la identidad; de donde, en particular se obtiene que < z,z >> 0
cualquiera sea z.€ V y ademds < z,z >= 0 sélo si ¢ = 0, ya que < z,z >= Y i, 27, si
2=, aiv !

Esto, junto con otras propledades de <, >, permlte introducir una manera de medir a

los vectores de V yde deﬁmr la nocién de angulo entre ellos. Esto lo veremos en la seccmn
siguiente.

Pensando en la estructura afin del espacio, el hecho de tener - un pr oducto interno en
V = Vj nos permite reproducirlo —via el isomorfismo affn f(z) =z — A— en cada Vg,
de la 51gu1ente manera

<,>Aa: VAXVA"'"]R ’ <'xay>A=<f(z);f(y)>=<"7""'A7y"A>'
Esta definicién asegura que todo vector trasladado a cualquier punto B € V mantiene,
en Vp, la misma longitud que tenfa en V. También garantiza la preservacién de dngulos.

A ésto lo llamamos la ESTRUCTURA EUCLIDEA sobre V. -

t Una forma bilineal con esta propiedad se llama definida positiva

9.



DEFINICIONES Y PROPIEDADES

1. Recordemos que dado un endomorfismo o : V —'V se define el endomorfismo tras-
puesto o : V* — V* por o*(7)(v) = v(a(v)). :

" Siendo <,> no degeherada, T la aplicacién L¢,s : V — V* resulta un isomorfismo. "
Miremos el siguiente diagrama

Si fuera conmutativo, tendriamos ot o L< > = L¢s 0w, lo que equ1vale a decir que
para todo u,v € V
< v,a(u) >=< av),u >

Hay ejemplos de endomorfismos o que no satisfacen esta relacién; por eso, a los que
si lo cumplen se les da un nombre: ENDOMORFISMOS AUTOADJUNTOS. La razon de
este nombre es que al endormorfismo o* = Lz,l> oa'o L s selo llama ADJUNTO de
a y claramente los autoadjuntos son los que verifican g* = Q.

2. Dada una matriz A € R"*", un escalar A € R se dice AUTOVALOR de A si existe
v € R, v #0, tal que v.A = A.v. Al vector v se lo llama AUTOVECTOR de A. Es fécil
verificar que los autovalores de una matriz A son exactamente las raices del polinomio

P(t) = det(A — t.I).

3. Sean o : V — V un endomorfismo y B, B’ bases de V. La relacién ||a|| B =
C(B,B')! . ||laJlg: . C(B’, B) y propiedades del determinante muestran que los auto-
valores de ||| p v de |||/ s coinciden. Esto nos permite hablar —sin ambigiiedades—
de los autovalores de un endomorfismo como los de su matriz respecto de una base
arbitraria del espacio.

4. Si B = {vy,...,v,} es una base.ortonormal respecto de <, > se comprueba ficilmente
que "
* _— i .,
lle*ll 5= llels
Y de aqui es inmediato que, si « es autoadjunto, su matriz en cualquier base ortonor-
mal es simétrica. v

tr(<,>)=n

10



Consecuencia importante; un endomorfismo autoadjunto tiene todos sus autovalores
reales y ademds existe una base ortonormal de V formada por aut,ovectqr,es,' Si
ALy .- -5 A son los autovalores de un tal endomorfismo v y B = {e1,.. .,en}“ es una
base ortonormal de autovectores de o resulta claro que

M
lledlls =
. An

. Sea ¢ : VxV — R una forma bilineal simétrica sobre V. Entonces existe un nico en-
domorfismo a : V — V tal que ¢(z,y) =< a(z),y >. Ademis « resulta autoadjunto.
En efecto,

para definir o basta hacerlo sobre una base ortonormal de.V, digamos
n Co ' '

= {v1,...,Un}; se tiene : a(v;) = Z < a(v;),v; > vj. 'Y como debe cumplir
. j=1 . .
< a(v;),v; >= ¢(v;,v;), basta definir o como el dnico endomorfismo que satisface
lell e = ll¢ll 5

Finalmente, la simetria de ¢ hace que a sea autoadjunto.

. Se deduce de 3. que si ¢ es una forma bilineal simétrica sobre V, existe una base
ortonormal B (respecto de <, >) en V tal que ' a

}

AL

¢lls =
L ) An

donde Ay, ..., A, son los autovalores (todos reales) de «; i.e., los autovalores de ||¢|| 5,
para cualquier base ortonormal (respecto de <,>) B de V.

. 81 ¥V =R", la base candnica E es ortonormal respecto del producto interno candnico.
Luego, |la|le = ||¢||e ¥y por lo tanto, los autovalores y autovectores buscados son
simplemente los de la matriz ||¢||£.

. Sean V, W dos espacios vectoriales con prdducto interno. Un isomorfismo (lineal) f :
V — W se denomina una TRANSFORMACION ORTOGONAL si < f(z), f(y) >=< z,y >
para todo z,y € V. '
Denotamos con O(V) al conjunto de las transformaciones ortogonales de V en V.

. Sean V, W dos espacios vectoriales con producto interno de la misma dimensién. Un
isomorfismo afin f : V — W se denomina una ISOMETRIA de V en W si para cada
A € V (equivalentemente, para todo A € V) f : V4 — W, transforma, bases
ortonormales de V4 en bases ortonormales de Wy 4.

11



Denotamos con Z(V) al conjunto de todas las isoﬁletrias deVen V.
Apelando a algunos resultados anteriores se prueba. que ;
FEIV) <+  existegeOV):f=f0)+g

10. Sea V un espacio vectorial y <,> un producto interno en V. Dado z € V, se llama
norma de z al nimero real ||z|| =< z,z >%. Es inmediato verificar que si f es un
endomorfismo de V, entonces

feom) @] =l
para todo z € V. 4 .

EJERCICIOS
9. Sea ¢ : R? x R? — R definida por ¢(z,y) = 2191 ~ 221y — 222y1 + 622y
a) Probar que ¢ es un producto interno en R2.
b) Construir una base de R? que sea ortonormal respecto de é. .

10. Determinar para qué valores a, b € R resulta un producto interno en R® la forma
bilineal ¢(z,y) = a.z1y1 + b.x1y2 + b.22ys + b.zoys + (1 + b).z3ys

11. Hallar el complemento ortogonal de los siguientes subespacios dé R3
81 = {(z1, 23, 23)/2x; — x3 = 0}
S =1[(1,1,1),(1,0,,1)]

12. Hallar una base ortonormal para cada uno de los subespacios del ejercicio anterior.

Métrica en un espacio euclideo

Todo producto interno <, > sobre V determina una DISTANCIA o METRICA en V, i.e.,
una aplicacion d : V x V — R que satisface
o d(z,y) = d(y, )
e d(z,z) >0
o d(z,y) =0siysblosiz=y
o d(z,y) < d(z,z) +d(z,y)
para todo z, y, z € V. ,_ _
En efecto, la funcién d(z,y) = ||z — y||, definida sobre V x V y a valores en R, verifica
las propiedades anteriores y por lo tanto es una distancia en V.
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OBSERVACION ,
Una funcién f € I(V)siy solo si f es un isomorfismo afm y ademas conserva distan-

cias; i.e., d(f(z), f(y)) = d(z, y) para todo z, y € V.

s Sif e Z(V), existe g € O(V) tal que f = f(0) + g. En particular, f es un
isomorfismo afin.
Con respecto-a la otra-afirmacién, dados z, y € V-

d(F(@), 1) = 1) = 1@ = lo(@) = @) = llaa = ) = llo = o1l = ()

» Reciprocamente, si f es un isomorfismo afin, sea g : V — V el isomorfismo. lineal
que hace que sea f = f(0) + g. Debemos ver que g € O(V); es decir, que g preserva la
norma. Pero, dados z‘, yev,

o = vl = d(o, ) = d(F(s), £ ) = [1£(&) — ) = lo(e) - o)

como queriamos.

Un producto interno sobre v permlte también 1ntrodu01r la noc1on de medlda, de
afigulos entre vectores no nitlos de V. ' R

Ma4s precisamente, dados z, y € V con z, y # 0, buscamos una manera dé medir el
dngulo que forman sobre el plano genérado por ellos.

Comencemos analizando el caso V = R? y <, > = producto interno canénico

La medida o del dngulo entre £ = (a1,a3) e.y = (by,b2) queda determinada por la
condicidn 0 < o < 7 y el valor “cosa” que se puede calcular & partlr del teorema del
coseno

Iz ~ ylI* = Ilelz + ||:l/||2 + 2-I‘IWII-IIyll- cos e

Escribiendo esta expresion en términos de <, > y simplificando, obtenemos la relacién

< 2,y >= ||=||.|ly|| coser

de donde
cosa = oY=
REN .
Resumiendo, la medida del dngulo entre z e y es el dnico nimere o € [0, 7] tal que
ll]l-llyl

Esta forma de verlo nos sugiere cémo generalizarlo-a:un espacio vectorial cualquiera.

T < (a1,02), (b1,b3) >= a1by + azbs

13



Dadosz,y € Vo nulos la des1gua1dad de Cauchy-Schwarz tt garantiza que el ndimero
<z <z,y> >

Tell-Nyll

€ [-1,1] y en consecuencia ha.y un umco nimero « € [0, 7] tal que

<z,y>

ll[l- fl

Basta entonces definir la medida del dngulo entre z ey como este niimero o
OBSERVACIONES
1. Toda f € O(V) preserva dngulos
En efecto, si f € (9( )y v,w € V son no nulos, para comprobar que el dngulo entre v
y w: mide lo mismo que el que forman f(v) con f(w) basta llamar-o: a la medida del

cosa =

pnmero y verificar que T (’()Q)}|)| l{ J(czuﬂ)?)i = cosa.
Por hipétesis : < f(v), f(w) >=< v,w >, ||f(v)|| ||v|| y |f(w)|| = ||w]l- Luego,

obviamente
< f(v), f(w) > _ <wv,w>

IF@I-F ) o]l

2. La estructura euclidea determinada por <, > sobre V preserva argulos. "'
Tomemos v, w € V. Trabajamos en V4 y llamamos « al angulo que forman vy w en

= CoOsS

este espacio.
Consideremos a.hora g
v w v —v+B y w —w+B

A v w‘ o i.e., los trasladados de vy wa or1gen B
V Vo Debemos comprobar que, en Vg, v’ v w tamblen
B

forman un angulo a. Sabemos que o esta determinado

-‘por

<DLW>A .
0<asm , cosa=qtaia

lolla-Nlwli 4

Calculemos- |
< v, w >p=< v4+B,w+B >p=< v+B—B,w+B—B > =< v,w >4
A A A A A A
De manera analoga se comprueba que
[+l = llvll4 Y, [w'llz = [[w]la
y con esto queda probado lo que afirmamos.

7

EJERCICIO

13. a) Calcular el dngulo entre las rectas de R?

T <ay> < el P
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Litzy—z9=1 Ly:z+22=3
'b) HaIIar una recta L3 tal que -
LiNnLs € Ly y é(Ll,Ls) = A(Lz, L3)

OBSERVACION A |

Sea W un R-espacio vectorial de dimensién n = dim(V) y sea f : W — V un isomor-
fismo. Entonces, si ¢ : VxV — R es una forma bilineal simétrica sobre V, ¢’ : Wx W — R
dada por

 Hay) = 6 (@) 1))

es una forma bilineal simétrica sobre W.

Proposicion 3

Sea W un R-espacio vectorial de dimensidn n.= dim(V) y sea ¢ : VXV —= R una
forma bilineal simétrica sobre V y ¢' : W x W — R una forma bilineal simétrica. sobre W.
Entonces, existe un isomorfismo f : W — V tal que &' (z,y) = &( f(:v) f(y)) si y sdlo si
r(¢) =r(¢') e ind(¢) = ind(¢").

DEMOSTRACION:

(=)

Sea B = {v1,.. vn} una base de V, adaptada a ¢ y sea B = {w1,...,w,} la base de W
definida por f(w,) =v; para 1< <n.

Siz= Z T;w; ey = Z yjw;, entonces f(x) = Z ziv; y fy Z Yjv4; luego

i=1 j=1 i=1 J=1
‘75’(3" y) ¢(f(.’1:) f(y)) = Z ZiY; — Z TiYyi , 8= ind(¢) T = l'(¢)
i=1 i=s41

De modo que, B es una base adaptada a ¢' y entonces r(¢’) =r e ind(¢’) = s.

(<)

Sea B = {vi,...,v,} una base se V adaptada a ¢ y sea B’ = {v],...,v}} una base de W
adaptada a ¢'. Por hipétesis y por la definicién de base adaptada, resulta que

lgla=| " . 1 1l =

15



S ™ n
En consecuencia, podemos escribir ¢(z,y) = E ZiYi — E T;Y;, S T = E ZT;v; €

=1 i=s+l i=1
. n 8
' N Py o r7
Yy = Z y;v;. Y, andlogamente, si ' = Z i ey = Z Y5, d(z’,y') = Z Ty~
i=1 j=1 j=1 j=1
r
r. 7
> T
j=s+1

Esto nos sugiere construir el isomorfismo f: W — V mediante las condiciones
f)=v , i=1,....,'n
Luego, ¢'(z,y) = ¢(f(z), f(y)), cualesquiera sean z,y € W.

OBSERVACION

La funcién f : V4 — Vdada por f(z) = z— A resulta un 1somorﬁsmo Sig: VXV —-R
es una forma bilineal simétrica sobre V, de acuerdo con la proposmlon antenor ——para el
caso W = V 4— queda definida una forma bilineal simétrica sobre V As ¢> 4:VaxVy 4> ]R
por ¢a(z,y) = o(f(z), f(y)) = é(x — A,y — A). Apelando al mismo resultado, también
podemos asegurar que ind(¢4) = ind(@) y que r{¢4) = r(¢). |

La forma cuadrética asociada a ¢4 es 4 : V4 — R, dada por ¥4(z) = ¢a(z,z) =
b(z— Az — A) = Yz - 4)

Si B = {vy,...,v,} es una base adaptada a ¢, en el transcurso de la demostracion de
la citada proposicién se probdé que By = {wy,...,wn} —con w; = v; + A— es una base
de V4, adaptada a ¢p4. Siz = S 1— . i—"-wnkwn, esz = A+ x1v1+. ..+ Tpvp; luego,
si s = ind(¢) y r = r(¢), se cumple |

Ke

¢A($) Pa(z:. L + + Ty, wn) = ¢A(A+$1v1 +...+ 93n'vn)

=¢(m1v1+...+wnvn)=zm?_ Z .’I)?

i=1 t==s41

Enunciamos a continuacién una versién de la proposicién 3 adaptada al caso particular
que acabamos de tratar.

Corolario 4

Sea ¢ : VXV — R una forma bilineal simétrica, con r =r(¢) e ind(¢) =s y.sea 9
su forma cuadrdtica asociada. .

Sea A€V yoda:VuxVy— R la forma bilineal simétrica sobre V4 definida por
da(z,y) = d(xz — A,y — A). Entonces, |
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r(ds) =r(d) =r e ind(¢a) = ind(p) =s
Ademds, si B = {v1,...,v,} es una base de V adaptada a $, entonces B, =
{vi+ A,...,v, + A} es una base de V 4 adaptada a ¢4

OBSERVACION
En la situacidén anterior,

"»bA(x) = 1/7((17 - A) = ¢($ - A7 27 - A) = ’{/)(.’E) - 2¢(A7 :E) + ¢(A)

Llamando ¢ = ¥(A) y p(z) = —¢(A4,z), se tiene que ¢ : V — R es lineal y 14 se
escribe en la forma : : o

Ya(e) = ¢(z) +2¢(z) +c
Es decir, © 4 se representa —sobre el espacio vectorial V— como la suma de una funcién

cuadritica, una lineal y una constante.

DEFINICION
Una funcion F : V — R se denomina una funcién cuadratica si ezisten: una forma

cuadrdtica no nula ¢ : V — R, una forma lineal ¢ : V — R y una constante c € R tales
que

F=v+4+2p+c

REPRESENTACION EN COORDENADAS

Sea ¢(z,y) = L(P(z +y) — ¥(z) — ¥(y)) la forma bilineal asociada a v; luego, Y(z) =
¢(z, z).

Dada una base B = {vy,...,v,} de V, llamemos a;; = ¢(vi,v;), 4 = |lai;|| , b = p(v;)

(z'é 1L,...,n), = (Z1,...,%0) y b= (b1,...,bn). Parav:Za:,-v,- se tiene:

i=1
F(z) = ¢(z,2) +2p(z) +c=z . A.z'+2z . bl +¢
EJEMPLO
Sin=lesv=x1.v1y
F(zy . v) = 23a114+ 2z . by +c
(“polinomio de segundo grado”).

17



Unicidad de la escritura

Sean ¢ : V — R formas cuadrdticas, p,¢’ : V — R formas lineales y c,c’ € R tales

que Y+ 2p+c=vY" +2¢' + . Entonces : p =", p=¢' yc=c.
si # = 0 resulta ¥(0) 4+ 2¢(0) + ¢ = ¢¥'(0) + 2¢'(0) + ¢, luego, ¢ = ¢’ pues

$(0) = ¢'(0) = (0) = ¢'(0) = 0.

De donde, ¢(z) +2¢(z) = ¢'(z) + 2¢'(z) y ¥(—z) + 20(~z) = ¢'(—2z) + 2¢'(—z); ¥y
como ademads ¢¥(—z) = (z), ¥'(—z) = ¢'(z), se tiene que Y(z) — 2p(z) = ¢¥'(z) — 2¢'(z).

Sumando se concluye que 9(z) = 9'(x) para z € V, y por lo tanto también que
olz) =¢'(z)siz €V,

Nota :
Una propiedad importante que tienen las funciones cuadréticas es que se representan
de la misma forma en cualquier espacio vectorial V4.

Proposicidon 5

Sea F =1+ 20+ c:V — R una funcién cuadrdtica y A € V. Entonces ezisten una
dnica forma cuadrdtica ¥4 : V4 — R, una dnica forma lineal 4 : V4 — R y una dnica
constante c4 € R tales que F =4+ 2p4 +ca

DEMOSTRACION:

Basta verificar la existencia, pues la unicidad es consecuencia de la Unicidad de la
escritura aplicada al espacio vectorial V 4.

Suponiendo que ¥4, w4 ¥ ca existan, debe ocurrir

Y(x) + 2¢0(z) + ¢ = Ya(z) + 204(z) + ca | si zeV (1)
Siz=A,esa(A) = pa(A) =0 pues A es origen de V 4; luego,
ca = P(A) +2p(4) +¢=F(4) - (2)
Reemplazando (2) en (1) — y simplificando ¢ — se llega a
$(@) + 20(a) = Pal®) + 2pa(x) + H(A) + 20(4) (3

Sea Y a(z) = (x— A) y veamos si la funcién ¢4 : V — R (obtenida de (3)) resulta ser
lineal como aplicacién de V4 en R. Como ¢(z—A) = ¢(z)—2¢(A,z)+1¢(A), reemplazando
dicho valor en (3) y simplificando ¥ (z), se obtiene

2p(z) = ~2¢(A4, ) + P(A) + 2p4(z) + Y(4) + 2p(A)
= —2¢(A, ) + 2¢(4) + 2p4(z) + 2¢(A)

18



Simplificando el ‘2’ y notando que (A) = ¢(4, 4), se deduce

pa(@) = 9(z — A) + §(4, 3 - 4) 4
Sea f : V4 — V la aplicacién lineal f(z) = z — A; luego, po f : V4 - Ry

#(A, f()) : V4 — R son lineales y por lo tanto w4 = g o f+¢(A4, f( ) : V4 — R es lineal.
Definiendo las siguientes REGLAS DE TRANSFORMACION,

CA = F(A)
Ya(z) = ¢(z - A)
pa(z) =z — A)+ ¢(4,z — A)

queda entonces asegurada la existencia con sélo comprobar la igualdad F' = 14 +2@4 +ca.

EJERCICIO

14. Sean F =9y +2p+c:V—R y A ,BeYV. Por lo anterior, es F =5 +2pas+ca =
¥B+2pp +cs.
Mostrar que valen las siguientes igualdades

Yp(r) = Ya(z " B) wp(z) = palz " B) 4+ ¢a(B,x " B)

Nota

Si no hubiésemos multiplicado por ‘2’ a v, la regla de transformacion serfa : @ 4(z) =
oz — A)+2.6(A,z — A).

De acuerdo con los comentarios previos al corolario 4 y con la proposicién 5 podemos
extender la definicion de rango e indice.

DEFINICION

Sea F' una funcion cuadrdtica —F = Y4+ 2p s+ ca— se define el indice de F' como
ind(F) = ind(1a) y el rango de F como r(F) =r(4) cualguiera sea A € V '

DEFINICION

Un subconjunto no vacio Q@ C V se denomina una cuddrica en 'V si existe una funcidn
cuadrdtica F : V — R tal que Q@ = F~1(0)

NoTta

En la situacién de la definicién anterior, escribimos @ : F(z) = 0 y decimos que
“F(z) = 0” es UNA ECUACION PARA @, o que F' DEFINE A Q.

Si dim(V) = 2, @ se denomina una CONICA.

Antes de continuar, veamos algunas cuddricas particulares
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EIEMPLOS

» Cénicas en R?

e

dos rectas por el origen,

li
=

(?) Q: F(z) =2 -1

1 no paralelas

dos rectas paralelas

0.

distintas

recta doble

(3) Q: F(z) =x§ =0

20-




circunferencia

) -
1/

4 Q:F(z)=224+22-1=0

(5) Q:F(z)=22—-22-1=0 hipérbola

6) Q:F(z)=22-12,=0

\2
) / parabola
0 5 1
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m Cuddricas en R3

cono irreducible

8) Q:Flz)=22+234+23-1=0 elipsoide

(9) Q: F(z)=a?+x3 ~1=0 cilindro eliptico
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OBSERVACIONES .

1. Q#Vsigp#0 -

2. La condicién ‘no vacio’ en la definicién de cuddrica se debe a que podria ocurrir que
fuese F~1(0) = @; es el caso de F : R?2 — R dada por F(wl,azz) =x2 472 + 1.

3. No es cierto que si F,G : V — R son funciones cuadrétlcas tales que F~1(0) =
G~(0) = Q sea G = \.F, pata algiin A€ R+ 0. Por eJemplo, sea {v1,...,V,} una
base de V: Siz'= zyv1 + ... +2vn ¥y 2 < v < 1, se definen F(z) = z2 + ... + 22
y G’(m) =z?+...+a.2? (a > 0). Claramente, F' y G definen la misma cuddrica

ziz {m = 201 + ...+ wnvn/azl = ..,.= T, = 0} pero, evidentemente, no es una
multlplo de la otra, si @ # 1. s : o
Esta familia de cuddricas es en realidad una familia de variedades lineales de dimensién
n—r < n—2. Veremos mas adelante que éstas son las tnicas cuadricas para las cuales
no se cumple este tipo de unicidad para las ecuaciones que las representan.

Cuadricas reducibles

Vamos a caracterizar a continuacién un tipo de cuddricas con la propiedad que 1o
funcién cuadratica que las define (polinomio de grado 2) se puede factorear como producto
de dos formas afines (polinomios de grado 1). De ahi su nombre.

Proposicion 6
Sea Q : F(z) = ¥(z) + 2‘P($)"i+“3 = 0 una cuddrica en V' Lus siguientes afirmaciones
son equwa,lentes S Sk C e R 5
a) Fziste H, hiperplano de V tal que H C Q TR
b) Existen Hy,H,, hiperplanos de V, tales que Q = Hy U Hy
c) Ezisten P1,¥2 . V- R':,lz'neales,,-;;pi y P35 7‘_-0 9} C1,Cp € R tale*a‘qize:
—(prte) . (pates) S

DEMOSTRACION P e
| Cla.ramente, c) 1mpl1ca b )y b ) implica a). Luego, solo tenemos que mostrar que-a)-
implica c).
Sean H el subespacio paralelo de H, A € H y {v,...,v,} una base de V con H = "
[v1,..+,Vn-1]- Si.definimos w; = v; + A (i'=1,...,n) obtenemos: que BA = {wy,...,w,}
es una base de V4 y {wy,...,w,—1} una base de H
Obviamente, en By, H: 2, =0. Y como A € @, es Q : Ya(x) + 2p4a(x) =
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"t

Para 2 = 21 . w1+ ... 4Tl . Wpe14Tn . Wy 568 Y = T1 W1+ ... +Tpnei . Wne1,2 = Tp . Wn;
atA AnAnAnAn Yy lAlA AnlAnla n ,Wns

luego, z = y-‘tz. Como y € Hy H C Q resulta ¥ a(y) + 2p4(y) = 0 y por lo tanto,

pal(z)+ 204(z) = @/)A(yj;z)_‘+ 2p(y+2)

=Pa(y) + 204y, 2) + Ya(2) + 204(y) + 204(2)
=204(y,2) +1a(2) +2pa(2) = 2¢A($IZ 2)+Ya(z) + 290,4(2)

= 2¢4(a,2) — 204(2) + Pa(z) + 204(2) = 264(z, 2) — Ya(2) + 204(2)
= 2¢4(z,zn -wn) — Ya(zn -wn) +2p4(zn -wn) :

= 2mn¢A($ wn) -77 "bA(wn) + 2mnSOA(wn)
= Zn (2(15,4({6 Wn), CCfﬂbA("Un) + ZSOA(wn)).

Llamando fi(z) = zp, fo(z) = 2¢4(z, wy) — f1(z)Ya(wn) + 20 4(wy) se tiene que fi,
f2 : V4 — R son funciones lineales y

Ya(z) + 204(z) = fi(z) . fo(x)

Pasando a origen 0, esto se expresa diciendo que emsten dos formas lineales no nulas
y dos constantes tales que ' ‘

Q: (pr(2) +c1) - (pa(a) +c2) = b
como queria,mOs. g

DEFINICION

Una cuddrica que satisface cﬂalqm'em de las tres condiciones equivalentes de la propo-
sicion anterior se llama cuadrica redumble Las cuadrzcas que no son reduczbles se
llaman irreducibles.

Volvemos ahora al tema de la unicidad de las ecuaciones antes mencionado. Se trata
de determinar cuéles son las cuadricas ) para las cuales

Q:F(z)= Yy Q:F'(z)=0 implica F'=c.F para algun c€Ryo

Daremos previamente una serie de resultados que simplificaran la demostracmn de
dicha unicidad.

Pré”pdsicién 7

" Sean S 1 y T subespacios distintos de V, ¢ V = R una forma cuad'ratzca no n'u.la y

C = ¢~1(0). Entonces se ve'rzﬁca "
) VASUT
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b)) V£SUC
¢) V#SUTUC

DEMOSTRACIéN:

®a) - 3
Supongamos que V = S U ']I‘ €so obhga aque S ¢ T pues, de no ser asi, resultarfa
V = T. Luego, deben existir un z € Stalquez ¢ Ty un y € T tal que y ¢ S.. Sea
2=z+; luego,z¢§yz¢'ll‘ EstocontradlcequeV SU']I' ‘ .

Podemos asegurar entonces que V 7é S UT.

e b)) . P : e
Supongamos que V=S U C' Como S#V,seaze V tal que z ¢ S; luego z E C’ _
y por lo tanto () = 0. Si ‘Tnostramos que $ ¢ C, necesariamente debers ser V= C'y

TR Y PR B ]

en consecuencm ¥ = 0, que es imposible por hipdtesis. Verifiquemos esa}m‘clusmn, dado
z €Sdébeser t+2 ¢Sy x—2¢Sycomo estamos supomendo que V = SUC’ eso obliga
aquez+z€Cyzxz—z€C yentonces
0= (o +2) = ¥(2) +26(z, 2) + ¥(z) = ¥(a) + 20(8}2)
0= (o~ 2) = ¥(c) - 20(s,2) + ¥(2) = ¥() - 20(s, 2)
Sumando d@mbas ecuaciones se obtiene 1(z) = 0; es de<:1r, T € C. R
- Concluimos asi que V # SU-C.

.
)

Debido a b ). podemos suponer que Sy, ']I‘ son no nulos. ) .

Sean Yr=ylr: T2 Ry ¢s=19ls:S = R; luego, ¥71(0) = TNy~1(0) = TNC y
s1(0)=SncC.

51 Yr=0,TCCySUTUC=SUC # V, por b).

Si ¢ = 0, por la misma razén esSUTUC =TUC # V.

Basta entonces probarlo para YT aé Oyys#0
Por otro lado,

siSNT =T, entonces TCSySUTUC =SUC#V ,pord) vy
siSNT =S, por la misma razon, esSUTUC #V.

‘De modo que tamblen podemos suponer que SNT # T ySNT#S.

Se obtiene de b) que T # SnTu¢ (0) ¥ S # SNTU¥g*(0). Lueg,o, existeun v € T
conz ¢Sy (z) #0yexisteunyeScony g Ty v(y) #0. Seaz=z +ty,t#0;
luego, z ¢ SUT. A

Si fuera V=S U TU C, resultaria que z € C' y por lo tanto,

0 = 9(z) = ¢(z + t.y) = () + 2td(z, y) + t*9(y)
para - todo t # :0." Esto a su vez-implicaria que ¢(z) = ¢¥(y) = ¢(z,y) =0, lo que es
absurdo.
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En conclusién, debe ser V# SUTUC.

Corolario 8
Sea Q : F(z) = ¢¥(z) + 2¢(z) = 0 y supongamos que existe un subespacio H diferente
de V gque contiene a Q. Entonces, Q es el subespacio N(¢p) de V.

DEMOSTRACION:
Supongamos que ¢ # 0 y sea T = »~1(0); luego, "’JI" # VysiC = ¢~1(0) resulta
V#TUHUC. Seaz€Vconz¢T, 2¢ Hy 2z ¢ C; un simple célculo muestra que

F(tz)=0sit=— 2o(z), ; luego, t.z € @ C H. Al ser z ¢ H, necesariamente se obtiene

P(z)’

que ¢ = 0, o sea que p(z) = 0 con To cual z €Tc que es un absurdo ya que tomamos z¢T.
En consecuencia, ¢ =0y @ = 'c,b 1(0) C H.
. Por otro lado, si z € N (¢) es ¢(z,y) = 0 para todo Yy G V; en, partlcular Y(z) =
¢(z,z) = 0 y entonces se concluye: N(4) C zp L) =
Afirmamos que también ¥~1(0) C N(¢), con.lo cual tendremos Q = N(¢).
En efecto, ; : .
seaz € ¥~1(0) y T = {y € V/¢(z,y) = 0}; si mostramos que T = V.quedard
probado lo que afirmamos. Y siendo H # V, bastard verificar —en virtud de la proposicién
anterior parte a)- que V=T UH. ,
Tomemos entonces z € V con z ¢ H y mostremos que z € T. Como z ¢ H, entonces
Z2¢ Y~ 1(0) luego, 9(z) # 0. Para y € V de la forma y = z + .z se cumple |
F(y) = $(y) = (@ +1.2) = 9(2) + 2t(z; 2) + 29(2) = t[2¢(z, 2) + ty(2)] = 0
26(z,2)
(2)

t.z € H, de modo que —como z ¢ H- obhgatonamente debe ser t = 0, o sea, ¢(z,2) = 0, lo’
que implica que z € T. -

sit=— . Luego, y € @ C Hy por lo tanto, z+t.2 € H. Pero z € Q C H, entonces

Corolario 9 "

Sea Q : F(z) = ¥(z) + 2¢(z) + c= O una cuadmca en V tal que existe una varie-
dad lineal H *dzferente de V- que la contzene Entonces Q es una varzedad lineal. ‘Mds
preczsamente, 3z A€EQ es

Q=4 + N(¢)

EE S 1

DEMOSTRACION:

. Basta tomar A € Q y a{p].ic:ar“:el éQ;.pla.rio anterior al espacio vectorial V4 y al sub-
espacio (de V4) H.
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Proposicién 10 L e
- Sea @ : F(a:) P(z) 4+ 2¢(x) + ¢ = 0 una cuddrica tal q'u,e pam todo Ae Q espy = 0.
Entonees, @ es una variedad lineal. : T

DEMOSTRACION:
Dado A € @, por hipétesis es ¢4 = 0 o equivalentemente p4(x) = ¢(z = A) +
#(A,z — A) = 0 para todo z € V. Luego, ga(a:) + (A, m) = (0 para todo -z €V y por 10
ta.nterLd",l( ®). EstonosdlcequeQCL¢ (—p). - IR S o
Por otro lado, si A € L¢1( p) es Ld,l( p) = A+ N(d)) y como ¢ # 0, resulta

L' (-p) # V. .

De acuerdo con el corolano antenor, Q es una vanedad hneal

W

Corolario 11

Sea Q una cuddrica irreducible en 'V no contenida en una variedad lineal de dimensién
n—2yFz) = ¢@) +20(z) +c=0, F(z) = ¥'(z) + 2¢'(z) + ¢ = 0 dos funciones
cuadrdticas que la definen. Si 4 =0 para algin A €'V, también es <p 'y =0.

DEMOSTRACION: X .
Supongamos A = 0; en caso contrano basta repetir este razonamiento en V4.
- Debemos mostrar que si ¢ = 0-también ¢’ = 0. En tal caso nos queda @ i ¥(z) = —
De aqui se deduce que
T€EQ & -z €Q

Utilizando: la: otra funcién cuadréitica que define a (), obtenemos pa.ra r € @ las:
igualdades - - PR : o Ch

¥ () +2¢'(z) + =0 y P (z) — 20 () + ¢ =0

Restando ambas ecuaciones vemos que ¢'(z) = 0 para todo z € @ y por lo tanto,
Q C N(¢'). Si fuese ¢’ # 0, seria N(¢') un hiperplano lo que nos. permitiria concluir,
de acuerdo con el corolario 9, que () es una variedad lineal. Pero esto no puede ser si
dim(@) < n — 2 ni tampoco si dJm(Q) n — 1 ya que resultarfa reducible en virtud. de la
proposicién 6, parte a).:Luego, ¢’ = 0.

LA T

EJERCICIOS

15. Si L es una recta y Q una cuadnca, probar que L l’] Q es Vacm un punto dos puntos. '

: P PR AR P
oL _

16. Sea dimV = n > 2 y Q una cuddrica en V que no se reduce a un punto. Probar que
Q@ es un conjunto infinito.
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Teorema 12 .

Sea dimV =n>2 y Q : F(z) = ¢¥(z) + 2¢(z) + ¢ = 0 una cuddrica no contenida en
une variedad lineal de dimension n—2. Si Q : F'(z) = ¢'(z) + 2¢'(z) + ¢/ =0, entonces
eziste A € Ry tal que F' =) . F.

DEMOSTRACION: ‘
Para las cuadricas reducibles este resultado es consecuencia de la proposicién 6.
Podemos suponer entonces que ) es irreducible.

x Cason =2

Por hipétesis, la cénica @ no se reduce a un punto; luego, existen A, B € @) con A # B.
Sea L la recta que los une. Apelando al resultado del ejercicio 15 y a las hipdtesis sobre
@, podemos afirmar que L N Q = {A, B}. Es licito entonces escribir

Q:va(z)+2pa(z)=0 Y L:y= tABtj
De aqui se obtiene que £ = 0,1 son las dos tnicas raices de la ecuacién”
Ya(B) . t* + 204(B).t=0 (1)

Trabajando de igual forma con F” llegamos a que también ¢ = 0, 1:son las dos tnicas raices
-de la ecuacién

Wa(B) . £ + 24y(B) . t=0 (2)

Resulta entonces que los primeros miembros de (1) y (2) representan polinomios del mismo
grado (=2) y con las mismas raices (0 y 1). Por lo tanto, existe A € Ryo tal que

Fllp=X.F|p

" Nosotros estamos tratando de probar esta igualdad pero sobre todo V. Para ello
definimos la funcmn G: V - R por G(.z') F'(z) — A\.F(z). Se trata entonces de ver que
G=0enV. g :

Ev1dentemente el conjinto Q’ G"l(O) es'no vacfo ya que LUQ C G~1(0). Y como
la funcién G se escribe como suma de una funcién cuadratica, una lineal y una constante,
vemos que @', o bien es una cuddrica (si ¢’ — A.9p # 0) o bien es una variedad lineal.
Tendremos que descartar entonces el primer caso y, en el segundo, mostrar que la variedad
lineal es todo V. .

' Supongamos que @’ es una cuadnca Como L’ C @', esto quiere decir que Q’ es
reducible (L es un hiperplano en V). La proposicién 6 asegura en tal caso que hay otra
recta L', tal que o ~ :
Q =Lul
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conlocual: Q CLUL' .
Ahora bien, siendg que @ no se reduce a un punto (A Be€ Q) el resultado del eJer01c1o
16 nos garantlza que @ es un con]unto infinito. Podemos, en consecuencia, tomar tres
puntos distintos ', D, E' € Q — L, lo que implica que C, D, E € L.
Apelando nuevamente al ejercicio 13, concluimos que L' C Q, cosa que no puede
ocurrir debido a la irreducibilidad de Q. Queda asi descartada la pos1b111dad de que Q'
sea una cuddrica y, en consecuencia, vale

P=X. ¢
en V. De tal forma, Q' no tiene mas remedio que ser una variedad lineal. Veamos que
Q=V. |
Si no lo fuera, Q' serfa una recta y como L C Q, debe ser Q’ L, de donde también

Q@ = L. Pero esto es 1mp051b1e puesto que Q N L consta exa.cta,mente de dos puntos ,
Luego, Q' =V; es decir, F/ = A.F en V. -

x Cason >3

Las hipdtesis sobre @) impiden que sea una variedad lineal. En esta . situacién la.
proposicién 10 asegura la existencia de un A € Q tal que p4 # 0. En virtud del corolario
11 también resulta ¢/, # 0. ‘

Consideremos el hiperplano

T:palz) =

Aplicando el corolario 9 vemos que @ ¢ T', por lo qué debe existir un v € Q — T'; luego,

pa(v) #0
Para cada z € T, z # A, definimos el subespacio de V4

T = {aAm;ll—bAv/a, be R}

Como 7, tiene dimensién 2, Q, = 7, N Q es una cdénica (que no se reduce a un punto pues
A,v € Q). Pero para dimensién 2 ya sabemos que la tesis se cumple siempre y cuando
Q. sea irreducible. Pero también si @, es reducible, debido a la proposicién 6 y el caso
n=2. e .
Sea entonces A; € R;eo tal que . ‘ AL
Flle, = /\,,,..FI,T,?‘ )

en particular, . - - et ‘ B
! - . - ’
Palm, = ’\a:-'.‘PAI'vrz
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y siendo z € T obtenemos: ¢, (z) = 0.

La arbitrariedad de z € T nos dice que T C N (cp ') ¥, como ambos son hiperplanos
resulta T = N(¢/,).

Como ambas ecuaciones —p4(z) = 0 , gof‘l(w) = (0— definen el mismo hiperplano,
debe existir un ¢ € Ryp tal que
Ya=c.pa

en V. De esta forma, siendo que v € 7, vale

Pa®) =X 0av) ¥y Puv)=c.pav)

cualquiera sea = € T.
Por lo tanto, A\; = ¢ para todo z’ E T, dado que p4(v) # 0
Resumiendo, hasta aqui hemos probado que

F,Iﬂ'a: =cC. Fl“z

para todo z €T
Tomemos y € V y veamos que F’(y) = c.F(y); con esto quedard probado el teorema.
Sabemos que existen t € Ry = € T tales que y = a:+tAv, dado que T es un hiperplano
. A o A

deVayquev¢T. S
Como y € 75 es F'(y) = F'|x,(y) = c . F(y).
O sea, ' : b

F'fc.,F

en V, como querfamos.

Centro de una cuadrica

De acuerdo con los ejemplos de las paginas 20, 21 y 22, las cénicas del (1) al (5) tienen”
la propiedad que si' z € @, entonces —z € Q. Esto nos sugiere decir que el origen de R? es
un centro de ). Lo mismo podriamos decir respecto del origen de R® en los ejemplos del
(7) al (9). ‘

Generalizando esta situacion, basta que sea ¢ = 0, para que 0 resulte un centro de Q.

Més atin, en el caso del cilindro podemos observar que si A = (0,0,23) —con z3 € R
cualquiera— entonces para todo x € @ es " z € Q.
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Como esta propiedad nos va ser itil en el momento de clas1ﬁcar las cuadncas, 15 vamos
a estudiar ‘con mas detalle.

DEFINICION

Sea Q una cuddrica en' V. Un punto A € V se denomina un centro de Q) si para todo
TEQR es—~x€Q.
A .
Consideremos una cuddrica @ : F(z) + 2¢(z)4+ ¢ = 0 y supongamos que existe un
A € V que satisface ¢4 = 0. En tal casoQ : F(z) = v 4(z) + c4 yy en consecuencia, para
todo z € Q es " z € Q. Luego, este punto A resulta ser un centro de Q.

Nos ocuparemos ahora de probar la reciproca; a saber, si A es un centro de @, entonces
¢4 = 0. Para ello necesitamos algunos resultados auxiliares.: .

t

Proposicién 13

Sea Q : F(:I:) gb(a:) + 2cp(a:) 0 una cuadmca en V y supongamos que 0 € \% ( orzgen
de A% ) es un centro de Q E’ntonces <p 0

P A

DEMOSTRACION: ' : : - B :
. Siz € Q es 0 = ¢(z) .+ 2(,0(:1:) y-0 = ¢(z) — 2¢{z); luego, <p(a:) = 0 y por lo tanto,
QCS—-N( ). Si mostramos que S =V, serd ¢ = 0. 4 et
Supongamos que V # S y sea C = 1~1(0); en tal caso, V # SUC y por 10 tanto existe
ze€Vtalquez ¢Sy z¢C. Luego,
Pltz) = b{t2) + 2p(t2) = P4() + 2p(2) = ti0(2) + 2(2)] =
2¢(2)
Y(z)

consiguiente p(z) = 0, i.e., z € S. Esto es absurdo y por lo tanto concluimos que S =V.

sit = En consecuencia, t.z € @ C S y como 2 ¢ S debe ser t = 0 y por

Corolario 14

Sea Q : F(z) = ¢(z) + 2p(x) + ¢ = 0 una cuddrica en V y supongamos que existe
A€ Q tal que A es un centro de Q. Entonces p4 =0

R T S P

DEMOSTRACION
Tomando origeni A4, es Qv F(z) = $a(z)+ 204(s) = 0. El resultado es ahora
consecuencia del resultado anterior aplicado al espacio vectorial V4. '
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Teorema ;15: ) ‘ .
Sea Q : F(z) = o(z) + 2¢(x) + ¢ = 0 una cuddrica en V y A € V. Son equivalentes
las afirmaciones
a) pa=0
b) A es un centro de Q

DEMOSTRACION:

De acuerdo con lo observado al pie de la iltima definicién, basta probar que si A es
un centro de @, entonces 4 = 0. Y como para A € @ es claro que go 4 = 0, gracias al
corolario 14, podemos suponer que A ¢ Q- P

Por definicion de centro, siz € Q,es " z € Q; luego, para todo z € Q se cumple ol

o
) Ty
s

- 0= F(z) = pa(z) +2pa(z) +ca J
0 ='F(Z z) =tha(x) = 2pa(x) +ca

y restando se obtiene que p4(z) = 0; luego, @ C N(pa).

Al ser Q # @ podemos tomar B € Q; luego, @ : F(z) = ¢p(z) + 2¢p(z).

Razonando por el absurdo, supongamos que ¢ 4 # 0; resulta entonces que N(p4) esun
subespacio de V 4, distinto de V 4. Lo mismo vale respecto de Vg yaque B € Q C N(p4).
Ademais, en virtud del corolario 8, ) resulta un subespacio de Vp y siendo A un centro

derBEQ,esC:—BEQ. Pero-;B=2.A dedondeZ.AEQ.

El hecho de ser Q un subespacio de Vp nos permite deduc1r que A € @, lo cual
contradice nuestra hipétesis.
‘En consecuencia debe ser ¢4 = 0; commo querfamos.

NOTACION: RN
Dada una cua.dnca Q: F(:t:) P(z) + 2¢(z) + ¢ = 0, notamos con Q¢ al conjunto de
sus centros, ie., o

: Q¢ = {A € V/A es centro de Q} -

En caso de ser Q¢ vacio decimos que ) es una cuddrica SIN CENTRO.

Caracterizacién de Qc

Sean B = {v1,...,v,} una base de V, M = |¢||z = |lp(vi,u5)ll, #(vi) = bi,
A=2101+ ...+ TpVn.

32



Dadoy € V,y=yiv1 +...+ yntn, se tiene

P) + (A y) = D biyi+ D d(vi,v;)miy

i,j=1 i,j=1

.t bl ' _7.391
= (Y1 Yn) ( : ) + @i yn) M. ( : )
b N 1) )
e (2) o ()
by, Ty

De modo que, A es centro de @ si y sélo si -

o

Obtenemos finalmente que

o fegemer /o ()-(0)

Si suponemos Q¢ # @ y recordamos que

N(¢)={A=§;“""""ev/M' Cl) =(Z)}

claramente se Ve que -
Qc=A4 + N(¢) -
para cualquier 4 € Q¢.

En particular, se deduce que Q¢ es una variedad lineal y dim Q¢ = dim(N(¢)) =
n—x(¥).

Resumimos todo esto: en el siguiente

Corolario 16

Sea QQ una cuddrica en V. Si Q¢ es no vacio y A € Qc¢, entonces Qc es la variedad
lineal A + N(¢) = N(da). T
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EJERCICIOS

17. Sea @ la cuddrica en R® de ecuacién, en la base candnica,
.’12% + (CY2 + 3)93% + (a2 - 3)50% + (2C¥ + 4)1121272 + 221234+ 21 — 222 +1=0
Determinar todos los a € R para los cuales () tenga un dnico centro.

18. Determinar en cada caso si existe A € R? tal que Q : Ya(z) = —ca
a) Q:22~21;79+3x; —22+3=0

b) @:z?+2%-2z129+221+22+1=0

19. Encontrar Q¢ en cada uno de los casos siguientes

a) Q:2?+253 - 23179+ 222—1=0 (en R?)

b) Q:z?+4x% — 4z139 + 271 —4x, —5=0 (en R?)

c)Q:22—z2+224+1=0 : (en R?)
OBSERVACIONES

‘Sea Q : F(z) = ¢(z) + 2¢(z) + ¢ = 0 una cuédrica.
1. Si A, B € Q¢, entonces F(A) = F(B)

Como A € Qc¢, F(z) = Ya(z) + F(A). Luego, F(B) = ¢4(B) + F(A) = (B — A) +
F(4) = ¢(B — A, B — A) + F(A) = F(A) por ser B— A € N(¢).

2.8QcNQ # P valeque Qo C Q
Es inmediato a partir de 1.
3. Si Q¢ = @ entonces r(¥) < n—1y N(¢) ¢ N(p)

Tomemos una base adaptada a v, B = {vy,...,vn}, de modo que M = ||¢||p tiene la

forma
(1.3 \

s = fnd(y) y r = r(¢).
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Si p(vi) = bs,

/ 1 \ (—b1\

Zs
....a;'s_*_l
Qc : I =

°
Vo)

Para ver que r(y)) < n — 1 basta notar que si fuese r(1) = n resultaria M 1nvers1b1e,
lo que es imposible ya que Q¢ es vacio.

Con respecto a la otra afirmacién, si N (¢) estuviese contenido en N (<p) —por ser
{vr41,.-.,Un} base de N(¢)— se tendria que b; = p(v;) =0 para r + 1< < nyde -
nuevo, por ser Q¢ = I, eso no puede ocurrir.

. Si@ C H, H variedad hneal dlstmta de V, entonces Q) = Q¢. En partlcular, Q resulta
una variedad lineal

Sea A € @; luego, @ : F(z) = v4(z) + 2pa(z) =0y como A € Q C H, H es un
subespacio distinto de V4. Finalmente, aplicando el corolario’ 8 al espacio vectorial
V 4, se obtiene

Q= N(pa) = A+ N(¢) =

DEFINICION

Un punto A € V se denomina un punto singular de una cuddrice @ si A€ QNQc.

NOTACION

Con Qs denotamos al conjunto de puntos singulares de la cuddrica Q; es decir,

Qs =QNQc

3

OBSERVACION

Las observaciones anteriores (2. y 4.) permiten afirmar c‘iue

'Q = Qs si y sblo si @ es una variedad lineal

EJERCICIO

20. Determinar ()s para cada una de las sigﬁientes cuddricas de R™
a) Q:2x2 + 22+ 2% -42,+1=0 s (n=3)
b) Q:w%—w§+m§—2m1x3—2m2m4+4¢4=0 (n=4)
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c) Q:2? — 32 — a2~ 22133 4 22923 — 2234 + 71 — T2 + 273 + 24 =0 (n=4)

d) Q:z1z0+z3T4+22 =0 (n=>5)
e) Q:22-22,+1=0 (n=2)
Conos

Sea @ : F(z) = ¥(z)+2¢(x) + ¢ = 0 y supongamos que @) posee un punto singular A.
. Como Q : F(z) =¢a(z)+2pa(z)+ca=0y cA =F(A)=0—pues A€EQypa=0,
por ser A un centro— resulta Q : F((z) = ¢ A(:c)
Para cada z € Q , x # A, notamos con Ly, a la recta que une A con z; luego, Ly, =

{tAa:/t € ]R} y por lo tanto
F (tAa:) =1 (tkm) = t2¢A($) =120=0

Consecuentemente, L 4, C Q.
Este hecho sugiere la siguiente

DEFINICION
Las cuddricas que poseen puntos singulares se llaman conos.

Recta tangente

Sea @ : F(z) = $(e) +20(z) + c=0 y A € @; Iuego,
@ Fle) = ¥ale) + 2eate) =

SiB# Ay Leslarectaqueune Acon B,esL:z =1 .B y la interseccién de L con @

estd determinada por los ceros del pohnon:uo en ‘t’
F(t,B) = £ 4(B) + 2tipa(B) = i(1:4a(B) + pa(B)) = 0

Caben:las siguientes posibilidades:
‘a)- A'no es un punto singular y porlo.tanto 4 # 0
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= Si pa(B)# 0y ¥a(B) # 0 el polinomio tiene ‘dos raices distintas y por lo tanto,
Q@ N L consiste de dos puntos diferentes. -

= Si pa(B) # 0y ¢¥a(B) =0, el polinomio tiene a't = 0 como raiz s1mp1e a

= Sips(B) =0y Y4(B) # 0 el polinomio tiene a ¢t = 0 como raiz doble y entonces
@nNLes A

= Si pa(B) =¢4(B) = 0, el polinomio es nulo y en consecuencia L estd contenida

en Q.
b) A es un punto singular; es decir, p4 =0

En este caso p4(B) = 0 y. por lo tanto.se reitera lo analizado en la parte a).

EJEMPLOS
Sea V = R® y consideremos las ecuaciones de las cuddricas referidas al sistema de
coordenadas candnico. |

1. Sea @ el cilindro dado por F(z) =23 + 22 - 1=0y A = (1,0,0), entonces p4(z) =
21—~ 1y Ya(z) = (21 = 1)* + 23
$i'B = (0,0,0), es <pA(B) #0y a(B) #0ylarectall : z =1, B —que no es
otra cosa que la dada por las ecuaciones z3 = 0 , B3 = 0— 1nterseca a Q en Ay en
C=(-10,0). ’ |
No hay ningéin B que satlsfaga wa(B)#0y wA(B) = 0.

Si B = (1, a,b) con (a,b) # (0,0), entonces p4(B) =
= Paraa#0esy4s(B)#0ylarecta L:z = tAB s_,g interseca con. () solamente en
el punto A.
= Para a = 0 es 94(B) =0 y la recta L esta contenida en @

[ IR R

2."Sea @ el cono irreducible dado por F(z) = zf + 2% — a:3 =, A (0 0 0), entonces
va=0.
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Si B = (1,0,0) entonces L : z = tAB —que tiene por ecuaciones ; = 0 , o = 0—

interseca a @) sélo en A.
Si B € @, entonces L esta contenida en Q.

DEFINICION

Sea Q : F(z) = ¢(z) + 2¢(z) + ¢ = 0 una cuddrica enV, A€ Q, BEV,B# Ay
L:z= tAB’ :

Sipa #0, la recta L se dice tangente ¢ Q en A si p4(B) =0.

Sipa =0, la recta L se dice tangente a Q en A si p4(B) =0.

Nota
La definicién de recta tangente es equivalente a la dada en [3].

OBSERVACIONES

1. En la situacién de la definicién anterior, si ¢4 # 0 es
Ta:pa(z)=0

un hiperplano (afin) de V. M4s precisamente, un subespacio de V 4.

Luego, si B # A se tiene que la recta L es tangente a Q) en A si y sélo si B € T4.
Ademds, si L es tangente entonces ¢ A(tAB) = t.pa(B) = t.0 = 0 y por lo tanto,
L CTy.

El hiperplano T4 se denomina el hiperplano tangente a Q en A.

Si w4 =0y L es tangente, gbA(tAB) = t2.4p4(B) = 0 y por lo tanto L C Q. En este

caso no existe el hiperplano tangente.
En.particular, si @ = Qg, es decir, si ¢} es una variedad lineal, las rectas tangentes
son las rectas contenidas en Q).

38



2

En el éjemplo 1. anterior, el plano z; = 1 es el plano tangente al cilindro en el punto
= (1,0,0). Lasrectas L : z = ¢. B con B = (1,a,b) y (a;b) # (0,0) son las rectas

tangentes a ) en A.

Sia =0, L estd contenida en el cilindro y si @ # 0, L interseca al mismo solamente

en A.

EJERCICIOS

21.

Hallar los hiperplanos tangentes a las siguientes cuddricas de R” en los puntos que se
indican '

a)n=2,P=(1,0),Q: 5w1+8m1m2+5w2—4m1+w2—1—0

“b)n=3,P= (0,0,0),Q.3II}1 5$2+3$1$2+6$1.—-$2—'O-

22.

a) Hallar las tangentes a la cénica Q : 3z% — 4z; + 223 + 3 = 0 que pasan por el punto
= (1,1).

b) Determinar todos los P de la cénica dada por Q : a2 + 25 -1 =10 tales que la

tangente en P sea paralela a la recta de ecuacién z; + z5 = 3.

OBSERVACIONES

. Sea Q@ : F(z) = ¢(z) + 2¢(z) + ¢ = 0 una cuddrica en V.

. SiQes reduable es decir, ) = H; U Hy con H; y Hj hiperplanos, el con_]unto de

puntos singulares es
Qs =HiNH;

En consecuencia, para todo A € @ — (Hy N Hy) existe el hiperplano tangente y es

T, = H, siAe H,—H,
A=1H, siAe H,- H,

.Sea Ae@Q,B#AyL:z= tAB una recta no contenida en Q. Se tiene:

L es tangente a @ en A si y sélo si f(t) = F(tAB) tiégg a t = 0 como raiz doble.

Es inmediato a partir de la definicién de recta tangente.

Sea P ¢ Q y L una recta que pasa por Py es tangente a (}; es decir, existe A € Q) tal

queL:z= -tAP y L es tangente a @ en A. Entonces o4 #0, L C T4y QNL = {A}.

En efecto, ‘
si fuera ¢4 = 0, por definicién de recta tangente correspondiente a este
caso, se tendria que L C @ con lo cual P € @ que no es el caso.
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- Dado que 4 # 0y L es tangente, por una observacién anterior sabemos que L C T4.
Anslogamente, por ser 4 # 0 es LNQ = {A} o L C Q. Este tltimo caso no puede
darse pues P ¢ Q.

4. SiA€Q y P €V entonces p4(P) = pp(A) +cp
Por ser pa(z) = goP(:c;A) +¢p(A4, w;A) cualquiera sea z € V; para z = P se obtiene
que @ 4(P) = —pp(4) - ¢Yp(A). L
Por otro lado, la condicién A € @ implica que F(A) = ¥p(A) + 2¢p(A) + cp = 0;
luego, p4(P) = pp(A) +cp

5. Si P ¢ Q y ¢p = 0, no existe ninguna recta L tangente a ) que pase por P.
En efecto,

si existiese una recta L tangente a () que pasa por P, por la observacién

3. esps#0y L CTa:pa(z) =0; luego, P € T4 o, equivalentemente, w4(P) = 0.
Siendo pp(A) =0, la observacién anterior implica que cp = 0; es decir, P € @, que
no es el caso.

6. Sea P ¢ Q y L una recta tangente a  que pasa por P Si Fp VP — R es la forma
cuadritica definida por
Fp(z) = pp(z) — cpipp(e)
entonces Fp(z) =0siz € L.
Sea@QNL ={A},z € L con z # A, P; luego, L : y=s,2y A= /\i):c para algin .

Como ¢ = 0 es raiz doble del polinomio F(tA.'L‘), entonces A es raiz doble de

F(s .2) = sp(z) + 250p(c) + cp

Pero entonces el discrimiﬁant_e de dicho polinomio es nulo; es decir Fp(z) = 0. Clara-
mente se cumple Fp(A) =

7. Sea P ¢ @ tal que pp # 0. Si Fp =0, entonces @ es un hiperplano doble.
En efecto,
por ser F = 1, + 2pp + ¢, es cp.F = cppp + 2¢cp.op + ¢ ¥ como
Fp-—cpP—CP'tp 0, resulta cp.F' = (pp +cp)?. '
Sea Hp el hlperplano definido por Hp : pp(z) +cp =0; luego por ser CP 76 0, cP F
y F definen la misma cuddrica @ y por lo tanto Q = Hp U Hp.

DEFINICION | S - o _
Sea Q : F(a:) () + 2¢(x) + ¢ = 0 una cuddrica en' V y P €'V tal que op ;éO el
hiperplano Hp : ¢p(z) + cp = 0 se denomina el hiperplano polar de P respecto de Q.

La importancia del hiperplano polar se vera enseguida
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Cono de tangentes -

Sea Q : F(z) = 9(z) + 2¢(z) + ¢ = 0 una cuddricaen Vy P ¢ Q

Queremos caracterizar al conjunto de todas las rectas que son tangentes a @ y pasan
por P. Denotaremos a este conjunto con Cp(@).

Notemos en principio, que si Q es reducible o una variedad lineal, todas las rectas tangentes
estan contenidas en @@ y por lo tanto Cp(Q) = @. En consecuencm, supondremos en lo
que sigue que: _

Q no es ni reducible ni una variedad lineal

Para estas cuadricas vale el teorema de unicidad y por consiguiente si P no es un
centro de @ el hiperplano polar Hp esta definido. Ademas, Qs # Q.

Por otra parte, de acuerdo con la observacién 5., si P es un centro de @, Cp(Q) es
vacio; luego, vamos a suponer que ¢p # 0. Es de hacer notar que la condicién ¢p # 0 no
implica que Cp(Q) sea necesariamente no vacio; es decir, si bien-es una condicién necesaria
para la existencia-de rectas tangentes a Q que pasan por P, no es suficiente 1.

Busquemos entonces una condicién necesaria y suficiente para que Cp(Q) sea no vacio,
que ademads sea facilmente verificable.

Si Cp(Q) es no vacio, existe una recta L tangente a @ que pasa por P. Por la
observacién 3. esta recta satisface ‘ '

LnQ={4} * ,  pa#0 ,  LCTj

Siendo P € L C T4, resulta p4(P) = 0 que por la observacién 4. implica que
op(A) +cp = 0; o sea, AeI-Ipn(Q Qs) '

Reciprocamente, sea A € Hp N (Q Qs); luego, wa(P) = pp(A)+cp =0y por lo
tanto P € T4 : pa(z) = 0. En consecuencia, la recta L : x = t}tP es tangente a ¢} en A,

~ de donde L C Cp(Q).

Es decir, la condicién necesaria y suficiente para que Cp(Q) sea no vacio es que
Hp N (Q — Qs) sea no vacio.

De acuerdo con lo anterior tenemos

Cr@NQ=Cr@N@Q-Qs)=HrN(Q—-Qs) (1)

Sipara A # P, Lps denota alarecta Lpg : & = tiJA’ entonces

Cr(@) =|J{Lra /A HpN(Q - Qs)} (2)

Los puntos A € Hp N (Q — Qs) son los puntos de tangencia.

t Ver el ejemplo 1 de la pagina 43
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Hacemos notar que, de acuerdo con la observacién 4., siempre se cumple que Qs C Hp
cualquiera sea P ¢ @ y por lo tanto, la condicién Hp N Q # @ no asegura —si Q es un
cono- - la existencia de rectas tangentes a @ que pasen por P T,

Denotemos con .

CH(Q) : Fp(z) = pb(x) — cp.tip(z) = 0 3)

Como estamos suponiendo que @ es irreducible, por la observacion 7. es Fp # 0y
por lo tanto, CH(Q) es una cuddrica en V. De hecho es un cono, ya que Fp: Vp — R es
una forma cuadrética.

De acuerdo con la observacién 6. se tiene

Cr(Q) CCH@) ' 4)

En general no tienen por qué ser iguales. Si @) es un qohO, Qs C Cp(@).
En efecto, | :
si A€ Qg es A € Hp y por lo tanto QOP(A):'I-CP = 0. Como ademias A € @,
es ¥p(A) + 20p(A) + cp = 0 lo que implica ¥ p(A) + ‘(ptph(A) = 0; luego, A € Cp(Q) ¥y
como Cp(Q) y Qs no tienen puntos en comin resulta

Cr(@) # C3(Q)

Para cuéadricas @ sin puntos singulares pueden existir rectas, que pasen por P y
contenidas en C'H(Q), que no intersequen a @ .
La inclusién (4) implica a su vez :

Cp(@)N(Q—-Qs) CCRA)N(Q-Qs) -
Ahora bien, si A € C5(Q) N (Q — Qs), o
©a#0 ; @p(A) — cp.yhp(A) =0 ) Yp(A) + 2pp(4) + cp =0

Estas igualdades implican inmediatamente que ¢ p(A)+cp = 0; es decir, A € Hp. Y como
A€Q—-Qs,resulta A€ HpN(Q — Qs). Luego,

Cr(Q)NQ=HpN(Q-Qs)=CHQ)N(Q - Qs) )

DEFINICION

t Ver el ejemplo 2 de la pagina 43
tt Ver el ejemplo 3 de la pagina 44
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Bl conjunto CH(Q) definido por (3) se llama el cono de tangentes de P respecto de
Q. '

EJEMPLOS

Sea V = R3 y consideremos el sistema de coordenadas canénico.
1. Sea Q¢ F(z) =22 +13 + 2% — 1= 0, P = (a,b,c) # (0,0,0). -
Luego, Hp : az1 + bz + cx3 = 1.
=Si0<a?+b*+c?<1,es HpNQ = @ y por lo tanto C’p(Q) también lo es, lo que
geométricamente es. obvio.

= Sia? +b% + % >1esHpﬂQ7é®yCP(Q) CP(Q)

Veamos graficamente esta situacién para P = (O,’2, 0).

En este caso tenemos: Hp:zp=1%1 y C3(Q):32% — (2 — 2)* 4322 =0

2. Sea Q : F(z) = 22 + 22 ~ 22 =0 ; P'= (a,b,c)# (0,0,0).
Luego, Hp : ax; + bxy — cx3 = 0.
=.Si P = (0,0,1), entonces Hp NQ-=:Qg =-{(0,0, 0)} y por lo tanto C’p(Q) 2, lo
que es geométricamente obvio. : :
= Si P=(1,0,0),

2
HpQ: {xl_fga-—o

Luego, C p(Q) consiste de todas las rectas que pasan por Py Eor' ;;uqtos (z1,%2,23) #
(0,0,0) que pertenecen a Hp N Q.

3. 8ea Q: F(z) = 2§ — 2z1 + 222 + 1 = 0. Luego, @ no tiene centros.
. 8i P=(0,0,0) (con lo cual P ¢ Q), resulta Hp : 71— 73 = 1. ;
‘De donde, Hp.N @ = {(1,0,z3),(—1,-2,23)} y por lo tanto Cp(Q) consta de las
rectas que unen P con los puntos de Hp N Q.
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En este caso, el cono CH(Q) : Fp(z) = z2 ~ 27129 = 0 es claramente distinto de
Cp(Q); por ejemplo, (0,0, 1) pertenece a C%(Q) pero no a Cp(Q).

EJERCICIOS

23 Determinar todos los puntos P € R? por Ios cuales pasan dos tangentes a la cénica
Q r1Tg — 1=0. '

24. Sea Q la cuddrica de R® -definida por @ : z? + z% + 2% = 1 (base candnica). Sea
P = (a,b,c) tal que a® + b% + ¢ > 1. Probar que el conjunto de todas las rectas
tangentes a () que pasan por P definen un cono. ;Cual es su ecuacion respecto de la
base canénica?

25. Supongamos que dimV > 3 y sea Q : F(z) = 9(z) + 2¢(z) + ¢ = 0 una cuddrica-
irreducible y sin puntos singulares. Sea P € V que no est4 en Q ni es un centro de Q.
Probar que Cp(Q) # Cp(Q) en cada uno de los siguientes casos:

a) dim(N(9)) > 2
b) @ tiene centro y dim(N(¢)) =

OBSERVACION . :
De acuerdo con lo visto podemos distinguir tres tipos diferentes de cuadricas

Tipo I : Qs # @ (conos)
Tipo Il : Qs =9, Qc # @ (cuddricas con centro, sin puntos singulares)
Tipo IIl : Q¢ = (cuddricas sin centro)

En los préximos capitulos vamos a clas1ﬁca1‘ cada uno de estos tipos,. pnmero en forma
afin y por tltimo en forma euclidea. ‘ '

COMENTARIOS

1. Sea Q una cuddricaen Vysean F =9 +20+c=0y F' = ¢ +2¢' + ¢ = 0 dos
funciones cua,dratlca,s que la definen, entonces r(F') = r(F)

En efecto

= si ) no es una variedad lineal, el corolario 9 garantiza que @ no esta
contenida en una variedad lineal de dimensién n — 2; por lo tanto podemos aplicar
el teorema 12 y asegurar la existencia de un A € Ry tal que F' = X . F. Sigue
inmediatamente de aqui que r(F') = r(F)
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. ... =siQ) es una variedad lineal, el citado corolario nos dice que Q A +
N(gb) A+ N(¢'), para A € Q. De aqui , dim(N(¢)) = d1m(N(¢’)) lo que a su vez
implica que F' y F’ tienen el mismo rango.

. a) Sea Q F(z) = (z) + 2(,0(3:) + c=0 una cuadnca del tlpo I
- Tomemos una base B = {v,.. vn} de V adaptada a '(/) Y. A € Q,s; Sea BA =
{wy,.. ,wn} con w; =v; + A (z =1,. n) Siz=z= a:lA'w1+ +mnAwn se tlene

Q: F(z) =28: :c;'2 - z’": xl = O. | | (s= ﬁlld(F),r:= r(F)) | (1)

i=1 7 i=st1

debido a que w4 =0y cqa =0.
Si fuera s < r — 8, para G = —F —que también define a @— vale la relacion opuesta:
+ ind(G@) > r'~ ind(G) y en consecuencia siempre podemos representar a @ en la forma

- (1).con § > —s.

Esto sugiere definir el nimero
s = méx{ ind(F), ind(-F)}
Lo anterior nes dice que hay una base B = {u;;...,u,} de V4 en la cual -

Q: Zz - Z =0 (27— (@)

z—-S+1

'+ Afirmamos que este nimero ‘s’ no depende de F.
En efecto, :

para el caso en que. @) no sea una variedad lineal, el teorema 12 y la propia
definicién de ‘s’ lo garantizan. .Suponga,mos entonces que () es una variedad lineal.
Luego, @ = A+ N(¢) = N(¢a) con A € Q= Qs. '
De acuerdo con (2), si s< 7 es ¢4(us,us) = 1 y por lo tanto us ¢ N(¢a) = Q.
Ademas, us+us+1 €Q = N(oa)y Us ~Ugt1 EQ = N(qu) Luegcn 2 4 Us € N(d)A) y

en consecuencia Ug enN (¢ A), lo que es absurdo
En consecuencia s= r y ya vimos que r no depende de F

b) Sea @ : F(z) = ¥(z) + 2¢(z) + ¢ = 0 una cuddrica del tipo II.

Tomemos A € Q¢. Luego, g4 =0y F(A) # 0 pues @ N Q¢ # @. De modo que
Q:a(z) +F(A)y=0 : :

Dividiendo por ‘—F(AY

Q: —ﬁl—;)«w) -1
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1
F(4)
también define a Q y r(G) = r(F).

Veamos que ‘s’= ind(G) no depende ni de A € Q¢ ni de F.
La independencia de A € Q¢ se debe a que si B € Q¢ es F(B) = F(A). Por otro
lado, una cuadnca de este tipo no puede estar contenida en una variedad lineal de

dimensién 1 — 2. Luego, por el teorema 12, si F' define a @ es F¥ = X . F y por lo
1 1

1
tanto _WF' = —A_F(T)’\F = —m
c) Sea Q : F(z) = ¢(z) + 2¢(z) + ¢ = 0 una cuddrica del tipo IIIL
Si tomamos A € () —en este caso g4 # 0 pues Q¢ =9
Q : F() = $4(2) + 204(2) =
“Como en el caso a), definimos s = max{ ind(F), ind(F')}
Segtin observamos en a) y ya que tampoco en-este caso puede estar @ contenida en

Esto sugiere definir G = — . F. Evidentemente GG es una funcién,cuadratica que

una variedad lineal de dimensién n — 2, el teorema 12 y la definicién de ‘s’ garantizan
su independencia de F.

Los comentarios previos aseguran que no hay ambigiiedad en la siguiente

DEFINICION
Sea Q : F(z) = 0 una cuddrica en V. .
(i) Llamamos rango de Q al nimero r = r(F) y lo notamos r(Q).
(%) SiQ es del tipo1 o 111, llamamos indice de Q al nimero s = mdz{ ind(F), ind(—F)}
y lo notamos ind(Q).

(m) i Q es del tipo 11, llamamos indice de Q al nimero s = ind ( F(l A)’ . F) ylo

notamos ind(Q), donde A es un centro de Q

OBSERVACION
De acuerdo con la definicién anterior, si () es una va.nedad lineal, o sea Q = Qs,

r(Q) = ind(Q) =n — dim(Q).

EJERCICIOS

26. Hallar el rango y el indice de Q) para las siguientes cénicas de R?
a) 22 — 4z 29 + 425 + 221 — 429 +1=0
b) 22+ 2} -2z + 21 -3 -3 =0
c) 423 — 4z 120 + 23 — 431 ~ 829 —4 =0

46



27. Lo mismo que el ejercicio anterior pero para las cuddricas de R3
a) 222 + 213 + 223 + 22123 — 271 + 429 — 423 +2 =0
b) z2 + 22% + 7% + 42123 — 231 — 425 — 1023 =0
c) 22 — 2% + 2% + 2z173 + 4z — 272 + 423 +3=0
d) 2?24+ 1% - 27123 — 22, + 272 +23+1=0
e) 22+ 22 + 1022 — 6z129 + 22323 + 923 — 321 +1 =0

28. Lo mismo que el ejercicio anterior pero para la cuddrica de R*
m%—2m1x3+m2+2x1—m2+a:3+2z4+1=0

29. Sea F': R® — R la funcidn cuadritica cuya expresion en la base candnica es
F((L’) = :cf —_ w% + 32122 + 2223 — 1 + 322 — 10
a) Hallar su expresion respecto de la base B = {(1,1,1),(1,1,0),(1,0,0)}
b) Encontrar una base B’ de R3? tal que en la expresién de F' en la base B’ no figuren
términos del tipo “a.x;x;” para i # j.
c) Encontrar A € R? tal que F = 14 + 2p 4.
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Clasificacién afin

Nos ocuparemos ahora de clasificar cada uno de los tipos de -cuddricas. - Nuéstro-
objetivo es encontrar —para cada tipo— una ecuacién que la represente y cuya expresién
sea lo mas simple posible. Pretendemos ademas que dicha expresién dependa del rango e
indice de la cuédrica y no de una de las funciones cuadratlcas .que la definen. . Esto nos
obhgara a tomar algunos recaudos

fear

Ecuacién Normal Afin de las Cuddricas del Tipo I

. Sea Q : F(z) = (x) + 2¢(z) + c.= 0. una cuddrica del tipo I.

Sir= r(zp) y 8 =_ind(%), podemos suponer que s > r — 3. En caso con.trano cambiamos.

F por —F para que asf suceda. De esta forma: r =r(Q) y s = md(Q) ,
A

Tomemos Lo ,
n B={v;,...,v,} base de V adaptada a 9
IAGQS' o : ERDS O

aBy={wy,...,wp}conw;=v;+4,1<i<n
Con esto logramos que sean: 4 =0y cy =0.
Si escribimos un puito z en la base B A';:h: = xl.ltwljx_ et :iq-anwn = A+z.v1+. .4 Tp-Vn ,

se ve que

F(.’IJ)=¢A($)=1/)(3;_A)=Z$?_ fo 4 NI

i=1 t=a41 -

Llegamos asi a la representaciéon normal afin de las cuddricas del tipo 1

1

3 r 4 o R . \‘ . <. , g
1) Q:) ai- Y #=0 Ecuacién Normal Afin de un Cono__
=1 : i=s+1 ‘ o .
Y - : "
5‘ir—.{:
donde s = ind(Q), »r =r(Q) y (z1,...,,) son las componentes de un punto z referidas

a la citada base By,.
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Ecuacién Normal Afin de las Cuddricas del Tipo II

Sea Q : F(z) = 9(z) + 2¢(z) + ¢ = 0 una cuédrica del tipo II
Si tomamos un A € Q¢, la ecuacién de @ resulta

Q: F(w) ¢A(x)+F(A)

siendo F(A) # 0, ya que. Qc NQ = z en este caso.

Fa) F(z). A esta nueva

funcién cuadritica —que también define a Q— la podemos escribir en la forma

Podemos normalizar esta ecuacién definiendo G(z) = —

- G(z) =Pz - A) -1

1
F(4)
de G) coinciden — segiin la definicién dada en la seccién anterior— respectlva.mente con los
de Q. ‘

Finalmente, si tomamos B = {uvy,.. vn}, una base de V adaptada a 9, y BA =
{wi,...,w,} la base de V4 definida por w; = v; + A, 1 < i £ n, obtenemos la repre-
sentaciéon normal afin de las cuddricas del t1po II.

donde ¢ = — . 1 vuelve a ser una forma cuadrética cuyo rango e indice (los mismos

2) Q: zs:a:?— i $2—1=0 Ecuacion Normal Afin de una Cuddrica con Centro

; ) sin Puntos Singulares
i=1 z=.s_;+1

donde s = ind(Q), r =x(Q) v (z1,...,2,) son las componentes de un punto z referidas

a la base B, antes mencionada.

NoOTA: ‘s > 1’por ser Q # '@:

Ecuacién Normal Afin de las Cuadricas del Tipo III

Sea Q : F(z) = ¥(z) + 2p(z) + ¢ = 0 una cuddrica del tipo III
Utilizando el mismo argumento que para el caso de las cuddricas del tipo I, también aqui
podemos suponer que 8 > r — s.

De esta forma : r =r(Q) y s = ind(Q).
Tomemos A € Q. Luego, ca =0 y por lo tanto

Q: F(z) =va(z) +2p4a(z) =
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. .Siendo @ del tipo III podemos asegurar que esta definido el hiperplano tangente a @
en A : .

e .
LI

Ty=N(ps)=A+H

donde H : ¢(z) + ¢(A4,z) = .
Teniendo en cuenta la observacmn 3 de la pagina 34 y s1endo @ una cuadrlca sin centro

se concluye que’
r<n—1 y N(¢) & N(p)

En consecuencia, podemos elegir u € N(¢) — N(¢) de manera que
V=He[u]
verificindose ademds que ”

nd(y) = fndWlw) ¥y x(¥) =r(¥l)

Esto nos sugiere tomar
w{vy;...,vp-1} base de H adaptada a ¢|n
-wi=v,-+Apara1§i|§n—1 '
sw=u+A

Luego, {wi,...,Wn—1,w} es una base de V4 y en ella

e Ya(z) = i - Z 77

i=1 i==s+1

Tenemos ya ‘normalizada’ la parte cuadrética de la ecuacién de Q. Nos vamos a
ocupar ahora de hacer lo propio con la parte lineal.
Respecto de la base {wy,...,wn_1,w}, T4 tiene ecuacion

Ta:z,=0 ‘
caabiihy e

y por lo tanto, en esta base, ERIE IR

pa(8) = 20 pa() = T (1)

Luego, Lk
v s r .
| F(z)=) af— ) 2f+2(u). 2n
=1 i=s+1
donde (z1,...,%,) son las componentes del punto x respecto de la b,asé, {w1,..., W1, w}.
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Para culminar s6lo nos falta hacer una pequeiia ‘correccién’ que nos permita eliminar
el factor ‘2¢p(u)’ de la expresién de la funcién cuadrética. Para ello, simplemente alcanza

con definir -
1
——
2¢(u) Y

vn=

w, = A+ v,

pues con éstb, B = {v, .. ,Un} Tesulta una base de V adaptada a ¥ y B4 = {wy,...,ws}
una base de V4, respecto de la cual

F(m)=iwf-— i T — Zn

i=1 i=s+1

Obtenemos asf la representacién normal afin de las cuddricas del tipo II1

(3) Q: sz— Z z?—z, =0 Ecuacién Normal Afin de una Cuddrica sin Centro
=1 i=s+1

donde s = md(Q) , r = r(Q) y (z1,...,2,) son las componentes de un pﬁnto z €V
referidas a la base B4.

EJERCICIOS

30. a) Dada la cénica de ecuacién Q : (z1 — a)® + (2 — b)®> = 1, hallar una base que
exprese a Q en su forma normal affn.
b) Idem con Q : 9(z; — a)® — 4(z2 = b)? = 1.

31. Determinar la ecuacién normal afin de las siguientes cuddricas de R™, indicando en
cada caso -
* origen A elegido
* base B4 utilizada

*x nd(Q) y r(Q)

a) Q:4x? — 4z xo + 22 — 43y — 825 —4 =0 (n=2)
b) Q: a2 — x5+ a3+ 22123 + 4, — 222+ 423 +3=0 (n=3)
c)Q:x%—2m1m3+x2+2x1—z2+w§+2:é44:1=0 (n=4)
d)Q:22-22z,+1=0 (n=2)
e) Q: 4z} + a5 +4x122 4+ 30, +1=0 . (n=3)

32. Sea en R3 la cuddrica Q : 2 + 23 < (a:3 —‘1)2“‘-—'— 0. Encontrar planos m; (1 < i < 6)
tales-que 7; N Q) sea o
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a) una elipse

b) una pardbola
c) una hipérbola
d) un cono plano
e) una recta doble

f) un punto

Equivalencia afin (lié' las ‘c".lé‘di’.i'ca’s | e e e

Sean @, Q' dos cuddricas del mismo tipo con el mismo indice s y rango 7.

~ De acuerdo con lo hecho previamente podenios elegir —entre todas las funciones cuadra-
ticas que las representan— dos de ellas G, G’ : V — R, dos puntos A, A’ € V y dos bases
Bs={wi,...,w,}de Va4 y By = {wl, wh} de VA: que garanticen

* md(G) nd(G")=s y r(G) = r(G’) =r

*Q: G(m) 0 respecto de la base By

*x Q' : G'(z) =0 respecto de la base By

* G(z1 . w1+ +mn wn) =G (1:1 w1+ +mn 'wn)

Sea f : V4 — V4 el tnico isomorfismo que cumple flw;) = w; pa,ra, 1< i< n.-De
esta forma,

— ! !
f(zlitwlji . .-kxn;lwn) = a:lfi,wlj-, . j-,mnjilwn
Claramen£e, G(a:) = G'(f(z)) y por consiguiente f(Q) =@Q". * - -

En otras palabras, i@ y @' son'dos cuéddricas del mjsmo tipo, con igual rango e
indice, existe un isomorfismo affin f: V=V tal que f (@)= '

Esto sugiere la siguiente

DEFINICION

"Dos cuadmcas Q, Q deV se dzcen aﬁnmente equwalentes st e:czste f € GA(V) tal
que f(Q) =

En tal caso notamos : Q ~ Q'
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EJERCICIOS
33. La relacién ~ es de equivalencia.

34. Dadas las cénicas de R? de ecuaciones
Q: 722 — 102172 + T22 — 42y — 422 — 1 =0
Q :5yf + 4192+ 293 — 291 + 42— 1=0
ver si existe un isomorfismo afin f : R?2 — R? tal que f(Q) =

OBSERVACION
Sean @ una cuddrica en Vy f € GA(V). Entonces, @ = f(Q) es también una
cuddrica en V y si F es una funcién cuadritica que define a @ se tlene que F! = Fo f!
es una funcién cuadritica que deﬁne a@'. :
En efecto, :
.+ basta ver que F" es efectivamente una funcién cuadratica y'que @" = F'~1(0).
“La primera afirmacién se debe a que componer una funcién cuadritica con un isomor-
fismo afin vuelve a dar una funcién cuadritica. '
Con referencia a la segunda afirmacién, basta observar que

F(s) =0 4= F(f(2) =0 = [ (2) € Q <= 2 € f(Q) =

Proposicién 17
Sean @, Q' dos cuddricas en V. Entonces,
a) 5iQ ~Q,Q yQ son del mismo tipo
b) 51 Q y Q' son del mismo tipo, con igual rango e ndice, Q@ ~ Q'

c) 5iQ y Q' son del mismo tipo y Q@ ~ Q', wd(Q) = indQ’) y r(Q) =r(Q').

DEMOSTRACION:

e a) Es consecuencia de la observacién anterior y. de la definicién-de centro ya que
la clasificacién hecha se basa (esenmalmente) en la existencia o no’de centro

e b) Se hizo en el desarrollo: de los comentarios previos, a la deﬁmbmn de cuadncas‘
afinmente equivalentes. A A ;

e ¢) Es consecuencia de la proposicién 3.

Conclusiéon : o

Los resultados probados nos permiten aﬁrmar que toda. cuddrica de V es aﬁmpente
equivalente a una y sélo a una de las construidas mediante las ecuaciones (1) (2) y(3)a
partir de una cierta base fija de V.
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. .EiEMPLO

Sea'Q : F(z) = $(#) + 20(2) + ¢ = &} + 2523 — 2] — 10218 + a1 — 20waz5 =0
expresada en el sistema de coordenadas canénico . R -
Nos proponemos ha]lar su ecuacion normal a.fm

* Comencemos por avenguar a que t1po pertenece

TS N RO

Tenemos
Y(z) = 21+ 25:”% - 43’% —~ 102122 + 42123 — 202223 = 0
de donde R C e
&(z,y) =Z1Y +v‘25_.x2y2}.—_‘4:v.,393 - :5m1y2 +“gq;1_y3 — 10z9ys
y ademas

=0 oy T =0

Para estudiar la existencia o no de centros hay que ver si el siguiente sisterna tiene solucién
. { B i .
TR T R

1 -5 2 21.,‘,.,,,_.‘: {,O‘,':K'.I'x

5 25 —10)l=xl=10
2 —10 -4/ \z 0

Un célculo. directo muestra que el conjunto de soluciones.de este sistema es una recta, de

ecuaciones
{:171 = 59
Tg = 0

Concluinmios entonces que () tiene una recta de centros y ademads. que ‘uno cua.lqmera. 'de
ellos tiene la forma - : ; SR
: C = (5¢,a,0) -, - a€R:
El hecho de ser ‘ o ¥ o ',
F(5a,a,0) = 25a% + 25a® — 50@?‘_;‘01 B
nos muestra que Q¢ C Q; con lo cual Qs # @.
Esto nos dice que @ es del tipo I; i.e. Q €s un cono.

* Otros datos que necesitamos conocer son: r(Q) e md(Q)

"En principio, como ||¢|| tiene determmante nulo y dos ﬁlas hnealmente mdependlentes,
r) =2y dim(N(g) =1 | -' '

Siendo que el sistema lineal que determina al subespacm N (¢) co1nc1de, e este caso,
con el que nos da el con_]unto de centros, podemos aﬁrmar sm mas S que

N(g) = [(5,1 0)]
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Tomemos ahora el punto (1,0,0), que claramente no esté en N(4). Por lo tanto,
¥(1,0,0) = 1 > 0; esto nos dice que (1,0,0) € R3* y en consecuencia resulta fnd(y) > 1

Por otro lado, (0,0, 1) =-4<0, por lo tanto no puede ser ind(¢) = 2. Podemos
afirmar entonces que ind(y) = 1.

Finalmente, como ind(y)=1=2 - 1 = r(:/;) ~ ind(®) se tiene la relacmn

nd(y) > r(¥) — ind(y)

y entonces resulta

ind(Q) = ind(¢)) = y r(@) =r(¥)

Con estos datos ya podémds asegurar que la ecuacién normal afin de @ es

Q:22—235=0

. Para concluir vamos a encontrar un sistema de coordenadas en €l que esta expresada.
Comencemos por hallar una base B = {vy,...,v,} de R® adaptada a 1. Teniendo en
cuenta que N(¢) = [(5,1,0)], llamamos

uz = (5,1,0)

y recordando que 9(1,0,0) =1 > 0 definimos u; = (1,0, 0). Necesitamos encontrar ahora
un ug que verifique
p(uz) <0 y ¢(u1,uz) =0

Si (y1, y2, y3) son las componentes de u, respecto del sistema candnico, la segunda condicién
equivale a y; — 5ya + 2y3 = 0; luego, si fuera y3 = 0 es evidente que serfa (ug) = 0. De
modo que debemos elegir y3 # 0. Concretamente, fijemos y3 = 1 e yo = 0; en tal caso
debe ser uy = (—2,0,1) que satisface las condiciones pedidas.

El conjunto {u;,us,u3} es una base de R? ortogonal respecto de ¢ y siendo que
Y(u1) = 1, ¢(uz) = —8 basta definir '

(- ;_ 2\;)- | vs=;;-;.(5,1,¢>

Sélo nos resta ahora elegir como origen del sistema buscado un centro de Q, por ejemplo

A= (510)ydeﬁmrw,—v,+A(z~123)
. Uno de los sistemas de coordenadas respecto del cua.l es Q z3 — w2 0 es

By= {(6, 1,0), (5'-— i m) : (iO,é,Oi}
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Complemento

Clasificacién afin de las Cuddricas en R3

(1) @:F(z) = elipsoide
hiperboloide
(2) Q:F(z)=al +a}—a=1 permer
. de una hoja

B) Q:F(z)=22+z2~22=0 cono irreducible
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hiperboloid
(4) Q:F(x):x%—.xg_m%:l Iper OOI.e
de dos hojas

(3) Q:F(z)=22+22=1 cilindro eliptico

[
—

(6) Q: F(z) =22 —22 cilindro hiperbélico
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8) Q:F(z)==x

(9) Q:F(z)=2

=1

o

2= 0

39

dos planos no paralelos

dos planos paralelos

plano doble



(10) Q:F(z) =2} +2% — 223 =0 paraboloide

eliptico
(11) Q: F(z) =2} —22 - 223 =0 paraboloide
hiperbélico
' 2 cilindro
(12) Q:F(z) =z —2z3 =0
parabdlico
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Clasificaciéon euclidea

N l! ot T e L e

Consideramos ahora que el espacio vectorial V estd dotado de una estructura euclidea.
En tal caso podemos introducir una métrica. ' en, V.

Al hacer la clasificacién afin, consideramos que dos cuddricas eran equlvalentes cuando
se podia llevar una en otra por medio de un isomorfismo afin.

Parece natural entonces decir, en el caso euchdeo que dos cuddricas son (metr1~

camente) equlvalentes si se puede llevar una eh otra echante una isometria. Formalmente
H )v'_,- TR T R

damos la 51gu1ente kT e

t
i} oo NI

DEFINICION

Sean Q1 , Q2 dos cuddricas en'V del mismo rango e indice. Deczmos que Q1 y Q2 son
métricamente equivalentes —y lo notamos con Q1 ~pn, Qz— 81" ea:zste una zsometrza

f:V =V tal que f(Q1) Qz

(OBSERVACION

La relacién ~,, es de equivalencia.

Claramente, como teda isometria es en particular un isomorfismo afin; para ser
métricamente equivalentes deben ser.en,principio afinmente equlvalentes | ) -

Nos queda por analizar entonces si se mantiene la equivalencia (ahora metnca) de las
‘cuddricas de cada tipo afin, supuesto que tengan el mismo rango e indice. En realidad,
Veremos que esto no es para nada asi. A

Hay un tipo de cuadricas que es muy f4cil de clasificar métricamente: las variedades
lineales. Esto es debido a que la condici6én necesaria y suficiente para que una sea la imagen
de la otra por una isometria es que ambas tengan la misma dimensién.

En virtud de estehechonos limitazemos a clasificar las cuddricas que no son variedades
lineales.

Sea Q : F(z) = ¢¥(z) + 2¢(x) + ¢ = 0 una cuddrica en V. Vamos a utilizar los comen-
tarios de la pagina 9 y siguientes para escribir su ecuacion en una forma més adecuada
que facilite la clasificaciéon que queremos hacer.

Sea ¢ la forma bilineal simétrica asociada a4 y « el tnico endomorfismo de V tal que

e
s

Bz, y) =<afz),y>

t Ver pagina 12 i o W
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para todo z,y € V.
Como o resulta autoadjunto, todos sus autovalores son reales y se puede encontrar
una base ortonormal de V formada por autovectores de a.
Concretamente, llamemos Ay,..., A\, a los autovalores de « y B = {e1,...,en} a una
base ortonormal de V tal que
ale;) = A.e;

para todo i =1,...,n

Debido a que F' y —F definen la misma cuddrica no se pierde generalidad si se supone que
8 > r — s; i.e., 28 2 r. Tampoco hay inconveniente en asumir ademés —caso contrario se
reordena— que se cumplen las siguientes condiciones
x A2 ...2A >0
* Ar <o S 41 <0 : (1)
* Ai=0sii=r+1,...,n
donde s = ind(Q) y r = r(Q).
Se deduce de aqui la existencia de ndmeros a3 > ... 2 as >0 ,b541 > ... 2 5. >0
tales que
A = E]?' si i=1,...,s
A = —b% si t=s+41,...,r
Finalmente, si indicamos c<;n (1,...,2,) a las componentes de un punto z respecto
de la base B, la forma cuadritica se escribe en la forma

5 8 $,2 r :L'? 2
W= 4- 3 % ®
g=1 % i=s+1 ¢
conal"zl...Za_,>0yb3+1_>_...2br>0.

" Antes de tratar la situacién general veamos un caso particular.

Sean en R? los conos cuyas ecuaciones en la base canénica son
. 22
Ql . ¢1(m) — :131 - 32 —0

1 .
Qz : ’([)2(1?) = (II% — -2-31% =0

Evidentemente ambos tienen el mismo rango e indice; luego, son afinmente equivalentes.
Nos preguntamos si también serdn métricamente equivalentes. Supongamos que si..en tal
caso debe existir una isometria f : R? — R? tal que f(Q1) = Q.
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Segun se vio anterlormente, ¢1 o f - es una funcién cuadritica que también define a
la cua,dnca Q2.
.Po.demos escribir -

FY(#) = (braz1 + bar2z, browy + bagza) + (6:1,02)
' bir b TR
—@ e (pF 12) + o)

ba;  bao

bar baz ) N B
Dedonde . : A S e

.....

¥1 0 f 1(93) (1121 + by1o + 1) = (b12$1 + bzzwz + Cﬂ)

Desarrollando estas expresiones y recordando que b es ortogonal se llega a que

con b = (bn bu) € (’)(2)

P10 F (21, 22) = (2?2 — 23) + P17 + 2(a121 + a2%2) + ¢

para ciertos nimeros reales o, 3, a, a2 y c. *

Ahora bien, siendo que t; o f~1 y 15 definen la misma cénica, que no es una variedad
lineal,. podemos aplicar el teorema de unlclda.d ‘para conclulr que existe un nimero A # 0
tal que

e ¢1°f 1—A¢2

La umc1dad de: la escnf;ura de una funcién cuadratlca obhga a,que

o oz} — 23) + Brimg = A2? - %x%

a1m1+a2m2=0
c=0

et

T

para todo z E RZ,
mismo tlempo-— iguala Ay a % A lo que es imposible pues “A#0.

Este absurdo provino de suponer que @1 y §2 eran métricainente equivalentes.: Por lo
tanto, hemos mostrado dos conos afinmente equivalentes que’ 6 son métricamente equiv-
alentes.

Es claro que cualquiera que hubiera sido el nimero (3 1) que reemplazara a 1 en la
ecuacién de Qo, seguiria sin haber equivalencia métrica entre. ambas. .

Una consecuencia importante entonces, es que al dar la clasificacién euclidea 10 vamos
a tener un conjunto finito de ecuaciones que represente a sendas clases de equivalencia,
como ocurria en el caso afin.

'El ejemplo anterior miiestra que el conjunto de clases de equlvalencm métrica es-in-
finito.
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Precisemos qué queremos decir con ecuacién normal en el caso euclideo.
= Para los conos trasladamos el origen del sistema de coordenadas a un punto de la
cudrica, lo que hace que el término independiente sea nulo; por lo tanto, cualquier miltiplo
de la forma cuadratica que la define lo sigue haciendo y en consecuencia siempre podemos
‘z?’ sea 1. '

= Para las cuddricas con, centro pero sin puntos sm_gula.res el punto a donde se traslada

elegir esa constante de modo que el coeficiente de ‘z

el origen del sistema de coordenadas no estd en la cuddrica, por lo tanto el término inde-
pendiente es ahora no nulo. Lo que hacemos es multiplicar a la funcién cuadratica que la
define por un factor adecuado que haga que el término independiente sea —1.

= Para las cuadricas sin centro, la eleccién del origen del sistema de coordenadas requiere
algunos conceptos nuevos. La ‘normalizacién’ de la ecuacién estd vinculada, como en el
caso afin, con el coeficiente de ‘z,,’.

Forma Normal Euclidea de las Cuddricas del Tipo I

Sea Q F(z)y = 1/)(91:) + 2<p(:n) + ¢ = 0 una cuddrica del tipo I. Sean s = 1nd(Q) y
r = r(Q). R n : .
Podemos suponer que se ha elegido F' de modo tal que 1nd(¢) =syr= r(w)
Los comentarios al comienzo de esta seccién y el hecho de ser ) un cono nos permite
asegurar que tomando A € Qs es p081ble encontrar una base ortonormal Bs = {'vl, .y Un}
de V4 de'modo tal que o

Q Z Z b2 =0 (*)
i=1 i=s41 ?
-cona; 2...263>0ybsg1 2...2 b, >0y donde (24,...,%,) son las componentes de
un punto z € V respecto de la base B4.
Multiplicando a la ecuacién (*) por a? resulta

L 22 . z?
Q x"l’+2.a—;~ ). =0
i=2 * t=s+1 ¢
donde a; = 3 (i=2,...,5) yb; = (z—s+1 ) 7).

Obtenemos asi lo que ]lamaremos la representacmn normal euchdea de las cuidricas
del tipo I

s B2 r 2 ‘ ' '
(1) Q:23+ Z z—; - %—5— a ‘Ecuacién Normal Euclidea de un Cono

=2 z—3+1 t S L
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conag >...2a;>0ybsy1>...2b6,>0% donde, (z1,.-.,%n) son las componentes de
un punto x € V respecto de la, base Ba.. o s R

it

Forma Normal Euclidea de las Cuadricas del Tipo II L
. - Ly v
Sea,.Q : F(ar:) =0 una cuédric‘:é. del ﬁipg IL 'S‘ea‘_rjl"s =" ind(Q) y r =r1(Q).
En este caso Q¢ # @ pero Qc N Q = @; luego, podemos tomar A € Q¢ y serd

. - 1
F(A) # 0. Definimos-entonces G = 3l A)

i) =s y ,rw)—r

Con las notacmnes del comienzo de esta seccidn, sea B {es,.. en} y Ba={v1,...,vn},
donde v; = e; + A para cada i = 1,...,n; luego, si z = zlAvl+....+wnAvn, 4 toma
A A '

\F. Con esto, s1 G=1¢ + 2<p + ¢, resulta

la forma (2) (cf. pag. 62) y como, debido a la forma en que elegimos 4, es pa =0y .
G(A) = 1, llegamos a que. . .

8 2 :
ORI & >4
i=1 @ i=s+1 "
Logramos de esta forma lo que llamaremos la representacion notmal euchdea de una
cuddrica del tipo IT : o

S Foad o wthe 810 Neuder

zy Ecuacmn Normal Eutlziiidea de una Cuadrlca

1 _ - = . S
@) Q Z; a; ,zs_:,_l z con Centro y sm Puntos Smgulates '
= = : et

donde s = nd(Q), r = r(Q) y (z1,...,7x) son las componentes de'un punto z referidas
a la base B4 antes mencionada. ' ' S :

Forma ;Normal: Euclidea de una Cuadrica dél“"I"ipg.II,I,. l ,

Sea Q : F(a:) + Y(z) + 2g0(:1:) + ¢ = 0 una cuddrica del tipo IIL. o
Utilizando el mismo argumento que para el caso de las cuddricas del tipo I, también aqui
podemos suponer que 5§ > r — S.- Cosh g
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De esta forma : r = r(Q) y s = ind(Q). Ademds, en este caso es r <n — 1.
Tomemos un A € Q y definamos H = {z € V Jo(z) + ¢(4A,z) = 0}, por lo tanto,
Ty=A+H.

En el caso afin, para lograr la ecuacién normal, tomdbamos iina base {vi,...,vn}
de V adaptada a 4, tal que vy,...,v,—1 € Hy v, € N(¢). Ahora, en cambio, nos
convendria poder elegir una base ortonormal de V formada por autovectores de ||¢] que
siga cumpliendo la segunda condicién. Vamos a ver ahora que esto es posible.

Sea a : V — V el endomorfismo autoadjunto asociado a ¢ y sea P € V el dnico que
satisface p(r) =< z, P > para todo z € V. Se tiene entonces

<PA($) <p(m—-" )+¢(A m—A)-<Pa:—A>+<a(A) a,—A>
- =< P+o(A),z—A>

y esto, teniendo en cuenta que Q¢ = @ obliga a que sea P + a(A) # 0, implica
T€Ty <> pa(e) =0 &> z—- AL P+o(4) & zecA+[P+a4)*

Este hecho nos permite afirmar que
= [P+ a(A)]*. a
Llamemos N(A) = P + a(A). Luego,
Ta=A+[N(A)]*
es decir, la recta
Ly:y=A+t.N(A)
es ortogonal a Ty

Ta

Lazy=A+t.N(A)

Para asegurar la validez de la segunda condicién sobre los elementos de la base que es-
tamos buscando bastaria con saber que |y : H — H y que es el endomorfismo autoadjunto
asociado a ¢|gxm. Es claro que para eso es suficiente con garantizar que o(H) C H.

Ahora bien, si b € H, < a(h), N(A) >=< h,a(N(A)) >; luego, todo se reduce a
poder encontrar un A € @ tal que N(A4) € N(a) = N(¢).

Consideremos el siguiente subconjunto de @

V(Q) ={BeQ/N(B)e N($)}

Queremos ver que es no vacio. Supongamos lo contrario y tomemos una base ortonormal
{u1,...,up} de V formada por autovectores de o y ordenada de modo tal que N(e) =
[trs1,-. .., Un]. Ahora basta aplicar el ejercicio 35 para concluir que V(Q) es una variedad
lineal de dimensién n — (r + 1) = n ~— r — 1, contenida en Q. En particular, V(Q) # @,
como prentendiamos.

NOTA: a los elementos de V(Q) se los llama vértices de Q.
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Volviendo a nuestro problema anterior, tomemos

- Afev(Q) ey TR

= {ei1,...,en—1} una base ortonormal de H formada por autovectores de c|g ordenados’
segin (1) (ver pag. 62)

me, = NA)
T ING

Como e, € N(a) resulta

M) =r@)=r e  ind@lm) = ind¥)=s

Si )\1, ., A, son los correspondientes autovalores de a; i.e. a(e,) = );.e; para cada
i'="1,...,n,supongathos que los nlimeros c; ;. ., cs, doy1; -+, di ‘satisfaceti 14 eotidiciones
CIZ..-ZC3>O s ds+1> >d >O . ‘;.;!';A"':s“‘
teouTo, A A — —15 Si ?: _ 1 .3 L . . Lo
A = —;}; si i=2s + 1,...,r

SiBs = {v1,...,0,} donde v; —-e,+A paracadai=1,...,nysi(z1,...,2,) denotan
las componentes de un punto x € V referidas a la base B, P e

Ve

F(z) = Z 3 Z 2 + 233n§0A('Un)

=1 " ,z—3+1 "

< N(A) N‘(A) >
AN

sugiere definir —con el obJeto ‘de “normalizar’ la eciacién de Q-

Notemos que ¢4(vn) =< N(A),v, — A >= — —||N(A)||. Esto nos

R
AV

1

“=wan”t

lo que no altera los valores del indice y del rango por ser yxtay > 0-
Si definimos niimeros positivos a; (1 <i< s) , b; (s+1 < j £ r) mediante las
relaciones

af =|N(A)||. ¢ B =N
resulta . : oy . . o
8 [1,‘2 r 2
F@) = 3 INA] - 5= 3 IN@ - 33 = 2N . 70 =0
. i=1 . b, - 3 Z'=3+1 | ' .. Tyt ..

;I. R poae :":.'; e x

pues 4 (va) = —[|N(4)|. o
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Finalmente, dividiendo por || N(A4)||, obtenemos lo que llamaremos la representa.cmn normal
euclidea de-una cuddrica del tipo III '

Ecuacién Normal Euclidea de una Cuadrica

—22, =0 sin Centro

~N|Nw
Q"
uwﬁw

23

s+1

%

EJjEMPLO

-1

Consideramos a R? como espacio euclideo con el producto interno canénico y en él la
cudadrica
Q : F(z) = ¥(z)+ 2p(z) + ¢ = 222 — 22 + 43129 + 421 + 472 — 223 -2 =0
expresada en el sistema de coordenadas canénico.
Vamos a encontrar su ecuacién normal euclidea.

* En principio, averigiiemos a qué tipo pertenece.

Para eso necesitamos calcular QQ¢; i.e., determinar la soluciones del sistema

2 2 0\ [z -2
12 <1 0 [z=]|=|-2
0 0 0/ \z 1 I

Es claro que este sistema no tiene solucién; luego, @) ‘es del tipo III.

* Calculemos: ind(Q) y r(Q)

2 2 0 |
g2 =1 0] =2 e LT e
et 0 0 0
esr(Q) =r(v) =

Para calcular el indice basta notar que

Como

(100)_1>0 y $(0,1,0)=-1<0

de donde se concluye que ind(%), md( ¥) < 1. Esto implica que mnguno de los dos
puede ser nulo, con lo cual ind(¢) = ind(—%) =1 y por lo tanto ind(Q) = 1.
Resumiendo,

ind(@) =1 y r(@Q) =2
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Recordando lo hecho para llegar a la forma normal euclidea de una cuddrica del tipo
I11, el origen del sistema de coordenadas que nos da la ecuacién normal es un vértice de
Q). Manteniendo aquella notacién tenemos P = (2,2, —1)

* Busquemos un vértice de @

Para que A = (y1, y2,¥s) sea.un;vértice de @ debe verificar
N(A)eN(¢) vy  AeQ

donde N(4) = P + a(4) = (2y1 + 2y2 + 2, 2y1.— y2 -+ 2, —1)
Por lo tanto las coordenadas de A deben satisfacer

dy; +yo = —4 2y1 + 5y2 = =2, F(A);-= 0

Las dos primeras ecuaciones implican que A ( ,0, s) para algin s € R y reemplazando
luego en la ecuacién de @ resulta que debe ser — (s +2) = 0; i.e.,.8 = —2. Por lo tanto, ...

A=(-1,0,-2)

es un vértice de @ (en realidad el dnico). .

Ya tenemos el origen del sistema de dod;dénadé,s en el ciue @ tendra su forma normal
euclidea. Para hallar la base de R3 tenemos que hallar H, el subespacio paralelo de T'4.

x Célculo de H

de modo que S
H : ’!/3 =
Por otro lado, N{4) = P + a(A) : (2 2 ~1) 4+ (-2,~-2,0) = (0,0, —1). De aqui se
deduce que el tercer vector de la base buscada debe tener la direccién de (0,0,-1). En
cuanto a los dos primeros, deben ser autovectores de ||¢|| que sabemos pertenecerdn a I
pues al ser A un vértice de @ resulta o(H) C H. |
Observemos que en este caso ||N (A)|| =1; luego no hace falta modlﬁca.r aF.

* Ca.lculemos los autovaiores de o - e A

Deberemos entonces hallar las raices de

2t 2 o\ |
det 2 :’—]_'-...-'t‘ ="‘0.' : T AT Co
0. 0 .=t/ \
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Es decir, las raices de
t(t2—t—6)=0

Luego, los autovalores de o son

A1 =3 Ag = =2 A3=0

* Calculemos u;, up tales que af(u;) = A;.u;

Para u; debemos encontrar una solucién no nula del sistema
[ -1 2 0 Y1 0
2 —4 0 Y2 = 0
0 0 =3 Y3 ~\0Y

Para us el sistema a resolver es

(4 20 Y1 0 | |
0 O . 2 y3 0“ ' . BTN R

Podemos tomar entonces e = (1, —2,0)

Basta tomar u; = (2,1,0)

De esta forma {u1,uq, N(A)} resulta una base ortogonal formada por autovalores de
«; luego, s6lo tenemos que normalizarla.
Sea entonces B = {e;,eg,e3}, donde. .

' 2 1"y 1 2
a=(Z7p0)  e- (F2-2%0) - - e=001

y Bsg = {v1,v2,v3} con v; =e; + A;ie,

* Calculemos los nimeros a; y b;

Sabemos que estdn determinados por el hecho de ser A\; = %, Ay = -2y As =0los
1

autovalores de |¢|. De modo que a; = Z= y by = 7.
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'Finalmente, si (71, 22,Z3) son las componentes de z € R* respecto de B,y

WV )

es la ecuacion normal euclidea de Q).

—2373:0
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Equivalencia euclidea de las cuadricas

Teorema : A
Sean Q) Y Q’ cuddricas del mismo, tipo con el mzsmo TANGo.T € mdzce s. Las szguzentes
afirmaciones son equwalentes
e) Q y Q' tienen lo misma ecuacion normal euclidea
b) Q@ y Q' son métricamente equivalentes.

DEMOSTRACION:
° a) => b)

Por h1pote51s, existen A y A' € V , bases ortonormales {el, menty {el,...,el} de
V y funciones cuadréticas G, G’ : 'V — ]Re_ que satisfacen” « :

#Q:G(x)=0 Q@ ;G'(z)=0 L .,
u G(A + Tieg + + xnen) G’(A, + 1,'181 + + xnen)

Sea f: V=V deﬁmda por f(A+mlel +. +a:nen) = A’ + mlel +. +mnen, luego |

f€I(V) y G'(f(z)) = G(z) para todo 'z € V; o, equlva.lentemente, f(Q)
o b)=a)

Sea @ : F(z) = (z) + 2¢(z) + ¢ = 0, con 9Y(z) =< a(m),:z: >y p(z) =< Pz >y
notemos Ai,..., A, a los autovalores de «. .

= 5i @ es un cono o una cuédrica sin centro, suponemos que hemos elegido F' de modo
que : ' o g Co e Lo
)\1,...,A5>0 )\3+1,..~-.,Ar<0 A )\r.i_l,.:.,i,\;-,,-'—“'O”’" ¢

= Si @ es una cuddrica con centro y sin puntos singulares, suponemos que hemos
elegido F' de modo que si A es un centro de @, entonces F(A) = —1._.

" SeaQ; F (:1:)= W (w) T-+‘-2<,0' (z)+¢ =0 una cuédrica con ‘la,f)ropledad que existe una
isometria f € Z(V) tal que f(Q) =Q’

i
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Si f(x) = B+ g(z) —con g € O(V)— por ser F'(z) = ¢p(x) + 2¢'5(2) + g, se tiene que
Gla) = ¥5(F(@) + 205(F(@) + -
es una funcién cuadratica ! que define a Q, pues
G(z)=0 < F'(f(z)) =0 < f(z)eQ <= z€Q

Debido al teorema de unicidad, existe a € R (e # 0) tal que F'(f(z)) = G(z) =
a . F(z) para todo z € V. Luego,

o B =a v ) =a. el

para todo z € V. .
Debido a que ¢j(z) = 9'(2 — B) y-¢'g(z) = ¢'(x — B).+ ¢'(B, z — B) se tiene

) Yg)=a.9@ ,  ¢9)+ B 9@)=a. )

para todoz € V.
Si¢'(z) =< &/(x),z > y ¢'(z) =< P,z >, entonces

(3) <o(g(e))g(z) >=a. < ale),z > , < Pg(e) >+ < &(B),g(z) >=0. < P,z >
para todo z € V; o, equivalentemente, por ser g~* € O(V), resulta
(4) <glod og(z),z >=<a.a(z),z> , <gYP +d(B),z>=a <Pz>

para todo z € V.
‘L igualdad anterior implica que se cumplen las siguientes identidades

(5) g lodog=a.a
©) gi(P+ af(B)) —aP
Cambiando F’ por F = L . F' | se tiene que Q' " (x)=

Si F''(z) =< B(z),z > +2 < R,z > +k, resulta

(7) . g loBog=a

t pues 9/ Bof:V— IR es una func10n cuadratlca no nula sobre V yegof:V—oRes
lineal ' 4
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(8) R+ ﬂ(B) g(P)

“De acuerdo con (7), los autovalores de 3 son los de aji.e. )\1, £ An.

Estamos suponiendo que @ y Q' son del mismo t1po “Analicemos cada uno por sepa—
rado.

* Q y Q’ son del t1po I

z

La 1gua1dad (7) 1mphca que ambas tienen la misma ecuacién normal euchdea

U % Q' y'Q son del tipo I1
Si A esun centro de Q es F(A)=-1y A’ f(A) €s un centro de Q.
Como F”(f(4)) = = . F'((4)) = 1 a. F(A) = F(A) = —1, se deduce de_(7) que Q y Q'
tienen la misma ecuacmn normal euchdea s ;

* Q yQ son del tlpo III

Si A €V(Q), entonces A’ = f(A) € V(Q')."De hecho, como A’ €Qes’A '€ Q. Queda por
verificar que 3(A’) + R € N(B), dado que

B(A) + R = B(B + g(A)) = B(B) + B(g(4)) + R
= B(g9(A)) + B(B) + R = B(g(A)) + g(P)
=g((g7" 0 Bog)(A) + P) = g(a(A) + P)

se obtiene
(9) ~ B(A)+R=g(a(A)+P)
Por hipétesis, a(A) + P'€ N(a); luego,

B(B(A') + R) = Bo g((4) + P) = go a(a(4) + P) =g(a{d(4) + P)) = g(0) = 0"

SIS RETREE R A

En consecuencxa, ﬁ(A’ ) +Re N (,6) N - | , e IR
De acuerdo con (9), resulta || 3(A")+ R|| = ||a(A)+P|| y como « y ,3 t1enen los mismos
autovalores se tiene que @ y @’ tienen la misma forma normal euclidea.
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Conclusién

El resultado anterior muestra que cada cuadrica de V, que no sea una variedad lineal,
es métricamente equivalente a una y sélo a una de las construidas mediante las ecuaciones
(1), (2), (3) a partir de una cierta base ortonormal de V.

EJERCICIOS

35. Con las notaciones utilizadas para hallar la forma normal euclidea de las cuddricas
del tipo III.
a) Comprobar que N(a) ¢ N(p)
b) Si para cadai=1,...,n, p; =< P,u; > verificar que (pr41,...,Pn) # (0,...,0)

. _l{
c) Probar que si d = 3 ( _I_)"_,_ - ), entonces
. ]

=1

n . : n
_ _ . — _& , _ . -
Y= {B ; i | % x b ,n " i=zr-;-1 P d}
d) Deducir que V(Q) es una variedad lineal de dimensién n —r — 1.

36. Para las cuddricas del ejercicio 30 que no sean variedades lineales, determinar la
ecuacion normal euclidea, indicando en cada caso el origen A y la base By utilizada. -
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Al

iBxiste usa base, B de B* tal que 4l = (

EJERCICIOS ADICIONALES

N

(1) _(_)1) para la forma bilineal

¢ R*xR? - R dada por ¢($,y) = o1y + 3~’E23/'> + T1y2 ¥ T2y1?

A2,

a) Hallar una forma bilineal simétrica ¢ : R3 x R3 — R cuyo nicleo sea la recta
definida por
2371—372—0 .'171+£L'3—-0

- 'b) Hallar:una forma bilineal simétrica de rango, 2,e indice 1, cuyo nucleo contenga al

A3.

A4,

AS.

A6.

AT.
“-siendo'w 12z + 22 —33.= 2

A8.

o a) h1perb0101de de dos hojas ...,

vector (1,-1,0).

Hallar los planos tangentes a la cuddrica 622 — 3x% — a:3 —4 = 0 que contlenen ala
z3 =4

recta 2x1 _ m2 -0
. " . ....g_.._.} . - 1

Sea @ la cuadrica de R3? definida por z? + 22 + z3 —1 =0 Determunar pla,nos 1y Mo

y 73 de R3 tales que : '

1 N @ sea una elipse en m;

72 N @ sea una hipérbola en 7y

73 M'Q) sea una parabola en w3

Determinar para:qué valores de o € R la cuddrica en R3 definida por
222 + 372 + ozl — 23179 + 423~ 5 =10

oyt

es un

b) :par-de planos paralelos
c) paraboloide eliptico

d) cono irreducible, |
e¢) hiperboloide de una hoja

Encontrar una aphcacmn afin f R? - R tal que f (L) C L', siendo L : 2z, — zy = 3
z1+x22=0

yL 2.’171-173—-1

Definir una aphcacmn afin f R3 — R3 tal que f(R}) =n y f(l 0,0) = (1 0, 0)

e
Sea ¢ una forma bilineal simétrica en V. Probar la equlvalencm de las siguientes

afirmaciones co B L o R
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a) N(¢)=0
b) Para toda ¢ € V* existe un tnico v € V tal que <p(m) &(v,z) para todo z € V.

A9. Sea V un espacio euclideo con producto interno <,> y ¢ : VXV — R una forma
bilineal simétrica. Probar que
a) Existe un tnico endomorfismo o : V — V tal que qS(a: y) =< a(a:), y > para todo
z,y€V :
b) N(¢) = N(a)
¢) « es autoadjunta
d) Si z,y € V son autovectores de «, con autovalores a y b respectivamente, a # b,
entonces < z,y >=0 '
e) Los autovalores de & son reales
.+ f) Existe una base ortonormal B de V formada por autovalores de «

AlQ. Sea ¢ : ¥V x V — R una forma bilineal simétrica y 9 la forma cuadritica asociada.
Probar que si ¢ es semidefinida {, entonces

(¢(2,9))* < P(z) - P(y)
para todo =, y € V.

All. Sea ¢ : V XV — R una forma bilineal simétricay f : W — V una, t;ansformacién
lineal.
a) Probar que si ¢y : W x W — R estd dada por ¢¢(u,v) = ¢(f(u), f(v)) entonces.
FH(N($) C N(gy)
b) Verificar que si f es epimorfismo, entonces N(¢;) = ‘1(N (¢)
c¢) Mostrar quesi f es isomorfismo y B es una base de W, entonces ||¢¢|| B = ||¢7|| s(5)
d) Mostrar que si W =V, B es una base de Vy f es isomorfismo, entonces ||¢¢| 8 =
171 - Iglls - 17115
Deducir que det(||¢¢||) y det(||¢||s) tienen el mismo signo.

Al12. En cada uno de los casos siguientes encontra,r —cuando sea posible- un 1somorﬁsmo f
tal que ¢’ = 1)y : L
a) Y(z) = —2z173 — 2% — 22 V(x) = —22 — 2% — 22129 — 22173
b) ¥(z) = 222 — 322 + .7:§ + 2120 V' (z) = 222 + 322 + 22 + 23129

A13. Hallar los planos tangentes a la cuddrica Q : % — 722 + 22% — 12 = 0 que son paralelos
al plano 7 : 321 + 623 — 1 = 0.

t ie., ¢(z,z) > 0 para todo z, o bien ¢(z,z) < 0 i)a.ra todo z.
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Al4.

A1S.

Al6.

A17.

A18.

A19.

A20.

A21.

Dé,da: la matriz de R3%3.

1 2 0 !
A=12 1 0 )
0 0 3

hallar una matriz ortogonal S tal que §% . A . S sea diagonal.

Sea Qlaconlca de ecudciéi z? + 32 — 1025 + 21 = 0. Hallar una cénica reducible con
centro C = (0,0) que coritenga a las tangentes a Q que pasan por C.

Sea @ la cénica de ecuacién Q :.a? — 23 — 21 + 429 — 7 =0. Hallar todos,los,pﬁntos
P desde los cuales pueden trazarse dos tangentes a Q. '

Determinar todos los « € R para los cuales la cénica de ecuacién (.
Q: %z} + (& — 1):1;% +2(0? ~ )zyze + 4o+ 22+ 1=0

sea una parabola. " P

Sea @ la cénica y L la recta cuyas respectiva;é ecuac£6ﬁes son

o]

Q:x?+2w2=0 L:azi+bzy=c

Hallar todos los posibles a, b y ¢ para los cuales L resulta tangente a Q).
Encontrar la ecuacién normal afin de la cuddrica

Q:2? +72i+ 2203 —4z5+1=0

indicando el sistema de coordenadas usado.
Sea @ la pardbola de ecuaciéon

Q: F(z)=v¢(z) +2p(z) +c =2 + 2% - 2z12p — 42 +1 =0

a) Determinar si existe A € @ tal que la recta tangente en A sea ortogonal al nicleo
de ¢, siendo ¢ la forma bilineal asociada a .

b) Hallar la ecuacién normal afin de @ en un sistema de coordenadas con origen A.
Sea @ la cuadrica de R® dada por

Q: 4aa:% + m% + aw% +4z179 — 42123 — 2002223 + 621 — 8axrz +4 =10

Determinar los valores de & que hacen de esta cuadrica
a) un cilindro parabdlico b) un paraboloide hiperbélico
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A22.

A23.

A24,

A25.

A26.

Sea @ la cuddrica de R® definida por @ : z2 + 2z3 = 0. Determinar todos los planos
tangentes a ) que contienen al punto A = (1,1,4).
Sea @ C R3 la cuddrica

Q:zf—2m1m2+am§+x§—2i1+2b:c2+2m3—5¥0

Determinar los valores de a y b par los cu’éles la variedad de centros de @ tiene ‘
dimensién mayor que 0 y hallar, en ese caso,"la forma normal afin de @ indicando la
base utilizada. )

Construir una forma cuadratica en R* de rango 3 e indice 2 cuyo niicleo esté generado
por (-1,0,1,0).

Sea @) la conica de ecuacién

—?Q:4m%—-4:1:1m2+m§—4a:1—8a:24—4='0

Definir f € GA(R?), f # id, tal que f(Q) C Q.
Sea @ una cénica irreducible y A, B, C tres puntos (distintos) de Q. Mostrar que no
estin alineados. " BT = E
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