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1 Resumen de homotopia clasica

1.1 Caminos y homotopia

Las ideas mds fundamentales de la homotopia clésica son los caminos y sus defor-
maciones.

1.1.1 Caminos

Definicién: Un camino en un espacio topol6gico X es una aplicacién continua
v:I— X, donde I es el intervalo [0, 1].

Figura 1: Un camino en X.

Tenemos un espacio de caminos en X,
PX = map(I,X) = X' = {y:1X}

con la topologia compacta-abierta.

1.1.2 Composwlén

Dados dos caminos, v que empleza, en un punto z y termma en un punto y, y v
que empieza en el punto y y termina en un punto 2, tenemos una nocién obvia del
camino compuesto o4 entre z y 2, definido formalmente por

IS Ivi™x™
donde la aplicacién c es la subdivisién del intervalo en dos copias del mismo:

o(t) = 2t en la primer copia- (sif < -.flg)
T | 2t—1 enlasegunda copia (sit> 3)
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I/I
\I
Figura 2: Composicibnde y: 2~ yy vy :y~ 2.

1.1.3 Homotopia
El intervalo nos da también la nocién de deformacién o homotopia de caminos.

Definicién: Dos caminos 7y y 7, entre dos puntos z e y son hométopos, vy =~ 7,
si existe una homotopia H : I — PX (es decir, H € PPX) tal que

e HO)=vy H(l)=m
e H(t) es un camino entre z e y para cada 0 <t <1

Alternativamente se puede pensar en H como una aplicacién 12 — X que restrin-
gida a dos caras da 7y y 71 y en las otras da los caminos constantes en z y en

Y.

x h y
C X H C, y
X ,Yl y

Figura 3: Representaciones de una homotopia H : vy =~ 7.

1.1.4 Propiedades

Los caminos son reversibles: :
siy:z ~» y tenemos y~1 : y ~ z definido por vt : I 5 I 5 X donde r(t) = 1—1.

Las composiciones v o v~! y v~ o 4 son hométopas a los caminos constantes

a T y a y respectivamente; una-homotopia H : ¢; =~ o 7v~! viene dada por
IxIZ4 1x1 ™ 125 X donide f es la aplicacién que “dobla” el intervalo,
FiI-5IvIIS 1,y m(s,t) = min(s,t) para 0 < s5,£ < 1.
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x X x X. X

i il |

L™= == ===y i ,
C It rs===-==v 11 |c
Yl pmae==n 111 | ¥ .
] I I B PR B !

| D S S I W DO N | .
X y .1 X

Y Y. .

Figura 4: Una homotopfa FF': ¢5 oz yory™t, ¢ 7 i

Similarmente, la composicién es (homotGpicamente) asoc1at1va (yo)on"

7o (7' o7,

y los caminos constantes son elementos (homotéplcamente) neutros: o ¢y & 7y o
Cz017-

Homotop{as se pueden componer en dos sentidos, ya que son caminos en un espacio
de caminos. Asf se pueden demostrar:

1. Homotopia es una relacién de equiva.lehcia en PX

2. Homotopia es compatible con composicién de caminos

x h x Ty %o z
| ' :
C C I
x| . o
e ML LAk
Cx oY 1o
oy Y Yyt

Figura 5: Transitividad de homotopia y compatibilidad con composicién.

1.2 El grupo fundamental
1.2.1 Definicién y ejetﬁplos
Sea X un 'espa'cio con un punto base z € X.

Definicién: El grupo fundamental 7;(X,z) es el conjunto de clases de ho-
motopfa [y] de caminos v de 7 a 7 en X (es decir, lazos) con la multiplicacién
inducida por composicién de caminos.

Ejemplos:

m1(S) & Z; el niimero de vueltas que un camino *y da por 1a c1rcunferenc1a deter-
mina su clase [,
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i (R*) & 7(S™) 22 0 para n > 0, m > 2; cualquier camino es hométopo al
constante,

71 (St V4 S) & Z % Z, el producto libre [o coproducto]. Tenemos lazos candnicos
v, v asociados a las dos circunferencias; cada uno genera una copia de Z, y no
conmutan: yoy' %4 o4,

m1(S* X St) = Z @ Z; pensando en el toro como un cuadrado con las caras opues-
tas identificadas, vemos dos lazos candnicos 7, 4 pero ahora hay una homotopia

evidente Yoy ~ 7' o1.

I

Figura 6: Lazos canénicos en S' V S' y en el toro S x S*.

1.2.2 El teorema de van Kampen

Bajo ciertas condiciones, el grupo fundamental de una amalgamacién de espacios
se puede calcular de los grupos fundamentales de las partes.

Teorema: Sean U,V subespacios abiertos de X = U UV con interseccién ¥ =
UNYV arco-coneza y, con punto base z € Y. Entonces m (X, z) & 71 (U, ) #5,(v;2)
1 (V z), el producto libre de los grupos fundamentales de U y V con la identifi-
cacién de las dos copias de él de Y. En lenguaje categérico, el primer diagrama es
~ un pushout de espacios y el segundo un pushout-de grupos:

Y —>U 7 (Y, z) —> m (U, z)
Lo L
V—X m(V,z) —m(X,z) -

1Qué pasa si Y no es arco-conexo? No sabemos dénde .temar el punto base;
cambiamos de dlgebra. .. )
. Definicién: Un grupoide es.una categorfa con todos los morfismos invertibles.

[0 “ ..es un grupo con mds de un elemento neutro Y una mult1phcac16n sélo par-
malmente definida.”)

Deﬁn1c16n° Dado un conjunto de puntos Xp C X, el grupoide fundamental
71(X, Xo) es el conjunto de clases de homotopfa [v] de caminos y.en X entre puntos
de Xy, con la multiplicacién (parcial) inducida por composicién de caminos.
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Ejemplo:
({01} = {0-50,1-%1, 001,150}
Tenemos una. teorema de van Kampen igualmente para grupoides:
Teorema: _Si Yy C Y tal que mYy —» mY (es decir, Yj tiene por lo menos un
punto en cada componente arco-conexo de Y) y

Y—U

|

V—X

es un pushout de espacms entonces el diagrama siguiente es un pushout de gru-
poides:
m1(Y, Yo) —> m(U, U)

[

(V I/o) ——>7I'1(X Xo)

' Ejemplo? Un célculo de m S Si tomamos Y =Y = {0, 1} S U=V=1I,

entonces U Iy V = S y m,(S?, {0,1}) se obtiene por el siguiente pushout en 1a
categoria de grupmdes :

0-%0, 141, }

{020,152 1}——»{

T ot
\ 041, 1-450

090, 1241, l
{ 0221 1'50 } R m(S,{0,1})

Si ponemos go =71 07;" y g1 = 73" © 11 obtenemos

-1

n 1 g o, 7 °gp
m(sL{0,1}) = {050, 151, 0251, 1230 nez}

y vemos que el grupo fundamental (en el punto 0, por ejemplo) es Z.

! Nota técnica: supongamos Y C U es una cofibracién cerrada de Hurewicz, Yo = Uy NY, y
que el pushout es un pushout en la categorfa de pares de espacios (X, Xg).

2 Ejercicios: (i) Repetir este cdlculo usando el pushout de {0,1} = I'y {0,1} —» . (i)
Investigar el contraejemplo siguiente: siYo =Y = 0U{1/n,n € N} 2 U=V =1,y X =UllyV,
calcular (U, Yp) *x(Y,Yo) n(V, Yo), (X, Yo) y w(X,0):
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1.2.3 Grupos de homotopia superiores

Aquf X tiene punto base, *. Los grupos m,(X), n > 2, se pueden definir como las
clases de homotopia de aplicaciones S™ — X con la multiplicacién inducida por
una subdivisién de la esfera

g
—_—
e

Figura 7: La subdivisién de la esfera 52,

Alternativamente, consideramos aplicaciones I" — X ue son triviales en el
; P ql

borde:
mX = {I" 1 X cony(8I") = {*} }/ ~

donde la relacién de homotopfa viene dada por vy ~ 7 si existe H : I"t! — X
con v y v en dos caras y trivial en todas las otras (Figura 8).

F1gura 8: Una homotopla H: B X entre Yo 7 * 3 LI X

Como las aphcaclones I" D X se pueden componer enn sentldos distintos,
parece como si m, X tuviera més de una multlphca,cuin3

3Las multiplicaciones son compatibles, ya que las operaciones de subdivisién ‘en las n direc-
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Lema: Siun conjunto tiene dos multiplicaciones compatibles, entonces son iguales,
y ademds abelianas.

La demostraci6n algebraica es: aopb = (ao;€)oz(eo;b) = (aoze)o; (€0gd) =ao b

y ademds a 0o b = (€0, a) oy (bo; €) = (e 0z b) 01 (@ 0y €) = bo; a; pero es més fAcil
pensar en la demostracién en (X, *): siy,7 : I = X tenemos

| 1
' I
e
— " L] LD
v ;'y :
= LX) vy
Y os 1
X I

Figufa 9: La ‘demostracién homot6pica.

Es decir, m,.X es un grupo abeliano? para n > 2.

1.3 Un teorema de Whitehead
1.3.1 Homotopia y honibto'pia débil

Hay tres maneras equivalentes® de definir homotopfa entre aplicaciones f, g : X —
Y:

1. Usando caminosen Y, dec1mos f ~ g & dH: X — PY talquepoH = f
ypmH=g, A

2. Usando el ciliﬁdro en X, decimos f~g & JH:Ix X —Y tal que
HZO=fsz1=g7 5

3. Usando el espacio YX = map(X,Y) de aplicaciones de X en Y, decimos
feg © AH: IS5 YX talque HO)=fy H(l)=g

ciones conmutan. As{ podemos hablar de la subdmsxén de I%, [1 — H, sin especificar si es la
composicién [J = B — B o la otra. .

4No obstante, no piensen (como los referees cuando rechazaron la definicién de =, de Cech
para el ICM Ziirich 1932) que 7, X = H,(X;Z). :;Qué son Hy y my para el plano-proyectivo
real? ;y para el toro?

5Si X, Y no son muy patoléglcos Para (3), supongamos que X es Hausdorff.
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Sif~ag, los homomorfismos de grupos f*, ge : X — w,Y dados por [y] —

[£7]; [97] son iguales.
Dos espacios son homotéplcamente equivalentes, X ~ Y,sidf : X - Y

yg:Y = X con gf ~idx y fg & idy. Es automdticamente una relacién de
equivalencia.

Dos espacios son débilmente equivalentes, X ~ Y,sidf : X — Y con
[ : (X, z) = 7 (Y, fz) un isomorfismo para cadan >0ycadaz € X. Si X, Y
son homotdépicamente equivalentes, entonces son débilmente equivalentes.

1.3.2 CW complejos

Si trabajamos con equivalencia débil (que es lo que se ve por el dlgebra) en vez de
equivalencia homotdpica, jcuanta informacién perdemos? ;Qué queda?

Definicién: Un CW-complejo relativo es un par Y C X con una filiracién
YEX, CX CXCXC - CXua CXa Cor C KX

tal que cada X,, se puede obtener de-X,,_; afiadiendo celdas de dimensién n. Es
decir, X, = X,—; Usp D donde D = |JD" es una unién de n-discos cerrados y
0D = |J 5™ ! es el borde. Categéricamente, tenemos una sucesién de pushouts

| US"‘1—>UD" L

I

Xn—y—>Xn

y X 2 colim X, . )
X es un CW-complejo si @ C X es un CW—comple_]o relatlvo .
Teorema: (i) Todo espacio es débilmente equlvalente a un CW- comple_]o

(ii) El teorema de Whitehead. Si f : X — Y es una. equivalencia débil entre
CW-complejos, entonces f es una equivalencia homotdpica.
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1.4 Construcciones basicas
1.4.1 Cilindros

1. El cilindro I X = I x X tiene la siguiente estructura:

e las inclusiones 4,41 : X = IX, iy : ¢~ (e, z) para a =0, 1,

e la proyeccién p : IX — X, (¢,z) — z; las composiciones pi, son la
identidad en X,

e la aplicacién m : IIX — IX, (s,t,z) — (min(s,t),z); ésta da una
homotopia entre 7gp y la identidad en I.X, por tanto X es un retracto
de deformacién de 7.X.

Cambiar X por I.X no cambia nada en homotopia, pero nos deja mds espacio
para trabajar. En particular, la aplicacién natural XUX — X es equivalente
a una inclusién®

XUX—=IX-SX

. El cilindro I;X de una aplicacién f : X — Y se obtiene pegando la base

de I.X al espacio Y segin f. En el lenguaje de las categorias es un pushout

X 21X

:

Y———>-IfX= IXHX Y-

El espacio Y es un retracto de deformacién de I;X; hasta homotopfa f :
X — Y se puede reemplazar por una inclusién

XS Xy

. El cono CX es un caso particular con Y = *. Asf tenemos CX = IX IIx

el pushout de 4p : X — IX y X — x, y vemos que cualquier espacio X se
incluye en un espacio contrictil:

X3 0X ~x.

Ejemplo: Tenemos CS™ ! & D" y la inclusién S"! < CS™! es la misma
que D™ — D™ que usamos para construir los CW-complejos.

6 Ademds, si X es un CW-complejo, se puede dar X UX < IX Ia estruci:ura de un CW-

complejo relativo
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Y
,,
s T *
P . X AN
"® X
S
3

1

Figura 10: El cilindro de un espacio, de una aplicacidn, y el cono.

4. El cilindro doble I X de 2 aplicaciones f : X =Y, g: X — Z se obtiene
de manera similar, pegando la base de IX a Y segiin f y la tapa a Z segin g;
formalmente es el pushout de (ig,%;) : XUX <3 IX y fUug: XUX - YUZ.

El diagrama siguiente no es un pushout, ni conmuta

x—Jf .y

gl l
Z——>If,gX= Yy IXOx Z

Conmuta hasta homotopia, y sirve como una versién homotépica del pushout
habitual, con una proyeccién Iy, X — Y Iix Z.

El pushout habitual que no se comporta bien respecto a homotopia porque
no depende sélo de las clases de homotopia de f y g. Por ejemplo,

{0,1}-L—r

]

I——48!
es el pushout para f = g: {0,1} C I, pero si cambiamos f, g por las aplica-
ciones hométopas f’,¢' : 0,1 ~— 0 el pushout ahora da el espacio contrictil

IVI ;ﬁ S!. En cambio el c111ndr0 doble” queda bien definida en homotopia:
en este ejemplo, Iy ~ Ip g =~ Ip g =~ S,

5. El cono® C;X de una aplicacién f: X — Y se obtiene pegando la base
del cono CX a Y segun f. Es un caso especial del cilindro doble, tomando
7= x.

Sirve como una versién homotéplca del espacm cociente Y/fX.

7o “pushout homotépico”
80 “cofibra homotépica”
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<< [ [-D.-I\

Figura 11: Los pushouts de f, g.y:de f', g’ , ¥ los cilindros.dobles If g, Ip g, I 4.

. Si tomamos Y = Z = en la construccién del c111ndro doble, obtenemos la
suspensuén XX del espac1o X A

Figura 12: El cilindro doble, el cono de una aplicacién, y la suspensi6n.

Ejemplos: ©{0,1} &2 S' y en general ™" & Smn_ .
La suspensién tiene una subdivisién que generaliza Ia de S™; asf las clases de
homotopia de aplicaciones XX — Z siempre forman un grupo.

i+ Similarmente el cono de una aplicacién f : X — Y se subdivide en una copia
del mismo cono y la suspensién de X, y por tanto el grupo { f YX 2 Z} ) ~
actda sobre las clases de aplicaciones Cr X — Z.-

|
]

Figura 13: Las subdivisiones XX -+ XX VXX y.Cf > XX V CX.
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1.4.2 Dualidad: espacios de caminos

El siguiente es un meta-teorema para dlgebra homotépica:

|PARA TODO RESULTADO HAY UN RESULTADO DUAL. |

Tenemos duales para las construcciones de la 1ltima seccién. Por ejemplo:

1) El espacio de caminos PY es el dual del cilindro. Hay una inclusién i :
Y < PY, i(y) = ¢, (el camino constante) y proyecciones candnicas p, : PY =Y,
Pa(7) = () que dan Y como un retracto de deformacién de PY.

4) La “fibra homoté6pica” Fyde f: X - Y es
FiY = X xyPY xy* = {(2,7) € X x PY; 7(0) = f(z), (1) = %}

para un punto base * € Y.
5) El espacio la lazos QY es el dual de la suspensién:

QY = «xy PY xy* = {y:I=>Y;v(0)=~(1)=x*}

para un punto base * € Y. El espacio de lazos QY tiene un “multiplicacién” (componer
lazos) y “actidia” sobre la fibra homotépica FF -+ X — Y.

De la misma manera que hay una correspondencia entre aplicaciones IX — Y
y X — PY, hay una correspondencia® entre aplicaciones X —+Y y X — QY.
En particular,

(™" Y} & {ZTPSm oY) & {S™ - QrY)

y tomando clases de homotopia obtenemos: mpnY = 7, QY.

1.5 Propiedades de elevaciéon
1.5.1 Elevacién de homotopias

Si componemos una homotopia H : f ~ f': A — X con una aplicacibnp: X - Y
obtenemos una homotopia pH : pf ~ pf' : A = Y. Para algunas aplicaciones p
es posible hacer el proceso inverso: factorizar homotopfas K : g~ g¢': A= Y por
p: X Y.

g f
A WKSY - AL Y x Ly
g !

% Nota técnica: Se debe considerar espacios y aplicaciones punteados aquf, o tomar el espacio
de lazos libres, la unién de los QY para todos los puntos * € Y
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Definicion: Una aplicacién p: X — Y tiene la Propiedad de Recubrimiento
de Homotopias respecto a un espacio A si para toda aplicacién f : A =5 X y
* toda homotopia K : g~ g' : A = Y con g = pf, hay una aplicacién f' y una
homotopia H : f ~ f' con K = pH.
Es decir, para todo diagrama:

A L. X o equivalentemente:

e

IXTY

existe una aplicacién H : JA - X (0 H : A —» PX) tal que los tridngulos
conmutan.

Dualmente, se puede intentar factorizar homotopias K : g ~ ¢' : A = Y por
i:A— B.

9 f
T i
A ZY o~ A—B j‘}lfz‘y
9

Definicién: Una aplicacién 7 : A — B tiene la Propiedad de Extensién de
Homotopias respecto a un espacio Y si para toda aplicacién f : B =Y y toda
homotopfa K : g~g': A=Y, con g = fi, hay una aplicacién f' y una homotopia
H: f~f con K= Hi, ' ‘ ‘

o: para todo diagrama: A, 14
A—X> py o equivalentemente:'? ’_l . l
L4
"l e lm . B<®-IB
B 5 Y A

existe H : B— PY (0 H:IB —Y) tal que los tridngulos conmutan.

Ejemplos: ' . .

Una fibracién de Hurewicz es una aplicacién que tiene la PRH respecto a todo
espacio A.

Una cofibracién de Hurewicz es una aplicacion que tiene la PEH respecto a
todo espacio Y.

Una fibracién de Serre es una aplicacién que tiene la PRH respecto a todo
CW-complejo A.

10¢] segundo diagrama es ‘casi’ un pushout: dice que la aplicacién (f, K) : I;A = Y factoriza
por la aplicacién natural I;A — IB.
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Veremos que las fibraciones y cofibraciones de Hurewicz estdn esencialmente rela-
cionadas con la equivalencia homoidpica, mientras las fibraciones de Ser;e tienen
‘que ver con la’ eqmvalenma débil. Ain no hemos dicho qué serd una “cofibracién
de Serre”.

1.5.2 Abstraccién o
En vez de trabajar con esﬁacios topolégicos, trabajamos en una categoria C cual-
quiera. Mirando los diagramas de elevacién anteriores, hacemos la siguiente

Definicién: Un morfismo p: X — Y tiene la Propiedad de Recubrimiento!!
respecto a otro morfismo i : A — B si a todo cuadrado conmutativo en C

A—X

|2l
B>y

se puede afiadir una elevacién e : B — X tal que los tridngulos conmutan.
Equivalentemente se dice que ¢ tiene lo Propiédad de Extensién'? respecto a p.

Teorema: La clase de morfismos con la Propiedad de Recubrimiento (o de Ex-
- tensidn), respecto aun morﬁsmo dado, estd cerrada bajo '

° 1somorﬁsm0
e retraccién Bai
e composicién

‘e pullback (respectivamente pushout).

Definicién: Un morfismo f': X' —) Y’ es retracto de un morﬁsmo f X —-Y
si existe un diagrama conmutativo’ -

y P,y >,y

con Txjx la identidad en X', y ryjy la identidad en Y’

115 de elevacién a la derecha, en inglés Right Lifting Property
120 de elevacién a la izquierda, en inglés Left Lifting Property -
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Lema: Si un morfismo p tiene la PR respecto a un morfismo i entonces cualquier
retracto de p la tiene respecto a cualquier retracto de .

Lema Dual: Si un morfismo i tiene la PE respecto a un morfismo p entonces
cualquier retracto de ¢ la tiene respecto a cualquier retracto de p.

Demostracién: Supongamos que i/, p’ son retractos de 7, p, y queremos una eleva-
ci6n €' : B' — X' en el diagrama -

A fin

1l

B giY'

Si 4 tiene la PE respecto a p (o dualmente) tenemos una elevacién e : B — X en
el diagrama,

UL SNy .7 SN U S N SN G SN'C)

p-2,p-,p Lty X,y X,y
por tanto podemos tomar e’ = rxejp.

Lema: Si dos morfismos p : X - Y yp :Y — Z tienen la PR respecto a un
morfismo 4, entonces la composicién p'p : X — Z también la tiene!?

Demostracién: Para encontrar una elevacién en el primer diagrama, consideramos
el segundo:

’X

f f =
oLy ),
il ,’4 lp’p A_z,"—”f-ﬁFY
B — JA 11//6, e1” lp:
B*- -7

Obtenemos e; por la propiedad de recubrimiento de p/, luego elevamos ésta a e,
usando la de p. : -

Lema: Si un morfismo p tiene la PR respecto a un morfismo i, entonces cualquier
pullback P de p también la tiene!?.

13y dualmente.
14y dualmente.
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Demostracion: En el diagrama siguiente tenemos e; por la propiedad de recu-
brimiento de p, luego el morfismo e; viene inducido por (el, g) por la propiedad
-universal del pullback.

A—f>)_(—¢X

N A |- el
[]
il 2// /l N l
/e . :

Bi>v—Y

En particular, pez = g. La ignaldad e = f también viene de la propiedad
universal, ya que las composiciones con P y con § son iguales.

1.5.3 Fibraciones y cofibraciones de Serre '

Ahora volvemos a la categoria de espacios topol6gicos. Primero damos otra carac-
terizacién de las fibraciones que no utiliza el concepto de CW-complejo.

Proposicién: (I) p: X = Y es una fibracién de’ Serre’

& (11) p tiene la PR respecto a 4 : A — I A para todo CW-complejo
A

& (111) p tiene la PR respecto a i : D™ — ID™ para todo n > 0

& (1v) p tiene la PR respecto a {0} x I™ C I"*! para todon > 0
Demostracién: (1<>11) es por definicién, (11¢5111) es [Hu, teorema 3.1], y (111&1v)
es porque Dr =],

Definicién: Un espacio Y es fibrante si Y — * es una fibracién de Serre

Esta definicién realmente no es necesaria en el contexto de espacios-topoldgicos ya
que: .

Ejercicio: Todo espacio es fibrante.

Hemos dicho que las fibraciones y cofibraciones de Serre.tienen que ver con la
relacién de equivalencia débil. Se tiene:

Proposicién: (1) p: X — Y es a la vez una fibracién de Serre y una equivalencia
débil
& (11) p tiene la PR respecto a S"~! < D" para tedo n >0
< (111) p tiene la PR respecto a todo CW-complejo relativo A — B
& (1v) p tiene la PR respecto a todo “CW-complejo relativo genera-
lizado” | R
A=A 5 A o A > v Ay 2 Ao o
colim A, & B '
donde cada A,_; — A, es un CW-complejo relativo
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&> (V) p tiene la PR respecto a todo retracto de CW-complejo relativo
generalizado

Demostracién: [Spanier, péglna 376] y usando los resultados de clausura de la
altima seccién.

Definicién: Una aplicacién i : A — B es una cofibracién de Serre si tiene
la PE respecto a toda aplicacién que sea a la vez una fibracién de Serre y una
equivalencia débil.

Esta definicién es pura formalidad, y la siguiente también.
Definicién: Un espacio X es cofibrante si @ — X es una cofibracién de Serre.

Para dar una caracterizacién mds elemental de las cofibraciones de Serre, tenemos:

Teorema: Una aplicacién 7 : A — B es una cofibracién de Serre < es retracto de
un CW-complejo generalizado.

Dualmente, hay una caracterizacién més formal de las fibraciones de Serre:
Teorema: Una aplicacién p : X — Y. es una fibracién de Serre < tiene la

PR respecto a toda aplicaciéon que sea a la vez una cofibracién de Serre y una
equivalencia débil.

Demostraciones: Las implicaciones (<=) vienen de las proposiciones; las implica-
ciones (=) las veremos mds tarde, espero.

Asi que los espacios cofibrantes son retractos de espacios formados por “adicidn
libre de celdas”.

1.6 Relacién con dlgebra homolégica cldsica

En la seccién anterior hemos visto mucha topologia y homotopia. En ésta vamos
a fingir que no sabemos qué es dlgebra homoldgica y la inventaremos como &lgebra
homotidpica en la categoria de complejos de cadenas.

1.6.1 Definiciones

Sea A un anillo (conmutatlvo) con unidad 1.
Sea M 4 la categoria de A-médulos y sus homomorfismos, y C4 la ca,tegona. de
complejos de cadenas de A-mddulos con los morfismos de cadenas habituales:

9, k)
- —_— Mk+1 —k) M, P oo » M, 2 ? Mo, 8k8k+1=0
fk+ll lfk fll 1.fo

o, B}
'_)Nk+1 '—k)Nk s » Ny o Ny, 3,’66{64_1:0

~



1 Junio 1999 Algebra Homotdpica 23

El producto tensorial M ® N de dos complejos de cadenas se deﬁne en cada
grado por

(M®N)k = @ .'M,‘®A Nj
i+j=k
con Og(m @ n) = dm @ n + (—1)™m @ &'n.
El vacio @ es el complejo de cadenas (--+—0— -+ = 0—0).
El punto * es el complejo de cadenas (-++ = 0— -+- = 0 = A):

El intervalo I es el complejo de cadenas (-++ =0 —:+ = 0> A— A® A4) con
do(a) = (a, —a). Hay morfismos canénicos 4,91 : %+ 3Ty p: I = *.

1.6.2 Puntos, caminos y lazos

Sea M € C4 un complejo de cadenas de A-mdédulos.

Un punto de M es un morfismo p: ¥ = M, o un elemento p € M.

Un camino y:p~p' en M es un morfismo y: I - M con yip=py '721 =y

Considerando el diagrama

¢— 0 — A — A A

Ao |
__)M2__0;1__)M1__8_o_) M,

un camino v : p ~ p’ corresponde a un triple (m, p,p’) donde m = 11(1) € M; tal
que Sgm =p—p.

Asi: el “médulo de componentes arco-conexos” es

puntos
caminos.

(M) > MyfooM, = HM..

Un lazo en un punto p corresponde a (m, p,p) donde m € M; tal que dym = 0.

Dos caminos 7y, y; son hométopos si existe H: I ® I — M con H(I ® iy) = 74

y H(iq ® I) triviales, pors o = 0,1. Més explicitamente, una homotopfa v =

(m,p,p') >~ ( ,0,0) =7 corresponde a un elemento n = H2(]) E Mz tal que
61n m—m'

(202 202 A2 A0 A0ADA> ADABABA) — M p——"—p

of = o

ml
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Asi: el “médulo fundamental” de M (en un punto base p) es

lazos
o T o , & .
m(M,p) = homotopias ker 8y/ 01 M; HM

Como no depende del punto base, tomamos p = 0.

1.6.3 Homotopia y equivalencia débil

Se puede obtener m(M,0) considerando 7 : I® — M triviales en el borde, con
la definicién andloga de homotopias H : vp ~ 71. Comparar figura 8 de la seccién
anterior.

Alternativamente, definimos la k-esfera y el (k + 1)-disco con la inclusién 7 :
Sk — D*1 por

— 0 - 0 0 -3 e
| el el
- 0 + A — A - 0 5 ..
k
entonces m;(M,0) = Hom(S", M) y Xer Oy ~ M

z*Hom(D’”‘l M) 6kMk+1

Definicién: Para M € Cy4, el cilindro IM es el complejo de cadenas I M.
Explicitamente, (IM)g1 & My © Myy1 © Mgy con Og(m, p,p') = (—0g—1m, Oxp +
m, Oxp' — m).

Homotopia: f~g: M — N si existe H: IM — N tal que H(0,m,0) = f(m),
H(0,0,m) = g(m).

Explicitamente, tenemos aplicaciones hy : My — Nyy1 dadas por m — H(m,0,0),
y la condicién & H(m,0,0) = HO(m,0,0) dice simplemente d}hr = —hy—10,—1 +
J& — Gk

Ahora podemos definir homotopia M ~ N si existen M & N con las composicio-
nes hométopas a las identidades, y homotopia débil M ~ N siexiste f : M - N
con f,: HeM = HyN, k > 0.

Tenemos f ~ g = f, = g, en homologia, y por tanto M ~ N = M ~ N.

El converso no es cierto: consideramos por ejemplo f-: (0 = Z I/ 0) —»
(00— Zy—0).

1.6.4 Proyectivos, cofibraciones y fibraciones

Hemos visto que los espacios buenos respecto a equivalencia débil son (retractos
de) CW-complejos, formados por adicién libre de celdas. Hay una nocién clésica
para A-médulos que es muy parecida. :
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Definicién: Un A-médulo P es proyectivo si es retracto (es decir, sumando direc-
to) de un A-médulo libre. Alternativamente, es un A-mddulo tal que la aplicacién
0 — P tiene la propiedad de extensién respecto a todo homomorfismo suryectivo
p: X —»Y:

%, x

0
v

ol e lp

s .

P—Y ,_ "

Para complejos de cadenas de A-médulos, tomamos esta definicién en cada grado;
N0 ponemos ninguna restriccion sobre los morﬁsmos 0.
Definicién: Un complejo de cadenas de A-médulos M es cofibrante si M; es
proyectivo para todo £ > 0.
Hay un teorema “de Whitehead” para la categoria Cy4:
Teorema: i) Cada complejo de cadenas es débilmente equivalente a uno que sea
cofibrante. .
ii) Si f : M — N es una equivalencia débil y M, N son cofibrantes, entonces son
homotdépicamente equivalentes. '
Generalizando la definicién de objetos cofibrantes, tenemos
Definicién: Un morfismo i : M — N en Cy4 es una cofibracién si para todo k > 0
el homomorfismo i : M, — Ny, es inyectivo y el cociente M}, /i, Ny, es proyectivol®.

Formalmente podemos decir también:

Definicién: Un morfismo p: M — N en C4 es una fibracidn si tiene ia propiedad
de recubrimiento respecto a todo morfismo que sea a la vez una cofibracién y una
equivalencia débil.

. Como en el caso de espacios topoldgicos, la definicién de objeto fibrante es trivial:

Ejercicio: El morfismo M — * es siempre una fibracién.
Es decir: todo complejo de cadenas es fibrante.

Como ejercicios en dlgebra homolégica se obtienen las siguientes caracterizaciones
alternativas de fibraciones y cofibraciones en C4: _

Proposicién: p: M — N es una fibracién < p tiene la PR respecto a 0 — D*
para k > 1 & pi : M — Ny es suryectivo para k > 1.

Ojo: no hay ninguna condicién sobre una fibracién en grado cero.

+"15Fg décir, una aplicacién i : M — N es una, cofibracién si hay una sucesién exacta corta
0— M =+ N = P = 0 con P proyectivo en cada grado.
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Proposicién: p: M — N es a la vez una fibracién y una equivalencia débil < p
tiene la PR respecto a S*~! — D* para k > 0. '

Proposicién: i : M — N es una cofibracién < p tiene la PE respecto a todo
morfismo que es a la.vez una fibracién y una equivalencia débil.

1.7 Homotopia simplicial
1.7.1 Definiciones

Un conjunto simplicial es un funtor contravariante
K : A%® — Set

de la categoria A de los ordinales finitos en la categoria de conjuntos. Un con-

junto simplicial es esencialmente un objeto combinatdrico. La categoria A tiene
como objetos los conjuntos ordenados {0,...,n} y morfismos las aplicaciones que
preservan el orden

ob(A) = {n={0<1<:--<n},n>0}
mor(A) = {m={0<1<--<m}-Dn={0<1<--<n},i<j= fi<fj
De hecho, la categoria A tiene una descripcién elemental en términos de genera-

dores y relaciones. Todo morfismo de A se puede obtener como una composicién
de morfismos de dos tipos especiales:

e tipo “inyeccién”: para 0 < ¢ < n consideramos la aplicacién §; : n—1 —=n
que sallai €n R

Ejemplo: para n = 4, k = 2 tenemos &, : {0,1,2,3} — {0,1,2,3,4} con
0—0,1—-1,2—~3,3—4.

e tipo “suryeccién”: para 0 < i < n consideramos la aplicacién 0; : n+1—n
que repite it € n '

Ejemplo: para n = 3, k = 2 tenemos o3 : {0,1,2,3,4} — {0,1,2,3} con
0~0,1-1,22,3>2,4 3. o ‘.

Por tanto, en vez de un funtor K : A%’ — Set podemos pensar en conjuntos K(n)
para cada n, y aplicaciones K(J;), K(0;) para cada 0 < 7 < n. Asf tenemos una
definicién equivalente
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¢

Un conjunto simplicial es una familia de conjuntos K,, n > 0 y aplicaciones
di: K, > K, 1y 8: K, > Kpq; para 0 < k <n tal que

did; = d;—1d; para 1<j
Sj_ld,' . para 1< 3

dis; = id para i=j,j+1
dei—l para i>j+1

88 =  S8j418i para 1< j

Las operaciones simpliciales d;, s; se llaman caras y degeneraciones respectiva-
mente. Como K es contravariante, van en la direccién opuesta que 8;,0;, y las
 relaciones simpliciales son duales a la que se verifican en A. .

‘_do.>

S0 do . 1> -
Kn+1 Kn Kn—l the K2 dz-> I(l dy-> Ko
‘3 > 80~ ~<-§0—
n dn
81—

Figura 14: Un conjunto simplicial K.

. Ejemplo: Consideramos la familia de n-simplices topolégicos

A" = { zn:t,-e,- D t20, ) h=1 }

i=0
_en R** (0 en R" si tomamos eg =0y ¢; = (0,...,0,1,0,...,0) la base canénica
“deR",i=1,...,n). Cada morfismo f : m — n de A da una aplicacién entre los

vértices de los m- y n~simplices, que extiende linealmente a una aplicacién

Am Ly A
Zt,-e,- —> Zt,-ef_,-
Entonces definimos el complejo singular Sing X de un espacio topolégico X
como el conjunto simplicial de todas las aplicaciones continuas de un simplice A"

en el espacio X: '

(Sing X), = {v:A" = X}
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con las operaciones simpliciales d;7y (las caras) y s;v (las degeneraciones) definidas
por composicién con §;, o; respectivamente.

An—-l ~— _diy (Slng X)n,—l
k =~ ; ~. . diT
A" X (Sing X)y,
1] P
/ - 5|’l
nHl -7 R
A (Sing X)n41
Para n = 3, por ejemplo, podemos dibujlé,r' un sfmplice y € (Sing X)3 y ver sus 4
caras dyy para ¢ = 0,...,3. Notamos que d;y es la cara opuesta al vértice 3.
2
2 dyy
0 1
3 ¥
2
0 T
S—
0 2 dyY
i 1
0
I~ —2

1
Figura 15: Las cuatro caras de un 3-simplice v : A% — X en Sing X.

Similarmente podemos representar gré,ﬁcamente las dos degeneraciones sqg7y, 517y €
. .(Sing X}z de un camino 7 € (Sing X);. -

1.7.2 Teoria simplicial abstracta

Para n > 0 sea A[n] el conjunto simplicial libremente generado por un elemento
en grado n. Asi, si el generador es z, tenemos elementos generados en todos los
grados:
s 88T SiT T d,':E d,-dgz
sjdiz -+ - etcétera
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Figura 16: Las 2 degeneraciones syy y s177 de un camino 7: A! — X.

Formalmente, el conjunto simplicial A[n] es representable: como funtor A% —
Set tenemos A[n] = A(—,n). En grado m,

Anlm = Amn) = {f:m—=nenA}

con las caras y degeneraciones -inducidas por precomposicién de 8;, o;.
Ademds, hay aplicaciones simpliciales'® A[n — 1] < Afn] y Aln + 1] —» An]
inducidas por post-composicién de 8;, o;.

Hecho fundamental: Todo conjunto simplicial es un colimite de representables:

K = colimAln,)

Esto no es dificil ver: en vez de “colimite” pensamos “cociente de unién” y escri-

bimos
K = U am / .
n>0zeKn

donde la relacién ~ identifica caras comunes y toma cociente por degeneracio-
nes!’. Esencialmente, podemos decir que todo conjunto simplicial viene dado por
generadores (sus elementos) y relaciones (dadas por las operaciones d;, s;).

Esto nos permite relacionar conjuntos simpliciales con otras categorias.

Proposicién 1: Sea C una categoria con colimites y F' un funtor de A en C.
[Decimos que F' da “modelos para los simplices” en C.] Entonces existe un inico
funtor F': SimpSet — C que

e preserva colimites:

F(colimK,) 2 colimF(K,)
« [+4

16 Agf se obtiene una inclusién de categorias A — SimpSet, el funtor de Yoneda.

17M4s generalmente, para cualquier categoria (chica) D, todo funtor D°P — Set es colimite de
funtores representables D(—, d) : D°P — Set. Igualmente hay un funtor de Yoneda D « Set?”,
d - D(—,d).
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e extiende EF':

F(Aln) = F'(n)

Demostracién: Como cada conjunto simplicial K se expresa como colimite de
representables, tenemos

FK & F(coimAln,]) 2 colimF(Alo]) = colim F'(na)
y tomamos FK = colim F'(n,) como la definicidén de F'.
a Ta

La propggiéién tiene una segunda'® parte:

Proposicién 2: Sea C, F', F como antes. Entonces existe un tnico funtor G :
C — SimpSet adjunto a la derecha.19 de F.

Ser funtores adjuntos®® quiere decir que hay una correspondenma. biyectiva
natural entre las aplicaciones simpliciales f : K = GX y los morfismos f' : FK —
X en C, para todo conjunto simplicial K y todo objeto X de C. La naturalidad
quiere decir que si a f le corresponde f' entonces a f¢ : K! - K — GX le
corresponde f'F¢: FK' = FK — X, y dualmente.

Ademis, el funtor ‘G preserva limites automdaticamente.

Demostracién: Para X € C definimos GX = C(F'(—), X) : A°? — Set. Es decir,
(GX)p, = { morfismos F'(n) - X enC}

con caras y degeneraciones dadas por precomposicién de F'9; y F'o;.
Entonces hay biyecciones obvias

{Aln] =+ GX} = (GX), = {F(AR]) = X},
por definicién; como F preserva colimites se obtiene {K — GX} = {FK — X}
para cualquier K.
Ejemplos:

i) C = Top, y F' : A — Top el funtor n — A", el n-sfmplice topolégico. Entonces
las proposiciones nos dan los funtores adjuntos de realizacién geométrica F :
SimpSet — Top y complejo singular G : Top — SimpSet que vimos la
semana, pasada. Tradicionalmente, F'K se escribe |K|, y GX se escribe Sing X.

18 Aunque en otras exposiciones la segunda parte viene primero.

19 Alternativamente F es el adjunto a la izquierda de G.

20Hemos visto ejemplos de funtores adjuntos para espacios topolégicos en la primera, seccién:
el cilindro I y el espacio de caminos P son endofuntores adjuntos. Asf, homotopias IX - Y
corresponden biyectivamente con homotopfas X — PY. Similarmente, la suspensn:Sn es adjunto
a la izquierda del espacio de lazos. :
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i1) Sea C = Cat la categoria de categorfas®. Para definir F' : A — Cat pensamos
en n € A como la categoria con objetos 0,1,...,n, con un dnico morfismo ¢ — j
si (y solamente si) ¢ < j, y con la composicién obvia:
' i=aj—2k = i—k

(sii < jyj < kentonces i < k). Asf funtores m — n son simplemente los
morfismos de A (si ¢ < j entonces f(i — j) = (fi — fj) dice que fi < fj.)

Ahora por las proposiciones tenemos funtores adjuntos F' : SimpSet — Cat,
llamado categorizacién, y G : Cat — SimpSet, llamado nervio.

Explicitamente, FK (o c(K)) es la categoria con objetos £ € Kj, morfismos
Tz —ygenerados pora€ K;condia=xydea=1y,Yy las_relaciongs

sor = id,
dozdzz = dlz

para z € Ky, 2 € Ky. Podemos representar los generadores y relaciones de ¢(K)
por los diagramas siguientes (con z € Ky, a € K1, 2 € K»):

dodlz

diz dbz‘
a . Sox
dla——>doa ; .'L'Tx ) / \\
dzz

didaz > dodaz

El nervio GX (o Ner(X)) de una categoria X es €l conjunto simplicial con n-
simplices las cadenas de n morfismos en X:

Ner(X), = {funtoresn—= X} = {z RN N N Tn}
donde Ner(X)y es Ob(X). 4La opera,cic’)n. 8; es insertar una identidad z; 4, T; en
la cadena, y la operacién d; es componer f; y fi+1 (o olvidar f; si i =0 6 n).

En general, tener un par de funtores adjuntos -

A
N
F .
c
Dr-aa

SimpSet

nos sera ttil porque se comportan bien respecto a las propiedades de elevacién.
Por ejemplo: '

21 chicas.
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Lema: Sea i: L — K una aplicacién simplicial y p : X — Y un morfismo en C.

- Entonces p tiene la propiedad de recubrimiento respecto a Fi en C
& Gp tiene la propiedad de recubrimiento respecto a 7 en SimpSet.

Demostracion: Hay una correspondencia biyectiva entre los diagramas

FL—=X L—GX

L4 L4 .

Fil d lp , il L7 le'.
I 7/

FK—Y K—GY

1.7.3 Homotopia elemental de conjuntos simpliciales

Podemos intentar copiar las definiciones de las secciones anteriores; luego veremos
qué es lo que no funciona.

Tenemos los objetos ca,nénlcos
e ¢l conjunto simplicial vacio, ,
‘o ¢l punto * = AJ0],

o el mtervalo I = A[1], con las aplicaciones A[0] =3 A[l] —» A[O] dadas por
81, Oo, 0o

e mids generalmente el n-simplice A[n] sirve como modelo para el disco cerrado
Dn

e su borde Aln] = U 8,Aln — 1] € Aln) y el cociente Aln)/A[n] sirven como

i=0
modelos de la esfera y la esfera con punto base; el segundo es quizds més
manejable ya que tiene menos simplices no degenerados.

Ademds, tenemos un producto K x L de conjuntos simpliciales,

(Kx L)y, = KyxLy con di(a,b) = (dia,d;d), si(a,b) = (sia,s;b),

y el “hom simpiicial’.’, KL, | “

(K = {f: A[”]XL — K} con di(f) = f(Oxid), si(f) = floixidy).

En particular el intervalo I = A[1] nos da un cilindro I x K y un “espacio” de
caminos K', y podemos copiar la definicién anterior de homotopfa:
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Definicién: Dos aplicaciones simpliciales f,g: L — K son homdétopas si existe
h:A[l]x L — K tal que (8, xidr) = f y h(8p x id1) = g [alternativamente: si
existe h: L — K2M o h: A[1] = KT tal que hd, = f y hdp = g).

Pero no es tan ficil como parezca. La relacién de homotopia que acabamos de
definir no es una relacion de equivalencia en general.

Miramos los detalles de lo que falta para que homotopia sea un relacién de equi-
valencia:

1. reflezividad: OK, aqui no hay ningiin problema ya que tenemos homotopias
constantes h : f =~ f dadas por la degeneracién A[1] - A[0] L K.

2. simetria: Dado h : A[l] = K% con hd, = f y hdy = g, queremos k : A[l] —
KT con k0, = gy kOy = f. Si el intervalo fuera “reversible” estarfa todo
formal, pero no lo es. No hay ninguna aplicacién simplicial A[1] — A[1] que
envia 8, a 0y y Op a 0;. Asi que no podemos esperar obtener la simetria sélo
por propiedades del intervalo.

3. transitividad: Dados h,h’ : A[l] - K% y con h8y, = h'8;, queremos k :
A[l] = KT con k8, = hd, y kB, = h'8. Pero no hay ninguna aplicacién
simplicial A[1] — A[l] V A[1] que envia 8; a 8, en la primera copia y 8 a
Op en la segunda.

En otras. palabras: no existe la subdivisidn del intervalo Af1] — A[1] v A[1]
— para conjuntos simpliciales nos falta la nocién de composicién de caminos.

La solucién [Kan 1956) es encontrar las homotopias k usando no la buena estructura
del intervalo (porque no la tiene), sino buenas propiedades de K, y por tanto de
KT, Veremos que hay una solucién para K fibrante.

En general, queremos poder escribir [A,Y] para las clases de homotopia de
morfismos f: A = Y. Lo que veremos de [Quillen 1967] es que

SOLO TIENE SENTIDO CONSIDERAR [A4,Y] sl A ES COFIBRANTE Y Y ES FIBRANTE.

En Top y en C4 no habfa ningin problema: I™ y S™ son cofibrantes, y todo objeto
Y es fibrante, por tanto [I*,Y] y [S", Y] siempre tieneii sentido. Veremos que en
SimpSet la aplicacién Y — * no es siempre una fibracién.

1.7.4 Conjuntos simpliciales fibrantes/de Kan

Definicién: El cuerno A*[n] C A[n], para 0 < k < n, es el subconjunto simplicial
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generado por todas las caras salvo la k-ésima:

A¥n] = |JaAln—1] ¢ Aln]
itk

Ejemplos: Podemos representar A[2] y los cuernos A%2], AY[2] y A?[2] ast:

2
R[] W,
0 1
2
L, & i
04, 0 4 0 d; 1
A2
A2 . A2

Figura 17: Los simplices no degenerados del representable A[2] y sus tres cuernos.

Definicién: Un conjunto simplicial K es fibrante? si todo cuerno en K se puede
extender a un simplice.

Ab[n] LK

| A |

Aln] —*

En el lenguaje de la semana pasada: K es fibrante si K — * tiene la propiedad de
recubrimiento respecto a A¥[n] C A[n] para todo 0 < k'< 7.

La idea de esta deﬁn1c16n es que, si K es fibrante, entonces hasta homotopia
existen composicién y inversos en K Informalmente, la propiedad de recubrimien-
to respecto a Al[2] — A[2] dice que si tenemos caminos ¢ : T = Yy c:y — 2
en K, entonces existe?® un camino compuesto b : £ = z y adem4s una homotopia
en K, entre by a V ¢. Usando los cuernos A%[2] y A?[2] similarmente obtenemos
“inversos”. para caminos; considerar por ejemplo b = sz en el primero de los
siguientes diagramas: s

220 de Kan
23 No es tinico — pero utilizando la propiedad de extensién respecto a A¥[3] <+ A[3] no es
diffcil ver que la composicién es vdnica hasta homotopia.



8 Junio 1999 Algebra Homotdpica 35

Z Z Z
\ :
Vb f:‘\fla:bc' ab:ac/,’;iw b/ \va
XLy
*ove * ve Y Jc=a'b

Figura 18: La condicién de extensién da composicién y inversos.

Proposicién: Si K y L son conjuntos simpliciales y K es fibrante entonces todo
A¥[n]x L — K extiende a Aln]x L — K. Por lo tanto, el “espacio de aplicaciones”
KT también es fibrante.

Asf tenemos composicién y inversos (hasta homotopfa) de caminos en KZ:
Corolario: Si K es fibrante, entonces =~ es una relacién de equivalencia en {f :
L— K}

Ahora podemos definir los grupos de homotopia 7, ( K, ) para K fibrante y * € K
un punto base. Consideramos aplicaciones

Aln] - K,  Aln] — degeneraciones de *

o sea, .
S"™ = Aln]/A[n] = K,
con las homotopias
Al x Al
All] x A[n]
Explicitamente, tenemos
Proposicién: Las aplicaciones v : S® — K corresponden corresponden precisa-
mente a elementos

n

v € K, talque dyy = s§'x paratodo 0<i<m.

Si K es fibrante, dos de estas aplicaciones son homdtopas, v =~ 7/, si y sélo si
existe b € K1 tal que djh = v/, d;i1h = 7y para algin 7, con todas las otras
caras degeneradas.

Sea 7, (K, *) el cociente {S® = K}/ ~.

Proposicién: Sea K un conjunto simplicial fibrante?*. Entonces m,(K,*) es un
grupo para n > 1 con la composicién definida por

MelY] = [d7]

240: “Sea K de Kan”
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para 7,7 € K, y algin 2z € K41 con dpz = v y de2 = ' dado por la extensién
siguiente:

A.l [n + 1] ('77""711*’---:*) - ; K

-
-
-

/’
-2
-

Aln] <% An+1]

7n(K,*) es un grupo abeliano para n > 2.

1.7.5 Fibraciones y cofibraciones

No es dificil ver c6mo se generaliza la definicién de un conjunto simplicial fibrante:

Definicién: Una aplicacién simplicial K — L es una fibracién de Kan si tiene
la propiedad de recubrimiento respecto a A¥[n] C A[n] para todo 0 < k < n,

| A¥[n] — K

|

An]——L

La realizacién geométrica de A*[n] C Aln] en Top es homeomorfa a {0} x I*! C
I™. Entonces, como el complejo singular es adjunto de la realizacién geométrica,
y adjuntos se comportan bien con las propiedades de extensién, tenemos

Proposicién: Una aplicacién p: X — Y en Top es una fibracién de Serre si y
sélo si Sing(p) : Sing X — Sing Y es una fibracién de Kan.

Como todo espacio X es fibrante, tenemos

Corolario: El complejo singular simplicial Sing X es de Kan para todo espacio
X.

Para espacios topolégicos y complejos de cadenas dijimos que ‘cofibraciones’ eran
las aplicaciones que se obtienen por (retractos de) adicién libre de celdas, o com-
posicién de pushouts de S*~! C D". Para conjuntos simpliciales, esto simplifica
mucho:

Definicién: Una aplicacién simplicial f : L — K es una cofibracién si es inyec-
tiva.

En particular, todo conjunto simplicial K es cofibrante, que no es verdad ni para
todo espacio topolégico ni para todo complejo de cadenas. La realizacién | K| de
un conjunto simplicial es siempre un espacio cofibrante; més generalmente:
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Proposicién: Sii: L — K es una aplicacién simplicial, entonces la realizacién
geométrica |i| : |[L| — | K| es una cofibracién en Top si y sélo si ¢ es una cofibracién
(es decir, inyectiva).

1.7.6 Equivalencias débiles

Es mas dificil definir la nocién de equivalencia débil, ya que las aplicaciones 7, L —
mnK Do estdn definidas en general. En los casos donde la relacién de homotopia
si que es de equivalencia tenemos una correspondencia muy buena entre clases de
homotopfa de aplicaciones simpliciales y topolégicos:

Proposicién: Sean K un conjunto siiﬁplicial de Kan y X un CW-complejo en
Top. Entonces hay biyecciones de clases de homotopia

R

(L, K] = [L],|K]]
[X,Y] = [SingX,SingY]

En general, tenemos

Definicién/Teorema: Una aplicacién simplicial f : L — K es una equivalencia
débil

&> para todo E de Kan, composicién con f induce una biyeccién®

*: |K,E) & [L,E|

& la realizacién geométrica |f| : |L| — |K| es una equivalencia débil?®® en Top.

& La aplicacién simplicial?” Ex™ (i) :Ex*L —Ex*K es una equivalencia ho-
motdpica en SimpSet.

26 Fsta ‘definicién’ de equivalencia débil simplemente usa cohomotopfa (clases de mapas en los
_conjuntos fibrantes) en vez de la homotopfa habitual (clases de mapas de las esferas).
26Equivalentemente: una equivalencia homotépica (por el teorema de Whitehead ya que
|L|, | K| son CW-complejos).
27 Aquf el funtor Ex™ : SimpSet — SimpSet de Kan manda todo conjunto simplicial a un
con;u}nto simplicial fibrante. Es una ‘localizacién’: adjunto a la izquierda:de la inclusién de los
conjuntos simpliciales de Kan en la categorfa SimpSet. : ;
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2 Categorias de modelos

2.1 Definiciones y propiedades
Veremos ahora la axiomatizacién de Quillen [1967, 1969).

Definicién: Una categoria (cerrada) de modelos es una categoria C con tres
clases especiales de morfismos:

e Fib = { las fibraciones },
e Cof = { las cofibraciones },
e ED = { las equivalencias débiles }.

Tradicionalmente los morfismos en la interseccién Fib N ED se llaman fibraciones
aciclicas o fibraciones triviales, y similarmente para Cof N ED.
Los axiomas siguientes han de verificarse:

MO Las clases Fib, Cof, ED estdn cerradas bajo composicién y contienen los
isomorfismos.

M1 C tiene limites finitos y colimites finitos.

En particular, C tiene pullbacks, pushouts, un objeto inicial @ y un objeto
terminal *.

M2 Sean f,g morfismos en C tal que la composicién gf estd definida y es una
equivalencia débil. Entonces f es una equivalencia débil si y sélo si g lo es.

x—%Y .z
x/
Y

Con (MO), esto dice que si dos de los tres morfismos f, g, gf son equivalencias
débiles entonces el otro también.

M3 Las clases Fib, Cof, ED estdn cerradas bajo retraccién.
M4 (i) Las cofibraciones tienen las propiedad de extensién respecto a las fibra-
ciones aciclicas.

(ii) Las fibraciones tienen las propiedad de recubrimiento respecto a las co-
fibraciones aciclicas.
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Es decir, si tenemos un cuadrado conmutativo en C
A—X (p6i€ED)
{
Cofli 4 PlFib
R B Y

con i € Cof ypeE Fib,: y ademds uno de los dos es una equivalencia débil,
entonces hay una elevacién e: B — X en C.

M5 Todo morfismo f de puede factorizar, f = pi, de dos maneras:
(i) como una cofibracién i seguida por y una fibracién aciclica p
(ii) como una cofibracién aciclica i seguida por y una fibracién p

I .y
E\Q S

X (p 6 i € ED)
Co |

Observaciones

o Los axiomas son simétricas: para cada axioma estd también el axioma
“dual” que se obtiene intercambiando Fib con Cof y cambiando la direccién
de los morfismos?8. Asi tenemos un meta-teorema, formal:

Para cada consecuencia de los axiomas hay un resultado dual.

e No se piden 1i cilindros ni homotopias como estructura basica.

e Las elevaciones y factorizaciones de M4 y M5 no tienen que ser ni iinicas, ni
funtoriales.

2.1.1 Consecuencias elementales

Los axiomas que hemos presentado no son los primeros del “Lecture Notes” de
Quillen, sino una simplificacién que introdujo €l un poco m4s tarde. En su primera
versién faltaba M3, el de clausura bajo retraccién. En cambio M4 era mds fuerte
y habia un axioma de clausura bajo pushout y pullback; ahora estos se pueden ver
como consecuencias.

Teorema: Dos de las clases Fib, Cof, Eb, Fib N ED, Cof NED son suficientes para
determinar todas. En particular,

28 Asf un pushout deviene un pullback, etcétera.
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1. pe Fib &  p tiene la propiedad de recubrimiento respecto a toda cofi-
bracién aciclica. '

2. 1 € Cof <& i tiene la propiedad de extensién respecto a toda fibracién
aciclica.

3. pe FibNED < p tiene la propiedad de recubrimiento respecto a toda
cofibracion.

4.1 € Cof NED <& 1 tiene la propiedad de extensién respecto a toda
fibracién.

5. f e ED <& f factoriza como una cofibracién aciclica seguida por una
fibracién aciclica.

Demostracidn: (1) y (2) son duales; (3) y (4) son duales; por tanto sélo hace falta
demostrar por ejemplo (2), (4) y (5). Ademds, (2=>) es M4(i) y (4=>) es M4(ii).
(2<=) Supongamos que i’ : A’ — B’ tiene la propiedad de extensién respecto a
todo p € Fib N ED. Queremos ¢’ € Cof. Por M5(i) podemos factorizar i’ como
una cofibracién i seguida por una fibracién aciclica p, como en el primero de los
siguientes diagramas.

A’ i' B’ AI ; B
k4

'Cofai\* /;FibnED i’l ,/ lp

B B -5 B

El segundo diagrama es simplemente otra manera de escribir el primero, y nos da
una elevacién e : B’ — B por la propiedad de extensién de 7’ respecto a p. Este
diagrama se vuelve a escribir como el diagrama siguiente.

Al g g

EE

B ——~B—+B

Por tanto ¢’ es un retracto de la cofibracién 7, y por M3 tenemos i’ € Cof.

(4<) Similar, usando M5(ii) en vez de M5(i).

(6<=) Por MO, clausura de las equivalencias débiles bajo composicién.

(5=) Por M5(i) tenemos f = pi con p € EDNFib, 7 € Cof, y i € EDNCof por M2.

De este teorema y los resultados de clausura para las propiedades de elevacién que
demostramos hace un par de semanas, tenemos '
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Corolario: Las clases de cofibraciones y de cofibraciones aciclicas estdn cerradas
bajo pushout. Las clases de fibraciones y de fibraciones aciclicas estdn cerradas
bajo pullback.

2.1.2 Cilindros

Cilindros ahora no son construcciones bésicas, sino consecuencias de la estructura
de una categoria de modelos.

Definicién: Un cilindro en un objeto A € C es un objeto B y una factorizacién®

AUA
Coflia -
B—g>A

por B del morfismo canénico AU A — A, tal que ip € Cof y pp € ED.
Escribimos %,%; : A — B para las composiciones A = AU A 2 B,

Observaciones:

i) La composicién de iy (o i1) con la equivalencia débil pp es la identidad en A.
Por lo tanto sabemos por M2 que g, %; son siempre equivalencias débiles.

ii) Si ademdés A es cofibrante entonces los morfismos A — AU A son cofibraciones
(son los pushouts de @ — A) y tomando la composicién con la cofibracién ip
tenemos que 4y y % son cofibraciones (aciclicas).

iii) Por M5(i) todo objeto A tiene un cilindro.

2.1.3 Homotopias

Dos morfismos f,g : A =% X son hométopos f ~ g respecto a un cilindro, si
existe un cilindro B en A tal que (f,g) : AUA — X factorice por ig: AUA — B:

AUA

(f}g)
iBl \

B——>X
Es decir, f, g son homdétopos si, para algtn cilindro, hay una homotopla h:B—

Xconhig=fyhir=g.

Homotopias preservan las equivalencias débiles:

b

22Qjo: el cilindro no es sélo el objeto B sino la estructura (B, ig,p8).
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Lema: Si f, g son hométopos respecto a algun cilindro, entonces f e ED & g €
ED.

Demostracidn: Como 49,71 € ED y hig = f, hi; = g, tenemos f € ED 2 he
ED 22 ¢ € ED.
A

fEED
EDlio

B—> X
EDTi/
9
A

Observamos que, para obtener una homotopia f ~~ g, es suficiente tener h : B - X
para algin cilindro. Hay mucha eleccién — el cilindro en un objeto no es tnico, ni
mucho menos. El teorema siguiente es esencialmente una consecuencia de esto.
Teorema: Si A es cofibrante, entonces la relacién de homotopia respecto a un
cilindro es una relacién de equivalencia.

Demostracidn: Reflexividad es f4cil, usando una homotopia ‘constante’: si tenemos
f:A— Xy un cilindro (B, ip, pp) para A entonces h = fpp: B~ A — X es

AUA

una homotopia f ~ f.
wl \

N
B—>A—>X

Para simetria, usamos ‘reversibilidad’ de cilindros: si B = (B, ip,pp), entonces
B' = (B,igT,pp) también es un cilindro® donde 7 : AU A - AU A es el isomor-
fismo (y por tanto una cofibracién) que intercambia las copias. Si tenemos f ~ g
dado por una homotopia h : B — X respecto al cilindro B, entonces la misma h
es una homotopia g ~ f respecto al cilindro B'.

AUA

(@1
aua N

iﬂl (f,y)\\‘
B—5—>X

Para transitividad, tenemos que ‘componer’ cilindros. Sea f ~ f' dado por un
cilindro B y una homotopia h: B = X,y f' ~ f” dado por otro cilindro B’ y una

30S0n cilindros diferentes, aunque el objeto B es el mismo.
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homotopia h' : B’ - X. Consideramos el pushout B”" deé,: A+ Byi,: A— B
y el morfismo inducido p”:

Usando, por fin, la suposicién que A es cofibrante sabemos que %, es una cofibracién
aciclica, por tanto su pushout 7; también lo es, y p" es una equivalencia débil por
M2 Pero no podemos decir que tenemos un cilindro (B”, 4", p") porque no sabemos
si i = (zozo, 31;) : AUA — B" es una cofibracién. No obstante, podemos factorizar

=¢qi" : AUA = B" — B" una cofibracién seguida por una fibracién ac1c11ca
y ahora (B",i",p"q) si que es un cﬂmdro

""" AU A
~
) cofl '-lll $" N
- h n
B,._’” = B s A

.__.Fma.lmente, las horpptoplas h, h' inducen h” : B" = X, y h'q: B" — X es una
homotopia f ~. f". R
Definicién: Para A € C cofibrante, escribimos

[4,X] = C(4,X)/=~,

las clases de homotopia ‘.respéé‘ti_). a un cilindro de morfismos 4 -» X en C.

2.14 Composicién'de' héfﬁ(;topfas y morfismos
Consideramos la situacién siguiente:

/

R A A’?X——» S X1

e

. K f" .

Nos gustaria que homotopla respecto a'un cﬂmdro fuera compatlble con composi-
cién. La mitad del resultado es ficil.
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Lema: Si f,f' : A = X son hométopos respecto a un cilindro B, por una
homotopia h : B — X, entonces gf,gf' : A = X' son hométopos respecto a B
por la homotopia gh : B - X — X', para cualquier g : X — X'.

La otra mitad es més complicada; hace falta que X sea fibrante:

Lema: Si f, f': A — X son hométopos respecto a un cilindro y X es un objeto
fibrante, entonces f¢', f'g' : A’ = X también son hométopos respecto a un cilindro,
para cualquier g’ : A' — A.

En cambio, si en vez de usar una nocién de homotopia respecto a cilindros, usamos
un nocién dual de homotopfa respecto a espacios de caminos, es el primer lema
que es dificil y el segundo que es ficil...

2.1.5 Caminos y homotopia

Un objeto de caminos en un objeto X € C es objeto Y y una factorizacién

X—->Y

\ Wanb
X xX
por Y del morfismo ‘diagonal’ (id,id) : X SXxX , tal que iy € ED y py € Fib.
Por M5(ii) todo objeto X tiene un objeto de caminos.

Escribimos pg, p; : ¥ — X para las composiciones Y %3 X x X = X. Entonces:

i) po, p1 son siempre equivalencias débiles.

ii) Si X es fibrante entonces pg y p; son fibraciones aciclicas.

Dos morfismos f,g: A =3 X son homoétopos f ~ g respecto a un objeto de
caminos si existe un objeto de caminos Y en X y una homotopia h: A - Y
con pph = fy ph =g.

Lema: Si f‘, g son homdtopos respecto a algin objeto de caminos, entonces f €
ED & g € ED.

Teorema: Si X es fibrante, entonces la relacién de homotopia respecto a un objeto
de caminos es una relacién de equivalencia.

Para X € C fibrante, escribimos [4, X| = C(A, X)/ ~, las clases de homotopia
respecto a objetos de caminos.

Lema: Si f, f': A - X son homdtopos respecto a un objeto de caminos Y, por
una homotopiah: A = Y,y g : A’ — A es cualquier morfismo, entonces fg', f'g' :
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A’ = X son hométopos respecto al objeto de caminos Y por la homotopia hg' :
A—>A-Y.

[Mds dificil] Si A es cofibrante y g : X = X' es cualquier morfismo, entonces
g9f,9f' :+ A= X' también son homdétopos respecto-a un objeto de caminos.

2.1.6 Una homotopfa es una homotopia es una homotopia. . .

El teorema siguiente nos dice que en ciertas circunstancias es lo mismo considerar
homotopia respecto a cilindros o respecto a objetos de caminos, y que tampoco
importa la eleccidn del cilindro (o objeto de caminos). S

Teorema: Sean A cofibrante, X fibrante, y f,g: A = X. Entonces

(i) f, g son hométopos respecto a algin cilindro en A
& (ii) f, g son hométopos respecto a algtin objeto de caminos en X
& (iii) f, g son hométopos respecto a todos los cilindros en A
& (iv) f, g son hométopos respecto a todos los objetos de caminos en X.
Demostracion: En la cadena (i) = (i) => (i) = (iii) = (i) la segunda impli-
cacién y la dltima son triviales, y la primera y tercera son duales. Para demos-
trar (i) = (iv), supongamos;que tenemos f,g hométopos respecto a un cilindro
(B,is,pB) en A, por una homotopia h : B — X con hig = f, hi; = g. Entonces
los morfismos (f; f), (f,g) : A'= X x X también soii hométopos respecto a B,
por la homotopfa h' = (fpgjh)+ B — X x X dada.por la homotopla constante en
el primer factor y hen el segundo

2

B—h>X x X
uT/
. ,(fn'])
A .

Ahora sea (Y,iy,pv) cualquier objeto de caminos en X. Entonces el morfismo
(f,f) factoriza (f, f) = pyrivf 1 A2 XY 2 X x Xy volvemos a escribir el
diagrama anterior en la forma

(£:5)

i1 T / ENEE
A " (£.9) :
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Tenemos iy € Cof N ED porque A es cofibrante, py € Fib por definicién de un
objeto de caminos, y por M5(ii) existe una elevacién e : B — Y. En particular
pyei, = (f,g), es decir, el morfismo k = ei; : A — Y es una homotopia f ~ g
respecto al objeto de caminos (Y, iy, py).

2.1.7 Equivalencia homotépica

- Definicién: Dos objetos X, Y son homotépicamente equivalentes, X ~ Y,
si existen morfismos f: X =Y, g:Y — X tal que gf ~ idx y fg ~ idy [para
algunos cilindros o espacios de caminos en X, Y.

Esta relacién no serd de equivalencia ni comportarse bien con la composicién si
no suponemos que los objetos X,Y son fibrantes y cofibrantes. En este caso,
podemos demostrar una suerte de teorema de Whitehead. Primero hacemos unos
casos especiales:

Lema: (a) Una fibracién aciclica 7 : A — X con X cofibrante es un retracto de
deformacion.

(a') Una cofibracién aciclica i : X — A con X fibrante es un ;et}actp_ de deforma-
cién. »

(b) Cualquier retracto de deformacién es una equivalencia débil.

Demostracién: (a) Por M4(i) hay un morfismo ¢ : X — A con ri = idx:

_>A

1%
i L4
Cofl i rlFibnED
/

X=X
Queremos también ir ~ id4. Para cualquier cilindro (B,i4,p4) en A, el diagrama
siguiente conmuta ya que r(ir,id4) = (rir,r) = (r,r) = r(ida,id4), y tenemos una
elevacién h : B — A:

AUA (ir,id)

P -
ial A lr

B > A—>X

Es decir, h es una homotopia ir ~ id4 respecto al cilindro Y.

(b) Sean i: X — A, r: A = X, con ir ~ id4, ri = idx. Entonces ir es una
equivalencia débil, ya que id4 lo es. Pero el morfismo 7 es un retracto de ir, como
se ve en el diagrama, por tanto r es una equivalencia débil (por M3) y i también
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(por M2).

id id
—_— —_—

A
rl ir
X

i

N
>

-
-
S

h
P

—_—
=

Ahora podemos demostrar un teorema de Whitehead para, cualquler categorla de
modelos.

Teorema: Sean X, A fibrantes y cofibrantes. Entonces son débilmente equivalen-
tes si y sdlo si son homotépicamente equivalentes.

Demostracién: =) Hemos visto que cualquier equivalencia débil f : X — A se
puede factorizar f = pi : X — @ — A donde i : X — @ es una cofibracién
-aciclica y p: @ = A es una fibracién aciclica. Como A es ﬁbrante y X coﬁbra.nte,
Q también es fibrante y cofibrante. Por el lema (a) y su dual (a') vemos que el
morfismo p, y dualmente i, son equivalencias homotdpicas; de hecho X, A son
"“‘retractos de deformacién de Q. Como todo es fibrante y cofibrante existe una
equ1va1enc1a homotépica X ~ A.

<) Supongamos que f: X — A, g: A — X dan una equivalencia homotépica
X ~ A, y factorizamos f como una cofibracién aciclica i.: X — @ seguida por
una fibracién p : @ — A. Como A es fibrante y X cofibrante, observamos que @
también es fibrante y cofibrante. Queremos demostrar que p es también aciclica.
De hecho, veremos que es un retracto de deformacién y el resultado sigue por el
lema (b).
Sea h: B — A una homotopia fg ~ id4 respecto a un cilindro B. Como A es
cofibrante, 75 : A — B es una cofibracién aciclica y tiene la propiedad de extensién
respecto a p; por tanto existe una elevacién de h a una homotopia k: B — Q:

AL x2>Q

iol _ A - hl”

HT ida

A

Tenemos k : gi > j con j = kiy, y pj = id4. Para demostrar jp ~ idg consideramos
tres homotopias: gi ~ j, gf ~ idx, y ir ~ idg donde r : @ — X es la retraccién de
i dada por el lema ( /). Como todos los objetos son fibrantes y cofibrantes, estas

homotoplas se pegan segun el S1gulente dlagrama ‘homotoplcamente conmutativo’
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para dar una homotopia entre jp y idg.

2.2 Algebra homotépica en una categoria de modelos

Asociada a una categoria de modelos hay muchas estructuras andlogas a nociones
clésicas del dlgebra homoldgica. Intentaremos compilar una forma (aproximada)
de diccionario:

ALgeEBRA HomoL6GIcA | ALGEBRA HoMOTOPICA
complejo de cadenas objeto (simplicial)

...de médulos proyectivos | objeto cofibrante
isomorfismo en homologia | equivalencia débil (ED)

homotopia de cadenas homotopia respecto a un cilindro
...0 a un objeto de caminos

resolucién proyectiva reemplazo cofibrante

categoria derivada categoria de homotopia

funtor exacto funtor que preserva EDs " *

funtor derivado (total) funtor derivado (total)

funtor exacto a la izquierda | un adjunto a la izquierda

| y/o que preserva cofibraciones (aciclicas)
funtor exacto a la derecha | un adjunto a la derecha

y/o que preserva fibraciones (aciclicas)

lim!, lim', lim"®, lim" holim, hocolim
« T e -

2.2.1 Reemplazo (co)fibrante

El teorema que todo objeto es débilmente equivalente a un objeto fibrante o co-
fibrante ahora estd incluido en el axioma (M5). Dado cualquier objeto X en una
categoria de modelos C el axioma M5(i) dice que podemos elegir una factorizacién
de @ — X:

Cof Fib
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Asi tenemos QX cofibrante y débilmente equivalente a X. Si X ya es cofibrante,
tomamos QX = X.

Dualmente, por M5(ii) podemos reemplazar X € C por un objeto fibrante RX:

Cof
ED

X RX Fibr*.

Este reemplazo fibrante o cofibrante de objetos se puede hacer funtorialmente:

Sea 7wC, la categoria con objetos los objetos cofibrantes de C, y morfismos X — Y
dado por clases de equivalencia de morfismos en C:

Ob(nC;) = { A cofibranteen C}
1C.(4,Y) = C(4,Y)/ =

donde = es la clausura transitiva de la relacién de homotopia respecto a objetos
de caminos. ~ - .

Proposicién: Una eleccién de reemplazos cofibrantes de’,dbj_etbs define un funtor

Ci)ﬂC;
A~ QA

AL A 5 ladase ]
donde f: QA — QA es un'morﬁsmo tal que el diagrama, siguiente conmuta:

AL qu

|

A-—f>A'

Demostracidn: Se define f por una eleccién de elevacién en el diagrama siguiente.

%) > QA
Cofl g7 T 1FibnED
QA= X ——> 4’

Ahora se comprueba que la definicién de 7C, es la que hace falta para que f — [f]
sea bien definida y funtorial:
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Dualmente se puede definir #C; y un funtor C — nC;. Atln mejor:

Sea 7C,y la categoria con objetos los objetos de C que son fibrantes y cofibrantes,
y morfismos X — Y dados por clases de homotopia®! de morfismos X — Y en C:

Ob(nC.) = { A fibrante y cofibrante en C }
7Ces(X,Y) = [X,Y] '

Proposicién: El funtor “reemplazo fibrante” induce un funtor R': nC, = nC¢s y
en particular la composicién con el reemplazo cofibrante define un funtor C — 7Cy;y.

C —Q>7rCc

N

chf

Este funtor nos permite dar la siguiente definicién.

Definicién: La categoria de homotopia HoC asociada a una categoria de
modelos C es la categoria con objetos los objetos de C y morfismos X — Y las

clases de homotopia de morfismos entre los reemplazos fibrante-cofibrantes de X
eY. ‘

Ob(HoC) {AenC}
HoC(X,Y) = [R'QX,RQY]

Adems4s, hay un funtor T : C — HoC dado por TX = X y T(X AN Y) =

R'Q(f
RQX ——L)) RQY.

Observacién: Esencialmente por el teorema de Whitehead de la seccién anterior,
tenemos

f € C es una equivalencia débil < T'(f) es un isomorfismo en HoC

Teorema: La categorfa de homotopia HoC es la localizacién® de C obtenida
invirtiendo las equivalencias débiles:

31 Aquf podemos decir ‘respecto a cualquier cilindro o objeto de caminos’.
320 ‘categorfa de fracciones’, comparar Gabriel-Zisman.
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e todo funtor F' : C — D con F(f) un isomorfismo en D para cada equivalencia
débil f en C factoriza por T, de manera tinica hasta isomorfismo natural.”

F

\ I
Vd
T , 3t

HoC

c

1D ) F(ED) C isomorfismos

- Se puede considerar la situacién cuando D también es una categoria de modelos.

Corolario: Si C, D son categorias de modelos y F' : C — D es un funtor que
preserva equivalencias débiles, entonces hay un tnico funtor Ho F' inducido entre
las asociadas categorfas de homotopia:

c—FE p F(ED) CED
HoC - HeF >»HoD

En general, ;qué pasa si F' no manda equivalencias débiles a isomorfismos? ;Ain
‘podria inducir un funtor F' en homotopia? El diagrama siguiente no puede con-
mutar porque 7" s{ que manda ED a isomorfismos,

C F

7
T /’ﬁ

HoC

>D
L4

No obstante, es posible que conmute “hasta homotopia”...

2.2.2 Abstraccién: Extensiones de Kan 3

Consideramos categorfas C, D, £ y un funtor G : C — D. Composicién con G
define un funtor entre las categorias de funtores y transformaciones naturales,

Fun(€, D) —<> Fun(C, D) c---F-—»p
- Al (
| AA ///H |

H———>HoG £

Idea: Sino se puede esperar que G* tenga inverso, quizds un adjunto si:
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Para un3® funtor F : C — D queremos un funtor Lang F' : £ — D con una
biyeccién

transformaciones naturales | ., [ transformaciones naturales
LangF — H - F—HoG ’

natural para todo H : £ — D.

Definicién: Un funtor Lang G con esta propiedad es una extensién de Kan (a
la izquierda) de F respecto a G.

Para Lang F' una extensién de Kan, no es verdad que F' = Lang F o G, pero hay
una transformacién natural

a:F — Lang F oG,

que corresponde a la identidad Lang F' — Lang F' tomando H = Lang F' en la
definicién, y cualquier otra transformacion natural ¢’ : F — HoGpara H: £ — D
factoriza por a de manera 1nica, es decir, 3'b : Lang F — H, o’ = bG o q,

c—X _op
Ja
)
G
G /\
L2/,
Asi Lang F' es “la mejor” factorizacién hasta transformacién natural. Pero hay
otra, dual, que también es “la mejor”:

Definicién: Un funtor Rang F' con una biyeccién

transformaciones naturales ~ transformaciones naturales
H — Rang F' - HoG— F ’

natural para todo H : £ — D, es una extensién de Kan (a la derecha) de F
respecto a G.

También estd definida por su propiedad universal:

Hay una transformacién canénica a : Rang F'o G — F tal que cual-
quier otra transformacién natural o’ : HoG — F factoriza de manera
dnica por a. :

F
ta /D
)
/X

33De hecho, no buscamos un adjunto de verdad — para un adjunto se pedirfa “para todo”
aqui.

c
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2.2.3 Ejemplos de extensiones de Kan

1. Para el funtor G : £ — D tomamos i : H < G, la inclusién de un subgrupo

en un grupo. Recordamos que un grupo es simplemente una categoria con un

~objeto y todo morfismo invertible. Sea D la categorfa de espacios vectoriales
o de grupos abeliano, por ejemplo.

H W D
\%

Un funtor G — D es una representacion V de G, y la composicién con i
es la restriccién W = res§V. Hay una extensién de Kan a la izquierda de
cualquier representacién W : H — D, de hecho Lan; W es la representacién
inducida indg, ya que sabemos

{ G-mapas ind§W — V'} = { H-mapas W —3 res§V }

2. Tomamos C la categoria simplicial, D la categoria de conjuntos simplicia-
les, y € la categoria de espacios topolégicos, por ejemplo. Consideramos la
situacién siguiente:

A€ Yy SimpSet
4 ..

”’
x . /ang o Lana Y

Top

Ejercicio: Existe la extensién de Kan a la izquierda del funtor de Yoneda
-respecto a A; viene dada por el complejo singular.

2.2.4 PFuntores derivados

Volvemos a categorias de modelos, y aplicamos la teoria de extensiones de Kan
respecto a C = HoC a funtores F' : C — D que no necesariamente mandan
equivalencias débiles a isomorfismos. Desafortunadamente hay un conflicto de
notacién entre los categoristas y los algebristas homoldgicos.

Definicién: Sea C una categoria de modelos. La extensién de Kan a la izquierda
(derecha) de un funtor F' : C — D respecto a la localizacién T' : C — HoC se llama
el funtor derivado a la derecha (respectivamente izquierda) de F'.

[RF = Leng F| [LF = Rang F|
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C——"—>D
H

C————D
g%cé{) E‘w i@;,

Si las dos categorias C, D son categorias de modelos, los funtores derivados de
¢ £ D 5 Ho D se llaman los funtores derivados totales.

F F
HdCTHOD qu;—rﬂop

Si existen, son Unicos®.

Teorema: Sea C una categoria de modelos y F' : C — D tal que F(A 4 x ) €s un
isomorfismo para toda cofibracién aciclica f entre objetos cofibrantes. Entonces
F tiene un funtor derivado a la izquierda, con LF(X) = FX para X cofibrante.

Demostracion: (Idea) Aplicar el “reemplazo cofibrante” @ antes de aplicar F.

La condicién sobre F' es suficiente (jejercicio!) para que manda toda equivalencia
débil entre objetos cofibrantes a un isomorfismo, y que F' induce un funtor F’ :
wC. — D. Por tanto la composicién F'Q) induce un funtor en homotopia.

Q

C——7C,

Tl |

HOC'—Z‘F,—*D

, F'Q(ED) C isomorfismos

Hay que comprobar también que la transformacién natural LF o T = F'Q) — F,
dada por las fibraciones aciclicas QX —» X, es universal.
Corolario: Sea F' : C — D un funtor entre categorfas de modelos tal que

F(A 4 x ) es una equivalencia débil para toda cofibracién aciclica f entre ob-
jetos cofibrantes. Entonces F' tiene un funtor derivado total a la izquierda.

c—2>mc,—E>p F'Q(ED) C ED
Tl 1T
HoC o >HoD

Tenemos también el teorema y corolario dual: ‘preservacién’ de fibraciones aciclicas
entre objetos fibrantes es suficiente para garantizar la existencia de funtores deri-
vados a la derecha.

34Hagta isomorfismo natural.
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2.2.5 Adjuntos y equivalencias de categorias de homotopia

Ahora supongamos que C, D son categorias de modelos y que

c D
G

son funtores con F el adjunto a la izquierda de G. Supongamos también que
1) F manda cofibraciones en C a cofibraciones® en D, y
2) G manda fibraciones en D a fibraciones® en C.
Entonces:
NG manda fibraciones aciclicas et D a fibraciones aciclicas en C; y
2') F manda cofibraciones aciclicas en C a cofibraciones aciclicas en D.

[Demostracion: (1) dice que para todo ¢ € Cof en C y todo p € FibN ED en D,
existe una elevacién en el primero de los siguientes diagramas; (1') dice lo mismo
para el segundo diagrama.

FA—X A—GX
4 L4
F(i)l L7 lp il e lG(p)
7/ 7
FB——Y B——GY

Pero como F' y G son adjuntos las existencias de las dos elevaciones son equiva-
lentes, asf que (1) <> (1'). Similarmente, (2) <> (2').]

Pero si F, G verifican (1') y (2') sabemos que existen los funtores derivados totales

LF

am——e S,

HoC HoD.

~——
RG

Proposicién: Sean F, G funtores adjuntos que verifican las propiedades (1) y (2).
Entonces los funtores derivados totales LF, RG también son adjuntos.

La demostracién es una cuestién de que comprobar que, si existe una homotopfa
entre morfismos f,g: FA — X, entonces se puede construir un homotopia entre
los morfismos correspondientes A — GX, y dualmente.

35Y por tanto manda objetos cofibrantes a objetos cofibrantes — como F' es adjunto a la
izquierda, respecta colimites automaticamente; en particular manda el morfismo @ — A en C al
morfismo & = FA en D.

3¢Y por tanto manda objetos fibrantes a objetos fibrantes.
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El gran resultado de esta seccién es el siguiente.

Teorema: Sean F', G funtores adjuntos entre categorias de modelos C, D que
verifican las condiciones (1), (2) como antes, y ademds la condicién:

3) Para todo A cofibrante en C y X fibrante en D, un morfismo f: FA - X
es una equivalencia débil en D si y solamente si el morfismo correspondiente f’ :
A = GX es una equivalencia débil en C.

Entonces los funtores derivados LF, RG dan una equivalencia de categorias de
homotopia,

&

HoC HoD.

g(nz

Demostracidn: (Idea) Queremos ver, por ejemplo, (LF) (RG) X 2 X en HoD
para cada X. En D, esto significa una equivalencia débil FQGRX = X donde
R y @ son los reemplazos fibrantes y cofibrantes. Tenemos una equivalencia débil
QGRX = GRX por definicién de Q, y por la condicién (3) tenemos FQGRX 5
RX al otro lado de la adjuncién. Ademds tenemos X = RX por definicién de R.

2.3 Ejemplos de categorias de modelos

El teorema siguiente no es nada sorprendente. Su demostracién usa un método pa-
ra definir factorizaciones que no vamos a investigar en este seminario, denominado
el argumento de los objetos pequerios.

Teorema: Las categorias de espacios topoldgicos, conjuntos simpliciales y com-
plejos de cadenas de A-mdédulos tienen estructuras de categorias de modelos con
las clases Cof, Fib, ED definidas segin la tabla siguiente.

| | Fib | Cof | ED |
Top de Serre Ty-1S0
SimpSet de Kan inyectivos e
Ca suryectivos en grado > 1 H,-iso

Como hemos visto, s6lo hace falta definir dos de las clases en cada ejemplo; los
vacios en la tabla estdn determinados por las otras clases en la misma fila, y ya
vimos algunas caracterizaciones de ellas en las secciones anteriores.

Los ejemplos Top y SimpSet se relacionan por el teorema siguiente.

Teorema: Hay una equivalencia de categorias entre las categorias de hémotopia
de Top y SimpSet definida por los funtores derivados de la realizacién geométrica
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y el complejo singular.
L|-|
Ho SimpSet 3 Ho Top.
R Sing

Esta equivalencia de categorias ya se conocfa antes del trabajo de Quillen. Pa-
ra ver uno de los ejemplos que le empujé a desarrollar toda la teorfa de las
categorfas de modelos, consideramos las categorias de conjuntos simpliciales n-
reducidos, SimpSet,,, que tiene objetos los conjuntos simpliciales K con K,_; =
... = Ky = {*}. Habitualmente se consideran equivalentes Ho SimpSet; y la cate-
goria de homotopia de espacios topolégicos conexos, y similarmente Ho SimpSet,
para espacios topolégicos simplemente conexos?”. Asf el teorema siguiente [Qui-
llen 1969] da una equivalencia muy explicita entre homotopia racional de espacios
simplemente conexos y dlgebra homoldgica en la categoria DGL,, de dlgebras de
Lie diferencial-graduadas®® L sobre Q con Ly = 0. '

Teorema: Hay una equivalencia de categorias de homotopia
Ho SimpSet, = HoDGL,

Aquf las cofibraciones en SimpSet, son las habituales (las inyecciones) pero las
equivalencias débiles no: son los morfismos que inducen isomorfismos en homologia
racional. En DGL; las fibraciones son las que son suryecciones en grados > 2 y
las equivalencias débiles son las que inducen isomorfismos en homologia.

... Sullivan, més.o menos a la vez pero con técnicas completamente distintas, demostrd

un teorema dual®® con 4lgebras asociativas en lugar de dlgebras de Lie.

2.3.1 Categprias de modelos simpliciales

Sea C una categoria ‘algebraica’®®, como por ejemplo las categorias de upos,
8 g gr

anillos, mddulos sobre un anillo, etcétera. Un particular tendremos un funtor
olvidar U a la categoria de conjuntos, con un adjunto a la izquierda dado por el
funtor libre F:
| T

Set c

—
U

%7 Aunque formalmente la categoria de espacios simplemente conexos no puede teher la estruc-
tura de una categoria.de modelos como en general no tiene ni limites ni colimites. -Por ejemplo,
un pushout de espacios simplemente conexos no es siempre simplemente conexo.

38 ; Esto c6mo se dice en espafiol? **'"

391.as operadas que definen 4lgebras de Lie y 4lgebras asociativas son duales.

40Digamos: una categorfa con los objetos definidos por ‘dlgebra universal’. ' En particular,
.- tenemos nociones de generadores y relaciones de objetos-de C. Y
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De la misma manera que antes hablamos de conjuntos simpliciales, siendo funtores
A — Set o familias de conjuntos K, y aplicaciones d;, s; entre ellos, tenemos
también
Definicién: Un objeto simplicial K en C es un funtor contravariante de A en
c .

K:A® > (C,

o equivalentemente una familia de objetos K, en C, n > 0, y morfismos d; : K,, —
Kpq, 8t K, = K, _; en C para 0 < ¢ < n, tal que se verifiquen las relaciones
simpliciales en C. -

Escribimos sC para la categoria de objetos simpliciales en C (y transformaciones
naturales entre ellos).

Teorema: La categoria sC tiene una estructura de categoria de modelos con
e f es una fibracién en sC <= U(f) es una fibracién en SimpSet,

e f es una equivalencia débil en sSC <= U(f) es una equivalencia débil en
SimpSet. A

Hay una caracterizacién elemental de la clase de cofibraciones determinada por
estos datos: ‘

Proposicién: Un morfismo ¢ : A — B en sC es una cofibracién si y sélo si

1. esuna inyeccién, es decir, para cadan > 0, U(i), : UA, = UB, es inyectiva
como aplicacién de conjuntos,

2. para cada n > 0, hay un isomorfismo natural
A+ FX, = By;

los X,, se consideran como conjuntos de generados libres de dimensién 7, y
tienen que ser estables respecto a las degeneraciones!, es decir, s;z € X4,
paratodoz € X,y 0<1:<n.

Si C es una categoria abeliana??, la estructura de categorfa de modelos dada por
el teorema estd relacionada con la de los complejos de cadenas. Explicitamente,
consideramos M 4 una categoria de A-mddulos, y recordamos el siguiente resultado
clasico:

41No hay ninguna condicién de estabilidad respecto a las caras. Eso suena razonable dado que
en la definicién de cofibracién de complejos de cadenas tampoco habfa ninguna condicién sobre
las 8.

42y chica.
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.. Teorema [Dold—Kan]: El funtor complejo de Moore*® que manda un A-
. médulo simplicial K al complejo de cadenas NK con

n—1
(NK), = [ ker(K, - K,_1), 8 = dulivi).
i=0

define una equivalencia de categorias:
I ERE o
N :sMy—Cy.

Ahora tenemos:

Proposicién: La equivalencia de Dold~Kan preserva las estructuras de categorias
de modelos: un morfismo f de A-mdédulos simpliciales es una equivalencia débil,
una fibracién o una cofibracién si y sélo si N(f) lo es en Cy4.

En el caso que C no es una categoria abeliana, si bien no tenemos una nocién de
complejo de cadenas en C, aiin podemos considerar dlgebra homotépica en sC. Asi
tenemos una suerte de dlgebra homoldgica no abeliana.

Ejemplo: La nocién de tomar una resolucién proyectiva de un A-modulo M € My4
corresponde a tomar un reemplazo cofibrante del complejo de cadenas (M) € Cy,
donde el funtor ¢ : M4 — C4 es simplemente

LM (.2 020M).

Mas generalmente, sea C una categoria para la cual tenemos una estructura de
categoria de modelos en sC aunque quizds no tenemos una nocién de complejos de
cadenas. Entonces lo que juega el papel de la resolucién proyectiva de X € C es el
reemplazo cofibrante en sC del objeto simplicial cx : A°? — C, dado por el funtor
constante en X,

cx = X X X . X _’_‘- X—X
‘ = =" > Sl -—
-

Otra aplicacién fue una deﬁnicién de la cohomologia de André—Quillen. En el
Lecture Notes, Quillen habia dado una definicién bastante general de cohomologia,

" para objetos de una categoria de modelos, y un par de afios después lo usé para

investigar la cohomologia de anillos conmutativos, via la estructura canénica de
categoria de modelos para los anillos conmutativos simpliciales.

43Observamos en particular que el complejo de Moore NK es un subcomplejo de(K,a =
3" +d;); de hecho es un retracto de deformacién.

-
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2.4 “Otras” teorias de homotopia

Después de Quillen, algunos autores han sugerido axiomatizaciones alternativas.
Hay definiciones de teorias de homotopfa por:

H.-J. Baues, K. Brown, M. Grandis, A. Heller, K. Kamps

entre otros. Las criticas mds comunes de la teorfa dé categorias de modelos de
Quillen son:

o A veces es demasiado fuerte pedir, por ejemplo, que existen todos los limites,
colimites, factorizaciones y propiedades de elevacion.

e Se pierde la intuicion geoméirica: hay que saber las equivalencias débiles y
(co)fibraciones antes de empezar. ;jDe dénde vienen?

Miramos algunas de las definiciones alternativas.

2.4.1 Teorias mas débiles

Hay dos autores que han desarrollado teorias que piden béasicamente la mitad de
lo que pide Quillen.

e K. BROWN en 1973, en el articulo Abstract homotopy theory. .., Trans.A.M.S.
186,

e H.-J. BAUES en 1989, en el libro Algebraic Homotopy, Cambridge University
Press.

Segin Baues, por ejemplo, tenemos
Definicién: Una categoria de cofibraciones es (C, Cof, ED) donde Cof, ED son
clases de morfismos de la categoria C tales que :

CO Las clases Cof y ED estdn cerradas bajo composicién y contienen los isomor-
fismos. .

‘dos tercios’ del azioma correspondiente M0 de Quillen

Cl Si f:A—> X,i:A— B son morfismos de C con i € Cof, entonces existe el
pushout siguiente .
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Ademis i € Cof, y si f € ED entonces f también.

no pide la existencia de mngun limite ni de todo colimite, pero incluye pro-
piedades de clausura -

02 Si A L3 B %3 C con gf € ED entonces f € ED < g € ED

igual que el azioma correspondiente M2 de Quillen

C3 Todo morfismo A — C de C factoriza como 4 — B -£3'C con f € Cof y
g€ ED “

comparar el azioma de factorizacién M5(i) de Quillen

C4 Para todo objeto A en C existe un objeto RA y un morfismo i : A — RA
tales que

— 4 € Cof NED, es decir, 7 es una cofibracién aciclica.

— RA es “fibrante”: toda cofibracién aciclica j : RA°—' B tiene una
retraccién r, 7§ =id

RA—S>RA
4

CofnED>j J( -5

'

B

Es decir, todo objeto tiene un “reemplazo fibrante”. Comparar los ariomas
de elevacidn y factorizacion M4 y M5 de Quillen.

2.4.2 Teorias mas “geométricas”

Hay diferentes teorfas, por K. Kamps, por M. Grandis, y por el mismo Baues por
ejemplo, basadas en la idea del “cilindro” como construccién bésica.
Si C una categoria, entonces un cilindro es un funtor I : C - C, X = IX. Por
ejemplo, si C es la categoria de CW-complejos*, el cilindro obvio es X +— [O 1]xX.
Habitualmente se considera un cilindro con una estructura asociada, que viene
dada formalmente por diferentes transformaciones naturales entre sus iteraciones

446i ¢ = SimpSet, o mejor la subcategorfa de conjuntos simpliciales de Kan, entonces el
cilindro serfa I(K) = A[l] x K, o Ex®(A[1] x K). Para complejos de cadenas se usarfa el
producto tensorial, J ® C, como vimos antes.
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I"=1TIo0---01, con unos axiomas intuitivos. Como ya vimos en la introduccién,
es natural considerar:

id¢ :0;’ I (también [n-1 ‘::;) Im)
1 ilr

i io)
I —p>-idc tal que pip = pi; =id
2" tal que m(I’Lo) = m(ZoI) = jop
y m(liy) = m(iI) = idy

en CW: i,(z) = (a,z), o€ {0,1}
p(t,z) ==z, t€0,1]
m(s,t,z) = (min(s,?),z), t€[0,1]
Aqui tenemos un ejemplo natural de un conjunto cibico: para X,Y € C consi-
deramos todas las aplicaciones en Y de las iteraciones del cilindro en X,

Ca(X,Y) = {aplicaciones I"X =Y },

con las “caras” y “degeneraciones” inducidas por composicién con las aplicaciones
I"X —» I"X e I™'X — I™X generadas por 4y € i y por p y m. De hecho
se puede considerar la homotopia de conjuntos ciibicos abstractos de la misma
manera que conjuntos simpliciales; en este contexto “K fibrante” significa poder
“llenar cajas” en K:

g
-~
-
T2 P

Copiando la teoria simplicial, se puede obtener
Teorema: Ho CubSet = HoCW
Volviendo a la estructura del cilindro, también se pueden considerar reversibilidad

y composicién de cilindros, y la simetria del cilindro iterado. Formalmente se
pueden pedir transformaciones naturales

er: I Italquer?=id, rig=14,ypr=p,
e ¢:I = IV Idonde IV I viene definido por el pushout

id—2 T
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de forma grifica: _ -

IX IXVIX

—

e 7:I? = I? que intercambia las dos coordenadas

Iiy i

s T
iol J? i ——— Tig J? i
Ve

Iig ipl

Grandis pide, ademi4s, el colapso lenticular £: I? — I?

Ii; iploliy

// Z

iol |/ J2 1ii] ————> i3p I? i?p

Iy TIigoiy I

Baues relaciona explicitamente el cilindro con las cofibraciones. En particular,
para i : A — B una cofibracién en C, le interesa el cilindro relativo A — I,B
formado por el pushout

IA—2>IB

(R

A—14B.

Definicién: [Baues] Una I-categoria es (C, Cof, I, @) donde C es una categoria
con objeto inicial &, Cof es una clase de cofibraciones y I : C -+ C es un funtor
cilindro con la estructura ig,%; : id = I, p: I — id, t : I? — I?, tal que se
verifiquen los axiomas siguientes: |

10 Cof estd cerrada bajo composicién y contiene los isomorfismos y los morfismos
canénicos @ — A [es decir: todo objeto es cofibrante]
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I1 Sif:A— X,i:A— B son morfismos de C con ¢ una cofibracién, entonces
existe el pushout

1
A B
f I'f
v
X - >XUAB

y el morfismo 7 también es una cofibracién [comparar C1]
12 I1(@) = @, I(pushout) = pushout*®

I3 Las cofibraciones tienen la propiedad de extensién de homotopias

i
A Cof B

Graficamente esto se representa por:

IAV B

45y ;I(Cof) C Cof?
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I4 Para toda cofibracién i : A — B en C, el morfismo 7 : BV.JAV B — IB
también es una cofibracién, donde #' es el morfismo candnico definido por el
pushout*® siguiente.

AuA—* -~ BUB

(d0,i1)

o

graficamente:
BVIAVBEB IB

Las I-categorias se pueden pensar como ejemplos geométricos de categorias de
cofibraciones. oo

Proposicién: Sea (C,Cof,I) una I-categoria, y sea ED la clase de morfismos
definida por las equivalencias homotépicas respecto al cilindro I,

ED = {f:A—)BIEg:AB—}A,h:IA—)A,k:IB—)B, h:gf~ida, k: fg~idg }.
Entonces (C, Cof, ED) es una categoria de cofibraciones.

Para mds detalles, ejemplos y cdlculos, véase el libro [Baues 1989], y también
[Baues 1991).

2.4.3 Teorias simpliciales

Otra manera de formalizar la teoria de homotopia es usar categorfas enriquecidas
para aplicar la teoria simplicial en situaciones mds generales.

Sea £ una categoria con productos cartesianos, o mds generalmente con una nocién
de producto tensorial. Entonces una categoria C es enriquecida sobre £ si

46Este pushout existe en C por I1, ya que AUA — BU B es una, cofibracién — factoriza como
AUA = AUB — BUB y estos morfismos se pueden escribir como los pushouts de 4 — AU A,
A — AUB yla cofibracién i : A = B.
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e para X,Y € ObC la coleccién de morfismos C(X,Y) tiene la estructura de
un objeto de £,

e la composicién en C respecta la estructura, es decir, las aplicaciones
C(X,Y)®C(Y, Z) = C(X,Y)

son morfismos en £.

Ejemplos:

1. Una categorfa adltlva C es una categoria enriquecida sobre la categoria de
grupos abehanos, con @ = ®z. Asi cada C(X,Y) es un grupo abeliano y
composicién es una aplicacién bilineal.

2. Si C es una categoria con un cilindro I y estructura g, 41, p, m entonces C se
puede enriquecer sobre la categoria de conjuntos ctbicos. El conjunto cibico
de morfismos de X en Y es Ca(X,Y) = {I"X — Y},>0, ¥ la composicién

(my 5 2)0(rx 4 Y) - (I" m x 2074 Z)

respecta las operaciones ciibicas.

3. La categoria de categorias pequefias est4 enriquecida sobre si misma?": pa-
ra C, D categorias, sea Cat(C,D) la categoria de funtores F : C —» D y
transformaciones naturales entre ellos.

La situacidén mds importante para nosotros en esta seccién es la siguiente:

Definicién: Una categorfa simplicialmente enriquecida’® es una categorfa
enriquecida sobre la categoria de conjuntos simpliciales. Un funtor F': C — D entre
categorias simplicialmente enriquecidas es un funtor simplicial si las aplicaciones
C(X,Y) —» D(FX, FY) son aplicaciones simpliciales.

Ejemplos: Las categorias Cat, Top y SimpSet misma, son categorias simplicial-
mente enriquecidas.

¢ El conjunto simplicial Cat(C, D) es el nervio de la categoria de funtores y
natural transformaciones que acabamos de considerar.

47Cat es una 2-categoria.
48Decir simplemente ‘una categoria simplicial’ puede ser ambiguo.
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¢ El conjunto simplicial Top(X,Y") es el complejo simplicial singular del espa-
cio de aplicaciones YX. En particular,

Top(X,Y), = {A"=2Y*} = {A"xX Y}

e Similarmente para K, L conjuntos simpliciales tenemos un conjunto simpli-
cial SimpSet(K, L) con

SimpSet(K,L), = {An]—=L¥} = {An]xK—=L}

La utilidad de esta nocién es que podemos usar la homotopia ‘clasica’ de conjuntos
simpliciales para definir homotopia en cualquier categoria simplicialmente enrique-
cida. Decimos, por ejemplo, que dos ‘0-morfismos’ son hométopos, f 2 g: X =Y
en C, si existe un 1-morfismo h € C(X,Y); con dih = f, doh = g € C(X,Y)o. Po-
demos definir la categoria de homotopia de C tomando componentes conexos de
los conjuntos simpliciales de morfismos:

HoC(X,Y) = mC(X,Y).

Este ejemplo ilustra muy bien cudnta informacién estamos perdiendo cuando pa-
samos a la categorfa de homotopia. Por esta razén algunos autores trabajan con
categorias s1mphc]almente enriquecidas en vez de la categoria de homotopia. Este
lenguaje funciona mejor®® cuando la categoria C es localmente de Kan, es decir,
cuando cada conjunto simplicial C(X,Y) es ﬁbrante Esto es cierto para Top pero
no para Cat. :

Definicién: Un tensor en una categoria simplicialmente enriquecida es un funtor
(simplicial) ® : SimpSet x C — C, (K, A) — K ® A, tal que para cada conjunto
simplicial K y objetos A, B € C hay una biyeccién natural

C(K ® A,B) = SimpSet(K,C(4,B))

En particular, se puede pensar en la construccién A[1] ® A como en cilindro en la
categoria C. Véanse articulos de Cordier, Kamps y Porter para mds aplicaciones
y detalles.

Ejemplo: Para C = CW la categoria de CW-complejos, tenemos un-buen tensor
definido por el producto con la realizacién geométrica

K®X = |K|xX

49, Por razones que ya les serén obvias!
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3 Algebra homotépica de diagramas

3.1 (Co)limites homotépicos

Sea C una categoria con una nocién de equivalencia débil o equivalencia ho-
motépica. Hemos visto en la primera sesién que, aunque C tenga limites y colimites,

en general no se comportan bien en homotopia. En general, diagramas homotépicament
equivalentes no tienen (co)limites equivalentes

Ejemplo: coﬁbra( ;al) Spushout( .<_'C-—_>|)

3

cofibra( ——.) =pushout(»e—7H7 —>) &

~

~ ~

<——-

Con la experiencia de las secciones anteriores, pensamos: “aunque el funtor pushout
no manda diagramas equivalentes a objetos equivalentes, quizés tendrs un funtor
derivado que tenga sentido en homotopia”. Conjeturamos que (co)limites tendrdn
sentido después de reemplazar el diagrama por uno (co)fibrante, de la misma ma-
nera que Quillen define los funtores derivados LF = F'()Q. Estas construcciones
nuevas se llamardn (co)limites homotépicas; son andlogas de li_r)n" y lEn" en

dlgebra homoldgica.

3.1.1 Definiciones

Para ser més precisos, necesitaremos definiciones de la nocién de equivalencia de
diagramas y del reemplazo (co)fibrante. Recordamos primero qué es un (co)limite.
En el caso del pushout, la propiedad universal habitualmente se expresa por el
diagrama

Es decir, hay una correspondencia candnica entre morfismos f : P — A, del
pushout en cualquier objeto A, y morfismos (fx, fv, fz) en el diagrama

Y—X—>27

W ow| e

Ald AidA
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Escribiendo D para la categoria®® Q < & — O,y F : D — C para el diagrama

(Z + X = Y), y ca para el diagrama ‘constante’A 248 A, podemos expresar
lo anterior como una biyeccién natural

{morfismos en C de pushout(F) en A} = { transformaciones naturales F' — c4 }

En general, tenemos las 51gu1entes deﬁmcmnes formales:

Sea D una categoria. Entonces un’ diagrama en C de la forma D es un fun-
tor F : D — C. Escribimos Diag(D,€) o-CP para la categorfa de diagramas y
transformaciones naturales entre ellos. El diagrama constante define un funtor
c:C — CP, Aws ca. El colimite (lfmite), si existe, de diagramas de la forma D
es un funtor adjunto a la izquierda (respectivamente, a la derecha) de éste.

colim

3.1.2 Formulacién en una categorfa de modelos

Si C es una categorfa de modelos®, digamos que dos diagramas F,F' : D — C
son equivalentes si existe una transformacién natural ¢ : FF — F' con a4 :
Fd — F'd una equivalencia para cada objeto d en D. Con una condicién técnica
sobre el tamaifio de D, se puede dar una definicién similar de (co)fibraciones entre
diagramas.’

Teorema: Sea C una categoria de modelos de Quillen y D una categoria de
dimensidn finita®®. Entonces C° también tiene una estructura de una categorfa de
modelos con

eED = {a:F > F'|VdeD,a4:Fd— F'd €¢EDenC }

oFib = {a:F—F'|VdeD, ag:Fd— F'd €FibenC }

_y Cof la clase definida por la propiedad de extensién respecto a Fib N ED.

50;Muy chica!

510 cualquier categorfa con una nocién de.equivalencias débiles o homotépicas

52Fs decir? existe una, cota superior para la longitud n de una cadena de morfismos dy = d; —
ceady_y Bd,en D con todo iy # id. En otras palabras, dim | Ner D| < oo.
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3.1.3 Observaciones

1. En la categorfa de modelos CP definida por el teorema, el reemplazo fibrante

RF de un diagrama F' viene dado simplemente por un reemplazo fibrante

natural de cada objeto en el diagrama. El reemplazo cofibrante QF es més

complicado; no tenemos ninguna descripcién elemental de las cofibraciones
de diagramas.

. El teorema nos indica inmediatamente cémo tomar el colimite homotépica de

un diagrama. El funtor ‘diagrama constante’ ¢ manda fibraciones y equiva-
lencias débiles en C a fibraciones y equivalencias débiles en C?, por definicién.
De la misma manera que hace unas semanas, tenemos funtores adjuntos c y
colim tales que ¢(Fib N ED) C ED y colim(Cof N ED) C ED®, y por tanto:
existen los funtores derivados totales, y atin son adjuntos.

Lcolim

T D hocolimF' & Lcolim F
H°C\HT/H°(C ) & colim(QF)

Observamos que Ho(CP) % (HoC)? y por tanto este diagrama no dice que
colimites homotdpicos son colimites en la categoria de homotopia. De hecho
HoC no tiene colimites, para C = Top, por ejemplo.

. Para definir el limite homotépico holim no podemos usar la categoria de
‘modelos del teorema, ya que lim es el adjunto de c al ‘otro lado’. Hay un

teorema dual que nos sirve: CP tiene otra estructura de categoria de modelos
en la cual:

e ED y Cof se definen para cada objeto del diagrama, y
e Fib viene definida automdticamente por éstas.

Ahora ¢ manda cofibraciones aciclicas a equivalencias débiles y** lim, su
adjunto a la derecha, manda fibraciones aciclicas a equivalencias débiles.
Aplicando el mismo argumento que antes, existen el funtor derivado total L¢
y su adjunto Rlim, y ahora se usan los reemplazos fibrantes®® de diagramas
para los limites homotépicos.

Le
N holim# & Rlim F
Hoc _Ho(C%), > lim(RF)
Rlim

53Por las propiedades mégicas de adjuntos sabemos esto jsin saber qué son las cofibraciones
acfclicas!

54Por el ya habitual general nonsense de adjunciones. ..

55Los que ahora no tienen definicién elemental.
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3.2 Construccién explicita de (co)limites homotépicos

La existencia de estructuras de modelos de Quillen para CP es un teorema bastante
fuerte — pero para definir (co)limites homotépicos nos interesa mds tener una
buena nocién de reemplazos (co)fibrantes. Dado un mapa f : A — B, por ejemplo,

la cofibra homotépica de f es el pushout homotdpico del diagrama (x +— A 4 B),y
para calcularla hace falta primero cambiar el diagrama en un diagrama cofibrante:

CA<~— A—>I;A=TAU, B

TF

Entonces el pushout homotépico eé el pushout habitual del nuevo diagrama, (CA +
A — I;A); en este caso obtenemos CAU,4 I;A =~ CA el cono en la aplicacién f.

Buscamos una mdaquina para hacer este tipo de construccién en general. Es decir,
queremos una manera explicita y funtorial de asignarle a cada diagrama F' : D — C
un diagrama’ cofibrante (o fibrante) y asf podemos calcular ficilmente colimites
(respectivamente, limites) homotdpicos.

3.2.1 Construccién en Cat

En algunas situaciones especificas ya hay definiciones conocidas de colimites ho-
motdpicos. Para C = Cat, la categoria de categorias pequeiias, Thomason puso
una estructura de categorias de modelos en C pero ademds defini6 colimites ho-
motépicos explicitamente por

. hocolim"(D £, Cat) = FxD.

-‘Aqui F x D es una construccién de Grothendieck (y también de Ehresmann)
“‘en el funtor F. La categorfa F' % D es una suerte de producto semidirecto® y
la imagen de F: tiene objetos los pares (d € Ob(D),z € Ob(Fd)), y morfismos
(d,z) = (d', ') dados por pares de morfismos (d = d', F'(i)(z) 4 z') en D x F(d').
La composici6én es similarmente ‘torcida’: viene definida por (¢, f') o (3, f) = (¢ o

i, f' o F(i')(f))-

58Si D es un grupo, es decir, sélo tiene un objeto * y todos los morfismos son invertibles, y
el funtor F : D — Cat manda * a otro grupo G, entonces tenemos simplemente una accién del
grupo D en el grupo G y hocolim(F) = F x D es precisamente el producto semidirecto G x D.




72 Algebra Homotdpica 20 Julio 1999

3.2.2 Construccién simplicial

En 1972 Bousfield y Kan definieron una nocién explicita de colimite homotépico
en la categoria de conjuntos simpliciales, y en 1973 Vogt introdujo una nocién de
hocolim en Top. No daremos los detalles porque ambas definiciones se pueden ver
como casos particulares de una construccién general que veremos ahora.

Definicién: Sea C una categoria simplicialmente enriguecida con un tensor. En-
tonces el colimite homotdpico de un diagrama en C viene definido por el coend®”

hocolim (D -5 €)= f ’ Ner(d/D) ® F(d)

La notacién d/D, para d € Ob(D), significa la categoria con objetos los morfismos
d = dg en D, con morfismos f : i — j dado por tridngulos conmutativos en C de

la forma.
d
SN
dg—1

Asi el nervio Ner(d/D) tiene n-simplices dados por diagramas

d

bty —>dy— - > -2 d,

El coend de la coleccién de objetos Ner(d/D) ® F(d) se puede expresar como
la ‘unién’ de ellos con identificaciones cuando d cambia. Para cada morfismo
i :d — d en D tenemos morfismos inducidos i* : Ner(d'/D) — Ner(d/D), i, :
F(d) = F(d'), y el coend se puede expresar. por ‘generadores y relaciones’:

fd Ner(d/D) @ F(d) = HNer(d/D) ® F(d) / ('a®z ~a®i.z)
oo d

o més formalmente por un ‘coigualizador’:

[[Nert@/D) @ Pl0) L2 TNex@/D) @ F@ - - - [*Nesta/) 0 F()

iid—d’

57; Cofin?
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Se puede escribir una férmula general similar para el reemplazo cofibrante™:

Definicién: Sea F': D — C un funtor en una categoria C simplicialmente enri-
quecida con un tensor. Entonces el reemplazo cofibrante del diagrama F' es el
funtor QF : D — C definido por

d
@F)e) = [ Net(d/D/e) @ Fld) (1)

Aqui Ner(d/D/e) es el nervio de la categorfa con objetos los pares de morfismos
d — dy — e con dy cualquier objeto de D, y con morfismos dados por los morfismos
do — d; en D tales que los rombos obvios conmutan; los n-simplices en este nervio
vienen dados por diagramas conmutativos de la forma

A

dyE—>d—>dy— >~ —2d,

\\J/

€

Ejercicio: Comprobar que hocolim(F) = colim(QF) con estas definiciones.

3.3 Ejemplos
3.3.1 Pushout homotépico

Sean D la categorfa dy + dg — di y F : D — CW el diagrama (Z & X & v).

Vamos & calcular el reemplazo cofibrante dado por la férmula e — f * Ner(d/D/e)®
F(d). :

e =dp: El nervio Ner(d/D/d,) es vacio si d # do, y Ner(do/D/dp) es simplemente
un punto. Por tanto tenemos

e = dy: El nervio Ner(d/D/d,) es vacio para d = d; y es el punto A[0] para d = d;.

585e puede dualizar todo para definir reemplazos fibrantes y fmites homotépicos si € tiene un
cotensor.
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En cambio, Ner(do/D/d;) es el intervalo A[1]. Por tanto
d
dp ~ f Ner(d/D/d1)®F(d) = (A[l]® F(do) UA[0]® F(di) UD ® F(dy)

Es decir, d; se manda a la amalgamacién [0,1] x X Ux Y 2 I;X.
e = dp: Similar: se manda a la amalgamacién [0,1] x X Ux Z = [, X.

Ast que el reemplazo cofibrante dado por el coend es precisamente [ X + X <
I;:X,y por tanto el pushout homotdépico se puede identificar con el cilindro doble®

de (£, 9).

3.3.2 El telescopio

Consideramos el colimite homotépico de una torre de inclusiones
. fi fz f3
hocolim (Xo DX i Xg 2 Xz — ) .

Méds formalmente, consideramos un funtor F : N + CW, F(n) = X,,. Queremos
calcular el reemplazo cofibrante QF : N - CW y entonces hocolim(F) serd
colim(QF). Es obvio en esta situacién que Ner(m/N/n) & Aln — m] para n > m
y vacio para n < m. Los primeros términos son

(QF)o=Xo, (QF)1=A%XoUX;/=~, (QF)2=A2xX,UAXX,UX;/ ~

Figura 19: Los ‘primeros términos’ del telescopio.

59Como vimos hace un par de meses.
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Tenemos por ejemplo (QF); = I hO que se incluye como una ‘cara’ de (QF)2 =
A? x Xo Lx, Iy, X1.
El término general es
QF), ="|JA"™ x Xp
m=0
Hay inclusiones naturales entre estos espacios, y su unién es el colimite homotdpico.

3.3.3 Diagramas triviales y constarntes

En el ejemplo anterior si tenemos X, = * ‘para todo n entonces el telescopio es
simplemente el colimite de los simplices A®. En general podemos considerar el
diagrama trivial D — CW, d ~ x, para cualquier D. Aunque el funtor sea
trivial, hay también informacién en la ‘forma’ D del diagrama, y tenemos

hocolim (D N CW) ~ |Ner(D)|

Un ejemplo cldsico de esta construccién trivial es el espacio clasificador de un
grupo discreto G. Si G se considera como una categoria con sélo un objeto y todo
morfismo invertible, entonces aplicando la construccién anterior obtenemos

hocolim (G—“—)CW) ~ |Nex(G)] & BG

BG es un CW-complejo (de dimensién infinita) con mBG £ G con todos los
grupos de homotopia superiores. triviales; es decir, es un K(G,1).

3.3.4 La construccuSn de Borel

Mis generalmente, sean G un grupo dlscreto y F : G - CW cualquier funtor, y
escribimos X para el CW-complejo F'(x) donde * es el objeto de la ‘categoria’ G.
De hecho, la funtorialidad dice precisamente que G actia en X, o sea, que X es
un G-CW-complejo. El colimite homotépico del funtor F' se puede identificar con
la construccién de Borel:

hocolim (G N cw) & EGxeX

3.4 Diagramas conmutativos hasta homotopia

Vimos en las primeras clases que el diagrarﬁa dado por el el cilindro doble

x 2ty

o

ZL—>-If,gX
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no conmuta, pero es homotdpicamente conmutativo — en este caso hay una ho-
motopia obvia X — Iz X entre las dos composiciones. Tampoco seria tan ex-
trafio suponer que. se podria extender nuestra construccién explicita del funtor
hocolimC? -3.C a;diagramas conmutativos sélo hasta homotopia.

Dos situsciones en que esta idea tiene aplicacién son las siguientes.

1. H-espacios. Son espacios X con una multiplicacién m : X2 — X continua y
homotépicamente asociativa.

X3 1xm X2

; mxll = lm SR R

X2 X

2. ‘Cohomologia de Cech. Sea X un espacio compacto y consideramos la cate-
goria D:-de recubrimientos de X"y sus refinamientos. Es decir, consideramos
la categoria D con objetos los recubrimientos de X,

a = { U, abiertos en X, con ~'LJU,- =X},
y con un morfismo o — S si (y solamente si) B refine Q,
VVep,dU€a con VCU.

Ahora para cada objeto o de esta categoria D tenemos un conjunto simplicial
Nx () definido®® en cada dimensién por

Nx(@)n = {(Up,Uy,Us,...,U) | U; abierto para toda j, y nt #0 }

con las caras y degeneraciones definidas quitando o repitiendo algin U;.
;,Cémo se define Nx en los:morfismos o — B7 Si 8 refina «, se puede
mandar

(Vi,...,Vn) — (Ula---,Un):

donde V; € B y U; € o tales que V; C U; para cada j.

El probleniéf con esta definicién es que hemos elegido un U; para cada V.
No hay ninguna garantia que esto se puede hacer funtorialmente, para que

60F] conjunto simplicial Nx(a) se llama a veces el nervio del recubrimiento aunque no es el
nervio en el sentido que usamos antes.
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Nx(8 — a) o Nx(y = B) = Nx(y — «) si v refina § que refina o, por
ejemplo.

No obstante, siempre hay una homotopia Nx(f — «) ¢ Nx(y — f) ~
Nx(v — «) en estas circunstancias. En dimensi6én cero, por ejemplo, si los
dos funtores mandan (W) € Nx(v)o a U, U’ respectivamente en Nx (),
entonces tenemos® una homotopia (U,U") € Nx(«), entre ellos.

3.4.1 Diagramas homotépicamente coherentes

Para capturar la definicién de un diagrama homotdpicamente conmutativo, no
sélo consideramos los objetos y morfismos en el diagrama con homotopias entre
las diferentes composiciones, sino también con homotopias superiores entre las
diferentes composiciones de ésas, etcétera. Vamos a ver cémo parece:

Para que F' : D — C sea un diagrama homotdpicamente conmutativo queremos

e Para cada objeto d € D, un objeto Fd € C, y para cada morfismo (a : d —
d') € D, un morfismo (Fa : Fd — Fd') € C, como para un funtor habitual.

e Para morfismos dj N dy 2 dy en D, tenemos una homotopia F(b)F(a) ~
F(ba), dada por ejemplo por IFdy — Fd, si C es una categoria con cilindro.

b ,
e Para morfismos dy — d; — dy —> ds en D, tenemos homotopias

F(c)Fib)F(a)—":'—»F(cb)lF(a) @)
" F(c)F(ba) —=—> F'(cha)

y queremos que las dos homotopias F'(c)F'(b)F(a) ~ F(cba) sean hométopas,
por una homotopia doble I2Fdy, — Fds en C.

e En general, dada una cadena de morfismos dy —= dy — -+ — d, en D,
queremos homotopias superiores F(ay,...,a,) : " 'Fdy — Fd, en C, con
bordes las composiciones de las homotopias de niveles anteriores:

In—deo _M In"r_le,_ In—deO -
igr)[ lF(ar+ly---1an) . iﬁr)y F(“lv"'aar+§f yenlin)
-1 - -1 -
I""Fdo— (81,8n) Fdy, " Fdy F(ay5.,0n) Fdy

Yaque UNU' D2 W # 2.
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Esta es esencialmente la definicién de un diagrama homotdpicamente conmutativo
de Vogt y Boardman~-Vogt (1973).

3.4.2 Transformaciones naturales coherentes "

Si no esperamos que los diagramas F' : D — C sean estrictamente conmutativos,
tampoco necesitamos que las transformaciones o : F — F' sean estrictamente
naturales, sino sélo hasta homotopias (y homotopias superiores entre ellas, por
supuesto).. o

Fd—2% Fg

adl ~ lad'

F'd—> F'd

Ejemplo: Consideramos dos diagramas F, F' en Top dados por (X 4, Y)y (X' TN
Y’). Entonces para una transformacién ‘homotdépicamente natural’ entre ellas,

x—t.y

o b |

X,T’Y,

tomamos el cilindro en X y pedimos una homotopia h: IX — Y' entre o/f y f'c.
Equivalentemente, tomamos el cilindro de la aplicacién f y pedimos una aplicacién
k:I;X —Y' tal que el diagrama siguiente conmute

X%Ifx

‘o

X' ——Y

Observamos que esto es precisamente una transformacién natural QF — F' donde

QF es el reemplazo cofibrante del diagrama F' que en este caso es (X — I;X).

Parece razonable conjeturar que la cosa funciona asi en general; para definir trans-

formaciones entre diagramas homotdpicamente conmutativos sélo nos hace falta
extender la nocién de reemplazo cofibrante a éstos. '

3.5 Formulaciéon simplicial

Sea C una categoria simplicialmente enriquecida; hemos visto que entonces tenemos
una nocién de homotopia en C de la misma manera que en SimpSet.
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Si D es una categoria cualquiera, la nocién de diagrama homot4picamente conmu-
tativo D — C se expresa en términos de funtores simpliciales SI* — C donde SD
es una suerte de resolucién simplicial de D. La definicién formal es la siguiente:

Definicién: SD es la categoria simplicial definida por la coménada ‘libre/olvidar’
entre Cat y la categoria de grafos. Es decir, SD es la categoria simplicialmente
enriquecida con

n+1 veces
-

S8D(d,d"), = 'cadenasde...... cadenas de morfismos de d a d’ en D

y caras definidas por composicién (o concatenacién) de una cadena (de cadenas)
de morfismos. '

Ejemplo: Si D = (do LI di LN dy — da) entonces SD(dy,ds) es el conjunto
simplicial con dos 2-simplices no degenerados,

o = (((¢,b), (a)))
T = (((C), (baa)))

que tienen las caras y vértices siguientes:

(C, b, G) ((c;b),(a)) (Cb, a) (3)
g

{(c),(b:a)) ((e;hya)) ((cb,a))

(c, ba)

((erba)) (cha)

Observamos que tomando my del conjunto simplicial SD(d, €) da exactamente el
conjunto D(d, e); es decir,

WQSD > D.

Proposicién/definicién: Un diagrama homotépicamente coherente D — C
en una categoria simplicialmente enriquecida C es precisamente un funtor simplicial
SD —C.

Aplicando un funtor simplicial F' al dia,gramé, (3), por ejemplo, obtenemos el dia-
grama homotépicamente conmutativo (2).
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3.5.1 Colihlites y reemplazos cofibrantes

Supongamos que C es una categoria simplicialmente enriquecida con un tensor
K ®C. Se puede extender 1a construccion del reemplazo cofibrante a funtores sim-
pliciales F' : D — C, y en particular a diagramas homotdpicamente conmutativos
F:8D—C.

Primero, se generaliza la férmula (1):

Definicién: El reemplazo cofibrante de un funtor simplicial F': D — C es el
funtor QF : D — C definido por el coend simplicial

(QF)(e / X(d,e) ® F(d)

Aqui X (d, e) es el caso enriquecido del con_]unto 31mphc1a.l Ner(d/ D/ e) que usamos
antes,

X@den = |J P do)n % D(do, d)n X ++* X D(dp,€)n.
doyeensn -

Las aplicaciones canénicas [[ X (d,e) ® Fd — Fe inducen una equivalencia débil
QF =5 F entre F' y su reemplazo cofibrante.

Definicién: El colimite homotdpico de un funtor s1mphc1al F:D—Cesel
colimite de su reemplazo cofibrante. : ST

hocolim (D 5 €) = colim (D L) = f “x(@ e f(d),_

donde X (d) es el conjunto simplicial con

X(d)n = U D(d, dO)n X D(do, dl)n X X D(dn—l,dn)n .'

do,..-yin

3.5.2 Transformaciones y la categoria Coh(D,C)

Proposicién/definicién: Una transformacién coherente ¢ : F' — F’ entre
funtores simpliciales®? F, F' : D — C es precisamente una transformacién natural
a: QF — F' del reemplazo cofibrante de F.

En particular tenemos una manera de entender la categoria de homotopia de la
categoria de diagramas Ho (CP).

820 en particular entre diagramas homotépicamente coherentes F,F’ : SD — C.



20 Julio 1999 Algebra Homotdpica 81

Definicién Sea D una categoria chica y C una categoria simplicialmente enriqueci-
da®. Entonces la categoria de diagramas coherentes Coh(D, C) es la categoria
con objetos los diagramas homotépicamente coherentes de D en € y morfismos las
clases de homotopia de transformaciones coherentes.

El teorema siguiente fue demostrado en [Vogt 1973] para diagramas de espacios
topoldgicos, y en general en [Cordier—Porter 1983]

Teorema: Hay una equivalencia de categorias

Coh(D,C) = Ho (c?) -

4 Modelos algebraicos para la homotopia

Clasificacion hasta homotopia de espacios y aplicaciones entre ellos por invarian-
tes algebraicos es un problema dificil®. En esta seccién consideramos algunos
sub-problemas mds faciles, pero alin con la intencién de poder hacer todo algiin
dia. Veremos muchas estructuras nuevas algebraicas, generalizaciones de grupos,
intimamente relacionados con la homotopia de espacios.

4.1 Modelos para n-tipos

Como prlmera aproximacién, podemos considerar espacios con sélo un nimero
finito de grupos de homotopia no triviales. Esto serd la situacién, por ejemplo,
para los CW-coinplejos de dimensién finita, pero también para X = BG = |Ner G|,
el espacio clasificador de un grupo, que tiene dimensién infinita pero m; X = 0 para
i > 2. Mé4s generalmente podemos considerar todos los espacios, pero hasta una
relacién de equivalencia mucho mds débil que equivalencia homotépicas:

Definicién: Una aplicacién f : X — Y es una n-equivalencia, X ~y, Y si
mi(f) ;X — m;Y es un isomorfismo para todo 0 <i < n (y todo punto base)

Las clases de equivalencia de espacios respecto a la relacién (generada por) ~y, se
llaman n-tipos.

Escribimos Ho,, para la categoria de homotopia de espacios respecto a las n-
equivalencias.

Nuestro problema es encontrar buenos modelos algebraicos para Ho, para cada
n. Para n = 0,1 ya sabemos la solucidn:

83Y localmente de Kan.
64Segiin un resultado de Peter Freyd, es imposible.
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411 n=90

Este caso es ficil: los O-tipos estén clasificados por el niimero de componentes co-
nexos. El funtor 7y induce una equivalencia de categonal.s entre Hop y la categoria
de conjuntos,

Hoy, = Set

La equivalencia inversa es considerar un conjunto como un espacio discreto.

412 n=1

Los 1-tipos estdn clasificadas por el grupo fundamental, o0 mejor dicho el grupoide
fundamental para espacios no necesariamente arco-conexos. Hay una equivalencia
de categorias

Ho, & Grpd

donde la inversa viene definida por el espacio clasificador, G = BG = | Ner(G)|.

4.2 n=2: m6dulos cruzados

Definicién: Un mdédulo cruzado es un par de grupos M, P con una accién de
P en M que escribimos (m, p) — mP y un homomorfismo

O0:M—-P
tales que
CM1 8(m?) =p~'dmm paratodom e M,p€ P,
CM2 m® = m/~'mm’ para todo m,m’' € M.
4.2.1 Ejemplos

1. Si @ = 0 entonces M es abeliano, por CM2. Es decir, M es un P—médulo en
.l sentido clésico.

2. Si M es un subgrupo normal de un grupo P, entonces la inclusién M — P
es un médulo cruzado con la accién de P en M dada por conjugacién.

3. Sea M un grupo y Aut(M) su grupo de automorfismos. Entonces M A
Aut(M) es un médulo cruzado donde d(m) € Aut(M) es conjugacién por
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4.2.2 El mdédulo cruzado fundamental

Sea A L X una aplicacidén entre espacios conexos con punto base, y consideramos

la factorizacién A 3 A £ X donde F es una fibracién. Sea Fy =7 () C 4 la
fibra homotépica.

Ejercicio: mA = m A actiia sobre mFy y mF; — mA es un médulo cruzado.

El interés para la clasificacién de n-tipos viene si suponemos que:

F¢ es arco-conezo y woA es trivial.

Entonces tenemos la sucesién exacta
7['2A= 1 — mX — 7I'1Ff —8-) mA — mX — 1 =7I'0Ff

En particular, ker 0 & m X y cokerd & m X. As{ el médulo cruzado fundamental
contiene toda la informacién sobre el 2-tipo de X.

Si A <y X es la inclusién del 1-esqueleto de un CW-complejo, entonces®® m Fy =
Uy (X y A) .

Definicién: [J.H.C. Whitehead] 0 : m(X,A) — mA es el médulo cruzado
fundamental del par (X, A).

Decimos que un morfismo (M — P) — (M' — P') de médulos cruzados es una
equivalencia si induce isomorfismos entre los niicleos y los coniicleos.

ker 0 M-2-p > cokerd

N

ker @ — M' —> P —cokerd’

Teorema: [Mac Lane-Whitehead, 1950]° Hay una equivalencia de categorias
H02 = CM/ ~

entre 2-tipos de homotopia y clases de equivalencia de médulos cruzados.

Se puede generalizar esto a dimensiones superiores, pero los axiomas para un “n-
mdédulo cruzado” son bastante complicados. Consideramos primero una algebra
diferente — pero equivalente.

85Recordamos que la fibra homotépica Fy ~ {7 € PX |y = *,7 € A } en esta situacién.
66 Aquf tenemos que consider_ar s6lo espacios arco-conexos, o alternativamente hacemos la tra-
duccién obvia de la teoria en el lenguaje de mddulos cruzados de grupoides.: '~
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4.2.3 Cat'-grupos

Sea G un grupo enriquecido en Cat. Es decir, G = G(e,€) es a la vez un grupo
y una categoria. Recordamos que un conjunto con dos estructuras de grupos
era simplemente un grupo abeliano; aqui también hay un poco de simplificacién
posible.

Sea H C G el subgrupo de las identidades®” de la categorfa, y 8°,8' : G - H
los homomorfismos que dicen donde empiezan y terminan los morfismos. Asi cada
a € G se considera como una flecha 8% — 8'a respecto a la estructura de la
categoria. '

Lema:

1. La composicién en la categoria estd determinada por la estructura del grupo
y por 8°,0",

2. La categoria es autométicamente un grupoide,

3. Elementos de ker 8° y de ker 8! conmutan en el grupo,

[ker 8°, ker 0']

Demostracién: Consideramos la composicién g 2yh-"skenla categoria. Usan-
do la compatlbﬂldad de las estructuras, la composicién se puede expresar

A\ _ /\/h-\/\

- /a\h—_l/_b\

\_/ \__/
donde la multiplicacién en el grupo se representa por composicién horizontal y la

composicién en la categoria por composicién vertical. Traduciéndolo en notacién
més habitual, tenemos

boa = (bh'h)o(hh™'a) = (boh)(h'oh })(hob) = bh7la

Asi tenemos (1). Para (2), construimos los inversos: tenemos (ga~'h) o a igual a
(la identidad en) g, y al revés para el inverso al otro lado. Para (3), modificamos
un poco el diagrama anterior y obtenemos bh~'a = b o a = ah™'b, por tanto si
8'a = 8°b = h es trivial entonces ba = ab.

Definicién: Un Catl-grupo es un grupo G con un subgrupo H y endomorfismos
8%, 0' : G — G tales que

570 ‘los objetos’.
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CG1 im(8*) = H y 0% = id (en particular son idempotentes),
CG2 [ker 8% kerd*]=1.
Proposicién: Hay equivalencias de categorias:

{ Catl-grupos } { Grupos enriquecidos efi' Cat }

R IR

{ Grupos enriquecidos en Grpd }.
Ejercicios:

1. Si8%8': G =3 G es'un catl—grupo, entonces ker8® 2 imd®, con a®® =
b~ 1ab es un médulo cruzado.

2. Si @ : M — P es un médulo cruzado entonces 8°(m, p) = (e,p), 8*(m,p) =
(e,8(m) p) define una estructura de cat'-grupo en M x P.
Proposicién: Hay una equivalencia de categorias
{ Cat'-grupos } = { médulos cruzados }.

Ejemplo: Consideramos un grupo G y una versién enriquecida de su grupo de
automorfismos: sea Iso(G) la categorfa con objetos 8 € Aut(G) y morfismos las
transformaciones naturales entre ellos. Entonces tenemos un cat'-grupo 8°,8" :
Iso(G) =3 Iso(G) y el médulo cruzado correspondiente es G — Aut(G), g — ¢, que
consideramos antes®.

Si f: A — X una aplicaci6n entre espacios conexos con punto base, la reemplaza-

mos por 13 fibracién f : A = X y consideramos el s el espacio simplicial
<——_

S(f) = (E;A xx A xxA:;AxxA:iA) :
Aplicando m; a cada espacio, obtenemos un grupo simplicial
mS(f) = ( " %m(x xx A Xx A) %'ﬁl (A xx A) 37&2) :

Proposmlén L0s términos de grados < 1 de m.5( f ) forman un cat!-grupo II(f)
‘ n(f) = (m (Axx4),5%8".
Similarmente, el complejo de Moore N, S(f) contiene el médulo cruzado asociado:

NmS(f) = (- —1—1—mF; —mAi).

Proposicién: Hay equ1va1enc1as de categorias:

{ médulos cruzados } - { grupos simpliciales G con (N G),, trivial paran > 2 }
= { grupos simpliciales G con G, generados por degeneraciones } .

88Como G tiene sélo un objeto, una transformacién natural n : § — qb es simplemente un
elemento g € G tal que ¢ = ¢, o 8 (naturalidad).
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4.2.4 Un teorema tipo van Kampen

Ahora tenemos una categoria algebraica®® para clasificar 2-tipos, via el invariante
X — (|Sing(X): 5 X) — TI(¥).

Ademis, el funtor II : mapas — Cat’-grupos satisface un teorema tipo ‘van Kam-
pen’ de la misma manera que el grupo fundamental™.

Sea f: A — X y supongamos X = X U X®@ abiertos, con X&) = x(1) n x@,
El recubrimiento de X se extiende a un recubrimiento de f — si ponemos A® =
FHX®), f@ = f 4 para i =1,2,3, tenemos un diagrama de diagramas

(4@ 18 x@)— am L xw)

l

(2)

(48 L5 x0) —— (4 5 X)

Teorema:™ Si A®, X® y las cofibras homotépicas Fyu son arco-conexos para
1 =1,2,3 entonces :

1. A, X y Fy son arco-conexos

2. TI(f) se puede calcular como el pushout de los cat'-grupos
II( f(i)) — (G(i), 6°(i), a1(z'))

I1(f®) — ()

l

(@) —I(f) & (GW %ge GP /[ker 8° ker 8], 8°, &)

4.3 Generalizaciéon para todo n
Lo que hemos dicho para n = 2 generaliza para cualquier n:

e las categorias

e la clasificacién de n-tipos

890 seis equivalentes.
70 Asf se puede calcular ‘facilmente’.
"En la versién para médulos cruzados, este teorema es de [Brown—Higgins, Proc. LMS 1978].
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¢ el teorema tipo ‘van Kampen’
Definicién: Un Cat™-grupo es un grupo G con subgrupos Hy, ..., H, y endomor-
fismos 89,0} : G — G, 1 < i < n, tales que
C"G1 im(d7) = H;, 8¢y, = id y 000 = 8707 si i # j, para todo 0 < i <
a,B € {0,1}

C"G2 [ker 8?,ker8}] = 1, para todo 0 <i < n,

Como en el caso n = 1, el grupo G tiene ademds n estructuras de grupoides
boja:=bh"la (si Bla=08b=h). ,

La generalizacién de un médulo cruzado es un poco més complicada de escribir.
Definicién: [Ellis-Steiner, JPAA 1987] Un n-cubo cruzado es una familia de 2"

grupos
Mcu,...,an; o; € {0’ 1}1 o MA: A g {1’ me 777’}7

con
e ‘bordes’ 8;: M4 — My_(3;
e_‘corchetes’ [,]: My x Mg — Myyp

que satisfacen unas 11 condiciones de compatibilidad. ..

Alternativamente™ un n-cubo cruzado se puede definir inductivamente: un (n+1)-
cubo cruzado es un mddulo cruzado en la categoria de n-cubos cruzades. La
definicién para n = 2 reduce a la siguiente.

Definicién: [Gum—Wa.lery—Loday] Un cuadrado cruzado es un diagrama de
grupos
L—M

L

N——P
con acciones de P en N,M y de P, M, N en L, y un homomorfismo [, ]| : M XN —
L, y 6 axiomas de compatibilidad (véase [22, pig.193]).

El resultado siguiente nos permite elegir entre trabajar con los cat™-grupos, que
son mds fciles de definir y calcular, o con.los n-cubos cruzados, que nos dardn
directamente invariantes topoldgicos més ‘cldsicos’ (en termmoz, de los grupos de
homotopia relativos). jSu demostracién no es facil! ~

Proposicién: [Ellis-Steiner] Hay una equivalencia de categorfas

{ Cat®-grupos } = { n-cubos cruzados }.

"2Como en la tesis original de Graham Ellis.
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4.3.1 n-cubos de espacios
En vez de sélo una aplicacién f : A — X, ahora consideramos un ‘n-cubo’ de
espacios con punto base o, més formalmente, un funtor X : {0 — 1}* - Top™.

En vez de la fibracién f : A — X, consideramos un reemplazo fibrante X del
diagrama X.

Observacién: Siun n-cubo de espacios X es fibrante entonces todas las aplicacio-
nes X, —+ Xz son fibraciones, pero el reciproco no es cierto. Una caracterizacién
de diagramas fibrantes es que para todo indice A la aplicacién canénica

fa:Xa— 1131;{14XB.

sea una fibracién.

La condicién sobre la conectividad de X y F} que vimos para n = 1 se generaliza
a los n-cubos de la manera siguiente.

Definicién: Un n-cubo de espacios X se llama conexo si en el reemplazo fibrante
X todas las aplicaciones candnicas f4 : X 4 — limp. 4 X p tienen fibra conexa.

4.3.2 El cat™grupo fundamental

Se define un cat™-grupo I1(X) a partir de un n-cubo de espacios X imitando la
construccién 71.9(f) que vimos para n = 1, pero en n ‘direcciones’ a la vez.

La construccién se puede expresar esquemdticamente de la manera siguiente.

ncubo X ~» n-cubo fibrante X
% espacio n-simplicial %5 grupo n-simplicial ~ TI(X)

Después de tomar el reemplazo fibrante del diagrama se aplica la construccién de
un espacio simplicial S( ) en todas las n direcciones del cubo, para obtener un
espacio n-simplicial. Aplicando 7 a cada espacio de éste, se obtiene un grupo n-
simplicial. De la misma manera que antes obtuvimos un cat!-grupo de los grados
1 y 0 de un grupo simplicial, ahora obtenemos un cat™-grupo en la ‘esquina’ del
grupo n-simplicial. Por la equivalencia de categorias tenemos también un n~cubo
cruzado asociado.

Veamos como parece para n = 2. Supongamos que el reemplazo fibrante de X
viene dado por el cuadrado

X =

Q<—n
O<—%
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entonces el espacio bisimplicial tiene la forma siguiente

(

AXCAXCA
S}X) = o ‘

UZISQ 11:§A><CA

(e ]

\---§AXBAXBA:>;AXBA":;A
donde S%(X);; & (A xBA) >< (A xp A) = (A ch) x (A X¢ A). Aplica.ndo

el funtor ‘grupo fundamental’ a este diagrama, obtenemos una estructura de un
cat?-grupo en m.5%(X)1,1.

4.3.3 Clasificacién de n-tipos

En el caso del diagrama

ANB—A\

< (1]

B—X

se puede identificar el cuadrado cruzado correspondiente en términos de grupos de
homotopia relativos:

73(X; A, B) —m2(B, AN B)

| |

7r2(A,Aﬂ B) —>7r1(AﬂB)

El corchete [, ] : mo X ma — 73 en este objeto de puede expresar como un producto
de Whitehead. Si X es conexo y A, B, ANB tienen 7; trivial para ¢ > 2, el cuadrado
cruzo determina el 3-tipo de X. En general, n-cubos cruzados y cat™-grupos son
modelos para (n + 1)-tipos.

Teorema: [Loday 1982] Hay funtores adjuntos

Espacios | —» | n-cubos ﬁbrantes _u,
{ conexos }<——{ y conexos en Top } { cat™-grupos }
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que dan una equivalencia de categorias

Ho,4 & { cat"-grupos }/ ~

La definicién de la ‘resolucién’ de un espacio conexo X como un n-cubo fibrante
y conexo que se usa en este teorema viene de [Steiner, 1987]; hay un error en
el articulo de Loday. Steiner define una resolucién funtorial X — X con X, ;
(el espacio en la esquina final) igual a X, tal que todas los demés espacios en el
cubo sean K(—,1)s™. Su definicién es esencialmente una iteracién del proceso que
vimos para n = 1: )

X — (A=|Sing(X) & X) — @A X).

4.3.4 TUn teorema tipo ‘van Kampen’

El funtor de n-cubos de espacios a cat™-grupos satisface un teorema de van Kampen
de la misma manera que el grupo fundamental o el cat!-grupo fundamental que
vimos antes. Sea X un n-cubo de espacios y supongamos X;, ; = X U X®
abiertos, con X® = X1 n X®. El recubrimiento de X;,., se extiende a un
recubrimiento de X tomando anti-imigenes y restricciones, y tenemos un diagrama,
de diagramas

X6 —x®

|

x@2 ——X

Teorema: [Brown-Loday, 1987] Si los n-cubos X son conexos para i = 1,2,3
entonces X es conexo y I1(X) se obtiene como el pushout de los cat™-grupos II(X®)

H(X(3)) — H(x(l))

.

I(X®) —I(X).

7315 decir, tienen #; trivial para i > 2.
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