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I- APROXIMACION POR FUNCIONES ESCALERA

Un problema fundamental en la teoria que nos ocupz, puede ser sinﬁetizado en la forma
.Siguiente:

Consideremos el conjunto F' g de funciones definidas en algin espacio E ,y Qque
en lo que sigue supondremos, por simplicidad, que se trata de un intervalo cerrado =, b]

de la recta real,

De ese conjunto g - consideremos en particular un subconjunto ¢ contenido en
g ; toda funcién perteneciente a ¢ serd llamada funcidén aproximante, por razones
que en seguida veremos,

Sea ghora f , una funcién cualquiera de g $ el problema consiste en aproximar
la mediante funciones de ¢ , €8 decir, encontrar una funcidn (Ped) que difiera "po-
co" de la funcidén dada f , Claro estd que es necesario precisar qué significa que ¥
difiera "ploco" de f , y para ello es necesario definir alguna funcién tal que a cada par
de elementos de .E le haga corresponder un mimero real, 3,0 que deberd ger inter -

pretado como distancia entre tales elementos

Si designamos:con d a tal funcibn, podremos ehora definir en forma precisa qué se
entiende por la me jor aproximacidn de lafuncibn £ ; serd el nime-

N

TO:
E(f) = int d (2,
' red

o en otras palabras, la digtancia de la funcién f @&l conjunto ¢ .

Como vemos, para -poder encarar el problema, son previas la eleccién del conjr—to )]

de funciones aproximantes, y la definicidén de-distancia d a adoptarse.

En este capitulo eligiremos como conjunto ¢ al conjunto de funciones escalera o a
un subconjunto de las mismas, Como distancia, en cambio, propondremos diversas funciones |,

cuya conveniencia de adopcién dependéré de cada problema particular.

Recordemos en primer lugar qué se llama funcién caracterlistica .O.e(x) del conjun-
to CCE ( E es el espacio de definicién). a la funcién que esta definida mediante:



1 si xe{?
N.(x) =
¢ 0 si zeE-%

Definicién (IL1)

Se 1lama funcidén escalera, a toda combinacidén lireal finita de funciones caracteristi-
cas de intervalos. Se trata de intervalos abiertos o no abiertos; un punto debe ser consi
derado como un intervalo, Si designamos con Cp(x) & la funcién caracteristica del in -
tervalo Iy , es decir, OC(x) =1 , 8l xeIy ,y Clx)=0 ,s8i xg&EI,
entonces, toda funcién escalera, es de la forma:

n

¢ (x) = 2o g, Culn)
n =1 k 'k
donde n , es un nimero natural, y y; son nimeros reales.
En la teoria de la aprozimacién, se presentan diversos problemas, segdn sea la naturale

za de la funcién que se quiere aproximar, Asi, tenemos:

A APROXIMACION DE FUNCIONES CONTINUAS EN UN
INTERVALO CERRADO f[a,b] :

Como una funcién f » continua en un intervalo cerrado es uniformemente continua en
él, es natural pensar que una aproximacién adecuada de la .f , es la aproximacién unifor-

me mediante las funciones escaleras.
Para eso definamos la.norma =co de la manera usual:

l£ll,, = sup_ |£{x)]
e x€éla,b

es inmediato comprobar que efectivamente se trata de una norme en el esprcio de las funciones

Pl
esencialmente acotadas, y entonces adoptaremos la siguiente :

Definieidn (I.2) I
Se dice que En(f) , €8 la mejor aproximacién de la funcidén £ por las ‘Pn ,

cuando:

E(£) = inf [I£-@ ], .
n

Analizeremos dos casos, segdn que los n puntos de subdivisidn estén o 'no prefijados.
1°%- Puntos de subdivisién impuestos ¢

Diremos que los puntos de subdivisién son impuestos, cuando estd prefijada una particién

e b




T

de [a,b] en n subintervalos, de manera que tode funcién caracterIstica aproximante
‘fn(x) debe tomar valor constanteé én cada subintervalo.

a) En -este‘ caso, .existe una funcién __}fn que realiza la mejor aproximacidn. Ein- e= ..
fecto : ||f - ‘P}J l  ©s una funcién continue de las variables Yys ey ¥, 5 ademds ,

[l - @411 o7 ° cuando cualquiera de las variables -» co . FPor lo tanto, se cumplen

g las condiciones del teorema de Weierstrass, y es alcanzable el minimo de la ||f - ‘Pn| | o
- ue es B (£) . ' '
i g r
Observacidén : En las hipftesis del teorema de Weierstrasa, se requiere
que 1a funcidn sea contfnua en un dominio cerrasdo y acotado. En este caso, las ¥4 Do son
necesariamehte'aéotadas, pero como la | [f - lfnl Lo."’b cuando cuslquiera de las varia-
bles:&x , esto nos -asegura que el minimo sobre un compacto cualquiera est# fuera de un en-
. torno del infinito -
e . b) Vemos a construir una funcién de mejor ‘aproximacién'y estudiar su unicidad:” tome -
I mos n =1 ; no hay en este caso puntos de subdivisién y la funcibn escalera es una cons
i tante., Sea ¥y , €1l valor de esa conatante, y M y m , el méximo y el minimo de
! .
N l 5 LT £(x) en [a,b .
M e —— ]
! Tenemos que:
i /\ai(@
. | - Pillpy = nmex. {le-yl, In -y}
- II ;.-—- El minimo se alcanza para:
i
: - o+ M R
; y = = v resulta :
3 b
: _ M-m
: fig. I.1 El(f) = -
[
Se ve entonces, que para n =1- , la funcidn de mejor aproximacién es dnic a .
nes
¢) Para n cuslquiera, se comienza por construir para cada intervalo
oo rm
Yy = —
2
? .
donde My ¥y my , Son respectivamente el mdximo y el minimo de f(x) en el iésimo
intervalo. ’
Tomando el sup. {(Mi - mi)/Z} , se tendrd el v_aloz; de E (£)<
. 1
s En genefal,_ habrd intervalos donde
. i . - Eiad v - - .
M. -m i
—‘]—2—‘1 $'En(f)
i6n
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"

\
8
/ﬁ{:“ Mal ¥ en tal caso, es posible variar ¥y de modo que
% |£(x) ~y;5| siga siendo menor que E,(f) , y obtener
\ as! distintas funciones - :‘Fn que reelicen la mejor a-
m; proximacidén, ’
Se concluye entonces, que para n cualquiera no
hay en general unicidad de la funcidn de mejor aproxima-

fig. 1.2 eidn,

d) Vamos @ ocuparnos ahora del médulo de continuidad , que es

un concepto vinculado al de continuidad uniforme y que nos serd itil en lo que sigue:

Definicidén I35 :
Se da el nombre de médulo de continuidad de una funcfon continua, sl valor:

d §H = . f - 2(x") |
| £(0) T:Bx'ltfl (x) - £(x")|

donde x y x' son puntos cualeaquiera del intervalo de definicidén de la funcién y S
es un nimero positivo,

Con respecto al médulo de continuidad, .es fécil ver que, una funcién es uniformemente

contfmua, si y 8dlo si:

m @ (¥) = o
§=0 £

Adends, de la desigualdad triangular:
|£(x*) - £(x")]| 4 If(x') - &(x)| + |&(x") = £(x)]
resulta, tomando supremos :

Wed+ ) ¢ 0(§) + we( §)

Existen funciones, cuyo médulo de continuided est4 acotadbjpor una funcidn positiva dads

" (por 1o menos hay constantea) ; ¥ las sgruparemos segin el siguiente criterio:

Definicién I.4 o _
Dada la funcién creciente w( S) 20 , definida para S)O , se 1lamard C,f S) a
la clase de todas las funciones contimuas, cuyo médulo de cmfiriﬁidad verifica la desigual~

deds c al) g.w(‘x)n

Vamos a ver ahora, que existe una relacién my simple entre la clase de funciones

.
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Ce S‘ ) ¥ la velocidad de aproximacién de 1as mismas por funciones eccaleras, donde enten-
demos por velocidad de aproximacidn al orden de decrecimiento de En(f) , con respecto a

n °

En efecto, dados En(f) y g) s €s posible-acotar uno en funcidén del otro,

cuando los subintervelos de subdivisién sop iguales.

Agi, conocido  wW( S) , resulta:

M. .
(1) E(f) = sup o M £ 3 wf =2 ¢ 3 w(u) . luego, 2 En(f) $w(_b.‘_5_.)
J 2 n n ' n

Reciprocamente, conocida la mejor aproximacidén En(f) . veamos qué puede decirse del

médulo-de continuidad W, . Para eso, acotemos el valor @bsoluto de le diferencia de

los valores de la funcifn en puntos cuya distancia es menor que: S =L ; 2 3 €s08 pun-

tos phueden estar ¢ o en un mismo subintervalo de subdFisidn, 0 a lo sumo en dos subinterva

los consecutivos.
En el primer caso ea:
I£(x) ~ £(x')| & 2 Ey(f) con  |x-x'lg§
En el segundo caso, tenemos: (figura 1.3)

l£(x;,0) = vy & E(D
lf(xj+l) -yj+1| < En(f)

Por lo tanto:

3
» IyJ =¥l € 2 E(D)
_| I Ademés:
1 : !
] 1
g b e 1 ) s E® g x el ma)
Jiat d i
L P77 I sam—1 1Y)
¥y --ti— -1-- —i ¥y £z ‘y,j-f-l'l < En(f) , para xe.[xj_ﬂ , XJ+2]
. co S, SRS N
! E h Entonces:
i t
I | | -
, x| £(x)~£(x") | £ 1E(R)=y 5117 5=y 541 | 1T 547 -F(x" )| £ 4 E (£)
% Xjga Kiz2 ! e = n
Siempre que:
‘ x-x'| £ $= b=a

e cipaptn e gt s apen 4
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En consecuencisa:

w(d) g 4g,®
A

Esta acotacién no puede mejorarse, como se ve en la fig., I.5 . En particular, tenemos:

|

—_—

Teorema I.l1

Para que f€ Lip.e{ con 04 £1 es condicidén necesaria’y suficiente que
= -
E(f) = O (n *) o

Demostracidén :
Xo(
fe lip. x—> We(3) £

Luego:
b-a , 2 . _ A
Ep(f) & % Wy - ) £ k', oL 1 s decir : E(f) = O (n"‘)
Reciprocamente:
Si E(f) = O (—1) es deci 1: E(£) ¢ = tenemos: wo( §) &4 E_(£)g¥
i n = & , es deeir, si: nlf) € =5 P oW, <4 B (DS

Observacidén : la restriccién ®<£ 1 es natural, pues si fuese &> 1,

entoncesa:

w(g‘)éksd = x 4. Xd-l , O sea: E(siléc.ghl

Pero como o{~-1>0 , la expresién anterior tiende a° O , para S"’ 0 10 uuou aw~
plica que la derivada de la funcidn, que es el 1§Im ow( S )/§  es nula en todo punto, En
: -

consecuencia, £ es una constente

2°- No se imponen 1o0os puntos de subdivieidén :

a) En este caso no prefijamos una particién, sino que tratamos de hallar la mejor aproxi
maeién variando las posibles particiones y las funciones caractdristicas definidas en ellas.
En este caso, el conjunto de funciones aproximantes es mds extenso, y es de esperar que 1a a

proximacién mejore.

Veremos que en este caso existe una funcién escalera 4 que realiza la mejor aproxi

macién, es decir:

Eff) = inf. [l - @lle = 11£- 91l




(a8
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En efecto, s ‘Pnll‘,° es una funcién continha de (x;, 5t2, seny Xpi Vs eeey yn)
"§‘comd en-el caso anterior, el-teorema de' Welerstrass nos asegura la extistencia del extre
“mo inferior; &s decir, de ' 'E,(f)
b) Este funcidn de mejor aproximacién, no es en general \ihica, como se ve en un ej‘éﬁ -

plo sencillos .- '

yll .
[V F——— —— - Sed” " £(x) 'la funcién cuyo gréfico estd representado
Il { enla fig. I.4 , M y m son el mdximo y el mf-
ﬁl .nimo de f(x) en [= , b:[ . Sea, ademis [m|<|M|
' :
) ] Tomemos: .
' .
] : M+m
? g b x Y1 > H Yo
7 el punto que verifica: f£(P) + |m| = ||
fig. I.4 L h E el punto tal que: f(S) = 0o

Entonces se ve facilmente que, todas las funciones:

(M + m)/2 , bera a
1. B M/2 S :., ‘p.ara h

X

-

< ¢h
£x &b

x £

donde h es un punto cualquiera del intervalo L 3,?] , son funciones que dan la ‘me-

jor aproximacidn.

c) Existe un caso, en que puede @asegurarse 1@ unicidad , Es el caso de las \ *

.
funciones mondtonas . ) /
‘!] o ' En efecto, consideremos para fijar ideas una funcidén.mo

4/ nétona creciente. La oscilacidn en el intervalo

[xJ- " x:j.+11 es f(xj+1)-"' f(xJ-) . La mejor éprox_i

macion en cada intervalo, es pués:

‘£ (x;1+1) -t (x.]l
2

Ademds se sabe que:

- * . K
. b ) ZHxg) - EED) ) - #(a)
fig. I.5 A ° l; TR . 2 S >

Paraun n prefijado, el problema consiste pues, en determinar los puntos de subdivi

i . X;.q4) = f(x; .
8idén, de modo que el- = max. "jﬂf S _‘L;} ~sea miniwo.
5 - PP o
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Se ve gue esto se logra, cuando los sumendos del primer miembro de (3) son todos igua
les. (fig. I.5). Hemos dividido el intervalo f(b) - f(a) en =n partes iguales y toma
mos la particidén sobre el eje =x que ella induce

La oscilacién en cada intervalo, serd pues: £(b) - £(a , ¥ resultard :

kS

(4) E(s) = Hbl = fle

2n
La funcién de mejor aproximacifn, es entonces, dnica.

Conviene hacer notar que no existe relacién entre E(f) ¥ el mddulo de continuidad
de,la funcibn, puesto que por la (4) , En(f) s6lo depende de f(b) y de f£(a) ,si
n estd prefijado.

d) Se pueden generalizar- estos resultados al caso de funciones de va-

riacidén acotada .

Teorema I.2 :

Es condicién necesaria y suficiente para que £(x) sea de variacién acotada en (a,b)

que E (f) = 0(%) .

~

bemostracién :

8i Vg(a,b) es la variacién de f£(x) en el intervalo (a,b) ,tenemos:

“2 l8(x,,0) = £zl

£ %V, (a,b)
= 2 £ !

cualquiera sea la subdivisiérn de (a,b) en n intervalos.

Para "ele-gir los intervalos de subdivisién, impondremos la condicién:

= &
vf(x.j s xJ.+1) = n Vf(a,b)
M, +m
y tomaremos: y; = _Jz_i
Entonces:
M, -m W (ayb)

max, 20 - G0l = A2 L velx, x,) £

X€E xJ,xJ-.,_ 2 n
y

E (£f) = sup. Lh L3 t Vgla,b) s Ep(f) =0« i
n 3 > - o n

quedando asi demostrado que:
Ve (a,b) <0 —s E(f) = 0

<10
A
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Reciprocamente: Si suponemos ZEn(f) = 0 ( % ) , tenemos que:
Dada una sucesibdn {‘Pn} de funciones aproximantes.
S n-1
Vq,n(a,b) = ?::1 7500 =951 & (v-1) 2B () = 0 (1)

Pero, se demuestra que, sl una sucesidn de funciones converge puntuglmente una funcidén f

la variacién de f es menor que el lImite inferior de la variacién de las funciones apro-

ximantes (probarlo) :
h Vela,b) ¢ lim. Ve (a,b)
S v LS
Como Vg, (a,b).= 0 (1) , resulta: E(f)=0(= 1, -9 Vo(a,b) & oo Y.q.q.4,
Observaciédn : Seveque Vgla,b)s lim Vep (2,0) & lima(ZnE(f))

< T (20 E(£)) 2Vla,b) . Es decir que: Vy(a,b) = Um (2B (#) .
n =y 3 -» o0

e) Pasaremos ahora a estudiar la clase V‘P (a,b) » 1lamada de variacién acotada ge-

neralizada respecto .de b 4 .

Definicidn I.5 :

Deda una funcién ¥  contfnua y estrictemente creciente en (a,b) , tal que ‘¥(0)=0
y ¥Yu+r)4& Y(u)+ ¥Y(r) , se dice que ¢ ev? (a,b) , siy sblo &f las s_umas-
’t__" \"(If(x:‘_,,bl f(xi)l) éstdn acotadas para toda eleccién de n , y toda eleccién de
:j[_c;i puntos x; de subdivisién del intervalo (a,b) .

Definiecidén I.G-:

Se llamard variacién generalizada V;-P(a,b) de fe Vv (a,b) al
n AY

sup. z:_—_f Y(I2(xy) - 2xg) )

donde el supremo se entiende sobre todas las posibles particiones del imtervalo (a,b)

Teorema 1.5‘ :
Para que T & vt (a,b) , es condicién necesaria y suficiente que: l:tm n?[z E (f)]<
ko hetd ==

2 20 , O también lim n'f'fz E (f)] L . Ademés los 17mites: superlor e inferior son

iguales a V:.’. (a,b) .
Demostracidén
Sea ¢ E.V(y (a,b) . Se tomen los puntos de s;bdivisién :éi , de modo que ¢
.+ m
1 .Y . i i
Vg (x4 5, x549) = § Ve (a,b) . Seelige y; = 73—
Entonces:

b 4 (MJ - mj) ‘é V;-P (xj ’ xj+1) y cualquiera sea J .

Como Y es creciente:
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¥, ~my € ‘I’--l E'.::-(xi., xj.-tl):[' y pare todo .

J

Pero,

* M. - m,

En(f) = sup. ——

' J 2
Iuego
B ¢t YT, 5] = b Y 15;2).]
De donde: n. Y REM] £ V(e
En conclisiéni — A
) v;' (a,b) 4O = imw n Y [2 En(f)] £ 0. .
n-+ v
‘Reciprocamente:

ée pu_ede demostrar que si una sucesibn: {‘Pn} converge puntualmente a una funeidén £,

se verifica:

Vg (a,b) £ %:I_’.;n;vﬁn (a,b)

‘Para -Ya ‘demostracién de esta dltima uesigualdad, se usa la propiedad-de subaditividad

de la \P ¥ n-1
¥ como ‘Y) = o
Entonces: Vg (a,b) ¢ 1fm, n ¥ [2 E,\J(f)]
nseo
Es decir: Ifm, n ‘V'[z En(ﬁ)]—i ® = Vg (a,b) € .
N @

— ['4
Ademds vg (a,b) £ 2im n¥Y[2 E(D)]) & _lim”n ¢[2 ()] £Vp (a,b) .
: : ns0 - - ) _
Observacidn : Sisuprimimos la condicién.de subaditivided de ¥ (x) ,se

paede ver que, si bien: .
(5) o £E€VS H E(£) =0 (Y71 (22)] , novele s recipréica .

Es decir, si no es subaditiva, no se obtiene una caracterizacién de la clage V f\l’ por
la expresién (5) .

p(x) = x* yoeon- Y DA, , es un ejemplo de funcibn creciente que no es subaditivs,

L4 . N
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B.- APROXIMACION DE FUNCIONES DE CUADRADO IN-

TEGRABLE SOBRE EL INTERVALO [a,bB] = . ... ...

En este caso, aproximaremos la funcién en norme L2 y es decir, .defini;ﬂ-emoas-acomo.... me..

Jjor aproximacién a:
a s 12 3
< En(£) = inf [S If - QI ax]*
{‘Pn} I
donde la norma 2 estd definida mediante:

1l = {S 2~ €, asc}i
I

en la cusl I es el intervalo [a , bl

li’ara hallar 1a.funcién de mejor aproximacién, se presentan como antes dos casos:

1 1, 10.;- Los puntos de subdivisién estédn - prefija -
dos

En tal caso, si la integral es mfnima en cada subinte_:;vgio » 1o es tamblen en el interva
Io Ea ’ b] ; entonces, basta con tomar en cuenta lo que ocurre en un intervalo dq;co I.

ad 1a funcién de mejor aproximacidén para un intervalo unico, serf una constante; l1lamémosla

por ejemple ¥y o

a) La funcién de mejor aproximacidn existe y es dnica .

v

: -En efecto: 1= SI F y.|2 dx , es funcién continua de y -,y es tal que »» oo
cuando y->eo ; el teorema de Weirstrass , bermite afirmar la existencia de un valor

de y que hace nfnina 1a integral. Condicidén necesaria de la existencia de un‘mfnimo ea:

! ‘ o 4 Slf.-ylzdx=o
& I :

Es decir:
. -2 S (f-y)dx = 0
,8e. :
; I
. o sea Slﬂx-) ax
y = -
dx
i I
por
Entonces, la funcién (Pl =y , queda unfvocamente determinada por el “'v.&“l or- m-e -
dio de £(x) en I . '
tiva,

' b)Observacién : En el caso de subdivisién dicotdémica y conocido el valor

de y e [a, | yelvalorde y; en (a,c) con <c punto medio de

.
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i

w H oy (a, b) , es muy sencillo el cdlculo de y, en

ifl ﬁil.r i (¢, b) , teniendo en cuenta que y es el promedio
i

il 3 : b de ¥y e ¥

fig. I.6

.~ Lose puntos de subdivisidédn no estédn pref i-

jadoas :

a) La funcién de mejor aproximacidn, si existe, no es Unica.

w Ejemplo: Sea n =2 y sea la funcibn cuyo gréfico es
td representado en la fig. I - 7 la que se quiere aprd
” ximar.
| . ) x Si existe « , tal que se puede construir ¥y
-3 o < 8  en (-a,&K) e Yo en (& ,a) , como valores
fig. I.7 de la ‘{’2 de mejor aproximacién, entonces el valor

il -« permite construlr y; en (-a , ~K) ye ¥, en (-%, a) , también de me_

jor aproximecidén., .

i
({ b) la funcién de mejor aproximacidn existe:

i Tenemos que:

X1 : n~=1

e=’< b I'\Xl ’ X2 b

‘|{ e j‘ £ - ?nlzax = J |f—y1|2 + |f-y2|2+ veut J |f-ynF
| ’ o a a x
|

es funcidén continua de (~x1, Xoy seey Xy 5 Fy9 Tps veey yn) i Xy Xpy eeey X PEL

J| tenecen a un compacto y para Jj~>o0o , la integral -» oo .

|

! El teorems de Weierstrass , permite asegurar la existencia deun minimo.
H

|

¢) Es posible determinar dos tipos de condiciones que satisfacen la funcién de mejor

.aproximacién. En efecto: es condicidn necesaria para la existencia de mInimo, que cualquig

ra sea X3 ¥ cualquiera sea ¥y :

b X X
p i i+l .
.- = E 1£- ¢ Pax = = [ S‘ (£ -yp? ax + (2 -y, %] %0
ax ox +1
i a i X3 X

® b 2 o) 1 2
2.~ —=— £~ @ |%x = — [ (f-y)°eax] = o0
2y1 Ja Yi X

De 1.,= resulta:

( f(xi)'-bl'i )2 - ( f(xi) - ¥i+1 )2 = 0

>

O gea: | f(xi) ‘yil = I f(xi) - yi+1|

EEPRTEE R [y ey

bl s e s G E e




?1'-

& 9

oy

ix] =0
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Es decir: ¥y = Yin

o bien:

= =  valor medio de £(x) en
I toax (x )
xi_l i-1 ? xi
Gréficamente 1las condiciones halladas se expresan me -

diante la igualdad de los segmentos marcados, y la i -

gualdad de las éreas rayadas en el mismo semtido,

fig. 1.8

-C.-,- APROXIMACION DE FUNCIONES INTEGRABLES EN
[a,b] . .

En este caso, se trata de la aproximacién en norma it es decir, se tomard como defi

nicién de mejor aproximacién, a la expresidn:

E(f) = inf £ - @ | ax
" ivn} SI "

donde la norma - 1 , est4 definida mediante:
[£lly = S If] ax
b

Tenemos como siempre:

1°%- Los puntos de subdivisién.estédn dados :
Como en casos anteriores, el problema se reduce a la consideracién de un sélo intervalo

de subdivisién I . En tal caso:

a) la funcién de mejor aproximacién existe, pero en general no es dnica, For ejemplo,
sea la funcién representadaen la figure I.9 que

1 L por ser n=1 , se quiere aproximer por una fun -

J ‘ cién constente y .
a

Se ve que, la SI | £-y] dx , es 1= misma
fig. 1.9 para todo valor de y comprendido-entre O y 1.

b) Teorema I.4

Si la funcién f es contfnua, la funcién de mejor aproximacién es Unica.




|
t
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Demostracidén :

Supongemos que ¥ #-yz , son dos funciones de mejor aproximacién (para n=1 ),

y sea ¥ >7p s por ejemplo.
Consideremos la expresidn:

¥ty _ : 4 , :
g [£(x) -2 ax = 2 & [£(x) =y + £(x) -y,| ax 5%-..{&- |24 + |f——32|}
1 2 - I o Cdr I

donde el dltimo miembro, representa el valor minimo de jllf -yl

Si valiera el signo & , la expresién

: Y1ty h | :
(6) S £(x) _(_1____21‘ dax £ % { £ =gyl + £ - }'2|}
S I 2 ' I I

indicarfa que (y; +¥,)/2 , es una funcién que da a la integrel jxlf(X) -yl ,u
valor menor. que el minimo, lo cual es absurdo; luego eén (6) ,.vale el signo =

Egto es:

%S If-yl + f'yzl dx = ¥ { |f-}'1| dx + lf"'yzl dx}
I I ' ' I

Por ser todas las integrales-f)ositivas:
£ ~yy +£ =yl = I£=-y,1 + If -y,l

y en consecuencia, (f -y;) y (f -y,) deben tener el mismo signo, cumlquiera sea x

o lo que es lo mismo, f no puede ester comprendida entre Y1 € Yo paraningin x.

Supongemos que f(x) sea mayor que y; en todo punto x € (& ; b} . En tal ce-

8o, se puede tomar E de modo que: )

S.|f-y1-£| £ \ig-yp

I I
Pero. como .SIIf - yll y.es un minimo de Sllf -yl , esto es absurdo. Entorces,
f(x) toma el valor y -, al menos en un punto. Andlogemente, se demuestra que f(x)
toma el valor yp , 8l menos en un punto;. pero.como f(x) es contfnua en (a » bB)
debe tomar el valor intermedio (yl + yz)/z . Hemos asi llega'db&amﬁ'r;améon{r-édicéidn-, que
prueba que nuestro supuesto inicial '.yi_ #yz " es falso, y que la funcidn de mejor aproxi -

macién es tnica.

c) En el caso en que f(x) sea continua y mondtona, es fdcil ver que la funcién y

De

[=1:




)

, un

sea x ;

tes,
£(x)
y B,
Sn, que

roxi -
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de mejor aproximacién es el valor de £(x) para
v x = (b - a)/R

Basta comparar el érea rayads con las que obten
;“__5- drian tomendo y +§& 6 y-¢E s cualquiera

oo sove pue vy e G O . N

3 W iy-§ sea £ .

Se ve fdcilmente ques

3 ke
fig, 1.10 £ -yl ¢ If-y L&
I I

29, Los puntos de ‘-s-ubdiviaién no estédn prefi-

jados

8) La funcién de mejor aproximacidn existe: -~
X *2 b
I 8 al |

es una funcidn contfma de (xy, X3, eeey X; 5 F1s F2» eosy ¥p) 5 ¥ DBOr 6l mismo rezo

nemiento que en los casos anteriores, se puede afirmar la existencia de la funcidn de mejor

aproximacién,

b) Es posible determinar dos tipos de condiciones, que caracterizan a la funcién de me-

jor aproximecién para f contfnua. Son consecuencia de las condicimes necesarias para la

existencia de mfnimo., Cualquiera sea x

T § cualquiera sea ¥y s debe ser:,
" b X x
e ; i 141
1.- 2 le-Qfax = 2 [| “ie-ylax + e ~3yplac ] = 0
Ox; Jq oxy x4 %y
&l x,
2.- o |f-‘l’nldx = 9 j l£-ylax = o0
Y1 Ja 1 Iz,
De 1l.% resulta:
es decir:
¥Yi = ¥ia
o bien:
Vi * V347

£(xy) =

Si 1lamamos:
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A = med. {x} ytales que f(x);yi

m
]

¥y med. {x} ,tales que f(x) £ ¥4

i y ademds definimost

‘f‘l‘

{f(x) -¥y ,para X €A
0 " x €B

i}} 0 , " x &A

,‘1 donde A y B son conjuntos medibles, pues f£(x) es integrable'y en consecuencia me

I
| dible, Se puede escribir:
| £ -yl = ¢F + ¢
Al '
! | Entonces:
i§ Xy %Xy x3
ik P) ) -~ - "
Bl . |f’y1|dx=_[ ?+dx:l+—[ ‘(’—dx]=o
S D%, Ay ‘ ay .. !
! 1 dxg i X1 S ]

alyi [ SA(f(x) -3y dx] -_% [ L(f(x) -ypax] = o

Como f(x) no depende de y; , debe ser:

\
’ R

afl y;

1) 2 j‘dx-aﬁ) = = o
! A

o bien: medida A = medida B .

Es decir: med {x If(x)zyl} = med {x | £(x) ¢ yl} .
En el caso particular de una funcidn mond tona

se puede afirmer quela funcidn corta la escalera en

o x los puntos medios de cada escalén y en los puntos me -

fig. I.11 ~
dios de la alzada de cada escaldén (fig. I,11)




) me

II,.- INTERPOLACION POR FUNCIONES POLIGONALES

Elegimos ahora como conjunto ¢ de funciones aproximante, & las poligonales en lugar

+ lag funciones escaleras,

Definicidn 21 :
Dada una funcién f£(x) en el intervalo (a,b) y n- puntos de subdivisién equi-
istantes del miamo, se dice que ‘en(x) es una. funcién poligonal que interpola a £(x)
caendo @ (x) es lineal en cada intervalo y toma

en los extremos del mismo el véglor de la funcién,

En virtud de la continuidad uniforme de una fun_
¢i6n contfnua en un intervalo cerrado es poaible afir

mar que

| #(x) = @ (x) |=>0

en norma Cc cuando n ~»co

fig. 2.1

A- RELACION ENTRE LAS PROPIEDADES DE LA DERI
VADAS -DE f(x) Y LA VELOCIDAD DE INTERPOLACION POR
FUNCIONES POLIGONALES .

2

1°- Sea £(x) una funcién absolutemente contfnua con derivada £' e 2 « Enton-

ceg: 1la derivada de la funcién poligonal (-Pn es una funcidn escalera cuyo valor ¥y

en el intervalo (xi 3 xi+1) es el valor medio de £'(x) en dicho intervalo. En efecto:
S Xi41 '
£'(x) ax
23 - £(xi+1') - £(x;)
= g =¥
b £ i X4l T %
En consecuencia, de acuerdo a lo establecido para funciones en 12 ’ ".Pn Tesulta
ser la funcién de mejor aproximacién de f£'(x) . .
2°,- Sea f(x) una funcién absolutemente contfnua con derivada f'€ C , y tal
que su médulo de continuidad verifica: wf.('s) £ W ?) con w(§) creciente.

. Entonces, por la acotacién de E,(f) en’le aproximacién de funciones continuas por fun



ciones escalera:

¥ en consecuencia:
SI
para todo intervalo I

Sea b4

‘Pn(x) - fl{x) =

Entonces: %
b -~
| $o~21 £ j | -2 | £ =

Esto es, para todo
aproximacién de £ por

3%,~ Sea una funcién £(x)

Entonces, por definieién de condicidn de

(2.1)

¥, en consecuencia, si

(2.2) ,

Pero no es clerto, en generel, que
y 2.2 implicen 2.1 ,.
Se tratard de acotar

..mos caon -el caso:

un punto del intervalo

22

[ P (x) -2 (x) | £ % W b—i-%)

.n n

| @ () -5 | ax g 2=2 pw(l=2)

de longitud (b - a)/n

, serd :

(%1 , Xq41) o Como  WPulx;) = 2(xy)

j\x C Y= -2(x)] ax
xi'

TS w(-b_‘é )
o n

x , vale la siguiente desigueldad referente a la velocided: de
?, :

1 -z |.&b=2 wb=a)
Pn T 2n n

absolutemente contfnua cuya derivada f' ¢ Lip. 1

Lip. 1 :
| £9(x) -~ £(x') | ¢ M | x~x

* existe:

£ | €N
£ exista, Reciprocamente la existencia de f*
x<x" <% .-

Para ello, comenzare-

porque: £'(x) - £'(x') = (x=x') £"(x") ,
|9, - £l en el intervalo (a,b) .

n = 1 (0=0
fa) = £(b) = o) ~ B°

¥ luego se verd que su generalizacién es sencilla, En

este caso particular:

fig, 2.2

b . b
] T (2.3) I £1(t) at = £(b) = 0O

a

En 1a fig. 2;3 se ha representsdo la funcién £'

ci

qu
qu

(2

se

da



fl

fig. 2.3
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Por 1la férmula (2.3) , las 4reas marcadas son
ra t>Xx , reemplazamos la funcién f'(x) por
la funcién lineal:
£f'(x) -M(t -x) . (curva A X B')

Luego sumamos una constamte positiva o nula-de modo
que la nueva funcidén tenga también nulo su vaior me-

dio en el intervalo (a,b)

Sea g' 1la funcién obtenida (curva Ay X B,).

Se verifica.entonces*

x x
J‘ g'(t) at 2 £'(t) at
a a

K
Para mayorar S £'(t) dat
a

es posible reducirse al caso de funciones lineales para

t»x y de pendiente -MN ., Lo mismo, para mayorar -S‘ f'(t) dt es posible redu-
x

cirse al caso de funciones que son lineales para t L x y de pendiente - M

b4 b

En consecuencia, el méximo de = - fr(t) dat , para todas las. funciones f

que satisfacen (2.1) y (2.3)

que satisface (2.1) ; esto es,

(2.4)

¥ también:

£(x) <~5

-f(x) Y
o

a =
, se obtiene para la funcidn lineal y de pendiente ~-M ,

a+b
=)

la funcién - M (t - « En tal caso ( integrando)

(b —x) (x - a)

S sl g f(b-x) (x - a)

(b =x) {x - a)

La férmula (2.4) mnuesira que f(x) estd comprendida entre dos arcos de pardbola que

seanulanen x=a8 ¥y x=b

dad",

fig. 2.5

a@b

£ig. 2.4

¥y cuya gréfica (fig. 2.4) es la llemada "curva de seguri-

En el caso general: f(a) # f(b) # 0 se obtie

ne la acotacidn:

(b -x% (x -a)

1oz - yn(x)l & %

representado en la fig. 2.5

Para una subdivisién del intervalo en n_ par-

fig. 2.6

tes, se obtiene una curva de segiridad para cada sub-

iguales. Sea x e(a,b) un punto cualquiera. Pa=-
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intervalo con una acotacién anéloga a la anterior. (fig. 2.6).

Segun lo dicho, la existencia de f£" ¥ la condicién de que f'¢ Lip. I impli -
can: [f*| <M . Como la reciproca es cierta, la (2.2) resulta ser una hipdtesis mds
restrictiva que 1= (2.1) . Con ella, hubiéremos llegado a la misma acotacién anterior

haciendo uso de la férmula de Taylor . En efecto:

en el caso: ) _ n = 1
j[:If(ta) = #(b) = O
2
0 = £(a) = £(x) + (a-x) £(x) + B=XL (1) ag §¢x
2
2
0 = £B) = #D + G-n £ + L=E gy xg§ g
de donde:

.f(x) __fx) . _fa-x f"(?)+§b-x2 £( %.)
(a = x) (b-x) 2 2 -,

Pero:
fs:_cz _Ex) _ 2(x) b -a
a-x b-x (a = x)(b - x)
y por 1a hiptesis le"| g
_8 =X on b~ X on ' . - '’ - . " ] £
it TS SIS PTG TR TRV EA S B

Siu(la-x +|b-xl) <

$£3+u (b ~-a)
En de_finitiva:
| f(x) —2=8____ | £ y M (b-a)
(a2 - x)(b - x)

o sea, como en el tratamiento anterior:

| £(x) | & '}M;I_ (a = x)(b - x) |

lo.cual caracteriza la curva de seguridad.
‘ i

A partir de la curva de seguridad, es posible hacer las acotaciones siguientes:

s ¥ tomando el méximo de g(x) =+ M (x-a) (b-x)
f(a) = £f(b) =0

| 2(x) | & “-;(b - a)?

b) para n arbitrario y puntos de subdivisién equidistantes y f(x) sin la
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r/:bndicidn f(a) = f(b) =0 .,

! M 2
| #(x) - $ (=) | g?? (b -a
pues la longitud de cada subintervalo es ( 2=28)
n
e} para fn=1 , ¥ haciendo uso de los resultados anteriores, se
f(b) = f(a) = 0 '
pueae acotar el valor de: b
S\ | £(x) | dx
a

pues éste no supera el valor del drea limitada por 1la pardbola y el segmento a b de la fi
gara (2.7)

A,

fig. 2.7

b b
e lax &) ¥ (x-a)b-x) ax &
2 ‘da 2

4!1% (b - a)?

a) parelas condiciones del b) y con el mismo razonamiento,msuita:

en cada subintervalo: £E41

| £x) - 9 (0)]ax ¢ =L~ (b -2)’
. . ¥. T
i —

en el intervalo (a,b):

b . .-
, M 3
L | £ - P00 | ax ¢ = 0 -2

B.-. CONSTRUCCION DE FUNCIONES POR INTERPOLA
CIONES SUCESIVAS .

A continuacion, se construird une sucesién de funciones: f; , £, , ..., Th s oo

que son poligonales y estén definidas en el intervalo (a,b) haclendo uso de puntos de sub

divisidén dicot¢micos. Luego se analizardn las propiededes de la funcién f(x) = lim T,
n-»op

b

en relacién a las propledades de las funciones que sirven .para definirla.

£4(x): ) =l fy(x) = Al(x) donde: Al(x) es una fun-
- /\ cién poligonael lineal entre & ¥y 09%5 y entre
i b

c=bit ¢ ¥ b que verifica: Aj(a) = A;3(p) =0
fig. 2.8 A, esté definido por  44(c) .
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fz(x); n=2 ; f,(x)= Al(x) + da(x). donde "4,(x) ya estd
definida y Az'(x) es una funcién p oligonal que ve_

rifica: fy(a) = 4,(b) = 8,(c) =0 y'esté

L
L §
. _,/" ¢ bién definida para los valores A2 (atey |
- ! ! A ) 2
3 3 :: e % AZ ( __b_%_g ) , en general, paratodo n ,
fig. 2.9 f(x) = Byx) + By(x) +...+ A (z) aonde

D (x) es una poligonal de 2 1lados, linesl entre:

La+ (1-d)b y di*xlg 4+ (1-4*1yy
2B 2 .o zn)

Jj=0,1,2,...,2%1 y que tiene valor cero er los puntos —di__ i
p 2n,_‘.La+(1-é-,-1l_-1-) b para

i=0,1,2,...,27F |

Finalmente: 0

fx) = Un £(0) = 2 A .
[4) n

n"we .

a) Condicidén suficiente para que f(x) sea con -
tinua .
¥5i la serie de los supremos de las funciones , An(-x) ' en‘valor absoluto es convergens
te, f(x) es continua"
o0 (-]
En efecto: 2y sup |4, (x) | < 00 =p % A (x) es uniformemente convergente y. en
o b4

consecuencia, o
flx) = %' An(x) y. ea continua.

b) Co ndicidédn necesaria para que f(x) sea deri-

vable .
- . w
"si* f(x) ‘es derivable en un punto x , %n' A'n(x) es convergente"
Previamente demostraremos el lema:

"Si f(x) - es derivable en un punto x existe:
1 -
fx} ) f.(xi)

1im —
X; ~»X xj!_ - X5
xi - X

cualesquiera sean las sucesiones {xi} convergentes a x por_la izquierda, y xj'_

convergentes & x por la derecha,
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En efecto, la expresién:

B(xf) = £(x,) £x}) —£(x) + £(x) - £(x,)
= 2 _— es del tipo
x] - x5 . X{ =X+ X -X4
-L+—B- (con A4>0 , B>»0 , a>»0 , b>0 ).
a+b
Luego, se cumple 4 4B B , 0 sea
a atb b
£(xy) ~ £(x) < f(x_{) - £(x;) < fx) ~ £(x;
x} ~x X -x X =%
pero, siendo f(x) derivable en x :
. : £(x]) - £(x) £(x)y - £(x3)
TP (x) = —_— = i ————=-  (ndmeros derivados)
xi-ux xi - Xy Xy X X -%

¥ en consecuenciai

f(xi) - f(xi)

£'(x)- = 1im (cuya existencia se queria ‘demos~
I
] —x trar),
Observacidédn : 1le dltima igualdad vale tembién si X =X, = ... X

i+l
o si xi=_x1*l=...=x . ’

Haciendo uso de esta” propiedad, demostraremos una condlcién necesarlagara que
£(x) -Z A o¥)  sea derivable: le convergencia de Z'. A (x+0) ¥y Z A (x-0) .

Enefecto, tomemos ahora x1=-§]-_-a+ii--g?)b y x_{ ‘jz%a+(l 3 )b ,

xisxéxi :

- B(x!) - F
£1(x) (xi) (xi)

1im _— k=
L
x{-»x xi--x

fi(x_{) - ~fi(xi)

donde

5 Ay - ()
T T

" es el cociente incremental de una funcidn lineal en el intervalo: (x5 xi+1) y en tal

cdso, es constante e igual a

£ (x+0) 6 f£1(x-0 ‘
0. sea . . :
£)x) = ‘lim fa {xXo). Z A (x+0)
n-~»re
pues RS
Ex20) = Al (x*0)+ ...+ 4, (xt0)

]

P . . . .
¥ en consecuencia: si existe £'(x) , la serie 2 An {x ¥ 0) es convergente.
0
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¢) Ejemplos de funciones contfnuas y no deri

vables en un intervalo H

Bastard construir f(x) como en los casos precedentes y de modo que:

)

1°) %1 sup |By(x)| ¢ #© , paratodo x  del intervalo
x - .

0 )
2°) % | A'n(x)| noconverjaen ningdn punto, x del intervalo,

Por las condiciones demostradasen &) y b). ,serd f(x) contfnua y

no derivable en tod puntodel intervalo.

Primer =jemplo:

Lo o aea

* ] YL 8y = 8y1) = o
i Ay =

o i 1

By lx nEE
E ) b @ A1) = A1) =0
' by(1/8) = Dyz/e) = 14

e
Ld

En gener:l,\pong:émos A1(x+l) = Al(x).‘, para‘tédo n i An(x) = 1—nA(2nx) ¥
fa(x) = %Aj(x) » En eate caso resulta: . z

% oD

1l %-.‘ sup [A,(x)| es convergente .. £ es continua,
n x

1°)  sup |A LX)
x

N

. -]
2°)  A';(x#0) = 21 en todo punto que esté definida y .. % O (x20) mo es

convergente en ningtin punto.
Se‘gundo ejemplo :

Dada una sucesién de ntémeros enteros : { nJ-'} , se construye Al(x) de la misma

manera que -en el ejemplo primero, pero se tomas

£(x) = 3 L A"
n d 2%

Es evidente q ue se obtienen los mismos resultados.




Tercer

Se construye

(=)
| £(x).= £(x*) | = | £(x) + 23 A

29

ejemplo

A (x) demodo que |'A,(x)| seen las funciones del primer ejemplo,

las mismas condiciones que en el ejemplo primero,

Mayoracidn del méddulo de

Q0

£f(x) = 1m £ (x) = X B (x) , definida en
neeo - 0 n

n+l

£ | fp(x) - £,(x") | +i

n+l

esto es, se sdmite gue en algin subintervalo An(x) sea negativa. Como de todos modos

1 entodo x donde existe A’n , ¥ sup IAn(x)l =
x

continuidad

(a, b)

- -]
@) - [fxh) + El,lAJ(X')] |

| &5(x) - A5x") |

| 850 - 8,6 | &2 sup | A (x) |

X

| £(x) = £(x') | & | xex'| (py + po + «.0 + pp)

p.
sup |AJ(x) | = —'1 , vale la acotacién:
x

2

0
Sl B = £(x) | €] £(x) ~£Ax') | +2 25 sup [A() |
n n n+l % J
Tn
Aplicando el teorema del velor medio y llamando p, = sup IA'H(X) | , resulta:
x

0
+2 24 sup 18 ;(x) |
n+l X

wf(x) ;’ S(pl + p2 + ce0 + pn) + 2

s A
n+l 29

se obtiene:

En particular, pare el primer y tercer ejemplos dados en

Wf(S) Sms + EI]';‘:']_

1 1
: —m— ) € = . .
de modo que: > 3T & < o H esto es:

wf(;,s.)£n_& ...T&':'I £ ns + 4S » (pues 2—,];.,.I£ PR

En definitiva, para estos casos pearticulares:

c)

ngln(/9)

y 8¢ verifican
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_ 1
Wf(S)—O(SIng) -

Haciendo uso de las acotaciones del médulo de continuidad y. del segundo ejééﬁ-plo dado en

c) , Se démostrara el siguiente

Teorema : -
"Cualquiera sea la funcidn  w( S) > 0 para S> 0 , que verifique 1fm w—‘ss—.)— =00
existe una funcidn f(x) no derivable que satisface: wf(_S) & W( S) "

X 5 . * R
Se comienza por construir una funcién W ( S-) oositiva, que minora a w( S) Yy es

*
tal que (W (S))/ Y crece monétonamente hacia infinito cuando S. tiende a O

Para ello se procede del siguiente modo:

Tu L""‘l w( 5-2
1 Sea: = inf
D
' m {‘g . 2-!_11} S
I -
! ) _ 1
1 (x T o
: ¥y Mm 2l punto de coordenadas
Ay [+ P
. _Fm
y= om+1

Entonces, la poligonal: My , lip 5 ese My, oo €8

>
o
|
o ] - - -
I
|

el gréfica de la funcién a_)*( S) buscada. ks sen-

ke i, | )
- 'E‘T&"—T_—_ clllo comprabar que verifica las condiciones pedidas.

kn efecto:

29) la pendiente de la recta OMm es * pm ¥ ella crece monétonamente

hacia infinito cuando m —» ¢@ . Asi pues, se ve geométricamente que, si M es el
punto ( S.-, w*( S')) , la pendiente de OM crece monétonamente hacia infinito cusndo

S-,o

0 . w ( s) 1 Pp
3”)  por haber tomado Py = %rifz-m s y Mm(__zm-i-l s ——2m T Se cumplen,
para ;1%1- £ Y £ z—é , las desigualdades \ ’
* * 1 Py 1 w(®) -
oW*(5) ¢ ) - Sk ézm*(TlW(S)

Asi pues, UJ"( S) mnora a W S .

A contimnacién se construird una funcién f(x) del tipo considerado en el segundo .
-4 - :
ejemplo de- e) : £(x) = ? 2 A2Mx) , eligiendo una sucesién ny  que per-
mita asegurar para el médulo de continuidad de £ , la desigualdad:

‘o

w we %) & wih)
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Cuslquiera sea {n;} , ¥ cuslquiera sea 3§ :

’ -n. -n. .
w(§) g8 w22 a2 3 ) ¢ g8 a2

Para
-1 & a1
23+l <d ¢ 2%
resultaria:
w8y <Y+ :

n, n, . _
ademds, si de 1/(2 J+1) £ S £ 1/(2 Y9) se pudiera obtener j + 4 < (w*( S))/S s
resultaria:
* C.
wid) < wi¥)
Como  (Ww¥*( S))/S ¢rece mon6tonamente a infinito cuando S _tiendea O , es po-
ble determinar ny tal que J+ 4 £ (W*(S))/S haciendo
wh—35 )

j+4 L.
) 1

23

n
¥y asi se construye 1la sucesidn creciente {nJ}







III.- POLINOKIOS TRIGONOMETRICOS

En los capitulos anteriores, las funciones escalera y las funciones poligonales, permi-
t{an obtener en los mejores casos, aproximaciones del orden 0 ( -;L; ) ¥y 0¢( lnz ), res
pectivamente., En lo que sigue, tendremos ocasidén de comprobar que se obtienen resultados
més favorables, usando polinomios trigonométricos, Veremos, por ejemplo, que en el caso de

funciones indefinidamente diferenciables, el error es del orden O( 1—p ) , cualguiera

o(e” &lnl) "

sea p , y si la funcidn es analftica, es
A- DEFINICIONES Y OPERACIONES

Definicidén 3.1 :

Un polinomio trigonométrico, es una funcidn de la forma:

N

(3.1) T () = 2. o ot
i=-N

donde los Cn son nimeros complejos.

Definicidén 3.2 :
Grado de un polinomio trigonométrico, es el menor de los nimeros N con los cuales

es posible representarlo.

Una forma equivalente de escribir (3.1) es:

N
a
(3.2) -2 4 Z a_ cosnt + b_ gen nt
n n
2 n=1
a, - ib
&, = Cp+C Cph = 5
con: . y 8+ b
bn— 1(Cn-C_n) C_n- >

Para polinomios reales, resulta:
N

N
- _ = ~int _ int . T =
l.- T{t) = T(t) = ;N Ch e = 2 C,e , con lo cual: T, c_,

2,— Como consecuencia inmediata de 1.~ los coeficiemtes a3 ¥y bn , de

ta forma (3,2), resultan ndmeros reales.
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Bem Un polinomio trigonowmdtrico real, se puede representar comeo:
N
(3.3) T (t) = Eo: r, cos(nt + (Pn)

donde r, se llama la amplitud, y ‘Pn es el dngulo de fase, Vale en este caso:

T, cos \Pn

—
fo
o]
fl

|
.U'
o]

]

r, sen ‘Pn

19

Sien (3.3) ponemos: z=ce'' y ¢ =r e o , resulta:

=
N

(3.4) T (t) = RZ c .zl (R , indica "parte real")
o

Definicidén 3.3 :

Sellama funecidén conjugada de (4) a:

N
12, c, =" (I , indica "parte imaginaria®)
1

de (3.3) es : r. sen (nt +?n)

n

y de (3.2) : (b, cos nt + a, sen nt)

N
=
1.
>
1
Operaciones :

Los polinomios trigonométricos constituyen un espacio v ctorial sobre el cuerpo de los

nimeros reales o complejos.

En efecto: Sf P=& c, e int s Q= z:dn etnt D M son escala-

res. Se verifica:

AP+ MY = Z (Acy + pay) et

que §es un polinomio trigonométrico.

Producto
(3.5) P.g = Z Z e Pt g et an etat
qa p p q

con: ¥ = e d

Definicidn 3.4 :
Se llama convolucidn de las sucesiones {cn} h {dn} a la sucesidn. {Un} dada

sor la expresién (3.5), ¥y se escribe:

oo} - feefoad
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La operacién de convolucidén, tisne las propiedades ordinarias de la multiplicacién (aso
ciatividad, conmutatividad, distritutividad con respecto a la suma). Las sucesiones de coe-

ficientes constituyen entonces un 4lgebra conmutativa.

Derivacidén :
. int
pP' = }2 inec, e

Los coeficientes de la derivada, son 4, = incn .

Integracidn. :
- VoL
7l o= 2, neint et + d

in
donde Z es la suma de todos los términos, salvo el de orden cero.

Ista expresién no es necesariamente un polinomio trigonométrico.

Beee FORMULAS DE FOURIER Y PARSEVAL - CONVOLU=-

CION.
. int _ + + - . :
Tenizndo en cuenta que e (n=0, -1, - 2,...), es un sistema ortogonal de funcip
nes en (0 , 2T) , resulta:
2T
(3.6) c. = -1 P(t) e7int gt
n
2T 5
) n 2w
e, = - P(t) at
2T 0

r
Las (3.6) son las férmulas de los coeficientes de Fourier . De

la definicidén de .P.G , de (3.5) y de (3.6) , resulta:
=T
1 P.Q. dt

2T

(3.7). - : -7, =D a

Si tomamos el polinomio:

—Q(t) = Z a—-n e—int = Z a—’r—l eint , .
aplicando (3.7);J:§e tiene: - - -
2w 5
(3.8) L P.U = Cn a;
. 2T Jo -

que esla primera férmula de Parseval

s o

Haciendo Q=P :




2T
(3.8) L 1212 = X le,l?
. 2T Jo |

que es la ‘se‘gunda fédrmula de Parseval ,

Haciendo une traslacidn de la variable t , resulta:

(3.9) , P(t -~a) = )y c, e ™ eint
esto es, los coeficientes quedan multiplicados por la exponencial e—ina .
Por otra parte, multiplicando el polinomio por una exponencial eiﬁt , 8e trasladan

los coeficientes:
Bt) oVt = Z‘cn lnt Mt _ chﬂpeint .

Todo lo anterior, nos permite encontrar una expresién sencilla para el polinomio:

z ey dn eint. .

Por la férmula de Parseval :
5 o
1
cp &, = —= P(s) Q(-s) ds
n - n 217 So

La relacién (3.9) d4:

Q(t-8) = Zd g int ins

y de ambos resultados,- se tiene:
o

(3.10) ch a et = L P(x) Q(t-g) ds
2T Jo

ExQ(t).

Definicidn 3.5 ¢
Se llama convoluciénde P y Q , a la operacién P¥%Q dada por (3.10)

Esta operacifn sobre polinomios, da un dlgebra conmutativa, como es sencillc -comprobar,

C.- NUCLEOS USUALES .

Ndcleo de Dirichlet :
Consideremos un polinomio trigonométrico cuyos coeficientes , valgan 1 , para:
’”

N&n&N .

La fig. 3.1 representa el gréfico de los coeficien

tes.

[TTTT17 111 i

[ 1
~N 21912 Ny Entonces, se tiene:
fig. 3.1




1

N . . . . .
:E: Jnt it e:!.(N+1)t ) e—?(t/z) ] miNt _ +i(N+)t )
N 1 - elt e—l(t/?) 1 - elt
iy 1 . 1
it e:f.(N+}')t _ osen (BBt - 5 p(r)
et/2) 1(t/2) sen (t/2) N
-
La expresién:  Dy(t) sen(N+3)t se 1llama nucleo de Dirichlet .

2 sen (t/2)
S$i P es un polinomio trigonométrico de grado N ,y n 3N , resulta:
P¥2p =P

Se dice entonces, que el nidcleo de Dirichlet es una identidad aproximativa para 1la convolu

cién, y en general tenemos la:

Definicecidén 3.6 :
Cada término de una sucesién {Tn} de polinomios trigonométricos,.es una identidad
aproximativa, si para todo pclinomio trigonométrico P Tn*uP tiendea P ; es de

cir, si para cada j y el coeficiente de Fourier de orden j de Tp, y tiende a 1.

Ndcleo de Dirichlet modificado :

Es la expresidn:

ﬁ* = D.+D _ sen(N+i)t + sen(N-3)t _  sen Nt
N

N N-1 2 sen (t/2) tg(t/2)

Es también una identidad eproximativa. Sus coeficientes estdn representados en la -fig, 3.2.

—(N+1) =N ~(N-1) -1 o 1 N-1 N N+l

fig. 3.2
Ndcleo de Fejer :

se obtiene tomando la media aritmética de los ndcleos de Dirichlet :

) = _l(sen gNgzzt)z

- 2
2K, = & (Do + D1 + ...+ D

Ny N-1 N ' sen (t/2)
Una propiedad muy importante del ndcleo de Fejer es
1‘ que es siempre positivo.
1
___,—1“’1'—‘1‘———..~.T~."T“~7-.__ ’ Ademds, se puede calcular en norma o
. T T

-N 1.0 1 L |2K, (t)] at = —— 2K (t) at = 1

2T N 2T N

-Tr - ]




-
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de modo que el miicleo resulta de nornla; ‘&cotada ;.iara todo n » Lsta propiedad no vale pa
ra el micleo de Dirichlet . EI1 ndcleo de Fejer e3 una identidad asproximativa pero na
tiene la propiedad que pera todo ,polinomio trigonométrico P ’ PXx2 Kn = p cuando n
es bastante grande. .

NYcleo de de 1la Valled Foussin

Interesa encontrar un ndcleo, que satisface ¢sa propiedad y al mismo tiempo tenga su
norma acoteda. Esto se logra con el nidcleo de. de la Valle? Poussin , a partir de ndcleos

de TFejer , tomando:

(3.11) 2 V2N = 2 K2N - KN

=N o N N pyg, 3,4 2N N o N 2N
La figura anterior muestra que, entre =N y N el diagrama de coeficientes para
2 Vo em igual al de 2 Dy vy por 1o tanto, para un polinomio de grado N , obtenemos:
Px2 VZN = P

Ademds, por (3.11) , tenemos:

l2 vyl & 12Kyl + K]

y 2 voull & 112 Koyl + [IKyll = 2+1 =3

es decir, la norma de 2 V,y es acotada

Por ¥ltimo, vamos a considerar 1os nicleos que verifican:

~J

P*SN -3 P
[ .
donde P es el polinomio conjugedo de P .

N
Ya vimos que si P = Z:N cy elnt es un polinomio trigonométrico, real, se verifica

que ¢, =c, , ¥ que por esta razén P se puede también escribir:

N
P = ¢ + 2RO cpe

n=1
~ .
¥ el polinomio trigonométrico P , conjugedo de P : -

N
~ . _int
P 2IZ c, e
n=1

teniendo en cuenta que:




resulte:

Ndcleo de Dirichlet conjugado y s8su modifica -
d o :

~
Vamos a calcular 2 DN :

N it 4(N+1)t i(t/2 i(N+)t

v int _ e -e _ e -€ _

2 DN - I‘2 81 e - I 2 1 _ eit - I 2 e-i(t/«?) _ ei(t/z) -
= Ti ei(t/Z) - ei(N""k)t = cos (t/2) = cos (N+3)t - cos (t/2)(1l-cos Nt) + sen (t/2)senit

sen (t/2) sen (t/2) sen (t/2)

y por dltimo:
2”]5N = 1 —cos Nt + sen Nt
tg (t/2)

Cdlculo del ndcleo conjugado de Dirichlet “mo-
~ o N

~
dificado : 2 Dy = Dy + Dy,

N

~ N ~ N .
2D = 122 o ; Dy = I 2 elft
1 1
- N o N-1
= int . = int
2 D1 I2 Z e H Dy I ? e
1
v o~ v L= N, o
2Dy = Dy+Dyy = 1%_.' em+121: e =ZIZlaent-senNt=2DN-senNt
Luego, por (3.,12) queda:
2 'ﬁ: = 1~ cos Nt
! tg (t/2)

POLINOMIOS TRIGONOWNETARICOS .

w

D.- CERO DE LO

3
N
_ Z int . . . . .
Sea P(t) = c, © , un polinomio trigonométrico de grado N , Si hacemos
N

it -, y Queda: N
2, ¢, 2° , con |z] =1

e

(z)

Se trata de ver, cuales son los ceros del polinomio sobre la circunferencia unidad, es
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decir, los valores de t que lo anulan, Tomando 2N (z) , S& ve que el polinomio que

se obtiene es de grado £2 N , €s decir, tiens a 1o sumo 2N ceros, gue provienen de

Q(z) , bues zN no se anulsz,

Resulta asi gque, todo polinomio trigonométrico de grado N y admite a 1o sumo 2 N

ralces distintas, mddulo 2T

Eso significa que, si un polinomic trigonométrico de grado ¢N admite 2N +1 ce-

roa digtintos médule 27 , es idénticamente nulo.

Este resultado y el que se desprende del teorema que sigue, se aplican con frecuencia g

problemas de interpolacidn.

Teorema 3.1 :

Existe y es unico, el polinomio trigonoméirico de grado &N s queen 2N+ 1 pun-

tos distintos médulo 27r , toma: valores prefijados P(tj) con j.-= 1,2,...,2N+1,

D,
“d
Demostracidn :

Sea N

Para cada j se tendrd:

{]
0
o}
[0}
o
o}
ot
1]
o
[
4

(3.1%) B(t;) (3 =1,2,...,20841)

0 sea, un sistema de 2N + 1 ecuaciones, con las 2N + 1 incdgnitas C oy » S+l v
Co,cl,..-,CN -

Como el sistema homogéneo admite sélo la solucién trivial de acuerdo a lo dicho anterior

mente acerca de los ceros de un polinomio trigonométrico, resulta que el sistema (3.1%) es

de Crdmer , y admite solucién Unica. : I
Como aplicacidn de lo anterior tenemos el:

Teorema 3,2 : .(de Bernstein) :
Si P(t) es un polinomio trigonométrico de grado N , se verifica:

sup |P'(t)] N sup |P(t)] , o sea: IIP'(t)II'o £ NP
t t _

Demostracidédn. :
En primer lugar, sea P(t) un polinomio real. En el caso particular en que P(t) = -
= sen (Nt + ), se ve de inmediato que |[PU(t)||, = N.lIB()Llg - '

Supongamos ahora que existe un polinomio P(t) que no cumple la tesis, es decir, que ve
rifica:
)

1°)  |Iee)|] < 1 2 Pt > N 1




41

Tomemos el polinomio:  Q(t) = P(t) - sen (Nt + ) , que es igual a P(t) , en todo

punto de la forma t; = *11—1'“'1- . En los puntos t; = d+HNW-9P ,el
J

J dJ N
sen (Nt +) , vale +1 6 =~1 , segin sea par o impar.

Sea tj tal que sen (Nt + ?) valga 1 . Por la hipétesis lo) y resulta que

en t; Q(t) es negativo, y en t,j+l sy Qt) es positivo

Luego, entre tj y tj;; hay un cero de Q(t) y en el intervalo (0 , 27) hay
2 N ceros de Qt) .

En virtud de la hipdtesis 2°) , hay por lo menos un punto s , para el cual se ve-
rifica:

[P'(s)| > N

Como 4 es arbitrario, es posible elegirlo de modo que:
a) sen (Ns + P) = Ps)
b) el signo de la pendiente de sen (Nt + ¥) enel Funto 8 sea el mismo que

que el signo de la pendiente de  P(t) en s .

Entonces resulta: de a) que:

o

(3.15) : s) = P(s) —sen (Ns+ ¥) =

y de b) , dos casos posibles:

1.~ P'(s) <0 . Entonces:

(3.16) Esen (m + @ )j.zs) = N.cos (Nt + ¥ )(s) N.cos (Ne + ¥ ) ¢ ©

y 1la funcidn Q(t) es decrecienteen s

Por ser la pendiente de sen (Nt + ?) negativa en & , a izquierda de & hay
un punto del tipo tJ. en el que sen (th + 'P) vale 1 y ¥ & su derecha, en el pun

to tj+1 s sen (th+l +9) ,vale -1 .
Segin lo analizado antes:

De (3.15) , (3.16) , y (3.17) se desprende Que existen: ur cers entre Q(tJ-) y
@(s) , y otro cero entre Q(s) y .Q(tJ.+1) .

Resultan asi en el intervalo (tJ. ’ t,j+l) , tres ceros. Es decir, en el intervalo

(0, 2m) , Q(t) tiene 2N + 2 ceros, lo que significa que es identicamente nulo,

Entonces: P(t) E sen (Nt + ‘P) 3 esto dltimo, contradice las dos hipétesis he -

chas sobre P(t) , lo que indica que éstas son felsas y se cumple la tesis.
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2.,- P'(s) L0 .

Conduce con un razoneamiento andlogo al mismo resultado.
Luego, debe ser [{P'(%)| leo £ N|IP(t)|],, ,para el caso PB(t) real.

[ ]
Sea ahora P(t) un polinomio complejo. En virtud de que: ER(P)] = R P'] , 8e

puede escribir:
[} L Ve .
[[R (B &N IR (P)] ~.,~N||PHc .

Si en lugar de P , tomemos P el , Se tiene:
R (er 1 £ IR I &N ([Pl .
Se puede elegir K , de modo que: R (P' ei“) = pr 19
Entonces:
ik
HR (B e = 1P g y HE'll g €N 1Pl

E.~- POLINOMIOETS TRIGONOMETERICOS PQSITIVOS ,

Propiedades H

Si P(t) es estrictamente positivo, es real y sin ceros sobre la recta. Ademds,

1 1
[IP[l{ = —— ip| = —— P
1 27 oW ’
1

©
es decir, la norma L de P es al mismo tiempo el valor medio de P y su primer coe

ficiente de Fourier .

Teorema 3.3
Para todo polinomio estrictamente positivo, es posible hallar Pl > 5 , de modo que

P= P]2_ + P% donde P vy Py son polinomios trigonométricos reales.

Demostracidn

N .
a Plt) =3 e St , le asociamos la expresién:
-N
N

plz) = ZN cp z' 3 luego: P(t) = p (1Y)

x4 .
z-l\ p(z) es un polinomio trigonométrico de grado 2 N . Luego, hay 2 N ralces que no

pueden estar sobre el circulo pues no hay ralces de t sobre la recta, Ademgs, como
P(t) es real, si tomamos su expresidn conjugada, se verifica: TP(T)] = P(t) . Para to

do =z , tal que Jz|] =1 , tenemos: p (3) = P (/2] .

Estas dos dltimas expresiones, son holomorfas salvo para z =0 y =z=9 ., Son

ademds iguales sobre el circulo; luego, son idénticas. .




En consecuencia, si hay una raiz para =z = Zj

(3=1,2, vo., M
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, my también una raiz en

z = l/(Z_j),

Entonces, se puede escribir :

N N
zN p(z) = k-rr (z = z.) Tr (z —1:)
1 J 1 ZJ'
o bien:
N N
p(z) = kTr(z 7 )TT(—) H (2-%) = ¢ M (z-2) (-3
zZ; z J 1 J 1 =z
N
Llamemos: q(z) = Tr . 4 - 1
13 (zdz.]) Y Q(E) LE ]11. (; J » Asl tenemos: g(z) =
= Q) =L [P ()+ iBy(t) L .oy - L
1 =) = = =
( 2()) v UZ) = Q) =2 (By(e) - imy(w)
y:
2 .2
P = Pl + P2
Py P, , son polinomios de grado &N . S8i N es par, se puede obtener un
resultado mejor, Si =29 3+ se puede escribir:
N N
= -y v 1_+
p(z) = ¢ Ez -,;r (z - zJ-)] = -I;r (z zJ-)]

El primer paréntesis, es un polinomio de la forme: Z dm 2" .

Py P, , de grado inferior a N
F.- CARACTERIZACI ON
MIOS POSITIVOS .

ol N
fig. 3.5

]

Se puede suponer que

¢

Teorema 3.4 Py

El polinomio P(t) =

Demostracidén :

Se prueba por induccién sobre N

int
e

v

Se puede elegir entonces

DE UNA CLASE DE POLINOS-

Consideremos un polinomio trigonométrico tal que la
gréfica de la sucesién de sus coeficientes sea una
curva simétrica respecto del eje vertical, convexa a
la derecha de ese eje, y completada con dos semi =

rectas. (fig.3.5)

Y,

Si la gréfica dada, representa a la funcién
Yn) ¥y

c. = cN=O.

entonces: n

es lineal entre dos enteros consecutivos.

, con P(n) , (fig. 3.5) es positivo.
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En efecto, es cierto para N=1 , pues en este caso P es un& constante positiva,

Supongamos que sea cierto pera polinomios trigonométricos de grado £N-1

Es fdcil ver que:

Pey = xt) + Yoo (fig. 3.6 )
con k(t) =0 fiuera de (N, N) , lineal entre
(-N ,0) y (C, N eigual a P(t) entre
(-N , =N+") 'y (N-1, N) pues supusimos que ¥

=N =N+1 0 N-1 A era lineal entre dos enteros consecutivos. \V(.t) s

fig. 3.6 es la funcién diferencia entre "P Yy k 3 es u-
na funcién par, y es convexa por ser diferencia entre una par y una convexa; ademds vale ce-

ro fuera de (-N+1 ; N-1). Entonces se puede escribir:

P(t) = oig(t) + Qt)

L
donde kN(t) es el ndcleo de Fejer y ky esun miltiplo del mismo, con & = k(0).

G(t) es un polinomio de la misma forma que P(t) , pero de grado £N-1

Como  Q(t) es un polinomio positivo por hipétésis inductiva, y o(kN(t) lo es por

ser el ndcleo de Fejer , multiplicado por una constante pesitiva, resulta:

P(t) 20

G- "POLINONKTIOS TRIGONOMETRICOS SOBRE EUNTOS
EQUIDISTANTES SOBRE L CIRCULO

Dada el dlgebra multiplicativa de los polinomios trigonométricos sobre el circulo, se
considerardn las funciones que resultan-de hacer la restriccién del dominio de dichos poli-

nomios, al conjunto E de puntos de la forma:

tj=°k+ 21;;] seon j=1,2, ..., N

iN
Se observa que el polinomio eiNt - eJ'N , 8e anula sobre el conjunto E y nunca

fuera de €1, Asf pues consideremos el algebra cociente del dlgebra dada por el ideal
(eiNt. - eiNOk)

Siempre es posible reducir un polinomio, de modo %l:e sus coeficientes sean nulos fuera
N

de un intervalo dado v+l , VPN s ¥ escribirlo z: ch eJ'nt , tenlendo en cuenta
. . Y+l
que se puede reemplazar et por et cuando sea necesario.
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Analogifas con las fédrmulas de Fourier , Par-

seval Yy convolucidén .

a) Recordemos que:
d o

X e1n‘l: at =
2% ),

0 ,81 n#o0

Aquf, en lugar de integracidén sobre el circulo, vemos a tomar la integracidn sobre E;

se ve de immediato, que resulta una integral de Stieltjes , respecto de una funcidn a "py

ro salto". En efecto; para una funcién f  cualquierz pongamos:

N
£(t) awy (t). = 2 e+ 20
E N =1 N
En particular, si f(t) = ej‘nt , queda:
v . N s
I = & eint dwE(t) = elnu Z (ein(Z'ﬂ'/N))J
Entonces:
' si n=0 ,méd. N , I = gin¥
si n#0 ,méd. N , I = O
+N
En consecuencia si tenemos un polinomio: P(t) = Z ch eint . se verifica:
n=$™1
en ein°( = S P(t) e‘ln’c dwg(t) con V+1l & n g'-{Hn
- E
b) Consideremos dos polinomios:
) N : VN :
_ int ~ _ int
P(t) = z c, € Qt) = Z'.' da e
3+1 v+l
} .
El producto P(t).Q(~t) serd de la forma ¥ o™ con w = 53 c 4 .

Es fdcil ver, que q-p , 0sea n , estd entre 1-N y ©N-1 , es decir:

n N -1
¥, =0 ,si
nd€l~-N
Luego: - )
N-1 ine¢ N .
$_ e .
X,'_P(t) a-t) dwy(t) = T, B X, (ein2W/M)Y
- n=1-N N J=1

Como
1l ,s81 n=0 ,méd. N

N
£ (ein(2mw/m,d

i
N =1

0 ,s8 1n#¥O ,méd. N
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resultal -
VEP(t) . QL) dwE(t) = ‘o’o = g; ¢, 4,

¢) Férmula de convolucidn: (de Lagrange).

Sea: vN
Ko = as+ 0 =§1an e ot
Entonces: Vi
d*k-t),= Ws -t) = z:.d_n e-ins oint
Qfl;
" VN .
P(t) & (=t) dwg(t). = ¢ e™n®
" E vl n dn
0 8Sese v'l'N
P(t) &(s-t) dwg(t) = e, 4, el = PxQ(s)
E , v+l

d) Aplicacién :
Se puede dar una nueva demostracidén del teorema de Bernstein aplicando la convolucién:

En primer luger tomemos: A
R(t) = 2, c_ et

n=0 n

que es un polinomio trigonométrico, cuyos coeficientes tienen como soporte los enteros de 0

a A . Calculando su derivada se obtiene:

donde los coeficientes de Q(t) de n

0 a /AL y Son igualesa n .,

Vamos a ver zhora que si ¢ Q(t) 2/uds“§il‘t , 9e verifica (3.18) (ver gréfico)

En efecto:

gréfico de los
coeficientes de

2/1 m

gréfico de los
coeficientes de Q

\
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shore:  |[P'(8)[|, = IIPxally & IIPllglIQll; . Pero lJally = sll2g, tl = & .

Se obtiene entonces: ||P*(t)[l & llp(t)llm . .
Pero esto no es todavia la demostracién del teorema de Bernstein , ya que P(t) tiene sug
coeficientes desde O a /u ¥y no de = /-L a K . Para completar la demostracién

hacemos uso de la conveclucién de Lagrange .

Por la segunda perte de la demostracién del teorema de Bernstein , sabemos que nos baa-
tard probar que: | |RP'| Iw & |LRP|[® , Paes basta considerar polinomios reales (RP par-
te real de P ).

si @Q(t) fuese un polinomio real, serfa inmediato; Pero Q(t) no es real a causa
del factor e]'/u’t « Pero si tomamos valorcs de t equidigtantes sobre el cIrculo y de

la forma: t =X+ (W ) , entonces ei)&t tendria argumento constsnte, y ademds:

argumento de Q(t) = M A (mda. W)
Si 1lemamos E 2l conjunto de los puntds consideradog, se ve que Q(t) emiMx
es un ndcleo real sobre ese conjunto.
. i R
Recordemos que: P%Q e X (s) = P(s~t) @(t) e i
E

R (PrQ e M) = paxg MY

dwE(t) . Lntonces:

Como:
(e atuy(t) = p) 2 K, dwglt) = p
E E
Queda: '
[R(PKQ ™) | & MUIRPlg
Si elegimos o tal que:
|[P%Glle = [IRERG ™) ||

teniendo en cuenta que ||P%Qllp = [[P*|l, , queda:
Hetg & MIHRP g

Observaciones H

1.~ La ¥Yltima desigualdad es mds fuerte que las que tenfamos enteriormente.,
2.~ Se puede aplicar la demostracidn a la desigdaldad siguiente:

Sea i)\n} {n=0,1,...) una sucesidn creciente convexa con A_'o =0 y:
A

P(t) = %-l o, &Mt

entonces:
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"

int
awp L& eqy P & NIl
Bagtard tomar:

n
Q(t) e-i’d' = Z )\ﬂ. - Inl eint
-t

que es un polinomio positivo (ver parte F ) .




IV.- SERIES DE FOURIER

SUMAS DE FEJER

4e- Definiciones y generalidades
Definicidn 4.1 :

A la funcién £ e,Ll y de perfodo 2W , se le asocia uns sucesién de ndmeros:

en = = Sf(t) e7int gt
2T .

que se llaman coeficientes de Fourier de hig .

Si f ‘-es un polinomio trigonmétrico, todos los coeficientes de Fourier , salvo un

ndmero finito, resultan nulos, como es inmediato comprobar.

Definicidén 4.2 : ®
. . § . ‘E:' int . .
Si £ es una func1§n cualquiera, la expresidn ‘Gcn e , €s una serie formal,

que se llepa la serie de Fourier de la funcién £ , donde las ¢, . son por definicién

sus coeficientes de Fourier.

La serie de PFourier de una funcién ¢ , €s una expresién que en general no es con-

vergente, 'y si lo es, no converge necesariamente a f(x) .
Para estudiar esa convergencia, se estudia el comportamiento de las sumas parciales:

N
- int
sn<t,f)-§cne ,

Otra f orma de representar la serie de Fourier, es la siguiente:

. a o
S(f,t)=—9-+ZAn(t)
2 il

donde 8, = 2¢, 5 ¥ A t) = 'cn e"lnt + o e.i!:rt = e, sennt + b, cosnt

En particular, si A (t) s resl: A (t) = r (ccs nt + qg) .

Cuando " 2, 'y b, son ndmeros reales, se demostrard que £(x) _es una funcién =

.valores reales p.p.:

Si f(x)* es real, se ve de inmediato que & y b, son reales. Vamos & der
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ahera, una definicidn mds general para la convolucidn, a partir de la cual se obtendrd una

nueva expresién para las sumas S, .

Definicidn 4.3 H

Dedas fe L! Yy & 6Ll , 8¢ llama convolucidn de f con g a

r
H(t) = f£xg(t) = 1 g f(s) g(t-a) ds
2T 0

Esta operacién es lineal y conmutativa,

Como: o

e elnt I £(s) eln(t—s) ds = f(t)*eim' ,
0

es fdcil ver que:

S, = f(t)%2 D (t)

Definicidédn 4.4 :

Se llemen sumas de Fejer , a las sumas Césaro de las S , es decir:

n
+ + ... *
o = s0 sl sn-l

n
n

Como

L2
K = n(DO+D1+"'+Dn-l) ,

resulta:

0L = £X2K,

B~ Teoremas sobre la convergencia de 1las s u-
mas Fegjer . Convergencia puntual .
Teorema 4,1 :

Sea f € Ll y acotada, Supongamos que en un punto X dado:

£l - t) + £(x + t)

(4.1.1) : 1lim £(x)
t-»c0 2 .
Entonces se verifica:
(4.1.2) lim [ Gu(x) - £(x)} =0
n-ro

Supongamos. que la convergencia 4.1.1 , ea uniforme respecto de. x cuando x €E .

Entonces, la convergencia ~ 4,1.2 , es también uniforme respecto de x cuando x €E,

Demostracidén

Primers Parte: segln se ha vistos

-
Tplx) = %r J K (t) £(x—t) dat
r
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| Ademés, como la norma L1 de 2K, ,es 1 , tenemost
%ia
£(x) = %_ J\ K, () £(x) at
il
Entonces: T
P = 1 =
6;:1(“) -£(x) = T j K (t) [ £(x-t) = £(x) ] at_ =
-
i
= 2 S Kt) [f(x=t) + f(x+t) - 2£(x)] at .
v o
Si Ilamamos ‘P(t) = flx-t) + f(x+t) -2 f(;c) , queda :

T
0, (x) - £(x) = Tgr j k,(t) o) at = 1
)

Dividiendo el intervalo de integracién: I3 .
2 S +S k. (t) P(t) at
0 €

I = £
m
! ' Llamando Al al sup | ‘P(‘t)l , se puede acotar la primera integral de la siguiente ma
Ost<E
nera:
£ ¢
2 2 « 2 .
I‘I_T r k () o) at | € 7 L lk e) Pee) | oat g ) SO K (t) at &
0

T
< ‘%Al S K (t) &t = 4
0

Llemando 4, al Esup | P(t)] , se acota la segunda integral:

tew T T
2 \. 2 .
| 2 g_n(t) P at | ¢ ay =) K0 a
pero,
K (1) = s (ge/2) ¢ —2“'2
a 2n sen“(t/2) | 2nt
pues:
0¢t¢Taysen(1/2) 5 1 ygen(t/2).3 T
2 2 t/2 2 t
Entonces: Ul w »
2 - ™ \at 113
12 S_\n(t) Yooy av | g 8, - Sta $4 77
A &
Como
1g ) = S0et) o o) = o1 ) = O
t=0 2 10

V] }=3

y dado h DO , arbitrario, se puede encontrar E>0 » tal que: Al 4




52

Fijado &(h) , existe no(E ) tel que: para todo n > nt€)

2 .
-lé- .4, <R
ng 2
Fntonces:
m | 6, - 8| = 0
n

Segunda parte: Si- la cmvergencia 4.1.1 es uniforme respecto de x pasra x £€5,
entonces dade h € ‘es independiente de x &€ E y también lo es no(é ) ,

por 1o cual Gn tiende uniformemente a f sobre el conjunto =& .

Corolegrios :

19- si f es contima sobre el circulo, E es el circulo, y este enunciado co

rresponde 2l segundo teorema de Welerstrass .,

2%~ st £ es contfnua y sus coeficientes de Fourier son todos nulos, entonces

las sumas de Fejer son nulas, y como éstas tienden a f ,es =0 .

30~ La serie de Fourier , caracteriza a la funcién contfnua, En efecto: dada la
funcién, quedan unfvocamente determinados los coeficientes, y recIiprocamente, dos funciones
continuas distintas, no pueden tener los mismos coeficientes de Fou:c-ier, pues sus sumas de

Fejer , serfan las mismas.

] . . .
) 47,~ 81 f es una funcién que cumple las hipbtesis del teorema y su serie de Fou~

rier converge en punto x , entonces caverge a f y bues lz existzncia del 1liaite de

I=s S, , implicz que existe el lfmite de lzs ()\n(x (Gue son sus sumas de Césaro )
.y ademds:
Un 5. (x) = Um G _(x)
e n-o -
5¢.-  Si una funcién es contfnua, en ningdn punto se verifical! 1fm Sn = X , pues
- n-»ea
en tal caso seria 1lm Wn =0 . Es decir, cuando la serie de Fourier de una funcién

n-o> <K
contfnua no converge, ella es oscilante.

Convergencia en LP |

Para tratar el problema de la convergencia de sumas de Fejer en espacios P , €8

necesario hacer uso de un teorema de Young ¢

Teorema 4.2 (de Young) H

Si :‘.‘GLp con 1 & D= V geLl *, se verifica:

lexell, & 12l Hslly

Demostracidén :

Dada h eLp , se demuestra que:
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| In |p , donde

ol

sup lSh-kI + %.= 1
s

En efecto: por la desigualdad de H¥lder : ‘qh e 1P vy Mk eLl , tenemos:

§r & Qmt ¢ i,

Para los k tales que ||k |p' £1
(4.1) Ijh k| € linllg
pPt
Ademds, si k = =——— , se cumple:
‘In]|P-L
P
(4.2) Ijhkl = lnll, 5 con  [lkll, =1

De (4.1) y (4.2) se obtiene:

sup |Sh k| = [|n|]
[F[°3! P
Aplicando este resultado!

' sll 5 (%g] -kl

lnll, = llfxgll, = sup
[ 1] |
P
Ademds existeun k , con ||k||p. =1 , tal que:
[ltxgll = - |SSf(t-—s) g(s) k(t) ds at |
p om
Entonces:
1
lexell, € 537 Slg(s)l ds | s{u} jf(t-s) ) at | $
3.
< ligh o1, 1l
Luego:

-.. f . )
lexgll, $ el el

Pagsaremos ahora & estudiar la convergencia en P de las sumas de Fejer .

Teorema 4.3 :

m |16, -2, = 0

si frertP ,con 1l&pg ,entonces: LI
n=>w

Demostracidn
Si f€1LP , existe una funcién g continua, tal que: dado .X»O0
rio: |lf - gl |p$ L .

Llamando G‘H(g) , & las sumas de - Fejer correspondientesa g

¥y arbitrg
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110, -2, = 110 -g + O (-8 - (2=,

Aplicando la desigualdad de Minkowsky :

G, -£11, & 16 ~all, + G e-pll, + lieel,

Pero: , .
[ G\H(f-g)Hp = |(f-g) k2 K || £ ||f-8|lp a2 &1l = IIf-gllpstX s
cy I 6;1(5) -gll, 4® , para n suficientemente grande pues g es continua y

Gn(g) —» g para n—r® . Por ultimo:

||¢n --fllp & 3K , con O arbitrario .

Convergencia cuando feL1 :

Teorema 4.4 :

Si fe Ll , las sumes de Fejer , convergen & I en casi todo punto.

Demostracidén :

2 2
Recordemos que 3 2 Kn(t) =1 ( Sen (n/2)t ) admite la acotacién K (t) < %
n gen (t/2) -nt
con c constante.

Si se define la funcién:

n ,para tg$
h (t) = 2 s
, para L
nt® 74
resulta Kn(t) )hn(t) . -
Vimos que: |Gy -] = |2 | x (1) Pty at |
T Jo n
donde ' P(t) = £ (xH) + £ (xt) - 2% (x)
Entonces:
(4.3) ¥ € “
16°,(x) = £(x) ]| & ,3! j ny(t) | ) at = 1%[‘ nt)l Pk at + S n(t) | ferjat]
0 0 3
Vamos a mayorar la primera integral:
Si integramos por partes y llamamos @(x) a la f | '?(t)l dt , queda:
0

£ £ :
jo n(t) | o)l at = n (&) ¢(E) - J‘Oh;l(t) b(t) at . -

Sea: w(h) - sup o () ~
t<h t

Entonces:

il
I
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3 ¢
S h_(t) [Pyl at £ B (&) O(E) + j C-nie) Ju(é)tat
0 0
Volviendo a integrar por partes:
£ &
j no(t) )| at ¢ pp(&) &(&) - n(€).&.w(€) + W(&) Shn(t) at
0 ’ 0
c
Pero, hn(t) L t
Luego: L
rhn(t) | $(t)| at € gcb(E) + wié) S'hn(t) a .
0 [o}
o0 £
j‘ h (t) dt , acota uniformemente ‘a j hy(t) &t ,yvele 2C .
0 0
E -
Shn(t) |9t at 5c9l$6il +w(€).2c
o :
_ t
Pero: @) - 1 | Pt)| at = s 5 | £(x+t) - f(x-t) -2 £f(x)| 4t
¢ € do . & Jo
Entonces: £ 3
HE) 1| ety -] at + 2| Iex-t) - 200 at
¢ & Jo &
0
Feru, si f(x) eLl vale para cesi todos los puntos x ; 1fm o é S J£(x+t) - £(x)] at = 0©
- : 0
{Ver Natanson: Funciones reales, c&p. IX). Ahore fijamos un punto x  gue cumple lc anterior:
En consecuencia: 1lim «qeé) - o , y 1m wW(E) = 0 .
E»0 € €0 ’
y como la acotacidén es uniforme respecto de n , fijado h , es posible elegir - € s
tal que:
(4a8)™ ' | n(t) | o)) at | ¢ 2
o 2
Ya elegido £ resulta: 4 v
Shn(t) | Pceal at g np(€) g | Pcdl ae
(3 0 -
pues pare todo t2§& , es hy(t) ¢ h(€) .
T .
Como | €(t)| at , es independiente de é yde n ,ycomo 1im %(f):o
o n->w
se pedrd elegir no(é) , de modo que para n PN, , sea:
T
(4.5) | S n () | ()] atl § B
2

£
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De (4.3) , (4,4) y (4,5) , resulte: para todo h prefijado, se puede elegir

n, de modo que, para todo n )no(é‘) , Sea
Iﬁ‘n(x) - f(x)[4h ,

Co= Propiedades de 1las sumas de Fejer que de-

terminan propledades de otras sumas N

Teorema 4.5 H o
Dada una familia de micleos, Qr(t) = Z;L An(r) l:2 Kn(t) 1 con las condiciones:
n:

1.- ¥r ¥ V‘n ) )\n(r) 70
D
2.- ¥r , E Ar) = 1

Fo~ :aro , tal quel ‘\dh , 1lim )n(r) = 0
rar,
¥y siendo fn las sumas de Fejer de f , 8¢ verifica que si 1im @‘n = 3 ’
. NeP> 00
entonces: ~lim f %*Q, (t) -f .
T~er, ‘

Demostracidén H
En primer lugar sea ‘z_= c .

Como §,=r¥%¥2 K, ,y por la linealidad de la convolucién :
«

o0
£ AQ(t) = 5; | £#2 K. | Aglr) = % An(r) &y

se puede escribir:-

o8 N ob
= Iy .
NG E N6 T NG,

’

Vamos & mayorar el segundo sumando:

vy o0 . 0
| & A, Ol 6::}3 l@n(t)l§ Xn(_r) = sup | € (t)] , pues Zi )\n(r) = 1,

n»N
Pero, 1Im | G,(t)| =0 por hipbtesis; entonces, dado € , existe N(€) tal
n-»®
que, ¥n »N(E) , se verifica: | 0, ()| (% .

Sea N=N&) , de manera que:

5 €
(4.6) | & el &=
. N+1 )\“ n 2
Abors, fijedo N , vamos a meyorar la primer parte de la suma:
N N
| 2 N, Tl € sup Wo(r) & | G(0)|
n=1 i nelN n=1

donde % | ¥, (t)] , es un valor constante respecto de r .
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Pero 1:1_.:.11 }\n(r) =0 ( para todo n ) . Entonces, dado ¢ , existe S , tal que
r ro ’

¥r y con |r - rylég S se tiene:

D EN ¢

zgl L &, ()]

¥ en consecuencia:

(4.7) l‘ﬁ N, &1 ¢S

1 B 2
De (4.6) y (4.7) resulta:

00
1im ( Z )\n ()\n) = 0 que es lo que se queria demostrar.
rrg

Sea ahorea ‘B #0 . Basta considerar f - 3 en lugar de f .

Sumas de Polsson :

es una sucesidén con-

00
Sea Pr(t) =1+2 El rycosnt , donde ry, Ty, ..., T,

vexa y cada r, es una funcién de r que tiendea 1 cuando resl .,

Vamos a demostrar que se verifican las condiciones del teorema anterior y que:

P(t) = % Ao (2x))

En efecto:

o} o ¢] ¢} (03] [e2]
Znlegwm) = Zh 2 a-lbetit s 2N Aa-d ity
1 n=1 J=-n n =1 jg=2 d 3

1] o0 ®
+ E )\J- (1--1_) o1t 4 2 A1 -2 o2t 37 )\J (12 d2t,
=2 j 3 =3 J

J =3
o sea @
ﬁ)\ l2 k()] = N+ 2 :@ -8 e‘i"n+£' ik(l-ﬂ) oint
1 2T j=1 n=1 j=n+#l ' 9 g n=l j=n+l J j
Pera =I: ©
)
B> -

R

T o, .
v ,_j§'-1 J(l - ,J') T, ’

queda
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nz=1 AnL2%,]
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o0
=1+Zr +Zre'lnt=1+22r cos nt = P _(t)
=, 1 r
n=1 n=1
Ademds: oo
r . -r =Z:X(1-n'1 Z)\(l-) )\(1-’1‘1 v & A1
a1l 'n j=n Y jen+l 9 Jen+l J
2 2 \ )3
+1°% n 1
r_ -r = A 11 -=) - A (1 -2 = (1L -—) + A=
no il J‘gl J J=n+2 el n+l Jjent2 J
Restando: ' ’\
(rn_l-rn) - (I‘n-I‘n+1) = I'pal - 2 T'n + T+l ':'n
Tuego:
)‘n = (rn+1+rn_1-2r) n
Se verifica entonces:
1.- Y ¥ \dn A 20 , por la convexided de las o
\
2.- z)\(r) =r, =1
n=1 R
3= "x; , lim )«(r) = 0
>l
En particuler, si la sucesién {rn} es {rn-} , tenemos las s umas de
Poisgsgon , donde:
rn+1+rn—1_2rn)o ypues T +1-2r30
Se puede afirmar entonces, que si: l_I.m 6‘ = { , entonces 1lim f(t)*Qr(t) -E
n¥eo
o .
donde G (t) , snlas sumas de Poisson .
Sq‘ mes &e de la Vallée Poussin .
'l
Como on = 2 k2n -k , también se verifica que:
of 1m 6 =14 , 1 sxv, =1
N> n=p o




V.- SERIES DE FOURIER
COEFICIENTES DE FOURIER
1°,~  PROBLEMAS ACERCA DE LA VINCULACTON DE Ui FUNCION CON SUS COEFICIENTES DE

FOURTER.
A,- Funciones de cuadrado sumable .
Sea fe& L

Deado PN , polinomio trigonométrico cualquisra de gredo n £ N , se pusde escribhir:

1 2 . 1 : _
T br - By _ZTrs‘(f-SN*’SN_N)(f-SIW+SN'P1‘I)

¥y como
N 1 ~int
— (£ -5 e =0 si n N
pp J iy s In] &
resulta:
1 _ 1 -
r— S(f - Sy (§y =Py at = o j(f =S5y =Py at =0
de donde :
(5.1) Ll -p 02 = L | |fr-5,012+1 |5, ~Pl%
pye N 0 Sy pp Sy ~ Py
Consecuencias: :
a) La mejoi- aprcximaciqn es glcanzad&, sl y adlo si SN = PN s ppes:
(5.2) En(f) = *J;f [£ - PNI,[?_ = |[£ -~ sN[l2

N

b) Si tomemos Fy= @, , como: I%I_gl HE - @nllg =Q para fE€ 12
©

por un teorems anterior, entonces:

(5.3) lm B (2)-= 0

¢) Si tomamos PN =0 , Tesulta:

‘ N
1 N~ 1 2 1 ; 2 2 2
. —_ £ = — P - —_ Sul = |BE,(f C
(5.4) 21r5' [ - Sl Syl +2FS'N| [n(); +§Inl
a)

Teorem=z 5.1 : (de Riesz - Fisher)ao :

re =2l et® v L j[fl2 = Z.;; le,12

Demostracidén :

Por (5.4) , se puede afirmar que: si f € L2 :

1 2 2 % 2
— V[f]c = 12 E_(£)]° + ¢ |

2“"5ll nga{[n(ﬂ —Nln}
pero, por (5,3):

o (Ey2) )% = o
n-e®x®
¥ quedaj-
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. 0
N D METR L
21 ~0
En consec(:ueﬂcia:

(5.7) rer’ o }e £

Reciprocamente: N

Si léni € fg , las sumas 8 4, eint constituyen una sucesidn de Cauchy en
L , de manera cue, nhor ser L2 ;: espacio completo, convergen a une fincién g & L2,
cuyos coeficientes de TFourier son los &y .

Entonces:

<0
(5,8) {dn} e ‘> 3g eL2 tal que g ~ Z..; & ei‘nt
e) Y= vimos que, si F y <« 3=on dos polinomios trigonomé{ricos dz grado =,
se verifica: . L _ H .
(5.9) - ﬁ'fP‘_g%%

Varmos 2 generalizer este resultado parza el caso en gue - J & sean furciocnes ge

A
cuadrado sumabla, s deecir, si f € 12 y se&lc , se verifica:

A S f o
2 .
g”Zo: dn elnt

En efecto, sean SN ¥y TN , las sumas partiales de orden N de las series de

o0
N z ey eln't
-

ol

2 .
= Z‘ ¢, d, , donde
-

Fourier de £ y g .

Por (5.9} , se verifica:

N
1 _
— Sy T = 2 c. G
g N *N N n n

2w

leE‘SSNT—Nl < Slf-SNl’g' + glé-m Isyl &

r ( _,%  — i ;
T WM R W R (SIg-Tle) <S|SN12)T

or 1o visto anteriormente:

0
Ademgs:
[gll, € por ser g €1°
HSN”Z < Hi"H:(ﬂO oor ser f e L
Butonces:

1im ijE -Ss ] = 0
Un N TN \




Queda:

Observeaciidn : 81 fe L2 Yy & eLz , aplicendo nuevamente la
desigualded de Schwarz , se comprueba de inmediato que f'E € Ll « 4aplicando le migsma
desigualdad & Za'cna;l. resulta {cn E;} € -el

3.~ feLl : Funciones sumables .

Los coeficientes de Fourier estén uniformemente acotados y vale el siguiente teorema:

Teorema 2.2 ¢ (de Riemman — Lebesgue )

00

si reit

y fNFec, R , se verifica que ¢ -»0 , cuendo n-=wm
oo~ .

Demostracidén :

Por ser las funciones escaleras densas en Ll , existe una funcién escalera g

tal que:

1 S €
J1e £ - gl <
(5.10) : 2™ ,
Pongamos: ~
e (f) = c (g + c. (f -5
Pero, ge L2 por ser una funcidn escalera; entonces:
; . .
2 lc(al“< =
-l

es decir, el término general c,(g) *0 , cuando n-»e® ypara n > no(é) , se ten

dré que:
(5.11) lcle)] < &

Teniendo en cuenta (5.10) | se tiene:

o oW
5.12 lc(f-g) = |2 (£ —g) e~int] ¢ L £ - gl< &
( ) n e . f 4 =N g

y por (5.11) y (5.12) :

lca(E)l & e (g)] + ICy(f -g)| & 2€ , para n »n (&)

Co~ fEC : FTunciones continuas :

Como 2w

Q
o]

L[]
H
Ce~

ct
f—
:
!
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it haciendo un cambio de variable, resulta:
. x
. T, -i ' T,
s - o = 2 | e+ oW/ 4 T
f 2% Jo n n
: Pero: sint | —in(t+(T0/n))
: Entonces 2T T .
C = - £t + 5) e gt
n 2T n
0
Haciendo el promedio gueda: 2T T .
1 -in
C. =—= £(t) ~ £(t +=)] e at

si ‘Uf( X) $ we S) , resulta la acotacidn:

——_—ltr
le & Hu - )

indefinidamente diferen

p.- fe€c® Funciones

clables .

Teorema 5.3 ¢

fec? , 81 y sélo Np se verifica: C, = 0 ( -n—;'— ) B
Demostracidén 3
Como: oW ,
o, = = £2t) e gt L con n#o
2% 0
Integrando por partes, sucesivas veces ge tiene:
2w int
. -
c, = -1 j i_(l&__ at
27 0 in
2w int
- " . -
Cn R (t e2 at
2% o (i n)
N 2w (o)
v . 1 P ~int
°n = oy f__(ipL_ at
) 0 (i n)*.
sea ¥t , [P0y <m, .
Entonces: .
ICyl & 1—13—
Es decir, para todec p entero, se cumple:
C, = 0¢( Lp ) (condicidén de decrecimiento
n
répido)
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RecIprocamente:
Sea C, = 0 (1/0P) s para todo p entero; entonces: para p = R
Ch = 0¢ -"'zl )

n
2 int |

¥ en consecuencia Z: Cn e es uniformemente convergente y f(t) ©resulta continus.
-t .

Derivando término & témmino: @
£1(t) = 2, incyel®
) .

Como tembien es Cp =0 (1/n3) y también converge f'(t) ,y en genersl, por ser

00
C, = 0( —%;z ), es: f(p)(t) = %(i n)P Cn e'™  uniformemente convergente;,
n -

Queda asl demostrado que & c™ .

c1 M :
ase P

o0
Dentro de las funciones €C s se considerardn las f eC(Mp) .
Definicidédn 5,1 :

Se dice que f €C(lL) , sI y s6lo sf existe k tal que, para todo p 20 ,
sup 1£(P) ()] £ KP M, .

kP M
Sea f G.C(Mp) , entonces: le,l € TlT%
Definlendo la funcién:
T(x) = sup 2 . N
p>0- My
resulta la acotacidn:
le,l € 1

En la préctica, conocido Mp es nec¢esario determinar T(x) . Una idea intuitiva

Koa

del problema, es la siguiente:
i N« e _\_o‘;l-____,..zz, log T(x) = sup (p logx - log M)
&4 .
log “;_ ————— --12; Po .
N ngamos la condicidn:
L%HzL’-'-" s Pkl Log M
L og
(=] N (5..1-5) ._._2 J [~}
T3 % 2 P p
\
—lngT(ﬁ \ﬁ& .
¥ log T(x) > p log x - log My
Q\’A ’
fig. 5.1 <. log My » p log x - log T(x)
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Los puntos gz, ’ tiener{ cob:denadas: (p, log Mp). Cada segmento M N , represen~
J
ta un sélo valor de p log x - logT(x) . Por la condicién (5,13) se ve que es posi

ble -alcanzar el sup, de esos valores, ¥y la recta correspondiente:
¥y = plogx - log T(x)

es la mds alta de las rectas con pendiente log x , que son mayoradas por la sucesién :

{log Mp} . La ordensdé sl origen de esa recta, nos da el valor de =log T(x) .,
sjemplo : Sea M =n! . Vemos a ver que £&C(n!) , sly sblosi
3 x  tel que; Ch=0 (e.-lnl/k) . En efecto:
. n
T(x) = su E_ .
{nﬁ nl
Observemos que, dado x :
X P
para = 2 1 , la funcibn es creclente
n nl
¥ para -}é £1  la funcién ﬁ es decreciente .
nl

K] supremo se alcanza entonces para n = Exj (parte entera de x) .

Luego:

"
Rah
<

= X_ con V= [x]
xl! !

T(x)

Aplicendo la férmula de Stirling :

TR oean)’

THW»
Ql- Vz—fq— (-e-)

N N
y como 14 (S;—h) { e , resulta (%) 0(1)
v+ hY e\) -

T(x) = ( ) .
v VT

Es fdecil ver que: ‘

1 4 X¥x, g 2e .
-~ X —y

2 e 2w e V2T

i
r“

H!
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Asi pues

L ——1  goe \IFYJ_D_L e=Inl/x1

e, £
n T(|n|/xp)

¥y resulta para todo k> k; H

c = Q (e"'(ln'/k))

n

Reciprocamente: Si C, =0 (e~CInl/K)y | tenemos:

QO Q
'f(p)(t)l é Z lnp Cn' < 2 Gt % D.p a—(n/k)
-0

P
pero n n entonces resulta:
en/ks 1 (n)p ’ 2
Pl 'k
o) ©
|£(p~2) ()| & 2 ¢! Zi nP-2 e~(n/k) = ¢ ﬁ L5 nP e~(n/k) g2 ¢t kP, p! D <
1 n

l1 n
y en definitiva:

|f(p‘2)(t)| Lcn kP2 (p-2) 1

lo que significa que f£¢ C(Mp) con M =p' .

E~ f€d . Funciounewo analfticas

Consideremos las funciones de.perlodo 2T sobre el eje real y hagamos:

£7t) = P(z2) ; con z = et

Tenemos asf, las correspondientes funciones sobre el circulo unidad,

Teniendo en cuenta que f£(t) = £(-1 log z) = ?(z) , 8e puede decir que f€ 7?
significa que, cada punto 2z de la circunferencia unidad, es centro de un circulo en el

cual P(Z) es funcién snalftica de 2z .
Teorema 5.4 :
fe% y 81 y s6lo s1 Zﬂn , tal que: Cn=o(e-ﬂ|nl)
Demostracidén

Si fe,% ", por lo dicho antes, tenemos un cubrimiento de la circunferencia unided.
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por abiertos, en los cuales @(z) es analftica.- Por un teorema conocido, y teniendo en

cuenta que la circunferencia es un compacto, 8e puede extraer un subcubrimiento finito,

Sea € , la distancia minima de la circunferencia al complementario de la unién de
los circulos del subcubrimiento; entonces, el anillo 1-€ < |z] ¢ 1+ & , esté integra -

mente contenido en los discos del subcubrimiento y. ?(z) es holomorfa en ese anillo,

Ahorsa, z = e]'t s luego _d_zz, =14t .
Los coeficientes de Fourier de la f , escritos en funcién de 1 2 y serdn:
¢ = —= P(z) ;0 %
2Wwi z
c
Como ‘P es holomorfa en el anillo antes indicado, se puede tomar X>0 , tal que
oL % <LE , ¥ caleular los C, integrando sobre una circunferencia C;o( con
fz]| =1%o
. : = 1l . dz
Serd: Cn = fz) 1
2WL Joz 2z,
si 1 192) & | = k , tendremos: fc,) § K (1L &)™
2Ti ot z

Para que la meyoracién sea minima, tomamos: 1 + & ,para n >0 ,y 1-& ,

para n €0

Se puede escribir: 1+ = eb ; entonces serd 1~ £ e~ P .
-Pin|

Es decir: |Cn| { Ke , ¥n .
En conclusidn: cuando fé€ #® , existe ﬁ? 0 , tal que:

(5.14) Cp = o(e‘ﬁlnl)

Reciprocamente: si suponemos que Cp = 0 (e-ﬁlnl) , 8€ Ve ques E Ca ™t o5

3
absolutamente convergente, lo cual implica que es uniformemente convergente a una funcidn

f(t) continua,
©0

En consecuencia: f£(t) = 2 c, elnt » donde C,  son los coeficientes de. Fou -
rier de f
w ’ >
Entonces: ¢z = Z Cn 2" , con zZ = elt . Esta serie converge para |z| =1,
-®

pero por la mayoracién  (5,14) tembién lo sera para e'p £ |z| € ep .

?(z_), , €8 ahora anslitica en un anillo, lo que implica que f es analitica en uns
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franja.

Fo- fevV . Funciones de variacidédn acotada

Teorema 5,5+ :

Si f£€&V , severifica Cp = o(—},)

Demostracién :

c, = L jf(t) e~int g¢
2T
integrando por partes se tiene: int
c, = -+ |= a[ £(t) ]
2 in

Pero SI d Ef(t)] 1< , Pues es la variacién de la funcibn., Luego:

|Cn| é M ¥y C

2W|n| n

o(d)
n

© Pero, esa propiedad, no caracteriza a las funciones de variacién acotada. Por ejemplo :

Z(cos_ nx)/n , €8 la serie de Fourier de una f € L2 , ¥ 8e puede demostrar, que no es
(o}

acotada en un entorno del origen. -

2°- FUNCIONES DE LA CLASE A .

Definicidén 5.2 1 .

A es la .clase de funciones cuya serie de Fourier es absolutamente convergente.

[- ]
féAﬁ{cn}.e ey e i< .
~d

Propiedagdes:

a) La clase A es3 un dlgebra de Banach .

En efecto: .
1) es un espacio vectorial normedo, con norma: | |f] Iy = 2 ICk' .
-0

St f y g€ ,tememos: |luf+ Ngll, & Il Ngll, « INI Vel
A y jL complejos.

2) es un espacio completo:

Si tenemos una sucesidn '{fj}' , 8@ verifica:

Un  |lg5-flly = 0 = que yfe,A , tal que  HE£g - £lly — o
Jikww J.-PN
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Es decir, toda sucesién de Cauchy converge.

%) es un 4lgebra normada: Si fé€ 4

y g €A

Hr.geh

Ademéas: . Heeell, & 1€, el
oD

o0
i int
En efecto: Si f = z‘cn elnt v g = % dpn et
w -

=%
f.g = Z b, elnt , con bn=cn*dn
n=f=—=o

n n proen D -q
& o0 .o ) @«
Hewelly, = 3 ol = 52 1 L epagle 2 2 lopl lag = 2o logl 2 lagl =
rF-w n==®  Pp*g=n 1==0 PrgER p=~a 7 g=-m
= lizll, . llell,
oD

El orden de las sumas se puede intercambiar, pues Z b, eint , €3 una serie doble

absolutamente convergente.

b) La clase A goza de una propiedad local :

Definicidn 5.3 :
Dada una clagse C de funciones, el hecho de pertenecer a la clase constituye una pro -
piedad local, si dada una .funcidén f cuaslquiera, se afirma que £ pertenece a la clase

dada, siém_bre que en un entorno de cada punto, f sea igual a una funcién de C .

Teorema 5.6 .

Para las funciones f definidas sobre el circulo, pertenecer a la clase A es una

propiedad local.

Demostracidn H
Miestra hifdtesis es que £ es igual a una-funcién

de 1a clase A -en un entorno de cada punto del cfr
culo, o lo que es lo mismo, Sobre cada intervalo abier

to. v queremos demostrar que f€&€4 .

Los entornos o intervalos abiertos mencionsdos, cons-

tituyen un cubrimiento del circulo, del cual puede ex

fig, 5,2 . .
*raerse un subcubrimiento finito por intervalos abier:
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tos (qk ’ Pk) , barcialmente superpuestos; es decir, el orden de los puntos -o(k ’ pk'

A pyys ﬁk+1’ etc. es el representado en la fig. 5.2 y X, = Xy .

Luego, es posible determinar un € >0 , tal que:
|pk - qk‘l'll)& ) Vk .

Vamos a ver ahora, que la clase A de funciones, admite particidén de
la unidad ; es decir que dado el cubrimiento por intervalos, con superposicién papr

cisl, se verifica: 1= 23 &3, donde £, es una funcién con soporte en [xX, , ﬁk],

M=

1
su gréfica estd representada en la figura 5,35 ¥y

adends, Qké A .

3 Pray e /\Pra p"“ En efecto: integramdo por partes se comprueba que:-

o] e Rt A Mk Ky,
figs 5.5

(5.15) cp @) = - ¢, @
in
La Qt , €3 una funcién escalera, cuyos coeficientes de Fourier son 0 ('3'-1) ;3 enton -

ces:
c, (@) = 0(h , por (5.15)
n

0
Quiere decir que, ? C (8,) -converge sbsolutamente y [, € A . Volviendo a la
demostracién del teorema, empleamos ahora la hipétesis de que sobre cada L3 Pk’ f= fk
donde £ €A .
Entonces: . Q,.f =0,.1
Pero,

- -4
Qk.fke'A y gﬂk.fkéA -

Como: w ©

%nk.f =§Dk'<fk ’

‘ge deduce que:

o0 .00
%:c:\k.feA y%ﬁk=1 .

kn conclusidn: o
£ = gﬂk.’fk .y f€a .

¢) Condiciones suficientes para que f€4A .

1) Teorema 5.7
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Dada f(x) , tal que: x
a) f(x) es absolutamente contfnua ( f(x) = f(a) + X f£'(t) at )
b) £Yx) €12 a

ge verifica que f€AaA
Demostracién :
Si: .
fa~ 2 c
-0
o t
- s in
N Y Z inCye
-0
Como £'€ L? , ¥ vale Parseval , tenemos:

oo
—;h. |f'|2 = y [n C |2 < qo
2TS § n

Aplicando la desigualdad de Schwartz @

entonces:

S -8 $@.T y
1 1 2 9
le | = | 2nc_| €[ =) . | nc_ 1] <%
1 n 1 n BN ST 2 1 n
-1
¥ haciendo un razonemiento andlogo para Z Cn , queda:
==
o0
;2 lcyl €ClI'll, + legl €% , y resulta que: fEA .
Corolario H
En las condiciones del teorema anterior: HfH.A < Ilflln + C |If'] |2 .

2) Teorema 5.8 :
Dada f¢€ Lip.o , con >3+ , entonces fE4 .,

Demostracidn H
[~ -]

Sea f(t)m z c, elft v gen 'wf( g) , el médulo de continuidad de

~oD
o0
£f(t +h) - £(t -h) w~ -Zco' C, (elth _ o-inhy cint
Aplicando Parseval : w0
1 2
- f£(t+h) - £(t-h) dat c sen nh
L | ¢ 2 legl?
con:
L || £(t+n) - £t-n) 126t ¢ W? (2 h)
2w
. 2Tr 2
Ahora, vinculando n con h de modo que ( In h| & == , 8erd sen" nh »
3 legl? ¢ w? (2n) .
;—([‘ﬂl(ﬂ

1

2
4

i




T

- En esta dltime desigualdéﬁ, la guma esté restringida a los n tales que N$[nl$2N
con N = (T/3h) .

Reemplazando h por TW/3N , queda:

Aplicando la desigualdad de Schwarz @

| 3 ¥ ,
2 el ¢ (EH(Tiedt < [anlaw? (20)70 < (2T
N¢|n|¢2N 3 "3 N 3N

Reordenando las sumas, se puede escribir:

£ LED o

= C
n o &
-® =1 21'1<|n|<2i
Lueg%: 0 - -
ol gc, + & 2o ol gc, v L 22w 2R ) gc + & 220
-0 i=]1 2i-1(ln|< 2i. i=1 .2 i=1 >

o
¥y siendo por hipdtesis € Lip.™. con >+ , es decir: @ S) £k S , se tig

nes

00 o :
Lol g0+ FHViw L,y res .

d) Teorema 5.9 : (De Wiener — Levy)
Sea ¢ wuna funcidn holomorfa en un abierto L del plano; sea <f&A con valo-

res en una curva k& L)L ; entonces: ¢ (f(t)) €4 .

Demostracidn : (de Calderén)

Para demostrar el teorema, vamos a probar previamente el siguiente:

Lema : p
si o g(t) &g(e,t) d , donde g(t,®) es continua respectode t y de © Yy

vale ¥o : [lg(t,8)|], € B, con B independiente de © , entonces:

||g(t~)||A £ B(p-o() , es decir g(t)e A .
P

En efecto: los coeficientes de Fourier de g(t) son: C_(g) = ,[Cn Ca(t,@) ] ao,
N P o
2o (e = I L le(ate)] @@ & (f-%) B
N i N

Entonces,

'w
2 'cn(g)l { % °
=ad

Volviendo al teorema: por ser f de la clagse A

—
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£(t) = S (t) + R(t) , donde

&
IR (£)] < o IcJ.I < .

Jl>n

Sea a’m(t) una circunferencia eon centro Sy
radio 2& 3 £(t) resulters interior a ella .
Aplicando la férmula de Cauchy

1 j. &_ﬁ_z)_. dz -
' Fn(t)

o [et)]

Z_Tr z - £(t)

i
i Sustituyendo 2z por S, + 2¢& ei® ; dz=2E¢ 1e10.a6 » entonces:
|

2T i
(S (t) +2&¢™® .
I ¢ Ter] = S ¢ n i: 2 &1 18 ap
; 21 Jo  Splt) + 2& e ~£(t)
: Sea: .
' b (S () + 2€¢19)
- g(t,8) = = - 28 ¢,
Sp(t) + 2E™® - £(1)
Demostraremos que |lg(t,9)]] A esté acotado.
En efecto:
1) Mayoracidén del inverso del denominador:
o0 -ig
1 1 Ry(t) J
K(t,8) = —_— = - ( <
1xCt,0011, ”zeeie-nnm“A 1iy: J);‘(.) o I, <
-  R()
sL 2 Iy -
2& j=0 2&
Pero: [|Ry(t}]| < |z| ICJ-I <& . Entonces:
jl>n g
ol < & TR AT AT [
; — < —_— =
i A 2 & A v 28& A " d -
En gefinitiva: ) o0
ke, @0 = 1l ——gt —— 1] ¢« 2 & L.z i ,
2€e™ - Ry(t) 2§ j=0o 29 €&
2) Hayoracién del mumerador: -
Sea h(t,0) = ¢ (s,(t) + 26eie) ; entonces h es analftica.

sup. |h(t,8)| ¢ B , y tembidn sup. [h'(t,®)| < B .
t
pues:

n'(e,t) = S' (t) 0'(s(t) +2Ee®)

Aplicando el resultado del teorema 5,8 R
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IInll, & Inly *C [In'l], < c
¥y finalmente:
g(t,0) = n(t,0). k(t,0) es tal que:
lgtt,0)11, <BC
¥ aplicando el 1ema .

¢ Cet)] € a






ViI.- SERIES DE FOURIER -

SUMAS PARCIALES DE LAS SERIES DE FOU-
RIER - CONVERGENCIA Y DIVERGENCTIA

a) Condiciones suficlentes para la converegen-
cia H
Teorema 6.1 :

£(x+0) + £(x-0)
2

Si f£&V y es normalizeda, es decir, f(x) =
Sn(x)—'f(x) , en cada punto.

, 8e verifica:

Demosatracidén :

Vemos a definir los ndcleo8 generalizados de de la Valleé - Poussin .
Recordemos que: VZN =2 K2n - Kn « Los ndcleos generglizados son:

,,/’\\\‘ vE;ll)n = (A+1) K( N+1)n ~ )K;n , con A
/, \\
,,’ ‘\\ entero.
/' = - Como f*ﬂ% = G'n
- ° » ™ (Mi)fl Entonces: [x]
fig. 6.1 P n+1)n = T82 V(psn = (A1) € n1)n-2 Oy

donde ‘P( N+l)n » SO0 las gumas de de la Valleé Poussin generalizadas. Por el teore-
ma de Féjer , 6, ~»f en todo punto. Luego: W( )\+l)n-’f en todo punto.

Tomemos An & @ < (A+l)n

Teniendo en cuenta que S, = f#2 Dy , vemos a demostrar que S - ‘?( MH+1l)n ©8

tan pequefla como se quiere. En efecto: como sabemos que f €V = I,lecl—kl , resulta
’ m
[Sg - ‘P()\+1)n| £2n sup. |coeficlentes de Fourier de (Sp - ?(X+1)n| <

k. 2K

<.’an.)m N

K es independiente de n y de t . Asl pues:

2 K

} -f| & =

en todo punto.
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Como A _eg arbitrariasmente grande, tenemos: G‘n — £(x) . luego, 81

’ i 1o mismo pasa con
= s convergente o uniformemente convergente,

¢ (n+1n = TV 0 © 8

S .

n

Observacidén : lacondicién feV
¢ = 0(-1) -, todo teorema vélido para sumas
n

jnterviene en la demostracidén sélo pa-

ra ver que C, = 0(-21-) . En general, si

lido para sumas de de la Va -

n
n
de Fé4jer , implica por lo visto anteriormente, un teorema v4

114-Poussin , y esto dltimo, a su vez, significa un teorema vélido para sumas de Fourier .

A continuacidn, vamos a definir el concepto de convergencia uniforme en un punto, que
nos serd dtil més adelante:

Definicidn 6.1 :

Dado un punto X. y una sucesién f,~»f , sediceque f, tiende uni-

formemente a f enel punto x ,sfysélosl, para todo € , exis-

te s y existe n, , tales que:
¥ n»n, y I|t-xlg S , se cumple: |f (t) - £(t)]| £ & .

Observacidn : La convergencia uniforme en un punto, implica convergencia en

ese punto; ademds, si las fn son funciones contfnuas, la f es una funcidén continua

en ese punto.

Teoremna 6.2 :
Dada una funcién acotada, sus sumas de Fejer son uniformemente convergentes en todo

punto de continuidad.

Demostracidn :

Sea:

T
I = @ (t) - £(t) = 1% j ¥.(s) Ky(s) as
0

donde:
Wio) = [2(t+9) + £t -9) - 22(t)]

Separando la integral queda:

- w
I = I; + I [g + J o) k(o) ds

0 et

Vamos a mayorar la primera integral:

< L
l (s) K(s) ds | € sup | P.(s)| ¢ sup | 2(t +s) - £(t) |
Xo 2 5 sem  ° lsl<et
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st It—xlis , entonces |t + 8 - x| € S+°\ , para |s| 4 &
Como:
[£(t + 8) = £(0)] & I£(t + &) ~ 20| + [£60) - £(8)| & 2 @ ( §+9)

donde ulx es el médulo de continuidad de f enel punto x ; si f es contlinua

en €l punto x , se verifica: 2 wx( S+=() -p O , cuando '$+ R = . Entonces,

se pueden encontrar un s yun o , tales que: 2w ( S-r‘t) V4 % .« Queda asi fija

do X .

Ademds, sabemos por un teorema anterior que:
Y.}
| ?t(s) K (s) ds | £ S , donde O estd fijado.
It |0

Klegimos shora n , tal que: % <§ , ¥ queda: [I]| = Ilfl(lt) -£(t)] < €
|n
para x—ss-t§x+ S .
Si ademfs, Cp =0 (LI) s 1o que ocurre cuando f@ V , por ejemplo, se puede pa
n : -
sar de Wn a Sn » ¥ resulta que, en todo punto de continuidad de una funcién de va -

riacién acotada, la Sn converge uniformemente a f en el punto x .

b)Estudio directo de les Sn

Teorema 6.3 :
Si
¥.(s)
tg%

el reul Sn(f)‘VS(f) en €l punto t .

Demostracidén :

Como Sn = %2 Dn , Tesulta mediante un cdlculo sencillo:

3 L
2
Sp(t) - 2e) = o SO ¥.(s) Dp(s) as -

- % : =
Congideremos ehora, S en lugar de S, , donde : 2 i =8, + 5441

Entonces: I
*
S:(t) - ) = 2 X €.(s) D () a5 .
w
0
. . . * _
Si hacemos la diferencia: S, -5, = ¥ (an cos nt + b, sen nt) .
si fé€ 1! sy Sp - S': ~%(O por el lema de Riemann - Lebesgue .
T J) '

Es suficiente entonces, estudiar la convergencia de Sg- .

m v
v . sen §2 ¢.(s)
S: -xt) = 2 "Pt(s) D:(e) as = % X A6 5'2— as = 2 —E—'S— sen 22 g
T ° T Jo tg'z- k. § 0 tg 5 2
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| AC)
Si llamamos g = 3 , Tresulta:
tg 3
. 1 * . ; ;
Si gé&l y Sp = f(t) es el coeficiente de Fourier de g , que por Riemann
Lebesgue, debe tender2a O , cuando n=% Q@
0 sea: Sn*' - f(t)=»0
nee
luego, si g@ L' ,todo lo anterior implica la comvegencia de S(f) en el punto
t .
Teorema 64
Si feLipa , con &4»0 , se verifice Sp(f)=aS(f) enel punto t

[£(t + 8) - £(8)] € K 8

y también:
, %K)
f\?t\s)l 4 XK' s

1
1
Pero, es fdcil ver que = - = estd acotado .
s s
2 tg 5
" C s (s) 1 ¢.(s)
kntonces: =i ‘Pt €L @ t € Ll en (0,27)
s 2 tg 43
'Pt(s) of -1
Como Tf€& Lip® ,con &>0 , implica: | | €« K's
8
g, (s) ¥, (s)
se puede decir que 'ts G,Ll ¥ por lo tanto > : s &Ll » Se cumple asl la condi -
¥ 23
¢ién pare que S(£) sea convergente en el punto t

Fendédmeno de Gibbs H

Supongamos tener una funcidn con puntos de discontimiided. Se observa que en los inteva
los de continuidad, las sumas parciales de Fourier convergen uniformemente, mientras que en
los puntos de discontinuidad, los gréficos de las sumas parciales de Fourier estdn fuera
de un entorno del grdfico de la funcién. Antes de definir lo-que se entiende por fenémeno
de Gibbs , serd dtil proceder al estudio detallado de la funeién W(x) = ¢+ (W—x)

que usaremos mds adelante:
", _ .
‘l’(x) = (T~ x) es una funcidn imper que da una

- \ T serie en senos, con coeficientes de Fourier :
1L

b, = 2 (z) sen nx dx =
n Ty ), Y

/
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- '\ Ul
= £ [ -¥&x) cos nx]o + 2 L£os nx $r(x) ax .
g LU Yo n

n

-Luego: bn = 1 . Es decir: PY-)
n
W(x)'f’z"g‘ sen nx
1 n
Sea:
N X N b4 X
Z+2E-S-e—'l—n—t-=£+g 22cosntdt=5 2DN(t)dt=SD;'dt+o(x)
2 1 n 2 VO 1 0 Y0
pues —% -1 es acotado sobre (-7, M)
2tgg t

Pero ademés

X X X
D: (t) at S sen Nt o, S sen Mt 4; 4 o(x) por la misma razén .
t
o] (0}

t
o 2tez
Entonces:
i N X
X 4 5 s sen nx _ sen Mt 4 . o(x)
2 1 n t
0
yi N (x
S. = o Z sen nx _ gsen Nt 5, o(y)

Aqui, O(x)-»0 , con x-»0 , independientemente de n , y haciendo un siemple cem-

b4 Nx .
j sen Nt 44 =5 sen t 44
o t 0 t

Esta integral, estd uniformemente acotada respecto de N y de x , es decir, las

bio de variable, tenemos:

sumas parciales de v estén acotadas uniformemente respecto de N y de x .

Si llamamos

- . Nx
G(Nx) K sent 4 , Se puede decir shora que:
0

]

‘P(x)

1fm G(Nx) + O(x)
N>

sen nt El gréfico de (sen nt)/t , es el de la fig. 6.3

La superficie de cada onda, es por razones obvias sy

\ ) ¢ Dperior a la de la siguiente.
=

o T — I El1 grdfico de G(t) esté representedo er la fig.
. 6.4

fig. €.3 ‘ La diferencia entre 2  extremos consecutivos, es



TG(t)
decreciente. Luezo, los mdximos en los puntos milti
W, e | m— plos impares de T , van decreciendo, y los mini
/2 S S—— N .
11— mos en los miltiplos pares, son crecientes.
D £ " -"~~;' Con respecto a G tenemos que:
Q ~ o .~ =~ .
w --- Moo1- ¢a¥ , cwneo  trw
w
fig. 6,4 2.- GM)>% .
. . m = 1
Entonces, es fécil ver que: Sy (=) = &(W) + o(=) .
N N

Luego, cualquiera sea S)O el su de los t i
: odip, A Sy(t)  tiende a G(TT) >

™ —

y el sup _ F(t) =-—

Ottl‘)-‘ {t) > asi pues, el 1lim §,(t) > 1fm F(t) ¥ S, no converge unifor
memente a F en el punto 0 . t—0

ISHE |

Fendmeno de Gibbse pars fe&V : Si f es una funcién de va -

riacidén acotada, hay un conjunto numersble de puntos de discontinuided, y los demas son con-

tinuos.

Si tenemos un punto de discontinuidad, con limite a derecha e izquierda [ £(x+0) ] ¥y
(f(x-0)] , tomsmos el intervalo vertical I = [ f(x40),f(x-0)] y lo sumamos a lm

funcién, para que su gréfico sea contfnuo. Obtenemos asi el grdfico completado de la funcién.

Decimos que hay féndmeno de Gibbs , cusndo hay puntos de acumulacién de los gréficos de

las sumas parciales fuera del gréfico completado de la funcién.

Entonces, si f es de variacién acotada, en los puntos x , tales que f(x-0) =
= f(x + 0) no hay fenémeno de Gibbs , pues hablamos visto que, en todo punto de contimui
dad de las funciones de variacién acotada, hay convergencia uniforme de las Sy ++ Por 1o

tanto, los gréficos de las Sy , estardn dentro de un entorno del punto de continuidad.

Teorema 6.5 : .
Si rfeV y flx-0) # flx+0) & J fendmeno de Gibbs en x

Demostracién :

llediante una traslacidn de la funcidn y un cambio, transformsmos f(t) en

~

a.f(t-x)+b .

(NN

- .
Es siempre posible suponer que el salto es C - ;I , en el orlgen. Entonces, con

sideremos fE€V , tal que:

SR

f(o + 0)

£(0 = 0)
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Luego, se puede escribir f = V+g , donde:
] e v ._
Y- F(W-x).- ¥ - g{

€c |, en’el origén, ‘8s decir  &(0+0)=g(0-0)=0

Consideremos las sumas parciales de Fourier de f s, (£} ='s (") + S (g)

Cugndo n-»e® y t =% 0 , entonces:

pre s, [et) ] = 1m s (¥Yorl+ 1 s et ]
nee o n->e0 n-%e®
t =0 t -0 t =»0

pues al ser g contfnua en el origen, hgy convergencia uniforme en el punto 0O « Entop-

cess

1lm s, L) ] «(m)>¥
n->e 2
t -0 \

Igualmente se ve:
~T) ¢« -F

2

At s [£(¢) ]
T

t»0
Luego, hay puntos de acumulacién de las sumas parciales Sy fuera del gréfico de la
£(t) ; es decir, 4 fendmeno de Gibbs . :

il

Divergencia en un punto de 1la serie de Fouri-

er de una funcidn continua .

Método de Fe’jer :

La demostracién se basa en el hecho de que |Z seg___nx | es uniformcumente acotada.
i
Sea: N
Fy = § sen nx y £(t) g r; ei)‘,jt F,j(t) ,
n =1
donde se impone la condicidn: o0

ZIr.|‘Q .
1 J

y en este caso, resuita f(t) continua, ‘

Para calcular las sumas de Fourier de :

it
e J 'Fj(t)

Ms

B S A~

L}
[}

J

comenzamos por calcular los coeficlentes de Fourier de 'i_Fj(t) _ , ¥ estos.resultan:
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fig. 6.5 "; V

1 , para -J&n g
2n

o1

Q
1

Q
"
o

,para nd>J 6 n<& =

it
Multiplicer 1 FJ(t) por e Y significa trasledar sus coeficientes en >‘J .

Esto es, el rango de los nuevos coeficientes es [>‘J -3, ),j +3] . iEntonces, es posi
ble elegir la sucesién i)‘;]] de modo que estos rangos sean disjuntos para todo J «

Entonces: A+ i
Sy vx (1.£) = Snq (1.8) = _1 ogme oo MAgr
)\J.+J' . Aj Ve J n=XJ-+1 2(n- AJ)_ J 31 o
Pero, pera t =0 , queda: ;
1 Ii .
- if,0) = . —— > in .
S pyeg (40,0) =8, 01, ) = 7y an > j

Luego, para que S(f) sea divergente en el orlgen, es necesario que: IIm rJ..ln j2o
y esto es posible, tomando la sucesién {rJ.} , tal que:

ry = 3 , 81 j=e 3 ¥ rjy =0 ,8i J#e

"de modo que, en definitiva se verificas

00
a) Zl. |;r.j | % o , lo cual implice £(t) contfnua.

b) 1lim rj.ln j> 0 , lo cualsimplica que S(f) es divergente en el origen.

Construcci'dn de una funcidn de Ll scuya 8erie

de Fourier es aivergente en cada punto .

Para lo que sigue es Ytil ver el siguiente:

Lema :
Sea t7 ,ty, «ee t?- un conjunto finito de ndmeros reales tales que ninguna com-
binacidén lineal no tr%visl de ellos, con coeficientes 0 , 1 , 2 , sea miltiplo de 2T;

es decir: |sen (3 ? Ayt 2 € >0 , para todo sistema de coeficientes {AJ} (AJ=




8%
c,*1,%2) ¥y ZI:AJ'I > 0 ; entonces, existe un N =N(9,E) tel que, cuales -
quiera sean los coeficientes reales ¥7 , ’62 g s s 39 s Se verifica:
v 9
(6.1) sup Z 6. sen n‘l:.>l 2 1§ .]
0$n&N 1 d T4 1 J
n, entero
Demostracidén :
> T
Congideremos el producto R(n) = TIr (1 + &J.sen ntj) con €. = —L , 8i

¥; 70 EJ.=0 yoi ¥=o0 .
v
Ademds, sea: S(n) = z ‘J.sen nty .
1

Como R(n) 30 ,; vale, cualquiera sea N , la férmula

N N
(6.2) 1 2, stm) Rm) ¢ swp Sl 23 Rm)
N 1 OgneN N 1

3

Pero, S(n) R(n) = Z Cj(n) IFJ[ , donde: Cj(n) = R(n) E;j sen n‘l::j =+ + una com -
=1

binacidn 1151eal de exponenciales con coeficientes inferiores a 1 en médulo y con exponen-

tes: n(Zl'Ajtj) , (Aj=o,i'1,i2) .

'
Para cada una de esas exponenciales, vale:

9
Y&

> THY) L < L
1 N |sen ZAJ.tJ.I NE

= |-

El ndmero de exponenciales es inferior al nirero de permutaciones con repeticién de 5

elementos (0, 1, tf_Z) , tomados de ¥ en ¥ , es decir 59 y ¥ de eso re-

sulta:

v
1 % CJ(n) > -2
N 1 NE
6 v
Si tomamos N -Ei- , se verifica:
1 1 1
= s R = = = ¥.
r L s Rw = 4y ‘(N n;lcj(n)) 184> 2 & 1%

Por un argumento del mismo tipo, reemplazando S{n) por 1 , vale:

N )
2 rm ¢ 1+2—¢ 1 ¢4
n=1 NE 6. 3

= (]
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Entonces, de (6.2) resulta:

con 1o cual queca demostrado €l lema.

Construccidn de los polinomios P\) :

Vamos a proceder ahora a buscar una sucesién de polinomios {Pv\; con ciertas propie-

dades fijadas y de los cuales depende la funcidn f E.Ll s que serd divergente en cada pun

to. Las propiedades son las siguientes:
a) |IPyll g1
b) 3 una sucesién {w,} , tal que 1fm Wy = oo yen todo punto t :

sgp |sn(P,, (t)| > Wy

P

Para eso, tomamos 91 ’ 92 g vee g 99 que satisfacen las hipétesis del lema, y ade -

més tales que:

- ™
| 8; - 2’ | € —
v v
Consideremos la serie:
. ® v
(6.3) ST 1L L -inej int
n=-m ¥ J=
Esta serie, puede ser considerada la serie de Fourler , o de Fourler - Stieltjes., de

une suma de Y masas puntuales iguales a P puestas en los puntos 91 ’ 92 y eee ’9\‘ .

Consideremos las sumas parcieles de orden n de (6.3) , que resultan:
9 .
1 2 D, (t -8;)
v J=1
Como: B
1~
1 1
t=.) - oy <1 )
2 tg — 2 sen
2
se puede escribir, con un error inferior a 1 H
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Z sen n t-SJ)
t1=-6.

1
v =1 2 ‘tg--—---‘]-2

S(n,t) =

<

Esta expresién; es de le forma: Z '81 sennt

e 3 s con: *l:'j='t:-eJ y

1
€. = —=
J t-8
29y tg..a_.\i

9
Vamos & minorar la %.: | 8 ,jl independientemente de t .

Supongamos en primer lugar que:
- ﬂ td - E
4 ?

Entoncest — -
24 4 2
Ademds:
tgajI>A.JI=ﬂ , si 311'4.'_4.1:
Yy T )4 4 4
Resulta: ]
[%4] L [#/4] 9 L
— -_ > =1
J=1 l.‘JI > 2V §=1 4 % J
y

por una traslacién 2k ¥ .

'

Para gplicar el lema, es necesario que t no sea solucién de ninguna ecuacién:

v
sen[t§aj(t-ej)]=o (a3=0,%1,%2 ;3 Flal#0 )
es decir, que t ¢E , donde E es el conjunto finito (méd. 2T) de los puntos donde va

le al menos una de esas igualdades.

Llememos E £ » & 18 unidén de los intervalos (cada uno centrado en un punto del con;jtg
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to E) , dondz vale al menos una de las desigualdades:
v

| sen [ % ? A (t-OJ.)] | ¢ & (4 =0, =1, Ia s B 144170)

Del lema, resulta pues que a cade & , corresponde un N = N(V, €) tal que:

sup S(n, t) > 1 10g vy , si tﬁ-Ee
ogngN 40

p Dp(t ~@;) enmenosde 1 ,

Como S{n , t) , ya vimos que difiere de <
- J:

& -

tenemos:

sup Dt - 8;) > 1‘—0-log v-1 ,si t%EE

1
0o¢ngN V¥ j=1
Ahora, si en lugar de tomar la serie (6.3) , tomamos una suma de Féjer de orden p
bastante grande, es decir:

)
Qt) = E K, (t - 93)

< =

las sumas parciales Sn(Q,t) (n £ N) , van a estar tén préxima% como lo deseamos (en nor

ma 1,'°) , @ las sumas parcigles de (6.3) , es decir, de % Z.l D (t -9"].) (ngN .
J:

En efectos . . v
: : 1
Q) = X s (t - 6.)
S g & slge-opd
Camo:
S,(K)) = 3 + (L~-3 cost + ... + (1-2) cosnt
p
p p
y
Dpft) = % + cost + ,.. + cosnut

Se ve entonces, que para p bastante grande, Sn(Kp) y D, , difieren poco.

En particular, cuando se fija £ ¥y N , se puede tomar Q , de menera gue, si
t # E£ y se verifique:

6.4 S(Q,t) s(Q,t) L1z -2 =
(6.4) °u 5(Q 5 1) 3 eup L Sal@ . ) > S0k Y »

Vamos a usar %4-5 log $~2 , como definicién de E; .
Se ve tambidn, que |I3l]; €1 .

Nuesto fin, e¢s construir una sucesidn {P‘,} de polinomios, que cumplan:




& lIpyll, €1
b) sup Sn(PT) >w, , con  lim w\, = @
n r—m
f Luego, nos falta quitar la restriccién “tﬁ, Eg " en (6.4) . Para eso, tomemos una
: serie (6.3)' , trasladada de la (6,3) , ademds de esta Yltime; es decir, en (6.3)!'
en lvugar de tomar QJ- , Se toma GJ- +ef . En lugar de E y EE , tenemos para
] (6.3)°* los conjuntos trasladados por &« , E' y Eé . Antes de elegir & ,
elegimnos ® de modo que E'* , sea disjunto de E ; 1luego, se toma € bastante

pequefio, para que E5 ¥y Eé también sean disjuntos.
Entonces, tendremos dos polinomios, ¢ vy < , tales que:

(Q, t) W, a te E
:=11r11pS'n >‘U\v cuando ﬁe

¥ sup S (Q', t) > —a')_\’ , cuan,do th‘e
n
' Sea M » gradode Q + gradode Q' , ysea P=1%(Q+ D)

4 Entonces vale por lo menos una de las igualdades siguientes:

g .
Su S(P,t) = +sup S,(Q, t) >+ Wy
nggrad Q n ! np *n ’ ‘ v
Sup [ s,, (P, t) -8 (P,t)| = sup| s (¢, t)| > &
tuézrado Q' AT ’ Y ol ’ m o ’ »
En todos los casos:
1 ——
sgp | s (P, t) | » 3y
Basta tomar “’9'_' %; wy, ,y P= PV , ¥ tendremos construfdos los polinomios

P‘P , con las propiedades pedidas.
Construccidédn de l1la funcidn

Una vez obtenida la sucesién {Pv} , bara construir la funecibn fe_Ll ¥y que sea

divergente en todo punto, bastard:

)
10') Elegir una suovsucesién de los "’v , tal que Zl % & a0
| 4

29)  blegir una sucesién de ndmeros enteros {A\)} , tal que los intervalos

CHp- Py s Ap*pol , (py = grad; de Py) , sean disjuntos.
id,t
%9)  Congiderar: f = Z N Py (t)
1 uv
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La suma del segundo miembro es convergente en 1l , 8 causa de 1°) - y ‘de que cons -

+puimos los P de modo que ||P.9| |1 £1 .

Las sumas parciales S, (f) , estdn vinculadas con las Sn(P) , por 2° .

En efecto, si m & Py s verifica:

ei)’t Sm( P)

= L
s)’ﬂn(f) - s)’_m(f) w,
Entonces, teniendo en cuenta que sup lsn(P9)|> w, , tendremos para cada { t y
n —
para cada VY ’

sup |s- (f,t) -s (£, t) >1
m(Pf Mgim' 7 )'-m ’

lo que implica que la sucesién Sp(f , t) es divergente en cada punto t .

6~d
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VII.- APROXIMACION DE FUNCIONES POR POLI -
NOMIOS TRIGONOMETRICOS .
Introduccidn :
A~- VINCULACION ENTRE En(f) Y LAS SUMAS DE FOU-
RIER , FEJER Y LA VALLEE - POUSSIN :
1°~- Sumas de Fourier : ST:

siempre se puede escr'ibir:

(1.1

51" segundo miembro*de la desigualdad

.“ s .
rv 2, c, it
x-S

Ic

[|f - S
lil>n

(7.1)

, puede no ser finito; en tal caso, la des

igualdad es trivial, y no presenta interés; nos remitiremos entonces, al estudio de los c&—

50S en que esa suma es finita.

a) f€h =llr-sll, € 2 jc.| € 0
FIR
b) rec®
Teorema T.1l :
rec® , sl y s6lo s E(f) = O(—Enl ) BN A "
Demostracidn :
ya vimos que: fé& c® = CJ. =

tero, es : Cj.

Entonces:

O sea:

1
= 0(—===) .
nk+1

E(f) £]ls. - £]| £ 2o
n n © [§>n ¢
_ 1
E(f) = O (‘;‘lk—)

entero,

0 ( '—Llc_) ¥k entero. Luego, si vale YWk ens
n
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RecIprocamente: Si Wk  entero, En(f) = 0( % } , tenemos:-
n
c*(n+];)<f) = Ci(p+1)(f - Sp)
Pero:
1
[Ci(ne1)! € sup If = Spl = [Il£-splly, = Eq(f) = 0 ;k—)
Pero:

Yk, Cxmy) = O () Frec” .

c) fC%. t

Teorema 7.2 :

~f67€ , s y s6lo st §'E>o , tal que EL(f) = 0 (e-tn)

Demostracién :

Ya fué demostrado antes que:

f € %@55)0 , tal que CJ. = o(e?eljl)

Pero:

¢, = o(E) wpr () = o( YR

j )

Reciprocamente:

‘ B = 0 (M o, - 0P pra R .

a) Para & L2 s ya vimos que la mejor aproximecibn se consigue tomsnao su -

mas de Fourier .
2°- Sumas de Fejer .

a) Si f&C- , la expresién ||f - Syll, , que nos da la mejor aproximacién de f
por sumas de Fourier , pue€de tender a e cuando n~%er 3 en cambia, sabemos que:
£ - fnl I”""O con n-»ed® ., Es decir, cuando sdlo se sabe que la funcién es contf-
nua, las sumas de Féjer son mfs seguras que las sumas de Fourier ; no dan sin embargo

la mejor aproximacidn en tedos los casos.

En efecto, consideremos Jj , de modo que el coeficiente de Fourier CJ.(f) £0 . ,
Llamando CJ.(f - Wn) al coeficiente de Fourier d&e orden j de (f - fn) , se

tendrd:

Cj(f - U‘n) = CJ- - Cj'(l —'Li'L) = C‘].-Lfll




91

Luego:

; l5.¢4l
Il - 11 > loge = 613 —
Es decir, en el caso de funciones continuas, la aproximacién por sumas de Féjer no

. 1 . . . .
buece ser mejor que ¥ , mientras que la eproximacién por sumas de Fourier puede ser

0 (—1E) , en el caso, por ejemplo de f& Cw .
n

n
Observacidén : Sea U &2l dj,nel']x .
#n

Entonces, la aproximacién de f por polinomios f#U, , no puede ser mejor que

15 le (1 - “.j n) ", lo que se verifica con un cdlculo. andlogo al realizado en el caso de
H

sumas de Féjer .

°~- Sumas de l& Vallée - Poussin .

n el caso de eproximacidén por sumas de de la Vallée ~ Poussin de orden 2n ; se op

tiene un resultado del orden de E(f) , es decir, del orden de la me,jor-aproximacidn.

En efecto, observemos que:
\P2n(Tn) = Tn*QYZN = Tn

donde Tn es el polinomio de mejor apoxiracién de f ,

Sntonces:

Pon(f ~'T) = Pou(f) - 1,

~

Les sumas de de la Vallée - Poussin, tienen norma C , cue no puede ser superior a

2 veces la norma de la funcidn. Es decir:

2 Ve Iy &5 lsll,y  pes .11 270l & 3

Luego!

NP 0 - 1 1l &3 lE-10l, = 3E

n

. Fero:

@, () - £l & (0 —T |l + IlT, - tll, & 45,2

E.- ESTULIO DE En(f) PARA fgULlip.o .

Sea el Apolinomio trigonométrico Q (x , n) definido del siguiente modo:
[

4
. (x,p) = K f(x—t) (sen nt) at

he
-©

©,
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con P g i
4
i . j(sennt) at = n° ( Senu T g,
u
k, cw  © o
Q(x,n) , €s efectivamente un polinomio trigonométrico, pues:
° ' i 1 T 2T, = &x,n)
1°) Q es una funcién perfodica de periodo 2 : &(xt s G(x,
2°)  Colculemos el coeficiente de Fourier de @x,n)
” g 4
) ax,n) e7PX gy = 5o S £(x-t).e~1P(x~t) Ipt ( sennt ¥ g0 4(p ) =
2T W : t
“fr ©
R 4
= K . Cp(f) elPt ( sen nt " 4¢
-0
donde C,(f) es, como siempre, el coefiente de Fourier de f .
' 0
J . 4 .
I = I-‘elpt ( gg%__ri ) dt , se integra en el cam
< Tc. po complejo, sobre el reciento de la figura 7.1 ..
} 28 si t=e+il , 8e ve facilmente que:
- R | h
L4 L 4
(7.2) Iser nt| £ enl‘1
fig. 7.1 'y leipt] - o
El cdlculo de I , teniendo en cuenta la acotacién (7.2) , nos permite afirmar que
Q(x,n) es un polinomio trigonorfiétrico dé grado gn , pues la integral se anula para
py>»4n 6 p&-4n .
Teorema 7,5 : (de Jackson)
. = 1
f€Lip.k , = E(f) = O .;._‘)
Demostracién :
Vamos a ver la gproximacién de f por G(x,n)
4 [ ]
4
£(x) - o(x,n) = K S Le(x) - £(x-t) ] ( %—‘-‘3 ) at
Como: f@&Lip.«l , | f£(x) - flx~t) | £ X [t|® .
Entonces: ] 4
; - 4
[1£(x) - <x,n) || & &k | X [t| ( 28B.AE )" a¢
t
- e
pero: "0

£ = &x,n) |- & K

o a 4
K*|nt| ( 22BBE )7 g(nt) n
nt

-ed

5~
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Como o

. ot sen _nt 4

K [nt] . (—t— } d(nt) = C (constante)
1 - 00 "
= A
IEf - &x,m|} = 0¢( s )

Es decir:

1 R
Eg(£) &1l -ll= 0 &) o osea Eg(f)
RecIprocamente, tenemos:

Teorema 7.4 : (de Bernstein)

i
Si B (£) = 0of n_‘_ ) con 0 <& L1 , severifica que f&Llip. &

Demostracidén :

Sea Tn un polinomioc de mejor aproximacifén de f de orden 4n

=0(
n

queda:

£
<

)

. Se puede escri

bir:
£ = + 2T21+1'T1 , pues: E(£) =0 () H|lr-T ||-w0
i=0 2 n% n-ped
més T 3 , es una subsucesién de los T, .
2

Para démostrer que f  tiene ura condicidn de Lipschitz, supondremos primero

pues si f&Lip.o®k , el sumarle Ty o varia esa condicidn.

Si 1llamamos g = T
2

341 Tzi , L enemos:

f(x+h) - f(x)

i=0

Tratemos de acotar la segunda suma:

iU C
(1.3) eghl LT g0y — 2l 112 =T411 = By, 45, &5
2 2 2 2
teniendo en cuenta la hipétesis sobre &« . Entonces:
& >
1 1
| ZI( (xth) - g,(x)) | & 2 Il gc 22 L go, L
S oL 51 I £ i=n+l| le; 1 & i=n+l 21K 71 ond
!Ilaa p?i:(\era suma da: n n
v i+l .
| Z Ceytom - g0 | 40 Z gl
pues apliceando el teorema de Bernstein (capfitulo III) , resulta:
| gylxh) = gy(x) | = hgl () &h llglll gh 2™ |gll

Aplicando la acotacidn (7.3)

o0 n ol
_Z.'- [ gr(xth) - gi(x) ] = g § L g;(x+h)-gy(x) 1

, ¥ &ade -

T,=0
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n n
| Z; Egi(x+h) - g;(x) j | 4€2h¢ g:o 21(1’“)
1= =i

Aqui se presentan dos casos:

l) o €1 : ({caso del teorems)

La Yltima expresidn resulta:

: n
2n oD 220-%) gg, p =%

i=0
Y
l2(xh) ~ £(x)| £ Cp b 2217%) 4 o) K & C3 (b 2(2-%) , ,ndt, ’
Sea hs2™ | Entonces:
- ool et
|£(x+h) - £(x)| g C, 2 £C;h .
En-este caso, f & Lip.& .
2) «£=1 : a
| Z gi(x+h) - gi(x)l £ 2hCn
i=o =
Y
|£(x+h) — £(x)| £ Cglhn + 27
Seae hea 20 i gerd:
|£(x+h) - £(x)| £C¢ (h 1g %) = 0 (hlogg)
¥ esto dltimo no es una condicién de Lip.
En resumen:
f &Lip.1 = Ej(f) = 0 ( i ) = wf(g) = 0 ( sllog-ls-)
n

- Caracterizacidén de las funciones de la <cla

Definicidén T.2 :

o(t) cuan

Se dice que f es una funcién de la clase 2 , sIy s6lo si, ‘Px(t)

do t-—0 , uniformemente respecto de x con ?x(t) = & jo(x+t) + £(x=t) - 2 £(x)|
Teorema 7.5 ¢
r€2 ,slyslost Eyf) = o(i)
Demostracidén :
Ssi f£€7Z , el cAlculo hecho en el caso de una f € Lip.1 , nog miestra de inme -

diato que Ep(f) = od) . RecIprocamente:
n
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Definiendic  gy(x) , de igual modo que en 2l teoreme T.4
n oo}

£z +h) + fx-h) —28x) = (& + &) [glx+n) + gl x-h) -2 g(x)

i=0 i=n+l
Como E (f) = o(d) , 8e verifica: (ver teorema 7.4)
n

g o) + gy Coem) - 2 gy (0| § 4 Nggll ¢

Yy - -
I =2n;1 '[gi(x*h) + gi(x-h) -2 gi(x)] |§ %

Por otra parte, aplicando dos veces el teorema del valor medlo se tiene:
2
lg; (x*h) + gy(x-h) -2 g;(x)| § 2 b |lg;"|!

Aplicando el teorema de Bernstein dos veces} -

2i+2

lgs(x + h) + gi(x - h) — 2 gg(x)| g n® [lelll €2%%*% n? [lesll <" n2 2t |

1 m
l 2 (e, (o) + g (x-h) ~ 2 g;(x) ]\ g n? 2 2t ¢ o n? 2™
i=0 ™ i=0

Entonces:

. ]
| £(x+h) + £(x~h) - 2 £(x) | & g—n +crer p2 2R

-1

Si f M2 , Queda:

| f(x+h) + f(x=h) -2 f(x) | 4 CcCh , -
lo que significa que f&2 .
C.- PROPIEDADES DE LOS POLINOMIOS DE MEJOR A -
PROXIMACION .

Teorema 17,6 :

Consideremos un polinomio real : U ,degradogn . " Supongamos que lUn - 7| ,

alcanza s;u valor supremo M , en 2n + 2 puntos ordenados: tl< t2...<t2n+2< tl+2'll’
ademds (Un - f)(tJ.) ,vale M s8i j espar y -M sl j es impar; enton -

ces, se verifica: En(f) = M .

U§, Demostracidn :
™M

Supongamos- que la tesis no se cumple y que sea

E(f)&H y T , un polinomio de mejor aproxima

n
3 :
s » cién que Un .
Entonces, entre t, y ’'ty. , hay por lo menos
" un punto pars el que ge verifica:

U -f = T -f
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Com» esta igualdad se cumple por lo menos en 2n + 2 puntos, serd U, = T, en
2n + 2 puntos.
Por una propiedad estudiada de los polinomios trigonométricos de grado £n , serd
Un = Tn en todos los puntos.

Fero esto dltimo contradice le hipdtesis de que T, (Um . Luego, se cumple:

Ep(f) = M .

Aplicaciones :

1) Sea f= Pn+1 , bolinomio de grado $n+1 .

Un polinomio Tn de mejor aproximacidn de Pn+1 sera

T, = S(B) . ; £-T, = 7, cos [(ml)t+ @ |

Como un coseno de order  n+1 , alcenza sus extremos en 2n + 2 puntcs, alternada -

nente mdximos y minicos, serd T, del tipo U, , ¥y Ef(f) = rp4g.
(o
2) BSea f(t) = ? qk cos (2n+1)k t ,con n2l  y g<&l .

2

Vamos a estudiar los polinomios de mejor aproxizmacidn de orden (2m + 1) ’

Entorces:
U = ;qk cos (2m + ¥t
es un polinomio de mejor aproximacidén.

En efecto:

[~d
f -U-! = E qk cos (2m +l)k t
+

alcanza su supremo para t =0 y para tJ. tales que cos (2m +1)k.1:‘j =1 , con

R S

En los puntos t; = —‘7-—!—[ el coseno vale 1 Yy para t. = —']—T !
J (2m+1)** ’ ’ J (ema1)¥*l

el coseno vale -1 .

En total, son 2 (2m+1)‘e+:L puntos alternadamente méximos v mfinimos y esto asegura

que el polinomio considerado es de mejor a2proximacién.

Teorema T.7T : (de Tchebicheff)

Sea T, un polinomio de mejor eproximecidn. Lntonces existen 2n + 2 ountos orde
0 L L2
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nados  t, Lt2 e Lty &+ .21"' tales que:
(T, - 1) (trj+1) = E, ()
(T, - £) (tr;:) = =~ E (f)

Lema
El polinomioc trigonométrico real que se define:

2V .

t - S.

G(t) = Ilsen——‘l con 81 £5) & ..o Lspgdlsy + 2T
3=1 2

tiene las siguientes propiedades:

1.- Se anula en los puntos

de ellos.

8] 5 8y 4 ss» 5 Spyp (mod. 2T) y nunca fuera

2.~ Toma en dos intervalos sucesivos; signos opuestos. Por ejemplo:

s1&t £8; = Q) &0
5, €t &35 =>G(t) >0

3.¢ Dado un polinomio P, tal que:

a) n>»v .

A o e e Anaiena

B)  [1Pq = fll &M .
5 c) en los intervalos (sy , s,) , (s3 ,34) y wes P -f<u
: y en los intervalos (s, , 33) ’ (84,95) y sve P -1

entonces: P, + of L(t) (con o suficientemente pequefio) es un polinomio de mejor a -
proxinmacién pare f(t) que P, .

Demostracidén :

Y ) Ml T Mk W e Ced s E

l.- y 2.- 3son inmediatas. Se demostrard 3.~ :

En efecto: las condiciones expresadas en c¢) , consisten en un ndmero finito de desi-

gualdades; luego, es posible afirmar:
‘en los intervelos (sq,s;) , (s3,s4) cer Pfa¥ - €
¥ en los intervalos (sp,83) , (84,85) eeo Py~f > 21 + &

I~ Graficamente esto significa que P, — f eostd totalmente couprendido en las regiones

del tipo de la figura 7,3 .
Sise toma &€ 0 ytalaque |lka)ll, <&

se obtendrdn lag desigualdades:

8) 8 €t Ko, Hp(t) L 0p -1l +& &P +&AY(t)-F&1H

y lo nmismo para los intervalos abiertos: (53,34)...

b) sp &t £3u(t) > 0 i & Ptel<(t)-£ & - &
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y lo mismo paera los intervalos abiertos (s4,S5) ... etce
¢) como Q(t) se anula en los puntos s;L y 8p 5 +ee 5 B39 s P +&Q(t)-f

no puede veler -M &6 M enellos. Por &) , b) , y c¢) resulta:
¥t , | B+ Qt)-f] &K
y tambien sup IPn + (t) - | A M , con lo que queda demostrada la propiedad 3.~ .
t

Demostracién del teorema de Techebicheff .,

Sea Tp , un polinomio de mejor aproximacidén de £(t) 3 entonces:
(7.4) ITn - f| alcanza al menos en un punto el valor -En(f)
(7.5) ¥y |Tp = £| alcanza 81 menos en un punto el valor +E(f)

Tomemos un punto t que verifica (7.4) 3 luego, el primer punto que se encuentre a
la derectn de t y que verifique (7.5) ; sea é&ste t, ; repitamos la operacién en

el mismo sentido sobre todo el intervalo.

Demostraremos que no es posible tener 29 puntos ti con vy4n .

Supongamos que fuera asf, Tomemos s; a izquierda de tl , s, a izquierda de
t; ¥y asl sucesivamente y tan préximos a ellos com sea necesario pare que:
en los intervalos (s1,52) ,.(s3,84)... [T = £| € Eq(f)
y en los intervalos (s2,83) , (84,85)ees [Ty = £| 2= Ey(F)

De este modo T, verifica las hipStesis del lema antérior. Entonces: Tn+d.Q(t)

(con o suficientemente pequefio} es un polinomio de mejor aproximacidn que Tn para

£(t). Pero esto no es posille, y en consecuencia el supuesto inicial es falso.

Teorema 7,8 : (de unicidad)

El polinomio T, de mejor aproximacién es unico.

Demostracidén :

Supongamos que S y T son dos polinomios de mejor aproximacidn de f(t) « En

. n n
tal caso:
H£¢) = Tplly = 11T = Syllg. = En(f)
T, + 5, .
Tomemos el polinomio” U, = —2— y resultaréd :

Ty + S
Hee) === & # |I£ =Tl + ¥ 11T - Sl = B(f)
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Luego, U, tembién es un polinomio de mejor aproximacidn. Por el teorema de Tchebi

cheff , existen t1< t2 & oo & t2n+2 puntos en los que se verifica:

(U = £) (t,,9) = E(D)
(U, = 1) (tr_j) = -E_(£)
Pero en los puntos t, , debe ser T, = §; = (T, + Sn)/2 , pues si no lo fue-
ra, alguno de los polinomios (Tn é Sn) realizaria una aproximacién peor que _En(f),

lo cual no es posible.

Como T, y S, resultan asl iguales en 2n+ 2 puntos, setd T =S

n n






ViII,- TRANSFORMADA DE FOURIER Y FUNCIONES

ENTERAS DE TIPO EXPONENCIAL .

A.- GENERALIDADES SOBRE TRANSFORNMADA DE FOQOU =

RIER .

Si felL ;, (-e,m) , su transformade de Fourier es la expresidn:

‘ .
Feo = rw = J f(x) e ax
-

que tiene sentido y es una funcibén continua.

Propiedades :
1)  f(x) «==p F(u) , €s una transformacién lineal

2) £XN =L FP(2) ,con N\ -constante.
|

Al A
3)  T(HT v~ F(oD)

xou

4) f(x—xo) - F(u) el
£(x) eipx = F(u+ )

5) 1\‘¥g—'F-G sy Ty gﬁ.Ll

En efecto: 0
THhg = S f(x -y) gly) ay
.o' Lol - » (©
Ff reg] = e ax jf(x -y) gly) &y = j. fx-y) gly) ei(x‘y)ueiyudyd,‘
- -% -0V
Aplicando el teorema de IFubini :
o ’ o
Frened - K £x -y TG | o) My = Fio. Ko = mw.ew
- . @

En el caso particular en que f tenga soporte compacto, es decir, sea cero fuera de un

intervalo (~a , a) , se puede definir F no sélo para valores reales de u , 8ino

tambidn para valores complejos. Asi, si w=u+ iv , tenemos:

a
F(w) = S f(x) e::"x dx
-a
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Esta expresién, define una funcién entera. En efecto: |,eiwx| = e ¢ e-alvl En-
a
tonces: |F(w)l €e2lvl £l .
-a
B~ FUNCIONES ENTERAS DE TIPO EXPONENCIAL .
Definicidén 8.1 H
F(w) es una funcién entera de tipo exponencial si Jk»0 y a0 , tales que
HOIRE T
Ejemplos :
1) e donde >\ es un nimero complejo, es una funcidn entera de tipo exponen

cial.

2) Todas sus combinaciones lineales finitas, es decir, expresiones de la forma
Za hewx , también lo son,

3) Los polinomios trigonométricos en w , son funciones de este tipo.

En adelante supondremos que F  es entera de tipo exponencial.

Transformacidén de "Borel - Laplace .

Tu w - 'E)'ei Tomemos la semi=recta represernt ada en la fig. 8.1 sobre el pla
no w y sea o el®
f « » : ‘“P.‘(z) = F(w) e %2 gy
Y figura 8,1 v . 0

Teorema 6.1 :

(f“(z) existe y es holomorfa en un semiplano que depende de &

Demostracidén

La integral tendrd sentido si el integrando decrece mds rdpidamente que una exponencial,
es decir, para los ' z tales que:

|F(w) e~ivZ| ¢ o= E|w|
Si llamemos ai
w = re z = x+ iy

tenemos:
giwz|

log |e = R (iwz) = -rR Ei(cos .+ 1sengx)(x + iy)] = r(x senof + y cosqaf )

Vamos a mayorar F(w) sobre la semirrecta: ©Para eso, definimos la funcibn:

ne) = 1im Lo lF(r %)
Ter oty i
Entonces:
. [heQ +E.] r
IF(r *%)] <k (€1) e 1
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-lwz |

y log |F(w) & & r [h(&k) +£l + x sen +y coss%] + log k(él)

Pero, siempre que x sen& + y cosa & - h(#&) | todavia es posible encontrar El

y f tales que:
(8.1) x sen® +y cos®® <€ - h(&) —El-£ .

En tal caso:
log |F(w) e™iv¥Z| ¢ -E€r + 1log k(&l)

‘Luego:
7w 32| ¢ x (&) &

En consecuencia, 'P.((z) existe en el semiplano que cumple la desigualdad (8.1} ,
al que llamsremos semiplano P“ .

Demostraremos ahora, que, ?d(Z) es desarrollable en serie de potencias en un domi =~
nio contenido en P“ . 1ot

i ‘oo e o0 .

En efecto: sf F(w) = oz anwn , ‘entonces: ?d(Z) = EO: a, W e 2 aw

0]

Si el integrando es absolutamente convergente, se podrd integrar término a término.

Pero
bR
1 - k e
lag| & =5 « sup |F(w)| ¢
a R wa=R : R
Resulta:
00 @
2o labrieke® 20 (Z)B
o] o R
@, b,r
Dado by »b , elegimos R = % r ; asi pues dz lag | ¢ ki e 1
o ~iwz =b,r
Dado b, » by , tomsmos z tal que [e | ¢ e y 8ea X sen® +y cosd < -b,
Integrando ahora término a término:
i
we® o i we®
; 8, w2 eIV gy = a, WP eT1VE gy
0 ° Jo :
w % o 3% 1 —fwz wel®
n -iwz - Wit e _ _n} iwz . _ _ nl
e dw = n dw = o e dw = PRTS
0 o iz (1iz) o (iz)B
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Es decir, cuando z satisface x sen® + i cos® & -b, , se verifica:

)3 P
(f (z) = a n!
a n=0  (iz)™*

Si 1a serie es convergente para 2z tal que |z| =r , es tembiéh convergente para
los valores de z tazles que {z| >r .

Como consecuenciz de todo lo anterior, ?A(Z) es holomorfa en un dominio contenido
en P“ .

Variando & , quedaen definidos nuevos semiplanos P“ , ¥ las nuevas funciones

W“(z) serdn analiticas, por el mismo razonamiento, en doﬁinios contenidos en los semipla -
nos respecfivos. En las regiones de superposicidén de més de un dominio, las PA(Z) res -
pectivas, coinciden. Entonces, vor continuacién enalitica, se considera el conjunto de los va
lores de las ‘P“(z) en los dominios mencionados, como una séla funcidn P(z) , holomor

fa en la unidn de los semiplanos P“ , fuera de un conjunto convexo.

Supongamos ahora que h(0) = h(7) =0 . Si F estéd acotada, P, es el semiplano in-

Terior excluyendo el eje real y P'ﬂ' el semiplano superior, también excluyendo el eje real,

: w
El conjunto convexo quedard determinado, si conocemos - h (12!') y hi-3 ) . Sean
estos: -—h ( -gr) =a 3 h(- {) =b . En este caso, ¥ serd holomorfa fuera del seg

mento (a , b) .

Fdrmula de reciprocidad :

sea [ un contorno que rodea 2l conjunto convexo . k fuera del cual ¥(z) es ho-

lomorfa, o0 |
- : a_n
I = L Y(z) V2 a7 = Z n oiwz g,
ofr L. r o (12)71

Si cambiamos el contorno de integracién r , por un cfrculo ¥ de radio mayor que

el radio de convergencia de
a, nl

0 (iz)ntl

I no alterard, siempre que ademés ¥ esté alrededor de k . Entonces:

2 a_ .nl ad - iwz &
- 1 n ° iwz = 1 Z: . e = E: : - g
I = —_ - e aw = = a_ nl fL-— dz = a wi = F(w)
o O (iz)7* 2 o0 " (1z)"*? o °

Lplicacidédn de la transformacidédn de Borel-Lapla
ce .

Sea F(w) una funcién entera de tipo exponencial y perteneciente a Ll sobre 1a rec
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ta.

0
si ®=0 , @  estddefinidaen P, . ?o(z) = f F(u) e*% dqu  y esta

integral tiene sentido para uz £0 . ©

Como F(u) e-Ll (-0, o0) , es integrable sobre la semirecta (0,e9) ; entonces
?o(z) estd definida para 2z ©realy ?o(z) tiene sentido para 32 £0 . Se ve gde-
< 1T
mds que ‘fo(_z) estd definida en P ( 3 ) y P(- 3 ) .

Tomemos &=T -od
_ s -iuz
‘p'(-z) = S ®(u) e du
Q
Por i@énticos razonamientos, Pﬂ(z) estd definida para' ‘Jz >0 « Se verifica tam
bién que ‘(o = f.n. fuera del segmentec (&,b) . Sea:
L
Vo = $o- Yo = | 2w ™™ a
-

E ?(x) es una funcién contlnua fuera del intervele (a,b) y tiene precisamente su soporte

"sobre (a,b) ]

Vamos a calcular F , dplicando la férmula de reciprocidad:

o r
—— Flw) = 2 | $z) ™ az ,donde T es un
? o 2T Jr
v contorno rectanguler, como el de la fig. 8.2 .
fig. 8.2 La integral sobre los lados verticales tiende a cero
con & ; Ccomo en el semipleno superior P = ‘en,(z) Yy en el semiplano inferior :

$iz) = @(z) , queda:
b

Rw) = O -i8) - fvib) ™ ax + o

L
27 Ja

teniendo ‘en cuenta que fuera de (a,b) |, ‘fo = ?*n’ ¥y le integral es nula. Finalmente:
b

Fw) = -1 Yix) eiwx ax
ER I N

En resumen, tenemos el siguiente:

Teorema (8.,2) d PFourier = Paley - Wiener :

Si F es entera de tipo exponencial, perteneciente a L1 (-0,o) y a = —n(

Y3
20

¥y b=h (- -‘g-) , con la definicién dada para h(®) , se puede definir una funcién:

® .
Fluj e F aqu
o)

= -1
£(x) = o
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de soporte en (a,b) ¥y vale la férmula de reciprocidad:
®

F(w) = £(x) Y ax
-m

F es la transformada de Fourier de ¢
b g es la antitrensformada de F .

(a,b) es el menor intervalo fuera del cual la funcidn £ se amila.

C.~- APLICACIONES DEL TEOREMA DE FOURIER - PALEY
- WEINER .

1°- Extensiédn de la transformada de Fourier a

funciones L2(a,b) h L2(-<D,oo) .
si ¢ eLl y g€ it sobre la rectay F = ?'(f) y G =j7(g) , 5e verifica:

F.G=17(f*g)

Entonces:
(£%g) (0) = * jF(u) G(u) du
27
Pero
_ (f#g) (0) = jf(x) g(-x) ax
Luego: -
Sf(x) glex) dx = —= \ F(u) G(u) du
-
Como:
Fao = w-w

Se verifica

Sf(x) 2D ax 2—1"- jF(u) G(w) du

En particular:

(8.2) _Jlfl2 = L I|FI2-
T &

Esto Yltimo permite extender la teorfa de transformades de Fourier al caso en que
£€1% (a,b) .

En efecto, si Ff&L% (a,b) , existe una sucesién de funciones ifn}e it (a,b) ,
tales que f —>f y tal que £ = y(Fn) , donde las F_ = son funciones enteras

n T

de tipo exponencial pertenecientes a L1 (-co_,oo) .

Como fn —g& hid N Fn > - ,0 F o

En efecto, aplicando (8,2)
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2
g, -£ 12 = 1 |Ir -F_|
S\_n m o n m

Como
2

f£ -f | —0

Jn D' n,m—sc0 ’

por la completidad de L2 :

IF, ~F 12 ——30 = F —— —» F
L2(-CD ,CD)

Tenemos asl una correspondencia biunivoda entre f & L2 (a,b) y las funciones enteras

de tipo exponencial pertenecientes a L° (-m,w) , donde a g h ( I, Yy b2 n(- ¥ ).
- 2 2

. T
En particular, para h( I =) ¢a , tendremos la correspondencia entre f& L2(-a,a)

J feLZ(-m,w) .

Ahora no habrd dificultades en extender la t eoria al caso f e.L2 (~o ,) .
\ > f(x) para’ x e (-a,a)
s5i f€& L(-00,m) , definimos la sucesién £ (x) =
] , fuera .

f-a(X) € L, (-a,a) , y por lo visto més arriba, estd definida su transformda de Fou -

rier ¥, =T(f(a)) . fa} es una sucesidn de Cauchy en L2(-a> ,60) , por ser las

fa aproximantes en 12 dela f .

Luego, {Fa} por (8,2) también lo serd y por lo tanto:

F ————oFTF

L2(—® ,@)
v en definitiva:
a
Flu) = 1im J 2(x) e gx = .?‘(f) .
Ly(-m ,00) -a

°- Construcecidn de funciones l1ndefinidamente

derlvables .

-t
Sea Mj; una sucesidn positiva sumable, es decir %1 ,J.J- 4L . Consideremos la

funcién

i ooty Fremsyy
w2 .1 I-A.Jw

Es fécil ver que el producto infinito converge uniformemente sobre todo compacto del pla

no complejo; F es entonces una funcidn entera. Como:

2 2n
sen w = l +L+ eew + 'w + oo
w 31 (2n+1) 1
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se tiene . lw]
sen M.
senW|<e|W| , |.__:J_ #J
w ﬂaw
Entonces:

le.(2+;£ Py

[F(w)| ¢ e
¥ F es asf de tipo exponencial.
Sobre la recta real,

1
senu.| ¢
u {1/|u| .

Luego, para todo J "t

l Eien2 u

A
S S pylal?

|F(u)] £

Se puede aplicar el teorema de Fourier - Paley — Wiener a F(w) , ¥ también a

w‘jF(w) para todo J .

Seen f ¥y fJ- las antitransformadas de F(w) ¥y edF(w) ; ellas estdn liga -

das por la relacién £ = (-1)9 £(3),
Teniendo en cuenta la férmula:

=iux au

' £(x) - F(u) &
2T

se tiene

©
||5f(3)|:| p. 1 1 sen u - X

P fo oo Py P D % —/Ll.../lld

@ [re)
Por otra parte, f se anula fuera dél segmento [-2 - %/‘3 , 2 + ;ﬂ-ﬂ

Teorema 8,3 :

Dada uana sucesién {MJ} positiva tal que Z —'1— <€ o , 8e puede (salvo para

"";] = —J— ) construir una funeién £ a soporte com—J -pacto, tal que para todo J sea:
Mj+1
(J)
[ < u

Se sabe que eso es imposible si MJ = jl. pues las desigualdades sobre las derivédas, impli

can en este caso la analiticidad.
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