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INTRODUCCTION

En este semina;io se tratardn alg!,i.nas &lgebras de funciones importantes para el ang
lisis arménico; en particular: \
~ el dlgebra A(T) de las funciones suma de series trigonoméitricas absolu
tamente convergentes.
- el dlgebra A(Z) de los coeficientes de Fourier de funciones sumables
sobre el cfrculo,

- el #lgebra B(Z) de los coeficientes de Fourier - Stieltjes de las me

didas acotadas sobre el clrculo.

Respecto.a A(T) , los estudios fundamentales se remontan a Wiemer ([A]) .
Dos problemas importantes, prepuestos por P. Levy er [1] , bermanecieron largo tiem-

po sin solucién,

P r imer problema , Es evidente que las trasladadas de una
f € A(T)  pertenccen a A(T) . (Existirdn otras permutaciones t—>¥(t) distin-

tas de las traslaciones, tales que para toda f & A(T) se cumpla f(P) e A(T) ?
Segundo problema , Se demuestra ([4] , [1]) que to

da funcién analftica de una f & A(T) pertenece a  A(T) . 4Existirdn funciones

¢ no znalfticas tales que para toda f & A(T) se cumpla ¢(f)& A(T) ?

El primer problema fué resuelto por Beurling y Helson ([2]) ; €l segundo por
Katznelson ([5]) . Colaboradores diversos ((6] , [71 , 8] , [10] ) resolvieron pro -
blemas andlozos en las dlgebras A(Z) , B(Z) , en 4lgebras similares detf'inidas sobre
otros grupos abelimnos localmente compactos y en ciertas sub-flgebras o &lgebras cocien-—

tes.

Otro problema fué resuelto sdh mds recientemente por Malliavin ([11]) . Se tra-
ta de la estructura de los -ideales de A(T) : 4Todo ideal cerrado de A(T) sgerd

interseccidén de los ideales mexinales que lo contienen? La respuesta es negativa,

Se supondrén conocidos los elermentos de la teorfa de los espacios de Banach (nor-
mas de ope'raciores lineales, Hahn - Banach , compacidad débil en el dual, gréfico cerra-
do), y las propiedades més.clésicas de las series de Fourier (Teorems.de Féjdr ); lle
gado el caso, nos referiremos a [B] & [C] .
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I.- ALGEBRAS DE BANACH

§1.~ AIGEBRAS DE BANACH.

Daré hoy generslidaces sobre &lgebras de Banach (B — flgebras); esencialmente voy
a recorder los elementos de la teorla de Gelfanda , que él.llémb teorfa de “enillos nop

mad_OS" .

Una B - 4lgebra esun espaciu de Banach - vectorial
normado y completo que ademds es un 4lgebra; es decir, estd munida no sélo de las opera

ciones vectorisles. - suma y multiplicacidn por escalares =~ sino tambi¢n de un produc

to interno.que Satisfsce las leyes usuales de distributividad con respecto a la suma y

de asociatividad.
Si A es un 4lgebra de Banach , (a, b ,c) en A

a(lb+c) = ab + ac vy (b+cla = ba + ca

a(be) = (able = sabe ¥ (€a)o = a(fb) = £(ab) pa-

ra todo 'f escalar,

(Tomaremos un cuerpo de escalares que salvo indicacién en contra serdn los mimeros com -

plejos C } ¥ que est4 relacionado con la norma por la deésigualded der Gelfand
[lab][ & llall 1Ibll (a,b) en 4 .

Nos ocuparemos generalmente de 4lgebras conmutativas (ab =ba , ' (a,b) en 4)
yconunidad e (ea,=a , (a) en 4 ) aunque gran parte de la teoria se apli

ca sin esas restricciones,

§2.- EJEMPLOS.

Daré shora dos ejemplos naturales. El primero es el dlgebra  C(K) de las funcig
nes contInuas de un espacio compacto K . La suma y producto se efectuan punto a pun’

to y la norma es la usual del supremo o méximo:
Nzl = sup{[f(t)l .t en K}

E1l segundo ejemplo (tfpico del caso no conmutativo) es.el de los operadores linéales con




tInucs de un espacio de Banach B : B(E) . Se sabe que es un espacio de Banach

con la suua punto a punto y la norma usual:
Tl = s { Izl 5 llxllg 3
¥ el producto de composicién: (ST)x = S(Tx) ; (x) en BE.

lsmxll = [Isax=)ll = [IIsll Hz=ll = [Isll izl =},
o sea [lsel| = [IIstl LIzl .

En-ambos ejemplos se cumple pues la desigualdad de Gelfana .

(Nota : siun espacio de Banach A  tiene también un producto interno que

lo hace un dlgebra con unidad e y ese producto interno es contlnuo; puede siempre in

troducirse una nueva norma, equivalente a la anterior, en la cual se cumple la desigual
dad de. Gelfand , y en la que |fel| =1 . Basta definir:

Ilalll = sup{naxn ; ||.x||.=1}

Es decir, considerar a los elementos del dlgebra como operadores lineales a P

x —=»ax . Puesto aue |lax|| & X ||all [lx]| , 1a mieva norma cumple 'Ilalls.

dlilalll & x flall )

§3.-— CARACT~RES Y ESPECTRO DEL ALGEBRA

Sellame cardcter deuna B - 4dlgebra A a todo homomorfismo de A

sobre los numeros complejos; H es un cardcter significa
H(mx + ny) = mH(x) + nH(y) 3 H(xy) = Hx)H(y) ' ' ; H#O

Un cardcter es en particular una funcional lineal, Veamos que-es contfnua -~ es decir,

pertenece al espacio dusl o conjugado A' de A -~ y.que su norma es uno.
Para ello supongemos que hay un x en 4 talque ||x[I<€1 .y [H(x)]=1.
Lo série X + X 4 oo + X0+ oo, cumple la condicién de Cauchy ! Por ser 1™ €

<€ |IxlI® y por ser completo el espacio define un elemento y = % x' , que por la

continuidad del producto satisface xy +x -y =0 » Aplicando H :

H(x) H(y) + H(x) - H(y) = 0 , locualda 1=0 si J[H(x)|=1 . Tempoco
puede ser |[H(x)| > 1 , bues se reduce al caso anterior tomando en vez de b4 ’
x L
H(x)
‘Por 1o tanto [H(x)] €1 y [[H|| = sup {lH(x)‘ 3 =[] < 1}' $1 .

Si ademds hay unidad e y H(ex) = H(e) H(x) = H(x) entonces H(e) =1 con



- [ lelf =1". . En I‘esumén_. Hafl =1 .

Asi pues: el conJunto de todos los caracteres del élgebra A ' esv una «pé'ar"t'e,v dela .
. esfera unltar:.a de ‘A' ., que se. llamaré el espectro de A | H Sp('A)*é caz‘a‘c.dé‘ A.
Todo limite dé_bll de éaracteres (es declr, convergenqia-puntual- en A4) es un carécter,
- pues Ha(xy) ="Ha(;v;) Hal(y) ¥ fia(x) - H(x) ;- Ha(iy)--'-’ Héy) ) 1mp11ca

H(xy) = H(x) H(y) y Ha(e) = 1 iinpiica H(Ae).'='1 s etes

Por lo tento el eSpeétro c_le_ ‘A es una parte cerrada’ de la esfera unitaria de A

en la topologfa débil, y como dlcha esfera es debilmente compacta ‘resulta Sp(4) de-

bilmente compacto.

(No ta : 8i no hey unidad, puede ser limHa =0, 6 . En tal caso *Sp(A).U
v {O} es debilmente compacto y por lo tanto Sp(4) es debilmente io'célménte "compag

- to.)

§4.~ TRASFORMACION DE -FOURIER — GELFAND .

Al espacio compacto  Sp(A) podenos asociarle, segin el ejemplo Drlmero, el élge—
. W .
bra de Banach C(Sp(A)) de sus funciones complejes continuas.

Vamos a definir ehora un homomorfismo de A. en C(Sp(a)) .

Acada x de A hacemos corresponder la funcién. x . de dominio "Sp(,.n.)‘ ‘mg

diente ®(H) =H(x) -, H en Sp(a} -

‘Como cada H es un homomorfismo, la correspondencia T. 3 A — C(Sp(A)).

"'I.‘_x = ; es un homotiorfismos
T(i-r-y) @) = Hx+y) = Hx) -+ Hy) = xH + yH)

o sea T(x+ y) = T(x) + T(y) y del mismo -modo T(ax) = aT(x) ¥ T(!ﬁ,) ="T(¥)T(y).

T es también continua, y més adn, decrece normas, pues como « |JH| [= 1 - s es
Ix(H)I | < =l . '

T puede llamenge la trans f'o._rm ada dé Fourier - Gel -
fand .

.ﬁg,- imdgen'de A en C(Sp(A)) y T(A) = Z -es pues una - subalgebra sep aq;adoré,
pues evidentemente si  Hy # Hp hay u  x  tal que ;(Hl_)" # ;:(Hé) ¥ -por lo tarito
'hay umn y -en A tal que y(Hl) =0 , fr(Hz; =1 . Bs sabido que en u.n espa. .=
. el compacto XK toda familla separadora de fu,néiones comple jas contfnuas generan como;

’

topologla ddbil la misma topologfa inicial de K . Por lo tanto la topologla de



8 /

"

"Sp(4) puede definirse tembien como la mas débil que hace continuas a las X,

Vx en A .

§5.- ESPECTRO DE UN ELEMENTO:
Se llema espectro de un elemento x de una B - &1gebra A con unidad (no con-
fundir con espectro de A ) al c__on;jup’éo de todos los numeros complejos 2z tales que

x = 2z, no tiene inversoen A4 ,

(Asf en el ejemplo C(K) el,espectro de-ups funcidén es su rango, y en el ejemplo

B(E) es 1a definicién usual de espectro de un operador).

Si el 4lgebra no es conmutativa podrf hablarse de inverso a izquierda o a derecha, y

dar definiciones correspondientea de espectro, pero no nos ocuparemos de eso.

Estudiaremos entonces los elementos inversibles de A . e es inversible:

el=e . Todo elemento que esté Bastante cerca de e es inversible;' pues sit

[lal] €1 5 e+a+az+... . converge y (e-a)(§ a®) = e

o seg existe (e - a)-1'= ; gt , ¥y 8i "a-»0 entaonces (e - 81)-']—'-—)& .

Asimismo se puede ver que si x es invers;ible todos 1los elementos que est4n bas-

~

tante cerca de x lo serén tamblén, es decir, los elementos inversibles forman un con-

Junto abierto; en efecto,.si a es pequefia, serd:

(z-a)t = L (e-xta)l |

¥ el segundo factor de la derecha existe si Ilir.v-:L all <1 .
. - . -1 -1 s
‘Ademds, si a~»0 , entonces (x-g) w=»x , €8 decir, la inversién es una.o-

peracién continua,

Aplicando estoa =x - ké se ve que si (x-ke-)']j existe, y [kl -kl " es pe -
-1

quefio, también existe (x = kle) de modo 'qué el complemento del espectro de’. x es
abierto. ¥ si |k| > |Ixl!} , existe (xéke.)-.1 = 1/k(x/k - e)-:L , de modo que el es
peotro de x estd contenido en el cfreulo de radio ||x|l| .

En resumen, el espectro de un elemento es un subeconjunto comﬁacto-del plano complejo.
Ademds, para k —»w , es  (x —ke)d ='1/u(x/k --_‘e)"l—,o .

Indicaremos con Sp(x) ‘el espeetro de x

"
)




§6.- TEOREMA DE GELFAND - MAZUR.
.. Vamos a demostrar shora que los _elementos de una B - 4lgebra tienen sus espectros

no vacios-,' lo cugl es el resultado menos trivial de esta teorisa.

Hemos ‘visto que si | fxY al] <1 (para x inversible) , X-a es inver—

slble y ©
C (g - a)-l - x‘l(e _x-la)-l = x—l %Anan

En particular, si x - kje es inversible y ponemos a = (k - ko) e con lk-k°|

pequefio, serd inversible x - ke -eon

o0
(x ~ke)™ = ZO A (k-x)®

Estas serdes qe potencias a coeficientes en A  permiten desarrollsr una teoria de
funciones analfticss de variable compleja y rango en un espacio de Banach ., Péra no ha
cer uso de esa teorla, sea x' un elemento cualquiera del dusl A*' de A , y re-

presentando por {x' , a) elvalorde x' enel a de A se tiene

- -4
&y (x-ke)) = ? &ty ap) (k-k)" = Fx)

por Tz lineslidad y cortinuidsd de x' , y esta F(k) es uns funcién analftice usual
en un entorno de k, . (Nota: se puede calcular directamente la deriveda de F{k) =
= &x', (xke) 1>  por 1= continuidad de la inversién, y @8  dF(k)/dk =

= 4x ,i(x7]£e,)"'2> ). F(k) es. pues holomorfa para k  fuera de Sﬁ(x) ¥y
tiende & cero para k—»e , 8i fuera vacfo Sp(x) , el teorema de Liouville im~
plica que F(k)J 0 , y como esto’vale para cualguier x' en A' , el teorema de
Hahn - Banach implica que (x - ke)"1 =0 paracada k , 1o que es absurdo, pues

eero no es el inverso de ninguUn elemento. .

Sp(x) = rango d_é su transformeda de Fourier — Gelfand .

Pora demostrar eato hay que estudiar los idéaleg maximales del dlgebra. Sea h um
carecter, h en Sp(A) ,y M sundcleo M= {x &€ A/M(x) = O} e« M esunji
-deal propio (es decir, diferente de 4 ) maximal (bildtero adn en el caso no conmtativo,

pero nos limitaremos = &lgebras conmutativas con unidad) y ¢errado,

Que es un ideal- propio cerrado es consecuencia de gque h es un homomorfismo no na
lo contfnua; M = hﬁl(o) ; que es maximal resulta de que el rango d¢ h es C ’
cuyos dnicos ideales son {0} ¥ € ,yéihayen 4 - unideal NOM es h(N)
un idesl d¢ C . -

Veamos reciprocamente que todo ideal maximal es .ndcleo de un carécter. En primer lu

5

gar, si I es un ideal propio cualquiera, la distancia de la unided e a I es
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T . En efecto, sabemos que si - []e .-'-'-a'l:“l“'('l e =(ema) = a e in_vertibie, v

por lo tanto agI . ' Por otra parte. O €I ,y. |lo=-ell=1 .

Por lo tanto la clausura de un id,eal._ propio es uri_ ideal proplo meyor.y .de aill todo

ideal médximal es cerrado.

Sea pues I un ideal maximal; por ser un subespacio .cérradd de. A , serd A/I

un espacio - de Banach con la norma: ||a+I|| = -inf{l,l;aﬂl-il.'[/i eI } . Es también un
4lgebra de Banach pues | [(a+I)(b+I)|| = |[ab+If] = 'i'an” ab+i] | § |
i€ ] o .
£ inf [lab + ib + & +-ij|| £ inf [la+i|| inf [[D)J|] = lla+I|| [P+IF[" { hastz ahg
ijer i€ 1 jerx

ra no se usé que I es maximal) .

En  A/I no hay ideales salvor {O} ¥y A/I . pues si hubiersotro su imagen in
versa'en. A estarfa propiasmente comprendida‘entre I y A ,.sbsurdo si I es

maximel, Ademds AZI tiene unidad e+ I .

Pero un £lgébre S con unifad y sin otros ideales que O y A/I s €3 un-cuer
po, pues si algin elementor a # 0 no es inversible, entonces aS  es un ideal dife -

rentede @ y S .

Aplicénd® el teorema de Gelfend - Mazur , si 'S .es una B-4lgebrs ; para cada
& de S  existe por loménos un k tai que a .~ ke no es inversible.- Si S
es: ademds un cuerpo, eso significa que a-ke =0 ,.el nfmero k es Unicoy evi -

dentemente ‘la correspondencias g : a-»k es un isomorfismg entre S y - C

Un 4lgebra de Banach gue es un cuerpo es isomorfa al cuerpo de los ndmercs comple -
o s. " :

En el caso general, llamendo p  al homomorfismo de A . sobre A/I ', tenemos
en resumen que si I es maximel A/I esuncaerpoy h = &P " es un cardcter de

A cuyo ndcleo es I .

ELl espectro del 4lgebra. puede definirse también como el 'éonjunto'd‘e- todos los idea -

les maximales (& partir de lo anterior).

Sea shora z.= Tx ~la transformacibn de Fourier - Gelfand de. x€%& . ““&(h)=0
para algin ceracter h st y sflo si O estfen. Sp(x)

En efecto, si h(x) =0 , % no es inversible por estar en el ideal mopio
‘ h_l((_')') . Reclprdcamente, si =x no es.inversible, - xA es un ideal.proplo,"y si M
es un idesl meximal que contiene 2 ¥ ,y h es el caréhtef que le eorresponde ,
entonces ;c(h) =0 » M existe por zorn , ya que evidentémente es inductivo supe-

. riormente el conjunto de los ideales propios que ontienen a =z=A
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Aplicando esto 2 x — ke , resulte no ser inversible si y sélo si para un cardcter

h se cumple: h(x - %ke)=0 ,o0sea x(h)=k .,

. . N
nemos demostrado asf que Sp(x) coincide con el rango de x

-~

Al mismo tiempo obtenemos que x es identi camente nula si y sélo si x estd en-
todos los ideales maximales de A . Le transformacién de Fourier — Gelfand seré pues -
un monomorfismo (biunivoca, o fiel) si y sélo si la interseccidn de todos los ideales mu-
ximales de A (llemada el ~radical de A ) sereducea O ., En tal caso,

A sedice semi simple .

§-7.- TEOREMA D5 WIENER — LEVY .

Como f&cil corolario de lo anterior obtenemos urm importante propiedad de-la irensfoy
mada de Fourier — Gelfand . Supongames. gque x es tal que .;' no se snule en nin-
gin punte de Sp(A)‘ . Hemos visto gque. entonces (y sélo entaices) ¥ es inveraible
y evidentemente (x) = ()™ de modo ques;

El 4lgebra de funciones A = T(A) contiene la inversa de toda funcidn de. A que

no se anula,

Veremos que eso esla traduccién sbstracta de un teoremade Wiener (Si une serie de
Fourier absolutsmente sumable ne se anula, la funcidn inversa es remresentable por una ee

rie de Fourier absolutamente sumable), que es la forma primera de los teoremas tauberia

nos. de Wiener

Estz propiedad de A de ser cerrado para la inversién cuando ésta tiené sentido ,

puede generalizarse mucho,

Para ello recordemos que la integral de Riemann de una funcidn x(k) de varia -
ble compleja y rango en un espacio de Banach , a lo largo de una curva simple cerrada
D se define por 1lfmite de.sumas como.en el caso de funcimes numéricas, y si x(k) es
continua existe por argumentos andlogos. Ademés si x' es una funcional lineal contf-

nua se cumple evidertemente  {x' , j\DX(k) k) = JD {x', x( k)> dk . Sea shora

% un elemento del 8Igebra de Benach conmutativa y con unidad & , y sea  F(k)
una -funcién compleja enalities en un entorno de  Sp(x) . Si D es una cuva simple

cerrada contenida en ese entornd y que cantiene en su interior & Sp(x) sin cortarlo ,

entonces x — ke es imversible para k en D y existe la integral de Riemann

1 M) (x-ke)l & = 3y , yea .

Para todo cardcter h g Sp(A) 'valdrd entonces
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YRy = - S F) (x(n)0) L ax = F(J;(h))
' 2ami D .

por la fdérmula intesral de Cauchy , ¥y en resumen:
A es cerrado péra funciones analfticas, en el sentido que, si x€ 4 y F(k)

. -~ -~
es analftica en un entorno del rango de x , entonces F(x)€ 4 .

Este es el teorema de Wiener - Lé&vy (que para F(k) = 1/k 44 el caso particular

-~
anterior), que permite el cdlculo sinbdlico en A  con funcimes snaliticas.

.§8.- E§TRUCTURAS EQUIVAIENTES DE ALGEBRAS D& BANACH = SEVI-STIPLES.
Consideremos dos 4lgebras de Banach Al‘~ ¥ A2 , algebraicamente isomorficas,
-~ .
cada una semi — simple, Fodemos identificar 43 ¥ Ap « Vemos a mobar que las apli
. I -1 . .
caciones Al'L'Z’AZ ¥y A2 S.__),Al que definen el isomorfismo son contlInuas; es de

eir, 4y ¥y &, ‘tienen estructuras equivalentes.

Basta emple ar el teorema del grédfico cerrado. Supongsmos, para cade t  que.

x (1) A2 (1)

"y que x(t) ¥ x,(£)  tienen igual imdgen de Fourier - Gelfand

() = Ty(t)

Ademés supongemos que xj(t) tiendea x3 en 4y ,y x(t) tiendea yo
en &, , cuando t-—>t, . Entonces %xy(t)  tiende uniformemente a ;:1 y ¥

-~ A ~ "
_ . s e e . . (I)
?cz(t) a Jy, . Asf pues x = ¥ y- Y por semi gimplicidad resulta XYy e

adioll sl

oihc.

g




II.- ALGEBRAS ESPECIALES"

Comenzaré dendo los ejemplos de 4Algebras de Bandch con gque vamos 2 trabajar.
§1.- =L acEera {1 .

El 41lgebra 41 , estd formada pox lag sucesiones de ndmeros complejos

a.=m{eh s —qo<n<'eo} ; sumables: g_”{anl <% , con la norma |lal] =
= z. [fanl que como es bien sabido hace de €~ un espacic de Banach , con la
D= e

sumg y el procducto escelar definido8 término-a término,

Si definimos la convolucidn de dos sucesiones, a = {ah} ¥y b= {bn} 4 como
la sucesibén ¢ = {cn} tal que ey = o ambp , ¥ escribimos c = a%xb , esta
convolucidén es un producto que hace de EL una B - dlgebra conmutativa con unidad.

Que se cumplen las propiedades algebraicas es evidente. La unidad es e = {en} =
=i{8n,o} , eon Si,j=o si 1#j ¥ ~Si,j=l si i=j . Se tiene.
[Tefl =1

La desigualdad de Gelfand vale pues:

el ¢ 2 g.p:n gl Iyl = 2 T la) Byl o see lanllgllal bl

Ahora buscaremos el espectro  Sp( {1) , s decir los idcales meaximales, Pa:l:'a e
116 observemos que- esta dlgebre tiene un generador, es decir un.elementc u tal que
los polinomios en u ¥ u"l (si é4ste existe) son densos en ‘fl , O sea que la
-1
u

minims subélgebre; cerrada de ".1 que contienea u y e (y 2. si exis~

te) es {1 -

En efecto, tomemos u = {un} = {Sn,l} . Es immediato. que u‘l = {gn _1} ¥
b

en general P = Sn,p} , bara todo p entero, con. w = e s ¥ adenifs
J[uP|)- =21 ., Entonces todo elemento a = {an} € ¥ puede expresarse a = ganun.
-1

Seaahora h un cardcter y calculemos su velor en u y u .
[n(w ¢ LIl llell =1 5 D€ i e i=1 5 ™= me)t
de donde [h(u)l =1 o sea h(u) = elt ; con O gt<2W

Para un elemento cualquiera del dlgebra a = !an} serd
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) [ ]
= B ny o int
h(a) = ;o g, h(u ) _§ 8, e
Reciprocemente, para cada +t real la funcibn
oG
a==»a(t) = Zc.; an eint

es un carécter, y es inmediato que los caracteres estdn en correspondencia biunivoca con

los mimercs reales médulo 2T : R/A2WZ , o sea con la circunferencia T de rg
dloc I ., Ponemos pues Sp( y=1 |,

La transformada ; de Fourier - Gelfand de un elemento & de el es
pues su transformada de Fourier usual, que sabemos es continua cuando .T tiene la

tbpologia usual, Por lo tento la topologla usual es mhs fina que la topologia candénica

de T como espectro de £1 (ver clase I), y por compacidad ambas coinciden..(l)

Llamsremos A(T) al 4lgebra de las funciones transformadas de - {1 , es de -.

" elr de las funciones suma de series trigonométricas absolutamente convergente., Los i - -

déales maximales de £ estdn en correspondencia biunfvoeca con los de A(T) , ¥
estos estdn formados, cada uno, por las funciones que se anulan en un punto fijo. E1

teorema de Wiener — Lévy dice que toéa funcién anallitica de una funcién de A(T) eg
t4d en A(T) , es decir, es también la suma de una serie trigonométrica absolutamente

convergente,

§2.~ ELaLamBRA 5 .

Una extensién de este ejemplo debida 2 Beurling , €8 la de las sucesiones suma -

bles con respecto 2 cierto peso.

Aqut un peso W es una sucesién {“)n‘ de nimeros positivos, y el.dlgebra

r :
-;“f\_ll estd formads por aquellas sucesiones tales que sea finito el numero: )
d N -
lally = 25 lenl @y
Esta es evidentemente una norma, con tal que los W, sean estrictamente positi

. . 1
vOs, y el mismo rezonamiento que para ‘E muestra que es completa.

. 1
Sea ¢omo-antes uP = {Sn’p}_ 5 dPe 8.,,_ y [[upll_w = W, . Entonces:

L e ¢ [[eP|] ||[e?]] = W, W, sies que se cumple la desigualdad de Gel-

fand, para el producto de comvolucidn.

(1) Gomo adestss se sabe que a(t) =0 sf ysblosi a=0(0 e 1) , €1 homomor

fismo a~—»a es biunfvoco, y. €1 es semi simple.

T
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Veamos que la condicién Up+q & Wy wq es también suficiente para que se cum-
pla la desigualdsd de- Gelfand .

] w T ]
| [ewblly, = §,,| Z apbpl W, S . };' lequgl [y @l = [lall, LIb]}

m+p=n w
Con lo cual se demuestra Gue en este caso la convolucidén de dos elementos de ei"
. esté en ez,‘ y en resumen é&sta és un 4lgebra de Banach .
el tiene unidad e = {S } (Ilell =1 cuande W _ = 1) tiene un ge
W - n,o o) J &e
nerador: u = {fn’l} .
Sea h un carfcter del 4lgebra. Paratodc p , [Py [ = |ntw) Ip <
€ [Pl = Wp . Para todo p >0 |h(u}| £ w%;/p s ¥ por lo tanto Ih(Au)[ £
£ inf w-’I;/P =p . Paratodo p <0 , |ai> w;/P , ¥ por lo tanto
Eh(u)(i3 % sup wir -
p<0
Puesto que w%{fp < w‘;;/p , vale tembién r = lim inf w;/P ,
X P~
& = lim sup wl/p « Yo sabemos que s &r ; en efecto, z‘]; no es un cuerpo,
p—v-o P

. pues tiene por lo menos un cardcter. Eso se puede también averiguar elementalmente: pa

racada p>0 y qd0 ,

- D q 1/p -1/q
1w, = W o gtap £ (w_q) (wp) pues U)p sw_q Y TS,

En general, pues, el espectro de u estd en el anillo complejo s & {h(u)| g r ,

que cuando r=3: degenera en una circunferencia.,

Reci.grocamente, si =z es un ndmero complejo tal que s ¢'lz|] ¢ r , y ponemos
.z(g) = Z anzn , . siendo a € Q}H , queda definido un carfcter. Entonces 1I( 81)
-® w

son las sumas de series de Laurent absolutamente convergemte, con peso w s €n

el anillc s ¢ lz| gr .

La misma teorfa vale si w_ =0 para n=1, 2, eee « Entonces T( 2&)
son lag sumas de Taylor absolutamente convergentes (con peso @ ) en el circule

[z[ £ .

§3.- 1as ALGEBRAS IY(R) .

Otro ejemplo es el espacio de Banach ,.L:_l'(R) de las funciones complejas de va -
riable real f(t) tales que 1l = [£(t)]| at < e (o mejor dicho de las cla
R
sea de tales funciones qbter;idas Aidentificando las que difieren en un conjunto de medi-

da nula),
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El teorema 'de Fubini implica gue la convolucidn de .dos funciones de Ll(R) de
© !

finido por (fxg)(t) = f{u) glu~t) au , pertenece también a L]i(R) -, ¥ como
o [+ ] - 0D [ ¢} 0V ]
Il£%gl| = S [ S flu) glt-w)] at £ S I£(u)] du 5 fg(t-u)| at = [|2]].]]lgll.
0 - -0 )

E1 producto de convolutidn convierte a L1 en un 4lgebra de Banacl.lo conmutati-

f(u) S(u-t)du:

= f(t) para toda f de 1l (si se admitieran medid as, podrla usarse como unidad

va, aungue sin unidad porque no hay ningana funcidn s (u) tal que S

1la S de Dirac ).

En estos casos se introduce formalmente unaunidad, considerando elv espacio de Ba
nach producto Ll(R) x ¢ (C = gscalares) con la norma e, = 1e]] + |xl- ¥y
el producto (f,k)(g,j} = (fxg + kg + jf , kj) .

Esto se abrevia llamando S al par (0,1) , y entonces todo par (f,k) se
escribe f+k§ , con lo que se cumplen las leyes formales ..del producto, definiendo

S*f--_f .

Es también f4cil ver que el espectro de Ll(R) X C es 1la recta real R compag

tificada con un punto :' RV { w} .

El caricter correspondiente a cada t de R espara g=f+ ks
0 .

a(t) = £(u) e]‘wt du+k , ya ®© corresponde’ glow) =k .
-0

RecIprocamente, considerémos un cardcter X . Eges’co que f—» f(X) es u-

]

na forma lineal contfmua sobre LY(R) £(X)

: 0
-~ An . ~ -~ °£(u) “x(u) du ! “ZGL °
Ahora fxg = fg se puede escribir (X)) g(X)

SSf(u)’g(v) ux(u-l'v) du &v |,

) (f,g € Ll(R)) ¥ por lo tanto ﬁx(u) O(x(v) = e(x(u+v) . Integrando respecte- a

‘u , vemos que &, ©e3 una continua, y es elemental mostrar que qx(u)" es ce-
ro, o un exponencial imaginario eiut « Por otra parte, f(xv) =1 . 81 g =

=r+k§ (FeLMR)) , setiene X)) =k 6. aX) = S e r(u) au k.
-

Es decir, no hay otros caracteres que los que ya destribimos,

Aai pueg a'cada £ de Ll(R) corresponde su transformada usual de Fourier ,
completada agreggndole el valor cero en infinito, con lo cual no deja de ser contImua

" (por el lema de Riemann - Lebesgue)

§4.- LAS ALGEBRAS  M(R) .

Otro ejemplo es el espacio de Baznach M(R) de lag medidas complejas de Radén
de la recté, acotadas, es decir, las funciones M = }‘l - }lz + i( s -/1.4) donde
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las /‘ son monétonas no decrecientes acotadas y /lk(-w) =0 .,

4
La norma es II/ulf'I = le' /Lk(W) . (Not4d: unamedida de Radén acoi_:aéla
es una funcional lineal contInua del espacio de Banach -~ norma del supremo - de
las funciones contInuas que tiendén a cero en infinito. La norﬁxa dada coincide con 1la

norma dusl, a menos de un factor).

o0 .
El producto es la convolucién: (44T )(t) =J-/L(t—u) da(u) . (Para detelles
Lo

ver A . Weil: 1l'integration dans les groupes topologiques).

Hay unidad: 1la medida de Dirac 5‘ , 0 escaldn unitario en el orfgen.
' ©

-

. Para cada t real .obtenemos un cardcter t(/u.) .=‘j elut d/l.(u) s pero shora
[ o}

no se agotan asl todos los cardcteres,

El élgebra del §3 es una subflgebra de M(R) .

§5.—— PROPIEDADES LOCALES DE IAS FUNCIONES DE CLASE A .

Llamaremos en lo sucesivo:
A(T) al &lgebra de las sumas de series de Fourier absolutamente convergente , O
sea A(T) = T( el) s

A(R) &l 4lgebra, sin unided, de las transformedas de Fourier .de las funciones
absolutamente sumebles A(R) = T(Ll(R)) .

AY(R) = T(LM(R) x ©) = AR) + fctes} .

B(R) al #£lgebra de las transformadas de Fourier — Stieltjes de las medidas de

Radén acotadas.

Diremos qile una funcidén pertenece localmente a una de estas 4lgebras en un punto

t cuando coincide. con una funcién de ese &lgebra enun entorno de t .

Demostraremos shora un teorema de Wiener que dice:

Si una funcidn f  pertenece localmente a A(T)' en cada punto ¢t de T

pertenece a A(T) .-

Por supuesto f es contfnua y periddica, y la pertenencia local se expresa' di-

ciendo _ga%_e_ para cada  x de T an un intervalo. Ix tal que

b el - - -
£(t) = fg -an/(x) R para cada t en Ip .

Cubramos T con un nYmero finito dé esos L, + L, I, .., I, Dpor con

“pacided.™
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Para cada k=1;2, ... ,m sea &  une funcibn continua lineal por inter

valos, de soporte contenido en Ik poo G

¥y tales que 21 & =1 sobre T (es decir una particién de la unidad subordina-
k=

da a los Ik formada por funciones de esa clase, lo que siempre puede conseguirse).

Cada dk tiene una serie de Fourier absolutamente convergente, pues es la pri
mitiva de-una funcibn simple, o escalera con ndmero finito de egcalones, y como es sabi
do- que estos tienen coeficientes de Fourier del orden de 1/n , los coeficientes

de @ serdn del orden de’ 1/n% . Por lo tanto & € 4(T) . .

0
 Goms. PTEY - int , .
_:Gomo” FIt) & (t) (_;oan (k) &™) a(t) paratodo t de T ,yla scerle

"ve,a‘c'riga»- esté -en A(T) ' por hipétesis, resulta f.q, € A(T) y por lo tanto f = -
= r(2 a) € AT
- k=1

La propiedad de pertenecer localmente a A(T) traduce un cierto modo de conti -
miided de las funciones, ligada con propiedades interesantes para los gnalistas c¢ldsi -

cos, como €l mbédulo de continuidad, variacidn, convexidad, etc...

Veemos shora que la pertenencia locel a cualquiera de las £lgebras A(T) ’

A(R)- 6 B(R) implica la pertenencia local a las otras.

a) B(R) =>A(R) localuente.

Sﬁpongamos que £ pertenece localmente a 'B(R) en un punto, es decir,.
hay un intervalo " T +tal que para i en T es f£(t)= elut d/u(u) para
. -0
cierts medida acotada M de Radén,

Sea otra vez dI una funcidn contfnua lineal por intervalos de soporte conteni-

‘doen I y quevale 1 en un subintervalo mo vaclo J de I 3

\
{
{
{

-8  3+E b-& b+€

Si tomemos (b,a)/2 y &  tales que (e-&,0+€Jc 1 'y (a+t&,p2E)D 4 ,
podemos construir una funcién asi mediante di =(1/2€&) (P&b-l‘ ?6 , donde ‘Pab
es 1a funeidn caracteristica del intervalo [a,b] ¥ 'ﬂg la de [~ €& , €] .

Es entonces, f4cil calcular la transformada de Fourier de ar 3
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0
D, = 1 ar(t) elWt gt = L (ezibu | -iauy gen o
2717 ‘l‘\'u2
- L]
, Puesto que D, decrece como -1/t2 ; 1a convoludidn 5 DI(t-u) d/},(u) es
una funcién de Ll(R) , ¥ entonces, para t€ J - e :
. ey ro g
£(t) = £(t) ag(t) = (S e 4 () ( | Dr(u) % au) = | ™ (Dr¥ dp)
-00

y.por lo tanto pertecnece localmente a  A(R) . © ©

b) A(R) =2 A(T) localmente.

Supongamos que f pertenece localmente a  A(R) en un punto, y ses como antes

dy una "delta truncada" respectiva. Cuando -¥gvg£ ¥ ,

o0
S [Dy(u + iv)| du [1e7® ar(t) ly(r)
~ed

es uniformemente acotadc (tenemos arriba el valor de DI(w) )

Pongamos
gw) = == |- £2(6) a; (1) e at
27
Esto tiehe sentido también para w complejo, y  g(w) es una funcién entera. Ade-
més ©
= vt ;
lg(u + iv)| du = ||e " dz(t) £(t)|la(g)

.c .

es uniformemente acotada cuando -+ v £% . Sebiendo (por subarmonicidad de

Ig(w)l ) que 3 ‘i‘
lg(n)]| ¢ lgn + u + iv)| dudv , tenemos
-+ J3
o0 EI te
2 el ¢ lg(u + iv)| du av < o0
-ed _.;. -cb
Pero 1los g(n) son los coeficientes de Fgourier de f.dI » ¥ por lo tanto
en el intervalo J : £(t) = £(t) dz(t) = zng(n) e am .

c) A(T) =ayB(R) localmente.

Trivial, pues un desarrollo en serie de Fourier absolutamente convergente es un

caso particular de una transformacién de Fourier - Stieltjes .
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$6.- 14 ALGEBRAS LNT) Y MT) .

En §3 ¥y §4 consideramos, en vez de funciones o medidas sobre 1la recta R '
funciones sumables o medidas sobre el circulo T . Obtenemos las 41lgebras Ll(T)
y M(T) . Considersmos las f +k% , fgil(r) , kxec s § : meai

da de Dirac , obtenemos un dlgebra con unidad.
Los caracteres de LL(T) son

£ ~pf(n) = —i- Sf(t) emint 4.
27

Denominsremos A(Z) &l dlgebra de las sucesiones ¥ = {i‘(n)} s ¥ AYWZ) al 41-

gebra con unidad cuyos elementos sonlas {f+k , f€A(Z) y kxeC .
Ciertos caracteres de M(T) son dados por los coeficientes de Fourier ~ Stielt

Jes '

d}l. —Q};(n) = Se'int d}u,(t)

Liemaremes B(Z) al &lgebra de las sucesiones de cocientes de Fourier - Stieltjes

de las medidas € M(T) . Veremos que hay otros caracteres, es decir que Z no

es el espectro de B(z) .




ITI.- CAMBIOS DE VARIABLES N A(T) .

§1.- PROBLEA C.V.,P, (Cambios de variables permitidos) EN A(T) . GENE-
RALIDADES Y CONDICIONES SUFICIENTES.

Afrontaremos el primer problema de los tres que trataremos ‘en este seminario. A
(=A(T)) como siempre serd el dlgebra de las funciones que son suma de una serie de

Fourier absolutamente convergente.
E1l problema es encontrar las funclones

P:17—>1
tales que si fE&A , también f(P) €A . Llemaremos C.V.P. 2 esa clase de
funciones,

Daremos condiciones suficientes para las lpé C.V.P. .

Lema 1 :
Si @:T—eT |, éin"eA pera todo n ¥y IIein'|l=O(l) , enton -

ces fEeC.V.B, .

En efecto, 831 f€ A es: ©
£(t) = 'ZO cn it
y 0O
HP) = & o, etn¥(®)
~ o0

Si  hy(t) = E cn ein"(t) es hy€A por hipStesis y
p . -

IIhy = Bgll = |l Z’ c einvl'l $sﬁp||ein¢|| Z le | =0

© N njgM ° N¢|n|gu

I4
~

Entonces {hy} es de Ceuchy y 1limhy€A , pero limh, = £(P) .

La reciproca también es cierta.

’

Sea ‘P€ C.V.P. ¥ consideremos la aplicacién ™w: £ »f(?) « T es i
neal del espacio de Banach A en sf mismo (mds, es un endomorfismo de A ’ , ¥ sSe

le pueden aplicar los teoremas conocidos, p. ej. Loomis, p. 76).
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Lema 2 :

Si Yec.v.P. , entonces I es continua y -Ilein'pil = 0(1) (n-veq) .

Esto resulta de una variante del teorema de Grédfico Cerrado . Sean E y - F
dos espacios de Banach y T una aplicacién lineal de E en F . Si T es
continua en dos topologfas vectoriales Hausdorff mds débiles, también lo es en la de

las normas.

Indiquemos con =¥ la convergencia fuerte y con w==—bk® 1a débil. Si
X, =®»x 3y Txn—;‘oy. , entonces x=4lp x y Tx =s%4»y , lo que por conti-
nuidad implica Txn-#-.Tx ) y esto que' ¥y = Tx por ser las topologias débiles se-
paradas. De esto se deduce. ’

-t
*n X} x =y
Tx, —*y

que es decir que el gréfico de T es cerrado en la topologla producto de las normas,

y entonces T es continua en las topologilas fuertes.

Ahora, cudl serd la topologia'més débil a asignér a A , tal que sea evidente

que Tr es continua?

Como Y(T)C T es ilfl[o ; I-If((F)_II.’ , asf que T achica normss en
la topologia ordinaria de las funciones contfnuas, que es més débil que la de la-clase

A, puesto que : )
2] = 18 ™ g Dleyl = izl
conloque. ||f|L°$||f|l . .
Por consiguiente, aplicando el teorema de Grdfico Cerrado, TV es continua.
ein‘P

Entonces si - PEC.V.P., , es € A y-como ll;eintll =1 y T es

_contfnua (acotada), ||eln?|| = 0(1) , que es la reciproca del Lema 1 .,

§ 2.~ PROPIEDADES:ESTRUCTURALES. X CONCLUSION.

Si I ' es un intervalo cualquiera de longitud & 2T °, la funcién y = x
en este. intervalo, puede ser extendida a una de la clase A (p. ej. puede ser exten-

dida a una funcién lineal a trozos).

- Del hecho que - H(Pre a _sé sigue que, sobre todo intervalo tal que en 1 ~

. toma valores en el intervalo I  considerado, YPE A es decir Ye A localmen

te (todo punto tiene un entorno en el cual coincide con alguna' funcién de - 4 ).
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ei(’(m-a'n') AP ()

Por otra parte como debe ser.igusal a
QYt+2m) = P(£) + 9t con P entero.

, resulta que

Asi que
Pt) = Pt) -yt

es periddica y pertenece localmente & A (pues (t) y 9t pertenecen local-

mente)..

Entonces ‘P es igual a la sums de una parte lineal a coeficiente entero y de

una funcién de A .

Como |lexp (in®)|| = |lexp (in?l)ll , porque la sucesién de coeficientes de

Fourier de una es la de la otra trasladada, la bdsqueda de las ‘P se reduce a las

!Pl s ¥ el problema consiste en estudiar las Y€ A tales que

|lexp ¢in®)I] = o(1) - (1)

8i ¥ es une tal funcién, ?(t - t,) también lo es, porque si

exp (in P(t)) = Z 5.n eldt
d
= ijt
exp (in¥(t-ty)) = ? c§ne
ul LS it :4
resulta cj,n' °J‘,ne , asi que
lef,nl = lcj,al
y por lo tanto
llexp (in®PENI = |lexp (inP(t-t I}

También vale el siguiente

Lemnma 1 H

si ¥ , Y.ecuv.r. , 4% +a,¥,€cV.P. con 4y, A enteros.

En efecto,
e (anay Py + 4, $0 11 € HHexp (inay Pr)I1- | texp (ian, Pp)11 €

A,

€ llexp (in ¥p)| I:Al |lexp (in ¥5)1] © = 0(1) por hipbtesis ,

asf que para A:I.?l + A, ‘PZ vale (1) .

Para estudiar las propiedades locales de las So_e C.V.P. nos serd dtil el si -
guiente
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‘Lema 2 :

Si {f j} s una sucesién de funciones de A con normas uniformemente acota -
dag por C , y 1lim fJ. = f (puntusal), entonces £ es equivalente & una funcién

de A con norma menor o igual gue C .

Demostracidén :

Si fJ. = Ecn,j eint , como lIfJ.| |.° s ||fJ.|I £ C y las constentes son in
tegrebles sobre T , resulta que
1 -int 1 -int
e ., = === £.(t) e at — £(t) e at c
n,J 2w |, o . L

por el Teorema de Lebesgue .

Si ahora consideramos las sumas finitas de coeficientes

N
‘N N
es Z le.] = 1im Z le. ;1 de manera que
-N 1 j =N T’ N
‘—ZN Icnl £C

para todo N con lo que Z]cnl £C 3y f es igual p.p. a una funcidén de A.

(Aqui se usa el hecho que una funcidn estd definida p.p. por su serie de Fourier ) .
Esto permite demostrar que:

Lena 3 :

Si una funcién de C,V.P. se anula en un conjunto E de medida positiva, ge

~ anula en todo T .

Demostracidén :
Si el conjunto E' tiene medida nula, por continuidad de V , €8 ?EO .

Supongamos que med (E') # 0 , y consideremos las funciones

(“ew)"'

P. = =€

J 2

En E , como P(t)=0 , es fj =1 ,yen E' , (t) #£0 implica que

fj-bO . Pero entonces f(t) = lim fj(t) es la funcién caracteristica de E .,

Ademds las normas de las fj estén uniformemente acotadas:

gt = 1120 N Mg 2 L 1 g o 1167¥)1 < 20

Aplicando el resultado anterior, f debe ser igual a una funcién de A eneca
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si todo punto. Pero entonces f no puede ser la funcidén caracterfstica de un conjun
to de medida positiva con complemento de medida también positiva, ya que todas las fun~

ciones de A son contfnuas. Resulta el lema 3 .
Finalmente demostraremos que (P debe ser necesariamente una constante.

Para ello debemos utilizar el dual de A . Velgan sobre é1 las siguientes ob-

servaciones, N
1 09
Se sabe que el dual de e es f , con el producto escalar dado por 3
[ 1
{cn} el
fe.je ¥

c

¥

<E>= 2. ¥,

Si jL es una medida sobre T , llemaremos Serie de Fourier de }L a
fl, ~n : “n eint

con

= - -int '

¥ pe— STe dpu(t)

Es evidente que {fn} =¥  es acotada, porque [¥,l £ -22’1—'_ S Id’L(t)I .
T

Si f€A |, es

f, = 2 £fa = j.‘ntd = L int =
R atd = 21?.L(zcne o zc"zﬁ' S L

as{ que coincide con el otro producto escalar.

Como A es un sub-sgpacio de C (= espacio de continuas) con una topologfa
mds fina, el dual de A contiene al de C y la norma en é1 es mds chica que la

norma en el dual de c o

1
Es fdcil demostrar que la norma de una medida /l. en A* (=Adual de A ) es

0
la norma e de la sucesién de sus coeficientes de Fourier .,

Pueden considerarse también como elementos del dual de A a las distribuciones
® cuyos coeficientes de Fourier (¥, = €e™int g ) ) forman una sucesién de £”.
Una tel distribucién se llamard una Seudo-Medida , y para ellas se definiré:

£f,6)p = 2cn‘(_n

para cada f€ A (no necesariamente indefinidamente derivable!). Cuando f & Ep
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(= periddicas indefinidamente derivables) este producto escalar coincide con el produc-

(1)

to escalar en el sentido de distribuciones'™’.

kn efecto, si f & ?p , €8
. . -int =int
e, = == \ £(¢) e g = L Sf'(t) e " ap = = | £{P)y) & gt
n 21 2w in 2T (in)P
T T T
asi que e | = 0( <) para todo p , de manera que
In|P

«©
2, InP e | < o0
- aD

para todo P s ¥ entonces
-

N
— 3 .
P c, (in)P em? ....chn (in)P R
=N -y

de donde se deduce que

N ' »0
Z e JAnt o ch ein'l:
-N -0

en la topologia de. fp , 10 que permite

4£,0) = <ch eint,9> = ch(eint,9> = chf_n

Finalmente demostraremos que si tf pertenece 2 A y es un C.V.P. es nece-

sariamente una constante.

Llamemos n
ol = 25 lagl
Ml oy Yy
! imAy
Hpllps = s;plgave = Ll

=

] n
(= norma de /u, como geudo-medida), donde M= 2 ayg va y 2y real, )?

real.

Definicidén :
n
Una familia finita de n nimeros reales s)“’} g=1 Seréd Racionalmente Inde -

pendiente s y sélo si

n
Z A,'Xv = 0= ay=0 V\’(A? = enteros) .

¥=1
o0
Sea {av} la familia de los coeficientes de una serie de Fourier unifor-
=1
(1) Que ? pGA resulta de que toda funcién absolutamente continua, periodics,

con derivada en L2(T) , tiene serie de Fourier absolutamente convergente, aunque
aquf también aparece este resultado, ya que Z [nP cnl £ o0 .
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ein log n eint

memente convergente, pero no absolutamente convergente, Dor ejemplo

18

Para esta {av} llememos

e LA 1o

Py

n
n
donde )L= g::i 89 SA? s con § Xg}?ﬂ_ pertenecientes a la familis de las pro -

gresiones aritmétices de 1n  términos

A= e+aV , P=1,2,...n ML ST , -Tex&T .
LA |
e! = inf _l_&p_s {)\v} perteneciendo a la familia

el
de los conjuntos de n numeros racionalmente independientes con W .

Lena 4 H

en ~——» 0 cuando n = s uniformemente en o ¥y © .

Demostracidén :

Por la misma definicién de los ay , €8

ivx
sup | a,e |

n
22
X 1 > 0
he}
2
1

n——>®»
la gl

imAy o
a, e = a elmg e19(m ) , por lo que
v v
Z imA = =
= v iV m«x inx) .
Hpullyg = S:plzj ay e b= S;plzl.‘ave lsS;plzl age |

n .
= o2l lagl) = otliply

Lema 5

Demostracidén
Serd por el teorema de Kronecker , que dice :

Si 1la familia {)v ~;1=1 es racionslmente independiente con TI~ ; Para todo
€ » 0 y toda familia oy g=1 arbitraria, existen, N natural y una familia
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Y ¥
de enteros {pi} Q=1 tales que para todo es

IAF - &y-2moyl < €

< i) . 5
Por continuidad y periodicidad de et y €sto implica que para toda familia

{“9} existe N tal que para todo v

iA i
(1) i e vN-e 9[ <« & .
|e-i°(

. n 3 i i = -
Si {a$}9=1 es una familia cualquiera, escribamos 2y |a y en

v

tonces por (1) , existe N tal que para todo vy .

iA iex
| 2ye _Ia\’lll = Ia.ol.!e ‘N-e vl&la»l.é

y entonces

|'$ age' ¥ - ? gl & |

HMu
o
<
®
>
%
l"l
ry
‘——
[l

‘21; (ageiAvN—Iav Iis

de menera que &

2
LS|
M-
%
®
b
%
n
™
W
<
1

Ul e Lpel iy

Si ‘TI"T es la aplicacién de A en A
Tp:t—r £7(P)
*

Tr.e , su traspuesta, verifica TI‘$(S)) = 8?()\) para todo ) .

Ahora de le continuidad de 1T',P (lema 2), sigue la de su traspuesta, vale de

~que existe € ( »>0) tal, que para todo x'€ A' es

Ilﬂ'q(x')ll‘ % c =]

en particular
n . :
Collpllpe = ¢ 112 ay By 11y, 31120 ey S.,,(Av,nps = el

®
{aqul es evidentemente § = fq (m) ) .

En las condiciones del lema 4, existe n, tal que e a L % para n Zno . ;
Entonces
HGlps &€ Al & Coey Hplly < Hplly = 11611,

esg decir i

Hell,, <16l
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para n, , que no es otra cosa gue la negacidén de la tesis del lems 5., Se obtiene

as! el siguiente resultado importante:

Existe n tal que para todo par de reales (6,) la imdgen por @ ae to
do {X“}= {9 +°($}€=l es racionalmente dependiente con T ; 1o que se tradu-

ce por: existen {A'j;1=1 enteros no todos nulos, tales que
(2) AT + 4, QPeva) + 4, Plev2a) + ..o + 4 Pl6 4nt) = 0
donde a priori Av = Av(e,c() .

Si y es la familia (numerable) de los conjuntos de n+l enteros no todos

nulos, llamemos, para cada A& ¥ , A= {Ao,Al,...,An}
QA) = {(9,0() / se verifica (2) para A}
Evidentemente si K es el cuadrado de lado 2 W
K = Jqa)

y como med(K) PO , existeun A& ‘ﬁ’ tal que med(Q(a)) ¥ O { Q(A) es me-
dible por ser cerrado). Fijamos A . Sea J‘ = {9 | (O,A)eAS .

Por la definicién de medida, existe un conjunto I  de medida positiva tal que

¥YRXeI mdldy)»0 .
Ahora, para un K fijo perteneciente a I , llamemos

Y@ = 2T + 4, Por) « Lo+ 4 @ (oma) :

Por lema 1, (["‘ E€C.V.P, y \P“('Q) =0 en J* con med(.‘f“ IS0 -
Entonces por el lema 3 \Vd =0 .

As? que Y‘* 50 para K EI .

Si {:‘3% son los coeficientes de Fourier de ‘( y {w}} los de V“ ’
que es identicemente nula: V“(e) =0 Yo  resulta, para j#O

(u; = (44 L%, A, Q21K 4 Ay eni.‘jd) Yj =0
pues
Wy = L‘ZAy‘ﬂGﬂN) +a T 0 g = K SLIV% ST Plu) eid® au +

+A WJ i g = B (DayePii%)
(o] J v
T

Supongamos que exista j# O tal que YJ. 0 .
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Entonces
ijk, , _2ijek nij®t .
Ale. +A2e +...+Ane =0
para todo REI
Tomando n velores &, ¥=1,...,n0 pertenecientes & I y distintos ,
resulta: .
ij 0(1 N nij %
Ale +-oo- *Teeeverievee L) +Ane -O
: : :
ESL nij &
n n -
Ale F oeeencveee esosscsens T ne O
¥ como
ijeX 1jn o
‘e L veveeeee 0 “1|
: : 155 Oy ydg  Lidy
. . = e (e - e ) # 0
T ijky, ijnx, §>17
e vecsesssenss ©
resultarfa Ay =0 , ¥Y=1,...,n y por lo tanto A =0 , contra la hipbte-
sis.
Consecuentemente, fJ- =0 paratodo j#O por lo que (f es constante,




IV~ FUNCIONES QUE OPERAN N An(T) -

inf
[fe |1

§1.- AYORACION DE Y APLICACION.

Anteriormente tratamos el problema de los cambios de variable permitidos en el 4l1-

gebra A ; ahora atacaremos el prohlema de las funciones que operan en esta élgebra.

Recordemos que A {U,,l es la clase de las funciones f telea que f(t) Nz'cneint
con Zlcnlwn 4 © . Es fécil ver que si @ =1+ In[P , entonces las funcig
nes de & son p vVeces derivables y la derivada de orden p pertenecea A .
Si W, ecInl las funciones de A{wn} son las funciones anallticas sobre el
cIrculo unidad que pueden ser extendidas a un anillo con radios N e‘e ’ ee y ta -

les que sobre los circulos extremos la funcidn extendida pertenece' a A « En lo que
sigue, {wn?; es una sucesién de ndmeros >1 (p=...,-1,0,1,...) . Necesita -

mos el siguiente

Lema 1 :
inf,, _ .y -
Si dada f€ A se cumple que [Je” || = o(wn) {(n—> *®) , entonces
toda ¢€& A{ﬂn} opera socbre f , en el sentido de que $(£) &4 y, reciproca-
mente, si para cada $eg A{wn} se cumple que ¢(f)E€ A para una f e&A , en-

tonces | leinfl | = O(l.dn) .

Demostracidén :
Ver §1 del capftulo anterior; el caso general se trata del mismo modo que el ca

so wn s1

|1einf] |

Por lo visto, seréd interesante estudiar el orden de crecimiento de ra

ra las funciones f €A . Hace unos dieciocho meses se planteé el siguiente proble-
ma: ver si - IIeln‘fII = O(n2) para toda f de A a valores reales. Si esto
fuese cierto, todas las funciones de la clase A{nzg operarfan sobre A ; pero

el problema fué resuelto negativamente. El primer intento fué, naturalmente, obtener

(12

mgyoraciones para ; daremos aquf algunos resultados sobre ese tema debi -

dos a Marcinkievicz . (En lo que sigue, Ap serd el conjunto de todas las funcig

nes de A a valores reales).

Sea f una funcién absolutamente continua; periddica, tal que f'€ 1 . En
tonces fNch eint vy I NZin cn elm: con z_nz |cnI24 o por pertene -

cer f° a L2 . Entonces



32

S$’'.2 .12
le | & ¢ Lyt (2, 02 |c 12
1 ' e 1 ;2 l . n
-1
empleando la desigualdaa' de Schwarz s ¥ lo mismo ocurre con z: « Intonces
i -0
tea y |Ifll £1c,| + K(%n_ [£4]2)¥ |, Si £ es absolutamente contfnua y
: : 2 - : :
£ 6L2 , entonces
He™™ 1€ 1+ n == \I£11®F = o)
21
ya que el primer coeficiente de la serie de Fourier de _einf"' que es su valor medio
en [0,217'1 es inferior en médulo a 1 ¥y () = inpreinf |

Tomemos shora una funcidn fE Ar- . La escribiremos de la manera siguiente:

£7(t) = % Ty cos (nt + ’fk)A

donde los T son las amplitudes, oy las frecuencias y ‘fk las fases. Es

1 Jnf o -'Teinrkcos(nkt-l- ’k)

inr (n, +¥ )
lett]| & TTje et B

y ademds, siendo las normas inya_rianteé por traslacidén y multiplicacién de t por un
ndmero entero, ]
inr, cos(n, t+ ‘.ft)’ inr, cos' t

k k k
le : L I'le I

Usando esta dltima igualdad vamos & mayorar las normas que figuran en el producto

(1) . Empleando la desigualdad
el £ | + ¥ (- S(f')z)’lr
2T

se tiens : )
||eiP°°$‘t|[ £ 1+xf
usando que o '
(eifcos tyr = :.lfAsen t etfoost .

es -
inr, cos t

e |l £1+Kpn

¥ en consecuencia
- inr, cos (n, t+¥k)
Hetofl g e & & 1 & T v rmn
Definiremos shora una sucesién W asf :

w = ‘lTk (1+K;kn)

Ju g
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para n‘)o P W =W, .

Entonces (lema 1) cada funcién de la clase Alwni opera sobre f . Investi

gareros el orden de crecimiento de w, . .Es, en general menor que el de eelnl s
pues siempre es
Krkn
1+xrn (e
luego
(¥ P r)n
w, & l 1 (1L +Xp,n) e Lc[>a
[k|€pe =
donde K z;.}rk puede ser tan pequefio como se desea, luego es cierto que wn =

i
= O(eﬂn!) para cualquier € >0 . Esto significa que una funcidn f  analfti-
ca sobre el circulo unidad, o mgs exactamente una funeién de variable real, periédica y

analitica opera sobre cualquier funcién de la clase AI_ , lo que ya sabiamos,

(Notemos que si f es una funcidn analftica sobre la recta y 2 - periédica
© -
2t) WD 8 oiTt
-®

se obtiene fdcilmente

[&n| é K e-£|n|

para algin €>» 0 , luego toda funcibn analftica pertenece a alguna clase A{e"ln l};

ver el curso elemental sobre la teorfa constructiva de las funciones). Resumimos:

Teorenma 1 :

Para cada funcién f g€ A, , T NErk cos (mt + k) existe una clase de

funciones indefinidamente derivables, A{wn} (W, = T + Kr,n))  que opera sobre

T ¥y que contiene otras funciones gue las analfticas.

Serla entonces interesante hallar una sucesién W, que no depende de la fun -
cién f , pues de tal modo encontrerfamos una clase A{wn‘ que opera sobre A_.

b
€in
= e |nl , pero asf obtenemos nuevamente las funcio-

Naturalmente podemos poner wn
nes analfticas, Podemos plantear el siguiente problema: Jserd posible elegir una suce

sién @), tal que eEInI # 0(W,) para cualquier € , es decir que

log w . :
lim ——2 =0 y tal que para toda fE€ A sea Ilel-nfl[ = 0(Ww,.) 7 Vere -
—»® n r ‘ n
mos luego que la respuesta es negativa, es decir que para toda sucesién W n 4Que no
crezca mds répidanente que una exponencial existe una funcién £ , f& Ar , tal
el
que 1im = ® , O sea que para cada sucesién @ tal que
o Wy n
log W,
Lin =0
T==3C0 n

es falso que la2 clase A{“’n& opera sobre A, .
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2.~ MINORACION DE Hemfl | Y APLICACION
Vamos a demestrar shora slgunos lemas.

Seen £ , g€4 >\ . entero. Consideremos la funcién  f(t)g(At) .

Evidentemente es |[£(t)g(At)|] & |I£l] |lgll . Ahora demostraremos que para cada
fE€ A es posible elegir A\ de tal manera que ||f(t)g(At)TI sea tan préximo co
mo deseamos a ||f|} |lg]l . Mas precisamente

Lema 2 : )
Limite |{£(t)g(At)|[ = ||£]l |lgll uniformemente pare todas las g de norma
A—+®

acotada por un ntmero fijo (f es fija).

Demostrbcidén :

Es posible escribir - dado € >0 -~

£7(t) = Pn(t) +Rn(t)

donde Pn es un polinomio trigonométrico de grado n y ||Rn| | € é . Entonces

es

() [£)e A 2 P g - [[R(BeXt)ll 2 [IBe)gNe) ] - & liell
Consideremos el producto Pn(t)g()t) . Ios coeficientes de P, son 1o nulos

sdloentre -n y n , ylosde g(At) =sonnulos exceptoen O, A, f2A

— 1 1 -
~A -n 0 n by 2N
Tomemos ahora A2 2n +2 y consideremos los coeficientes de Fourier del pro-
ducto P, (t)g( At) . Si los coeficientes de P, son P; , los de glht)
bj , el coeficiente de orden m del producto serd =
o0
ey < _Z Pp—j b'j
J=-m

Si m es tal que para algin J entero

J'A-néméjki*n es ey = pm-;j)"'bj)

—£ ! 1—L — Lt 3 —+
-A-n -A +A%n -n 0 n  )\-n b Atn 22-n  2)
Yy en caso contrario e¢p =0 . En consecuencia L

1B EAD L = Biodpgl = (Lolesh(Lalbggl) = 1B ehw)]]

y volviendo a la desigualdad (2)

H£g( Al 3 [IBl) Llell = & Llall ;(lanH -£&) sl
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pero ‘
Bl 2 lIgl) =€,
Iuego
et 3 Clizlt - 28) Ll ®

que es lo que querismos demostrer.

Pasaremos shora a ecotar ||e*f|| cuando |]|f]| r , fea

.

Lema 3

if r
sup [le™ 1] = e
[1£llgr,fea,
Demostracidédn :
Consideremos las funciones f de A, tales que ||£}]] LT . Es fécil ver
que [[eXf][ T, ya que
. 2
elf = 1+1f+$2L+",
2
2
1L g 2w e+ LTI
entonces el supremo de IEeifII para las f de A, con |I£][ & » es menor o

igual que e’ . Para obtener una desigualdad de sentido contrario tomemos una ?eAr

con ||?|| £ 1 ¥y consideremos funciones f£(t) de la forma siguiente:
£(t) = E[@t) + POXt) + oou + PG
N
N T
is t)
eif = T" e N’“ "J

J=1
IR L) AgPAL)

cuya norma es, evidentemente, inferior o igual a r . Es

Elegido Al siempre es posible elegir )2 @s manera que

£ = P(At)
ARSI AT

‘sea tan cercanc como se guiera a |le

(a causa del lema an-
terior) El:f.giendo ' XS‘ g ces 9 )n de manera similar se puede conseguir que
N 20 LTS )
[ITTe?® . PN “ esté tan préximo como se desee a | |1|| Il « Pero todas
j:]_ 1= . J=
las e'N J tienen la mis%a??orma, pues son todas el resultado de multiplicar la
' i t)
varisble de la misma funcidn e ¥ por un ndmero entero )\ P Entonces
L]
N RO ipPt) N
TT tle S T I
J=1

Sea shora h(t) una funcién de A tal que el término constante de su serie de

Fourier .sea nulo, o sea tal que su valor medio en el intervalo [0,21r] sea nulo, A

causa de eso es

M1 +n[l = 1+ [[|n]]
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Por ser

elh = 1+1h+$ih_.L2+...

21

es

1] 5 1+ (Il - KERE oy
¥ por ser

S Ly ey H LB

2!

es

2
f
oy ey

en consecuencia

el 21+ [Ial] - el RIF 1 - np1y

Vamos shora a emplear esta Ultima desigualdad para calcular |leil|| peara 1a fun

cidn h(t) = % cos t , que cumple la condicién de tener valor medio nulo en [0,211'] .

if cos t L 2
N |[>l+§-(eﬁ—l-£)>1+£_£_

| e

para un N suficientemente grande, pues para N mayor que un cierto No es ~
r
N T ¢ 1‘2
g -1l-=<=5
N N

Entonces, volviendo a la funcién f  anterior

2
lefil > +E -?N- 3

para f arbitrariamente pequefio, y -~omo

2
1lim (1-1--?---1‘—)N = @
N N°
N—e0

el lema 3 esta probado.
Ahora vamos a demostrar el resultado prometido.

Teorema 2 :

. log w, _ )
Dada una i:;cesmn w, tal gue lim . O es posible elegir una £ ‘e A,
tel que |fe7 || # 0(Wwy,) , o sea tal gue 1im e 711 ® .
- - - I—~%®» w
n
. — wn - log Un
Tomemos una sucesidn w, tal que loo ¥y tal que lim —= =
W, . n—»00 n
{esto puede hacerse). Construiremos una funcién f de Ar y una sucesidn Ny
ingf — 00
tal que |le |l » w, . Para esto tomemos una f de la forma £(t) = f,(A't)
- =
con ||f ?ll £ 2 v . Para cada ¢ serd n, tal que se cumpla 8wWnh £
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-y
2
5env , ¥ se ve que existe un tal ny Jya que 1la desigualdad anterior es equivalen~
log W _ : ) log W,
te a _.i_§2-<2v_lgg._§ y es 11111&:0 .
ny ~ ny n—e0 n .
' -9
De las fy con “fynf 2 elegiremos una tal que se cumpla
-9
£, 2
e ) 5 4 e

(esto es posible a causa del lema 3). Vamos shora a elegir de manera conveniente los

Ay - Sies S(t) =27 £.N.t) es evidentemente
Y v = AR

ein\,s.,('c) . ein,,s."_l(t) infv(xvt)

e

¥ suponieundo elegidos los A RN X v-1 elegiremos >’ R tal que

i (t) in f (A.3)
e Py 4 e R

. in.S, (t) ’
eleceibn posible por ser Ile% »-1 I 21 y por el lema 2 . Todavia impondremos
a los ‘ )9,*7,,1 y woe A\’*’i otra cong:)lcibn: deberdn ger miltiplos de un ndmero
entero Mo tal que (siendo Rv(t) = 5 fj(kjt) )

J=v+l
i () ) in S (t) i (t) . in (t)
IS RTIIIE TR & Sl & AT TR b AT
. ; in,R .
10 que tembién es posible por ser lle ﬁ| 1 {ya sabemos, por el lema 2 , ‘que pa
ra una £ dada 'J.)imite [1£(t)g(Xt)]] = |[£]] }'gl] es uniforme para todas las g
—.
de norma scotada, es decir que dado &  existe @\ tal que [ee)gh Il >

> (gl -&) llell para todas las g ).

Combinando las desigualdades se obtiene

que es lo que querfamos demostrar.
Por el lema 1 conseguimos el siguiente

_Coro.lari'o :
Si A{wn} contiene otras funciones que. las analfticas, e'xiste una ¢€A{wn}

yuna f€A a valores reales, tales que Q)(f)#A .
En el cap_Itulo que sigue, vamos a mejorar este resultado.

Acabamos el capitulo presente con un resultado sobre las funciones que operan uni -

formemente sobre las funciones f-s (f&€a , -w<sseyW) .
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e

0 .
SsL OUt) ow :j:; Kn it s Yy T&A a valores reales. Supongamos
o)
G(f-ed&a 3y 116(f-s)|| uniformemente acotado (-W<Lsgew) . Entonces
¥ = o(l|etnE| L) (n—sfw) . .

i

liediante el teorema 1 , tenemos el
Corolario :

Si A{Cuni contiene otras funciones que las analfticas, existe una fe€ A a
valores reales tal que, cualquiera sea G& A{_wn} , las normas ||G(f-8)|]

(-7 &5 «9r) no son uniformemente acotadas.

Demostracidédn del teorema 2

Como paso previo a la demostracidn de este resultado vamos a enunciar un hecho muy
sencillo: si (P (t,x) es una funcidn de dos variables reales tal que para todo
€I (I intervalo) @(t,x)€ A como funcién de t , talque ||[¥P(t,x)||€B
con B independiente de x y tal gue 'P(t,x) sea sumable en X sobre el in-‘
tervalo I para cualquier t fijo, y sies W(t) = ‘f Pt,x) &x , WY)ea
vy 1IWII £ |I| B . La demostracién es inmediata calculanﬁo los coeficienteés de Fou

rier de Ye) .

Ahora, basta escribir

w
By o) = L 6 (e(t) -8) M8 s
27 )qr
y tenemos
15| [1e™F]] & sup |la(£-s)]|
S

lo que demuestra el teorema




V.- FUNCIORES GUE OPERAN EN ANT) (contimuacién).

s’

§1.- EL RESULTADO PRINCIFAL.
Vamos a demostrar ahora un importante resultado sobre las fui:ciores que operan en A.

Ewnpezamos por una consecuencia fécil del teorema 2 y del lema 3 del capltulo snterior,

Lema 1 H
Sea G(t) wuna funcién de varisble real periédica (perfodo " 2T ) y supongamos que

para caga f de A tal que  |Ifl| £ 2T es ||G(£)|| & B (con B indepen-

T
diente de f ), Entonces G es analftica.

Otra manera de enunciar este resultado es la siguiente: consideremos el operador
(G) : Ar — A definido asi: (G) (£f) = G(T) « Si el operador es acotado en la

esfera de certro O y radic 2W de A, , G es una funcidn analftica.-

[o5]
Demostraremos €l lema 1 , G tiene una serie de Fourier Z Kn eint . A-
-0

plic ando el teorema 2 , cap. 4 , se.obtiene’
[I's, )| ¢n
para cualquier f&€ A, con |[[fll€T™ , luego
15, sup [1e™F]| ¢ B

feea, . Nzl ew)

Pero, por el lema 3 del capitulo anterior es

sup [[IDf[] = T (nd 0)
rea,  , |lzll&TT
sesa .
sup ||einf]] = elnlTW (n>0 6 nc¢o)
fe€A , |lf]jeTw
0 sea

¥, £B e=lnlT

con 1o que queda demostrado el lema,



Teorema 1 .

Consideremos una funcidn ¢ . Ahora enunciamos el resultado principal para una

funcién ¢ de variable real definids sobre un intervale gbierto I gue opere en (1)

A (es decir tal que toda funcién f de A, &ayaloresen I 3sea trensformada por

& en &(£) perteneciente g A ). Bejo teles condiciones la funcidn ¢ _ggaha—

1Itica.

La idea de 'la demostracidn consiste en probar que ¢ es analftica en cada punto,
Como no se pierde generalidad al suponer que O€ I y PO©O) =0 , €l problema se re

duce a demostrar que es analitica en el origen, para lo cusl basta mostrar que el opera -

dor (¢) (Qefinido como en el lema anterior) es acotado en un ehtorno del cero de A .
i T

(Pera convencerse de que el operador () estd definido en todos 1los entor-
nos suficientemente pequefios de cero en A  basta ver que si [|f]| “es conveniente -
mente pequefioc los valores de f caenen I ).

N

La razdén por la cual baste demostrar que (§) es acotado en un entorno del origen

de Ar es esta; supongamos que lo esté en la esfera de centro O y radio h de
Ar . Pongamos .
m
G(t) = ¢(a sen t) con a e <h
2w
Si ||£]l]| ¢ 2T entorces ||lasen f|lg a e 4 h , luego el operador (@)

estd acotado en un entorno del orfgen de radioc 2V ., Aplicando el lems 1 ( G es pr

riédieca) se obtiene que G es analifica; ¥ en consecuencia ¢ es snalftica en el o~

rigewn.

El problema de mostrar que () es un operador acctado en un entorno de cero en

A serd atacado aqul de dos maneras. La primera demostracién estd basada en el teorema
de Baire y estd en la tesis de Katznelson y en el trabajo de Helson, Katznelson, Ks
hane y Rudin. La segunda demostracifén, mas elemental, se puede extender a otros casos

{(ver el capitulo siguiente).

§2.~ PRIMERA DEMOSTRACION
La idea‘d'e aplicar aquf el teorema de Baire es unaidea natural, como se verd shora.

Comenzaremos por mostrar que el operador () es un operador de la primera clase de

(1) Decimos: "™ ¢ opera sobre f " sii Hfled . Digemos: " ¢

opera s obre A , resp. A, 5 etel."  sii, $(£) cuslquiera sea f€ A
resp. A ete..., O(f) tieve sentidoy G(£)E€A . Digamos: " ¢ opers
en A ,resp. A, , ..." sil, cualquiera sea FfE€A tal .que §©F)
tiene sentido, ¢(f)€A . Si ¢ es una funcién de variable real, " ¢ opera
en A " &2p" ¢ operaen A, *

-
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Baire en A, , ‘es decir que es 1imite en todo punto (elemento de Ap- ) de una suce
sién de operadores continuos. Por hipbtesis ¢ opera sobre A , es decir que, dada
una funcién f e Ar avalores en I es

. o] [22)

0 (£(8)) = 2, &y (£) & con 25 lag (D)< o
=3) =00

donde los coeficientes de la serie de Fourier de () dependen de f de la si .

guiente menera:

2T
1 -int
ap (£) = —= b (£(t)) e at
2 ),

No es diricil ver que ap(f) ' es una funcién continua de £ con f€4A, . Si

T
memente, Adem§s ¢ es contfnua, pues opera localmente scbre la funcién f£(t) =t

la sucesidn {fn} tiende a f en la norma de A ) entonces £ — f unifor

que pertensce localmente a A, . Entonces, si £, —>f en A, , alf)—>
—_— ak(f) . También es inmedlato que la aplicacién f —— ak(fl?I elkt o5 yna apli-
cacidn contfnua de 4 en A . Luego la aplicacién £ —> %’ & (£) eIt o

también una aplicacién conﬁinua de Ap en A ; Yy como Cb(f)-= g an(£) Jdnt o
el limiteen A de Z a (£) el | (¢) es un 1fmite puntual de una sucesidn
de operadores continuos d;N A;, en A s O sea que pertenece a la primera clase de

Baire , Entonces, en cualquier entorno de un punto arbitrario hgy un punto dande el ope
rador es contimuo, y a fortiori, dentro de un entorno de cualquier punto hay un-entorno

donde el operador es acotado. Por hipdtesis (¢) est4 definido en un entorno del orf-
gen de A,, ; entonces, aplicando las consideraciones anteriores existe en ese entor-

no un abierto AL donde el operador estd acotado.

Vamos a considerar shora una subdlgebra de Ar que llamaremos A;_ , ¥ €3 el ideal
de todas las funciones f tales que f(ty,) =0 (t, punto fijo). Se puede repetir pa
ra A; lo que acabamos de considerar en An s €8 decir que () es un opeérador
definido en un entorno del ceroc de Ar" ¥ que es acotado en un abierto S com.enido
en ese entorno. Tomemos en £k una funcidén £, . L es un entorno de fo ’
y en é1  (¢) estéd acotado. Se puede hallar en cualquier entorno de f, una funcién
fl -que sea mila en un intervalo [to,t]_] que llemaremos J (to £ tl) {vamos a
probar més tarde este resultado), y es evidente que (¢) egtd acotado en un entorno de
f£7 . Llemarezos 4,(J) a la clase de las funciones de A, con soporte en J (e

T
t4 acotado en un entorno del cero de Ar(J) . Sabemos gue ()] estd acotado en una

videntemente también constituyen un ideal de A ). Ahora demstraremos que (¢) es
[ ]

esfera de radio € alrededor de f3 en Ap } tomemos Pe Ap(J) con
11 ®lle& . Es (@)(®) = ¢(£,+P) - 0(£;) por ser los soportes de ¢ y £,
disjuntos y por ser ¢(0) =0 . £+ ? est4 en la esfera de cemtro £, ¥ redio ¢,
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luego |[¢(£3+®P)|1'2 B paratoda ¥ con [[@|ls € ¥ por supuesto
[dte)lE &£ B ; luego [0(P)|| estéd uniformemente acotada en la esfera de redio
€ alrededor del orfgen de Ar(J ) .

Ahora hay que pasar de funciones con soporte en J a funciones con soporte so =
bre el circulo unided. La idea esla siguiente: tomer una funcién Ye€4A, , [|P|l¢
<€ ¥ escribirla como suma de funciones con soportes en trasladesdos de J ,- ib que
es posible multiplicando "P por uns particién de la unidad conveniente. Consideremos

la funeidn Vpog(t)  definida asi:

8a < |J]
I
g = 20
1 Vo (t) N
-48 -2a o 2a 4a
No es dificil ver que ”v2a| | £3% . Tomemos shora la funcién V(1) ¥y sus

trasladadas Vgo(t-3ja) . Es evidente que 1 = Vg(t) + Vy(t-3a) + ...Vg(t=3(N-1)a)

o sea que las Va(t-B.ja) constituyen una particién de la unidad.

Entonces es

0 (P = 20 Vv (t-3ja) dP()) .
J B

Consideremos un término cualquiera de esa suma, Vg(t-3ja) ¢(P(t)) . Este térmi
no tiene su soporte en el intervalo de centro 3ja y emplitud 4a ., Es fdcil ver
entonces que no cambiard si sustitulmos $Y(t) por cualquier otra funcién que coincida

con ella en el soporte de Va(t-3ja) . Definamos
Pi(t) = v, (t -35a) Pb) .
Es fécil ver que ‘G(t) = Pt) en [5;5& - 28 , 3ja + 2&] « En consecuencia

Peece)) = 25 V(e-3se) (P 6 .
J

Por haber tomado 8a £ |J| el soporte de ‘P‘j(t) estd dentro de un trasladado
de J 3 ytomando €'= &€/3 s

P& 1V, 0l 11911 ¢ €

O sSea

Hoenllse , ¥ Il¢(?(t))I15§}3B=3m

lo que demuestra el teorema.
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Vamos a dar ahora la demostracién de que en cuzlquier entorno de f o
llar una funcién f; que sea nula en un intervalo

se puede ha-
[to’tl]
la funcidn

« Supongamos
¥y sea Aa(t)

to = O 4

-8 0] a

o
que tiene como serie de Fourier absolutamente convergente E: S
.6 =4 sen QQZZQa

2 n® inx  oon
Para cada p fijo 1%, ‘5 [ —>»0 cuando a—0
-0 =D n iot
Es decir lim [1(1~e pt)A‘E,_II =0 ., Asi, sies f(t) ‘Z (1-e*P )c con
Z'|c|<oo (f€A y £0) =0) es un JES A(t)ll con f(t)=
Z (1-e1°t)c y ¥ 1la desigualded ||(f-f YA, & Ie-gyl IIA F = [le=ggll
p?'ueba que 11m IIanII =0 . Entonces 1lim
o a—»0
= s ¥

[1£ Vgl| = Lim II‘fcthZE1 -Apil =
a—»0 g0
£(1 "Va) tiendea f en A

§3.-

SEGUNDA DEWOSTRACION.

dades de funciones del tipo de las V

a « También supongamos

Veamos a dar ahora la otra demostracidén del Teorems donde también usaremos las propie
mos que el teorema es falso, es decir que el operador

d(0) = . Suponga -
() no estd acotado en nin -

gin entorno del origen, Podemos entonces elegir una sucesién { }€ A

llzylle €279 ytatauwe 1621 [ »

tal que
255 81 9 eee s 85y oon tal gue cada

(j=0,1,...) .

Consideremos una sucesidn

a; es un punto aislado de la sucesidn:

J
d. = inf | —a|>0
J s 8

Consideremos las runciome s definidas asi:

i* () = ;
WE@ = Ty glta) / \V / ; ,: v,
Jx%* - - R K}

‘—3—-'8

% +

Evidentemente tanto los soportes de las

vY  como los de 1as VI y v
o . . .
son disjuntos, y es  [IV9]] £3 I es , 1)) &3
Consideremos la funcién F(t) =

[¢1]
J*
jg(_:) T (t) fj()\j_t)

Las normas de los V'j*
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cumplen | |vI*|} &3 , luego F(t) esuna funcibnde laclase A y |[F||<6& .

Por ser los soportes de las VJ* disjuntos es

O(F(t)) = i oI (1) 2.0 N, )
Jj=0 )

luego G(F)E€&A si & s bastante pequefio. . Las vI* (1) fj(xjt) tienen sopor-
te contenido en el soporte de las Vj* vy por ser O{0) = 0 1las cb(Vj*(t)fJ.( )\Jt))

también. ZEn consecuencia es

ovHe) 2(Aj8)) ei =

vigg) d(vike) £ON 1))
0 si 1#

luego d!,(V'J*(t) £ )\J.t)) =y $(F(t)) entonces estos términos tienen su norma uniforme
mente acotada. Consideremos ahora las funciones Vg** (es decir funciones con sopor-
te en los intervalos donde las Vg* vaten 1 ). También.las normas

||ivg"‘ (t) d)(Vg*(t) f‘].( )\J.t))l'l estdn uniformemente acotadas, y es
vy ovi®e) 2505000 = I o 000

Empleando ghora el lema 2 del capftulo anterior podemos elegir los )\J. tales que

JH% . ;
N ORICHO SOMI R AR B FICHO SO

Pero las “d’(fj()\jt))ll To , y eso es absurdo, lo que demuestra el teorema,

En el capitulo siguiente veremos generalizaciones del t eorema, o nsiderando funciones
® que operan en ciertas dlgebras cocientes de A por ideales cerrados. Asi mismo se
rdn las demogtraciones de esas generalizaciones mievas pruebas — un poco mgs diffciles -

del teorema de hoy.




VI.-. FUNCIONES QUZE

OPERAN

EN AfZ) ¥ AW .

En la clase anterior hemos demostrado que, si ¢

tervalo I

e , ¢

Daremos hoy el teorema andlogo para el caso del &lgebra

de la recta tal que, para toda

es una funcién Jefinida en un in

f de Ap avaloresen & ,

es analltica en el intervalo I -

AL(Z) y también una nue

va demostracién y una generalizacién del teorema anterior.

j'fl | Para

CAICULO DE  sup |le

§1.-

Recordemos las siguientes definiciones:

Lifll €2

ft e Br(Z) resp Ar(Z) .

B(Z) 'es el 4lgebra de las sucesiones

{f(n)} de coeficientes de Fourier - Stieltjes de medidas sumables en [0,27F] con

el producto
oW . 2w
el sy = g ePY a(u#€)(t) donde gln) = S e ag(t)
) 0 0
oM o
f(n) = g int dap(t) ; (}&*W)(t) = j Jlt-s) a6(s)
0 0
¥ la norma o1
g}l = X lapl .
0

A(Z) es la subdlgebra de B(Z) formada por las sucesiones de coeficientes de
Fourier de funciones de Ll(0,217) ¥y Ar(Z) (resp. Br(Z) )  es la subdlgerbra
real de A(Z) resp. B(Z) formada por las sucesiones {f(n)} con f(n) real.
En A(Z) , O en Ar(Z) el producto y la norma son '

' 2m
-ipt
(3f(n)}.4&(n))) = =— e - (F#AG) at
o) = oL .
aon
2W - 27
fln) = —— e Bty at , gln) = X e Mgty at
2w om
0 o]
2 2m
(FRG)(t) = —= F(t-s) &) as , [fem}ll = L [F(t) | at.

27 0 21 0
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En lo sucesivo indicaremos if(n)}» con f simplemente,

Tampoco es diffeil ver que B(Z) es un dlgebrs de Banach con unidad S; (me
de Dirac en el punto cero), ¥y que A(Z) es un 4lgebra de Banach sin unidad que es

un ideal en B(Z)

Es cémodo considerar el dlgebra A (Z) munida con una unidad, es decir considerar

el 4lgebra A;(z) definida asi:

AI'_(Z) = {f+k , fea(2) , k constante}

con las definiciones de suma y producto conocruas y la definicidn de norma siguiente:
[E+xl] = [I£I] + Ix
f ¥ k ‘puede considerarse como un elemento de B(Z) .

El probiema de caracterizer las funciones que operan en A,(Z) puede ser atacado

casi de la misma manera empleada para los problemas anteriores. Comenzaremos por eva =

luar
(1) sup ||| para. ||f]| & ¢ f €4 (2)
B(Z) . - ? ™
(2 - sup ||e*®| IB(Z) para ||f|| € > , <f€ B (2)
Demostraremos:

Lema 1

El ségu.ndo supremo es igual a e

Consideremos medidas /L »y Y atémicas, @8 decir que son suma de masas puntua -

1 en los t .
es 1 puntos mi,n_J

H, = zai S\mi ; Vv Zbi ny

~

1

donde Sm:. s an- son medidas de Dirac en 1los puntos correspondientes. Aplican
dJd

do le definicién de convolucidn se ve inmediatamente que

jb*? = Z'ai by Smi-m.j

¥ si los puntos mi'mj son todos distintos se tendrd

gl = Lilapyl = GlaghBingh = (il 11911 .

Ahora vamos a tomar como £ la sucesidn de corPicientes de Fourier - Stieltjes

de una medida /A/ tal que

iy

L) i gead Bl

s 3, i s

NENTE AT
I




donde

Tenemos

£(n) = £ (cos éln + ... CO8 &Nr_l)'
N

de tal manera que f&BL(Z) .

if

Serd conveniente considerar e como trensformada de Fourier ~ Stieltjes de la
medida
. n ,veces
i REIpw, ., i zjm (1 e
RiIp se. ¥IM .
0 n! 0 n!} -
e ' ip i
. ALM %* Al
M = ¢ 1 * e 2 % ves #e N

Yy ahora vemos a ver, que mediante coundiciones muy simples es posible afirmar que

. i i 3
TR T M dH ey L &

[le

Las condiciones serdn del tipo de las que nos permiten ésegurar que la norma del prg

ducto .de ciertas medidas atémicas es igual al producto de las normas.

~
#1 A
La medida ‘e #i es una medida atémica que tiene masas en los puntos mdiltiplos

de 51 y s6lo en ellos. £n efecto, M tiene masas en los puntos fi ¥y
'Ei , ,u,';a les tiene en los puntos -2&, , -£i , Ei , 261 , 3

F-6

as{ siguiendo; sumando y pasando al 1lImite se obtiene lo que deseamos. (Las convolucio-

nes sucesivas de medidas del tipo de las M3 son conocidas‘en Teorfa de Probabilida -

des, pues no son sino distribuciones de 3ernouilli iteradas).

*i/l'l

*ip,
e tiene masas en los puntos miltiplos de El y ©

en los puntos

miltiplos de 5 o2 es+ o De acuerdo a lo visto anteriormente se podrd escribir

*ipm *im
¥im _ 1 N
Lle [ = Tlle [ ees e [
cuando no sea posible escribir de dos menerass diferentes una suma del tipo

Z ,\ifi (>‘i enteros) (mod. 2TT)
i=1

es decir cuando los puntos é 1 s eve EN ’ 17 sean racionalmente independientes,
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Es evidente que )
TP TR e TR e o Y
luego ~
i anar TR e e VI
Vamos shora a minorsr | le*i"lll . Es
e"i/l'1 = S°+iﬂ1+ » con (V[ g N w1 2N
es decir que I_[e*ill’lll =1+ I—Iq' +& con
EcMo1- 2 (&)
N N

cuando £ es suficientemente pequefio. Entonces

N
2 N

Fif|) 5 (L+E2-Z)
|le I LT

¥ -como
- N
um 1+ 2.5 =
¥ por otra parte
*¥i r
11441 ¢ e
queda demostrado que
- if _ .r
sup |le™" || = e

[lellgr , £€B(2)

Vamos & demostrar el mismo resultado para Ar(Z) , lo que serd el

Lema 2 :

sup JJeif|] = &7

ltllsr , f€A(2)

La idea es regularizar la medida stémica Y2 mediante ~ por ejemplo - una convolu

cién con el micleo de Fejer K; . La convolucién

Ky ¥ M

es una funcién de L,(0,2TN) . Porser |IK [ =1 es :

Ik %l ] £ Jlall .

Para llegar a nuestro resultado bastard demostrar

Ri(K ) )
(3) TR R TR VY

n— o
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En efecto, bastard tomar £ = Knxﬁ con n suficientemente grande para que

Helfl[ est4 tan préximo como se quiera a & .

4 suvez (3) quedard demostrado si se demuestra algo andlogo para las sumas parcig

®1(K xp)

les de 1la serie que define e 0 sea que bastard demostrar que para un polino-

mio de convolucidn § se tiene

2 *
lim [P F)L = [P -
n—>cw
Ya sabemos que lim |[K®a{| = [[s]|]| (consecuencia cldsica del teorema de He-
1)y. . n =0 . B |~ 14 AD #p
11y¢1)); del mismo modo, lim |iK #)¥P|| = 1im || [t =1l [ lo que-a-
> ’ n —» 00&n ﬂ n—>o ﬁp*ﬂ /L ’

ceba la demostracién,

§2.- FUNCIONES QUE OPERAN EX 4 (2) .
Paseremos ahora al problema cemtral. Sea ¢ una funcién de variable resl, con va

lores complejos, definida en un entorno de cero.

Supongamos que ¢ opera en Ar(Z) , O sea que para cada f€& Ar(Z) que tie-
ne valores en el intervalo de definicidn de ¢ es @(Ff) & 4(Z) « Por el teorema de

Riemsnn - Lebesgue , eso implica ((0) =0 .

Consideremos shora ¢ como una funcién de AMZ) en B(Z) o Es decir, para
cada féAI"(Z) a valores en el intervalo de definicién de ¢ , consideremos la su-
sucesién  {(£) . 4 priori no sabemos si para cualquier funcién de A;,(Z) a valores
en el intervalo de definicién de ¢ , O(f)€B(Z) . Si no pertenece diremos que
1P | 'B(Z) = @ . Denominaremos (¢) a la funcién £ — Q(£f) definida en

AI"(Z) , & valores en B(Z) .

Vamos a demosirar ahora que ($) estd acotado en un cierto entorno del cero de
A7(Z) . ZEn caso de no estarlo podemos elegir una sucesién {fJ-I tal que I[fJ-H <
< 273 y |l¢(fJ-)|| oo . La idea es modificar las i‘J. de modo que resulten te—
ner soporte finito. .(El soporte de las £. no es finito, y ni siquiera es cierto

J
que tiendan a cero en el infinito). Consideremos ndcleos V, de la forma

L - 1
-2a -a 0 a : 2a

1 Recordemos que el teorema de Helly no es nada mas que la demostracién de la compa
cidad débil de las esferas cerradas en el espacio B(Z) . En el caso que estudiamos ,
tenemos II‘I%*;LH & |Ipl] » ¥ 'K, ¥#& es debilmente convergente a m 5 ast
pues |lgel] € lim dinf | IR epel| o

pli s Hn ok IR xp
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No es diffcil ver que ]LVall,s 3 . Ahora, consideremos V,f en B(Z) .
Cusndo & —>c , V,f tiende debilmente a f . Por el teorema de Helly ,
tenemos

Ln it V£l 2 1I£]f .

Elijamos shore una sucesién aj de modo que se verifique

Hvaj oIt 2+ o)l T

y como

[1Vg, 0PI = 11V, O(Toq £911 & 5 (100720 2511

debe ser

5 1100 €01l 10

Por otra parte
< < =J
lleaj 211 £ 3 112511 £ 5.2

¥y como VZa fJ tiene soporte finito, hemos conseguido reemplazar la sucesién original

por una cuyos términos tienen soporte finito. Eso serd el
Lema 3 :

Si en todo entorno del cero de AXN(Z) 1la funcién (@) no estd acotada, es de -

cir si, cualquiera sea &> 0 ,

sup | I1Q(£) ] by = o
Te€AL(Z) B(2)
REANEX2

existe una sucesién hj =Vpa T3 tal que

1°) hy e,A\;,(Z) y tiene soporte finito, y |lhsl| & 3,27d
29) 11¢(n;) | lgzgy —> @ (J—®) .
Tomemos ahora una sucesidn de traslaciones T j sobre los enteros, y denominaremos
(’fj la trasladada de  hj =Vpy f5 ,y V; a latrasladada de V4aJ por Tj .
Elegimos las TJ. de tal manera que los soportes de las VJ. sean disjuntos (fig. 2).
v v

fig. 2 -
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Es % € 4.(2) (pues es 1la transformada de Fourier de un polinomio trigonométrico)

y ||‘PJ|[= ||ihj|| . Ademts es [P < [|IPIl .
Tomendo entonces j, de modo que 2 ||‘P Il & & , definiremos Zl P
Es. f(n) = Z ‘P (n) ‘EI | ‘P 114 é lg oBe emplica que f es a valores en JI °,
izd,

N %
Tomando shora los micleos Vj tendremos V;d)(f) = ‘Pj) de donde
V58] = 1101 To 5 pewo

V0o 11 = 3 (16|

"y por 1o tanto [[¢(£)|] = @ 1o que implica que ¢ no opera de A, en A, con
tra la hipétesis. Hfr lo tanto (@) es acotada en la bola B(0,€) de Al(2) .
Tuego

Le mna 4 " 3
Si ¢ operaen A,(Z) entonces (¢) estd acotada en un entorno del origen de
1

Ar(Z) .

Tomemos shora una ¢ que opere sobre Ar(Z) . Vamos a demostrar que es anali-
tica en el origen.

Pongamos P(x) = § (a_sen x) donde & sea tal que & e ( & . Entonces
. T _
si feal(Z) con [[£lf€ 3T es |la sen |l &lla e || < a IME =S| Ye) | 8K,

Como Y es de perfodo 2W  se puede escribir

2T
W“"ZK oot donde 1 5 Y (F+x) oTinx 4y = ¥ AR
n 2"—- n
0
|1 (fex) 08| & [(Peer0 || e = ([Pl .
De menera que si justificamos que
(4) P g€k =p L%, 7| £ k'

tendremos
13,0 ¢ 7/ swp {1111 2 Nslig W) & x0T

lo que implica que "P es analltica y a fortiori:

Teorema 1 H

Si ¢ es una funcidn de yariable real, definida en un entorno d¢e 0O , que ope~

— — —— e w——— i ] ey et Wt

ra sobre lag sucesiones de AL(Z) g valores en €1 (es decir f € AL(Z) =P O(£)EA(Z)

cada vez §(f) tiene sentido), ¢ es analftica en el origen.
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Vemos & demostrar (4) . Vonsideremos en general una sucesién ‘e = f(n) de la

forma
1
‘e(n) = gln,x) dx
0
donde
1°) para todo x {g(n,x)] € B(Z) y H{g(n,x)}l | £ K

2°) paratodo n s &(n,x) es continua.

Utilizamos los nicleos Am de la forma Am(n) = sup (1 -lal y 0)
. n

1
o) Ay = A (n) glnx) ax .
o}

Ahora EAm y gbyp tienen soporte finito, y

9T
HEAm'.'B(Z) = 2%"_ So lg:-e(n)Am(n) elnt] at ¢

1 am _ 1
4 g -2—]_;—'_ u\: g(n,x)Ay(n) eintl dt dx = Il{g(n,x)Am(n)}l Ip(z) & £ K.

0 o B 0

Por el teorema de Helly vale también || -e |l £ X , io que demuestra (4) .

§3.— FUNCIONES DE VARIABLE REAL QUE OPERAN EN Ag vresp A(E) , E€CZ .
Es posible conseguir resultados m&s fuertes que el teorema 1 empléando el mismo méto

do,
Consideremos un conjunto de enteros E CZ con la propiedad siguiente:

(4) : cuaslquiera sea el entero n »0 , existenen E n +términos en progre

gidn aritmética, sea

E = {0&-&)\, £+ 2N , ... ,.0(+nl} CE .

En lo que sigue, vamos a suponer (lo podemos) E NE, = ¢ si n#m .

|




Vamos a dar dos definiciones.
A serd el ideal de A(Z) , que constituyen las f con soporte en E

A(E) es el 4lgebra cociente A(Z)/AZ_E (2-E : complementario de E )., Los ele
mentos de  A(E) se pueden definir como sucesiopes (funciones) definidas en E y ¥
que tienen una continuacidn sobre Z  que pertenece a  A(Z) . Asl se puede escribir

- CA(E) .

Regresemog al lema 3 , Vamos a demos%rar, en vez del lema 4 , el siguiente:

Lema 5 :

Si ¢ operaen AE en el sentido siguiente

f real 2 valores en el intervalo de definicién de ¢
fE€ A
implica

O(f) € A(E)
entonces (§) estd acotada en un entorno del origen de ANZ) .

Demostracidén :

Supongamos (@) como en.el lema 3 . E1 soporte de hj (lema 3) estd contenido

en [—4&3. s 4831 . Consideramos

Elgagr1 = R i RRRRD IR R kL
\_——.\’_ et
16aj+1 términos

- »*
y definimos ‘Pj ¥y VJ. € A(Z) por

it
el ﬁJ

. im A.t
% 'Fj(n) elnt = zm hJ-(m) e J

. ip.t imX .t
> ) it = o S Z Vg (m) e

& J
de tal menera que v tienen soport E
e ta era qu 5 3 en soporte en 16aJ.+1

7 = %

eI = tmlt vy NI = Vg 11

Ahora pongamos
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de tal manera que 'f tiene valores en el intervalo de definicién de ¢ . Tenemos
£€&A; . Por otra parte, si existe g@A(Z) digusl a O(f) sobre E , tendris

mos
vie = VIoePpn = oy

el primex; miembro siendo acotado en B(Z) , y el segundo (lema 3) no siendo acotado.

Asi pues, no existe tal g , es decir () ¢A(E) , 1o que prueba el lema 5 .

De la misma manera que se d educe del lema 4 el teorema 1, se deduce del lema 5 la si

guiente generalizacién:

Teorema 2 :

Sea ¢ une funcién de variable real, definida en un entorno de 0O , y gue ope-

ra en AE en '_e_l sentido sigulente:
£ €4, = §(1) € A(E)

cada vez (¢(f) tiene sentido. Supongamos que E satisface la condicién (A) . En

tonces es analitica en el origen.

Unas observaciones.
l1.— En el teoréma 2, el resultado vale a fortiori si suponemos
f f € A(E) =» d(£)g A(E)
cada vez O(f) tiene sentido (por -AECA(E) ) .

2.- Supusimos que E satisface la condiecién (A) . No sabemos cudl exac-
tamente es la condicién sobre E para que valga el resultado, Hay unacondieién, .es
decir, el resultado no vale cualquiera sea E o Por ejemplo, si E es una sucesién

lacunar:

>aq> 1l

E = {nl y Do, e ny , ...} nkn.l:l

e4s_ clésico (Zygmnd, Trigonometric Series) que

£ € by €=> r% |£(n) | € oo

fEA(E) &, 1im £(n) = 0
n€E

n e

asf pues, basta ¢(x) = 0(x) (x—>0) para que

fE€A(E) = (D) € A(R) .
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Serfa interesante, en el caso general, estudiar la vinculacién entre E y las fun

ciones ¢ que operan en Ap  Tesp. A(E) .

§4.- TFUNCIONES QUE OFERAN EN A (E) , ECR .,
Ahora no es diffeil dar uns generalizacién del teorema del capitulo 6 , sobre las

funciones que operan en A(T) .,

Necesitamos en primer lugar definir A(E) cuendo E es un conjunto cerrado so-

bre la recta R , 0 el circulo T o Serd lo mismo que en el caso 2 .

Definicidén :

Sea E un conjunto cerrado sobre R , T 6 Z2 y £ una funcién definida
sobre E con valores complejos. Digamos f €& A(E,R) resp A(E,T) vresp A(E,Z)
sl y solamente s1i f se puede continuar sobre R 1resp. T resp. Z en una fun
cién que pertece a A(R) resp. A(T) o©resp. A(Z) . Las 4lgebras A(E,R) ¥y
A(E,T) como la A(E,Z) que ya consideramos, tienen estructuras de 4lgebras cocien -

tes. Esas 4lgebras tienen una vinculacién muy fuerte. .

Lema 6 :
1°) Sea ECZCR ; entonces A(E,R) y A(E,2) tienen mismos ele -
mentos y estructuras equivalentes.,
2%) sea Ec]o,2M[CR ; identificamos T y [0,2W[ ; entonces

A(E,R) y A(E.T) tienen mismos elementos y estructuras equivalentes.

Demostracidn :
Por un teorema general (capItulo 1, §8) basta mostrar que tienen los mismos elemen-

tos. Eso es muy fdcil:

T
19 e A(E;2) &> [ Ce Ll(-TT,Tf) tal que  Yn€&€E f£(n) = Qo) o~intay
T
m s
f € AUER) Q:] Ye tM-,00) tal que ¥Yn€eE f(n) = Wit) 720t at
' -®
Pen (-T,mM '
A(E;Z) € A(E;R) nvoniendo Y =
0 fuera

A(E;R) C A(E;2) poniendo Y (t) = 2 "P(t-—ajﬂ)
J

2%)  Por el estudio del capftulo 2 , §5 .

Por el lema 6 denomineremos A(E) a una 4lgebra equivalente a :',A(E;R) (con los

mismos €lementos); no hay contradiccién con 1a definicién anterior cusndo ECZ .
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Ahora tenemos un andlogo del teorema 2 .

Teorema 3 H

1%) Supongsmos cue E no sea acotado y satisfaga la condicién aritmétiea

e

(4) . Sea ¢ wuna funcién de variable reasl definida en un entorno de cero, tal 'gue

£ € A(E) =3 §(£) €A(E) ceda vez ((f) tieme sentido.

es analftica en el orlgen.

E,Qnt'onces o) =0 _y ¢

2°) Supongamos E compacto y que E satisfaga la condicién (A) . Sea
¢ una funcidn definida sobre un intervalo real I gbierto, =l gue f¢& A(E) ==

=2 O(f) € A(E) cads vez que O(f) tiene sentido. Entonces ¢ es gnslftica sobre

I L]

Demostracidén H

En ambos casos, E contiene una infinidad de progresiones

E16aJ+1 = {Pj 48aj )\J g ece

.+88>\}

16aJ-+1 términos

tales que los segmentos [ﬁ, - BaJ. >‘j , }% + Sa‘,j )sJ] sean disjuntos (dado uno de ca-

da otro). En el caso 2°) , podemos suponer O&€ I ¥

demostrar que () estd acotada en un entorno del origen

${0) = 0 . Ahora vamos a

de AMZ) .

Si no, definimos ‘PJ- como en la demostracidén del lema 5 ; es decir

Pifi+ X = ngm st m  entero, [ml g 4a

"J-(x)

0 en caso contrario.

Asi (Pj € A(E) . Consideramos las funciones

.EFJ(T-) = § ?J(ﬁJ + kjm) ij(t -ﬁj --A m)

donde
AX'(t) = sup (0, 1 -l )
\j ,\J-

h(t) = 2. n(m D(e-n)
3 =

Se verifica facilmente

~ .
(P = =dJ

S AYE D I

i

\

Bi—ta5 X P; Piriasx;

figlcaso & = 1)




57

-Pongamos £ = ;E% V% (Jo t%& que £ tiene valores en el intervalo de defi=
J - ~
alcidnde ¢ ) ¥y °¥(t)=2| 'Pd(t) o Puesto que fTE&€AR) , FfE€AE) .
zJ

Por otra parte, supongamos que existao g &A(R) igual a ((f) sobre E , conside
remos

t - B,

Voo . (t) g (——d)

J .

%

Esa funcién deberfa tener una norma en A(R) uniformementie acotada; asi pues la
sucesién

n - B
V, (n) g ( —= )}
5 2ay )J. nez

deberia ser (lema 6) uniformemente acotada en  A(Z) ; ahora

n-pP -
Vog (n) g (=) = #(hy(n))
3 )

2
¥y por el lema 3 tenemos la contrediccidn.

Asf se ha demostrado que (§) estd acotada en un entorno del origen de AL(Z) ,

¥ la démostracién del teorems 3 se acaba como la demogtracién del teorema 1 .

La observecidén 2 que sigue al teorems 2 vale también aqui, Serla interesante estu -
diar la vinculacidn entre las propiedades estructurales de E y las funciones que ope-
ran en A(E) . Existen ciertos ©E infinitos, que pueden ser no numerables, - "con-
juntos de Helson" - tales que f¢& A(E) =% f continua sobre E ; en esos casos
operan todas las ¢ contfnuas (ver-por ejemplo las notas [3] ). Por otra par-
te, si E satisface la condicién (A) , ¢ debe ser analftica, No conocemos otros

casos,.







VII,- FUNCIONES QUE QPERAN EN B.(2) I BuT)

§I.- CARACTERIZACION DE LAS FUNCIONES QUE OPERAN SOBRE B(Z) .

Generalidades :
Con B(Z) se indica el dlgebra de los coeficientes de Fourier - Stieltjes

(coef. F-S) de las medidas sobre el cfrculo T . Una sucesién {f(n)} de ntmeros

complejos pertenecen a B(Z) si existe una medida M tal que ‘

a1l
£n) = aln) = j e int apmit) .

0
Si f€B , ia norma |I|f]| |B de f se define como la norma H/LI IM de
su correspondiente medida:
2T
ilfHB=H/l-r”M = j ld}bl .
o .

Como siempre, une funcidén compleja con dominio real ¢ opera sobre B(Z) si
f SBI, implica $ o fE B , donde Br es la subclase de los coeficientes reales;

es decir, si existe una V¥V  tal que
An) = ¢.(£n) , ¥n .

E1l teorema principal de esta seccidén (teorema 1) afirma que las funciones que ope -

ran sobre B son las enteras en el plano complejo,

r

Se demostrar#n unos lemas previos; el lema 2 tiene importancia de por si.

Lema 1 : .
Existen dos-nvmeros >\= )\(M) ¥ ‘€= e(M) tales que para todo polinomioc tri

gonométrico p de grado M existe un intervalo de longitud 2 e donde

1
re(p(t) M%) > 3 [lplly,
Se demostrard que basta elegir

>\>3'M(21r+-i') ’ ‘e tal que 2)\e+%(1;r .

‘Existe un t, donde p(t9)=|lp||°° . En %

L = nt) - plt)l & [Iptlhy 1At S u il At
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pues por el teorema de S. Bernstein. (ver p. e¢j. €1 curso sobre la Teoria constructiva)
[Ip*llg £ ¥ |lplle -

Resulta entonces |QAp| & %‘- [ipl lg » st |At| 4 # .

Fijedo el intervalo I = (to -L s T < } , en €1 se verifica

6 M 6 M
2
(1) Ipt > 3 el s
por lo que acabamos de decir.
Si shora se escribe
i
p = lIple
.E. = -L‘L'I. -+ ixl
p |2y

resulta en I
_ M| o] |
1 ]
j'] € T2 ¢ ® - 21
N op = |lpl| 2
3 ®
Por ello, cuando At = [t - t | &=L~ , resulta
6M"

-
6 M

w2 L) = X(tx)l € o'l 1At & 2u % .
Sea ghora X entero, tal que X/BM 2T+ 1/4 ; en el intervalo I se

cumple A( Nt) > 2T+ 1/4 1o que implica Aarg (p.eikt) > 2T . Llamemos

q(t) = p(t) ei>~t ; por la dltima relacidén existe un t, en el interior de I

donde q s real y mayor que cero, cumpliéndose

a(ty) >§ ol 1y, por (1) .

si J=Inftl-{,tl+2] , evidentemente
Aargq<2)‘e+i- , por (2) .

Sea finalmente ‘E = ‘B(M) , cumpliendo 2 )e + % & M/3 ; en el intervalo
J se tendrd
Ro [a(t) ] >alty) cos W3 > Lllpllg 5 ot

Observacidn :
No necesitamos el teorema de S. Bernstein , sino cualquier desigualdad del tipo

| Ip*| loo & K(M) |lpl lm ; tal desigualdad, con K(M) = M(M+l) es muy elemental.
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Lema 2
Si ¢ opera sobre B(Z) ., es acotada sobre toda bola de B I‘(Z) .
Supongamos primere $(0) =0 .

‘Hay que demostrar que, si [|f]/|&k , entonces [|¢p o £||& M= Mk) ¢ 00 .
De lo contrario, existe un k 0 y una sucesién ffj}e Br tal que

Hfjllsk y ll¢ofJIITJ-co .

De la misma manera que en el capftulo 6 , se reemplazardn lasfinciones de la sﬁcg
8ién sfa.} por otras con la misma propiedad, pero con soportes finitos. Para ello, se

V., el nicleo de 1la Vallée Poussin con dominio entero:

Vg pertenece al dlgebra (multiplicativa) B(2Z) pues su soporte es finito. Valen pa
ra 61 las siguientes propiedades (G ORI ' ‘

(1) Vgl £3 , Wa
(2) m v eIl 2112l .
a >

Por (2) para todo J existe un a; tal que

Il‘vElJ OENI 24 U Ty
se veri,fica ademéé VaJ_(b(fJ.) = Vade(Vszfj) , asi que
51 |s§<vzajfj)|| 2 Hvadcb(vzajfj)ll = ”W&JWJ)'” Ty oo
Si se llama hy = V2ajf j » la sucesién | hj verifica

(3) lnsdl £ 3% v Liocn) b ]'J- o

¥y sus funciones son Qe soporl:es:.fﬁitos'; p. eJ., 80D hJ c [-nd,n'jl .

'la demostracién confimia_ segin es1;a idea: modificar los soportes de las hJ, res
petando (3) , y de tall.'r'nanera que tenga sentido el problema de interpolacién consisten
te e;’l hallar wna ¥ eB(z) y cuyas ;'estrigciones a los soportes dados coinciden con
las funciones h; .' Esto serd un"abaurdOs

J
(1) ver el capftulo 6 .
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1
Parg cada j se considera el conjunto de los enteros Ss = {n vj + /“j.

Inl € 2 nJ-} . los (ﬁj,ﬂj) son enteros a elegir convenientemente. Se define lue

go- la "trasladeda y dilatada" ‘PJ. de n;
. j = . + .
ha(n) si p an ﬂ'j €SJ
) AR
J 0 i ¢ S
S P J
T

Esta trasformacién h j —_— V,j , en el espacio delas trasformadas de F-S

de las medidas asociadas, equivale a

- 1(n9+ )t
Z’J- : J i h(n) ei‘“‘ —_— ‘fJ(t) = i hj(n) e ,‘J

n=-n, n=-n,
J d
Ademés, no altera normas; en efecto, como la medida asociada a P,j es

‘? at , entonces -
2"" 2 o1 it
W eI, = L @ (t)|at = L | 9. hiin) e 9 |at =
VJ Booew ), *; 2™ Jo Zn J

2 . 29T i
= L 1Bnstn e ™an = L X 1Znym) ™ [ au = Insllg -

21"\)J. o 2 o
Si se construyen los SJ- disjuntos y se encuentra una - ' €B tal que sus reg
’ ar
tricciones "/SJ. = ‘Pj se habrd llegado a un absurdo., Pues, sea V i v el nd-
¥ J
cleo de 1la Vallée Poussin del entero ny ; sea VJ. = ?.:] VJ. s Qdonde 2:] es

¥
la trasformacidn ya definida, El soporte de Vj es SJ , ¥ se cumplen las relacipo

nes:

» -
vy o) = o ‘PJ.>

31100 3 LV 01 = NPT = 1wl T @

La dltima de ellas implica [[O(P)|| = oo , que es absurdo pues @(‘P ) € B(2Z).

Para encontrar una tal ¥ se elegirén convenientemente los pares (\)J., /‘J. ) .

. Considérense las familias Q = iQJ- i J 3 0} , tales que

QJ- € B(Z)

soporte  Qj Cc SJ-

- . ) int
3'2 [1Q;ll, € @ , donde Q4(t) = nZ‘:S Q;(n) e .

Sea tX,III A1l 1 el espacio de las funciones Q(t) = Z Q (t) , con

la norma |[{Q]]] = ZOI Ile log - Las funciones de X 1:[mi&es uniformes de fur
J%

ciones contimuas, son continuas; ademés 113l kA IIQI l . Asi mismo, gracias a
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(3) y (4) , la nueve forms lineal % definida sobre X

por
2T

p:i— JZ AU ACR

es continua (pues I:ZIaj §J ath & 3 k11811 .

Se supone, 1o que se probard luege, que pueden elegirse los peres (V9 3 /LJ.) de
menera que las normas || ch ¥ 11k 11l sean equivalentes sobre X . Enton

ces la forma 7 , lineal y comtinua sobre [X, (11 T ] , lo es también sopre

[X’ o |;m J ¥ puede. extenderse a una forme lineal y continus sobre [?(T), Il ”co]’
0 sea, a una medida P

Por construccidn, para toda Q €X

se cumple
2T’ aw .
S Qdp = Z ;(t) fj(t).dt ;

0 4 Jo

B "‘imt _ ~

en particular, si m &S, , resulta e =Qt)E€X ¥
F{m) = e-imt d/‘ = e-:mrt ?{](t) at = ?J(m) .
o] 0

Es decir, la funcién ‘l_’e B(Z) tal que V(n) = /l:(n) coincide, en S,j ,
con la (PJ- .

Resta tan sélo conseguir la equivalencia de las normas. Bastaré, p. ej., probar que,

mediante eleccidn adecuasda de los (-\73, /‘,j‘ . se cumple para las 6ex
Nalt, = 1125 &,llg > * Fandlly = 211
o mo 4 ® 7 5 e 3

Sea entonces la sucesién {Q;} de polinomios trigonométricos de grado hj\
n.

Gy = 23 agm &7
n=-

J

para cada j existe un )\J = X(nj) ¥y un SJ. = S(nj) (lema 1) teles que
INat o -~
J¥ A+ 1 +

Re [e Qj(t)] > 5 ||Qj||°°
es un intervalo I;i de longitud SJ-
i s = s : &
Los pares (QJ.,}LJ) , que determinan los soportes SJ {n 9J+[&n s o[ & 21'1;}},
se eligirdn cumpliendo las siguientes condiciones, claremente compatibles:
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f

IR
v, >2_.7Iv
{J"‘l's‘jj

/"j + 2 QJ.nJ. & /"j+1 - 29J+1 n;j+1 : (segmemntos-soportes disjuntos).
\ (¥, p. ejo, v1=1 ’ }L1=O )e

\
\

~ il(n 9 «F )'t
ﬁntonces la mncidn Qj(t) = 2 aj(n) e d PJ y ”trasladada y dilatada"
P n==n.
de Q; ,.cumple J

o~ . i,a A L i)\x ~p ~ 1 ~p
Re [Qj\t)1= Re fe ' Y Qj(vjt)] = Re e Y Qj(x)] 2 < Hell, =5 191l

1
3
si t pertenece a un intervalo Ij/ \)J. cualquiera (hay 9;7 tales intervalos, de

longitud 33/9,,- ).
Sea ghora la suma finita
n
QY = 2 QJ(t) H
=1
81

279,
I,/V¥, €I;/V¥; tal qué si t& IZ}' ¥5 resulta

como la variseidén A( 921‘.) =V am si te Il/ 91 s existe un intervalo

ge [Q5(8)) > % Nl , st s=1,2 .

Por 1o mismo existen n intervelos I /V €I /v j<...€L/V; , de

manera que si t € I,/V, se puede afirmar

Re [éj(t)])%ll'éjllm , 8. Jj=1,2, ...,n .

[

De aqui se deduce
n

Il
. 2. Q i QL]
I Bgwlly >3 & 1§,

¥y en el lImite

Ms

H
=

-~ 1 -~ .

Jd
como era requerido., Esto completa la demostracién del lema, faltando tan sélo eliminar
la hipétesis ¢(0) = 0 . Eso es f4cil, si se considera que la medida dé Dirac tie-
ne sus coef. de F-S todos igusles a 1 , y que las 'funeicnes que opergn formen un 41~

gebra (multiplicativa).

Proposicidén : )
Sea £ una funcién definida sobre la recta real, 2T periddica y continua.
Si sus coef. de F. & cumplen la condicién leg b = o(e~Blnly , B®»0 , ¢
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es prolongable snallticamente en la franja del plano complejo fyl.-« B, donde

Z’.=X+iy .

sea f(t) = @¥(z) , con z= it . Entonces ?(z) = £(-i log z) . Por
las hipétesis sobre los ap
£(t) = Z an elnt , equivalente a
o .

'f(z)=2&nzn s lzl =1 .

Pero por la mayoracién de lor a, , Z:an z"  tembién converge para
- B
(5) e B Llz| ¢ e ,

por lo que ¢(z) puede prolongarse al anillo definido por (5) ,y £(t) ale

frenja lyl€ B , puesto que (z = |z]| KL SR

-ilogz =-1i(log lz| + 1&) =&k - 1 log |z] ,
donde B &log [z|€ B .

Teorema I :
Si ¢ es una funcién de variable real que opera sobre B (Z) , ¢ puede ser

prolongada en una funcién entera en el .plano complejo.

Por las mismaes razones del final de lema 2 , podemos suponer §(0) =0 . Por lo

pronto, $® es continua en el origen; esto resulta de una ag)lic acién del teorema de

. i a i ‘int =
Riesz por el que, s /(. es una mail a tal que d/L ~ :4;.: c, e (c_lnl 0) ’
egtonces dAL = f.dx , donde fEL . Pues, sea .c,—+0 , tal que

Z [cnlf € ,v¥ d)(en) > & . La sucesidén icni pertenece & B(Z) y , como
¢ opera, existe una medida dQ_ tal que d9 e # Q)(cn) eint 3 por Riesz
avy = f.ax , que es absurdo, pués por Riemsnn-Lebesgue (D.(cn) —® 0 o« Comc las

constantes operan, esto implica la continuidad de ¢ en todo punto.

Sea shora Y tal que W(x) = §(Rsenx) R real 20 Y es continua
¥y opera, pues el seno es una funcién entera. Sidemostramos que los coef. de F. de W
decrecen en el infinito como exponenciales, por la Proposicién 1 ‘P es prolongable
en una franja -1<& y <€ +1  del plano complejo, ¥y ¢ en la franja -R<€y <R H

como R es arbitrario, ¢ es prolongable analiticamente en todo el plano comple jo,

Por el lema 2. W (f+t) es uniformemente acotado en B(Z) cuando |[f] "Br(z)s
€1 y -MWMgetegMW |, sea

-~
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Sea entonces  W(t) NZ g, eint  (por ser 4 una funcién continua). Final
n

mente se tiene

r
(6) ¥ o - L Piest) 0% ot
inf

n 118, e ™15, £ ,lsl,ilg,,“‘“f*ﬂ“

(8) [1e3]] & 4

| sup
" reBn(2),|lf]141

y por el lema 1 del capftulo 6 ,

ol € 4™

lo que querfamos demostrar.

(6) tiene senti\do cuando £ = £(J) (nmero complejo). Hsy que mostrar (6) =
«>(7) . Para eso, consideramos

N
2. a-lil) g oD It ga) .
=N N

Puesto que (Helly)

inf
”‘ne HB(Z) s%mllwl‘llkl

. s

basta mostrar
m

(9) IOl & sup la g [
N T iew S-w I
donde

A (s) ~ 2 V(i) eld®
M S

Denominando %(dﬂt;s) a la suma de Féjer de orden N de am, se tie-
ne por (6) (donde £ = £(j) )

m
1 =int
G.N(S) = —2-; :N(d"vt;s) e dt

Asl pues,

G, & sup |16 (aps)lly
vy $ s 1% Tt TARK]
8

y de IIO‘N(d,Lt)Ill,QS lapy]  resulta (9) .
. g

Eso completa la demostracién del teorema.
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Un corolario del teorema 1 es lo. que decfemos en el capftulo 2, 6 : Z no es
el espectro de B(Z) . Sino, por el teorema de Wiener - Lévy , cada funcién ensli-

tica de variable real operaris sobre Br(Z) .
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VIII.- SINTESIS ESPECTRAL EN {2 .

§1.- GENERALIDADES, Casos pE 1%°(T,2) .

Empezaremos dando algunas mropiedadesgenerales del andlisis y la sintesis espectral

para estudiar después el caso L% (T 2Z,R,) .

Sea G ungrupo y f cualquier espacio vectorisl topolégico de funciones de-

finidas sobre G a valores complejos.
Llamamos fy & la trasladada de fég por t sy Yt en el grupo.

Con esta definicién es posible hablar de sub-espacios de ? invariantes por tras

laciones:
fEH = £, €H ¥te ¢ .
(81 G no es abeliano pueden tomarse trasladadas a izquierda, por ejemplo).

Los problemas del andlisis yla sintesis espectral

constituyen un estudio de los subespacios de E cerrados e invariantes por traslacip

nes.

Liomaremos sub - espacios simples alos cerraios e invarian-
tes, que contienen un solo sub-espacio del mismo tipo, de dimensién 1 .

Es claro que todo .sub-espacio invariante y cerrado, de dim = 1 o5 simple .

(Mediante polinomios de variable real es posible dar ejemplos de sub-espacios sim -

ples de cualquier dimensidn finita).
[ J .

En estas condiciones, e1. problema del anédlisis serdel si-

guiente:

l.- Dado F sub-espaclo cerrado e invariante, hallar los sub-espacios sim

ples contenidos en F .

A ese conjunto lo llamaremos espectro de F
S,F = {HCF , H siuple}

Y el problema de la - intesis serd
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2.~ Cuédndo F estd engendrado por ‘su espe etro?
Si pare una f6% se define
= 14
ST = 5 DD

donde z_.'(f) es el sub-espacio cerrado invariante engendrado por las trasladadas de

£ , el problema. de la sintesis se reduce al siguiente emnciado:

3.~ Pertenece f al sub-espacio de g , generado por- S_f , (para

D
ceda f )T
Vamos a ver qué quiere decir en el caso enque G=T ¥y g= c(T) .

Se sabe que las et engendran sub=-espacios cerrados de dimensién 1 , inva

riantes.
\
No es diffcil ver que son los Unicos, ya que si una funcidn f estd4 en un sub. =

espacio de dimensién 1 , invariante, vale:
£(t - a) = K(a) £(t)

¥y las Unicas funciones continuas sobre el ecfrculo que satisfacen una ecuacién de ese ti-~

po son las exponenciales o sus miltiplos.
Si .
f Nch ™ e o)

sea T(Ff) el sub-espacio cerrado invariante engendrado por las trasladadas de £
fz,r e S S |

Como, si g €C(T) ,

-fﬁg = lim. uniforme Zi £7(t - x;) glxy) Axi

resulta que f¥#g & T(L) ¥z £C(T) . y en particular
e e (= rxd™ e T

de donde 18t € ¥(£)  cuendo c, #0 .

Pero por ei Teorema de Féjer |, £ pertenece al sub-espacio invariante cerrado
generado por las emt de T(£) ,. Lo que equivale a una respuesta efirmativa al
problema de la s Intesis .

Con esto témbién estd resuelto el problema del andlisis

SpH = {Z’(eint)/cn #0 paraalguna f6& H}
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En el caso genersl, mediente el empleo de duales puede darse a¥n otra formulacibn

' .
Si Z es el dual de ? y z’l(f) es el sub-espacio de Z' ortogonal
a T(f) , es:

(Recuérdese que si H es un sub-espacio cerrado, Hl-'- =H ) . Y (3) puede es -
cribirée como:
(4) s fl (sp f)-l- ?
(Entendiendo por (Sp £} = ( U b .
HG.Sp bid
Si en E hay dos topologlas comparables (débil y fuerte, como en un L re

solver estos problemas pars una de ellas puede dar una solucién para la otra.

En efecto, vale el siguiente cuadro, fdcil de verificar:

| T HékS}p . H sub-esp gen(Sp £)
aébil > > >
fuerte“ ' 4 < <

y entonces si vale la sintesis para la topologia fuerte también vele para la débil. Es-
to asegura que si hay que buscar contra-ejemplos serd mds diffcil en la topologlfa débil

que en la fuerte,
Bajo la forma (4) atacaremos el problema en L®(T) .,

Se ve facilmente que los sub-espacios de dim = 1 | invariantes, son los genera
dos por las o0t - Se puede ver también facilmente que son los Unicos sub-espacios

simples de LO(T) ..

Con esto es evidente que no hay eintesis para L® (1) con

la topologla fuerte, porque las combinaciones lineales de las eint serén siempre fun

ciones contimuas y por lo tanto tembién sus lImites uniformes , de manera que basta

tomar una f&L® (T) discontinua para que (3) admita "N O% como respuesta.

Sin embargo podria haber sintesis para 1® (T) con la topologla débil w* =

= g(L®(T) , t}(T) ) . Téngase presente que para la topologia w¥ il esel

dual en Lm .

si re1® y (PeLl ,éea
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= 1 - =
&z, > S5 ST £(-t) P(t) at £ x¥) 0 .

para cada fE&LP(T) , el ortogonal T(f) es la familia de funciones
Peil(r) taks que, para todo t ,

Le, P> = o0
0 sea:
A) Pezliey &=> e2?f = o
Si es
‘ f”ch eint
‘Pﬂzgn elint
la implicacidn (A) puede escribirse
(B) Ce Z'J'(f) > c, ¥, = 0 para todo =n
asl que a’l(f) es. la familia de las P tales que fn =0 cada vez que ¢ n # 0.
Conocido esto, el problema de hallar las eint ortogonales a tl(f)l: se expre

sa (mediante (4) ) por
it | wle) &> N¥Pevlny , w.=0
y eso pasa si y s6losi ¢, #0O :
int l
e ] THE) &P e FO

Como por 1la definicidén es

- (Sp f)l = {‘Ps Ll(‘l')/cn 20 == Yu ein*‘;= o}

-

&5, PY =1m L6,%> = o (6%, = suma Féjer)

resulta

r] (sp o)l

~

Esta es una respuesta afirmativa para (4) , demeneraque hay sIntesis., -
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§2.- caso 1®¢(z) .

Ahora vamos a considerar el caso mfs importante, es decir, t®(z) = em .

Veremos gue la sintesis no vale con la topologla débil, y por lo tanto tampoco con

la fuerte,
81 H es un sub-espacio de 1® invariante por traslaciones y de dim = 1 |
debe ser
¢= {cn} EHL = {°n+1} = )\c
. - a
o sea e, e,
es decir

- ni
fead = = ¥
de manera que debe ser e, =S ("eit)n , 0 1o que es lo mismo. todo sub~espacio cerra

do, invariante y de dim = 1  debe ser de la forma:
2 et hec .
A tal sub-espacio lo llamarexos simplemente t y h(t) a la sucesién {eint} .

Vamos a estudiar cuales sucesiones h(t) pertenecen a ?(c) para wna ¢ =

= {cn} € {°° dada.

Para ello conviene introducir l& seudo-medida @ cuya. serie de Fourier " sea

e ~2cn it

Nuevamente, interesa recordar que para la topologla débil, 2 1 o5 el dusal @e
g

si ¥ = {‘n} e & sers ¥ ortogonal a ¥lec) sfy sblo si
(c) T¥ec =0 .

En este casoy llmmandn £(t) a Z‘O‘n eint , Se tendrd

{£,08Y = zc ¥ =0

y por (C} ,

1}
™
Q
&
n
(@]

int
s P, 6) np Ben
lo que por linealidad da

{ep,0) = o

para todo polinomio trigonométrico P , y como -

]



74

Qim £ ,8> = um (£ ,0)

ee {fg , 6> =0 para toda g€ A(T) , asl que el ideal I(£)

\f cumple
I(f) | &
es decir
(D) THc = 0&» I(f) | e

de donde (por (A) ) :

6] Tlec) 4md 1(£) | 6

¥y camo

4T, nt)) = £(t)

resulta

h(t) € Ylc) P (I(r) | 6 ==W£(t) =0 )

pero- como vale

(I(£) | © »muipf(t) =0 ) =ept& Sop &
(facilmente demostrable mediante "identidades locales"), resulta
tE€ Spc &t € Sop 6
i ‘ De esto se deduce que

’ ¥1lSpec & = 0 en Sop €

nal de su espectro) si y solamente si:

(E) f€s , f

y © talesque £=0 en Sop® con (£f,6» #0 .

La condicién (E) puede darse también mediante

dentro de E es nula en toda funcién nula sobre E
Paul .Malliavin ha denostrado que esto es falso [11] .

Nosotros daremos una demdstracidn en el §4 .

O en Sope =»f, 8> = 0

q Para mostrar quen no hay sfIntesgis serd suficiente exhibir

(F) Para tndo E cerradoen T sy toda seudo - medida con soporte

engendrado por

b demanera que h abréd§ sIntesis (c pertenecerd al ortogonal del ortogo-

fE€ A
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§3.- UN TEOREMA DE EXISTENCIA.

Consideremos la clase de funciones
£((t) = 'ZPk (Xx cos kt + X} sen kt)

dende Xy , Xﬁ son variables aleatorias normales (O,l) independientes y P30,
& P €0 .,

Lema 1--:

f€ A casi seguramente {con probabilidad 1 ).

Demostracidn :

Hay que demostrar que
Lp x| €

Zp gl ¢o
casi seguramente.

Eso es consecuencia de
eEPklxkl

(L Trlx
e il %l {»

casi seguramente, —

Pero, denominando E(Y) al valor medio (esperanza matemfdtica) de una varisble a-

leatoria Y

: 2 2
2 P y P
- k
P X | © p x.X k (oo = Zk
E(ekk)=_1_s ek-eax=‘,ze2 e v ¢ e? =1
2 m P, )

¥ por la independencia de las Xy

e x|
(e 7K

o P x|
P E =TTE(E *)-

¥y el producto infinito es convergente por la férmula anterior, ya que Ta-+ a) e
convergente junto con zak , ¥ por hipétesis Z-‘- Py £ © .

Pero si z 1% |
P | X
E (e k k‘.(oo

(2) P, X
E (e Pklxkl) Lo

entonces se cumple lo pedido en el lema, porque E(?) £ © implica I?I ¢ ®© casi

seguramente, asl que (2) dimplica (1) .
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Segin este lema,
elUI(t)szn(u) eint

pertenece s A  casl seguremente, para cada u , ¥y po(u) es una variable aleato

ria para todo u cuyo valor medio es:

Po (211' ST ) 2 T )

. ‘iu cos kt in P X! sen kt 2
EIONIE | P ) B(e | KE ) = e tuPEE
-3 u22-P§ .
Asi que E(p,(u)) =e s ¥, 81 se integra en u
©
Jr
(1) E ( p(u)du)=\’2 # 0
Lo ° p2:

Si heAlT) vy hNch e.m't ., €8s h#¥h NZcrzL eint y por Parseval

2
lin#nil, = 2lel*

de manera que
iuf 2
Bw = [l ™1, = Lip wi?

Pero por definicidn es:

(eiuf*eiuf) (t) = _1.;_'_ j gluf(t-s) + iuf(s) g4
T

¥y

1 eiu(f(t-s)i-f(s)-f(‘c-s')-f(s')) as ds'

. 2
ety 1) (1)) = -
©OES T oem? ) )2

asi que finalmente resulta

1 eiu(E(t-8)+£(8)~£(t-8")~£(s")) 4s as® at

Blu) = —==
(2m) o3

Ahora como:

iu P lcos k(t-s) + cos ks - cos k(t~s') - cos ks' ]
E (e K )

-3 uf 912{ (cos k(t-s) + cos ks - cos k(t-s')=cos ks']2
= e

y lo mismo con senos en lugar de cosenos, resulta
ad

N 1 -l 2
E(B(u)) = L [ , Bl = e~ W ZIP‘2<(A1:+B;) at ds ds*
T

(21r)3 (2m)? V-TB

donde

ks!

]
[}
A
.
&
+
=
]
t
1
~~
T
L]
<
{
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Si shora se hace el camblo de variables

x = 8 - s!

t -5 ~g*

"
u

t

resulta

AE + BIZ: 16 sen® £ X senz,-%l

asl que es

—8u22P12{ .*z'en‘2 %X— sen2 ;kzy-
e dx dy dz =

E (B(u)) = 1
(2m)3 T3

1 —SuZZPi sen” -lzm- sen? %Z a
e - .
em? || &

La férmula siguiente es v4lida por la des. de H8lder :

S‘” @ 41/4 S“’ - 34
u )

(11) lupywl aa £ (| o Ip ) ()
1

1 1

con o = l{-;—'i“ , asf que la dltima integral serd convergente para k>7 . D

resulta que
®
sup K [u pp(u)| du ¢ o
n
1
si
o
('Zl‘Pn(u)[d') uf au {® , es decir, cuando
1

o)
H = K ukB(u)du(oo .
1

Veamos que eligiendo convenientemente los Pk , esto puede conseguirse para un

k D7 , casi seguramente.

Para eso calculemos

(am)= 2

® ) u=m 2
E(H) = X u® E(B(w) du = —i— o e CEY) gy gy au
1 u=1l

con C(x,y) =8 Z.Pi sen® % sen® &
2

Si se integra la dltima integral en u\c , resulta
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el
E(H) § —2 KSXE ¢ 2 (xy) d&x g
T

@ 2
donde K = S t¥ et at . .
1

lMostraremos que, con una eleccidn conveniente para cada k » 7 de los
ta dltina integral puede hacerse siempre convergente.

Sea
-j®

2 si m=2Y

B
"

0 si m# 2
donde & es un nimero positivo a determinar, y &efinamos
Co = &

P j"‘.L
{(x,y) € T2/senE—= | ) -Ez' , |sen

[>

c

2d-1
J 2

Se comprueba que.es

27
27 - '
8 I °5, ‘3 3
a0 W ¢,
[
B i)
¢
ll’.‘ I 95
C 32 _
F I 3| Fs -
J
¥y que vale : medCJ.=T|'2(1) (G321 .
4

Ahora bien, en C; vale

C (x,y) > 2 (P2

.

¥y en general; en C‘j s

' . 2
C (x,y) > 2 (sz_l)

es
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de manera que, en CJ-

"%l 2 '%i
-G (x,7) < [2 (sz_l) ] A
asi que
_kn ;
2; C 2 (xy) & dy & T o=(k+1)(og +4) g (?1 2% (k+1),
T

que serd convergente para

- log (%)
(k+1) log 2

Para esos valores de Pk entonces vale
E(H) € o

es decir |H| € @ casi seguramente, y, por lo tanto, segdn (II)
. fee}
lu pp(u)| au ¢ L
-00

para todo n , casi seguramente .

kn resumen
l.- Las funciones f casi seguramente pertencena A .,
00
2.— Para ellas S p (u) du tiene valor medio # O .
. r® -0 ©
B S [a pn(u) | du € L para tode n , casi seguramente de manera
~00

fo ]
que debe existir a l guna fuicidnen A4 con S po(u) du # 0 y tal que
-0

oy
sup S Ju pn(u),l du ¢ .
n ~00

$4.~  CONCLUSION, TEORE!A DE MALLIAVIN,
Segin se vi6 en el parégrafo anterior, existe-una f €A,(T) tal que, si

eiu_f(t) ~ Epn(u) elnt , se cumple las siguientes condiciones :

®
I sgp la pn(u)l, dud L
B ' - —m
. .
Iz I p,(u) du # 0

-~

Con elle resolveremos-el problema de. la sintesis espectral en eoo con la topo

logfa ¢ POO. Zl) (v. §2) .
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En efecto, sea
@
hg (x) = e
-0

2
. 2 == _
iux o-Eu’ du = 4t (€> 0)

oAl

Para x complejo, la expresidn integral de h (x) es analltica:

® X f 2
nPl(x) = S (in)P 19X ™% gy
-®

de wmenera que por Wiener - Lévy , opera sobre el dlgebra A :
nP) () ca .

Como  <luf(t) o~ an(u) eInt | se verifica

® ' oo
2 - €42
n(2(2)) = o~8® HUE(E) ()P qy - 3 o8 P (1w o) an.
n
-0 -0
m 2 .
= Zl ( (iw)? e™ p_(u) au) eint
Y n
-m
de manera que por I , h'(f(t)) tiene sus coeficientes de Fourier acotados y por
lo tanto es una seudo-medida para cada 3 JAdemds las normas de h'(f(t)) estén
uniformemente acct adas respecto de & ¥ por lo tanto forman un conjunto relativamen-

te debilmente compacto.

1
Si se toma una sucesidn 83. —» 0 , por compacidad, ihé} tiende debilmen-
J

\]
te hacia alguna seudo-medida S(f) para alguna sub-sucesidén EJ- —>0 .

Segin esto, los coeficientes de Fourier de S'(f) serén:
~ m Ky
§) ~ 2 (S (iu) pplu) du) e 7
n -0

Sea ghora g €A con Sop g N f-l(O) = ¢!’ , De aguf resulta que O ¢k L
LIf] &KX en sopg . )

Para t €& Sop g se tiene

_ (1) R
hé (£(t)) = |@ e 4E& | . |_f(t2 |$ K T 8-3/2 & .3

2 & 2

asi que hl (£(t)) converge unirormemente 8 O en el soporte de g , ¥ entonces

&
Khe' (£(t)) glt) at —>0
T
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n lo que es lo mismo

si Sop g nf-l(O) =g (S.(f) y8) = 0 .

. ]
Esto quiere decir que el soporte de S'(f) es un sub = .

“econjunto de .£X0)

AdemSs results

t, L] 3 2
C, §m) = 1m \eonk (£6)) at = Lin  \|(i£t)) lUE(E) y o~f0® gy gy =
E-»>0 € E-»0 '

(integrando por partes)

R 2 s ¢
= 1lim - elu"f.(t) e-gu [ 1~ 28u2] du dt = 1lim - SJ eluf(t) e‘fu‘ du ét =
&€—»0 &0 '

®
= - Sgeiuf(t) du at = -Zﬂg po(u) dgu # 0O

-

]
asi que {s , § (f)> # 0 como se quer{a demostrar.
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