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vJﬁan Carlos Merlp

NOCIONES ELEMENTALES SOBRE NUGLEOS

SINGULARES, Y SUS APLICACIONES.

ADVERTENCIA

El objeto del presehte fasciculo es dar uné idea del teﬁa,'

:mh un nivel elemental, >Para.sﬁ lectﬁra,,és coﬁvéniente.poseé:
las nociones eiéméntales_sobre.la infegfél_de’Lebesgue; a pésa:r h
. ﬂejlq}cual no consideramos que estg requisito séa imprescindib1e;
1Me todos modos; en.el §0 fesumimos 1bs.conceptos bésicos'sqbie
‘ese tema, que mis adelante utilizambs. |

la bibliogréfia sobre niicleos singulares esté7més bienfdis?,
persa nééta fué la céusa-principai;qué nos indujo a'éscribif'es— 
wtés apuhtes—;.y para 1a:reda0616n nos.hemos baéado.en io§&gursps
,dicf&dOs en(la F.C.E;yrﬁ, por. el profesér Dr; Albertq GonzﬁiQZ'
Démingdez,i | |

,'Una'gﬁia inapreciable en_lawrgdaecién ha sido 1a deiapfbfesc
D, MiQCha cotlar. - R

A ambos expresamos nuestro sincero agradecimiento.

.
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Para el lector gue no posea aun lag noclones elementales de 1la teoria

de la'integralg.pu@d@n ser Gtiles las consideraciones siguientes,

Se dice que la funcion f(x) pertenae@ a la elase ) al esgacio L del |

conjunto E de la recta, o mas suecmntamante. fﬁ LP(E), si se cumple.

Slf(t)lpdt < oo .
E ) : . .
La integral egta tomada en el sentido de Lebesgue, pero para una idea
aproximada puedé suponerse que se trata de una integral de Riemann,
v:mn particﬁiar, B puede ser toda la racta."

El ntimero p es cualquﬁer numero real no neg&tivo, pero los casos de

. interes se presentan solamente cu&nd@ P2 l. En,adelante, eiemp:e gupondre-

mos esto.( '

Sﬁ llama no a—g de 1& funeicn f definida en E al numero real no ne-

<

ga.ti’vq , S , ' 4
o f_}glpz{ggfml" at}?

~ Entonces £€LP(E) a1y 8610 o1 fzllp coor

8@ 11iama supremo@eeenciai- de la funeion f, al mfmimo m‘imro que 1o es

superado por los v%%&res de f(t)y para'té B, exoepto & 10 sumo on wn cona |

Junto de medida nula (i)

(4) Quien no posea aén 1a noeien de me&id&, pu@d@ supcner qu@ @1 supxemo
: e$eneia1 es simplemente el mpremon : ‘ o s

O SN



o S [ ) FIO Loy G-
o ‘,’, 0“0@ o . ae
S m GU o

y se deﬂne m NOImMam= o0 mamm@a

Tel-ow L),
‘ teE

donde gup indice el supremo ee&sé‘n@ialq

c

‘ge dice que 1os nimekos p ¥ p*(ambae 2>1) son gonjugs

dog, cuando estan

' 1igados por la relaocifn o
P p*

\en' particu].a.r, si paly es iz%@s ¥ si psot s p*g 1. El unico nﬁmero-cbnju-
ga.do de 91 miemo es el 2: pa E@p = B,
| 81 Py p* son conjugados, se asrd tambi@n que los eapacios L (E) v L (E)

son eonjugad@s.

| ‘.‘ ,Z

" ge llama producto_escelar de dos fun@i$ﬁes £ y g al nimeéro complejo

C(te)= [2(s) E (e,
E

y se oumple la

Tl < <lel | Lell,e

Ggue en e1 ‘0880 p p = 2, ae redu@e a la conoeida d,esigualdad de sohms.. .
Mtonoes, ai fe L R4 géL 9 exiate el producto esca‘lar de ambasf con esto :

Queremos significar que 1 fini.teg En particular, existe el producto esealar

1si W‘? nﬁmaro es fmm@ -»p@r @j@mpmp ﬁ?si fee acotada- ge dice Que fe L“’ |
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de d.os funoionel cualeequiam d@ I;a

, ywéf‘stéw”ﬂe's“ el dnico 1* que poses o8-

ta propieQad, 10 oual hace qua tenga una estmctura més rica(‘).

| Tq.mbién es 1mport“ante 1. desigualdad de_ Minkovski que, empero, no u-
’ f
tilizaremosz Bi fé L y géz. s entonces :t‘+ geL 'y se cumple.

llf+gllp Hfll + l\g\\pv

Se llama. distancia-g_ -0 simplemente, distancia—- entre dos funeiones
fy g de I.P a1 numero real no negativo:
EINE)

Se dice que la sucesion { fn tiende af en norma-»p euando su Qtsta.n—r

'cia tiende a cero. En sfmboios:
¢e). ey e el ,-(‘
fn—--pf & %gn” uﬁ, ‘f“P—O .
. Una sucesidn [fh} se llama fundamental o 'c.l.e Oauéhz'. cuandd :
AR , c S wdp fl—‘fﬂiu » f"ﬂ] - 0

._para ni_ y na -;eo ;‘_'

(2 )3 Pues por tal razén es un eape.cio de Hilbert, Cf.: 541, nota al pie.

()3 No ofrece dificultad. mostrar que efectivamente d, es una distancia

... on el sentido general del término(siempre que p3 1). Basta identifi-
“ear entre sf a funciones que difievy r  en.un. conjunto de medida nula, .

(%): Obsérvese que le convergencia en norma-<o es la convergeneia unifor- |
) meo )
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81 {?ﬁ} onverge hacia f, es decir, si d ( ]——n 0, es facil com—-~_

probar que [ﬂm} es fundamental usando 1a desigualdad de Minkovgki

Un . espacio en el cual esta definida una distancia se 11ama omgleto,
euando vale ]a wec{proca, es dec1r, cuando toda suoes1on fundamental tie-
ne lfmite. Un'importante teorema, debldoha'F@*g;eszbgafirma que'todos los

(1€p 46")  son completos, es decir. CE R M0 para ni' ,

. l .

n-—boo ’ entonces existe una funclon fe L tal que "f —f“p—ao para n—adbﬁ ‘

} . | ‘ ‘ . ] , P .

Se dice qu'e",;la sugeéién {f.“} converge débilmente hacvié,- f'ekL‘P .

—~

. , x
cuando para toda g¢ LP se cumple:
lin (£, g) = (f,8).
Puesto que por la deSigualdad de_Halder es

](f )< Ie ugup*

resulta qae la convergencia en norma ~11amada a veces convergencia fuerte

-1mplica la convergencia debil No es clerta la afizmacion rec{prcca mas 

adelante daremos e1emplos de esto..
t 0

Se dioe Que un congdﬁto de funo:ones D= Lg}ti L es densg en L cuan
do para toda fe LV existe una.- suce81on gﬂé D tal que Q f' ' Fn ctrﬁs

1pa1abras'>para cualquler fe L y cualquler & > O, existe ‘una g(iD tal q&e

‘{A N

" [f;g']? It ;;‘u';g e

R




ge llama fincion caraoter{stioa 0 ft) del conjunto 8¢k, a la que

1,

‘estd definida medlante..‘~qu .

'( ) 1 para teC,
QO ()= 4 Ce
<10 0 s

: éé“llama‘funcién escalera a toda combinacidn lineal finita de;fungiof
nés caracterdstica de intérvaioe; 8i JIT(t) es la funcién caraotEffsti-
ca dgli;nfe:valq Igci toda funclon escalera es de la forma |

,g(t)—' L 0 £%; (t)‘,

con Gy = constantes, y { <o,

\ ¢8¢“1lama funcién elemental a toda combinacién lineal finita de fun—

ciones caraéféristicas de conjuntos medibles cualesquiera., Por consiguien~-

,te,‘lasfespaleras forman ﬁn subconjunto de éétas. | |
Se:én importantes‘para 1q_que sigUe las dos propoéiciOnes‘siguiEnfes::,;

a) el conjunto de las funciones escaleras es denso en todo LP con

1$p oo , ¥ no es denso en L°°

b) el conjunto de las funciohes*elementales es denso én todo;LP‘ con

)

{1_\<.”p $ o9, (incluyendo pues el ).

Se 1lama producto de convolucidén, o simplemente convolucidn de las

funciones £ ¥ g a la funcién h= £fxg definida por:

h(x) = £.x g(x)= SfA(x—t) g(f)dt,
e )



s vale 18 siguiente deslgu&ldad d.a 'x"eung ique no utiliza’remos )s 81 feLi
(p 31) ¥ geL‘ , entones. hs f¥#g @L v se cumplez . |

- Es féoil comprobar que se m:mplen las propiedades conmutativa y a.so-_
. clativa:  fxge@gxf ; fix(f% L3 )= (fa)r f )*

Salvé en algin pasaje aislado, bagtardn estas nociones para. ‘entender

1o que sigue, Lo que hemos ‘dicho en esta sec'cién' puedé.ser bie‘nfaspudiado_’,
con las demostraciones correspondientes, en cualquier 1ibro sobre fﬁncio-_-'
nes.reales ,‘f_fzo‘-'e_n partieular, en los apuntes de M, cotlér de funclones réa—

les, editados por,la F.0,E. ¥ Wi (1958),




Una expresidn del tipo

0D

éonde X(x,%) es una funaién fija,'ilamada;nﬁeleo; define una éerrespenden-
~cla tal que & eada fuﬂoion T le hace @orresponder otra funeion g, eiempre
‘-que exista 1& 1nﬁegr&1. Esta correspandencia define un operador K, 1lamaL
do aperador o transformada 1ntegra1” y la formula am%erior se puede egcrin
bir simbolicamente B |
g=Kf

; Qada_ﬁﬁcléo k(x,t) define un Qperadgr K, &8 deeir{ K= K(k).kﬁﬂ conjuné
. ta dé 1as funcienes f a las @uél@s ge pu@de’apﬁicar el opeQadef.;éé’decirb
para 1as euales existe la integraln, se llams dominie ﬁ del operador, y el
conjunﬁe de 1as funciones g r@presentablas d@ tal manara ~es decir, que

existe alguna f tal que g..Kfmmse 1lanma rang@ R del operador.

Toda funeién de una vafiabl% k(%) define un nicleo; basta tomar como

tal g;_k(t—x),'ebteﬁiéndose, @omo‘easo<particu1ar de la anterior, la for-

miat  w I Tao'

4’” ) ‘—m
'f'thembé-Qﬁe‘lo;dieho haste shora incluye el caso en que se defina el
‘operador integral en un conjunto bualquiera'mfde-la-recta‘s~j ; basta to-

| | , i E |



-u&iligépdg la notacidn :_ o Co
Sn(t)=n(-t) ,
la dltima fomul'a‘ se escribe simplemente
g= Kf = 'S#*,f . —

Interes{aré' en lo que aigué _eénsidexar no un Gnico ‘x_xﬁcleb k(t), sino
una sucesidn k, () (m= 1.,2,.,.) de nfoleos. Entonces, para cada £ y

ceda n existird uns funoion g, que simboligzaremos ahora £, dada por:

N - oo . oo
f (x)=EK, £(x) zsk_nx f(x)sj k'n (t-x) f(t)dt:j k, (a) f(x-;- u)du

En realidad, no es necesarid suponer que 1n Tecorra los nimeros na-
;tm-alea; podr{a por ejemplo variar en ifolima continua, y en lugar de h;.eér?
n—>ao, podriamos considerar n— ¥, donde N es un nimero real cualquiera,
lUsa.remos sin embargo la convencion primitiva, por comodidad, pero es tri-
1?19.1 oomprobg.i que las demostrzclones a efectuarse conservan su validez

afn sin ella,

~ Antes de segu';tr adelante convieme hacer la siguiente observacifn: he-
Emoa visto que cada nticleo k(f), define un operador K ; en cambio no es
cierta la reciproca., En efecto: sea por ejemplo I el operador identidadi
.--def:lnido por If=f , para toda f —, kistmira’. alguna funecidn k(t)=
& (t) -que genere al operador identidad ? Esto querr{s decir que para to-

"da f se cumple s o
205 5 tm)={ 3 (sm) 2(e)as

-8 -




es decir, 5 seria una unidad para el pz:oduot‘o de"éonvoluéién..? e

Es faoil mostrar que tal funcwn no puede existir. En efecto'el Ve~

' ,1or de f en e1 punto X no depende de los valores en otros puntos, por con-

o siguiente 'debe ~cump1'1r"s;ré**8“(t-—'x)go para '-~t;§x pues de lo contrario; modis

"vficandor f en t;éx resultaria mod1flcado el valor f(x), ‘como  se. ve. en: 18.
.eXpresion 1ntegral. _ Entonces seréd &( (t)5£0 a lo sumo en el ﬁnlco ‘punto -

ot so,y po:r 1o tanto: -

&B(t—x) f(t dt = 0#££(x)

| ‘Vbura‘nte mueho ” aﬁoé se ha utilizado a la supu-.estakfunclon S(t), 11a.-
mada delta de Dirao, deflnlendola como =0 para t;.éo, y para t -O tan |
"grande -como para que sé t)dt 1 para todo E)O. Es obvio seﬁalar la.
eontradiccmn que. ex1ste en tal deflnlclon, solo diremos que un tratamlen-
to correcto obliga con51derar a o no como funcion sino como dlstribuclon(i)
Es declr, 1;1 unidad de convolucmn €s una distrlbucnon, no una funcmn.

La‘ teoria de nfcleos fungulares consmfe esencmlmente en dar -gsin

.bhacAer uso de las dis tribucmnes- alguna representaelon integral del ope-f
.rador identldad I;' como, segun ya v1mos, no,eé ‘posible hacerle eorres-—
.pojnder una funcidn a ese operador, Jenfrentaremos el problema de esta
‘ manera._a trataremos ‘de éncontrar una sucesion de nucleqs K.n(t) tales qné'
los oﬁeradoi'es reSpéctivos X, tiendan al operador identidad .I:

BEUAR SR

(4): of.: L. Schwarktz: Théorie des distributions, 'Herma.nn, ,Pgri,_r }957”
""tomo I, Cap. I. ~ o T



en el sentido sigulentes -~ . 07
Clim K f(x) s linm S k,n(t-x) f(t)dt zf(x)
Moo L e oe
e A A | ‘

P_or:-_-1-a-s;-«cons,id‘eraoiqn;e anteriores, ya podemos'afi-rmarqa‘e s‘-if_est\o.». ‘
ég;hqsibleyan se podré pasar al 1imite bajo}elﬁgignofde.iniegral;ﬁpuestd
que resultarfa la funcién contradictoria -

1im R (bex)i B(b-xd , & lim k()= B(8) .. .
N0 . T oy I SR

, i
Perg esto a.yuda a darse cuenta qué aspecto deberan tener las fﬁnéio—
nes k_"(t) deberan tPnder a cero para t;éo, Y a.éo pia;.ra. t aO', | es decir
deberan confundirse con e1 e;le t salvo en un entorno del orlcra‘nr que tiéh;-
da a di\cho punto, donde presentaran un pico pun'teagudo. ' Por supuesto ,‘ |

sto es muy vago y atn inexacto (4.), pero luego 10 expresarembs con ma.yor

precismn.




S Bt L S ] i e

S ae. T@@REMASmFUNnAMENTALFs

1}‘5’ 2.1] Bobre la converpencia débil. .
) H wh . . . '“.- ;

13 .
.

" on tos preliminares de 1 seccién anterior, ya podemos entrar sl es-

i"udio de 1a teoria.

En primer lugar d@mostraremos un resulta,do bé,sico que genera.liza el

: “Lema, de Riemann - Lebesgue para series de Fourier.

.V'l‘;em& 1. _ S@a kw (t) L una,. sucesion de funciones definidas en un 1nterva‘lo"

‘i“imta o infinito [a, bj tales que para tod@ [a“ b ! La b] se Gm'Eple
Cm S "kﬁ(‘b’)di:‘f’% 0y
M=o )
: '&1.‘ g

§ ssupangas@ qu@ 'pm'a alguﬁ p 't;al gue 1<p écag 19. norma p est@ uniformeu-

et L e T
el , {g !k (t)! }”<m<'ooo

H“,a"‘t;c:ar:u:°es:aJ sl f&LP -J,. se verificao .

1am gk (t) f(t)dt
s

-feagcani’l,era,9 la telis se vmifica, como es inmedia,to oomprobarlo. -

_ . Dok : ;
Sea ahora : cu&lcuier funcion de LP e como p 7(00 1as escalerafs

gon denﬂaa en easte espacio, entonoes, para cada €& O existira una g:,
tal que

-1l -

;

| Pm‘a d@mostraﬂ@ ’ n@temos en primer 1ugar que si f = g es una funcian



' !! f-g "p* < E g
En consecuencim , en virtud de la desigualdad de Hﬁlder'ge verifica :.
by

[fr0 [rora] e §x store] <

§

ébkn(t) e | =

< | kﬂli,,llfme;llp)k» + S kﬁ(t)g(t)dt $ ME +

g k& (wg()as !
Hac:.endo ‘ n—ﬁ-mo, como el 1ema ya esta demost:rado pa.:ra, escaleras,
1im ! g kﬂ(@)f(ﬁ)_dt\ & ME

N-sca
. A

¥ como E es arbltrarm, resulta. la ’sel.‘,s ’ ©.q. d. .
Gomo ejemplo de a.pllcacion de este 1ema, sea kﬂ(t) SQh nt,- Oe_n_, cual-
guier 1ntervalo -n-fmlto 0 infinito-— [_a b] .

Tenemos : o o '- SRR R '
o o o 4
S sen nt dt:‘ﬁ—(cosnb_i-_ qoqng)r& 0 3
O | X ' o
ffl sen ntll, = 's%p} ! sen n'b‘ 1  (independ. de n) ,
: ’ : téfob S o C

ae verifican las hlpotesis del 1ema 1 para p..,.eo. Entonces, j_o.ai’a.
fe L1 se cumple. . o | A : .
Peleei 11m Sf(t) sen nt dt=0 -

N~ 20 o
¥ esto es precizamente 1lo. que a,_fizfm'a._ 21 1-':."_e{ma de Riemann-Lebesgue, fundamen

- tal en 1o teoria. de seri'eé de Fourier f’-wcons ?[g,,_b,],? EM]-.» Yy transformadas

- 12 - .




de Fburiér —"oo'n [a,b]a [_aolga]__’

‘Vale la pena hacer notar que el razonamiento ‘empleado en la démostra.

‘piépjldeflf.lemail plerde validez'en” el daso pol ’ pues entonces p..oo, !
',Y las "escq191*as no_sojn‘densas en. L . Daremos a contmuacion dos eaemplos

yque* 'pi?uebén que efectivamente la tesis del 1ema' no s ¢ cumple para p=l,
' a) Sea. {af,b] ,}g[mo.oo:l: Yy

para t e [n, n+1]

SN
k(%) =
- 'n( ) | o @ | t # [n’ n*l]

| Se cumple: b

S k, (t)dt= 0 para ‘n>4b' > o8,
'G.

Il 5 \km\dt .

‘Por 10 tanto Be satlsfacen las. hlpotesis del lema.. Sin embargo, la te-

o0

ais Do se cy.mple, pues si eleglmos f(t)-— 1 4L, resulfca.

J k_';(t) f’(t")dft = 1.

b) Sea [a b] [0,1]
o ’ S = 22‘" ‘ en o < t ( 2 ‘ ’
RO ER L B L < o,

-2m

,! | o h o 2 ‘ <t<1.:

—*‘ﬂfsf:ef;:lEntonces, para toclo [a?‘ £ bi-] {0'1] (1no1uso 81 i =/0) s qum—- |
ple ,_ oo o

7od3 =



Evidentementes

Ahora blen: se cumple-

-=de jamos aﬁcarép_delmlectoi el célculo= :

L -

gt §)

(e ) et 2
‘ S kﬂ:xgt);‘f f(t)dt N Lo
9. - : 7

¥y por consigulente la int@gral no tiende a cero,

AN

Observemos q&e en los dos ejemplos hemos elegiéo funciones f Nno apro*
ximables

e @1 L o por esealeran. Este deb{a ser necesariamente asi

pues de lo- contrario seria vﬁlid@ el razonamiento del lema 1 y entonoes

51{ () £(t)at— 0. “En otras palabrss: el lems 1 e mentiene —oon la -

&
q

misma demostracidén— para el subconjugtqbd97fpnéiénes de L aproximsbles
uniformemente por escaleras,

t

Por 1o que hemos visto, 8i queremos que 1a te-is del 1emm 1 88 manten—
ga para p = 1 y teda funcién -de 1°°

» seri necesario imponer condiciones
mas restrictiv&s a2 la- sueesion k °

El lema aigulente d& 1la Teapuegta a
esta cuestibny + - - -+ 4 v

Lema la, . Sed

k ($) una sucesidn de funciomes definidas_en un intervalo

-1 -

LR




- f‘??"‘ifd [a.',bl 5 talés’ que:
w

- a) k,"(t')dt = 0, pé.ra todo [a.,l,J (< [a b}

1im
MNpod

b) existe un numero M tal qe, para todo n.llk,,u < M

 ?‘ ) 133 integrales indefinidas de k“(t) son equicontinuas (%)°,

Entonees, para toda feg1°°, se verificaé
- ]

1im .S_ k (t) f£(t)dt= 0.
L o

f,Sigel;intgrvaldg[a,b]fba infinito, la misma conclusién sefmantiene.

“Si;ad@ﬁéafse'éumplez S

d) 1a integral Slk (t)‘dt es uniformemente eonvergente en n, para

. e i
&y =0, 'Q'-"° .

! i

Observemos'qué ias hipétesis a) y b) son. las migmas que las-del le-

'.ma 1 (paga p-'l) Si el intervalo es finito aparece. 1a hipétesis adicio—

‘na1~e)@° . 8l es inf1n1t@ apareeen e) vy d).
B | BN |

_ Antes de pasar & la demostracidn, veremos por qué mo habfe convergen=

_;Qia & cero de Sk“f dt en los ejempfgs-anteriores. En el primero se debe 

‘Es decir: dado 67(% existe un ,§-§(E)zindependiente de n tal que

(1) s
para todo conjunto Rc[a b] de medida menor que O 3 m(R)cS
~ cunple: lsk (t)dtl(é o .
(?)?é»Puede demostrarse que. c) implica b).

- 15 -



‘& que el 1ntervalo'ea infinit@ ¥ no se cumple laghipéteéis d); en‘gl ge-
gundo fall& @n eambio 1la hip@tesis o). (demuestre el lector estas afirme-

cianel)

Aai cono. en @1 1@ma 1 usames del hecho que 1as escaleras son densas
en L@ (1< p< e:x:')9 para demostrar el lema 1 a usaremos e1 hecho que las

elementales son densas en L

conjuntos abiertos de.[a,hj . Sea G un congunto tal, y fl-G,(t) su
fungién_caraeteristica@A_ como todo abierto es una ‘union numerable de in-

tefvaioé IK dlsguntos, serﬁ

. o lj : .
6=U I,= U I,+ R, ,
donde LJ I o
e f,p_ 3 K=h#1 .

Puesto qug.[é;b] es fiﬁitog dado un 8;?0 #rbitrariog existe mn fH
| el que: ) o

e ‘nlfagjg 5 .
:.é£ﬁ§;ﬁ;ecﬁeﬁbia@@n?virtﬁd.de.la §quicént1nuidad, dado un.&376}f§§ré.
nH;ﬁsﬁfic@entgmentg_g;@pq¢?sé:cgmplé{ | | Ll

';;‘:v .

| S.k..n(t)vdt. [(E, |
;‘,.‘R““'. B :

¥ por consiguiente:

-6 -




vy e

‘gk(t)@ (+)dt
Eh

Goma'* Bxk (t)d.t =0 para n—=00 POT . hipétosis, R A eiendo € arbitrario

;:VJ

reaulta pxobada la teaia en el casc partlcular considerado.

+ Probaremos’ a.hora, que la, tesis se mantiene para la funcio‘n‘,. pa;“zjafc_t,ezz'ﬁ‘e-
tica U (t) -de cualquier conjunto medible Fc;La b] En efecto: sea |
G un abierto que contiene a F.,~ - | |
‘Entoncgs. - : | -
3 (b)zfl (t)dtﬂ irk (t)dt° & kw(t)dt - S k (f)dﬁ;"
COmo todo F es aproximable en medida por tales& G, prefi;]ado un 8) 0,

e'xistila un ¢ tal que m(G-F)< S. Entonces, prefi,]ado un é?Q 1, enl vir-

tud de la equieontmuidad se podra conseguir que

( x, (t)dt |< £ |
T oo " - QQF f4 | . X . ‘\, L
para t°d° n, Haciendo n—eoe, como ya d.emostramos el lema para n (t)

y por ser 8 arbitrario, resulta la tesis,

Ahora bien: toda funcidn elemental g(t) es combinecidn lineal £ini-
tg‘dg las @F(t); entaonces es obvio que también se cumple:
i {@reme o o
© Sea shora fe L™ ocualquiera, Como las elementales ‘son densas en
L"" podemos ragzonar ‘ahora como lo hiclmos en el lema 1 -~upando elementa—

les en lugar de escaleras- y obtenemos:

R 17_ .



o P '
11m,’.f3k.h(t), fit)at =
L - SRR
7-Resta-ahora>probar la misma igualdad en el caso qne el intervalo _[
[a b] sea infinito, Sea por ejemplo [a,'b] [ <0 °=a Ob ;@TVemos antes
que el razonamiento anterior no es aplicable, por ouanto no podemos afir¢_
'mar —en general — que m(R,,)< S para-ningun H's

En camblo, pare toda fe-L“°, tenemos:

-4 0 | : A _ .
hkn(t)f(t)at 3 J[S a } k(ne(eas | + | k,,(t\)f(t)at]s
“f %{ :S; +6§}' k()] at * IS i:_v;(tv)f.({)&.tl !

b
sl

El ultimo término tiende a cero puesto que la teeis ¥a ha sido proq h

bada para 1ntervalos finitoe. Ademésg por la hipotesis d) de oonvergen-

icia uniforme de las integrales, dado &> 0. existe A euficientemeute

/
. grande tal que. .

para todo n, y eomo € es arbitrario, héciendo ‘n-»<0 resulta la tesis,
coq;do °
I 1a pfgqticaerSﬁlta a vecéé incdmodo probar las hipdtesis déLeete__L

léMé; por lo cual es ﬁtilfconéighar‘eéte'rééultado mds débil:

gorolario, Si k(%) es una sucesiln de funciones definidas en el in=

~ tervalo finito o infinito [a,b] y tal que

t,.' ) 181-V




*'7}1& | %y "1 =0, |

entonces Se cumple, pars toda en™;

SELN ikﬂ(t)f(t)-dtr-o :
Es é'sta un caso palrticulalr del lema 4a, ¥y dejamos a.ca.'rgo ci_el leé--‘
~ tor la verificacidn de que |l k., “1—-* 0 implica las hipdtesis a), b),
c)‘,_ d). Daremos en cambio una demostracién directa, que es completaxﬁenté_

trivial. .Basta notar que

o] ¢ T, Tele,

 Por 1a desigualdad de HSlder, c.q.d. .
 Una afirmacidén semejante a la de este cgrolario podr{a hacerse para.
p>1 , pero mno tiene interéds, pues debilita el lema 1 ein facilitar io..

més m{nimo su aplicacién.

Diremos ahora algunaa pa.la.brae que tal vez permitam a.clarar i-—"pa.rcial-

‘ mente— 1a. causa de 1a diferencia. que aparece entre loe casos p>1 y pal.,

t
!Veremos el porqué aparece la hipotesis de la equicontinuidad de g k«(t)dt

en p= 1 yno en p>l., la respuesta esti dada por la siguiente.

'Progoeiciéﬁ, 81 la sucesién kn(t) verifica M kmllg<M, con M 1ndepen-

diente dé n, para algin p tal que 1<p \<‘aa,‘ entonces las integrales 1ndea- ,

finidas de k,(t) son equicontinuas.

.19 -



. _imponerla explfcltamente.

En efecto: para ‘c.odo gonjunto E @[a,b] ee oumple (R81ldex) '3

%ﬁlg“(t).’ﬂ, at | s S;Jk (t)i dt} m(E)}

¢ Iy { wof* ¢ {aa)

j

Oomo p < 0o ’ dado E>»0 arbitrario,‘ existe un O tal que para todo

& ' ‘

£ con m(E)<5 Be cumple:

4 .
{yﬁ"’(’j‘E)}P <E,

y por'lo taht@, independientemente de ni

<&, c.q.d.

Xk“(_t)dt'
E

Vemos ‘ahora porqué no fue necesario imponer la h,ipéte‘s:is ,adi.cional de
la equicbntirfuidad en el caso p>1l: sencillamente se debe a gue esta pro-
piedéd'sé cumple autométicamente, como acabamos de ‘ver, en vyir’tuid, de la

gcotman-aei;u'k s . En carixb'io, si ps1, de Jl k I, ¢ u 0 se dedu-

ce la equicontinuidad -cf,, por e;] A el e;jemplo anter1or b) y es necesarioi

"

: Pa.ra termin)ar;vcon esta seccidn hagamos notar que los lemas que hemos

_de;mostrado ‘no ‘hacen otra ecosa que dar -condiciones suficient.es parafla con-

vergencia deébil (cf §0) de la sucesion [ } hacm, la funcmn ceroo
‘Valdr{a a.firm&clones a.nalcagas para la convergencla debll 'k -=-»k, con k(b)
cualquiera;. ' bagta considerar la gucesidn {k'n - k& "y pe_I_'o,no nos

inte,resa. -este-cas0,

_'20',,




3norma,,bgsta?elegfng;kﬁ(f)g sen nt. (lema de Riemannebebeséué):;m R

© k(%) definidaes en (=c0,00) tal que

'para todo (a b)a 0

. este oaso,.

P&ra.ﬁr@ﬁar:que la convergenoia débil no iﬁpliéa ia.qgnvergepoia ef

!

; §>2;2, 'Nﬁbleos;ﬁihgdiaféé cuasi DOSitiV°é°

PaSarembs ahora a definir el concaptb fundamehtal de la teorfa que

nos oeupa S R |
- l

i

Definicidn 1 . Se llama ndcleo Bing@iar'(i) a una pucesién de funoioﬁgs

\‘

o |
1im Sk (t)dt-—-l
n-»eo a

(3)'

OOmo consecuencia inmediata resulta que

1im Sk_n(t,)dt =0

n>eo o

“Es féeil’ darqe cuenta que tal definioi&n corresponde a la nocién 1na

1tu1tiva;que dimos en §-1.----

i

Deéigna’remos ‘ademas con o« v/A a las éXpresiones —81 existen —~3. -

( ): consignamos en 3 los eaemplos de nfcleos singularea. =

(2) Designamos con (a,b) al intervalo abierto, ¥y con E@,ﬁ] al oerrado.
- Es. importante ahora dlstinguir uno de otro, .



l 0 . R ‘ S
 ats 1im % "‘a't 1im k (% dt.
e d,x“( ) £ g ()

-
-« ""’

- Fridentemente, SX+Pd ¥ no ‘es necesario tomar como 1fmite inferior_
de integracién»para os_a;‘-ka@., sino basgta poner cualquier;numera.nega%i-.

vo; andlogamente para f8

Para obtener resultados interesantes es menester imponer cendiciones

restrietivas a. 1os nucleas singulares, para eso damos la 31guiente'

Definlcion 2 Iﬁﬁfhﬁéléo singular =k-(t) se'llama’pésitivéiéi"k;(tﬂﬁﬁo
fpapa5 n suficientemente grande y_todo t._ k

‘F«\

En rea11dad es esta una oondiclon bastante restrictlva, y no es nece-;

1

garia en 1as aplica01enes, baata que el nucleo sea cuasi posltlve, en el

sentido siguiente.

/;Definicion 3 Un nucleo singular k"(t) se 11ama cuasi'positivo si*éxis

ten dos niimeros pOSitivos Sy A “tales que, para_todo n suficientemente

r4

grande se cumple;
Slk (¢)l dt < A.

En- otras palabras'-G; nuoleo singular es cuasi positivo cuand@ -8R
algin entgrna.del origen la integral de su valor absolute esta unifarmemen

te acatada. El ‘nombre de cuasi positivo proviene del hecho que si el

nueleo es p051t;v9, gntonces la cond1e1on_deﬁeuasi_positiv1dad se eumple'

1

- D2 -




‘autbﬁg.ticamente, pé: defini’cién% !de'm'zolreor pingulér. Es decir, todo nvﬁlclqb‘
~ positivo, r;eme positivo. No vale em cambic la afirmacidn ,redﬁro-.-

ea (of.§3.11) .

-ﬁ%‘jpﬁmer resultado imper‘ta.nte de 1a teorﬂa e'skel sig-uiénté.

‘reorema 1." Sea kn(t) un mucleo singular cuasi sitivoj y sea M un: Nt

" mero positivo tal que para al@ B g <p<eo) y todo n se cumple.

Slkﬂ(t)lp at < M

‘para todo ['a,b] exterior al origen, Entonces, para toda f€1L P~ se cumple

1im Sk“(t-x)f(t)dt =.er.' f(x-o)«u-ﬁ ‘f’(x+ o) ,
. N=poo _ . . |

-0

en todo punto X donde el segundo miembm exista, y-la- convergencia es uni-»

7 forme en todo intervalo cerrado de continuidad de f Si-p— 1, la nisma , 

' conclusion se mantlene si ademé.e de las condicienes impuesta.s, en todo cone

junto ex‘terior a.l érigen, las integra.les 1ndefin1das del nuclec son equi-

)

‘ continua.s y convergen tmiformemente en \el 1nf1nito, g

. TF' .

Conviene hacer notar qué si f es continua en sl punto x, entonces
og,,f(x-o)‘i-ﬁ-f(_;.-kdﬁ) #f'(_x)' » ¥ la tesls se cumple aunque no existan sepa-

radamente Ly # o o o o )

. Respecto al caso p=1, en 10 ejemplos usuales de 1a practica convie-
line verificar que en todo intervalo exterior al origen se gump‘!;{e;; Il_gn(t)|dt-—yro
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lo oual, segn el corolario el lema 4 a, implica las otres condiciomes.

e 1260 8 1a dambateeeiindal ‘Geordsn dolsishs si EiATSY 61 ity
critico t= 0 del nicleo y acotar separadamente las distiffas integrales,
, :

como veremeos & continuvacion,

Llamando,'comc &n @1 K
s x ez,
hay que demostrar que-

14m f“(x') = oL f‘(x«-c)-a-:/s' f(z+0). . | -

Entonces:

| If (x)- « £{x-0) «-/’ f(x+ o)\ \ S k '("in.)f‘(;}u)'du-s(f(«x_o)-)s f(g;",;,, (\
-3 o -éa | | S

/ Vl_{“?ﬁu)f(x + ,u")du' + |

IN
RN
S

94%.—/\0

k (u) {f(x+u)mf(x-o?] du

0.

+"gs,k“(uj [f(ﬂ u);‘:fj'(:;:ﬁ- o) 1 d o+ !f(x-O)l , \ K (u);iu

+ |exrod|

| (I-{ .k;ﬂ(;, dul A

] i

!

" Es inmediato comprobar que los Gltimos dos sumandos tienden a cero
n—e , y uniformemente si f es continua en un intervalo cerrado, pues '
,allf sera acotada la f. Designaremos con ? 1a SUmMa de‘esos dos términoso

Eliglnndo 5 suficientemente pequeno podemos conseguir que dado un

s

& arbitrario se cumpla.

_oh -




| efrew) - ttzo)c € pera o< -ucs,y
, V'lf(x.,.‘u) - fx+0) l < €. . para 0< u< § Y

‘en v1rtud &e la exlstencia de f(x—-o) y f(m-o) Ac‘iema.s, si f es continua,

~en un intervalo cerrado, gera. 3 1ndepend1ente de x , por 1a continuld,ad

:uniforme,
| tEiitonces”: _
| o ’f (x) - f(x-c») ~P f(x+o)l
. -5 ow . .
: \< g g % S Ck"‘(u), f(x+ u(‘),dg + S ‘ k u)l du + ?
: -oq 8 o , :

Hacierdo n—>ce, en virgud del lema 1 -0 lema '1a. en el caso p=l-

y de la hipot(nsm de cuas1 positividad, resultaz

N ~»co

“ism | fﬂ(’x) - £(x-0) -p tz+o)} < "_VA‘”Z,

.y como € es arbitrario, obtenemos la tesis, c.qyd.

Un caso frecuente en las a.plica.ciones de presenta cuando of = P=% ;

entonces la convergencla se efectﬁa hac'ia la semisuma 24[f(x«»-{c;)-lr.f(:i;-a- o)] .

§’2..'5 , "I\Tﬁgj.eos ‘singulares débilmente -cuasi positivos.

Pasaremos ahora & considerar el caso en que kn(t) no es cuasi positivo,




wl COMO ocurre en algunos ejemplaﬁ 1mportantes en las aplic&aiones (por
ej,. el nucleo de mreohle't9 ef §3 6, que se aplica en. le teoria de se=-
- ries de'Fourier, of §f5.2)e ‘Oomo - supondremos hipotesis mas debiles pars

k (t), :era neoesario imponier hipdtesis més fuertes a f(x) para que se gii-

ga eumpllendo (x)—e»« £(x-0) + P f(x+0).

La hipdtesis que suhihuye & la de cuasi positividad serd la de ¢ua5i

positividad débil, que definimos asfs

\
Definicion L .- Un nﬁaleo Bingular k (t) 8€ llama,debilmente cuasi pesrj

tivo si existen dos nﬁmeros p051t1vos Jy A tales que paTe. cualquier u,

Tf

vV, que satisfagan |u,,l< 3, |Vn |< 5’-—__-, v todo n, se verifica.
[N
Al oy -

Evidentemente, todo nucleo singular cuasi positivo es debilmente cua-

si positivo, p@rque: _ -
AQ_ , 5

SJ;m(t)dt < ﬂkﬁ(t)l dtx,é',g'lkv;(t)l as,

)
Es esencial en la definicidn permitir Qe . w, ¥ v puedan veriar

con n ; de‘16fcdntrariezlafdefinicién serfa superflua, pues lavacotacién'

uniforme se cuMPlifzifautqméﬁicgﬁenté; por dgfipicién’de nijplee singﬁlar;

El nﬁcleo de‘Diriohieﬁ.es‘unzejemplo de nﬁcleo_singular débilmenter{

cnasi positlvo que no es ¢ ?i positivo. Ejemplo de nﬁéleo'singular qﬁef

‘nm E@@&d&b&lﬂ@&to cuasi posltlﬁb, tambien 1o daremos luego ( 3 10 ) .

Viéﬁi;




‘E1 teoreme que aemostraremos es una generalizacién del oriterio de
vJOrdan de oonvergen@ia de series ﬂe Fourier.. ObseTrvenos que, tal eomo 1o

| ':anunciamas, las hip@ﬁe@is a@br@ £ son mas fuerte que en el taerema 1.

Teorema 2, Ses k, (%) un nicleo singular débilmente cuasi positivo, ¥ ses

» ‘uh numere positivo tal qie para falgﬁn p (l<psgoo )y todo n se cumple!

L
Ve 0 at<u,
& .

para todo gaggl;exterior al origen. Entoncesjapara tbda'fﬁ LP* ge cnﬁplet

1im °§k (tmm) f(t)d't oL f(x-o)+ - £(x0)

' ~n~—5m

?éiempré;épeix yqa existan, en todo punte x en unfentornb'&él7éué1‘f(x)fsea

1dé‘vafia¢ién Afa..ch»'ta;dapg v 1a convegggnqia es_uniforme en'todo intervalo ce-

rrado d eontinnidad de §. Si'~g3:1-;:ria-misma eondiusiGn se mantiene

7

sifaéemﬁg de lag condiciones impuestalﬁ en todo conjunto exterior al ori-

gen 1&8 integgalesuig convergen

vdefinidas del nucleo 3aneeuiconﬁdnuas‘

,Auniformemente en el infinito.

De igual menew que en el teorema 1, en los puntos de continuidad de
‘éf no es necesario que existan o« YPo
Témbisn véle la'ﬁisma'obserﬁaeién en lo que respecta al casd p= 1.

A1 igual que en el teorema 1, se llega a que hay que demcstrar que
. '(A
tiende a cero la eXpresions

)

(1o

o
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l
-E
La primera integml m a@@m exactamente igua.l que antes, aplicando
el lema 10 '1& segtm el cas80.,.. m'a de esperarae, pues el estado d.e co&—
sas ambia sél@ en al @rigen, al suponer la. cmi positividad debil en lu,e
gar de 1a cua.si.vpaﬁitividad.

Resta demgstrar pues q\ie

..f(x-oﬂjdn\ + \Skn(u) [f(x+u)-f(ev.x+o)] da '
f’tiende & cero ﬁaﬂa >0, [l razonamiento a seguir es el mismo pa.ra

las dcs integ:&ales ’ de manera que nos oouparemos 5619 de una de ellaa > po%
@j.v, : de; la segunde.

-Para 5 suficientemente pequefio, 1a'exprves,‘16n

£(x+u) =r f(i+o:)‘

gera, como funcion de u, de variacidén acotada, y por lo tanto se puede s~

cribir como diferencia de dos funclones no deorediﬁntea en us
- f(x+u) - £(x+ o)='(p1 (u) = @, (n) .

En realidad, las (, dependen también de x , pero fijaddb-este punto,

sé10 dependerén de u, Como el primer miembro tiiénc:lte“a"cer‘o para u— 0,

gse pueden elegir las (} de manera que

- 28-‘

+I S k (u) [f(x+ w) -f(x-m)] du | - \Stkﬂ(u) [f(z+ u) -f(x-v 0)] !‘




Mo Q) - um @ =0
Entonéééghaéliééﬁd§’eiuéeguhdo’teorQQa‘del.faiér medio (1)3
K F -
Sx,,m [wu»» Q)] aw= Q) Sk,,cu>au -3 ‘S)k.,,maut.

]

con O\u Sé ¥y 5’\)«\\3 o'

» Y como pa.ra 5—*’ 0 es {,~0, (f’a-r'o', y 1as integrales es%én uizifor-
memente acotadas par 1& hipotelis de la ouasi positividad debil, resulta
que 1a expresion se puede hacer arbitrariamente pequeﬂa pa.ra 5 suficienm

:tementerpequ$ﬁaa

: Ademés ’ 3 es 1ndepéhdien‘te de x en toﬂo intervam cerrado de contis
‘nuidad defvf, por la acafacién.' Existe pues convergencm umforme. o |
Con esw resulte la tesis, ¢.q. d . |
cormo 'p'odemos obserm;, el punta 'esencial eété @n" que nb.sé ptiedén pa= |
'sa;rfff’ﬁﬁarms dentro l'dé-l‘ signo de integral, puesto que k (%) no es cu&ii posi-

tivo, y nada sabemos sobre el comportamiento de
| Slk.,‘(t) et .
Entonces es menester acotar usando el segundo teorema del valor medio,
-‘;Y._!,pg,'rg;é?cell_q,,-_dijebemo's,r guponer que f es de varlacibén acotada, '

e @ et

' ;ZI ) s cf.,,,por ej GaraﬁhéOdory, v'arlesungen u.bar Reellen E‘unktianen, ca.p x,
§ 538, o Saks: ‘l‘heory of the integral,’ aa,pm § 1%,




= isia

§ 2.5

Los teoremas demeatrad@s hasta aquf Be pueden oonsiderar como groaa-
ros, en el eentida de que aolm permiten la representaoion de una funcion
ppr un nﬁoleo‘em aigunns puntas partieula:es,-a;aaber;,los-aej90§-;av1dau

o de discontinuidad de primer especie.

Pero 31 una funcion pertenece9 por 8j., @& algun vf 9 ea‘sabido que e%
general sus nun%oﬁ no presentan las propiedades de oontinuidad mencienadas,
y es 1mportante pues dar una reprecentacion para un conjunto mas amplio de
puﬁtos;“: M. .H f ,, ‘ »' . . | | e | -

E1l ogjeto de1 proximo teorema es ver que, bajo eiertas condicionee,

la 1gua1dad L Ce «
1im £ (x) = £(x)
N—p oo
ge cumple pP.p. . Pgra demostrar esto; eé previa el siguiéﬁté‘é'

T
13 ‘

Lema 2; Sea 'kﬂ(t) un nleleo sinngar'que cumple Iés‘éiguiéhtée‘éohdi;" éf

clones:
TS ERES

a) 'Qgra cada n)f kn{t) es una funcidn absolutamente continua ; 

b) kqlt) converge uniformemente a cero, cusndo n-rea, en todo 1ntef_‘

-hvalo [ajb] ‘exterior al origen ;

1

e) gxlt k'(t)l dt < ¥ , para algin 3 o y tedo n (acotacién uni—

jgorme),

‘gitonces, 81 F(t) es de variaeién adoteds, se cumple:
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5 - ;; i

LN S X (-x) a F(‘t‘-) RIS

en casi todo punto x, o maq exactamente, en todo X donde exista F'(x) f(x).
Se tiehe; integrando poT partes (1) 3

g k (6-x) ar(t) = k (t=x) F(t)i - S (1) % kn(f'x)atn‘

- T

~ de donde resulta, por b) :

Iim gk (t-x) dF( ) = lim g F(x+ u) kiy(u)du.
M-voa . ’ '“.”."" _%o |
Ahora bien : . ;
_ -§ 3 o .
_‘é’ v,(x+ u) k. (u) du= “&_ S - S - P(x+u) k!ﬂ(u)d_ue. I+ L+I

-00 3
Téniendo en cuenta que"podémc")s esoribir 'F(Tt).-: Fi(t) —-F f(t) »' con
'F‘ y F, mno decreeientes y de variaeion acotada, resulta, aplieando el.

,segundc teorema ‘del va.lor medio (i 1 2)

g , _(Jx * u) kﬂu)d@} : w (_B+u)8 k?"y(u)?u"';f'_ﬁi (—3 + u) [k."( ~3)=k xi.n)]

S Como u,< - 5 y k_ (‘b)-—v- 0 unlfor'nemente en t<-~ 5 resulta

' Ii—> 0. Analoga.mente ge ve que I,»0, y entonces : .

(1) Cf Natanson:i Theory of functions of a rea.l varlable, cap ‘v:!!{: » §6

,§6 20 saks, op cit., Capm § 1’+
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L3

ae .
1lim S kﬁ(t-:x:) dF(t)- Cim SBF(X-F u) kn(u)du .

'n—voO N=poo
Puesto que por hipotesia F‘ﬂ(x)« f(x) existe, poi' definigién‘. de de-
rivada podemos escribir:

F(X'P' U.) F(X)‘f“u f(X)-i‘ u fﬂ(xgu) » ' .

con f’a-.o para u-»0.

Entonces, reemplazando:

3
- g F(x+u) kfn(u) du =
_ § -o | 3 8 ,
= ~F(x) SS I (u)du - #(x) §u X' (u)du - Saf x,u)U_ I, (w)du.

Pero, para% suficientemente pequefio?

| w k_'“(ﬁ)‘ du < € M, .

Sy
‘ o

P(x,u) u ¥, (u)an -

jr ademés, para n-—reo;
g'k’.,,,(u)dll,: k (3) =k ( =3) — 0 ;

Suk(u)du.-uk( )\“—g k_n(u)du——r -1,
5 ’s ’S .
Por lo tanto?
1w g g (tem) a B8 - 2(x)| CE oM,

v como € es arbitrario, obtenemos 13. tesis,' C.Q, d. .

,_32_




Ahora es inmediate la demostrabvién del

A ' . . hY

Teorema 3 . 81 kn(t) es un nficleo singular gue cumple las hipdtesis del

lema 2, entonces, para fe L', se verifica:

14m (. ir‘c;‘(ft—x). £(4)as = £(x)

. Mepco a
!
- en casi todo punto x. ‘
En efecto: como S f(u)du es de variacidén acotada, en virtud del le-
: R X [-] : ) .
ma 2 se cumple: '
| . __ o e e |
'1im"g k (t-x) £(t)dt © 1im g t-x 'deudua
Mm ) al 'x) (t)dt = “"“,-mk"(' ) ¢ ) (A) |
_ Cx , _ .
- i gf(u)du, . A - - »
dx ) o , | '
Pero C'TJ- g f(u)du = f(x) p.p., por el teorema de Lebesgue , y obte~ .
x s

~ nemos la tesis, c.q.d.
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§3. wEPLos (1)

] Barrow.

El micleo singular de Barrow esta definido por s

k‘\?’il( t) =

de- manera: que: la represent#cién
i .

(R B
Iim n S f(x+u)dus f(x)
MN—-nod o ‘ .

no es més que-el teorema fun.da,mehtal\del cﬁlcujlo integral,

Fs positive y cumple el teorema‘ 1. eon eua.lqu;ier p(1g pgoo )5 yocgo
pg‘l.: Ademas a pesar de que no cumple las hlpotesie del teor. 3(por no
ser absolu’camentev eontinuo), se mantiene la tesis, que no es més que el

teor. de Lebesgue de derivacidn de la integral indefin‘ida..

o -

§ 3.2 Weierstrass.

a

: -'Q.L-

. -4 |n ‘ H
kn(t)f'f\‘w e

Se tiene:

(et (Fornge

(1) :Recomendamos del lector demostrar detalladameh't‘.e las afirmaciones que
hagamos en'este § 3. :

i .1 si sga#8gh,
e du —» '

.t|=

0' si sga‘:sgb.y

‘“E“'"\"E_l

- 3[1.:.. .




Es positivo, sétisi‘aoe el teor. 1 con cualquier p (1gp§ce) 'y

.

«x=2f=% , ¥ ol teorems 3,

§’/3°3, Poisson del semiplano superior

k\n(t) = ":—r' 4‘-&:"%’."

1 si sgagfsgh,

 1° "51' sga sgb.

s positivo, satisface las hipotesis del teor 1 con qué.lquier

p (1spsea) y =f=% , y satisface las hipotesis del teorema 3 .

]

§ 3.4  Polsson del cfroulo.
E R-z? -ﬁara’ﬁ |t["'<'1‘r .
¥ (%) ) 2T R*~ 2Rr cos t+1° . |
T = .
0 o para . |t > .

Es éste un ejemplo donde en lugar de)l psrametro discreto n se toma
j ‘ ' ) : .

‘uno continuo r ¥y se hace 2T—=R -0
Consideremos la igusldad, con @ :% e,'“t_‘,’z 1

V A1 '. 2+zz*.-q|l-):— ot
%(’z‘"’ 2w A-2
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|

- . R R |
;
i

El'nﬁal@a“,kﬁ(t) es la parte real del segundo miembro, y por lo tan-

to 3
;-_4_1__ 1 .. £ b h <7 []
EROE R A CORal

hz1

Entonces, puesto que hay convergencia uniforme para T<R 3

Co o : w 7 C eo N aw . . ;
S k {¢t) at= L g as + - (_f;) "cos ht dt= 1—> 1 , 3

Jo T 2w T - R ; ‘
- ; o - - h=4 - ‘ E
Por otra parte, para [a,b] é 0 3 ?

E S kp(lf;?d‘t ‘ £ e x S dt —>» 0 pues cos a_,%]_ .
B - 2T R’*-2Rr Gos & +T% . . 3

- Eg positivo, verifica las hipbtesis del teorema_l con eualquier

pllgp §=) vy «x=p=4 ,

. 7 o . . . '
El teorema 3 con esté nlecleo particular es el clésicq teorema de Fa-

tou. Aungue no es absolutamente continuo (en #%=T y t=z«T) esto

no ofrece dificultad en la demostracidn.

18 3;§, Stieltjes

1tl< 1,
k_(t) |
L1 > 1.




¥ usando le f@mum de‘s %iﬂin& .@1 c&lcu’lo @8 un poco engorroso, P ero no

.‘Mene dificultades @@mdlmu@&l%e 5 Luego, para proba.r que Sk (t)dt——.-o, _
[ ,b);# 0, se dammﬁtm que k (t) oonverge unjformemente a cero en to-

{ . L 3
dg ﬁ.r;te_rtalo exterior al origen, y entonces: ’ |

‘ L .
Lim Skﬂ(t)dta S@%’Z’b k (t)at = 0.

a,

W

a Ea positivo, wrifica 1&@ hip@‘teﬂil del teorema 1 con cue.lquier P

,'( i< p <<.=o) v 04,“@ .,4_ .y verifica las hipétesis del teorema 3,

S S

: . o | : !

o o ¥ (%), _sen nt
i = —mﬂt 7

[

b ST S .para' sga 7‘ sgb,
\ Ben Nt 4. 4 g gen u du .
ot o' W - | 0 para sge s 8gb.

%

No es cuasi positivo, ¥ por 1o tantc no verifica. las hipétasie del
teorema 1, Ta,mp@e@ veriﬂea las hipétesis d.el teorema 3. , Esta. es la

‘causa de lal diflcultades p&ra la @enver@nei& puntual de ser1¢s de Fouri-

er (cf0§52)e ‘1
B

En eam‘bio el débilmente euaqi positivo, y verifica las hipotesis del

teorema 2 con psm v uL ﬂ&- i g que no es mas que el oriterio de JoTr-
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dan iiaf boxz#_’e:ggncia de aerma de F@imier.‘

S e e A

ﬂ “ﬁ' "n‘t,""

Un procedimiento 1ndirecto pero répido para demostrar qxe es un ni-

- eleo singular, es el siguiente., .De H

' o _t' ‘ T (271“)-% péi'a (x|l < n,
F sen nt P S " sennt g4 . - ' b
STt Ji'ir’ I £ 9  para &I n,
por.la igualdad de Parseval resultas _
-' S sen’ nt ag - 4 2n.
- wztz ’. 2“ ’

La. demostracién se completa probendo que converge @niformemente a ce-

To en todo intervalo exterioer al origen,

L)

Es pasitivo, verifica las hipotesis del teorema 1 con cualquier '

~ p (1 <p oo) y oL = /3 -’L , ¥ verifica lsas. hipo’eesie del teorema 3.

§3_.8 Nucleog tim Eejer o Bochnbr.

Sea h(t) ~una funcién tal q]ub)‘ S h(t)dt ¢ N g oo ; entonére's:

- e
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(el gatde)

~es un nﬂclep singular. En efecto:

b . T 1 ‘,1 't;,
3 k-n(t)d't‘: ,I:l g hlu)dy —w 8 sga 74 8g

S e -0 81 sga = sgb.
'Todq nficleo de este tipo es a%bilmente cuasi pbsitivo.

81 ademds ,1_15!,._4 serd cué;si posfitiva(‘), » puesto que:

\

(% n )] N
Slkn(t)l dt:,:\ﬂ Slh(nis)i at = glh(u:)ilau & ;'le K

'PS . ‘ :-5 I o 'Yl

Va.rioa de loe nuelaos anteriox"e@ son d@ tipo Fejer §3 1’ § 4.3 ,
§3 6.‘ 63 70 ¥ Ia,s h(‘t) @@rr@@mndiaﬂtes son de E,i _ exoepto para el

) . Y- " ) ' " : : : ’ |
Ademés, con h{(t)= et’ € If‘g resulta un nnclep equivalente al §3.2.

o 63.9 Nucleo sij'ular pa‘ra el cua.l no. ex1sten oc. v @
para, | té(o 1) 'y n impa.r,

(1) = | R
b 0 te(ne) 4w par,
' o . % ﬁ(“’lsﬁ) ? . [} ‘.‘.'

(1-) Para. Otraﬂ Oondieidnes; ﬁfgSthieBero VOrlesungen uker ApprOSimationB .
theorie (Akad,Ve:t'].ag;pBejz"].,inP 195}), CapIC , § 62.(Hay traduce, al in, :
: gles.
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Bn este caso pmtiﬁulw 88 p@@i%ivm y 88 verifican las nipétesis del
teoremae 1 con @ualqumx P ((:TL< p«m)e P@m la convergencia - f_ (x)—»f(x)

sblo tendréd lugar en los puntos de continuided de f.

§3.10| Mioleo singuler que no es débilmente cussi popjtivo.
RRNCOES ‘nq"‘“'?” "

Se owmple:  y |
A\ k. (4)as : 1 PRra .2
o fé_ -n( ) DR P L8 ’

'V por'16 bentse es un nisleo singular, ;Pem 4;0 ‘es ni.slguiera débilmeqt@ :

cuasi positivo, punes ¢

Sho

S kﬂ(t)dt- g%(mhg-;dtgﬁnq %_ﬁ, o, |

183.11 | micleo singular cusei positivo que mo es positivo,
. C e . . |
kp(t)e S g_g;fé_p}_ cos nt , com (= & 88D U cos u duceo,
| S i e B

- 4g -



Este nﬁci%o_es_muy pmx@@a@gjglxgj},]ﬁdequjggifpe:o_gl fasctor cos nt

hace que no seq@b@si@i@@e | Y conmo

e £ sma

resulta ger ouasl p@éitivoe Verifica las hipdtesis del teorema 1 y del

| teorema 3, Adem&s g8 de tipavFejer.

v ‘O
, o - | : i | ‘
§ 3.12| Nfioleo singular gositive 6on” kif{o) que no-»ad,

Eéte ejemplo sirve p&%a mostrar que no es de ningin modo necesaria

la condicidn vk§5o)—4$a=e

, ) = PR
kﬂ(t)=2\/f2r3t2e“

Se ¢umple k (@) parﬂ todo n, y es un nucleo positivo.

Para demostraﬁ que es un micleo singular hay que tener en cuenta que

l
; ..

o Ty i ou® g
e S o? e du;=.%§-i~“
-m |

. , ‘ , ] 2
1o cual se demuestray por ejemplo, calculando 'S e~ %! du v luego deri-
‘ P S ; - '

~ vando respecto de «

-



§Mu1 Teorems 46 &pr@xima@iam de weierstrass

El enunciado deILted%éﬁéﬁfparﬁﬁﬁolinﬁmioé)f es el sigulente: | B

Dada una funcién @ontiuua cualquiera £(t) definida en un intervalo

cerrado [a,b]?.} ¥y prefijado Y & >f0ﬁfarbitrario, existe un polinomio

P(t) ‘tal que | IP(t) - f(t)l < g paxa todo te [a b]

‘Equivalentemente, sé‘podrfa decir que existe una -sucesidn Pngt) de

polinemios que.converge uniformemente hacia,Hﬁ(t) s O més suécintamente:
los polinomios son densos en las funciones continuas en un intervalo ce- ﬁk

rrado, con la topologfe de la convergencia uniforme,

La teoria de nloleos singulares permite dar una sencilla demostracién

b

i

H
(L
3

de este teorema, mediante la utilizacidén del nficleo de Stieltjes (§ }.5).

-

Supongamos, sin restringir 1a generalidad, que el intervalo considera- ﬁ;

do sea ei'xﬁ-%bA%X Y co#éidéremos la expresién, con f continuas

. o / 4 .
f_n(x).-. S k_ﬁ(u) f(x+ u)dﬁ :\/% | S (1-u?)" f(x+u)du =
: -co -1 _ '

’ i Xed oo

J‘S[l—unxﬂ ﬂﬂu.

En virtud del teorema 1 : f,,—f uniformemente. Sea ahora |xl<

8i definimos :

-2 -




] é .“ . ' . .
= FS§ 1 [ m(t—x)l 2(t)as,

tembién ‘@r:éiir:r'iré, ek af unif@rmemente en [.,, ,4,] » puesto que €3 pun-

to cri‘biw del nueleo m 8e gale del dominie.
' Pere mr la fgrma ;espeeml del nlicléo de Stieltjes, 'ﬁ('x) es un poli-

nomio, y .@1',,teoren;sasqueda demostrado,

Otro teoremn mndlogo, también de Weirstrass, expresa que 10s polino-

mios trigonométricos

P(x)= ..‘i _(Ah cos hx+ B, sen hx) {n=-0,1,2;...)

también son‘densos {en 1e misma topologie de 1la convergencia uniforme )"

en las funciones continuas definidas en [m'rr "n’] No d.axrem@a ahora. '1a

d@m@s*tra@iéng pueste que resu‘lmra eomo @@mlario eﬁ la ta@ria (ie peries

de. Fourier ( §& 5.3)

§ 4,2 | Ecunciones en derivadas p&ﬁci&lés.

Aquf daremos simplemente une idéa del método de aplicacidn, si. pmes

tender ser rigurosos, ni %ampoco encarar el problema ‘en forma muy general,

Supongamos qus

..F'(lxyy;ﬁ'ppsq;rssst)3‘ 0 /‘ |

‘@6 una ecugcion lineal de segundo orden (p# Uy p Qs Wy TsUyxx » 8= ux,};;s



| |
tau,,) . Recordemog que tal @é@u&@ién‘ es lineal cusndo F es una combi- |

| nacian nneal de u,pgm,rgg t oon @@@ficientes que & 10 sumo dependen de

las variables indepen@iente B 8 ¥ 3

Fgraﬂ u,;,‘+, 283 Wyt By, U+ b1 U+ bu,+ 6 u+rd = 0,

Se desea resolver el problems de Dirichlet, ‘es deoir: encontrar una
so&]‘.’u:o,ién u=zu(x,y) de la ecuacidn q»ue‘ tome valv.;)re‘ls ‘;a.i'biti'griamente Ip.r'e- ’
- fijados ep una curva cerrada | lrzfx(t), y(t)}l dgl plane X,y (coﬁdi-—
¢idn de contorno) , o sea | I

| u (), v(0) ) = 2(8)

~con ._f‘(,t},' prefijada y continua & trozos.

Supongamos que se hizo un cam'bio d.s eoordenadas, de manera que, volvi-—

‘endo a llamar X,y & las nuevas variables. » la curva F 8e reduzca al eje

x , es decir ré{ v E o]. y ¥ Bea
w(x,0) = £(x)

1a condicidn de contormo (en realided, &s otra funcién ; no la @lema f ;
-
de antes, sino la que resulta de cambiar veriables) .

. Supongamos adema.s que de. a.lguna manera hemos eneontrado un nueleo sin- i

‘gular k, (x) tal que ki(x) K(z,y) sea soluai&n de la eocuacion F= 0,
Entonces se puede a.firmar que el problema de mrichlet eet& resuelto

mediante 1a funcidns

.




o>

alx,y)=§ Ky -x,y) 2(5) a2,

En efecto: como por hipotesis F es lineal, K(x-§~ »¥) ser& snlu-
. | |

cion paraAtodq ?_ v tembidn 1) seré 1a integral, pues por la linealidad:

F(u>=<F{ ) x(§=x,v) f(s")dﬁ} S F(K) £(8)da§ = 0,
| Ademas u(x,y) cuﬁple Ta cbndioién‘dﬁ-contdrnd,,pueqto que por ser.
k, un nﬁcleoisingulaf,»Vale: |
Clim u(x 1im Y K(5-x,y) £(3)4% « mTk Y-x) £(§)ay = £(x) o
us wxy) um ARE-xy) 2(0av . Ve (-x) f3day s 2l |
| Déremos algﬁnoé‘ejemplos coneretos,
- In primer lugar, sea F= 0 1la ecuagién del calor en ume dimensién,

con datos de contorno en el eje x

7 uyﬁ'@ )

u (x,0)5 £(x).

L&gsbluéién w(x,y) expresarégia temperatura del punto de absoise
X .defunabbazra[conductdra indefinda, en el instante, y>,v"Entenoéa, el

" ‘dato £(x) representars la tempertura incial en cada punto x.

" Por pustitucidn directa es sencillo comprobar que



es solucién de la ecuacidn.
'Ahora bien : haciendo n=z=Z , obteremos el nlicleo de Weirstrass
7 ) .

(5$3,2) , de manera que 1l& golueidn del prodblema, en virtud de lo dicho

L] : » ¢
mas arriba, sera §

D> 2

el o~ e
w(x,v)= ) e £(%)as .

0 rvemos también, dicho sea de peso, gue esta férmle contradice a
1a teo fa de la relatividad, pues supone una velocidad infinita de inte-

raccidén, lo cual aseguras que la ecuacidn del calor no es enteramente co-

rrecta. En efecto : supongamos que la excitacién inicial esté concentra-

ds en un pequefio entorne del origen : f(x)=0 8l I[xl> Xo . La solu=

|" cién obtenide afirma que en un instante arbitrariemente breve: ¥~ 8 ,

i y en cumlquier punto arbitrariamente lejano : [XI»Ze , 88 obtiene

u(x,y);{ 0, a pesar de gue f£(x)= u{x,0) = 0. Esto quiere decir que
1a welocidad de propagacidén es mayor que 452?1 para cualessquiera X e ¥y

: en otras palabras, 1a veloeidad es infinita,

La razén matemftica de este hecho es que la ecuacidn de propagecidén

del celor es parabdlica; uns’ ecuacidén de propagacidén fisicemente admisible

i
ot deberfa ser de tipo hiperb&lico, tal como ocurre, por ejemplo, con las e-

cuaciones de ondas, equivalente & las de Maxwell.,

- B} =




Otroxejemplo de permite aplicar elwmétodo~anteriormente.descripto'es

el de la ecuacion de Laplace con datoe en un contorno circular f'={x + y-
(B s mes uye0,

u (r) = }'i(a)i.g,

_’aiendb,e»’el»parﬁmetrorangular de’la'circﬁmferenaia; Se llaman funciones

‘»arménicasyaflds soluciones de la ecuacidn de Laplace,

/, ,@' Ahora bienz el nucleo de Poisson del circulo (g 3, #) ‘es arméhico}por

" ger la parte real de 1& funeidn analitica : 2% .%:_z_', yupor consiguien-
' . : : ' -2 - - . S . L

te la_solucion:buscada se:a 3

. o . . .’ o
u(x y) = (1‘ 6)_ e ‘ Bz re
. ’ T an S Rz- cos(e_¢)+ rz-t(‘?)d‘?
Analasamente, si se diera el dato 1nic1a1 eobre el eje X, ¥ Beﬁbugb

o upa funeion armonica en el aemiplano superior ) 8€ usaria e1 nnoleo de

"Poisson del semiplano superior (§ 3.3) '  «’

Para unn curve cerrada cualquiera F » el proeedimiente ea ‘hacer una

}transformacion conforme en el circulo rgl de manemaqne [_ se. trans-

forme en Izl:: R » apliear alli la selucién ya ebtenida u(x,y) y 1ue=

go volver a transformarla, por representacion conforme, al reeinto primi~

tivoa
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§4.3| Derivadas generalizadas o e

"Uaaremgspla migmawnotacgéngqueganteag, ¢w¢_ug;,qgfn,;ﬂ,ﬁ_.

£ (x) = sk%x f(i}, |

- .y supondremos que £ -—»f DP.P. ._AA__I,;,~{&

Una de las propiedadea qué tiene ia representacion de una funcion f
por un nucieo singular ®8 -que, si. el nuoleo ee bastante ‘?bugna“;;g~1;au
funcionéﬁ aproﬁ&mantes £, pueden ser Smas buenas® que la miama X
Esto e@rresponde & un principio de regmlarizacion, qﬁe en grandes‘raegos
'puede aintetiz&rs@ diciendo que el proﬁuct@ de convoluoidn es tan bueno -

como el mejor de lqsfdas factorese

'Por_aupuesto, todo esto.es muy vagb. ﬁara ilustrarlo con un ejemplo N
SUPONZamoB que 'fE’L‘ ﬂ“yh~°k§; satisface las hipotesis del te@rema 1

con  p=co )y -~ €8, abeolutamente continuo y eon derivada uniformemente eon—

£

- tinuva. Entonces exiete ;-(ﬁn)' dx ‘yfvale :
() (1)= S Tk <t-—x) ft)ans - § ) sar e,

'\pues se puede derivar bajo el aigno. Eato es as{ aunque f nq sea deri_

'vable; entonces se aproxima a 1a f mediante funciones “mejores“ que. ella‘%

misma._ﬁ §
l i S o
81 ¢ fuere absolutamente continua. v fe L" también podemos cons-

ftmuir las aprozimantes de Lg‘derivadas

- 18 -



(), @, @ § s foen) dhires
¥ ‘o8 f@ci{]; comprabaz% que o S
-

e ) (o,

es dcclrs 1as apr@ximantee de la derivada de f son 1gualee a la deﬁiw@;&

de lmg’ aproximantes d@ f. En efeeto, basta integrar por partes y tener

en cuenta qu@ la parte integrada es nula

[~ - ao

f i k (t-x) ft)as = k ('b-x) f(t)

ﬁ(l-"'.x) £(t)at =

°O

87-—-—""3

= ?.-k ('ﬁ-=2) f(t)dto
oQi . L

5%Supongam@s ahora due :felﬂ., per6 que nada sabemos sobre la exis-
tencia de su»derivada. No_ podemos entonoea forma: lae aproximanﬁes de

la derivada, pero sl 1as derivadss de 1as aproximantes°
(£,)'= Sk, x £,
$1 ocurre gue pars n—»ooexiste p.p. el 1{mite :

1_§m (fv\) 3 39

se dic@ que g o8 la derivada genera;izada de f. (4)

; ) | .
(‘) 3 Otras definiciones equivaf%ntes de derivada generaligzada, asi como
-sus principales propiedades y el motive de su interés, puede verse
en 3§ m, Gotlar : Seminario aobre integrales singulares, 1959, Fo0,B. ¥
No , ‘ g
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sor de la teorla de d1stribuc10nes de L. Sohwartz.

PTG a
e T T
L et .

Tan

Asf por ejemplo, la fﬁhbié@fde,Diriéhiet D(t)éwo para x irraoional
y #1 para x racional, tiene derivada generalizada y vale'cero',(eé.ih-

mediato:éomp:uébese).

Para que 1a definlcion dada sea correcta, es necesario probar que no@

depende del nicleo particular k ‘utilizado, ¥y que si f es absolutamente.

continua, entonces. tiene derivada generalizada g y se cumple f'sg, p.p. |
No entraremos aqui a considerar téles cuestiones, remitiendonos al traba

jo de M, Cotlar citado.

E1l. conoento de derivada generallzada se debe a Sobolev, y fué Precu

- 50 =
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Probablemente ses ol que pasamce & considerar el cempo de aplicaeion

' més importente de ia teorfa de nficleos singulares, y por consiguiente lo

examinaremos un poco més detenidamente, De todas maneres, trataremos de

restringirnos, en 10 posible, a aquélaspecto de 1a teoria del desarrolic

en serie bn el cual se apliqﬁan los ndeleos, evitando el tratamiento de o

tras guestiones,

‘En particular, daremos los Tesultados mis importantes == ¥y elcmento-

les — @sobre series de Fourier, que es el ejemplo més importante de sg=—

| r;es de funciones artogénaleé.

Sea pues E un conjunto de la recta real =én paxticular; la recta

‘misma, o un intervalo- que llamaremos el espacio de definicidn, ¥y sobre

el cual estﬁn‘defiq}das funciones a valores reales o complejos.

Pt 0l

Nos restringiremos al espacio  1.2 = Lz(n), eg decir, al conjunto

de funciones f tales que

el = é |2(t)]* at coo,

Mis geﬁeralmente, podr{am@a»auponer definida en E una medida de Ra-

don-Stieltjes m ¥ comsiderar el espacio LY (E) de funeiomes f taisi
-
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o ‘“"’nfu g L) am(e)<eo

Por simpimidad, useremos 1a medida de Le‘besgue dp(x)z dx, pero

ios f‘eeultados principa.les que veremos conservan su va.lidez -:-compruebelo"

el lector=-: ;aun-sin_madifi__qa.r.la -zf_d.emos_tl‘;aciéln‘. T )

| Si f vy gg v 9_heimcaa visfo ya (§ 0) Qﬁe se verifica’f

le(-t) g(t)dtl Ilf llsll,

que no e: way ue la desigualdad de H@lder para p= p s 2, es decir,' la
desigua;ldad de  Hphwarz,
| - Entoneey, para todo par f£,;2¢€ 1} » Be define el'pmducto_ escalar de

| ' £ ‘por g mediante la férmula ':
(£,8) = § £(t) s(t)at ,

¥y es inmediato ~omprobar :ue POR O ins siguientes prooiedades (i , fiis

‘nfmeros complejos ) 8

s e

e (g, )° (f,g} . o
b)) £ vl f2 s 8)804 (£, o@8)+X, (£, ;8) ;
o) (£,8) s I £ »

d)fv (£,£) = o @f 0 PePes




‘De e.) y M " ge dedude que

| | e, B s, was%) ﬁ; (f.g, )4-@9,(:,%) | |

Gomo ya .hemoa &ichca la diatemci.a o »2 esté definida por . '

: d[fggl | £=gll e (g, f-.g) Ay '

~.Dos. fumiones 88 na,man ortogonales -0 perpendicularee- cua.ndo su

pmdueto escaler &8 nuled _ o ‘ R .
(tg)e Sf(t) g(t)dt co. S
Diremm que une auceswn de funciones {(ph(x)} (hz 0,1 2“_;.’ rorun

l

un sistema ortogonal cuando son. tedaa ortogondles entre sf;

l

(Qpi_ s@j )s o pa.ra todo i;é.]u
84, adem&a estan normalizadaag es decir, 51 pe,ra todo 1 se cumple

EI(("?‘i”grpi)” M%M 3 1» k el ailt@m se llama. ortonormalo_ En tal 880 ¢

Observemos la semejenze entre sl espacio L gy;,,e;'l\:_;e_qpa.ois-,g_n,,‘_e;uc:lmeo

(4’) ‘I‘oda eapacie vecmrial entre cuyoe elem«mtoa £48s00+ (MO necesa-

L riamente funcionas) esta definido in producto escalar como un nu-
" mero complejo con las propiedades a), b), ¢), d) ¥y tal que como. espacio

R .matrim: con la distancia asd definida sea completo (cf. §O) s 8e llama

~ _espacie de Hilbert, En perticular, el L*’ es el unico ¥ que es egpa-
~ clo de Hilbert. -



'5d§ tres dimenéldnee erainwr&o. A las/ funoionea b4 le eorronponden 1oa
veotoreo 1, al productatcncalar (t,g) el proaucte eecalar i vs u, G4+
fu ,Bat¥; % 5 & 18 norma hell. el mbdulo ﬁu = (?i g )’5 3 al sistema ortonornal >

5LP°<m<a<t>a%<*’v°", 108 "’f’*"“’“ mitarios. wo“' T

en la forma
U= gheu, ey,

sera poqib;e:feﬁreeentarfuﬂa-fﬁnoién 'félf pOr sus "componentes" -
0« (£, to. S t(t)w(t)dt. |

Cf(x)s 2, 0,Gdx) 1
. - . .‘ B ‘, h2o ! ‘ . .
' Obgervemos ante todo :que-sl o) desarrollo es olerto:

mediante la tarmuu.a |

r(x»z_ c.‘wx) :

‘:l\sc
Ly 31 es’ lfcita la 1ntegraciah término a termino, se deduoe 1nmed1atmmente,
!multiplicando por QQ(x). 1ntegrando y teniendo en euenta las relaciones

fds ortogonalidad, que les t"oomponentes® Cy, estén dadas efeetivamente poi

% | o '0"3 (f.(p,‘ ).

- -




v

l
I
i Los C, aai daflnidos B8 11aman coefioientes de Fourier de 1a funoi
¥ respecto al gistema @rﬁonormal {Qh} o | | 5
% Plantearemos ahora el problema en forma mas concreta.
; | Sea» fe L o Dadorel sistemaiﬂ%} P se calculan 109 coeficin@ﬁes de.
IF@uri&r € s(f @h) y sé construye la. aerie de Fourier de f :
B b | .
| e @
F(e] =)= Z ¢ @ (2. |
S , heo : ' l
o ' |
L: . |f = 1 . : :
Llam&ndﬁ: ) hoL e : _ R ;
5 . ‘,; N . B , ‘
Szl 20, 0,0000 B (2,0 7 (x)
B - heo ‘ . e ' S
R T ‘ R |
g A | ,
(

a las sumasibarcialea de 1a gerie: . bajo que condioionee podremos afirmar
que S (x) &onverge a £(x) , es decir, cuando serd £ igual a su 3¢?1?'4§
Fourier: 5 S . - - R |

tx)s ?;_:ej[g (1

i comeneemos haciendo notar que, es necesario definir que quiere deeir
que 8., tiende a £, Asi sefpodria hablar. por ejemplo, de convergen-,
l; 4

pla punto a punto, convargencia uniforme, convergenc1a en norma (ﬁ S -f”

= 0), ete., ¥ la respuaata puede varier en cada easo.

1
\
i
1

.Y shora sf entrarembs en la cuestién: coneideraremos cada convergen-

kia en nar%ieuLara y con el ‘suxilic de la teorfa de ndeleos aingulw
A o ': .

] L R - 85 -




 trataremos de esteblecer ousndo se verifica
8,(x) — £(x) ’
- es dec:lr{ctﬁﬁdo .podemcf&s lescrim.r 8 |

Gk

; (f.@h) (Qk (1) . Cad

@

E:‘Sé‘ __ convmémi'pmtual o

ges pues £¢ 1’ ,GF [£] (x) = ﬁ% Cn@u(x) su serie de Fourier, y

- C. g(fgtph) sus coeficientes de Fourier.

Liamando 8 (x) = :i. Cn @n(x), se trata de averiguar cudndo oourre
~ hye o _ | . s
s,(x)—> 2(x) en cada punto x. -

ée tienes
sk e @l (8660 B o () { #) Rsdar =

e

39

e {z% (X) % “"’} a

. Entomoeés, 1a - .rgencia puntusl § (x)—»£(z) estard asegurade

ine f6




Wteoremas de 2

w :
o e O P

‘,se tmma- aﬁt.vf

PR

x,,(t.m& %(x) %m e AT

"8@ : i‘»'

Sea un nucleo singular que satisfaga a 1as hipétesis de alguno de le%

Aunque no_es necesariamente k, (t x)= k (t—x), esto no tiene 1mpor -

?tahcia esencial;'»k sera nucleo singular si

\ K (tyx)at—w1 -

- F .

- ﬁpara todo. (a‘b)@ x.°:¢Loa conceptoa de cuasi positividad etc.,‘se &ew

1 ;

;finen anélogémente, y nd vale la pena repetirlos.

En el caso part1¢urar de 113 series de Fburier, e1 eepacio de definlu

o1én es el intervalo (=T ,T) v el desarrollo es

ol @E qe

: keqp

,jﬁ}_ ‘El 1nd1ca de sumacLon varia de woo acx:' ent@nGESata_sﬂméapa:efﬁx'

1

‘\

Las funci.ones eth (he 0, 21, * 2 n..)'- son ortogonales: ,-—-e*csmpmé? -

PO

| :
bese~ pero no estén’ normalizadas' el sistema normnlizado correspondienq

'te esta dado por .

(x) 2o
“’“’,‘.m,

=57 -



. .,”;-“para» pequeﬁo .;

| o ) | o R - ' : ! 4

Entonces: TR L A G L %

1(n+i) (x-t) e' -1(n'+*") (x-’&)-’*fv ~f}f

fEwoT (x-ﬂ
oo ex

Esta expresicn es esencialmente equivalente al nucleo de Dirich-

1et (8 3 G)p ¥ as{ se llama tamblén ¢ en | este casoa,. Esto se debe a que,

: 2 sen %—mu, ademe.a 2 sen% 3610 se e.nula. en: Abzo, ; 

pues el reeinto de 1ntagracion ya no -es ( - oa) sino ('v 'w), lo‘éﬁal

”poco madittcauesencmqlmente 1a cuestién,: compruebe el lector todas 3

‘estas afirmacioneaenitiéi' “1_"

En definit1Va, la eerie de FOurier converge puntualmente en las con-'

}

dicionea del teorema 2 (criterio de Jordan) Gtros criterios de conq‘

fvergencia ne los consideraremos aquf (1)
)4 héEho de que eL nucleo de Dirichlet no sea cuasi positivo, sino

tan solo debllmente cu&st positivo, ¥ no satisf&ga las hipotesis de los-~

i
o
i .
1 0
1 ' . .
i .

( ).,cf., Bor ej.: zygmund. Trigonometrical aeties. cap.I‘.
( )e cf,, por ej.: zygmund"op cit, espgelalmente B cap ;mm



| I PO .
| L s g-:u'
!vj— - : . \ ‘.:
’ ‘ o
\ .

converge puntualmente a s.

\ "‘
T G.,(«)(x)g
S

| §‘5.} . ponve@gaﬁeia.ceééfdg
| i )
‘rie numerica o funcxcnal. y

~ Sea Z:Ju una
Sy :

[

sua BUmaB parciales.

Se dibé que‘ 8 ¢0nverge Gesaro(c 4) hacia ‘s;[ éhgndo-la sﬁqesiéﬁ

| de premedias aritmeticos

h:

Se demuestra faemlmente que si s converge en sentldo ordlnario,

entonces ?hmbien converge Cesaro (c 4), ¥y hacia la misma suma (comprueb31 

'el 1ectorp “En oambieID 1la gerie Z% ( A" no converge ‘en sentido or-

. i | ) .
dinario, Y en cambio si converge ceaaro (0.4) hacia ——-(hagase) Por

1o tanto L converge%@ia Ceséro genexallza 1a nocion de convergencia.

En nuestro caso.hA

W»entohCes‘:




.’ReempiaZandox-ch porfsﬁ valor:

@;?(x)zs f(t){ z;; m-n)%(::)@(ﬂ}

5\.0 Loy

Entonces; la convérg'eirié'i?'& (@31) esta; asregu_rada' sl . -

| k“<tx) _Zi (1-B)Q(x) G (ty ek I k{"’ _<_x-,-y )

es un ﬁﬁcleo 'éinﬂgular q‘ue sati'sfaéé algtiﬁo :...‘103 teoremas del §2.De- 1

‘s-ignamO‘B'j kn a.l nucleo correspondlente a la eonvergencm pu:ntual.

_,..Ei_;_-i;a_;‘ti‘qﬁlér, para sgeriés de Fourier:-_ e

B!

=3 ein(t-x) -4*-15 -—-1n<t-x)

1("5—1)‘ ¥ P ’1(t*3§

80

| in('t—x) -vin(t—x)
ae.’tie‘ °2+& ‘_"'-

Sy 1%(’5-—:&) " wi%(‘h«—x) ;  \
" - e*. ' e
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1. sen g{(‘bux) |

& covses

ern en tmx

P@r‘las miemes razones Qué dimos pare k:), estg nﬁcleg ee~equ;valen~

'te al de Fejer. Es facil comprobar que e positivo y satisface las hipéq

: tesie de los teoremaa 1y 3, & eonnecuenciag la serie de Fouxier oonverge

Oeeéro (c,l) en casi todo puntc No existen ahora dificultades en la con-
vergencta; comomacontecia en cambio con el nucleo de Dirichlet pare cgnver

gencie puntual Esto se debe a que el nucleo de Fejer es “mal potente" que

el ‘de Dirichlet,

En general, se define la:cohvergenéia Oesaro (6,{), para todo € natu=
ral, mediante la férmula de recurrencia

GO ss L G oo

'y se dice que sﬂ(x) converge cesaro (C,¢) hacia £(x) cuando fﬂ(=¢F( )

V’Duﬁtualmente‘(4) o

Un calculo un poca més engorrono lleva & concluir que 1a convergencia_

Ceséro (0,2) esta asegurada si

Nef

@e,mey, (-5 Qe

. L . . hie

es un nicleo aingulax que satisface alguno de los teoremas de § 2.

t

Puesta que, segun sel puede demostrar (higalo ‘el lector), 1la convergenu

cia (G, ¢,) implica la convergencia (¢,£,) hacia la misma suma, siempre

que 1> ]. N conclu{mos que para series de Fourier no hay ninguna

(4) En Zygmund, opect., Cap I, se define la convergencia Cesaro(0,8) en

forme un tento distinta a la que damos aqu{. A la definicton que NEsQ=
tros dimos, en cambio, la llama convergeneia Holder (H,€). De todas ma=
neras, se puede demostrar que los dos metodos’ %bn equivalentel.

w6l -



‘@Xficultad: existe convergencia (0,£) para "t.()do- £ 31, en oasl todo punto,

T
N

. 0

o § 5.4 |  Convergencia Abel

o0

: Thacia le suma 8 - cuando para. todo r<1l. existe convergencia puntual'

&ad@mé.s'exi,,ste el 1{mite. T o

o iim s £ 8
r-»i% R

8i 1a eerie va. de 'wm a -no » hay que tomar'

°¢‘Ugﬁ| | |

3,.' LT u,.

"'l'.co

Puede demnstrarse que ‘la. convergencia Abel es "mas potente“ qu.e cual

N quiera da 1&8 (CgZ) 84 E, u, converge (o f), para alguni y entoncea?‘_;

conve:rge Ab@l haoia 1la mlsma suma (4)
Enel 2880 éue inba;}iiiterésa; sl liama,mo'sﬁ A" a las dprbximantes"dé»
' fs se. tién‘e‘f:

g,(x). E * 6, (%) ﬁ T %)qoh(xu

\\10

3",-& - (Qh(x &f(t)([)“(t)dt

e

(1)-13 cf“ Zygmund, op@@to, Ga.p. i
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Tnvirtiendo puma con integral (Justifigqggg),_$¢§ulﬁa;‘,_ “

A= (t) {w AR REY cphm}

T

Por 1o tanto habra cdﬁ#érgencia'"Aé—érf”“si para r—=l -0 es =
o (85X ? ™ @, (x) @ (%)

un nﬁcleoﬁéiﬁgﬁlar‘que“satisfaga a alghn teorema del § 2.
En el caso de series déyﬁourier, lo dicho més arriba ya nos asegurs
la_eonvergencia Abel p.p.; d&re@os sin embargo una demoatracién”directa.‘

[T
PSR

' Llamz’mdc X-tz © v rE'@EZ, tenemos:

M

e 1 2 e iheen L 2 el
k t . nLxs o emmemamm 4 Z m -
| f< L, T Y i B ks
e N S e
“em -2 1-Z) 2w 1-2-32+\)z\*
R S W S

2T 1 - 2r cos(t-x)+ r?

‘/

thenem@s pues @1 nuele@ de Poxsson del circulo unidad (§ 3 b, R.sl)

y como @ste satisfaoe a las hipétesis del teorema 3, concluimos que. exie»

t@ e@nvergencia Abel p.pw‘




. como ya vmoa (§ Q) ' &m cenverge en norma hac&a f az. ﬂf»aﬂ#-@a..

-En el oae@ de desarrollo en un - aistema ortogonal. o | '

an(‘m)t L (fu%)g&(x)n :

b4 se tieneb

Ao, l* (28, -8,); (80 (s.,,,a“) - u,g; - (8,8)0

Pem, por llas promedadea del pmduete eaealar,g o

ﬁ f."?_f_;,E (f %)(9‘,‘) 'E (f (£, c&)cp‘&j

P aw ;f,,mg Pl s

:l;;s—e o

s, \ﬁ

z‘j (£, «a)@h, i(r,m@u) .

q° kgo

- :.
o

=i§((f %)%u(n‘m%) h % (f;,‘%). G‘:@“) '(% o)

? ':. :\‘gm [)

ha®

‘l | ‘%h . F (f (?L) (fbcpk) &,,’ ¥ z Mf’(?h)&%. .

Entoncée I

Ie- &H i lz!ﬁ ;&(n%)h

Como ei primer m!,em'bro es no inggafp"!,vo, 6s cumple:




S
S

Cwep ;Em TEN D R

B

‘v puesto que la desigualdad vale pJId todo n, obtenemos la- importante

lsdwsigualdad de Bessel.

o “f“g ‘ ﬁ (f %)Ea

hsa ht»

\0.,1

vélida para cualquier sistema ortonormalt la-ﬁorma"de"gné funcion et ma~

W

_ ya:foqigualxque la suma de los'ouadradqs de las cqmponentes,;;

oo

‘,éi'hubxérg convergencia en norma,}debéi{a cumplires, por dé;;hidigng
e ;"Vs‘;,’ll—’- 0,

y en conleruencia 1a desigualdad de Bessel e tranaforma en la - ggald

de Paraeval: o -
RES & uf,,;wa*

¢

(Gbsérveae 1a analog{a con el teorema de Pitagoras, si he1 2,3,, f es un

“vector, ny los versores unitarios)

Se dice que un sisﬁema ortonormal:{ﬂl}' es oerrado. cuando para toda

.fﬁ‘L2 ee verifioa la igualdad de Parseval, Yy como esta ultima equivale a

18. convergcncia en norma., resu&ta que existe convergencia en norma para

toda fg La Bl ¥y solo ai {‘9} es cerrado., A la formula de Pa.rseval se

la suele llamar a veces relaclon de cerradéz (‘)

Daxemos ahora otro concepto que, segun demostraremos, €8 equivalente

i

(1) : & aleman. Abjeschlossenheitsrelation.

L -85 -



’10;1.7@ serrades., - o o ot

Un sistema ortonorm&l {@.‘ _(x)} 4 se nm ggmgleto ouando no existe
‘ninguna fimci@n or%@g@nal a to&ag 1as (Pk(x) (aalvo ) natnralmente, 1a fun-
¢idon nula p,p'.,) a.j-,,‘j m otraa palabms, {‘Qh} es eompleto cuando fe I.2 y
. (f,‘ﬂ,)' 0 ,p;arvé. ted\o,h, 1mplica qu@ fe Opm. ' |

\ Demaetraremoa [ continuaeion la equivaleneia de los doe eonceptoa 2

| a) cerradezzm) comple‘tsidadu o | B |
En efecto, por 1la igualdad de Pai-seva.l resulta que si (f,@h)z 0 pe-

‘ra todo h, entonces I!f!l@ 0 y per ‘1o tento £=0 p.p.

.‘ 'Wéoinpiét 1ded =-.> defrdciéz _—
Séd fgvn‘;‘ ; las sﬁmb."a parci'aleé correspondientes son
8 (‘X) 5.; (f %) (Qu(x)

' En virtud de la desigualda.d de Bessel.

el 5 F 1,000 Us,l* |
resulta que “&“ - Sm“ Ztl(f ‘P;.)l se puede hacer arbitrariamente pe-

[
,queﬁo para. n y m grandes. Entonces la. Bucesion S es fundamental en la
metrica de la. noma,, ¥y oomo 12 es’ completo, existira una funcién ge Ifzg
ta‘l que Sw converge en norma hacia ella. es decir:

ssgu’ z: Iz, ‘&)l .

N oy

E‘l teorema qnedara demostrado probando que f(x)g g(X) PePe o -

- 66 -




98 tienes '

B - (f qa lim; qu) § {

| pmes%o que gcgas gq%)L ugus N (désig. de Sﬁhwarz) ¥ ug-s,u-»o., o
P@r@ para n. grand@ @s (ﬁﬂ ¢l)"(f Q) por definicion de 8
En%onees (gmf,QL)s D para todo h. Y como el sistema es completo

aefcqmpie.,g(x)a,f(x),_?papo ,@aggﬂp;-,,.l-

- C@ﬁ’esto hemﬁe démdétradé'ﬁuéé“Qﬁe: Es condicion neeesaria y snfi-

”ciente paralque 8, (X)Sgg; (f %ayq;(x) ecnverja en norma haeia f(_),iv

l¢D&T&¢teda.qfﬁanﬁyjque.@1 sistema ;{Q{}»saa’eompletegb(ﬁ)._-

ugil Hemes introducid@ la nocion de completidad porque en ocasionea es
ﬁ“maa @omada para usar que 1& de cerradez, cuando se estumiala oonvergencia
,@n»normaq:  Sin embargﬁg en el eriterio que dﬂmﬂ' & cantinuacion, 8 usa

i
nucleoa singu‘lares3 no 1a tendremos en ouentae ,

| nemostraremos que.> Parawgg@ exista canvergenaia en, norma de 1& su-

ﬂcesion Sm(m) g:yf(f q@)%h(x) hacia f(x), para tods fe 1? 3 ea condio

iﬁw@ion eufioiente que ky(t,%)= Zi:%ﬂx)QL(t) sea un’ nucleo sinfﬁlar (2)
3 - , e i

N@temes que este enunciado mueatra la eonvergenoia en norma és la ’

/

}1¢ que tiene 1ugar con mayor facilidad, ‘pues no- le impone a k%5t x) ninguna

(ﬁ) La demostracién es vﬁlida para cualquier espacio de Hilbert-es fdeil
veriog vy ha sido dqpiada casi textualmente de Achieser-Glassmann.
Theorie de?fLinearen Qpquoren im Hilbert Raum, Cap. 1, §9

(3) Le demostracion qu¢ daremos, mucho nés sencilla que 1a original. fue?
' sugerida par el pr,ieser ﬁ Pa Kahane, - : »




condici6n adicionat!. de cuasi positividad o ouasi poaitividad debn, y a.de+-

'n‘s ge cump‘.le para todes las funciones de I:"" ‘ (Pero si fﬁ L" ‘no. hay
‘converg. en norma, y puede haberla de otro tipo)

|

k.‘do, es decir, que la 1g'ualdad de"’ Parseval se verifica para toda f€ L « Pe=

Por 10 expuesto mas arriba.a baata demostrar q1e e1 sistema ee cer;a-—

v_ro, por un teorema. de steklov, es suficiente probar que se cumple ‘en un

on;]unto denso en 1’.,2 para que el sistema sea cerrado (4). |

Elegiremoe como conjun‘bo denso en 1? a1 de 1as funciones eacaleraa. |

.‘.,En primer lugar es 1nmed1ato oomprobar que i X (t x) es un nfieleo singu-|
‘ R
‘lar, g(x) una. funcion escalera, entonces las sumaa parcia.les oonvergen ‘

,“puntualmente p Ps hacia g(x) n efecto, llamando .D. (t);la funci6n ca—
r'ncte‘rfstica,del -1ntez_°valo‘ I,-' o |

s.,,(x)s 2{3 (s.%)(ph(x)- \ k_"(t x) g(t)dt=Z_. ).Ak (t x) ﬂ. (t)dté

' ,Z:.x Sk(tx)dt-——bz:.lﬂ(x);g(x),pp.’.
| L TR T b

',.’?{xk (t x)dt -—-*.Q.L(x), pgr definicion de nucleo aingular, sal
\“ , . z'ﬂ
kwo a- 1o sumo en 105 extremos del mtervalo I .

,puesto que

Aplicando e1 teorema de Faton(ﬁ) a la suces{én {l&n(l)‘} . obtenemb

llgl! " %" L

,Peré: N . 2 -
| ewp l[s_nll = sup Z It&, 4) I- h . kl(S:'ﬂ,)l |

;,(4) ¢f: Natanson: Theorie der F‘unktionen einer Reellen Ve&nderlichen,
' . GBp ., 3, para la demo-tracion del teor. de Stoklov (Hay tra.d.

J’La

al inglés).
) g e - e esé-a




iEntoneesx
o el Z.‘.Hs,%)l

r como el signo ‘ esté exalmda por la degig:ualdad de Eeasa‘lg resulta

La tesie, c.4.4,

. ;f;HOtrai_ forma equ;w‘raient‘e ‘de—gnunciar este teorema ser{w {%(*)T
‘s un éistgﬁa orténorﬁéi, y"péra todo (a,b)= x s¢ oumple {ziql(x)Qi +'l
dt’—-p— | 1 émdo ana » entonces | | { %(x)} es completoe,‘z' En rea..
udad la hipotesis kpu@de debintarse atin més, pero no nos ocuparemcs de ‘

880, -

::En paf’rt-iou‘targ como ‘el‘ nﬁcleé de Dirichlet es efectziv‘a-menté 'un- nﬁcl#

o si.ngular3 Tesu"td GUe ;:;azuw series de Fou'cierfox:.ste oonvergenciu en nor—

' ma., y vale 1a, 1gua1dad de Parsevalg para toda fg Pl

| (5:) ¢ Cuyo onunolada es:' "Si una suceaién de funeiones medibles” y Yo new-
‘ . gativas converge p.p. hacia £(x) en un conjunto E, entorices se

cumpleo §f({x)ax % sup § £ (xz)ax." La demostraocidm puede verse on _.atanff )
s, op. Sitw capm s L, o ' :

969 e ) . . S S
i . - .
; i . o



¢ 6.  FENOMENO DE GIBBY

derP'a de 1& foxma como Zygmunﬁ () eamudia la ﬂuestlon on el 0430 paro

ticular del fmci@@ de mmam@m

mgs .que oxi&tqn 408 vgloréw ~ ‘inidos

da 220 ge, cumple
I " Ir ( . 2 [ . 1,‘;, ;

i

L s me k ($)ds _gg» ¢ 1im gk ('t)dt P dapx1 | |
SN T e e “f”“"’“ R S %

1!““

{x,n} cmlauier ‘sucésién de términos positivos que tiend*

y supongamos ‘Gue para’ eada. sucesion de. este tlpo exi%

an»lésilfmiﬁesp 1; ng'~a_ SRR

O N N EE |
S -‘}%‘Pw { k.,,v\(t)éa'-e;;«- m | X (e
b : .{ ‘K.—J o c - . ‘

!

Ya no pddemos af:.,rma:r oue los valores limites eean o( YP pdes ého'-}

f \ . N ! . i

! |
~;ra varlan 1os 1fm1tes de 1ntegracion Definamosiehtonaes los nﬁmerpqp‘i
. I 4 l(

‘obtenidos vaﬁlamd@ ls su@esién X -vpo, X > 0 de todas las maneras posi

‘bles: o | j, { S
; P , . ’(-..
£ ‘ A ‘ - ® '*; ’ | ’
L Vg o0 A AL e - ®

Como 1alsu¢eaion x ‘puedeuténqqr,hacig;qur’ﬁanllentamenté'comO)sq

eumple B R T P SRR B
: P R e
' I L [ 1ot
i pmrone o ooy G e ! ! ‘- L i l ; 0 |
1) ¢ Op cit, caép ‘Zm“s_f&b,
| | i
24 AT
{ v; ' :1“ # |
: l l i




é?~enkconsecuencin:
i o , | 4’ P < . L4
! . 3 og) a8 »p ., \0(, *‘P

En paxt;eumm 81 el mi@l@@ k.wm s pminc, camo para cada X

-

. ‘86 cnmplg. o ' @ ’ , | S
. . @*9 b [*] . ;

. : “’x-n
resulta que o , , o |
. ( , . : .,,Q 5 79( !‘ /g F ', 7- o i

' Si el nucleo es de Bcchner (S 3 8) ) el oalculo es mﬁs sencillo, puea

@ L ' : /0,‘
h(nt)dt . sup 1im_ 4 \h(u)du o

| {Xe 3%* weee g\
: . ; : n'MK“

. @g wp lim, m
{x-n}*ﬂ W . | |
ik aup }%7f$

BN
i

P ii

W? &Pﬁlcgamén§e“resulta:;;

N\

Vo

’ o X C ,‘ V
e pts sup g as;fz_m.au % 8 u au ¥ osus

. I

|
ol
) I

?no_.\. EACEEE RN : ; - i‘:
' [y como otxﬁ S LD, -425‘; aato muestra. que efectivamente existen nu-
B D Tt LA . . . ’ 3

JRES “_K_MA.\.,

eleoa tales que ( ,
! ' N . ‘ 'L'. ' N "’ J { . v
Prosigamos\&hera con nuestro ra.zonumientem ; 81 Y(t) o8 1a funcion‘
o I .

de‘Heaveside (- ,0 para t*ﬁo,-al para t O), su aproximante sera ;

l



|
Etorno del punto t=0 de dlscontinuidad. ¢laro esta que en virtud del,
i ‘ ' - '
' teorema 2, pura cada X fijo sc cumple

.

b

x>0,
x=0 ,

x<0 .

Sin ambargds por 1o viato ree iontemente°

: : : '! R H i, ) , =
o lim ‘iY =z, )g o #Fv 14-(0:_9&)9

e } " N

Fs deeirg ﬁa onde. aproiimante B8e "escapa“ fuera del segmento del sahm

lto d@ la funcic$ - 8i al miembro derecho de 1a Gltima relac1on 1o llamaF |

lmcs Y (#0), poﬁemca ‘eseribir:

ff “’0) ® Wo)«r(u --ot) y(+°)
| |

- Este hecho es el que se denomlna fanomeno de Gibbs, que nos proponek

' mosg abora estudiar para cualquier funeién f(t)

J

{
;

Antea que ﬁada notemos que 8i r(t) e@ continua en un. entorno del*

punto tg,x ; n¢ 8e nresenta alli el fenemeno de Gibbso | En efectoi sm,

: oy L
suponemoa que s¢ s&%isfacen las hipotc81s de los teoremag 1. & 2, hay

convergencis uniforme en un entorno de X, y por 1o'tanto,'si'xﬁ—éx ) 88
o | e - e
P 3 | 5

cumple

DR # (x,h)——» f(x)
Supongamoa ahcr& que fgt) tenga una discontinuidad de primera esp#
ctcrm?r X ﬂéen &&lteﬁeqiﬁw A o

i o
-T2




q—“; Px) » f(xw0) = f(x-0)r0

y sep continua en un entorno reducide de x. -

i

La funcidn - |
AU e eex) - A(e)

......

gerd contihtd en t: %
‘pazp toda. T

'ﬁ*(xf'o),;" o\;p. 1im 'l»‘twl,'(x,,").;.-

¥ en comseouenciar. i ||

: U le@ k) m A (zr0)e 1= L 2(x0e),
|0e donde Tesultar
SRR T tMxto)s fixte)w T(K 2 k) S

Es decir, si o g, hay fenémeno de Gibbs,

77" 84 tuese én camdle T7¢ o, ¥ definimos:

m)ﬁ 5

“(xpo)e 10T 14 (x
d (810- o) {Xw}wﬂn iim, | :a(‘

¥ tememos en cuenta que  gup G fs ( inf £, Tesulta también
£(x:0): £(x+0)+ € (of =)

""" 'Por eso; pata simplificar la notacién, escridamos .-

- 13 "‘




ﬁ;‘i 33 - gA ,f "@:':: i Si 5’ “ j I 03 v - L “ |
e ’1 f A g G‘ < O

{ iy ML ey g e fode o
(5"4 ERSE RS R A S 1

¥y entonces, para cualquier saltod

f‘(x ";@)2 f(:w@) & G" Lol = oc)p-

Se puede razonar en la misma fbrma. pa,ra. el semiantorno a 1a izqui.er»-
da, usando pdr eaemplo la funclon Y( t ) y Y llega a un resul%ado ana~

logo' ' ﬁ] - R
: e X (x-—e)s f(x=== o) + G‘ (9 S Tmas e
dpnde: |

Y €0

ffﬁiq:{wo),_; . inf lim | _fﬁ_(zﬂ)', pera a:,?’?o,
) ' 'ix-ﬁ' X000 . o L

R Ao

como ya eeﬁalamos 5 para el nucleo de Dirichlet es o&. - > x';.-‘/!;av, |

£ (xr0) *

y por consigq;iente en la camergencia puntual de series de Fourier existel

P

fencmeno de Gibbs (‘)o | 1En realidad, el nidecleo que apa.rece es k (t)

2 8gN N 'g \s.pero conduce a 103 mismos resu].tados.
z A sem

En cambioy en las oenvergenciaa Gesére (c 1) y Abel de series de mu-

rier no se presenta el fanomeno, pues los nucleoa correspondientes son PO-

sitivos yuentonces, como ya dijimos. of 0‘ s Fﬁ‘ @{5’

1

‘ Otra cosa que, podemos seﬁa.lar es que pa.ra. nucleos aingulares debil- .

(*): En Carsiawm: Introdugtion to the théoTy of Fourier series and 1nte-? ]
grale, Cap mg pueﬁe aprecmrse Tumerosas. representaciones graficaﬁ
de la aprox:l.macion. ' :

— B - . e .

N C




s 9x) s E(xep) t(x - o)> o
y Bea continua en un entorno reducido de}'x.
 ta funcién R o -
PANTY RS (TR R ER (T

Ry IR ’ S g TR g g ’ p . : T -
sera continua enA,t::xg ¥ & uh shtornoe de &1. Entonces, sl llamamos,

~ tH(xw0):  swp lim £ (X)),
o N xﬁ}-‘wwo s -“x“

‘s tiens: Co e
AN vo)s Altto),
¥ en consecuencia. .~Vi':'! o ,
A;de donde resultap

S f*(ai-vf'a)g fx+o)+ (o = k) -
Es decir, si o ik, h§y f¢n6méno’de_G1bbéa

8t fuese en candlo. | Tcony detintuos:
f (x'p»o)z {.x inf  34n f(x.“),

A R R

7 temenos e cusnta que  Eup G fs € inf %, resulta también

f"“‘*‘(-x:ﬂ«o) f(x+o)+ G"(oé ~0£)

: Por esoP para simplificar 1a notacion,Aescribamoe

, ;A73 -



y entonces, pora oualquiar s&lth
f’*(m#@’)z 7 f(x-&»@) A ,ﬁ’ (o(’ e ),

Es deciry en t@dos Ios oasos. la aproximante ge escapa fuera del aeg~

mento del sal‘cc de Jf(t_\,

Se puede mzonw en 1& misma forma para el semientorno '1& izquier»- :

da, usando po:r egemplo 1a funcmn Y( t) ) y se llega a un reeultado ana-ﬂ

logo: . T AU
‘f*f'f‘(x—c)s _,f(_xe @),f.Gé (F ~p).

donde: | T Ah f{ . . _
e gx o) inf s £ (x,) para

% (xr0) &

IR ) 4 I(xmﬁ ) = sup
S x.n}-;x.o
" Como ya Beﬂalamoaa para el niicleo de Dirichlet es & : P 'y ‘“ﬂ‘i v

(x.,‘) ~para @K OQ'

'y por consi.gqtlente en 1& convergencia puntua.l de series de Fourier existet "

fenomeno de| Gibbs (4 )»,.! {En realidad, e1 nficleo que aparecs es. k ( t)
Sen n t s | pero conduce a 103 mismos resultados. ' S .
3 A sen. %

En canbio, en las oonvergencias ceaém {c, 1) ¥ A'bel de aeries de Fouz-

-.9

‘rier no se presenta el f@mmeno ? pues los nucleoa correspondientes sOn po-

sitivos mtentonces. como ya dijimosa df °€ ' f‘? ﬁﬁ | ‘ , o

- QOtra cosa que pod.emos seﬂalar es que pare. nucleos singula.res debil-/

("Z): E'n'carsiaw. Introduqtion to ’che theory o:f Fourier ‘geries and 1nte- 1
grals, Cap m, puede apreciarse NUMETOosas reprelentaciones gra.ficag
de la aproximaeion. : : \ ,

. 7"4- .




mente cuasi‘positivoa QUe no s@an'cuasigpositivos5 ghempre habré fenéme-

‘mo de G!i“bbso Para 109 poaitivos no se producira nunca, como ya dijlmOS*

=‘Y resnecto a 1@8 euasl p@ai%ivoe que no sean p@sitivos, nada se puede g.

'  firmar en generaie'.
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EJERCIOIOS

B S o ey i

S Hacer detallad@menﬁa las demostramlones de que 109 eJemplos indica-ff

dos en g 3 80D nuﬂlé@@ @ingulareaa d@%ermimar gus caracterlsticaa ,i

T y estuﬁiaﬁ‘el fenﬁmenq de (Gibbs &n cada caso, "’
. ,:__.' » :JIV @,,
P | giz*kw!y £ vepifipan slgunas de lse hipdtesis de los teoremes del
§ 2, éntonces se ic;umpfib, salvo a 16 sumo en Xz & y X=b ¢
¥ | - . ' o _ A - . )
o é k, (t-x) f@)dﬁ&s [og ,f(‘x o)¥f f(x+ o)} S (""i*)" -
, ; . ! {
{ 'ondeidﬁgg -es la fhncion carac%erlstlca del intervalo a,b, ¥ Qué i

sucedd en o y b gl f es continua? g Y si tiene una discontinu;dad dJ

primarm eﬁpeale?

il : \ .
f}.- Si;gk ( ) es un nUcleo singular, determlnar bajo qué . cond#ciones

-tk;‘j‘(ti) bembién 1o es.

e ‘

'y, 8i “kﬂ(t) es,uhinﬁggeo singular por 1o menos débilmehté?éﬁasi\p@gi-

tivo, entonces su trafisformads de Fourier

( [Qﬁ k.n']\(x)zxfge{‘xkﬁ(t)dt

'converbejﬁuntualmente:g la funcidn g(x)$1.

Puedefextendefée astéfpropiedad a cu&léﬁier niicleo singular?.




Caloular también Fx, en a‘lgunos eaaoa particu‘laree, y comparar susf
-|propiedades de continuidad y d@rivamlidad, y. la f@ma de tender a. g(x) tL

'segun el tip@ d@ mzelao Kaqio

——

: s ! ; , m ' ' o
5o~ sea. h(‘t) eLﬂ(*wdw )” 5 lim‘%gh(t)dtg 1, lm 4‘ S h(t)dtg . : :
! _ i i N o0 I , R Y- R N iy <o,
Entences, : para todﬁ £¢ i," se eumplegé ‘ L "“ '
1im, ih(nt) £(t)at= &f(t)&tﬁf

'n—oﬁ ]

fn mr;{;iaulara an h(t): _1+ 8681n tzg‘ 19&.“@btiene el 1em_a dQ‘Riemann-'

‘Levesghe. )

. :’
S |,|“  | —°
¥6.- ' Seaﬁ hLﬂ_(t) 'unafsucesién quée cumple: - ;

" }lim g h(t)at=z 1,

M=pog

o ﬁé{ré”ﬁbdo{" z;‘b | fiije'o" 'E‘.’ntences, 1lamando (;Té(ﬁ) al salto de £(t)
en t&x, gse verifica —=imponiendo a h, ¥ £ ‘condiclones andlogas a
lag de'los teoremag del §2—

=

Sl e Chxe(xs e S;,h (t-x) 2(t)as2 “;“(“’)'

1

m partieu,lar, si ese limite egiste para todo X, debe ser nulo salr- a

&

“”"%:"vo a 1@ sumo en un conjunt@ numerable.
g 10 que’ respedta &l fmﬁmem que Gib‘be, viene expreaado por. las
:formulae o W‘(x-&-o)g: (I-M??-.G’ y Gl"f(:x-o):(l@ﬁ:)ﬁfvo;

2 i

-7



utilizendo noteclones andloges -pero no idénticas- a las del § 6,
, 1 ~ Qomo ejemplo particular puede tomarség

B ; "y

hi{t)e &n ¢t ™™ .

™ ; :

.

7. Dado el gistema or'tfo‘ébna;l {@h(x)} , 86 llama funcidn 'dre '_Lgbg'sgue_‘
del sitema & : | '

| L (x>-' & IZ,‘P(x)@(t)l ats

o La acotabion uniformé; ze (x) ,‘equivale a la cuaéi‘p’ositividad
"d.&l nucleo Eingular del Sistema. | |
caloular «(x) en @asos pazticulares (por ej, cf. E;j Nﬂ 8) y en
expeeial pata QP.,(X) % e " (h= o,tlg t2) (Fourier), para. el

mml L%(x) ne esta unif’ormemente acotada.

. g6 demuebtra (Hardy«ﬁog@smsklo Fourier series, &4 13, o Zygmnnﬂ.,
| op. cit., Chp m §3, este Gltimo para el cago part&uular de F&puﬂer
q‘q.e si ,pam algin x se cumple mlign L“;(x)z.q.qﬁa , entonces _",’,‘15?’9_
una funcidén continua cuya serie de Fourier E:, ¢, ¥, (x) diverge en
i ‘ s ©
ese punto. |

o
,8‘.-__; En 163 e:.ﬁempios ciﬁe ‘ca,émos a cqntinua.éién de sistemggo‘;ftqgghgips;..
' ‘gstudiar su completidad, normalizarlos, hallar los nﬁcleoé cor're!ibﬁon#
dientes y determinar sus propiedades, y estudiar el fenomeno de éibbd.‘
(P&m algunos de ellos s cf,.. aourant - Hlibert Methoden der Matema-

tische Physik, Tomo 1, cap xr, § §8 y 9 ; hay traduccion al 1ngl$a,

1?

S




4 Kaczmarz«-Steinhguaz Theorie der Ortho‘gonalreiohen) o

a) R&demahhere SRR -

' 354 N 3 S I T e
P (x)= ,ﬂg ‘sen (P‘*Trx), he0,1,29000 |

Esfo,1). Heaulta. incompleto.

b) Subsistems de murier.

A il’,

@, (x)"rF:‘ gen h £ , hs 1 2.3.“. R

Ex (-w, ™), Resulta incompleto.

.Ver e qué tiende f (%) ¥ tratar de 1nterpreta.r el Tesultado, usan-
- do el -ejemplo , 'siguiente “d)e . Ademas, sl fuera Es (O , T ), el sistema
,resultaria completo, " :

Pam coseno en lugar de seno -=y hsa 0,1 2,.../2- va.'.len las miﬂmas

‘ aﬁrmaci’@nea .

o) Feur &r (forma trzgenometrical

_(?h(x) # sen h x, hg 1 2 3,“.,; W- (x)- V‘Tr ,%(z):-jl_;cos n x',"hsli,:'t?ﬁ..

"
,

Be(~T ,f'n-;;), oo Resulta. completo ¢

d) Chebiahev A

Cp“(x)s 1 @h(x)- ..L.. cos(h arc ‘cos x), ha 1 2,3,...

Es (-‘1751),, Medida, (ef. § 5. 1) du(x)v (1—:2) 3 ax.

| cmn-.%g (x‘-— 1) ‘na o1, e. e
Ee (-1} 1), aesni:ta camplatq.
- 79 =




f) Hermite
@, (x) s (1)

E= (-'w,, 00) °

Laggérie, _ | | | |
(P(X) e é__ (x e ‘)"5 h 0’1’2’“.t

E= (om‘)‘.

2 . gh oy o
et 4 gx , h 0,1,2,...
dxh SRS SRR

TS , , R
Medidas du(x), 2 e."i‘~ d;_, Resulta completo.

Medidaz du(x) se"d,x. " Resulta cdmple_té;

(ef,t Maths Annalen, - 69"_Ba.nd, 1910).

SR P

| @h‘k(x)v‘-.’ 4

hz0,1,250003

0 ‘,..,;v:'." pe.rb, O (» %< (2k-2) 2'h

g @ ("k—2)2 4 x((akml)a
2 " v(2k—1)2 <x < 2% 2 h
R -('x(l«

\0
X3 1,2,..05 2 3 Eaz(o0,1). Resulta completo,

i

1) Bessel (of,: Bowﬂanu Introd., to Bessel functions, §§ 17 a 19 y :

- §) sucesiones

97 = 1oo)
sea J, (x) , n> —1 1a funcion de Bessel de orden n, ¥ ,i 1,2,
B ,ece BUS rafces posltivas, | Entoness:

cp“(x)-g_ .,J_,ﬂ,(vc,,k_-;x) » Bz 1,2,3,..03 1 fijo .

Bz (0,1), Medida: du(x)= xdx. '
_ , 1 para Xz h
‘.{’R(x);_ \ . BT

: L0 " x#h ,  hes o 1 12p00e

Bé Lo,o_a). Medida discreta de masa P,,: ne 0,1,2,..

- 80 _




Resulta completo 81y ZS‘éio;s_i pwgo pars todo n.

Mostrar que puede haber convergencias puntual, Yy no en norma,

L]

i

9.~ Sea E= (-»w;,w) la recta real, con medida concentradak”-p(x) en ca-
da x. mfgqncegﬂ fers si ¥ sélo 81’ f(x)s O salvo a lo sumo en un

conjunto numerable X, , ¥ ;gf(xa )! p(x; )eoo, Un sistema ortonormal

(no numerable) es: A
S L [p(x)] : si x ax
(9&(!) : k ;
| o 81  x #a , of Teal.
Entonces

ta - .4

k(t,x)z éﬂ%(x) i l6)# m-&(tmx) .
| - [T st t=o0
donde se suma sobre todos los o reales, ¥y ‘Eﬁ(t.) @4
| " | | L0 sl t##0

‘La funcién k(%,x) es el valor limite del nficleo singular corres—

pondiente, y se puelle pasar al 1{mite bajo el signa' de int:egmls
f(x)s"§ X(t,x) £(¢) du(t).

o G

)

Ests igualdad se cumple para cualquier f definida en lia recta PE=
‘ _ . . ,
al, aunque no pertenezca a La, .
los coef. de Fourier de f som G [p(h)]‘ f(h). £l sistgma es

completo si y sélo si p(x); 0 para todo =,

po

b iz @

o= 817 -




- Gonsignamos: solamente alguxa bibliagrafia sebr@ nuoleas singulares ﬁ
no asi sobre funciones ortggonales@”t&ma que hemos tratado muy parcial-;

cmente. ST b S e

,.16;, Natansono Theorie der Funktlanen eine”fﬁéellen Verﬁnderllchen, Aka¢‘,

demie-Verlag, Beriins 195k, ,cap‘“ b il Este oapitulo ha. e1do’ tradumdo

al @astellano por el GEFMYN S
Lo

2.- Lebesgde: Sur les integrales singuliéres, Annales de Toulouse, 1,

1909, phg 25-117.

. 30@. Hob8®n° The theory of fun@tions af & real variable, Cambridgeg 2

ed, 1926,, Tomo “I ; Cap ‘Sﬂ.

4,~  Hehng Uber die Darstellung gegebener Funktionen dierch Singulare

Integraley Sitzungberlehte der Math - NaturW1ss Klasse der Akad. de ”?

Wiss. ?u Wlen9 Band 93_9.19160
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Advertencia |
"' 80, Nociones previas’ S
§ 1. Generalidades : | 7
§2. Teoremas fundamentales - o 11
1, fobre la convergencia débil : 11
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