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PREFACTIO

En este curso solamente trataremos un agpecto de
1la teoria del anlisis harménico de varias variables .
La idea esencial que seguiremos consiste en generali-
zar a n ~dimensiones la bien conocida conexién exis-
tente en dos dimensiones entre la teorfa de las funcig
nes analfiticas y 18 de la transformada de Fourier .

Los conocimientos gue presupondremos del lector
se reducen al material generalmente presentado en un
curso de funciones analiticas y otro sobre la integral
de Lebesgue . Sin embargo, algura familiaridad con
la teoria de series y transformadas de Fourier seria
dtil para la- comprensién general del curso.

El primer capitulo de este fasciculo ha gido re -
dactado en base a parte del material de un curso dictg
do por el profesor E. i, Stein en la Universidad de
Chicago, y en verdad nos seria muy dificil indicar gug
quier parte que, de alguna msnera u otra, no haya sidd:
influenciada por €1, razén por la cual el autor se com
place en expresarle su reconocimiento,

Asimismo, el autor agradece & los profesoreés Cora
Ratto de Sadosky y Mischa Cotlar y a los sefiores J, C.
Merlo y E. Oklander por su ayuda en distintos aspectos,
ya sea puramente matemdticos, o de caracter idiomdtico,
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y als dxy dx, ... dx

I.- LA TRANSFORMAECION DE FOURIER

§1,- DEFINICIDNES Y EL TEOREMA DE RIEKEANN -
LEBESGUE - .
En denctard el espacio real de Euclides . X, Y, 2, ... denctarén puntos de En

y escribivemos X.= (X3 , X3 , «s. , X) , etc. Pondremos +x|2 = (xf + xg +,.,+xi)
n + El producto escalar de X por Y se define mediante
la- expresidn:

X.Y>= lel"‘nya*... ‘*xnyn

En particulsr, IXI2 = x.x .,

P = 1P (&) , pars l1£ps o , es el espacio de todas las funciones medi
bles (reales) defirnidas en E_ tal que:

i/p
lell, = <f 2P @) <w
P E.

n

Los espacios LP mds importantes eon los que corresponden 8 p=1 y p=2,
C-': designard el espacio de las funciones que son infinitamente diferenciables con sopor

te compacto. Es fdcil mostrar-que C3 es denso en 1 pera l€p< oo .

Definici..dn :

Si (X} estéd en Ll su transformada de Fourier es

la funcidn: . .

T(£) = €(Y) = feix'Y £(X) aX .
E

n

Son bdsicas en la teorfs de la transformscién de Fourier 1las dos propiedades si -
guientes: '
8) L@ correspondencia £f=»T(f) es lineal ;

- .
b) f(Y) es uniformemente contfinua .

Demostracidn :

a) es evidente. Demostraremos b)

Pongamos H = (h; , hy, <. , hy) , entonces:




CRyem -2 = [ @®H o Mlnax = f . J
o E, : f4x} R x| R

(Observemos que es ingediato que la funcidn f(Y‘) se contfinua: porque el factor :

(elX.B 19y " tiende a cero, para H tendiendo a cero, luego, usando el.teorema de Le

besgue sobre la convergencia mayorada, resulta que:

f (eI H 7y oMY p(xy ax=0 , para H—=0 )
E
n
< & .

Tomemos un R ° suficientemente grande como pera que A%[3R . Fijado esi
el valor de R elegimos |H| - tan pequefia como pars gue (7" = 1) sea tan pe
quefia como- desésmos cuando . [X] € R . Entonces I%(Y + H) - E(Y)I ee menor que &°.

[
Como esta eleccidén es independiente de Y , £ es unifarmemente continua.

Ejemplos :
(1) Ses n=1 , f£(x)= x(a p)(x) = la funcién caracteristica del intervalo
. . ’

finito (a,b) . Entonces :

0 .
b R
~ < e ]_by iay
f(y) = elw%x (x) dx = eiw dx = £ ___=—e -
(a,p)
“ a iy

Observacidén ¢ "En este caso z:(.y) ne es integrable, pero

I£(y)|® , para p2>1 , es integrable

(2) Sif £ es una funcién trapezoidal (es decir, cuya grdfica tiene la siguiente

forms / - ‘\
. ] s 5 ) , entonces, un cdleulo fécil prue
ba que TF(y) = 0(l/y2) para y—» o> .

(3) Ahora vamos a considerer el caso de n dimensiones. Calcularemos la trans-
formada de TFourier de XI(X) = X(al’bl)(xl)x(a2’b2)(x2) ces X(an’bn)(xn) . Po
demos hacer esto usando el ejemplo (1) y el siguiente hecho facilmente demostrable:

. _ 1
Sies f£(X) = f3(x)) £,(x,) ... £ (x)) , donde £, &L(E) , 1=1,2,..n

eritonces, designando con T, 1la trensformads de Fourier en n  dimensiones, resulta:

To(£) = £(Y) = £1(yp) £2(yp) ... £,y

donde f3(y;) = T9(£5) , 1=1,2, ... n (este hecho es una consecuencia del teo=-

rema-de Fubini ) .
Luego, vemos que £(YJ% = T(XI) > 0 cuando |Y|—> e« |

Teorema (1.1) (Riemann - Lebesgue) :

51 féLl(En). entonces f(Y)—*0Q cuendo [Y|=> e |




Demostracidén :
El teorema es cierto para funciones escalera (eso es, combinaciones lineales finitas

de funciones XI ) = en virtdd del dltimo ejemplo..

. .

Ahora, dado é>o , y fe Ll(En) , hay una funcién escalera fg tal que

et - % [y < € . Entonces,

12D = |f T e ax| £ |f MY (2(0) - (X)) ax| + |f ¥ 50 ax| s
En Ep En

gf 1. 080 = (0] & + 5@ € €+ gl

Je, |

donde f’a é’a ‘la transformada de Fourier de f‘E . Rxestd que el teorema es cier-

to para las funciones escalera, para  |Y| bastante grande, le (Y)< & . Luego
I£(¥)] ¢ 2€  para Y suficientemente grande.

§2, CONVOLUCION :

-

Definicién :
Si f y &g estén en Ll(En) ,1la eonvolucidn de f y g,

f#g = h , es la funcién:

h(x) = f f(X - Y) g(Y) aY .
E

n
Al menos formalmente, sigue de un cambio de variables que fg = gxf

El lema siguiente muestra que laVOperacian de convolucisn es biern definida en Ll(E n)

y, tambien, se puede usarlo 'para_ Jjustificar su conmutatividad:

Lema (2,1) s

Si f y g  estdnen Ll(En) entonces, para casi todos los X , la integral

h(X) = f‘f(x - Y) g(Y) av
g

n

converge absolutamente. Ademds, he& L]:(En) Y verifica la desigualdad:
' Inlly < lglly - Vel '
Demostraciodn :
Recordemos que 81 f y g son medibles en En entonces f(X -~ Y) , como
funcién en E; x E; , es una funcién medible, y, también lo es g(¥) . Esto justi-

ficard el uso que haremos & continuacion del teorema de Fubini . °

T e 2o

=

T e | ek i (i it A Ui i Hareereats S e ot LT i et et S e oS Snseny =
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Tenemos? ' In(x)}] € f le(x - OO . lg(¥)| af .
E

n

/ [h(x)| ax sf {f [£(x - D] . lg(¥)] dY} ax =
‘E E E
n n n
= flg(YH {f If(K—Y)Id):} gy = Hflll.llglll .
E E
n ,

‘n

Luego:

Teorema (2.2) :
Sesn £ y g de ey , f

™L) vy é = T(g) sus transformadas de

Fourier . También, sean h = fxg yy h=T() la trensforsada de Fourier de h.
Entonces:
n(y) = f£(Y) . g¥) .

Demostracidén :

Tenemos,

hY) = feix-Y {ff(x-z) g(Z)dZ}dX =
E, E :

L

= fei(X-Z).Y e:I.Z.Y {f (X - 2) g(2) dZ} L =
B E

n n

= f &12-Y g(z) [ el(X=2).Y £(x - 2) dz(} az = f(y . g (y) .
E E

n n

Lema (2.3
Supongamos que f €& Lp(En) , l€$pge , ygque k€ Ll(En') . Entonces,
1= integral: - ,
h(x} = f £(X - ¥) k(Y) a¥
E

n

converge absolutamente para casl todo X . Ademds, helP (En) Yy verifica:

lsll, < ligllp 1y

Demostracidén :

Podemos suponer gque HkHl ‘= 1 ., 3ea q el ndmero conjugado de p } es=

to es, %'P% = 1 ., Entonces:
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IB(x) ] $.f [£(X = T)] . Jx(¥)] a¥ = f l2(x = 1)) . Je() | P je(n))M9 ay ¢
. JE

n 'En

< (f l£x - DIP [(D)] ant’P |
E

usando la desigualdad de Hbvlder y él hecho de que |lx|]; =1 .

[n(x)|P 5[ le(x -0 |P ()| ax
En

-

Integrando en "X e invertiendo el orden la integracidn obtenemos:

(f IO IP a0MP < fleli el
E

n

Observaciones :
(1) Sea tH
funcién f(X)

, H=1(h, hy, ..., by) , un operador
en la funcién

.de traslacioén (por H), o, simplemente, traslacién por

l&pgC s, ¥ k é:Ll

(%) K(f) = f#k .

Es fdcil mostrar que rHK = KTy
conmutan para cada
tarias que no detallaremos equl - la reciproca es también cierta: si
dor en LP . que conmuta con todas las traslsciones, entonces K

"eonvolucién™ .

(2) Sea IIKIIp la norma del operador K , definido
(#¥) , y que opera en Lp(En).

HKl, & ikl

Una pregunta natural, entonces, es la siguiente: ¢Cudl es l& norma de K

Ligdly = Helly
, hay una funcién

, es fdcil mostrar que
£€> 0

entérminors de k ? Si p=1
trar esta igualdad nos basta mostrar que para cada
con  |lfelly =1 ., tal que |IK(£)Ily +€ 2 Jlklly
te eligiendo como funeién fg

tisfectoria, en el casp general, no es conocida.,

INVARIANCIA
FOURIER .

§3.- PROPIEDADES D&
DE LA TRANSFOQRMADA DE

f(X+H) . Lkste operasdor se llama el

Luego:

que transformas la
operador

H . st rerf

, sea K 1la transformacién definida por la convoclucidén:

N

para cada H ; estoes, K y Ty
H é.En . En un sentido general - y con clertas hipétesis suplemen
K es un opera -

es un operador de

por la convolucién

El lema (2.3) dice, en particular, que

K
Nkl

= esto se puede hacer facilmen

una aproximacién de la funcion: $ ). Um respuesta sg

Y SIMETRTIA

(para mog
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Salvo ads;ertencia en contrario supondremos que £ € Ll(En) o
Los hechos bdsicos siguiente_s se verificsn con un simple cambio de vgriables :
{3.1) - si T = T(£) entonces et T R¥) = T(E(X+H)) .
Tenemos, también, el resultado dual:
(3.1 Si = N entonces Fxa) = et LE 200)

Teorema (3.2) :

Sup-ongamqs que fe& Ll(En) Y, también, que x, £(X) e.Ll(En) , donde x; es

la X - ima coordenada de X . Enmtonces, £(yy, ¥p» -+ 5 ¥p) = £(Y) = T(E)  es ai-
ferenciable en y, ¥ )

14

«E‘;-‘Q— = T(ix £0X) .
.Vk .
Demostracidén :
Por (3.1') tenemos:

£y ves Tty seey Fp) = F ) cony Vi ceen )

By

ix h by
ik X
= o((ee—m=1 ] 2x)) = f AXY (e P13y e ax .
By E by '

n

El teorema resulta de una aplicacién del teorema de Lebesgue sobre la convergencia mayg

rada .

Definiciémn : - )

Una funeidén £ de Ll(En) tieneuna derivada peaercial res-
pecto de x (=k-ima'coordenadadex ) en el séntidp de
la norma 4de Ll(En) si hay una funcién géLl(En) tal que:

(X, o0y 5 th, ..., x,) - £(X)

by

[ 'S(X)Hl’—) 0

cuando hk"" 0 .

Teorema (3.3) :

! 1 . . : ’
Supongamos que f(X)& L (En) tiene una derivada parcial g respecto de z,

on el sentido de la morma de L'(E;) . Si E(¥) =T(£) y g(¥)=T(g) _, enton =

ces:

&Y) = iy, TY) .




jDémostracid:n e
Jsendo (3.1) obtenemos, poniendo H = (0, ..., By, ..oy O )

-i Y-H -~ » —
(S =d) 3 - En| = | P{IZD L0 g0} g

gl

hk .

cuando hy =0 . Ahora el Teorema se deduce facilmente.

-

‘ .
R

Necesitaremos el lema siguiente pars obtener algzunos resultados que nos dar#&n un me-
Jor conocimiento del concepto de 1la derivades en el sentido de la norma de it (ver mis

abajo, teurema (3.5)). Ademds, como se verd mas adelante, este lema es un resultado b&-

sico para las funciones de P , lspgw .

7 Lema (3.4)

si f{x) € Lp(En) , lgpe<oo ,y H=(hy, hy, oo hn) , entonces:
J£(x + 1) - £(X)] =~ 0 cuando  |H|—=>0 .

Demostracidén :
"Es claro que J;: |g(x+H) - g(X)|P aX~*0 cuando |H| >0 si & es continua
n
Yy nula fuera de un conjunto compacto. Luego, si escribimos £ = fl +f, , donde fl

es continua y nula fuera de un conjunto compacto y llf2| Ip < &3 , tenemos:

X+ B) = 2O, € 1E (X + 1) = £, (0] | + HE X+ W]+ [15,00]1 €

= € .

EES . .
: £

wim
+
Wi
¥
W m
i

si. |H| es suficientemente pequefio.
>

‘En caso que 1a dimensién n es 1 décimos que f(x) & Ll(- o , @) verifica

la condicién C 81 f es absolutameilte contfnua localmente (esto es, en

éa‘da“liﬁtervalo finito coincide con una funcién absolutamente continua) y

¥ 6 ; f£. coincide.con una funcién similar pP.p. Este conjunto es el mismo que el conjunto

de las funciones -f &« L1 que.coinciden p.p. con funciones absolutamente contlnuas

.

-

con derivadas en
..'Teorema (3.5 :
coincide con el Ge las

. El conjunto de-1as funciones gue verifican la condicién C

funciones que tienen una deriveda en el sentido de zg norma de Ll(En) .

P i TR

£'(x) € LAew, )
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Demostracidén
Es claro que si las dos derivadas existen son iguasles p.p.
Mostraremos que, si f verifica la condicién C -, entonces tisne uns derivada

en el sentido de la norma de Ll(En) . Tenemos:

-
: Hx+h) = £x) ey = 2 [f £rx+t) at) - £'(x) =
h nooJo o

Ah(x)

1Y :
= 1 f (erx+t) 2] at

h o

-

Tenemoa que: mostrar, entonces, que g IAh(x)l dx~—»0 cusndo h—0 . Usando el
oD
lema (3.4)

© 0 h
,[IAh(X)I dx $f; {f f£'(x + t) = £'(x)| dt} dx =

h o
= 4 f {f!f‘(x+t)-f'(x)l dx} 4t —»0 cuendo h«30 .
h
o] ~c0

Ahora demostraremos la implicaeidén inversa,

Puesto que existe una funcién .g & Ll(- 0, W) tal que:

||f(x + h) - f(x)
h

b ) rb
f £(x +.h) - £(x) dx .—pf alx) ax .
a h a

Pero, para casi todas las a

b b+h a+h A
f fxrh) =20x) g = 3 f £(x) ax = lf £(x) dx — £(b) = £(a),
a h © b b h Ja

- g(x}] il -3 O cuando h—»0

tenemos:

para casl todas las b , cuamdo h —*0 . Entonces, para casi todas las a:

- . b
/ g(x) dx = £(b) ~ f£(a)
a

para casi todas 1as b ., Esto prucba que f es igual p.p. 2 una funcidh absqlué

tamente continua para cada intervalo finito y la derivada de esta funcidn es igual a

-

'g(x). PP

Observaciones : Los teoremss ¥ los ejemplos antgriores 1lustran

el slguiente principio eurfstico: Si £(X) e8 "pequefia" cerca de oa entonces

£(Y) es "lisa”. Reciprocamente, si £(X)  es "lisa" entonces £(Y) " €8 "pequefia”

cerca de ez . Otros ejemplos que ilustran este principio son Jos asiguientes:




x|

a) las funciones " e son, salvo une constante multiplicati
. + X
va, transformadas de Fourler de ellas mismas;
b) e es la transformada de Fourier de si misma (tswbién en este caso,

salvo uma constante multiplicativa - ver teorema (5.3)

"Sea L una transformacién lineal (homogénea y aditiva) de E, sobre En .

Sea (aij) la matriz de L respecto de la base (1,0,...,0) , .... ; (0, ...,0,1).

Visto que L es "sobre", det (aij) #0 . Usaremos la siguiente notacibn: Z = L(X)

. n
DA TERED 8%y i=1,...,n ; det (L) = det (aij) .

J=1 .
Ahora, supongamos que -f(X) € Ll(En) . F(Y) = T(£) . Sea g(X) = £(L(x)) .
Entonces g € Ll(En) , luego, .é(Y) = T(g) estd bien definida., Una pregunta natural
es Mcémo esté relacionada ;(Y) con %(Y) ? Esta pregunta tiene una respuesta com
pleta: Sea IF la transpuesta (= adjunta) de L . Entonces, se llama con =

tragrediente de L & la transformacién

T = aH?
Tenemos asi:
Teorema (3.6) :

gY) = [det (IF T 1)

{un caso especialmente importante es aquél en que L es una transformacibn ortogonal.

Entonces det (L) = det (aij) =1 y L = L)

Demostracidén -:

Tenemos:
~ . . - ol
g(r), = feix‘Y glx) a&x = fe‘”"I £(LK) ax = |det(L)] 1f ALY o7y @ =
) En En En
-1k .
= Idet(L)l-lfeiZ'(L Y @ .
En
Puesto que (9™l = (171)* el teorcma estd probado.

Ahrora desarrollaremos unas consecuencias importantes de este teorema:
TN

Corolario (3.7
Supongamos que L :X —«xX , o ¥0 , & = numero real. Si %(Y) = T(f),

entonces:

T(£(x X)) = |«|™ f(ya) .
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En particular’, T(f(~X)) = f£(-Y)

Corolario (3.8) :

i L esuna transformacidén lineal ortogonal eatonces T(£(LX)) = £(LY)

Esto es, trasformaciones lineales ortogonales conmutan con la transformacién de Fourier.

[}

r

Definicidn

Una funcién f definida en E, sellama funcién radial siexig
te una funcién f,{r) , definida para 0 & r < o tal que:
0 = £z .

Corolario (3.9 :

La transformada de Fourier de una funcién radial es una funcién radiel.

Demostracidn :
Esta es una consecuencia inmediata del corolario anterior, observando gue una funcién

es radiel si y sdlo si es invariante respecto de todas las transformaciones ortogonales.

Ejemplo :
Si n=1 entonces f(x) es radiel si y s6lo st es una funcidn par, Jhora, su

pongamos que f(x) es una funcién arbitraria de Ll(-<»,°°) . Escribimos

£lx) = folx) + £,(x)
donde fe(x) = fiflzi—fi:fl es la parte par de f(x) y fo(x) = iﬁ!l.%.ﬁi:!l es
la parte impar de f£(x)
Entonces: £(y) =) = T(£g) + T(£y) = f’e(y) + g‘o(y)

‘Pery, 'fe(y) , bor el corolario (3.9) es par, mientrar %o(y) es impar (en
general, la transformada de Fourier de una funcidén impar es una funcidén impar - esta es

una ,consécuencia inmediata del ceso particular del corolario, (3.7) .

Despues, cuando probemos que T es un operador biunfvoco de’ L2 sobre L2

-®

habremos mostrado que 12 se descompone en dos conjuntos, cada uno de los cuales es
invariante con resnmecto a T .

§4.- FUNCIONES DE BESSEL .

eirsen@

Consideremos, para cada r fijado, la funcién. Entonces, la serie de

Fourier
et sen® _ ‘I (r) einQ
n—-a)
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es convergente., lLos coeficientes:

. o
Jn (p) = 1 f elr séne e-—ln@ a .
2T o

que son funciones d¢ r , se llaman funciones de Bessgel de or

den entero .

Supongamos gue la dimensidn n  es 2 . Introducimos coordenadas polares:

r cosd y X5 = T send

1

X (r, B8 , donde x5

(x1 , %)

Y

]
i

(Yl ,.yé) (£, ® , donde yy=FPcosd vy yp = f send

Fijemos un entero n y escribamos

£(X) = f£lxg,xy) = f(r) ™

.

(observamos que para que b sea medible es necesario y suficiente que fn gea medi-

ble). Puesto que & = dx; dx, = rdr 46  tenemos:
[~
f [£0xq,x,) | dxy dx, = 2W flen(r)l rdr .
E2 0

Teorema (4.1)

Supongemos que f£(X) = £ (r) '™ ostd en Ll(Ez) yaque £(Y) = T(f) es

su transformada de TFourier . Entonces:

.

B = TP 177

(-~
27 (1)°D f 3’ (rf) £ (r) r dr
0 -1l

4
(la dltima integral se 1lama la transformada de Fourier - B

donde:

"

fn(f)

o

ssel de f )

Demostracidén :

_ Primero observamos que no es difieil mostrar que %(Y) tiene la forme F;(P) ein¢
donde F;(f) es justamente una funcién de § . Porque, si L es una rotacién en:
un dngulo W ', Venos por el corolario (3.8) que la transforumade de Fourier de
£.(r) ein® ein* es £‘( P,8+¥) . Por otra parte, tiene que ser, también, ei-"""%(f,g)

porque T es lineal. Entonces, si @=0 y ¥ es arbitrario, tenemos:

e ,¥) = 2P, 0) 0¥

La férmula del teorema se deduce entonces asi




£2(Y) = fe”” £(X) ax
E
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o« 2T
- ffn(r) o {f eir?cos(@-!_d) ein@ da} ar
o - 0

2
Fero: o 2w ’
f. eirfeos(6-g)  ind 39 - f elrfeos¥ (in¥+ing) s
0 0
i 2%
= eind f ~ ei.r?coss\" ein? ap = oind eirPsend e-in¥72 ,ine de =
0 0
= (1) £ind (rP).2W .

=n

Con este teorema se puede.cbtener una férmula general para la transformada de Fourier

de una funcién de¢ dos variables.

convergencia de las srries que aparecerdn. Primero, desarrollamos

Bosquejemos el método formalmente sin preocuparnos de la

£{X) = £(r,8) en

una serie de Fourier para cada r g O0. fijado
-~}
*) 2(r,0) = 21 f£(r) e
nN==cc
Entonces, o0
ne) = L £ (P) &P
NEw -
L .
donde fn estd dado por la expresidn del teorema (4.1) ., Le transformada de Fourier

entonces, preserva la descomposicion en suma directm de f en (%) .

§5.- FORMULA DE

DA DE FOURTIER .

INVERSION DE LA TRANSFORMA

Planteamos el problema siguiente: ¢ Si f£(X) &€ Ll(En)' X £(Y) =f e Ye(x)ax
E

% 51 trats -

es su transformeda de Fourier , cdmo se vuelve a obtener f(X) de £(Y)?

mos de establecer una analogla con

la relacién:

las series de Fourier , nos vemos conducidos hacia

(%) . £(X) ~r > gy) e HeXay |
(2m)n E
n
Por 1o comdn, sin embargo, f(Y) no estd en Ll(En) (ver el primer ejemplo de §1)

Entonces (%) no tiene siempre un significado en el sentido ordinario de la integral de

Lebesgue, Luego, consideraremos ciertos métodos de sumabilided que derdn un sentido pre-

cigso a2 (%) . Empezamos introduciendo la

Supongemos que

o
~ luego, ‘j; a(t) dt

a(t)

t >0

sumabilidad Abel o

, es una funcidn medible y localmente integrable

no existe necesariamente.

-




P=rw p-»se Y0
existe.
Entonces: .
®.ts
. -t .
lim - A = 1lim e a(t) dat =
$20 ¥ §=o0 /; {
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Definicién

oo
Less sumas parciales de f a(t) dt son las integrales:
’ 0

sp =f‘a(t)dt .
0

Entonces, decimos que la integral convege al limite £ si: 1lim sp = L .
. Py

.La motivacién gue obtenemos a partir del casoc de las series de Fourier se suede

bosquejer de este modo:

Si: a(t) se reemplaza por a,
2
la(t)lc‘:t<°0 ] " n Z Ian|<ca
J 0 n=0 :
P
K
. - " =
sp = fa(t)dt " " 8y g a,
- 0 n=l
entonces, es natural hacer corresponder It
o oo '
Ag =fa(t) et8 at ’ §>0 a CLR=}: anrn y, O<rpr<l
’ 0 n=1

N
(la integral Ag tiene el significado 1lim f }
N J

AS y &g se lleman les medias Abel , Vemos que:

\ e" corresponde a b
lim A "o lim Q
$=20 $ r~>1 r

Definicién H ©

- +]
Si ~lim Ag = Lim f a(t). e"ts dt existe, decimos que f a(t) dt es su
— 0 s—~a Yo 0
mable en el sentido de Abel (6 simplemente, sumable - -
Abel ) a 1im Ag .

§=0

Teorema (5,1)

Supongamos que  a(t) es integrable localmente y que

v
lir  sp = lim a(t) at = £
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Demostracién H

Primero mostraremos que:

Lo ‘ %0 2 . N
e at) @t (= 1im f ) = Sf et g, et (= $linm j )
0 ] 0 v fi-sea o

En efecto:i,y . . . N .o

f ey ar = o | s Sf efts at —» §f e at

. ’ 0 .
0 0

ctuando: N -# &0

oo
Observamos que esto prueba gue \/C; e-ts a(t) dt , en el sentido antedicho, exis-

te.

2hora tenemos que mostrar que s‘/‘ g at -9 £ cuando {"’ 0 - Pues-

+ to que: .

esto es equivalente al hecho:
w .
Sf et (s -f) dt' —»0 cuando $—>0 .
0

Pero: o N *®
Sf (s, - at = S‘/ e$ta, -4 at + 5[ & (e -0 at
0 0 N

Ahora elegimos N  tal que Ist -fLiI< € para t2 N . T

Sf e_st (sq -£) atl g foe-St at = € . 4 B .
/N 0 e

Con este N fiJO, escogemos $ tan pequefla que

Sf et (o -0) ati< &, S

Entonces:

De este modo, ‘ -it (st -»8) atl« 2¢€ para S bastante pequefia,

Otro método de sumabiliced para integrales es el obtenido construyendo las me - -F 5

® 2
Gg = fe'tsa(t) a .
)

-

51  1lim Gg existe, decimos que fa(t) dt es sumable en el &sSen !
$-=90 o) :

tido de Gauss (b eimplemente, sumable Gauss -)a ese limite,

dies Gauss :
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(Las mediss Abel estén ssociadas con la ecuacién de Laplace =~ como veremos més ter-
de cuando introduzcemos la integral de Poisson - mientras que las medias Gauss estén

asociadas con la ecuacién del calor).

El teorema (5.1) puede enunciarse con la rotacién sugerente: sp & Ag (esto es
sumacidén ordinaeria implica sumabilidad en el sentido de Abel). 1 hecho corresponcéiente
para sumabilidad en el sentido de Geuss , a saber sp < ’Gg , €8 verdadero también.
Un hecho més profundo, sin embargo,|es el siguiente: GS < A¢ . Pero tenemos ‘yue hacer

una reserva; tenemos que suponer gue no sélo GS existe, sino tambien, que As exis
"te (porque la existencia de Gs , 0 adn de %im Gg , no implica la existencia de
0
AS }. Entonces, el enunciado preciso es el siguiente:
Si a(t) es tal que AS y Gg existencon lim Gg ={ , entonces
- _— -_— 20 . —_—
lim AS existe Yy &8 igual a j. .
$—0 :

El teorema siguiente es una herramienta importante usada para obtener férmulas de

transformadas de Fourier

Teorema (5.2) (Férmula de multiplicacién)

Si f y g esténen Ll(En) entonces :

f £(Y) g(¥) 4Y = ff(Y) a(¥) ay
£ E

n n

Demostracidn :

Aplicando el téorema de Fubini :

) f F(1) glyy ar = f {f XY £(x) dx} g(Y) ay =
En . En En
= j £(X) {f giY-X g(Y) d!’} ax = £(X) é(x) ax .
E E
It

n En

Extenderemos @ n dimensiones las sijuientes férmulas para una dizensidn:

Teorema (5.3) o0
. . a) [e-lxl X ay = 2
0 1 +y
g 2
2 -y</4
b) fe.x REE - N
-a0
Demostracién
"a) es obvio. Mostraremos sélo b) . 5
Hacemos la substitucién y = 2u y, multiglicandc ambos miembres por el , €1

problema se reduce a mostrar gue se cumplet?




‘donde z=x-1iu y C es la recta

ix -iu i ~@ g x< oﬂ} . Usando el teore-

me de Cauchy sobre las integrales de funcicnes enallticas obtenemos fdcilmente que:

- -z?
fez dz - =
c

Teorema (5.4) F

o

-x2

e ax = Yw .
-

2 .. . 2
. a) f omXIT GEXY gy T ()2 e_lyl /4
. .

n

b) si

2> 0

e¢§|x|2 XY gy = (/R ¢ -n/2 e-lY12/4S

Demostracidén H

Prinero observamos que b)

bles o usando el corolario (3.7)). Por esa razén mos_tfaremos sélo a)

2 _.°2 2
f =Xy =x5 -...-x
fe F
B -

412 -
fe-lxi. giX.Y ax
E

n T *n

k=1

Teorema (55) ¢

B n

donde ¢ = 2 (MTVAR,

b) st §»0

.f'e—ﬂxl et ax -
E B

-Demostracidén

Nuevamente,

Para mostrar a) usaremos el resultado

(%) SR e -

que se puede obtener de este modo:

sigue inmediatemente de &)

b) ‘'gigue inmediatamente de a)

(con un cembio de varig
:

1y %o otin ¥y :
e 1 l wn dx10-edxn

. 2 .
~y</4 : 2 .
-IT v ey.k/ = (MR ¢~I¥I7/4 (ugando 1) de (5.3)) .

a) fe'lxl XY gy = ‘n -
E 1+ [x]H D72

entonces

3

[+ .
n (52_+ IYI?)(D"'].)—/Z

oo .

-u 2

e . =-«/4un

-_— e du - X >0
j; Y ! ’

1
|

[T R Y
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Primero, afirmamos que:
o0

(1) o~ = 2 fcos XX gy , «£>0 ,y (2) 1‘ =
0

" 2
e~ (34 x%)u 4

T 1+ x - 1+ x 0

’

La segunda iguslded es obvia, mientras que la primra sigue de una splicacién del cdlculo

de residuos (usando 1a funcibn eiqz/(1+z2) ) .

Entonces:

-1 oo oo
vl
e"x=g‘/\'%'s:‘—§dx=-2- cos & x {fe-uexudu}dx=
T Jo 1+x ™ Jo 0
) ) o % \
2 -
= 2 fe-u ff(cosx:d e-xudx} du = %feu{i x dx}du =
Tr ol o 0 A
- > -3
- 2
= 2 eu —l-e',( /4 du (usendo b) de (5.4) ) .,
il o 2, Y&

De esta meénera (% ) egtd establecids.

Ahora obtendremos a) : Usando (%) tenemos :

o0

eu _jy]2
f e-|x| XY f iX.Y fg__ elxl ““du}ax .
E E, o YU

Integramos primero c¢on respecto a X , y usando la parte b) de (5.4} (con § =

b

= 1/4u ) , vemos que la Ultina expresibn se reduce a
00

Q
- 2 2
1 f e~d. (T”n/a (4 u)n/2 e—uIYI du = (W)(n-l)/2 M fu(n—})/Z e-(l+|¥[ Ju au .
Vo vua 0

‘Cambiando variables esto es igual a :

o
(n-1)/2 _n f (n-1)/2 -u } 1 .
() 2 u e = du
{ ' ‘ o (1+|Y|2)(n+1)/2

- (n-1)/2 _n n+1 o
= (m) Tatd, TRRTEICALE

Observacidn : Pongamos K((%) = e "y K(X) = e .

S5i existiesen constantes ey o )\n s ©=l,2,,..,N -~tales que

(*f) K (x) = %.' e, Ky (% )\-n)_

n=}

resultaria que sumabilidad Gauss. implica sumabilided Abel , La-igualdad (%) afir

ma que la igualded (% %) es "casi” cierta.

La funcidn:




20

®a 3

TR (524 D72

P(S’t) = 0<S,t<w s

se 1llama ndcleo de Poisson .

-

Teorema (5.6)

si fes Ll(En) entonces

L f 2y et X Y] gy o ff(X-U) B(§,lul) au
@m® Jg .

1}

Demostracidén

Por el teoreme .‘_(5.2) tenemos:

—i f () gy) ax = —= f £(U) glu) au
n n :
(2m® em? Jo

n

donde g(Y) es la funcidn integrable e~1TX e"sl:fl
Por otra parte, -sigue del teorema (5.3) que

S -
v =
€ n TS% 5 jux| 5072

El teorema ahora gigue ‘de la conmutatividad de ia operacién de convolucibdn,

Teorema (5.7 ¢
si re™E) , lsp<e , 3

(As(f)jg(x) = f £(x - U) B(§,iul) au

En

entonces

, Ac () ] (X = £2(X)
(35®)

en el sentido de la norma de I.P(En) , ciando $~>0
_— e — —_— —_—

Demostracién :
El hecho bédsico tocante a PF($ .10 que usaremos es que esta funcibn es una "é-
proximacién de la identidad™ cusndo S—o0 . Aquf, esto significa que 178 ,1uD)

tiene las tres propiedades sigulentes:

(1) P(S,luh 3z o

. (ii).f P($,lul) au =fP61 U av = 1
Eq - E

n

(114) si p>0 I.l P(§,lUl) U—>0 cuendo §—0 .
uls




21

(i) y (iii) &son obvias., Para obtener (ii) ponemos U =r U' | donde
r = |U] ’ dU' es el.elemento de drea de la superficie, Z‘ s de la esfera de radlo
1 (en -£). Entonces, QU =L ar aue y tenemos: ’

e )
P(S.,lU]) au = n f . au =
\/; s (27" £ (§2 . IUIE)(n+1)72 }.
n

-r S s T g
- Sn ] n-1 . _ Cn. i
= (2'"‘)1'1' ‘/; (sz + r2)(n+1)/2 r dr U - (2-")11 (SZ + r2)(n+1)7 dr
.
| Sn ® n-1
= ax = P(1,Jul) au .
(2R j; PRI . ol

n

Nos basta mostrar, por tanto, que

o° n-1 n
f T 4t 2L '
o 1+ x7) | &), e,

donde IEI es la medida de pX . Pero, esto es bien conocido y lo presuponemos.

Por (ii) tenemos:

[As (£ ) () =20 = f £z =9 2 (8,[U) au - 1500
E :

“n

= f {f(X—U) -f(x)] P(§,lul) au = f + f = L, +I, .
B, |ul<p LS AN

n

Entonces, si ‘? es pequefia, usando (3.4) y la desigualdad de Minkowski para in

tegrales obtenemos

p %
([ IIl(X)lpdx) Sf { [£(x - U) -f<x>lpdx} P(9,lul) au s
. VE] ul€p E ‘

n

. Sf E P(S,|ul) au € Ef P(S,lupav = &
ey | E,

(la dltime igusldad sigue también de (ii) ) .

' ‘Usando (iii) y la desigualdad de Minkowski ordinaria y para integrales:

(f IIZ(X)[dejl/ps
. E, *

<(f |-f £ (X -0) P(S,wndul"dx) f f £(X) P($ wl)aulpdx)
' E |U|>p U|>p

n
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P . i/p : 1/p
sf RS, D (f Ifx - [P ax | au+ (f G(S,[UI) au } (f lex)Pax ) =
[Ulsp o JEy . _ Vol Ep
= 2 ||z fp f £ S,IUU av - 0 , cusndo §—=>0 .
[ul>p

Observamos. que una de las consecuencias del lema (2.3) y de- (ii) es la des -

igualdad [la (D)1, & Llfll, .

Corolario. (5.8) (unicidad de la transformada de Fourier ) :
St £eLYE)) tiene uma trensformeda d¢ Fourier F(Y)=0 para cada Y,luego:f(X)=0 p.p.

Este corolario es una consecuencia inmediata de los teoremss (5.6) y (5. 7). Visto
que no hemos definido la transforuada de Fourier para uaa funcldn general de LP(E ),p,>1
podemos enunciar este corolario sélo para las funciones de L (E)., Veremos mds tarde que
se puede hacer la necesaria extensién de la t ransformacifn de Fourier y que, entonces, el
corolario (5,8) es cierto para las clases Lp(En) , l<p<o , tembién,

si f£& Ll(En) sea X, € E  un punto tal que 1 = f(XO-Y) dY—>f(X°)

4 - ¢t Jiyist
cuando t=»0 , donde ¢ es el volumen de la esfera(en E, ) de radio 1 (asf que ct® es
el volumen de la esfera de.radio t). Si f es continua en X entonces X. es uno
de estos puntos. Estaoondicién se puede eseribir de la manera slguiente.

fl l(f(xo—‘f) - £(x) ) ar = A_Xo(t) ~»0 , cuando t=—+0 .
Y|¢t

c in
Un teorema bésico de la teorfa de la integral {que lo supondremos), es:

Teoremsa (5.9)

AX (t) =0 cuando t-—>0 para casi todos los puntos X, .
o
Hemos mostrado que la férmula de la inversién de la transformada de Fourier
(+) - = £(X) = 1 = f £(Y) e X gy ’
(2w) E
n

es vélida en el sentido siguiente:

Lus "medias Abel" de la integral en la igualdad (+) ,

a2} T (1) = 2 2(Y) e~iY-X &~SIY) 4y
. (ascer) (2m” fE ‘

convergen a f(X) en el sentido de ia norma de -Ll(En) , cuando §-=0 s paras ca
da _f(x) € I,l(En) . Ahora, usando (5.9) , mostraremos que la igualdad (+) es véli

da, en este sentido, para casi todos los puntos de E, . DMas precisamehte, tenemos:

Teorema (5.10) :

Si Ll(En) , entonces

TS AN TR
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a) '(As (£) ) (xo) ——?f(xo) cuzndo §~» 0 , para cade punto X GE

tal que Ax (t)—>0 cuando t=»0 ; entonces (por el teorema (5.9) )
L o ) SHLONES MDY £

v)  (ag (0)) (X)) —> £(X,) para casi todos X, €

Demostracién :

Evidenteﬁente, tenemos que mostrar sélo a) . Ademds de las propiedades (1) ,
(ii) , (iii) (ver la dewostracién del teorema (5.7)) €1 ndcleo de l Poigson verifi-
ca:

(iv) P{ (S,t) £ 0 (por tanto, P($,t) es decreciente con respecto de t

pera t20 )} 3

(= e}
(v) f " IP{(g,t)[ it = % < o0 , donde ¢ es el voldmen de la esfera
0 .
de radio 1 (en E;,) .

ES

.La propiedad (iv) es obvia. Para mostrar (v} ponemos % = |X| , X = tX%',

luego, usando (ii) , obtenemos:

-5}
1 ='f P(§,Ix|) ax = f(/P(S,t), £7=1 at) ax
E 'Jo
n &

(estemos usando la misma notacién de la demostracién de (5.7)). Enionces:

0
fP( $,0) t*"Lay = .
0
Integrando por partes,

o0 <]
n oo
fp(S,t) T T P(S,t)l -3 ftnPt’(g,t) a .
"0 n Q n o

Esto muestra que: «©
ft“ [Pr (§,t)] at = B -,
o ¢ ¢

Ahora, el teorema se prueba asi:

[ 4 (f))(x)-f(X) fff(x - - £(X) ) B(§,[U]) aU = f j
IJI‘ {U|>7

v,

o -

L1

Pero, poniendo r = |Ul y U'=

’

f = { (2t -0 = 2(x) } 2§, ™2 dr} ayr = f gy, (P)B( S, 0" hr,
! 0

ul$p T 0sr<y 13737

donde:

B (r) = f (22, - rur) = 22 J avr .
=
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Ahora, integramos por partes, diferenciando P 1Y s ) e integrendo rn‘1, 8y (r)

(o}
(Notamos que

£ t |
f gy (©) 7t ar = f 221 {j[ £(X, - TU') = £(X,) ) dU’} ar =
0 . “Jo T

= f [ £(X, -0) - f(Xo)] au = ct® Axo(t) ). Luego,
osrst
s (8 - m -2 ) RSl au =
[Ul¢p
. ) #3 ? p n
= ct Axo (t) P(S,t) lo - /c:c t A‘o (t) P,;(?,t) at .

Entonces, si P es bastente pequefia (asi que IAX (t)] < € pare  t€% ) , te
o

_nemos que esta diferencia es menor que (en valor absoluto)

?
e ft“ I5(S ,t) at + &c 7“1’(5,?) =
0

Y

s eforepnipl < ffnve] Lu Fop
n

Ahora estimamos

| [f(xo-U)-f(xo))P(S,!UL)dUl$~
-|UI>7

' Sf [£(X, = U)| B(§,|U[) au + f | £(x ) P(S,I.Ul) au s
. Y [ulsy [ul>p

€ B(§,7) Il + [£0X)] f B(§,lu) au .
J {U|>p
Pero, 81 &€>0 ,

f PS,lul) aucé si § (= §E ) es bastante
[Ul>y

. : c
pequefia (ver propiedad (iii)) y tembidn, B S,? )ES g a—_[r—)ﬁf;(i:ry < & si S

es bastante pequefia. =~
Resumiendo estas desigualdades:
I (g0 ] (x) = 2x) kg & {n+e+ lex)l+ Hfll.l} si § es bastante
pequefia, El teorema, por consiguiente, esté demostrado.

Corotlario (5.11)
Si para f eLl(En) ., también g‘eLl(En) , entonces:

ol B et e 4 e bt e e b
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( 'le')n f o) e MY gy = £(x) i
2 t
E, _ 4

" pare casi todos los X .

Demostracidén :

Por teorema (5.6)

1 . o
—_— f f(r) emiTex &8I gy - f £0(x -0 B §,lu)av .
(2 5 .

El corolario sigue ahora del dltimo teorema y del teorems de Lebesgue sbore la convergen
éia mayorada,
Observamos que, puesto que la transformada de [ourier de una funcidn en Ll(En)

. [ 3

es contfnua, la f del (5.11) tiene que ser igual & una funcidn contfnua pip. (e—

videntemente, el uso de e en lugar de elx‘Y no cembia el resultado b)) de
la primera seccidén). Para funciones continuas de Ll(En) la igualdag del corolario

(5.11) es cierta para todos los X .,

Corolario (5.12)

ASqune'amc;s que f €L1(En) y f(¥) 20 paratodos los Y ,ygque f es

contfnua en O . Entonces, & Ll(En)' s por el corolario anterior, para’casi io-

(23;]_),, f%(r) eIk gy = 1) .
E

n

-

dog los X H

En particular

—i_ f%m‘ay = £(0) .
(2) E

n

Demostracidn :
Por el teorema :(5.10) :
1 [ #m et Y gy e
(2m) E
.- n :
‘cusndo §-0 s para cada punto X de continuidad de f . En particular, para X=0 es:

L f E(Y) e'SIII dY ~—= £(0)
E

(2vo) .

cuando § -0 . Visto que las funciones £(¥) e-lel decrecen cusndo- §$=> 0 , para ca

@ ¥, #n = um f) M g1l(z) . obtenenos 1e formula basicas

rooa v
(Ai(f)J x) = L J ‘FEY) eitX SSIY] 4y
: 5

(2m)®

=f (X -U) P(§,lul) au .
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La férmula andloga para sumabilidad Gauss es la sigulente:

G (£) ) (X) =
[‘5()]( pp——

E
‘donde

W(

n

2
§,t) = 20 /2 S-n/2 R

es el ndcleo de Gauss - heierstrass .-

. 2
1 f fyy eiTX SSIYIC gy =ff(X-U) w(s,lul) au
JE

n

(ver teorema (5.4))

Los resultados principales, gque hemos demostrado para sumabilidad Abel , tienen sus

andlogos para sumabilided Gauss .

Corolario

Demosgtracidén

a) sigue de un cambio de

mismo cambio de variables, (5.

Coromlario

si*§,, §,%0

(5.14)

Demostracidén

a) (y tembién b))

Fourier de ambos miembros, si se usa

a) feiX'Y P(S,lY) at
E

n
b) f MY w( g, I¥h ar
B, -

(Y= -Y)
4 y (511 o

variables

(5.5)

entoncea:

a)  B(S,,IxDxE(§,, 1))

) WS, 1xDew(s,, %))

sigue inmediantamente, después

(2.2) .y las férmulas

o Slxl

e-%[xlz

y (5.11) . b) sigue del

P 51 +'52, x|y 3

W(Sl'*'gzx ]X‘) °

de tomar la transformada de

que hemos desarrolledo.

Corolario (5.15) :
‘Porigamos ‘AS (£) = ‘AS , GS (f) = G{ para f € Ll(En) . Luego:
Ag10ASy = Agye82 ¥  Gg100G8; = Gg3.8,
donde Yo" denota }g.operacidn ég composicidén .
Demostracién .
Tenemos Ay (£) = P(Sz,lxli)*f(x) . Por consiguiente,
2

ASy° 0 A5, (£) = P(Sl,lxl)*iP(Sg,IKF)ﬁéf(x)%— . '
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El corolario ahora sigue de la asociatividad de la operacién de convolucién -y de (5.14).

La misma demostracidén sirve pera los GS

El corolaric (5,15) efirma que la familia de operadores {AS§ (y tembién la fa
milia {G‘} } forma un semigrupo. Observamos (después de la demostracién del teoreme
(5.7)) que ||As(:£‘)||p & Ilfllp s para  p 321 } ademds A4¢ tiende al operador
de identidad, I , cusndo § > 0 , en el sentido que, para f € LY(E)

AS (f) > ¢ en la norma de L:L . Estos hechos son clertos para los operadores G‘.

Afirmamos que las medias Abel estén asociadas con la ecuacidn de Laplace y las me
dias Gauss con la ecuacién del calor. KEstas conexiones ocurren de la manera siguie;zte.
Pongamos t = § y consideramos la funcién u(t,X) = (At(f) J xy , XxXe€g, ,
t>»0 , de las n+l variables (t’xl’XZ’xﬁ""’xn) . Mostraremos que u(t,X)

es una funcién harménica; eso es, verifica la ecuscién de Laplace.:
n

2 2
. a_g . ) 2.0 .
, ot k=1 Bxk
Igualmente, poniendo v(t,X) = E'Gt(f)} (X) , se pusde mostrar que v(t.,x)
verifica la ecuacibn del calor: .
2 2 : 2
2v _ S5 . 5 ., 2%
. ot 9x; 9x2! . axnz

L
[ 4

.- LA TEORIA DE 12 Y EL TEOREMA DE PLAN--
CHERE'L .

Supondremos conocidas las nociones y el resultado contenidos en el lema siguiente:

Lema (6.1) :

Sea ﬁ un espacio _df Banach ¥y L un subespacio lineal denso, Supongamos que

A:L —P 2s una transformacién lineal que verifica ||A(f)|] € all£]| para todas

las f€&L (donde a es un nidmero real), Entonces, A tiene una extensién 1i -

neal y acotada uUnica, definida sobre todo 9] , ¥ esta extensidn (que designamos con

A, también) verifica ||a(£)|] € al|f|| para todas 1ss f€ B .

Definicién

si £ ,g G-thEn) £l producto escalar de f por g es el ndmero:

t (£,8) = ff(x) g(X) ax .
. E

n

Con este producto escalar, Lz(En) es un espacio de Hilbert .
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Definicién 3
Una transformacidn iineal acotade” U 3 I..Z""'L2 se 1lama unitaria sl
a) |[Ufll,. = [l£ll, para todes las f& LZ(En) ;
b) U es “sobre® .

si U v'er‘ificasdlo "e) sellama 3i1sonétriceae .
Supondremos que el hecho sigulente es conocido: Si U es unitaria, entonces

Ul existey UL = UY (lasdjuntade U ). U™ es tembien unitaria .

lremea (6.2') 3

Supon@oéggg féLp(En) N4 geL-q(En) y donde 1gpc= ¥y .14 .
P q
Entonces, s8i: :
nyY) = f £(Y - X) g(x) &X
En

L1l H
a) s;p 11691 IE- | ||p H8||'q ;

b) h(Y) es uniformemente continua .

Demostracidédn :

ve

La parte a) slgue de la desigualdad de HBlder . Ahora demostraremos ©)

Pongsmos & = (gl, gZ,’ veey Sn) . Luego:

Ih(Y+ Q)-n(Y)| = ILn[f(Y-i-A-'-X)-f(Y-X)) g(xaxl € [[£(U +A) - £l llelly O +.

cuando |Q| -0 (por lema (3.4) ) . -
Pongamos* 8 = Ll(En)nLa(En) . Entonces S es un subespacic denso en Ll(E n)

o en L?'(En) .

Demostracidén :

Pongamos: nx) = f T(-X + qS £(U) a(U) = T(=0%ef(U)
E
n

.Lema (6.3) ! 5
si fe S entonces ; eLz(En) ¥
i f 12(1)|2 4y .= f |2 |2 ax 4

(210) En En _;E )

Y observamoa que:
(07 ) = f UGy av = f LU My au = HY)
E E

n n

h € Ll(En') ; puesto que es la convoluci&n de dos funciones de L?'(En) (ver le-
ma’ (2.1} ). Tembién, h es contfnua, puesto que es la comvolucién de: dos funciones
de Lz(En) (ver lema (6.2) ). Por el teorema (2.2)

MY) = 20 Ay = 12WIZE o
Entonces,- podemos aplicar el corolario (5.12) y obtenemos el hecho. que (YY) es integra

3 fﬂ(Y) af = h(0)
(2m)? Jg, .

ble y que
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Pero, h(0) = fElf(x)lzdx ¥ ‘/;ﬁ(y) ar =j;|_§<r>|2 ay
n n

n
y €l teorema estd demostrado.
Definicecidén :
5 f€s (= Ll(En)h L?(En) ) defninimos :

J = -2 () .
(2m)/?
El dltimo lema, entonces, afirma que !Ig(f)l [2 = ll;fli_2 para todas las fé&S,

Por lema (6.1) , el operador 3 tiene una extensidén dnice (la cual gerd tsmbién de-

signada por J ), definida para todas las funciones de Lz(En) s tal gue
H3 i1, £ el

para cada f € L2(En) . En efecto, tenemos:

Lema <“(6.4) :
”?J(f)llé = lﬁ:t‘]l2 para todas féLZ(En) .

Demostracidén :

Si £ e&LlEy) |, existe una sucesibn, {fn} yen S tal que ||f-f|],=¥0

cuando n ~—s e , Entonces, | i'Tfnl 12 —> | |TF| l2 e Pero | ITnt | H'fnl 12 —

— gl .

Entonces, 3 es una isometrfa. Si podemos mostrar que J  es "sobre" Lz(En)

habremos probado que es una transformacién unitaria, Este hecho depende del lema si -

guiente:
Lema (6.5)

[ 4
3 f£f y g ‘estdnen L2(En) , entoncea

f £J(e) .~=f 7 ) e
E, E,

Demostracidn H

!

S8i f y g estdnen S esta igualded es un caso especial del teorema (5.2)
El caso general sigue shora fécilmente por una apr;oximaci’on con funciones de § .

Len a (606)

J es "aobre" LZ(En) .

Demostracidn

R 3 s, R o Lineal g 17

Sea el rango de . Entonées, es un subespacio lineal de L (En).

Puesto que 'J es una bometria, ﬂ es cerrado, Si- ﬁ# Lz(En) existe géLz(En) »y 870

tal que J(f)g = 0 para cada fé.L2(En) . Entonces, usando (6.5)
. - n ] Y |
0 = f T g = f fJ(g) para cads f é'LZ(E.n)' .
Eq E, :

" Por consiguiente, 3(g) = 0 . Pero esto contradice el hecho que J es une isometria.,




%0
Hemos demostrado, por eso, que 3 es una transformacién unitsria. Entonces,

- * R
3 1 3 . .El lema siguiente da una forma explicita de la transformacibn 3* :

Lema (6.7 :
(T2e)w = () w = =2 f e T £(v) av
(2 5

para cada f €S .

Demostracidén :

Pongamos:

Fe) 0 = —1 f e~1X.Y £(y) ay
( ) (2T) "En

para cada f &S .

Entonces:

(%) (ﬁf] (X) = (_2%1)72. feix.Ywdy = (j'f) (X)
E

Pifésto que S es denso en L2(En) , Nos baste mostrar que para cada g& S <E-
* P
(g H 3 f) = (g 9 3 f) -

Usando el lema (6.5) y (%) vemos que: ' : -

~ - ®
(g,30 = f 20 (JT) 0 & = f (Je) w0 ax = Je, 0 = (gdn
E E
™ n

Estos rssultados se pz;xe_den \reunir en el teorema siguiente: ' 1 3

Teorema (6.8) (Plancherel) :

Si fe L2(En) pongamos_para cada entero positivo k

1 iX,T _,. . '
h(Y) = *t £(X) X 4.
. (2m)™? flxkke ' A4

entonces ¥

(1 hk(Y) converge en la norma de Lz(En) 8 una funcién h(Y) cuendo _%
‘k ~»o . Si designamos por J esta transformacién, : 5
(T£) (» = n®» , ' j g

3 s una transfoimacidn unitaria H

(2) Si

fBx) = 1 f e~ XY n(y) ay
(2m) vItlgk
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(k) ; 2 .
entonces £ °(X) = f(X) en le normade L(E) .

Demostracidén

Pongamos: r £(X) si |XI &k
f'k(X) = ) '
0 si X »x
"Luego, fk(x) €S paracada k ¥y Iljfk - fl.lz-’o cusndo k —~» oo , .Los le -

mas (6.4) y (6.6) prueban la prirera parte de este teorema.
n(y) st JI¥isgx
0 si - ¥l >k

8 yy (dtmp )

Si ponemos hk(Y) = { uséndo el lema (6.7) vemos gue

Puesto que hk-"h en 'L2(En) v 3'1 es una transformacién acotada,

£ w1 T 0 = T = ot
k=bon

en 1a norma ¢ 13(E,) .
Advertencia : Enel enunciado del teorems de Plancherel se pueden

ugar otras suc‘géiones de conjuntos de medida finita que se dilatan a En

Corolario (6.9) :

"
o
o
L]
o
L

51, para fé.'Lz(En) , J(£) = 0 p.p.; entonces £

Demostracién :

El corolario sigue inmediatamente de la segunda parte del teorema anterior.

Corolario (610 :

Si n(y) = fﬂ (£) ) (Y , donde fe& L2(En) , entonces, en el sentido de
la noima de -L2(E-n) , »

; 1 A -iX,Y -$1Yl 4y -
1i —=57 e Y Y = £(X
f—-u.lo (2w) f nO) e . F

E,
Demostracidédn. :
Por el teorema (5.5)
| Qg i eIk kel
| eme ’

pafa cada ¥ ., TPor consiguiente, usando (6.5) ,

-, f iKY peyy o $1Yl gy = f 2(0) p¢ §,1x=01) au .

(2T Y
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Ahora el teorema sigue de la conmutstivided de la operacidn de convolucidn y ‘del teoremes

(5.7) .

Corolario (6.11) s

Bajo les mismes hipétesis del corolario anterior

1 ~-1X.Y - §lYl = .
lim_ (2—7,‘)7172 f e h(Y) e aY f(X) p.pl
En

§=0

Demostracién 3
Le misme demostracibn del corolario (6.10) sirve para este corolario; sélo debemos

usar (5.10) en vez de (5.7) L

Corolario (6.,12) : _
Si ke Ll(En) y E& LZ(En) y h=k¥%g , ectonces

J) = T(x) .g(g) pP-Po

Demostracidédn :
2

Cusndo geg Al y& tenemos este resultado (ver teorema (2.2) ). Si geLz

sea {gn} suna sucesibn de funciones en ‘le(En) )y Lz(En) tal que Hgn—g[ |;——*.» 0

cugndo. n-—»0 , Por consiguiente, si ponemog  hy = k¥g;

HImy = FmdIl, = lh-nll, < llg-glly llEll; — 0
{por (2,3) ¥ el hecho que 3 es isométrico). Ahora tomamos una subsucesidn

{’J (hy ) } tal que 'Z(hnk) -)H(h) cusndo k —»0o0
' k
a
- = - e 4
Puesto que [ () 5(5“1:)' l2 Ilg: gnkl |2 0 cuando k —» °° podemos ex
traer una subsucesibns

{snkl} laue L mgn“‘t) = T@ p.p.

Entonces:

Jm = Jin IJ(n,,k1 = um T . I, ) = 10 @ p.p.
i & K

4

Si designamos por K el operador definido por K(g) € kmg , donde ,keLl(En),

2

vemos (Por (6.12)) que K : Lz-.oL y

|Ikellp =
Tall,mr o2

: JE) |, = . _ s
fefi e 10O = oop, )11 Tellz = 11kl

1) g teorema (5.10) trata solamente de funciones de it . . Mo es diffcil exten=~

derlo al caso LF y 1 <P €0 .




{puesto que :J aplica la eefera uniteria de L2

la norma del operador

final de §2 )

K

33

sobre 1la esfera unitaria). Esto es,

1 IK] [2 , se puede expreéar en términos de k (verel

HEI, = [kl
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II.- PROPIEDADES BASICAS DE FUNCIONES

HARMONICAS Y GENERALIZACIONES DE LA

TRANSFORMADA DE HILBERT .

51.'-'DEFINICIQNES Y PROPIEDADES ELEMENTA -

LES .
Salvo la advertencia en contrario supondremos que la dimensién n 2 .

Definicidén :
Sea ﬂc_En una regidn (esto es, un conjunto abierto y conexo). Una funeidn
u(X) , definida en R y de clase c? ,8e llama harwénica si :
' 2 2 2
Au = a 0 + a 1 + a u o

-3 —-E+ veen -3 =
axl 8X2 . axn

para cada punto Qe ﬂ .

Ejemplos :

(1) Sea A cE;, y wu(t,X) = eiX-A e‘tlA, , donde t es una varia-

ble real. Es fécil comprobar que u es una funcion harménica de las n + 1 varia-

bles (t, Xy, X5, «eo) xn) .

nicas en la regidn {x i X# Y} las funciones. log : ai la dimensibn n=2 ,
y 1Ar™2) cuemndo . n33 . ' '

(3) Combinaciones lineales finitas de f(mcioneg harménicas son funciones har
ménicas. Si u(X) es harménicay A€ E -, entonces v(X) = u(X +4) es harmé

nica.

(4) Cader derivada parcial de una funcién harmbnica es una funcién harmdnlca.
=1= Luego, poniendo »r = (|1£|2 + tz)'} , vemos, que
— logr = -~ es harménica cuando X E€E y
ot (x2 + t%) So
"1~ En1a definiciép de uné’ funcién harménice supusimos solamente que u  tenia de-
rivadas del.segundo orden. Para que este ejemplo tenga;sentido, sin embargo,. u te

ne que poseer, al mefios, derivadas del tercer orden., Pero, tomd veremos mas tarde, una
funcién harménica estd en la clase C®° , {ver teorema (1.4) )

(2), si YeE pongamos r = »(X) = |X - Y| . Son funciones harmd




¢ % .

= (1 -n) . —t
. at rn-l ' ('xlz + t2)(n+l)/2

Entonces P(t,|X|)" es una funci®n harménica de las n+l variables (t, x

X5y eeey Xg)  cuando (%, %9, Xpy ...y X,) # (0, O,

derivadas parciales obtenemos las funciones ‘harménicas

t, IX|) =

es harménica bug_ndo . XEE, ,

l’
Oy ++4,0) . Tomando las otras

X,
k , k=1, 2

Estas funciones se llaman los n#cleos cony

- Supondremos conocido el teorema cldsico siguiente:

Teorema (1.1) (teorema de Green ) :
Sea R una regibn de B, con una frontera,
2

Si u y v son funciones de la clase C en

On 2n

n
Cm® (k% +t

2)(1.&"’1)/2 -’vOn,n.:

ugados de Poisson,

® , suficientemente lisa™2",

R u ﬁ , entonces

(ui!-vﬂ)ds = f(uAv-;z-Au)dX ,
R

donde

-g—n designa derivacién en la direccibn de la normal a ﬁ dirigida hacia a-

fuera y ds es elemento de 4rea de B .

Corolario (1.2)

Si u es harménica en una regibn ligersiuente mes grande que ﬁ entonces

f-—ds=0
[l

Definicidén
El valor medio de la funcidn u  tomado sobre la

t ¥ centro X, serd designado por

mt(u) = mt’xo(u) . Esto es, mt(u) =

L4
donde & esla superficie de la esfera unitaria de

el elemento de drea normalizedo de & fd 6‘1. =
&

Tedrema (1.3) (Teorema del Valor fedio de

2= .

Casi todas nuestres aphcaciones del teorems de

superficie de la esfera de radio

fu(xo +tY) a6y,
> :

E, , YEZ_ y 46y es

jas Funciones harménicas) :

Green ser#n en cesos en los cua

les R’ es limitado por esferas. Por esta razén no hacemos nlnguna tentativa de formu-

lar este teorema en una menera general.
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Sea u una funcibn harménica en una regibn TQ - SiI X & f’l - entonces

T, ¢ (wre = wX)

.cusndo -1la esfera !X b D oY - t} cstd contenida en R c. T

Demostracidén
Sea ﬁ la frontera limitada por las superficies,,‘ Et' ¥ ZE , de las dos

esferas {X X - Xol $ t} y {X s X 'X§|££ } , O0Océ&Kt ., -Aplicamos el

teorema de GCreen a las furciones uw(X) ¥y 1/(rn-2) (r(X) = |[X=X,| ) enila
regién {X : £ 40X =X <t} . Obtenemos:
\ n~2 ’
0 = (u . aglé/r Z 1 2\1 ) ds = + .
n 2 n
Pero, usando (1.2)
n-2 :
(u. _aJ_l/r_)_ - iz Ou ) ds = . u,{2-n) 1 T ds -—12- au =
on . r™¢ On. . - 4 Tt ghe an
t t t

= (2-n)f (Tl_z.lyds 3 ¥, 9el mismo modo f=(n.2)f'-('—::-i7”'ds (el signo
: L, &g |V ‘

es diferente puesto que la direccibn de la normal es la opuesta & 1la del caso anterior).

Entonces:
i [ vae s | g - 8 ==L [
=1 j; u ds -1 ds A1 ds fn-l u ds
t z; )4 e
Pero
'—n-.[f = t X (u) , donde’ IZ'l es la 4rea de Z , ¥ es obvio
que 5
1im - —1—_1 uds = u(X)) .. Esto demuestra que mt x (0 = u(xo) °
£»0 |TIe™ = ' ‘ ' TRyt
€
Teorema (1l.4) )
Si u es harménica en la regién R entonces u€CAR) .
.Demostracién : '
81 Ye R tomamos una esfera, con superficie S , tal que Y estd en su

'_ipferio‘r ( Y no es necesariamenteé el centro) ¥y tal que esta esfera est4: en el interior

de ﬂ. (esto ‘se puede hacer porque R“ es abierta). Ahora tomamos una’ esfera, “con

i ]
o ont ey

S e

==

T e

EaEd

e

e et

e T e Y

BuE Ll

RISt

rrey s ore]

e o S e Wit
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, superficie Ze N cdn‘\centro Y y radio € tan '\pe%eﬁo Gue’ esta esfera estf.en

el interior de 1ls primera esfera. Procediendo como, en la .,ﬁ:t‘ima demostracibn obtenemos

1 - D(1/r2) 1 du ‘
—— {u - ) ds =
(e-n)|&l J 5 dn r22 Qn

I 1 E Vo WS U - 1N
2—1’1)'2' L on rn...z-. on s u( )
&

donde r=r(d,;Y)=|X-Y| s F —% designa derivacién con respecto de la varig
ble X (en S yen E‘.e ) en la direccidn de las normales a estas superficies di
rigidss hscia afuera de ambas esferas.

AN \,

Puesto que la variable Y en la integral

J2a™® 1 Buy g

s On =2 ©n

R ] D(1/r%2) 1 ‘ :
aparece solsmente en los factores 50 ¥ m s sigue facilmente que se e

de diferencier bajo el signo de la integral y que u(Y)"h R .-3-
Un razonamn.ento més detallsdo demuestra que U  es una funcidn analftica (en el

sentido que U es igual s su serie de Tgylor en un entorno de cada punto de ﬂ

‘Teorema (1.5 (Principio de Méximo de las Funciones Harm@nicas)

Si u es una funeibn harménica en la regidn ﬂ ', no puede alcanzar un
7’ ————— L ——

valor méx:uro en el interior de ﬂ a menos que u sea constante, De modo equivelap
S — _ — . —— ——— . o — .

te: si . e

A = supﬂ u(X) < oo entonces. u(X) ¢ A paracada X & ﬂ h
M x‘ S — —_. —

cuando u no es una funcién constante,

»
Demostraciidn H

Supongamos lo contrario: existe xoeﬂ tal que ul(xo) =4 . Si tomamos u~

na esfera, con superficle s 'y centro -Ko y radio t s Que estéd.en el interlor

de ﬂ y tenemos

4= ulX) = mi'xo(u) = Lu(xo + tY) a0y

/
-

3= E N=2

1 ceso, de dos mmensmﬂes es exvepcional: en velz de la funcitn 1/r tene ~
Tos Gue -usar la funeién log r . (ver.los’ edemplos (2) . v (4) ).. Esta dificultad epa~

recersd wuches ‘veces - y cuando la encm‘tz eilos en el Lutuzo, el lector tendrd que hacer la
substltucidn de l/z'f1 2 por 1logr ‘ : c

J .
!
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_por (I.3) . Puestoque u escontinuaen S y ugAd en ﬁ , u debe
ser igual a A en S ., Esto es, u(X) =4 ©pora todos los X tal que
IX - X.OI =t . Pero la dnica condicidén sobre t es que la esfera {x;.]x-xo[g t}

. estd en el interior de ﬂ « Por consiguiente u(X) = A en un entorno de X -

Entonces, vemos que el subconjunto {X eﬁ 3 ulX) = A} es abierto en f .
Pero, por la continuidad de u en .ﬁ , este conjunto es también cerrado. Puesto

que ﬂ es una regidn (en particular: un conjunto conexo), ﬂ = '{X éﬁ s u(X)=A}.
Los dos corolarios siguicntes no necesitan demostracién:

Corolario (1.6) :

sea Rc E, un conjunto abierto cuya clausura, R es compacta. Suponga -

mos que u es harménica en % y continuaen % . Entonces, u alcanza su

valor méximo en -ﬁ - ﬂ .

Corolarie (1.7)

Bajo les mismas hip6tesis del corolgrio (1.6) ,8i w(X) g A para X€R-Z ,
-~ —_ — —_—

entonces u(X) <A para X€& 72 cuando u no es una funcién constante .

Corolerio (1.8) (Principio de Kinimo de las Funciones Harménicas) :

Si u es una funcién harménica no congtante en le reyidén abierta i y

B = inf u(X)> -~ o> , entonces u(X) > B para cada Xe Q .
&  XeR —_— .

!
Demostracidédn .
- u ‘es también Larmdnica. Luego, se puede aplicar el teorema (1.5) & la fun -

cién - u y, multiplicando por -1 , obtenemos la conclugién de este corolerio,
; [}
Ahora sigue inmedistaumente:

Corolario (1.9) :
Bajo las mismas hipStesis del corolario (1.6) , si |u(X)| &4 pers R-%

entonces f|u(X){ <A para Xg& ﬂ a menos que u no sea una funcibn constante,

El lema siguiente serf usado para establecer el inverso del teorema’ del valor medio

de las funciones harmdnicas.

Lema (1.10) :
Si u €& 02(2) , donde ﬁ £s una regién de E

—

n

, entonces f(t) =77Zt X (u),
- ’ o

como funcidn de t ,verifica

oy = & - '
) = LAO }FO - x (Au]) (x)
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para cada X, € ﬁ y donde & >0 depende sélo de la dimensién n .,

Demostrac:.dn -
8i "v = v(xl, Xy vey xn) es una funcibn de n var:.ables designaremos con

\ik la derivada con respecto de la k - ésime variable y vkj = (vk) . Entonces

"d—mt,x (w) = d—{f “‘xl*tyl’ "g*tyzv eeey Xg ttY) ‘wr} =

L f u (X + tY) gy a6y,
g [Y]=1

donde X, = (x.i, xg, ey xZ) Yy Y= (yl, Yos evey yn) . Luego,

2 a :
.d () = Z f “1j(xo + tY) Y395 ‘1.6‘:&
[¥[=1

M

%, i,j=1

{ia condicién u €& c? garantiza gque podemos diferenciar bajo el signo integra]_.);

Entonces,

n ' n
(0) = Ilim = ui.-(X°+tY) ¥i¥s dFI = z ui.(xo)‘/l AP GGY

=0 3,550 Sy J J ig=1 M

Peroy por razones de simetria

f y¥; 66y = 0 =i 1¥
l¥]=1 6

mientras que

donde O(n es un ndmero cue no depende de i y '1€ignn .
Entonces, n
"« T ‘ 5
0y = %y & ouyy%) = a(Aw (£ L

Teorema (1,11)
Supongaimos gue ‘u es confinua en una reglén .ﬁ que, para cads X & f

p
u'(xo) = .”Q,Xo(u) , cuando la esfera , {X ;X } estd en el interior de ﬁ

Entonces, u es una funcidn harménica.

Demo s‘tra_é-i 6‘n; :
si wecX(H) el teorems sigue inmediatamente del lema anterior. - Reduciremos. .

el caso general a este caso,

Para hacer esto”aplica'remos un "procedimiento regularizador™ . - Més precisamente,

" ! . . N H .. *
dalimalle il hizatn A, b i bt vt s i il se v o agsiaiasdintus o s s el
LS Lt Gl il it g e

b1k .
1 jid
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construyemos una funcidn »é(x) = "é('lXI) que depende s6lo de . |X| , X ek ,v
- ‘que verificaj : Y
a) é(x’) = 0 s [XIZF1

1
b) f _rn.lé('r) dar = 1 ;
' 0
o) $ec®E) .

Parg cada & > O ponemos é& (xy = € -né( éix) . Luego,

L née (x) ax = f 1ané(x) ax

Puesto que este teorema es un teorema local podemos suponsr que f es un conjun-

’ 1 -

"

to limitadoy, si extendemos " u  fuera de ﬂ_ poniendo u(X) =0 - ypars XéEn -7,
obrt;e.nemoé una funcibn acotada. Definimos ug = u*ée . Entonces, ug € c® o
Si _€_->‘" 0 es lo suficientemente pequefio para que {x s X - Xll < f} C ﬂ » tene
mos; usando b) .

Ug (Xl) = L u(Y) é& ()L_L -Y) dY = f u(Y) Qe(xl -Y)ay =
n Lx,-¥|sg

=f g - g av .
{ ’

ulsé

Ahorsa ponémos U = rU' s donde [Ul =r , y usando el hecho b) y el hecho

que @(U) = é(r_] , vemos que la #ltima integral es igual s

£ ré
Lrn‘l Qe(r) {f u(x; - ru') dU'} ar = J;rn"lée(r) mr,xl(u) ar =

[ur]=1
: ¢
= u(Xl) forn-l @E(I‘) dr = u(Xl) .

A

Eso es, u(xl) = us(xl) para cada xl € @ que esté a una distancis mayor
que €& de . E, - ﬂ . Puesto que &€ > 0 e= tan pequefio como deseamos y ﬁ es
un conjunto abierto, hemos probado que u € Cw(ﬂ) ¥y hemos hecko la reduccibn prome-
tida.

Cbgewamos: que esta es otra demostracién del teorema (1.4) .

Corolario . (112 :

"Si . {un } £s-una sucesibn de funciones harménices en la regién ﬂ tal que -

un(‘x) converge uniformemente a una funcién u(X) en cada subconjunto compacto de

R, entonces la funcién u(X) ég harménica

Lt

Wi
1

o Srorrrt
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Demostracidn 3
; Es obvio que nos basta mostrar: si X € g y t es un radic beéstante pegue

.

fio, entonces

wx) = mt ’xo(u)

Pero, para cada n ,

u (X)) = Tl?t'xo(un)
Puesto que un(xf =»u(X)  uniformesente para X en la superficie {X X - xol=t},
mt,xo(_un)—’mt,xo(u) cuando n—> oo . Pero, supusimos gue u (X)) —>u(X) ;

entonces,
%) = lm uyxy) = uw M 4 (u) = T, .
u(X,) o Un( ) %1 lll°° ,t’xo( ] t"o(\l)

Un problen_za. c_lévsico referente & las funciones harménicas es el célebre problema de
Dirichlet . Una formulaéidn de este problema es la siguiente: Sea ﬁ una regién

éon clausura ﬁ compacta y f£(X) una funcibn continua definida en ﬁ - fl’ - .'“ x

dExiste una funecibn u  tal que

(1)  u(X) es harménica en 7 R

(11) u(X) es continua en R H
(i11) w(X) = £(X) pera xe@R-RA

iSi une funcién u existe, es ella 1a dnica?

Observamos que la respuesta de la Gltima pregunta es ™"si", y esto se ve inmediata -
mente del corolarip (1.9) ., Estaremos interésados en un caso de este problema donde
I no es-un conjur;to compacto; esto es, cuando’ Q es un "semiespacio® de E . .
Para ser mds precisos tenemos que introducir algunas notaciones mievas: Sea, como antes,
X = (x), X5, eeey X} un punto de E  ; luego, designareuos con (t ,X) =

=(t, X7, X0, eceyXp) unApunto general de Epq . Entonées, el semiespa -

ot o s
cio En+1 es el' gongunto .
{(t ,» X) €E ;3 t.>o} .
Haremos una identificacibn natural si designamos con E, =& la fronters,

{(t y X) €E 47 t=0} , de E;+1 . Luego el problema que nos interesarf es el si
guiente: dSi  £(X) &s una funcibn continuaen E;, existe una funcién, u(t ,X),
harménica en _:_‘E;*_l Y continua en E;_'_l tal que. u(0 , X) = £(X) para cada ‘
X €E, “? El simple ejemplo u(t , X) = t demuestra gue, sin hacer algunas res -

tricciones; el problema no tiene solucién dnica, Restricciones apropiadas son la si ~

guientes 3

1& ‘
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Teorema (1,13)

Sea f(X) wuna funeién continua en ‘E, que se anula en oo (estg es, f(X)=0

cuendo .|X|~=$ o0 ), Entonces, existe una dnica funcidn u{t , X) , definida en

o, §
Ln+1 = En+l}J En tel gue
(a) u(t , X) &s harménica en E;+1 :
. + P +
(b)  ult , X) es continua en E ., VE, = B 4

Y se enula en o0 (eésto es, u(t , X)-»0 cuando IXI2 + t2 -y 0 )

£f7(x)y . .

(c) w0, X)

Ademés,
u(t , X) = f £(U) Bt , |x-U|) au
E,
donde p(t , |¥]) = e o 3 L (1) /2 es el ndcleo de Poisson .
— (22 (12 + |75 — = -

Demostracidén :

E1l hiecho que sélo una funcidn u , con estas propicdades pueda existir sigue del

principio de mdximo. En efecto, si existiese otra funcin harménica, -3, con estas
propiedades, entonces se podrla demostrar fdcilmente gue: lu - u1| debe alcanzar un

. i . . +
valor m&ximo en el interior de En+1

Puesto que u(0, X} - uy(0, X) = F(X) ~£(X) =0 , u-u IO .

. Bsto es, UW=u;., es una fupcidn constunte;

Ahora, tenemos gque mostrar gue laqfunci%n
u(t , X)) = f E(t , |4=U]) £(U) au
E
‘n .

satisface las propiedadss (a) , (b) , {ec) .

Usdndo una prueba elemental vemos gue se puede derivar ua  bajo el signo de la inp
tegral; 1laega, el hechio que P(t , |X-U[) es una funcién harmbnica (ver ejemplos (4)
¥ la segunda parte de (3) ) implica que wu(t , X) es harménica tarbién. Esto demueg

tra (a) .

Si Xo € Enf entoncesz

laft , ©) = f(x )] € fult, ) - £()] + [£X) - £(x D]

Luego, pare establecer la parte (c) y lz continuidad de u nos basta mostrar
Ggue, dadoun €3> 0 , Ju(t , X) - £(X)]| si (t , X) es bastante cercano

de X, (porgue, entonces, el término |£(X) - f(xo)l, gerd peguefio. por la continui-

dad de f) . Un andlisis cuidsadoso de la demostracidén de (5.10) del primer capithlo

:

fde fhver)

IR AT
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nos da la desigualdad
fu(t , X) = f()() £

P c?nAx<7) P(t.m + cf Axta) IBy(t,e)] as + 2 |£]lg flgi;;wl)'ab

Puesto que £ es uniformemente continua (esto sigue facilmente) AX(S) ‘es pe

- quefia cuando s  es pequefia, um.formemente en X Entonces ellglendo primero 7 ,
. y, Gespues, t , como hicimos en la demostracidn de (5.10) - obtenemos la continui-

dedde u en E ¥, también, (c) .

~n+l
Nos resta mostrar que u(t , X)=»0 cuando lxla + tz—’o. » Primero, mostra-
remos gue, si & > 0 , existe t,>0 talque [u(t, X)]< € para todos los

X cuando t2%t, . Sea- a >0 tal que [f((U)l<-E2- para |Ul > a . Enton

o

ces, _

I f £(U) B(t, [x-U]) au] = f l£(0) Bt , |X-U]) | aU +ﬁf(U)P(t,|x.U)| au

By |Ulga (Ul>a
c ° - .
¢S 5 f‘ﬂu"d" . £ Bt , lau) ang S48 - €
(2w ¢ [Ulga 2 E 2 2
o 2¢c 1
s t2t, , donde -ty = —R : le(w)|-au
€ n
(2W) lUlga

, existe k>0 tal que

A
™

Ahora mostraremos que it t <t o fu(t,x) |

cuando x| » k « Esto concluiré la demostrscidn dél teorema. Tenemos
jut , X)| 5 | ff(U)» Xt , |x~U[) au | +}ff(U)i Pt , |1X-Ul) gu | §
_ |%-Ul£P J ix-ul>p
e, LIfid
Smex |£(U] .1 L% av .
|%-Ul¢ ) (2m)? tv|?*t

M’, =

Tomamos ? tan grande como para gue el ltimo témino sea menor que 3 & e
. . £ . .
_tonces, tomamos |[X| <ten grande como para que |f(U)| £ 3 para U en la esfera

Ix-ulg 7P

(esto se puede hacer puesto que f seanulaen o ) .

Se puede considerar 'este teorems como el sustituto, para p = 60 -, del teorema si

gu:lenté:

Teorema (l.14) :
Sea f(X3€eL’P , lgpcos ., Entonces,  existe una dnica funcien u(t , X),

5 -
definida e_n ‘En+l ~ tal que

es harménica en E

(a) ult, X s




45

. l/ .
(b) (f fuCt, X)|P ax) P € A<oo para todog los t>0
SR, ===

e C—

: 1/p
(e) (f. lu(t , X} ~£(x){Pax) —> 0 cuando. t-20 .
En

3

Ademés,

(%) u(t , X) = f £2(0) B(t , |X-U]) aU .
) E

n

Demostracién
Es fécil verificar que la\ integral de Poisson (%) define una fupci'én continua en
E;-l-]i . Luego, por (1.11) ., la.parte (a) quedard probada si mostramos que, para.
) +
(t, X) €Eyy >

u(t,x) =2 u(t'xl,xg,...,xn) = j 2 2 2 u(t+r8.xl+l‘yla-.nxn+1'yn) dr(s’yl’;.‘yn)
8 4y ety =1 e

donde O£ r <t (esto es, la esfera con centro (1;.,2{) y radio r tiene que es-

tar en E;ﬂ )y de(s,yl,...,y y = db‘(a'y) es el elemento de érea de la superfi
n

cie de la esfera unituria 'en E Pero, usando el t eorema de Fubini y el hecho

n+l *

que P(t, -|X=U|) es harménico

u(t-rrs,xl-l-ryl,...xn-tryn) do.(s’yl’...,yn) = j;f(U){ f P(t-i-rs,lX-U+rY|)dW(s’Y)}&U=;
sz+y§+...+y§=l ‘ R s2+y§+...+y§=1' _

1

= f £f(0) P(t,[X-U]) aU = ult , X} .,
E

n

1 1 A
Para mostrar (b} , nos basta prober que si g € Lq(En) , donde 2*s" 1T,

¥y Il'gl'l.q =1 , entonces, existe un nfimero A <%  tal que

flu(t,x) g(X)] ax < A .
By

Tenemos, usando 1&0 desigunldad de HBlder ¥ 1la propiedad (ii) del ndeleo de Poi -

- sson (ver (5.7) del primer cepitulo)

f fu(t , X) g(2)] ax ¢ f Ig(x)l{ f If(x - 0)} Bt , |UI) dU} & =
E . ~ - JE - JE, . .

= f P(t,lU_D{ f
E E

fe(x)l 1£(x - U] ax} au £
n

n

<& . - AR < ~
.J};P(t,EUl)“l.lgqu.llfH'pdU 1. gl LP(t,[l_ﬂ) aw = ll2ll, .

n - n

La parte (c¢) de este toerema es el teorema (5.7) del capitulo anterior.

—
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Observemos que hemos probado que podemos user 4 = | k£l Ip en la parte (b) del
teorema (1.14) . Puesto que fult,x) |P dX"’llfllg (esto sigue de (e) ) ,
A = i[pr es la mejor constanteé que se puede usar en la desigualdad

- . 1/p
(./E‘ u(t, 0P ax) < A .

n

§2.- FUNCIONES HARMONICAS CONJUGADAS Y TRANS
FORMADA DE HILBERT .

Consideraréxﬁo_s primero el caso de dos dimensiones. Sea F(z) = F(x+iy) = u(x,y) +
ivix,y) una funcidn snslftica en una regidn .ﬁ . Supondremos que los hechos siguien

tes son conocidos:

(2.1) leaafunciones u y v son harménicas y verifican las ecuaclones de Cauchy

- Riemenn |,

fl
«

% ¥y
o -

en la regidn @ . Inversamente, si u y v verifican las ecuaciones de Cauchy-

]
I
<

Riemann en la regién @ entonces F = u + iv es analltica en ﬂ .

La primera de estas ecuaciones es la condicién que garantiza la. exigtencia de una
funeibn, h(x,y)" ,‘ en cada subregibn de ﬁ que es simplemente conexa, y tal que @

Vh

harménica. Inversamente, es obvio que, si (v,u) es el gradiente de ums funcién har-

(hy » hy) = (v,u) . La segunda ecuacibn, evidentemente, implica que h es

‘ménice, en cada subregidn de ﬁ que es simplemente conexa, entonces u y v ve-

rifican las ecuaciones de Cauchy = Riemann . Esto. es:
|
(2.2) « Fz) = F(x+1iy) = ulx,y) + ivix,y)

eg una funcidn anslftica en una regién, ﬁ » Simplemente conexa si y s6lo si existe

una funcién herménica h(x,y) , definida en A& , tal que Vh = (v.a) .

Si u es una funcidn harménica en una regibn .Z , entonces una funcibn v

definida en ﬂ ’y tal que F=u+iv es gnalftica, se llama una funcidn conauga—

da de 1u, Cuando ﬁ es simplemente conexa se puede 51empre construir una funcién
conjugeda de una funcién harmbnica u definida en .@ « Puesto que una funcibn ana '

1ftica coh valo_res puramente imaginarids debe ser constente, dos funciones conjugadas de

u difieren a lo sumo en une constunte.

Cusndo fe€ LP y lgp< oo , hemos construido una funcién harménica, u(x.y),

[ I

i
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" en 'E; » tal que ;.'i-?o;u(x,y).' £(x) en la norma de LP y ¥ este resultado es
tambien cierto cuando /p =00 si f es continua y se snula en el < (ver los
teoremas (1.13) y (1.13) ). Luego, conqiderarehzos el problema de haller les funcio =

" nes conjugadas de estas u(x.y) . Al menos formalmente, la solucién de este problema
o8 muy f4cil si tenemos en cuenta el cuarto ejemplo que hemos dado al prinecipio de 1la

primera seccidn de esté capitulo, Tenemos, prescindiendo del problema de la existencia

de integruues,

© . £
c
wix,y) = ff(u) By, x=ul) du = e ff(“)'z—_L'T du =

Lo 2T g ¥y + (x=u)
. ' 0 ' b
#sa; {ff(u) log Y y?' + (x-u)z du} .

Entonces, por (2.2), una funcibn canjugads de ufx,y) deberfa ser

[+ o} .
v(x,y) = 12 {ff(u) 105 V 3%+ (x-0)? du} =
~@

T ox
© o0
= & ff(u) S du = f(u) «(y,x-u) du .
T Ve ¥© + (x-u)
, = %0
En efecto, la integrel-
% oo
(2.3) wWzx,y) = & ff(u) A_ = du = ,/f(u) Gly,x~u) du
T Ve ¥yo * (x=u) : - 00

estd bien definida cuando f € P y 1€ p€ e© |, y, por ejemplo, el argumente que
hemos dado en la demostracibn del teorema (1,14) demueatra que v(x,y) . es una fun -
cibn harménica en E; . Ademds, se puede probar que las derivadas de v , como
las de w , se pueden tomar bajo el signo de la integral y, entonces, lss funciones
u y v  verificen las ecuaciones de Cauchy - Riemann y la funcién

L) . 0
F(Z) = PF(x+ly) = X fﬁu){_.)‘;:&-_l%fau = 3 fﬁ_ul du
~ ™ 1IER u-z
~a0

- o9 ¥© + (x~u)
es analftica en el semiplanc vE; :

o Supongamoa que f tiene valores reales. ) Sabenos gque la perte real de F(Z) .
~='f(v.r.) P{y,lx-ul)du , converge, en lanormade L’ , 1gp&° ,¥ p.p., &

la funcién £ cuzndo ' y-0 T Luego, es natural preguntar 4@ué micede con. la par-

te imaginaria de F cuando y-+0 7 Formalmente,

Q 2}
lnm v(x,y) = ln > fu) ——EL—s du = Al‘/fﬂu) .
y0 yso0 ™ J y© o+ (x-w) T/ x-u
’ - % . -0

Pero la dltime integrel.no existe adn pera una funcién £ tan inocente camo la
funcitn ceracterfstica del intervelo (0,1) . Entonces, tenemps que darle un significa

et ]
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do diferente del de la integral de Lebesgue., Mostraremoa, que sl definimos

Q
Mdu

P
T J x-u

como el vaio'_r principal de Oauchy ,

(2.4) x) = 1m 1 f ) gy
E»0+ W [x-uhe *~0

~
entonces f(x) existird p.p. asi como en la normz de P y, l4pece ,y ,
~ ~
también, 1lim vix,y) = £(x)} en estos sentidos. Luego, la funcidén f(x) =se 1llg

Y ~»0+
mard la ¢t ranasaformada de Hilbert de la funeién f .

Primero, observamos que la integral

3’ (x) = £(a) du _(X_"-ll du
& ’ X=-u
fx=-ulze lufze
estd bien definida para cada € »0 cuando feLP £p<eco . El lema si-

guiente demuestra que, al menos en el sentido de la norma de Lp , la existenclia del

limite en (2.4) es equivalente a la existencia del 1imite 1lim v(x,y)

y 0+
Lema (2.5) :
1 [ 1 (=u)
u f(x-u
1lim = f(x-u) >3 du - = —_———= du = 0
£ -0+ { mw f . wl + E L u
~ . fulp€
en lg norma de Lp , cuando f e Lp ’ lgp< o ,
Demostraeacidn
Fijemos un ndmero R >0 y observanss que
. R :
£f(x) 42— au = 0 = 20 4,
u- + & u. '
-R R3|ulze
Entonces,

R .
f £(x-u) '2—‘1—2' du -f Lxmw) 5, o
=R - ut+ & Rzlulzé

R .
= (f(x—-ju) - f()zt)J 4 450 - f fx-u) = f£(x) du =
R2[ulze

=R u2 + u

[f(x—u) - f(x)) u f ’ [ -q 1 } [
= . du + -a f(x=-u) - f(x) } da
luleg  u-+ €° R3lulyed O & u

Usandd’f la desigualdad de MNinkowski y el lema (3.4) del capitulo I, tenemos

1/]
f f {f(x—u) - f(:zr.)J 4 gy, pr ax p<
lulce ¢ E =




9

. u bl - 20l - A
4- u fl x: , :“p aug f Hf(x-u)-f(x)ll du —» 0
ul<€ wt + € ful<€

‘cuando & -~»0 (independientemente de R ) , Tenemos también

'f l I[:—m-’) (f(X—U) -f(x)ldui < 6 f lﬂru—)_é'(i)‘l' du =

RYube  °

+
:f?ﬁuili J;?lubp
Entonces: ‘ .

T - . 1/p
{fﬁ (77 '%-)(f“"“"f“")d“gpdx} <

Lo R?lul |

(rer 1/ w
< ez{flf [f(x-u))r— f(x)l du [ ax } p + 82{ | l f(x—u)-f(x)) ' da%p<

U Y plul2e w 14, Jratulyy @

¢ & et ~2lly o0y g gy é[ au
Piube B ] ? lulp Hul

4
Usando (3.4) del capftulo anterior, vemos que podemos elejir uns ? {independiente-
mente de- R '} para hacer el primer término de esta suma tan pequefioc como lo dessamos.
Con esta % , entonees el segundo término sepuede hacer tambien tan pequefic como 1lo
&eseamoé '(independientemente de ‘R ), elijiendo € Dbastante pequefia. Puesto que

estas estimaciones son independiehtes de R , hemos demostrado el lema.

Teorema (2.6) :

~ i - . . . n~r
si & _¢-L2 Yy feglx) = b1 —M dt  entonces el 1limite ?(x)=£lim Te{x)
- - € ) 20+
existe en la norma de L2 . El 0peradar que hace corresponder F a la funeidén ¢
—— ~ - —

es unitario, Ademds £ =-f .

Primera demostracidén :

Pongamos )

u{x,y} = ff(u) P(y,|x-u]) du
-0
¥ . 00 . . _
vix,y) =[f(x-u).Q(y,u) au = % jf(x—u) 5 4 5 du
w uc + y <

© - 00
o ;
‘Por el lema (2.5) nos basta mostrsr que existe una funcién £  tal que

(%) - ’ . jlv(x,f) -f(x)L dx = 0
. ' e-»o
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g S
£ = e
=1 4 (ak’bk)
es una funcidén escalera, un celculo fécil demuestra que
n j 2 2
_ (x-a, )¢ +y
V(x,y) = i Z Cy Iog _kz-—z
M k1 (x-bk) +y

Puesto que log |1 + %IL = O(%) cuando x=—Pes y la singularided 1log |x| , en

X =0 , es muy mansa, obtenemos (M®) , para f escalera, donde

n
- x-a
i ¢, log | —X. - .
n k=1 x-bk

?(x) =

Ahora, mostraremos que la transformada de Hilbert es una isometria en el subesps-

clo dengo de funciones escaleras. Fuesto que

0
1in Fu(x,€) - f£(x) [Pax = 0
€20+ o . :

{ver el teoreme (5,7) del primer capitulov), nos baste, en viprtud de (%) , méstrar

0
(*x) . f{_v(x,y) )P ax = ﬂu(::,y) )? ax
. oo -00 .

 para cada y 2 O . Usando las ecuaciones de Cauchy - Riemann e ihtegrando por par-

tes (teniendo en mente que u(x,y)—>0 y - v(x,y) =0 cuando |[x|[=> % ) tene -

< © ) o«
%y- f [v(x,y) )2 dx = 2 \/‘Avy(x,y) v(x,y) dx = 2/ ulx,y) vix,y) éx
- " -

mos:

- 0 ©

o0 0
. a
= _ z[o alx,y) v (x,y) ax = 2 "eou(x,y) uy_(x,y) dx = ;

Entonces 0

| f£ vix,y) ) ax

o0
[[ u(x,y) ]2 dx + una constante .
[ -]

Pero ambos. miembros de (%) tiendena O cuando y tiende'a & ; entonces,

la constante aditiva tiene que ser O y (#%) estd probado, Observamos que esta de

mostracién es vdlida para todas las funciones f e Lz(-w, ) , puesto que u(x,y)—>0

¥y v(x,y})—0 cuando le.—* co , para feg& L2 .

Ahora, si g es 'una funcidn g';eneralAde L2 s Sea {gh?)} unga sucesidn de

funciones escaleras tal que lim Ilg(n) -gll,=0 ¥ 2 el limite, en 1° , de
: n—eaa




| £
“Ta sucesién {"é(n)} (que existe puesto que’ I.llg(n) M(m)“ s Hs"n)_" g‘m)ll I

y Aplicendo (% *) a las funciones f(n) = é(n) Obtenemos, T

f[v (x,y) }2 f[un(x,y) )2 ax
nw .'. ]

© o C . ‘ 9 o
Val®yd = f (n"u) Wy, x-a) du y u_(x,5) = ] £ 4) 2y, lxul) au

o]

]

donde

-Ye 6o

Entonces,

+) f f[gcu) - g(n)(u)] W) au f[u (x,5) ]2 i

$ |i|8(n) - &l |2 (ver -la observacién hecha despues de la demostracibn giei teos

-

remg (5.7) del capftulo I )} .~

Dado $% O . sea n .t;,an‘grande que [lg(n) -gllp = “g(n) “g’y'gg < -g .
Con.esta n fijada, sea y tan pequefia que -
R oo
. S . 2 +
f(fg(n’(u) Ay,x-a) du - E0(x) ) dx} < £
“0 Vao0 ’ 3
Entonces, usanjo (+) ‘ '
20
o - . ”Jfg(u) 'Q(y)x’u) du - E(x)llz €
e
[~} ' (-
£t (etu) - 2" (w) ) «y,x-u) du ll, + || fg(")(u) Qy,x-u) du -E(n)(x) 1, +
- o0 - . - - -w ' . . ) K

o«
+ HE™ -, < ™ - gll, |'lf g™ (u) Qyx-u) 2 - “(“)(x)ll + |[“‘(“) 21,

-

14

(Ol .1
-l
4

. 0§ .

R
3

. % ) A
Ahora mmtraremos que f = ~f i, Esto probard, también, que la transformada de-

Hilbert es "“sobre" y, por consiguiente, unitaria, Basta mostrar esto cuando

S f(x) = ulx,y) , ¥,>0 ,donde u es le intergral de - Poisson de una funcion g

de Lz(-eo,oo) (porque. hemos. visto que esta clase de funclones eg densa en L2 ).

 Sea v.(x,y) la integral conjugada de Pbisson b v(x,y) ﬂ(u) Q(y,x-u) du
.de & . Luego, f(x) = lim f:t‘(u) Q(y,x-u) du (en el sex;::l.do de 1la norms de
12 D). Pero f(u) Q(y,x-ﬁ) du es la éniea funcibn cor‘uugada de:

o0
f f(u) Ply,x-u) du = u(x,y+y,)

o0

o e e

T T e T b
e S

Tt ot ot o T B i e i 7
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(ver (5.15) del capftulo I .) que .se-anula cuando y ~> @ ,  Ademés, V(X,y*yo)

es. una funcidén ‘con';]ugada de u(x,y+y,) que se amula cuando y -—» o . Entonces,

.
vix,y+y,) =.;'[f(u).Q(y,x-v.,1) au
~ . © - -
y f(x) = v(x,yo) . Puesto que v(x,y+y°) es harménica en una reg;i_tm_ que contig

2 2

ne a E; ¥ un calculo fdcil demuestra que  v(x,y+y,) —0. cuando x +y°— o

obtenenios, también,(ver (1,13)

” .
v(:;',yfyo) = fv(u,yo) Py, fx-ul) du

-~ ©
Ahora, tenemos po
~ . -
' g(x) = lim -f v(u,y ) Qy,x-u) du
¥y=*0 Vo °

w .
y f v(u,yo) Uy,x=-u) du es 1la unica funcién conjugada de v(x,y+y°) que se anula
c_uand;“ y =9 . Pero ' -.-u(x,yfyol es una funcibn cc.mjuga,da-d_e v(x,y+y°) que
se anula cuando y-—» - ‘{porque, si u+iv es analitica entonces v-iu es anali-
tica), Esto demuestra que 4

z_ .
f(x) = 1lim -u(x,,y+y°) = su(x,yo) = £(x})
X J=+0 ‘

'Segunde demostracitén &

Pongemos 3]? pera 0< &€ & [x|$P <
kg (0) =
EO "0 en los demds puntos.

" Hostraremos que los limites obtenidos haciendo ‘primero P — o y, después € -0

de ) .
EZg = e = 1 Lx-t) g
™ ™ t
Jpthe

existen en el gentido de la norma de L2 . Para esto tomaremos transformadas de Fou -
rier 3 . N

’XZ (y) = i . & dx .

w pAxlze *

) ?
Las funciones ')CE (y) verifican:

(1) |-'.XZ (y)] € & 1indepéndientemente de y, € , »

(2)- 1lim xz(y) = isgignoy .
?-?Q; ‘
&£€—0

Esto ge ve de la mmera siguienter si y >0
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7 g »
XZ£y’) - 21 f sen ¥ ax)= 1f sen X
' - . € X . €y x

~Yedsh) st y<o o P

o3
N
<
S?
1]

Puesto que f ggnt_t_ dt es acotada uniformemente (independientemente de a y

. a - .
b )  la primera _propiedad de 'x,z (y) estd probada. Ahora, usando el resultado

b
lin gent g = T
b= J, t 2

a-» Q.

obténemos la segunda pi'opiedad.
Entonces (por (6.12) del primer capftalo)
. 7 _ x9 3
Ju o ) = A Jor
Por consiguiente, ]
C 1im 1lim g(H? £) (y)} . {1 signo y) 3 (£ (y)
€50 D S ’
existe en lé norma de - h2 . El teorema ahora sigue del teorema de Planchersl

Observamos que hemos brobédo él importante resultado:

Corolawzio (2.7)

~‘ . . .. N . '. R "
8L fGLZ(j-_&,OO) ¥y £ es la trensformada de Hilbert de f  entonces

B ) = @ sieo ) Ji0) ) S

Corc;-lario (28) :
si f eLz(-oo,oq) entonces

lin . v(x,y) = f(x-u) du = f£(x)
J=»0+ y-’0+ Tl' Y + y .

Fara casi todos los - x & (-~o0,00)

Demostracidén :

'Si mostramos que.
- o :
. ) -
(a) . . v(x,y) = ,l fTL—Z- f(x-u) du
w ut + . .

entonces el resultado (2.8) es un corolario del teorema (5.10) del primer cap:[tulo‘l"

“De 'nqevo, tenemos gue modificar la demost'rac;lén de este teorema para incluir el ca
so p 1 . Esto se puede hacer facilmente.




Pero el hecho que T = -f
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'significa que

~
f(x~u) du = =f(x) (en la norma de .L2) .
y-§0 11‘ u +y e

L
Entonces la funcidén harménica % [ 1

F(x-u) au verifice todas las propieda -

ol + y

des de la integral de Poisson de f(x) ' enunciedas en el teorema (1.14) (la segun- -
da pro‘pie'da'd sigue de’ (% ») en la demostracidn de (2.6) , usando f en vez de ).
Esto es - ' © . ‘ © -
‘1 u . a) 1 . . .
-= —  f(x-u) du = = ——J——-z — f{x~-u} au .
™ u2 + 32 m s+ y . '
S = . .
Pero sabemos gque 0 . o
- v{x,y) -1 f TLZ £(x-u) du - =
. . 11‘ J a
. . SN ; .
. : = -i —2—-—2- + 1 } f(x-u) du)‘
; H
‘ y, tembién, : . e )
lf P +i.2u2}f(x-u)du..
R 1 4 ' ul + y2 uc + y© . .

son funciones analiticas.

Puesto gque las partes’ reales
rias tienden a cero cuande y t

nemos (a) .

Corolario .(2.9). 3
. Si re Lz('-°°,°°') entonces
’ .
llm
€ =20+

para casi iodos los
- ——

x € (-o0,0)

Demostrecidédn :

de- estas funciones son iguales y ambas partes imagina-

iende a- oo éstas dos funciones son igusles y obte-

S . .
j‘ =) g = Fx)
[ufpe ®

Por el dltimo corolarlo, nos.bastea mostrar GQue’

1im { f(x—u) du f.&i"'_u) du } = 0
€ >0+ 17 u +£ [ul’é u

para cagi todos los x G (=0, )

kostraremos gque este 1fmite es O

.besgue de. £ esto es, X

s fif(x-

ST e

cuando x es un punto del conjunto E Le -

es un punto-tal que

u) - f(x)l‘ du ‘= g-(S) gi( 8)

|  $ 5

i

R A0
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'cusndo §-%0 .. Supondremos conocido el hecho que casi todos los x estén en el

conjunto de Lebesgue de una funcién en P . y lg£p€ oo .

Siguiendo la’ pri'fnéfa parte de la demostrzcibn del leme (Z.5) tenemos:

: . 14} : £(x-u) =
- _u2 : &2 I(qu)~§u - f —u du |
Voo - 4 fulpe

[f(x—u)-f(x)]z—2 du +‘/\i‘(x-u)(_2i1 2-l)du g
/lul¢e u £ lulye W €5 wT

f b £(x-n) - £(x) L +

Julsg - o B
+ [£(x=u)| (l - du + faf [£({x-u) - £(x)| du
' 'fl-‘”?? e @+ € 2) '?>luE>e tuj(ul + €2)

donde ' 9 es.un ndmerc, independiente de . é , que eligiremos para estimar el dltimo.

£

término., Pero, primero observamos que el primer término tiende a cero con € si =x
.estd en el conjunto de Lebesgue . También el éegundb término tiende a cero con €

puesto Gue la familia de funciones integrebles
. 1 ~u
| f(x=0) | | & = =———
w1 (3 - i)

decrece & cero. Entonces, nos basta mostrar que podemos elegir » , independientemen

te de | €, tal que el ditimo términ’o es pequefio, Tenemos .

Sy 7 € .
62 . Lf(x-u) - f(X)[ du g & ) [f{x=u) - £(x) L au
fule® + €9 o
7>lul>£ € “y
Integrando por part'e's, obtenemos
? D S
€ ff(x-u)z- f(x)r Z ( é ﬁ'(?) ﬂ‘(&)) + 28 | LW ;3 au €
. uc ? u -
€ . o . €
o a7 _
S ? lulsp u e v hilsp
Entonces, con una estimacidn similar para € f , S€ ye‘due el dltimo término -

" - es - tan pequei’io como deseamos, para 7 oequeﬁa, cuando x estd en el canjunto de Le

besgue de £ .

Es 1mportante observar que hemos probado el siguiente resultado (que es anélogo al
“lema (2 5) ) : i ’

PR

Lema (2,10)
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Si f€1P(-w0,0) , 1g p < oo , entonces

o : o

lim - ']-"{ —z—u-a- f(x-u) du - f_{&)_ du} =0

£roeWl o € luize © ¥
~ 00 4

‘para casi todos los x € (-, ) .

Hasta ahora hémos e:studiado la t ransformada de liilbert principalmentevcomo una
transformacidén en L2€E1) .- Es nuestra intencién extender este estudio a los o«
tros espagios LP ¥s 'también, al caso' de n -- dimensiones. Pero, primero .tenemos
que desarrollar unos teor‘emas-gene;-aies sobre transformédaé en espacios P y, tam -

bién, algunos resultados generales de la teoria de funcionés harménicsds.

§3.- INTERPOLACION DE OPERADORES EN LOS ES =
PacIos P .

Los teoremas éiguientes perteneéeﬁ a la teorfa general de los es‘pac‘ioé con medida.
Mds espécIficamente sean (M , MM, 4 )y y (v , W , V) ' dos espacios de
puntes M y N .con 0 - anillos de subconjuntos mediblés 'm ¥y 7( y medidas
Ay OV . Supondrembs que. est_o.s .espac-ios sean © - finitos (o, més generalmente,
espacios en los cuales el teorema de Radon - Nikodym es vdlido). Nos interesardn ope-
radores A  definidos en un espacib lineaA].., ,J ", de funciones medibles definidas en
N y tal que, cusndo f 5/3 s Af -es unas funcidén medible definida en N , Si
A contiene a LP(M)- , l&Dg ,y existe una constante, a ; tal que; pars
cada fe€ P -, .

. : 1/q ’ 1/p
(3.1) Hragif, = .« JIMIQ ap) & al flflp aiu ) = =8 ||£]]
N M BN P

donde 14q¢o , diremos que A es de tipo " (p,q) . La menor constante,
a , que verifica (3.1) sellamsa la norma del operador A

(restringido a LP(M) ') y la designaremos con | |A| Ip,q . Si A es un operador
lineal la condicién (3.1) es equivalente a la continuidad de 4  ccmo funeidn defini

da en LP(M) ¥ con valores en AT61) T

. . P P
Si el espacio lineal. JJ contiene a dos espacios L l(I\II) y L 2(M) (suponga

mos  p; < By ) entonces contiene a todos los espacios LP(M) , para Py S P £Dyo
Esto se ve facilmente: si f @ LP(M) entonces f = £y + £, donde

£00 = {f-(x) si [|£(x)] €1

0 en los demds puntos

y £ = f-f, . Por consiguiente,

A R B
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flfllpl au & JigglPauw ¢ JlgPau’c o

o 5
P, ' b 0. o .
e € JiggPan & | iePan <

-

Luego, si A ‘es de tipos (po,qo) ¥y (p1i9) y st A(g+h). estd bien definida
cuando lo estan 4g ¥ Ah  entonces Af estd bien definida para f €& LP(k0) , cuan ':
do p estd entre Ppb ¥ Py . Un teorema célebre de . Riesz nos da mucna més

informacién:

Teorema (3,2) :

Si A es una transformada lineal de tipos (po,qo) y (pl,ql) entonces A

es de tipo (p,q) donde p = Py ¥ 4=9 , ogtsgy |, verifican

-

1_ 1t ,t

= === 3 1.1t +.t_-
' P pO Py q q, qq
Ademds ,
: 1~t : 1t
. - A 3 A . A ) .
(3.3) Al s Clall, Y R o

La dltima parte de.este teorema, la desigualdad; (3.3)' , es cierta si usamnos espa-
" cios de funciones con valores complejos. Existen ejemplos que muestran, en el caso de

funciones con valores realeé, que (3.3) es vdlida sélo cuando
(3.4) Py € 94 (i‘=-0,1)

*Es un hecho interesante que en casi todas las aplicaciones de este teorema las desigual-
dades (3.4) estdn verificadas.

No daremos una demostracién de este teorems puesto que necesiiaremos unos teoremas
més ggnerales‘(pefo, éomo veremos, con estimaciones menos precisag que la desigualdad
(3.3) ). Sin embargo, haremos dos aplicaciones féciles que ilustrarédn el uso que se ha
ce de este género de teorema.. Llamaremos tales aplicaciones i nt er pola -

cidédn de operadores (o, m8s simplemente, interpolacién),.

Teorema (3.5)

st fé Lp(En) Yy ke Lr(En)' y h=fxk , entonces he Lq(En) , donde

-1 ¥y ~

ol
W fis

L.
b

il € el Ll
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Demostracién

Sea A el operador de’ convolucién

om0 = (&)@ = ff(X-Y) KY) ar

n

. : T .
donde f €& LP(En) . +.81 kel o(En) ", donde %‘ + ':',—- =1 , entonces la desigual
dad de HBlder . muestra que -

nlle < el [l

Esto es, 4 es de tipo 4 (rgy00) .y _I IAIIro,m' < ||f|[p . ' -

En la seguﬁda seccién del primer capftulo (lema (2.3) ) hemos mostrado que * A

_es de tipo (1,p) . y IIA—”I,p £ ||f|'[p H

|
]‘ Rl

il € Helly Thelly .

Entonces, por (3.3) : o . . ,

LMLk L LA i

Llet ot . '
’ ' IFth < ||f|l;p _ ||f||p ”k“‘r. = Hﬂlp el
’ donde . . . ’ . ==
1. 1=t,% &
q o0 P ]
¥y
- 1=,
r TS 1
- Pero,
_=l=_{'(1-l) =l-!‘:=l+l-1'_-
q P r, '~ T T, r p :

Teorema (3.6) -

La transformada de Fourier es de tipo (p,q) donde X'+ -1 , 14¢psgo2.
=2 _ - = s 28I 79 .

M&s precisamente,

~ n/q .
™
2 (1 & @MY e, .

Demostracién

Sigue inmediatamente de la definicién ae la transformada de Fourier que

111, < 1211, .

’

Esto es, la transformada es de. tipo (l,)




59
Ademfs, el teorema de Plancherel dice, en particulaf, que

HED I, € M2 1211, .

Entonces, por el teorema (3.2)
ot . tn/2 :
DI € @M e,

donde

o
W

N et
DY)
[
1}
(]
]

n et

¥ el teorema estd probado.

La: .nocidn de tipo (p;q) es la mds sencilla para medir el "“tamefio" de una trans-
formada lineal. Perc se ehcuentran operadores importantes que no son de tipo  (p,q) .
Muchos de estos operadores verifican una desigualded mds débil que (%.1) .. Vamos a ha-

.cer algunas observaciones para motivar la introduccién de esta nueva propiedad,

Empezamos con la definiciénde la funci.6n de distr ibucdidn
de una, funcién medible h definidaen N‘ : si ®% >0 pon-
gamos T ) : :

?o(= {s enN: |h(s)|>0<} .
La funcién A(X) = V( ?n() , para  ® >0 , se llamard la funcidn de distribu-

‘ecién de h . Es obvio que AN es una funci®n no creciente,

Un . hecho que se puede probar facilmente es el siguiente: pera "~ q 2 1 tenemos
(3.7 SR 1V P flhlq av = gq fe(q'l,h(x).dx- .
_.-' ) . ) N : . 0 . .

Entonces, vemos que, pafa medir el "tamafio" de h , como funcién ;le Lq(N) , hos
basta saber como~dismi.guye .su funcién de distribucién >\ . "Pero, lo que sucede en mu
chos casos es que un oéerado_r A '1;.ieng valores h = Af 'tales que, pai-a £ en
LP(u) , No-se puedelf decir mds que h  estd justo a la orilla de ' Lq(N)‘ pero no es
t4 en este espacio. Mé_s precisamente, MNx) = 0 (-la) . V.a,mos a dar un ejemplo
muy importante de un o'pérador de este tipo: la fu :c. ién max i»m. al de

Hardy - Littlewood ..
Sea f una funcién me_diblé -definida en E_ - Yy pongamos

-0<I‘<.n T rr(x)

donde Z'r(x) es la esi.fei"'a- de radio r yycent'i:é X . Luego, f£XX) se llama




é0 !

e

la funcién meximal de £ - ,” Es muy fécil ver que o es de tipo (1,1} ... (por
ejemplo £%(x) "'é L;(Ei) si £ es la funcién caracteristica del intervalo [0,1] ).
Pero, . £% verifica la importante desigualdéd : '

(3.8) Nx) ' —’-‘||f|tl , ®x>0 ,
X

donde” }\ es 1a ‘funcibn de distribucién de £%(X) y ¢ es una constante que de-

n
pende 86lo de la dimer;sién n . Para,.méstrar este hecho necesitaremos un lema de "ti

po Vitaeli" :

Lema (3.9 : .
Sea ﬂ < By un subconjunto de medida finita Y suoongamos que para cada punto

i€ @ estéd dada una esfera 2 (X) con centro X~ . Entonces existe un mimero f1

— ———

nito de estas esferas dlsjuntas dos a dos y tales: que la suma de sus voldmenes es ma,yor

- —— o E——— —— —— — —

que anlfﬂ ’ donde '&n es una conatante positiva que depende s6lo de la dimensidn

— — — — ——

n L,y IRk 'eslameaidade 7z .

Demoestracidn

Observamos que. si.los radios de estas esferas no tienen bun extremo superior finito
entonces el lema es obvié. Si tienen un tal extrémo sea b el supremo de estos ra -
dios, Ahora definimos una _.sucesidn de gubcofz,junt’os de .ﬂ inductivamente: primero ,

pongamos
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Pongaﬁbs sobre ﬂl una red de cubos de lado 5 b y, si un cubo de esta red
contiene’un puntp de Rl , elegimos uno de estos puntos, Xm. "« Entonces la suma
de los volimenes de las esferas Z(Xm) serd mayor que una fraccidén fijada de’la suma
-de los volumehes de los cubos correspondientes y, a fdrtiori, mayocr que una fraceién fi-
Jjada de la suma de los volumenes de estos cubos y c{e los cubos contiguos. Ninguna dé es
tas esferas puede ser rempante con una esfera cuyo centro no esté en un cubo contiéuo ;--
entonces cacla..una de estas esferas: puede ser rampante, a®lo sumo, con un_nximef_é finito f;

jado de eaferas, ZEntonces, si enumeramos estas esferas-en cualquier orden, y desechamos
por turno cada esfera que es rampante con una esfera que no estd ya desechada, obtendre-

mos ultimamente un conjunto finito de esferas que son no rampantes y cuyé volumen total A

Il

serd mayor 'que un miltiplo fijado, al , del volumen total de todos los cubos.que con
.tienen puntos de ‘ﬂl ¥ de los cubos contfguos. Estos cubos contienen cada pupto' de

-
(a3

y 1 ]
‘ﬂl ¥ cada punto de @y que no estd en ﬂv en virtud de su _proximidad a ﬂl'

Ahora cubrimos _ | ; con una red de magnitud lineal igusl a la mitad de la dé la

red anterior y procedemos en la misma manera. Obtendremos un ndimero finito de esferas

. ' * 2 ry
con centros que son punfos de 22 que son no rampantes con ninguna esfera del conjun

to de esferas ya obtenido, que son no rampantes entre ellas, y de volumen total mayor
que ap multiplicado por el volumen total de todos los cubos que contienen puntos de

® ) .
32 Yy de los cubos contiguos. Estos cubos y los cubos obtenidos anteriormente contie-

nen a todos los puntos de fl ¥ ﬁz ¥y, también, cada punto de f’z’,, , V>2,
1]

1 ]
que no estd en ﬂ9 en virtud de su proximidad a ﬁl o .22 .

Continuando de esta manera 6bten§remos un conjunto numerable de esferas S(x)
“de volumen total mayor que ar'ltﬂ | ¥ tal que son disjuntas dos a dos. Ahora podemos
extraer un nimero finito de estas esferas de volumen total mayor que an|‘ﬂ| , st

ap< 8} , ¥ el lema estd demostrado.

Ahora podemos mostrar la desigualdad (%.8) . Primero observamos que el conjunto
?q y ® >0 ., detodoslos X talque £¥(X)> X es el mismo que el de
todos los X tales que existe una esfera Z.'r(x) con radio r y centro X tal

que

(3.10) = f l2W] v > o .
2.(x)

r

‘Entonces, por el lema (3.9) existen un nimero.finito de estas esferas, Zrl(xl) goes

.,,z > (xm) s que son disjuntas dos a dos y tales qize la suma de sus volumenes es mayor
n

v

que anl.‘ ?x [ . Esto es, 81 ¢ es el volumen deila esfera unitaria de -En ’

n n n .
c(r1+r2A+ ...+.rm) > &nl?x! .
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Por consiguiente, usando (3.10) vemos que

m
l?a(l< e 3 r? s(E-)i[ f |f(U)|dU+...+f|f(U)|dUJ .
a =1 a - :
n 3= n T, &) & %)
Puesto que las. esferas Zr-(xj) son disjuntas dos a dos la dltime integral es-menor
-que. ﬁ [£(U)| dU y obteneros (3.8) con c, = g— .
VE : : n °

n -
En general diremos que un=s traqsfor'naclbn " A es de tipo débil {p;q)

si Lp(m) Czﬂo y si exlbte una constdnte,. a , 1llamada l@ norma débil

de A independlente de fe P tal que, para 1€ ¢ < ao
) : . a Q.
(+) A(x) £ ol REA NS , &®>0 ,

donde A es la funcién de distribucién de h = Af , Si q = 0 tipo débil y ti

po son la mism. cosa, por definicién.

Observamos que la transfofmada f—£* no es-lineal., Pero-obedece la condicién:

(feg) £ Feg* En general, diremos gue una trensformada 4 , definida en o .
es sUublineal si 4(f+g) es bien definida cuando Af y Ag losony

| als+e) | € | af ] + . |lag!l

Un teorema gue generaliza la primera parte del teorema (%.2) es el siguiente teo-

rema de liarcink«iewicz

Peorema (3.11) :

51 4 es una transformacién sublineal de tipos débiles (Po1ag) ¥ (pys4y)

con normas débiles a, y a; , donde p. g qi' (i=0,1) 9, < G; , entoances

A es del tipo (p,g) donde p = , » 9=¢q¢ , O<t<1l , verifican

— ——

_1't+.t_
% ]

+
I

a =
[

Demostracidédn :

Probaremos este teorema en el caso p, =9, ¥ Py =9 . El cuso general es
s61o tecnicamente més diffcil y la idea principal de la ‘demostracidn estd contenida en
el caso que consideramos, ‘

Primero,-supongamos que gy = p;j < @ . FPongamos h=Af , donde feg LP(M),
y >\(°() A% {x eil; |hx)|> °<} . Entonces, tenemos que mostrar (ver (3.,7) )
'que existe una constante, ¢ , independiente de fe LP(m) , tal que

- p
(%) linlly = p/xpl)\ma« s (eligh, )

(o]
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Parg cada X » 0 pongamos

-y
St T

il
| | :
f(x) si [f(x)Ig ' iﬁl
f(0) = - .
0 si x> Ql
y - i
£ (x) = f(x) = for (x) .-
Luego, de31gnaremos econ hg ¥ n* 1as funciones AA}.‘Q( h Afa‘ , ¥ pongamos
MNP = Vrem Ing@isg] v Xfr= Veen m¥al> ]
Tenemos [nf € < Ihxl + |h || puesto que A es uria transforiacibn sublineal. Enton
ces -
I x £
X %) A(P)s)\éc.—gnx\( —

‘Usando el hecho que A  es de tipos débiles (,po,po) B (py,P) , el teorema Qe
Fubini y (¥ ¥) tenemos ‘ :
[-5]

oy R
. - o
Pt Ny ax ¢ [P I Ay N(¥)p oax £
A ® 2 2

0 ’

. :
2
sfxp'l{—;a-lllfxll } p'l “ltp} ay
o

p-p -1
(2a)P1f'pp1 {flf Eld/u.}dot + (2a)°f ° {flf“‘l%ﬁ]dq:
oo
,
P p-py-1 P p-p,-1 P )
= “28)1 _/;( 1 { Ifl dO( + (28))° Ja ° {jlfl ®ap pax =
» . © O . :

o I£1$ If]>a
' 12 128 * P~y -1 P, P, (5] pp 1
= (2 ay) [£} x act b am + (2 ay) |£] § ° axfaus

. (Zal)pl Py _,P-Pp - (2a°)p° : Py - PP,
2 — I£F = [£] du +— I£F° |2} =
pl -p M P - pO M

P p
[(2a)) 1 (22 ) ©
= + o [1£] lg
- Py - P p - Po .

.

y esto prueba le desigualdad (%) con F = p‘{

P D
. 1 o
(2a) = (2a)) }
P - P . pP- po

Nos falta la demostracién en el caso Py = © . Podemos siempre suponer que

aq = 1 - {si no, se puede considerar el operador -;— A en vez de A ) . Entonces,
: . o 3y .



&

tenemos | "hP < 1. I‘ifp oo $ ? .2y , por consiguiente, - AP( f) =
= ¥ {x; Ih@ (x)f> P } = 0 . La demostracién shora es mds fécil que la del caso
anterior: ' )

. ) |
fa(p'l &) ax 2P fﬁp'l A2f) af <
(7]

oP /;p—l g frab = o+ 2pf;p-1 ’\F(ﬁ)d-ﬁ

7] (%

+

g2F f@p'l /\p(F) af

¥ estimando esta dltima integral como en el caso anterior obtenemos la demostracién com-

pleta del teorema cuando py, ='Q, ¥ Pp =9; .

Corolario (3.12) :

fe Lp(En) 1< ps< o , entonces

Si f* es la funcidn maximal de

S
¥, g wg LN,

donde m, depende s6lo de p y de la dimensién n ,(y no depende de ¢ & Lp(En))

Demostracidén

Hemos ya observado que la transformacién f'-;'f* es sublipeal ¥y es de tipo debil
(1,1) (ver desigualdad {3.8) }. Por ‘el dltimo teorema, nos basta mostrar que esta
transformacién es de tipo (o0, 00) . Pero sigue inmediatamente de la definicidén de
f* Gue

.
He®t, s e gl

donde ¢ es el volumen de la esfera unitaria de En . Entonces, el corolario éstd

probado.

Muchas veces, para verificar que un operador es de tipo débil, es mds fdcil verifi-
car la desigualdad (+) cusndo f es una funcién caracteristica de un conjunto de
medida finita que 'en el caso general., Ahora.mostraremos que, por lo menos cuando A
es una transformacién 1ineal:1-. existe una éeneralizacidn del teorema (3,11) para la
cual las hipétesis del tipo débil pueden ser reemplazadas por estimacianes mds fdciles
Gue contienen sélo transformadas de funciones caracteristicas. Para introducir este teg

rema necesitamos algunas definicidnes.

Diremos guien A esde tipo restringido (p,q) si ,J con -

tiene a todas las funcionea caracteristicas , ZE , de subconjuntocs E c M de
medida finita y si existe una constante a > 0 (que no depende de E ) tal que

=1- o se sabe si 1a generalizacién que haremos es vilida para operadores sublineales.
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' (3.3) - 8%ty < o NIl «

Supongamos que A es lineal. Si p=1 es ~_fécj.l-derpostrar que A '_ciene una
vYnica extensién lineal acotada sobre “Ll(M) . Pero, cuando p > 1 existen ejemplos

que muestran que tipo restringido (p,q) e8 ciertamente mds Gébil que

la condicién tipo: (p,q) .

La nocifén andloga a tipo débil, para funciones caracteristicas, es 1aAsigu.ien'te :
diremos que A esde tipo débil rgstringidq ip,_q) si, en
vez de la desigualdad (3.13) , tenemos A

M) g (iﬁlll%Ellp)q , lgpgoe , 154 <o ,

donde A es la funcién de distribucion de A % E. "
Ahora podemos enunciar el teofema general:

Teorema -(3.14)

Si A es una transformacién 1lineal d_e tipos débiles restingidos (po’qo) ¥y

(p,9y) , donde p, <q; (1=0,1) - P,¥P, ¥ G, #9q; ,entonces A tiene

una dnica extensién-acotada en LP(m) de-tipo "(p,a) donde p=p , q=gq,

0<t <1 , verifican

l:l-t...:-b— l l‘-:l-t-fi—
P P, Py q q 9

La demostracién de este teorema seguird de dos lemas (..(3..15) ¥y (3.17) )‘ }\' se
puede bosguejar en una manera simple: Prlmero mostraremos gue 4 .es de tipos restrin-
gidos  (sg,ty) ¥ (sl,tl) . para todos los  (sg,t,) y (81,t7) Tentre" (po,qo)
y (pl,qi)i . Luego, mostrarenos gue si A ‘es de tipo restringido (p,q) enton-

ces existe una "adjunta" de A & ,y £  esae tipo débil (q',p') , donde

% + %r =1= -é‘ + %-r . Entonces se puede aplicar el fe’drema (3.11) al operador A*,
que es de tipos débiles (té,sé) y (té,sé) . Teorema (3.14) segvird del hecho que

la norma del operador A* es igual a2 la norma de’ A .

Lemn a.A ’(}..15) :
Si A es ' una transformacién lineal de tipos débiles restringidos  (p,,q,) = ¥

(pl,ql) vy 9, ¥ qi ) entonces A - es de tipo restringido (pt,qt)‘ para O<tc<l1.

Demo:stracidn s
. "Pongamos p = pt v d"é"i}t"' . ‘Podemos’ sﬁ;’:é_h_er .cilie‘; qo“z qi . Pongamos

n=aRXy ,donde X, ' és’la‘funcién caracterfstica del conjuntc de medida finita
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‘ECM ., Entonces, si- )\ es la funcién de distribuciénde h y ¢ >0 , tene-

mos .
. q ¢J°q 1 ¢ . *
f'ih" ay = q ANoyex = o | TP A ax o+ g [ &3 A()ax ¢
N . ° . o : c
© -1 . o | /Pl
£ q o 2 (}L(E)) ‘ax + g [}((E)J ax =
0 c
Gy ' 4

q_/ | /, <
= [q )I(/“'(E) Jqopocq.qo + [q,(l )) [’ﬂ'(E) ]qlpl cq-ql

st ¢=f{m(E)}® , donde

qQ q.
1 (8.20) =_1 ta_13,

tenemos

( (B Jq/p = (a® )ql/Pl a9y

-/
(o }qo Py o3~

. Entonces, hemos mostrado que

fl.hl'q ay ¢ &% (4@ J9P = (e HKgl, ) o
N N

donde

¥ el lema estd4 demostrado.
_Ahora supongamos que _ A es lineal y de tipo restringido (p,q) ¥y pongamos

i 1

+ = 1 . i » + =
p' ] ' q - q'

Definimos la siguiente funcién ? ", de subconjuntos E(de M ) que son de medida
finita: '

€@ - f(A‘%E> gay
. wooECT
donde g€ L3'(n)

Sigue inmediatamente de (3.13) que rf ~es numerablemente aditiva y absolutamen';
te continua respecto de . /l . Entonces, por el teorema de Radon - Nikodym , existe '
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{p.p.) una ¢nica funcién h , definida en. M , tal que
- €@ - f ndM .
E .

Definimos la adjunta de 4 , a* » poniendo - A¥g = n . Es obvio
. ' i
que £ es lineal y estd definida para todas las funciones gé€ Lq_ () . S1 ¢

es una combinacién lineal _finita de funciones caracterigticas de subconjuntos de M

con medidas finitas entonces

(3.16) f(Af) gdy = ffu;* &) au .
. N ™M

As{ vemos que, por lo menos formalmente, A se comporta como la adjunta de . &4 .,
Pero, por lo comin, &  no.es uma ‘trensformacién aéoi;ada, esto es, de tipo~ (q',p').
El lema siguiente dice que obedece la desigualded més débil (3.10) :

Lema (3.17) : . A
~_§i' A es una transformacidén lineal de tipo restringido (p,q) sy l< p<gon,

~1¢q <% , entonces . A® "es de tipo.débil (d‘.-,éf)'..'-'.'

Demostracidén . : : . '
Pongamos. - h=A*'g " para gé€ Lq'(N) " E;= {x.e.l!a;'.h(x)?ﬁ( > O} y
Ey = ix‘ € M; h(x) < - 0(' < O}- . Entonces la 'i'funcign de distribucidn, . A , de
h es igual a la suma A A- , donde AT ). = /l(E:‘) y N(x) = ,IL(E;)
(puesto que Eg N. E; =0 ) . _Sea %E; ) la fupc;ién"caréctéria;ica d'el -'-E:(- » BEn
tonces usando (3.16)‘ con ‘£ = XE; Ty 1a deaigualdad (3.9[3)' ¥y la desigual&ad de

H8lder tenemos

+ - I ' -- . » ' = ’ .
AA(x) = N£+dﬂ < j;_hd,ui- L%E:(A g) du = L(A%E;)ngQ
x - : T _ -

o
. ' ' ; . v B
, ' ) ap pety Y =
< »I.IA%E; lg-lellgs € & N Mpellsllg, = e (At ) el =
¥, T : il
=2 (NeO)Y el - i
Dividiendo por «[ Af(e) ) y usando la igualded 1 -5 = 3. Obtenemos

- 1/p*
(Neo)Y " ¢ 2llellg,

' P! _ .
Esto es, AN &) ¢ [i llg”q. J . VUn.argumento andlogo para AT(o¢) demuestra

-

A0 g (2 a1 )T
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Entonces,
N o AP p'
Ne). = Ny + NUx) € (—21lally )
A X
¥ el lema esté probado.-

Demostracién del teorema (3.14)

En general, si 1 & a § % designsmos con a'‘ el nimero que verifica % + 21;.=1 .

Por el lema (3.15) A es de tipos restringidos - (py»9y) , pera-todos los t
‘tal que 0<%t <1 . Entonces, por el lema (3.17) & es de tipos débiles

(af,pp) -

Las condiciones p, #p; ", 1¢ (x = 0,1) implican Py # Py s

1¢qp ¢Pp (k=0,1) . Luego, si O0<t,<s <t; <1l entonces pg # p%l s
)

1<« q,":k <€ p%k (k = 0,1) . "Por consiguiente po'den.os-a_plicar_ el teorema (3.11)\ con
Ay (pk’qk) reemplaz{ados por Ay " (qék,pt'k) w k= O,lq s ¥ obtenemos

que 2% es de tipo (_qé‘,bé_) T ‘Entonces, (A% ) K ‘L 8(1) ‘L S(N) es de tipo
(ps,qs)"l' . Pero .1a'.ig.'uald'ad. (3.}.,_6) implica :qu‘e (a* )* f = Af para todas las
f gque son combinacionés'lineales finitas de funciones caracterfsticas de subcc;njqntos

de M con medidas finitas. El teorema ahora 's'igue del lema (6.1) del capftulo I .

-AAplicaremos este teorema & la transformada de> Hilbert <, Para hacer esta aplica-

cién usaremos el resultado siguiente:

Teorema (3,18) :

Si EC(-w,w) es un conjunto de medida finita, ’X,E su funcién caracteris-

tica y Al(xX) la funcién de distribucién de la transformada de Hilbert 'X.E en-

tonces

(3.19) ANx) = 218l
sen h(T & )

para >0 .

Demostracidén H

Si la igualdad (3.19) es cierta para conjuntos E que son uniones finitas de

-1- Si B:L S L 5 lga 7 b< oo ,» ©s acotada entonces la adjunta, B¥,

estd deflmda en la menera s:.gulente. -si g€l s B¥ g és la funcién tal que

ff(B*g) ,f(Bf)g para cada f€L® | El teqrema de representacldn de funcionales
-’l.ineales de F. Riesz 1mplica que B*g existe y ‘estd en L . Ademés : .

8%l lys = dop lff *o)l = s | [Eal<IBl ||g||b.
a
It li£llg=1
Entonces. ||B*|| < | |B] Ia'b . ESs fécil mostrar que la igualdad es .cierta en e,sta
a, ‘

desigualdad.
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intervalos disjuntos dos a dos eatonces la igualdad (3.19) es cierta pura todos los

conjuntos de medida finite. 'ksto se ve facilmente usando, por ejemplo, el teorema (2.6).

Luego, supongemos que E = (al,bl) V) (52’b2) V... U(an,bn) donde &, < b1<

<a, <by< ... <8, <b, . Hemosvisto (ver la.demostracidén del teorema (2.6) )

que en este caso

~ 3 X =-a
X0 = Laog T | ko,
™ 1 x - by

Entonces, N ) es la medida del conjunto de los x  tal gue

n
- X - & .
licg T | k]
W k1 x-b

bstas dos desigualdades son eguivalentes a

n x -8
(1) m JERCAS
k=1 x.-bk

y
' n X - a
(11) M k| < ¢mM%
k=1 X - bk

Se ve inmedistamente que la desigualdéad (i) es cierta en un intervalo abierto (sk’tk)
tal que (%) 8 & 8 & b <t < 841 0 Ly 2500, 071, (6 a < s < bn <tn)

y tenemos, por las desigualdades (%) ,

n
s, - a
T k Tx .
- X = e s 3=1,2, eeey n

=1 sy = by

n t;~-a : :

-n- Lﬁ = e‘“-q . J= 1, 2 n

k=. -b‘ = o ‘,” ’ g eeey .
1 t;j .

Esto es, los nimeros s, - son las n ‘rafces del polinomio de orden n

n n -
‘ ” (x - a) + I ” (x -b)
k=1 k=1

y los ndmeros tk “son las n rafces dél _i)olinomio
n n .
T x-ep - ™ M xlny .
k=1 . k=1 S




70

Pero, la medida del conjunto de los x que verifican (i) es

nZ"t - t

) =
k =5 LS |

>
k=1 (ty - %k

= (ia suma de las raices del segundo polinomio ) - (la suma de las raices del primer po
linomio) .

Pero la suma de las raices de un polinomio prizitivo es igual, a menos del coeficiente

del segundo términc cuando el polinomio estd ordenado segin las potencias decrecientes,

a:
n ™
. E . = -(ag + ... +a) +e (by+...+Db)
= 1.
% (a3 + ...+ ay) - AL ('bl‘+ vee + 0,)
- s =
=l E - _..1+'ew°‘A
y tenemos ' B ’
n n (1+e7TT X ){ zak - el E_bk} - (1-eT%) {Zak + e Zbk}
2 tk - Z Sk = - — 1o ez—-“.“ - =
k=1 1 L -
2 et Zak.- 2 "™ Zbk 2 Z.(b. : |E]
= - = : T ——— -8.) =T ——
T 1 - 2T elX _ =T k k sen h(Tr«)

‘Un céleulo similar nos da el resultado que la medida del conjunto de todos los x
.que satisfacen 1a‘desigualdad (i1) es, también, |E|/sen h(w®) . Puesto que 1los
conjuntos de x  definidos por las desigualdades (i) y (ii) son disjuntos obtene -
mos -

A(K) - |E] + |E| = 2 |E|
sen'h (WX) sen (W) sen h (TTX)

Corolario (3%.20) :

81 EC(-9,00) es un conjunto de medida finita con funcién caracteristica 'X,E

v . xE es la transformada de Hilbert de ’XE 'entonc-:es- )
R : "~ . P’y . .
: ) p~1 1/p
. (3.21)4 . ”xE” = { 2 b o® . 4w - ”le” ’
: , P _ o senh (W) P

1<¢p <% . En particulsr, la trensformada de Hilbert es de tipo restringido (p,p),

para 1 <P < o0 .

Demostracidbdn

Usando la notacién del dltimo teorema tenemos

“~ . - . .
leE(xu.pdx = pfq“'l Ax) at = p f.o("'l —2 B sy -
! . o - : o sen h (W) o




. n
. © p=1 ‘
= {'2 p f S S d°(} ”X,E”g .
0

sen h (W)

Corolario (3.22) :
la transformada de Hilbert ~es de tipo débil rest.riﬁgido (1,1 .

Demostracién :

El corolario sigue inmediatamente de la igusldad (3%.19) .

Corolario (3.23) : .
Ila transformada de Hilbert, como transformacién definida para funciones simples,

tiene una Unica extensién lineal acotsda en Lp(-°0,°°) s l<ep<e x>,

Demostracién

El corolario es una consecuencia del corolario (3.20) y el teorema (3.14) .

.

Ahora podemos enunciar el siguiente teorema de Il, Riesz

Teorema (3,24)
Si fe€lP(-0,00) 1<p <0 entonces su trangformada de Hilbert

lim I(x-0) g, = ;:(x)
&0+ " lulpe ©

existe en el sentido de 1la normg de P ¥y, tawbién, p.p. Ademds, existe una constenp

te ap » Que no depende de retf ,ﬁg}_gga_

o~
f a f L4
HEI, < = [gl],

Demostracidn :
Por los lemas (2.5) y (2.10) nos basta mostrar que, si f & IP(~w,®) , en-

tonces
0
lim v(x,y) = lim ff(x-u) G(y,u) du
y=>0+ y—=>0+ Lo -

existe en el sentido de la norma de LP y para casi todos 1los x ., Por el teorema

(2.6) , este resultado es cierto para p=2 . Si f& P sea {gn} una suce-

8ién de funciones simples tal que 1lim [|f - g/l lp =0 ., Por el corolario (3.21) ,
n-»e

la sucesién {En} converge en la norma de ILP  (puesto que {gn} es una sucesidn

< ~
de Cauchy ) . Designamos con £ este lIimite de la sucesién {é.ni . Entonces,te

nemos gque mostrar gue
[ <}
. q 1 u ’
(1) [] £({x) - = fx-1) 5 du “p —0 4, para y—»0+
T u +y

-~ <0
¥

ot

st R S
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(i1) | R

0 .
Toae 1 " - u .
. 1im =. . Jf(x=u) - du  be3.

i1 f .

y—=>0+ LA
Puesto que f €L y 1< p<Kow , tenemos

T a0 .
lim 2 fF(xw) L
o u +y

E"(x)

y=0+ T
en ambos sentides (i) y (ii) .
+
Entonces, nos basta mostrar gque, per. (x,r) € E; , tenemos

(iii) c 2 [;(x-u) _Ty__ du i f(x-u). __u__2 ‘du
Tl u? + y2 TJ ul + ¥y

-]

Pero, para cada n

o« n 00
En(x-u) __é_y 5 du g, (x-u) T—'fu du
u +y u® +y
~ 00 - Q0
(ver la dltima parte de la demostracién del teorema (2;6) y donde esta igualdad fué prg
bada para cada gé& L2(-°O‘,°O) ) .

Si l.,.l: 1 tenemos
P g ’
o0
o
- a4 1
| | f) 5 au - | gx) P aul €
g . ul +y n w +y
- Q0 ~o0
P 5 1/g
&0 )1 Fxma) = B lx=w) [Paw) su___ )2
(uﬁ + ‘.y_n..)\-s
~ oD 4 o0 )
1/q ~N  w
=y =7 -l —0
(w” +3y%) :
. _ .
cuando n =% oc ,
Similarmente ) s
00 - ™)

| £(x-u) 4 du - (x=u) - _u ~ da | £
u" + yz- ) eogn ) ua’ + yz ~

sw -
. ©

ulg 1/q . .
£ ( —I—-I—(u2+y2)q du ) [l gnllp—.-bo.

-od

chando n—» e ., Entonces, la igualdad (iii) estd verificada.
La existencia de la constante ap sigue del corelario (3.21)
OObser-vaciVO‘nes

(1) Le mejor constante a, en el teorema (3%.24) no es conocida, pero vemos,




D

3

por el corolario (3.20) ., que _ -
> { ' LB bl
a 2p ———— :
P < | o sen h (Tx) '

(2) EX corolario (3.22) es un resultado incompleto porque, con otro método, se
puede mostrar que la :trangformada de. Hilbert estd bién definida Dara b 3 L (-on,00) y
es de tipo débil (1,1) .

§4.- GENERALIZACIONES A N~-DIMENSIONES DE
LA T R‘A NSFORMADA DE HILBERT . '

Existen: muchaé generalizaciones a8 m - dimensiones de la transformada de hilbert.
Empezamos con las mds obvias extensiones de las ideas presentadas en el principio de la
segunda seccidén de este capftulo. Allf hemos visto.gue, al menos én un entorno de un’
punto, se puede considerar una funcidn enalftica como un gradiente de una funcién harmé
nica. Por eso, es natural considerar gradientes, (Vh)(X) = (ah/axl,...-, ahm/axm)
de funciones harmdricas, h(X) »- cOmo generalizaciones de funciones anatlitvijcas de =m
variables. Esta generalizacién no -es perfecta- en mucios sentidos. Por ejémplo ‘el hecho
que. una . funcién analftica de una funcién enslftica sea una funcidn analftica, ya no es
verdadero cusndo m >3 . Pero, como veremos mbs tarde, se pueden extender muchos re

sultados bdsicos de la teorla de funciones analfticas al caso de gradientes de funciones

harménicas de m variables,

Si h(X) es harménica pongamos Vh = (wys W,y «eoy w)) o . Cuandp - m=2
hemos visto que (wi,wz) es el gradiente de una funeién harménica (en una regidn sim-
plemente conexa) sf y s6lo s w; ¥ W, son soluciones de las ecuaciones de Cau -
chy - Riemann ‘. La primera de -estas ecuaciones (ver (2.1) ) implica la existencia de

h mientras la segunda implica que h es harménica. Esto nos da la motivacidn ﬁara

" la s:Lguiente generalizacién de estas ecuaciones: Puesto que  (Wyy Wpy «ooy/Wy) €8 el

-gradiente de la funeidn harmdnlca h tenemos las ecuaciones’

dw. dw
(4-1) . 9_:L = -ia—i ’ i,j = l, 2, veey I .
. ij xi

Puesto que h es harménica, tenemos

du, - Ow; ai
(4.2) 1,22, L. =B oeo '
ox Ix, dx : :

=1-

:Inversameni;g, es bien conocido que en una regidn simplemente copexa la primera ec~vacibn

-dI=__ Esto es, que se puede deformar continqamente a un punto cada camino cerrado, sin

salir de la regién.
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implica la existencia de una funcién h tel que Vh = (Wys Woy eenyvi) mientras

la ecuacién (4.2) implica que h es herménica, Tomaremos estas ecuaciones como 1la
primera generalizacién de las ecuaciones de Cauchy = Riemann y las llamaremos las ecug

ciones de Cau\ch_y - Riemann generaliz'adas . Una solu =
cidén (wl, Woy eeey wm) de estas ecuaciones se llemard s istema de fun- -
citones conjugadas f{(oun si'stema de M; Riesz ) .

si ws= (wl,-wz-, Ceeey wﬁl') podemos expresar estas ecuaciones en la menera siguiente:

(4.1*) Rot W o]

(4.2%) Div ¥

[]
o]
}

Con esta definicidn de un sistema de funciones conjugadas pasamos .a ls generaliza -

—

cidn més obvia de la transformada de Hilbert . Si £(X) eLp(En) sy, lgp<oo , E |

hemos visto que la funcidn

u(t,X) = ff(U) P(t,|x=U| au
En

es la dnica funcién harménica tal que 1im ‘u(t,X) = £(X) , en la norma de LP
: . 2 Tl
y tal que

f Fa(t,x) 1P ax ¢ aP <
E .

n

para todos los t >0 (ver (1.14) ) . Tomando Como motivacién’ las consideraciones
de la segunda seccién de este capftulo, es natural preguntar si u(t, X} es una parte
de un sistems de funciones conjugadas en E;ﬂ
n=1 , la contestacién de esta pregunta, cuando- n > 1 es fédcil si tenemos en cuen

. Como en el caso anterior, cuando

ta el cuarto ejemplo de §1 . Tenemos, prescindiendo del problema de la existencia de !

las integrales

r\
n t
- = U) B(t,}x-U]) U = —E—m £ au =

utt,X) Lf() (t, §x-U]) em® ) (0 TCPRTRTE
r n

-3 [ . = [ £(0) du !

ot | (=) @m2  Jp | (4 xuAnlis2 °

n

Entonces, por la discusién anterior, las funciones que formen un sistema de N.Riesz

junto con U(t,X) , deberfan ser

- a 1 cn dU } i
v, (t,X) = £(0) i}
: Ox, { (1-n) (2mW)" L (42 + [xu]H-1i72
' n




5
e T %

n

. ey '
£(0) av =
em® Jg (£% + [yt

£(U) Qlt,x-0) au

Eq

k=1,2,...,0 .
En efecto, las integraies conjugadas de Poisson

(4.3) vk(t,X) = ff(U) Qk(t_,X-U) dU , k51,2,...,4n
E

n

estén bien definidas cuando f & Lp(En) , l<p <0 ,y, usando el teorema(l.14)

como en la demostracién del teorema (1.14) , vemos que las funciones v,  son harmé-

nicas en E;-i-l . Ademds, tomando las derivedas de u , V; , ..., V_ bajo’'el

signo integral, vemos que estas funciones son soluciones de las ecuaciones

av- = au , J = 1’ 2’ ..;’ n
ot axj
(4.4)
v v
ai=aJ , 1,3=1,2, «eup n
XJ Xi
ov E‘)\f
(4.5) O 91, L Zm L,
ot axl Ox,

Esto es, las n+l funciones u, vy, ..., V verifican las ecuaciones (4.1) y

n

-l

(4.2 , con m=n+¥l |y, por consiguiente, formen un sistema de funciones conjuges -

das., Es convenlente expresar este sistema con notacién vectorial: Pongamos

Vo= (v], Vpy eeey Vi)

en (X1, X2, «oey xn)_
(22 + x| 2 (W12

QUt,X) = (Qt,X), ..., QX)) =

Luego, las ecusciones (4.3) son equivalentes a lu - ecuacidn

C
(4.3') V(6,0 = —B_ f 2(U) —E= L AU = f £(U) Q(t,X-U) au
(w72 ) &ty
(2T) E (1€ + |x-Uje)'n JE

n n
que se reduce 2 (2.3) si n=1 (con t reemplazada por y ) .

Sabemos (ver teoremas (5.7) y (5.10) del primer capftulo) que 1lim u(t,X) =
. 10+
= £{X) pP.P. Y en la norma de Lp y 1l gpigoo . Entonces,.asf como en el caso

-1=  E1 lector no se confundird.por el cambio de notacidn. .En el caso presente tenemos
una funcién distinguida, u ,’puesto que empezamos la construccién del sistema de M,
Riesz con la funcién fe€ Lp(En) que la definid.
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anterior,.cuando n=1 , es natural preguntar ¢Qué sucede con  V(t,X) - cuando
t~»0 7 Formalmente, por (4.3') _ o

' . c
(4.6) 1m V(£,X) = —D_ £(U) (X-U) 4y
10 ) (2"-)11 L I-X—U|n+[

.Ctra vez, tenemos la dificultad que esta integral no exiéte, como integral de Lebesgue,

para las funciones de las clases que consideramos. Pero, mostraremos que, si la defini-

mos como el valor principal de Cauchy |,

. - ~f ~ ’ c A - -

(4-7) (t (X), esey f (X)) = lim n f ,#(_U) sx"Ul dU
’ 1 n &0+ (21T)n x-Uf2& [X-U[n+,

Zntonces las funciones fl(x), eeny ?n(x) existirdn peP. asf como .en la norma de
P s, l<p-<o ,y, también ’ :

lin V(£,X) = (£, ..., £,(x)
t~»0+

. ~ )
en estos sentidos. Las funciones £;(X), ..., 'En(x) gse 1lamardn las n t ran e-

formadas de M. Riesz delafuncién £ .

Como en el caso de una dimensidn, las integrales

. .
f e T

~
£ (x) =
(x-ufze X017

—n_
AT em?®

estdn bien definidas para cada € >0 cusndo feg 1P y lgp<ed . .El léma
siguiente, que generaliza los lemas (2.5). y (2.10) ., demuestra que la existencia de
los 1lfmites en (4.6) es equivalente avla_de los limites en (4.7) ..

‘Lenaea (4.8)

' ' R : X-U
i {ff(u) ~IT wn7z 'f £(0) —'(n_+TT7§dU} =0
€ 20+ Jg, (E° + [x-Ut%) . 1%-Ulz€ |x~U] o p

BeD. z, también, en la noruws de 1P , 88 f eLp(En). para 1§D < o0 ..

D\emostracidn H
La prueba -que este 1fmite es 0 pep. (6 en P ) es completamente andloga a la
.del lema (2.10) (& (2.5)) . Como en el caso de una dimensién, e1 conjunt o

de Lebesgue de. f -esel conjunto de todos los X €E, . tales que

L-.. ,f(X-U) —'f(X) | aU = -ﬂ‘,—i‘-—l —> 0




T

cuando’ f rad » ¥ casi todos los X eEn estén en el coxi;]unto de Lebesgue de f.
-Eptbnces, para la primera conclusién del lema nos basta mostrar que el 1lImite es O pa

ra cada 'x en el conjunto de Lebesgue de f .

Tenemos (ver la demostracidn del corolario (2.9)) :

B B E) L aw - £(X-U) au| =
| J;n (Pul® + g7 flulat oI

=il [ ox-0)-£(x) U au

U . _u <.
' f s (lul® + €572 iUln"l) wis

V|ulze
| £ L | £(X~U)-£(x) | au "+ £(X-U) |.|U 2 - ' E = 'dU+
T en IUI<'e ! J;Ulz[?( 10t o™ (fup? + ez)‘n.‘-"l-)/‘?) :
2,081y )| _ Ul ul? + o £2)¢0-1)/2 }
+ &= (). | £(X=U)-£(X) | : au ,
2 { '?>|IU|2£\ IUlnﬂ'( IU|2 +. ¢ 2)(11*1)75

donde 0<©K1 {usando el teorema del valor medio) .

Puesto que X pertenece al conjunto de L.ebeegue de £ , el primer término
tiende a cero con E . Para P >0 un nimero fijado, el segundo término tiende

también & cero con € ( puesto..que las funciones

1 1
| £(x-0) [.lul ( _IW - (Lol2 + 8_2)(n+1)/2 ]

decrecen @ Q con 6 ). Entonces nos basta mostrar que podemos elejir '? , in-

dependientemente. de € ,de manera que el dltimo término sea pequefio. Pongamos |U|=r ,

U= rU' y designemos con Z 1a esfera unitaria de E o El dltimo termino es

n
mayoredo por
o+l g2 P 8(X-0) - F(X) | 4y =
2 polupe U™
) ? ]
- 9-;‘—1 €2 'Ip_l'i ' { Jl £(X-rU") - £(x) | 20 au'} ar .
e =

Jgntegz;andd por partes, teniendo presente que

r .
J" { ‘f[f(X-aU')-f(x)l g1 du'} ds = &(r) ,
0 o) .

e

il e e
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el Yltimo término es igual a - ) - T - .
. ‘ ?. .
2 & . ' N
S ITI <n+2,fg%L__3 «) s
L : e T T
g mlg? {L,‘,_z‘(_?n)_ o (r2) (eup 2E) A } ¢ D@ (o fis) )
7?77 . rsy o2& 4 r{p. T

Entoﬁces, puesto que X estd en el conjunto de Lebesgue de f , €1 dltino

térmrino es tan reguefio como deseamos para ‘p bagtante pequefis,

Vimos que esta demostracién es una generalizacién casi inmediata de la del lems

(2.10) . La demostracién que este lfmite es cero en la norma'de LP es uns generali
gacién afn mds inmediata del casc n =1 (ver el lema (2.5) ) y por eéta'razdn no

tiene ningun sentido darla aqui.
_ Desarrollaremos shora la teorfa de las transformadas de 1. Riesz como operadores
en el espacio La(En) . ‘

Lema (4.9) :

Para cada t >0 » la transformada de Fourier del ndcleo conjugado de Poisson,

como funcién e X |,

Sn Xy
ok (lle + t2)(n+1)/2

- (%) , k=1,2,..,0 ,

es la funcién

¥
k e"tIYl
¥l

i

Demostracidén :
X
- Observamos que . Qi(t,x) =:_% P(t,lXx]) . Luego, el teorema serfas una consecuen -

cia inmediata del teoremg (3.2) del capftulo I.. si Xy P(t,}4l) ‘fuera una funeién
de 1}(En) . Pero, esta funcién estd en Lz(En) ¥, en la norma de Le(En)" . -]

nemos, para cada t >0

. 1 xdy X, .
lim -2 (2 =L ) p(t,1xD) = R, 1K) = @0
h, =0 ¢ hy ' t
Y ) ~t(y§+...+(yk+hk)2+...+,yi)""' —t(y21+...+yi)f Cye il
lip == &— ' - =€ - = i = e—tlyl'
b0 ¢ ‘ h, | [¥]

FPuesto que

KD
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. 2%
)T _-tly]

e -1 T -4
_ ). B(t,[X]) ax = " -

.2 2 ,
. i ° "'t(y +.- -+(yk+hk) +ooc"'yn
j 1KY i e % :
e ( )
E k

. 2 .
el teorema de Plancherel implica gue, en la norma de L (En) ’

_ S .
: XL ot 0 & = 1 T gt ax = 12X e~tltl
E P Jix|sp 1

Corolario (4,10)

si f e.L?(En) las transformadas de M, Riesz existen en 3} sentido de la norma

tales que

de ) L2(En) . M4s precisamente, existen funciones fl,-?é, evey E;

1im  [IT, - F = 0 K=1, 2, eeey,n
= 0+ k,E k”2 ’ ? Sy oy

. Demostracidén :

Por el lema (4.8) nos basta mostrar que las integrales conjugadas de Poisson

v, ( &,x) =J £(U0) Qk(é ,X-U) au
E

-~
tienen limites fk(x) en la norma de LZ(ED) , cuando & —»0+ ., Tomando trang

formadas de Fourier de estas integrales obtenemos, por lema (4.9) ,

e--EIYl p

. y
(€, = 1 = 2(Y) .

il
El teorema sigue ahora del teorema de Plancherel .
Esta demostrscién nos da, también, la siguiente extensién del corolario (2.7)

Corolario (4.11) :
si -fAe.Lz(En) y ?L es su k-égima transformada Qg.'M. Riesz entonces

F Na Py
20 = 1 = Em .
- i

Designamos con R, la k-ésima transformada de M. Riesz . Luego, por el Wi~

timo corolario,
- 2 ¥y - y2
Jrie) = 1|—’;T-3Rk(f) = -#-.3(1‘) .

Entonces, para cada f e.Lz(En) , obtenemos

. 2 6y =
'3‘5'1 R, (£) 3

GRS

R

S

ey

TIITEAT

bt
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- L\

’ =] - . . .
Aplicando 3 1. 3 a ambos miembros de esta igualdad obtenemos :

Corolario (4.,12) :
n P

a Ri =-I , donde I .esla transformacidn identidad: I(f) = f para cada

2
felE) .

Examinamos las integrales conjugadas de Poisson

v (t,X) = f £(U) Q(t,X-U)Y aU , k=1,2, o, n .
E )

n

Hemos visto que son funciones harménicas. Ademds, (ver la demostracién del corolario

(4.10) ), usando el teorema de- Flancherel , tenemos para cada t >0 ,

- - ' i y _ -
<f 0Pt < em™ 2 il = @2yt St )¢
2 i

n
sem™2 21, = L, .

Estos hechos, Jjunto con el hecho de que (ver (4.8) y (4.10) ) 4=

Um fvi(t,X) -'%'k(x)l2 at = o .

t ~»0+
Ey )
son exactamente las condiciones del teorema (1.14) para que las vk(t,x) sean las
. ~
integrales de Poisson de las fk . Pero, ya sabemos que estas dltimas integrales

~
convergen p.p. & fk(x) , cuando t -»0+ , Entonces, por el lema. (4.8) , ob=

tenemos:

Corolario (4.13)
Si- fe Lz(En) " entonces

Un. % (X = lim n sy =2k gy} - ¥y
Ea0+ Kt Eaov | 2M2 )iy e |x-ujn+t k -+

para casi todos los X € E, -

Ahora pasamos al caso general: fe P s l<cp< oo o Mostraremoe' que se pug

de reducir la teoria de las transformadas de Riesz en n-dimensiones a la de la trans-

formada de Hilbert . Reunamos unos hechog-de esta dltima teorfa que nos serdn dtiles:

S h eLp(El) ’ l<p <o , hemos visto ql__xeA(ver la demostracién del teore
'ma(4_5.24) ) ,para cada y >0 , '
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-

o0 . ) Q
vy = 2] new B a2 | Baw L .
L “ u- o+ y© Y Ul u +ty
A ) AP .

Esto es, v(x,y) es la integ:fal de Poisson de la transformada de Hilbert de HL/
1

.Pero hemos observado (ver el final de la primera seccidn de este capftulo) que

(' 0
( | h(x-u) P(y,u).du |~ dx) £ II?th. .
<0 -0 v

Entoncea, paera cada € >0 fijadas, la transformacién h(x) = v(x,€) es una
transformacién acotada en L¥ , l<p <o , porque HhIL £-a llhII ' {por

teorema (3.24) ). Ademés, las normas de estas transformaciones son mayoradas por a,

©

_que es una constante que no depende de &€ » 0

Otro operador que consideramos en el desarrollo de la teorfa  de la transformada de

" Hilbert era la transformacién que haéia corresponder & h & P (El) la funcién

g(e.)(;c) = v(x,f) - J‘ E(_x_—_u_)_ au , €&€2>0 .
|

ulze ©

O‘tra vez, es féc:.l demostirar que cads mle.nbro de esta familia de operadores es un opera-

dor acotado ¥ que las normas son mayoradas por una constante, independientemente de £>0:

Primero observamos gue

&) . . u u 1Y
Tl g (x)| = | j‘ h(x-u) - du + f h(x=-u) ("Z_'é‘ -—)uu
. lulse . U+ *€ Jtul>g v u
£ i Ih(x=u)} du. + 82 J\ J&__l du g h*(x) + €2 f lh(x—u)| au
¢ Juise lulze 1al® |

3
u';e |u|

Entonces, por el corolario (3.12) y el lema (2.3) del primer capltulo:

N

B - , .

ut s‘lg‘&’(x)l"dx) S B, + 1l | S <@+ 1]

. P [ul3 P B
! o - lul>g

Puesto que

mb'
~
® o
~
L[]

!-_ f Mdﬂ = V(X,‘S) -g(e)(x) y
lulze

existe una constante b_» O , independiente de & >0 , tal que

p

(4.1 | | i Finll
(4.14) lhll, < b b *

El lema siguiente nos da la generalizacién a n-dimensiones de esta desigualdad:

Lema -(4.15)

o s

e el o

EREar

= mhpbga Sl ]

SrETETE SteS i

FE

i

D

AR A
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Si "felE) , T<p<ow ,¥
"

! e :
? (X = —B_ £(X-U) av
ke C2m? J;Utzs T '

k=1, 2, ..., n , entonces

1 | L € s Hl2l]
(4.16) | k’s p - a‘p p __'
‘donde &, Do depende de te Lp(En) nide. £>0

Demostracidn
Puesto que f -vgk e . ©s una transformacién bién definida es obvio qué nos basta
9 ) .

probar la desigusldad (4.16) pars un subéspacio de ,Lp (E;) denso. Para evitar difi
-oultades fastidiosas que se encuentran cuando una funcién estd definida s6lo p.p. su -

pondremos que f es continua y se anula. fuera de un conjunto compacto. Esto, implics,

en particular, que si se restringe £ a una recta del espacio E, , entonces esta

reatriceidn pertenece al espacio P  de esta recta.

.Pongamos r= [yl , %U= Ut = (u]'. ) see s u]" s vee ', ut'x)‘ ¥ designemos con
2 la superficie de la -esfera unitaria de Fh . Usando esta. notacién y el hecho
que la funcién SX(U) = uk/|U|n+1 eas impars ‘esto es, L(-U) = -O(U) ), tenemos

2(2 w)n £(X-1) £(X-U) = £(X+U)
oo (x) = 2 au = u, au =
5; | kjuin*l uk gl.Ultt m'n-bl uk :

L { gf(x-ru') ~ £(XerUY) , oo-1 } av =

\ \K { jr(x-rv') 105100 Rile P } ar =
j { I £(X=rU') 2. } .
irl,e ¥ :

Entonces, usando.- la desigualdad de Minkowski para integrales, obtenemos

A 1/p
n .
A2 gz, J‘lukl f f LD gp } aur ¢
®n Irhe *

h . 1/p
SIZE{II “"”‘”arlax}
E irke T .

—
I
i
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..

es el 4rea de Z .

M

Pongamos
el dltimo té&rmino es igual &

donde

=XU , X=Y+zU' y

1z j !he(z)! ax }_VP =' |.2| {J 5 lhs(zll dz) }l/p

w0 .
P P 1/p
|Z|{ (by | (=)} az) dY] ~ (por (4.14)
- o0

niz) = h!(za = £(Y + zU') .

<

-

.. E&toncee,

o
P /p .
= |Z| bp{j(gkf(Y + zU') [ dz) dY}l ‘= by |Z|. ||1'|lp .
- .

Reuniendo todas estas desigualdades obtenemos?

; b 2] c,
112, 611 & -L_) el

¥ el lema estd demostrado.

Corolario ~(4.I7)
si feLP(En) y lep<ce ,vy

v (§,X) =

(2m?”
es su k-esima“ integral conjugada de Polsson , entonces
‘ P 1/p
(J v (&0 &) ¢ cpl lfllp
E,
donde ¢, ‘mo dependede fELM(E) nide £70

Demostracién :

Pongamos’

Por el (ltimo lema nos basta mostrar que existe una constante,

€)1 < o p
el 11, < alileliy,

tal que

€ >0 niade f'eLP(-EA)

L]

Tenemos (como en el caso de una' _dimensi&_n)

(2m)n (&) . u
AN A e ¢ < £(X-U i
s S:uk:. RGETEEE

’

av |

&) T
g (X) = vl€,0 - (D

+

d

- fE ‘ *
£(X=-U) 2 (n31)/2 au.
+jU
( E7+1UI5)

s Que‘no depende de
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. — -tk
Yy Uy '
£(X-U) - - Jaul g
. _._+ | J‘I.Ubf ((82 " 4_|U|2)(n+1)/4. lmnﬂ) )

s—Lj\[f(X-iI)[dU-l-sz-rﬂ M.dus
&% Jjujee . 2 Jiyle UM%

< £fx) + 2L g2 S -0
n+
|ulze 1V

Entonces, por el lema (2.3) del capftulo I y el corolario (3.12) ,

(2W? (&) *7 +1 f o2 au -
L8 415701, < 1191, + 22 (e —= ) litll, <
° 2 uld Yl

<, + BLIBL

donde '|Z|. €8 el drea de la esfera unitaria de E. - Esto demuestra la desigual-

asa g1y € a llell, con

= __cn' (m, +.n_+l.‘ _._-lz[ ) .
(2m® P 2 2

El teorems pfincipal en la teoria de las transformadas de M. Riesz es el siguiente:

Teorema 4,18 :

Si fe Lp(En) sy 1l<p < o , entonces, para cada k=1, 2, 3, ..., n,

0 = la  —2 £
= lim

existe p.p. en P Ademds, existe una cOnstante. a y que no depende de

_— P —_— -

relP(E,) , tal que

-~

~
rd
(4.19) HEl, < 8 lifllg

Demostracidén :
. Primero observamos que, si hemos probado la primera parte del teorema, la dltima
parte (desigualdad (4.19) -) sigue de la desigualdad (4.16) y el lema de Fatou , En
» .

tonces, por el lema (4,8) , nos basta mostrar que

Cn
1lim - a
E»0+ (2)

1im vk( é,X) £(X-U)
€ 90+

E

b
(e nz ¢
n i e

]
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existe p.p. y en Lp . Como siempre, reduciremos. este problema a hechos ya conoci -

dos acerca de las integrales de Poisson de funciones en LP ’ lcp<c o

.~

at
Primero, 8i f& LG Ll sabemos que f,(X) = lim 'vk(e ,X} existe p.p.
k E>0+ o
(ver el corolario (4.13) y el lema (4.8} ) y, por el lema- (4.15) y el lema de Fa
tou ,
n .
el < o, Higll, -

Entonces la transformacién £ —f, , como transformacién de, digamos, funciones sim-
ples, tiene uns unica extensién acotada sobre todo LP (E;) . Ahora, si f es una
funcidén geﬁeral de Lp(En) s ﬁesignando con %lk el valor de esta extensidén aplica

da a f , mostraremos que para cada € >0

- °n ~ . C _ ~
¢4.20) v ( E,x) = J; £, (X-0) T au = ! fk(x_-U)P(é,wndu .

(2m)"
n

n

Luego, por los teoremas (5.7) y (5.10) y el lema (6.1) del primer capltulo, esto

demostrard el teoremsa.’

Sea {gm} una sucesién de funciones simples tal que 1lim ||g%f||_=0 . He
‘me e p

mos ya observado, antea del coroiario (4.13) , que

i €, % = 5 £ o (&,m av = 5' Bex -0) B(E,fu) au .
En Ep

=

+ i. 1 tenemos
q

Pero por la desigualdad de H¥lder con

e

IN

| v (€, %) - v (€, %) | = |j {gm<x-u) - f(x-U)} Q. (€,m av

En

1/q
< Ilsm-fllp.[I log(€,w|%ar | — 0
En

cuando m—~—» o ,

Ademds, por el mismo argumento,

~ ' o~ " o~ '
I L £ (X-U) P(E,lU) au - v(€,0) | = ISffk(X-U) - g (X-0) ) B(E,ul) au | €

n

< Heg-gel I (E I, fupifau )" g &, (1r=€"1 (J tPCE, U [%av ) —»o0
E, ‘ E,

cuando o —y 0@

Esto demuestra la igualdad (4.20) y el teorema estd probado

>
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Observaciones :
(1) En el caso de una dimensién hemos visto que la transformada de Hilbert ,
como operador en L2(E1) , €8 una transformacidén unitaria y su inversa no es nada
mds que su opuesta (ver el teorema (2.6) ). Se puede considerar el resultado (4.12)

como la generalizacidn a 'n dimensiones de este hecho: Si designemos con R el

operador que hace coz;responder a f eLz(En) la funcién vectorisl BRf = (le, sz,..
ooy Rnf) entonces R2 = =I ; en particular, si tenemos las n transformadas

~ ~J n
de M. Riesz ge f+, £ , £, , ... , f, , podemos hallar £ , por que

nt ~
f=-Rfy - Rz%lz -« =R f, . Sin embargo, R no es "sobre" el espacio de tg
das las funciones vectoriales (gy, &) ..., 8,) , donde las funciones g, , k=1,2,..

.e.y,n , estén en L2(En) .

.

(2) En la demostracidén de la desigualdad (4.16) hemos probado un hecho més

general: Pongamos

Cn Y _ Lu/u])

(2R Ju=l — qype ’
(&3 u
donte Qw0 = —Rg £y T = B0 =\S‘ eoe TOAID 4y
(2T) U] U5 € |U}

Entonces, las Unicas propiedades de la funcidn T que hemos usado para demostrar la
desigualdad
~
| lZgll, < s, L€l , 1<p<w
son las siguientes:
a) & (=Y) - .o,
|ul |6}
b) Slﬂ.(U')l du' < o© , donde U' =U/|Ul ¥ Z es la superficie

T
de la esfera unitaria en E, .

(3) En dos dimensiones, se pueden representar las dos transformadas de M,
Riesz , Rl k4 R2 » en una forma muy simple. Consideremoslas como transformacio -
nes en L2(E2) y pongamos R = R, '+ iR, . El resultado (4.11) implica que el

operador JR 3'1 es el operador multiplicacién por la funcidén

ie

¥y, +
11'2=ie ’

2 2.3
(yl + yZ)
_ .2 2.4 -
donde r = (y] +¥5) Yy cos®=yy/r , sen6=yy/r . Entonces R esun
operador unitario. R sellamala transformada compleja de
M. Riesz . Si f=1f +if, € L2(En) y donde £, y f, son funciones

de valores reales, R tiene la forma de una matriz de dos por dos:

u;’.,[.\:‘“;‘.-“‘: Pt

[hiag
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R b ¢
2f = - 1 R 1
R2 Ri fa

§5.- CONVERGENCIA KO/ TANGENCIAL Y UN TEOREMA

GENERAL SOBRE LA CONVERGENCTIA DE FUNCIONES
R .
n+l

HARMONICAS EN E

Hemos demostrado que las integrales de Poissomn |, S £(X-U) P(t,|UD a0 , 5y,
también, las integrales conjugadas de Pois.son , fE f(XE;B) Qk(t,U) U  , k=1,...,n,
de una funcién f € Lp(En) R 1< pe< o convexxx'gen a un limite p.p. cuando
t =0+ ., Ahora mostraremos que estos limites puecflen ser obtenidos de una manera més
general, Antes de dar la definicién necesaria para hablar de esta definicién observe -
mos que la existencia de los limites de las integrales conjugadas de Poisson es un co
rolario de la existencia del 1limite de la integral de Poisson (ver las demostraciones

de los teoremas (3.24) y (4.18) ). Entonces nos basta considerar en este asunto in

tegrales de Poisson .,

Si o« >0 sgea I: (X) 1la region cénica de E;ﬂ y con vértice Xe€E,,

definida por
-+

I;‘(X) = {(t,Z) €E . i |X-Z| < of t'} .
Definiecidén : SiI u(t,X) es una funcidn definida en E;.,_l diremos
que u(t,X) tieneun limite no tangencial en XeE i,
para cada « >0 , existe un ndmero £ sindependiente de @« , tal que
lim u(t,2) = ,Q cuando (t,Z) tiende a- X sin salir de la regién ]':‘ (x) .

Ahora podemos enunciar el teorema general:

Teorema 5.1

-

u(t,X) = \[\ £(U) P(t,|X=U}) au
Jg,

Si felLXE) ', 1lgp ¢ = , entonces la integral de Poisson

tiene el 1fmite no tangencial £(X) para casi todos los puntos X de E .

Demostracién

Elejimos una regién ' I:(X) ¥y observamos que

(5.2)

- t < 4 t
(z-U]% + 72 5 7 (g7 5 (572

si |Z-X] ¢« At , donde c'ie/(m’]j)'= max {1 + 2'&'2 ,‘ 2}‘ e
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Mostraremos que, 81 X es un punto del conjunto de Lebesgue de £ , esto

[N

es
oy Mﬁ = i L \|2zw-2x a0 = 0 ,
30+ b o I‘-’Q+ r |U|

entonces u(t,2) —=f(X) cuando (t,2) —X sin salir de T:(' (X) . Puesto que
casi todos los puntos de 'En estdn en el conjunto de Lebesgue de f , esto de -

mostrard el teorema.

Usando 1a propiedad (ii) del ndcleo de Poisson (ver (5.7) del primer capitu-
lo) y la desigualdad (5.2) , tememos. . -

| u(t,2) - £(X) | = IS £(U) P(t,l2-U}) aU - £(X) | =
En :
= | {f(U) - f(X)} P(t,|2-U]) aUu | ¢ a | £(U) - £(X) | B(t,|X=U[) a0 =
En En
= 4 | £(X-U) - £(X) | P(t,|U]) aU = 4 { + }
By ' lulgy . Jivl>y

si & es un nimero positivo, sea 7 tan pequefia tal que Sup Q_(%)_< ' .
: §rey T
Con esta ‘p mostraremos que ?

b L
|U|$p [Ul>D

ai t es bastante pequefia, donde a es una constante que no depende de 6 .
Usando las coordenadas polares, r = |U| y r0' =10 , bongamos

gg(r) = || £(X -xU") - £(x) | av

b3

Yy observamos que

r r .
gx(s) flas = gt { | £(X = 8U*') = £(X) | dU'} ds =
0 0 z

=-\s‘ | £(X-U) - £(X)' | a0 = @&(r) .
[Ulgr -

Entonces, integrando por partes y usando la propiedad (v) del micleo de Poisson

(ver la demostracién del teorema - (5.10) ‘del.primer capftulo ), obtenemos

: ? , . .
' § So= f{ | £(X-xU') = £(X) | dU'} 2 p(t,r) ar =
lul$y vo 8; ) :

4 1;-.;» n‘.“!} [
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7 4 ?
= jjgx(r) o1 P(t,r) ar = @(r) P(t,r) ]0 - 0¢(r) Pi(t,r) dr 4
0
7
¢ £2) 2 v:ﬁt 7z ¢ Jﬂ%lrn P Pi(t,r) [ar ¢
P 2mt (9 + )T o T
o0
c :pn t .
Sggsv rn { (2“.)1'1(,5—2 + t2)(n+1)/2 + or , r( ,I‘) l -~
n
56{14,’—‘},31 tspﬂ)— .
C Cn

También tenemos,
5‘_ | £(X-U) - £(X) | B(t,|U]) aU £
|U|>p

Cn | £(x-0) } auv o+ | £(X) | S - P(t,|U]) aU < &
[ul>p

sl t es bastante pequefia (ver propiedad (iii) en la demostracién del teorema

(5.7) del primer capitulo} .

Puesto que- t <0+ cuando (t,2) — X , el teorema estd demostrado.

Corolario’ 5.3 :

Si f€ LP(En) , 1l ¢p < « , entonces la funcién

——

E

v (t,X) = S----f(x-u) Q. (t,U) au
n

~d
converge no tangencialmente a la transformada de Riesz fk(X) para- casi todos los

XeE, .

Demostracién :
Como hemos ya observado en la discusién anterior al teorema (5.1) , vk(t,X)
~ .
es la integral de Poisson de EL . Puesto que f) € LP  (ver el teorema (4.18)),

este corolario sigue inmedietamente del dltimo tedrema.

" Nuestra intencién es demostrar un teorema muy general sobre la convergencia no tan

. . . S .
gencial de funciones harménicas definidas en "E . Para enunciar este teorema ne-

n+l
cesitamos la definicién siguiente:

Definicién : Si U(t,X) es una funcién definida en E;+1 dire -
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¢

mos que ella es acotada no tangencialmente en X si, para cada 4> 0 s, ult,z)
es acotada en la regidén I: (X) n {(t',Z)e E;ﬂ ; ts c} ,donde ¢ ¢ o e8

una constante positiva.(l)

Es obvio que, si una funcién tiene un 1limite no tangencial en X , entonces es-
ta funcién es acotada no tangencismlmente en X . Muchas veces es més simple demos -

trar que una funcién verifica esta dltima condicién en vez de la condicién anterior. El

teorema siguienté nos da una ilustracién de este hecho:

Teoremsa 5.4 :

81 u(t,X) es la integral de Poisson de una funcién £ e_Lp(En) y 1¢psm,

~

entonces, para cada «4>0 |,

luct,2)] g b £

cuando (t,Z2) € r:((X) ,donde b depende s6lode o yde =n .

Demostracién
Congiderando las partes positivas y negativas de' f vemos que podemos reducir
la prueba al caso f >0 y, entonces, u(t,X) 2 0 . La desigualdad (5.2) impli
ca que
u(t,z) ¢ 4 u(t,Xx)

para (t,2) € ':(X) .
Por consiguiente basta demostrar que
; *
(%) . u(t,X) ¢ ¢ £(X) ,

donde ¢ depende s6lo de n . Tenemos

n
27 u(t,X) = t —zﬂxj'gziﬁvz au = +t _%.(X_'[_Iﬁ_rn_*m av +

n

£(2-10) P
o S|U|>t (ufe2foi72 & S

o .
© £(X=U
<% gxm v+t 2| § —‘——{Tufn,, g
v Juigt =0 okl lu)a2kt
» 1
£ £{X) + Z‘. —_—_— £(X-U) aU &
~ = k(n+l)¢D ) =
k=0 2 2k+1t?hU|]
[ ]
n
S o+ 2, 2 { 1 J £(X-U) dU} <
$ i = <
. o 251 (25*%%) 2oy u)

(1) Egto es, ld regién limitada por R(X) Yy un hiperespacio t =¢ . Puesto
que las funciones u(t,X) que considereremos serdn harménicas, si u(t,X) verifica
rd esta definicién para un valor ¢ >0 , entonces la verificard para todos los valg
res de c>O . -
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< N + 22 &) L= s 2™ o .

iMe

ok
: cn(1+2n+1)
Esto demuestra la desigualdad (%¥) con c = _(—2?)_“—

Puesto que f*(X) £ ©Q para casi todos los X esto demuestra directamente que
una integral de Poisson de una funcidn de Lp(En) s, l&pso , e8 acotada no
tangencialmente en X para casi todos los X €& En . Encontraremos otras situacig.

" nes donde serd relativemente simple demostrar que una funcién harménica en E;+1
acotada no tangencialmente en puntos de un subconjunto de Ej . El1 teorema general

es

siguiente nos dice que esta informacién nos bastard para obtener limites no tangencia -

les p.p.

Teorema (5.5) -

Si  u(t,X) es una funcidn harménica definida en E:1+1 que es acotada no tan-

gencialmente en todos los puntos de un subconjunto SC E;, de medida positiva, enton

-ces u(t,X) tiene lImites no tangenciales en casi todos los puntos de S .

Demostracidén :

Para facilitar la comprensidén daremos la demostracién en el caso n = 2 . La
extensidén al caso general no tiene ninguna dificultad. Supongamos que u(x,y,z) = u(P)
es una funcién harménica en la regidn E; = {(_x,y,z) ' E3 : Z > 0} ¥y que u(P)
es acotada no tangencislmente en cada punto Q de un subconjunto E CE, =
= {(x,y,z) ;) 2 = 0} de medida finita. Considerando sélo conos T‘,‘ (Q con x
igual a un nﬁmero racional se ve que E es la unién numerable de subconjuntos, F ,
tales que |u(P)| & m para todos los PE {U T:((Q)} N {P = (x,y,2) ; 0< z<2} =
= Ot . Esto es, u es uniformemente acotag:F en la regidn, ct , Tormada por la
union de conos idénticos, con vértices que son los puntos de F » ¥ limitados por el
plano‘ z =2 . Entonces nos bagta mostrar que u(P) tiende a un lImite cuando

_P ~»Q , sin salir de ot para ohsi todos los puntos Q de F ., Dividiendo
por m vemos que podemos suponer que m =1 . También, po'demos suponer que F
estd contenido en un cuadrado de lado 1 (porque nos basta demostrar el teorema para

cada subconjunto Fn{j$x$j+1 , ksyskﬂ} , J,k=0,%,%2,...) . Pon-

&b

gemos

{ée)F T:(Q)} N {P= (x,y,2} ; 0< z<1} j

la frontera de 99 ,

la trasladada de G( por -% en la direccién del eje 1z,

’@n NE,

8
&,
%
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un(x,y,z} =. ulx,y,z+ ;]{'L , Zn = 1la funcidn caracteristica de ffn ,

¢ .(x,5,2) = 1a integral de Poisson de la fuhcién A X y) u (x,y,0) ¥

¥, (x,5,2) = u (x,y,2} - ‘Pn(x,y,z) . Observamos que Icfnl £1 (ver las propiedg
des (i) y (4i) del ndeleo de Poisson en pagina 20 ).

La sucesién de funciones £ (s,t) = zn(s,t) u,(s,t,0) es uniformemente acotada
en la norma de L2(E2) (en efecto un cdlculo fécil demuestra que . IInt |2 £
| Ix_ll |2 £ 1+2x ) . En,tonces.existe una subsucesién {fnk } que converge en el
sentido Aébil & una funcién £ € L%(E,) . En particular

vnk(x,y,'z) = fnk(s,t) 'P(z,[(vx-s.;)2 + (y-t)zli)ds dt —>p
VE,

— S f(a,t) P(z,t(x—s)2 + (y-t)z]%) as at = @ (x,3,2)
E
2

para cada (x,y,2) & E; . Ademds es obvio que 1111_2” un(x,y,z) = u(x,y,z) . En=-
tonces, llgi_n.l.a Wnk(x,y,z) = u(x,y,x) - P(x,5,2) = P(x,y,2) existe pera cada

(x,y,2) & E; . Pero la funcién "P es la ini:egral de Poisson de una funcién en
L2 Y, por el teorema (5.1) , tiene limites no tangénciale‘a para casi todos los pun-
tosde B, . Puesto que ulx,y,z) = ‘P‘(x,y,z) + W(x,y,2) nos basta demostrar que
para casi Vtodos los Q€F , 1im Y(P) =0 cuando P tiende & Q sin salir

deag.

Primero, observamos que las funciones '\Pn verifican

W ¥ (®Ig2 para Ped (Porque ¥ 1 SI¢, 1 +lulg1+1

em B )

; .
(2) Yu(P) >0 cuando P~PQEF sin salir de . 99 (en efectd, por
la demostracién del teorema (5.1) , se ve que este hecho es cierto para los puntos in

teriores de ?n ).

Ahors supongamos que hemos construido una funcién harménica @ que verifica las
propiedades siguientes
(a) W(x,y,2) 20 para  z >0 ;
(b) wix,y,2) 32 para (x,y,z)€ .67 -F
{(¢c) w(P) =»0 cuando P-»Q sin salir de- 99 para casi todos los
Qe F .,

Entondes W(P) £ Y (P) > 0 para Pef-F y

lim inf Jw(P) 2 ¥ (P) . = liminf w(P) > 0 .
PZ.%QF ’ P-*Q&F
P Ped

BRI
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Por consiguiente, usando el principio de mfximo vemos que w (P) x ‘Pn(P) &0 para
Ped . Entonces, w(P) 2 ¢ > 0 o, equivalentemente, |¥(P)|gw(P) para

Pepo . DPuesto que W(P)=*»0 cuando P-»Q sin salir de 79 , para casi tg

dos los Q€E€F , lo mismo tiene que ser cierto para Y (p) .

Entonces, la Unica cosa que nos falta para completar la demostracién es la construg
cién de la funcién (W ., Designamos con z(s,t) la funcidn caracterfstica de

E2 - F y ponemos, para 1z D O ’

W(x,y,2z) = 22 + ¢ 73 X(s,t) ds at

- V2 43
TT(Vo(zﬂ - 1)
+

Es obvio que W20 en Ez . Lapropieded (c) es una consecuencia inmediata del

Z
g, [+ @+ -0}

donde ¢

teorema (5.1) . Luego, tenemos que demostrar la propiedad (b) . Primero observe -
mos que, si (x,y,z) & ﬁ -F con 2z =1  entonces w(x,y,2) 28 =1 . Ahora
supongamos que P = (x,y,z)€ ﬁ y 0<z &1 . Consideremos el cono con vértice
P , congruente con los conos T‘,‘ (Q) , pero dirigido en la direccidén opuesta (ver
eEL dibujo). Es fdcil demostrar que, si S
es el interior del cIrculo formado por la

intersectidn de eéste cono con el plano Es,
entonces SAF = @ . Si esto no fuera
el caso, existiria un punto Q&€ SNF y

es obvio que P estd en el interior de

E(Q)C .9 (ver el dibujo); pero esto es
imposible, puesto que PE .6 . Entonces

w(P) 2 22z + ¢ 2 ds dt =
- J‘S [;T+ (x-»s)Z + (y=t)° 3372

oz 2,00}
= 22 + ¢c2TWz _Z_r_%‘—372=22 +2ﬂc£—%;.2
o (¥ +2%) (*°+ 1)

y el teorema estd demostrado.

Ahora terminaremos este capftulo con otros resultados bdsicos de la teoria de las
funciones harménicas. El lema siguiente nos serd necesario para la demostracién del le
ma - (5.9) : '

Lema (5.6)
§i u(t,X) es una funcién herménica, definida en la regién E.;ﬂ , tal gus

S | u(t,X) [P ax gc® <e0 ,
En
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donde 14p <08 y ¢ es independientede t>0 , entonces

. * p
(5.7) | ute,x) (P g a:—n ,

dnde a depende s6lo de 1la dimensién n . Ademds, si O0< &Es t & % - enton =

ces u(t,X)—>»0 uniformemente en t cuando IX| ~ oo

Demosgstracidén :
Usando el tearema del valor medio de las funciones harmdnicas, tenemos

S u(s,U) ds dU = » s 2 u(t+s,X+U) ds dU =
(t-8)2+|x-U|2 ¢ ¢2 8°+|U| <t

- .
j {S\u(tﬂ-s' X+rU') ds' dU'} ar = j\ IZI u(t,X)‘rn ar =
0

= .|§|_tn+_u(t,x) = wthtl u(t,X)

’
n+l

ey » F=VeP+qul?

n‘i el voldmen de la esfera

donde Z es la supérficie de la esfera unitaria en E

(gl'uij =’% (s,U) , |Z,'| el dreade & ¥y w =
unitaria.

Entonces, usando la desigualded de Jensen , obtenemos

(5.8) | u(t,x) |Pg {—w—im S(

P
. | u(s,U) | ds dU} <
1-8)2+|X-U|2¢ 12

Y

1
w) tn+1

| u(s,U) [P as av .
(t-8)+|x-0|%¢ t%

Pero, la dltima integral es menor que

' 2t
1 P = 1 P <
wtn+! j\ I u(S,U) I ds 4U m—m { l u(S,U) I dU} ds S
Ocac2t 0 En
21
- s = 2 &L )
. z Vb, -n/p
Esto es; Ju(t,X)| & ( bR ct ¥ la desigualdad (5.7) estd demostrada con

Para demostrar la Ultims parte del lema observamos que s8i

{(t,x)g:_En+1 ; k-1g£IXl<k , OSt

n
i
+
™
A

k=1, 2,3, ...y entonces
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(%) lim | w(t,x) |Paxat = 0o .
k>0 J;
k.

Esto es obvio puesto que P +1

o0 - €

. - P 2
Z | ut,x) [P ax at = { | u(t,x) |P ax]atg Lar€s) Lo |
k=1 I, 0 B ')

Si las coordenadas (t,X) verifican <t 5-81 entonces existe un k tal
que (t,X) € I, . Por Aconsiguiente, la esfera con centro- (t,X) y radio & es
un subcop;junto de Ik-l v Ik 7] Ik+1 (donde Io es el conjunto vacfo). Entonces ,

con un argumento similar al usado para obtener la desigualdad (5.8) obtenemos

| utt,x) 1P & £1n+-1 S p o _p | ultrs,X+0) P au as €
@ |Ul+e°< &
k+1
£ —Iln+ | u(s,0) |P aU as —>» 0
wé j=k=1 IJ_

cuandlo k-~ o0 , por (¥) . Pero,si |X|~>» o0 , entonces k —» o0 y esto

demuestra el ;ema.

Lema (5.9)
Si  u(t,X) es una funcién harménica definida en_ E!':ﬂ tal que

(5.10) : J | u(t,x) |P ax &.cP
En

para todos los t >0 , donde lgpcod , entonces
a) cuando p» 1, u(t,X) es la integral de Poisson de una funcién
fé Lp(En)‘ tal que ||f] Ip £c

b) cuando p =1 existe una medida, A€ ,(no necesariamente no-negati-

v_a_) de tipo Lebesgue — Stieltjes tal que

f la| £ ¢ y u(t,x) = P(t, |x-U|) d/L(U) .
E

n En

Demostracidén :

Primero, consideraremos el caso p »>1 ., Supondremos conocido el hecho que si
{fk} es una sucesién de funciones en Lp(En) tal que | |£] Ip £ ¢ ,donde "¢
no depende d¢ k , entonces existe una subsucesién { Ty } .y una funcién £ € P

J

tales que
lixn«I fk & = j fg
J-»w
By By
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para cada g & Lp'(En) , donde

‘ol

1 =
+=, =1 .
P

Este hecho y la desigualdad "{5.10) implican que existen, una sucesidn {tk} ’
. L}
con t, ~»0 , yuna funcién f & Lp(En) tales que, para cada g eif (En) ’

S u(tk,u) g(u) av —-95‘ £(U) g(u) dau
E En

n
cuando k-~ o0 . En particular, si g(U) = P(t,|X~U|]) , donde (t,X) € E;ﬂ ,

~—

obtenemos

E

w (t,X) = u(t,,U) P(t, |X-U)|)du -—*J\ £(U) P(t,[X-U|) aU = v(t,X) .
) ) E
Il n

Por el teorema (1.14) , las funciones w, ¥y Vv son harménicas en E;-l»l . Mos
traremos que w(t,X) = u(t+t,,X) y esto implicard que u(t,X) = v(t,X) , proban-
do la parte a) del lema., Para hacer esto primero mostraremos que wk(t,x) — u(tk,x)
uniformemente en X cuando t~>»0 ., Usando la propiedad (ii) del 1‘1dcleo de

Poisson (ver pdgina 20) , tenemos

wk(‘t,X) - u(t,,X) = S [u(tk,U) - u(tk,x)] B(t,|x-U|) au =
E
n

= * ) { ult) - ulty,© ) B¢, (X-UD aU = I, + I, .
[x-vler  Jix-vlyr

Una consecuencia de.la dltima parte del lema (5.6) es que u(ty,X) es unifor-

memente continua en E, , para cada t,»0 . Ent,.onces, 8l r es pequefla, de

modo que | u(t,,U) - ult,,X) |< s cuando |%U| ¢ r ,

H
e

15l & $ .2t 1x-u) au = § P(t,|X-U[) au

|X~Ulcr E,

Ahora, usando 1la desigualdad (5.7) , tenemos, con esta r

I1L,] £ fl u(ty,U) |+ | u(t,,X) I') P(t,|%-U]) a0 £
|X—-U|3r
i/p. i/p
a (] - a [+ ¥ y
$ 2 o P(t,|x-U]) au = 2 + B/p P(t,ful) au .
k |x-UI;r k |Ul2r

Pero, por la propledad (iii) del ndcleo de Poisson (ver pAgina 20) esta Yltima inte-
gral tiende a O cuando t-»0+ . Luego, hemos demostrado que wk.(t,X)—-iu(tk,X),
uniformemente en X , cuando t—0+ . Esto es, para € » 0 bastante pequefia

IW—k(f ,X) - u(th)l es pequeila,




97

Tenemos, por la desigualdad de Minkowski para integrales . ‘I
[

: 1/p ‘ i/p
(. |wk(1;,x)|p ax) £ { Iu(tk,X-U)lp dx} P(t,|Xx-U|) du £
En En En f
. . i
€ c.1 = ¢ .
Entonces, ambas u(t+ty,X) y wy(t,X) verifican las hipStesis del lema (5.6), Por y
consiguiente, por (5.7) , s t es bastante grande, digamos = t = ty ‘
[w (t,,X) - u(t +t,,X)} es pequefio. Ademds, por la Wltima parte del lema (5.6) ,
cuando Es tsty, fwe(t,X) = ul(t+ty,X)| es pequefio para |X| bastanté

<

grande, digamos |X| =r -,

Recapitulando, hemos mostrado que en la frontera -de la regién -9 ={ (t,X):|X| g, i

ik

E <t g to} la funcién herménica  wp(t,X) - u(t+t,,X) tiene un valor absolute pe '
quefio. Por el principio de mdximo de las funciones harménicas Iwk(t,x)-u(t+tk,x)|

|
1
|
LN
tiene que ser igualmente pequerio para todos los puntos de a@ . Agrandando p@ ob ;
tenemos que  w,(t,X) = u(t+t,,X) y, como hemos ya observado, esto demuestra la parte : |
|
|

a) del lema (el hecho que |[f] |p £ ¢ sigue de la observacidén que hemos hecho al |
principio de la pédgina 46 ), H '

. Para demostrar la parte b) consideramos la familia de medidas regulares ! M tj I

(no necesariamente no negativas), donde para cada SC El; y S medible, r

M (8) = u(t,X) X .
s

La desigualdad (5.10) nos dice que las medidas totales de los miembros de esta fami -
lia son acotadas uniformemente. Entonces, como en el caso anterior, existe una suce -

8ién { tk} , con t, —=»0 , y una medida finita regular /(, , tales que
' (U) 4 () U) ap(u
g )' /Ltk:( - g(u) /l )
By E,

cuando k ~»00 , paré cada funcién continua g que se anula en oo ., Ponien-

do g = P(t,[X-U|) 'y con métodos casi iguales a los del caso anterior obtenemos b) .

Lemea (5.11) :
Si {un} €8 una sucesién de funciones harménicas en una regidn acotada ﬁ CE,
tal que las funciones u, son uniformemente acotadas en 1la clausura ,cf de una

subregién gf CZ’ entonces existe una subsucesidn {u z que ‘converge uniformemen
—— —_— ny -—

te 2 una funci¢n harmdénica en la regién /J .
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Demostracidén

Si mostramos que las funciones u, .son equicontinuas en ,J entonces este le-

ma es:una cohsecuencis del teorema de Ascoli y el corolario (1.12) . Pero, para de- .

mostrar que las funciones son equicontinuas nos basta demostrar que estas funcio-
q q

nes tienen primeras derivadas uniformeciente acotadas en ] . Lsto sigue de la férmu

la

2 2
(5.12) v(y) = &% v(X_ + aS) 8 = |¥ - Xo d g
. ° (Y -~ X ) - as|® S
X [o]

donde v ‘es una funcidén harménica en una regidn que contiene & la esfera cerrada con

centro X, y radio a ’ Y es un punto en el interior de esta esfera, Z es

la superficie de la esfera unitaria de E; ¥y dﬁ‘s es el elemento de #drea normali-

zado de E .. Por consiguiente
- OY (x) = -3 (x, + a 6 1=1,2
—_ o) = = v(X, as) 83 S = 1,2,0..,0
z

AYy a
que demuestra que los valores absolutos de las derivadas de v son mayorados por

Lal sup (v(z)] .
IX.O-Z|=a

.

Nos falta ahora una demostrecién de la férmula (5.12) . Si ponemos u{Z) =

=v(X, +2a2) , para |Z] £1 , esta igualdad es equivalente & la igualdad -

(5.12") wx) = (- [z | BE 4 .
| x-s]
b4
Un cdlculo directo demuestra que
. 2
- 1 - Xn = P(X,S) ,
|X-s]
como funcién de X ’ 1l ¢ 1 , €8 harménica para cada S eX . Entonces, pof

el teorema del valor medio (teorema (1.3))

2 a6y,
1= KOS = (1-7%) | X
|zx*-S|
domde r = |X|] 'y X==rX' . Pero, |[rX'-g| = |rS-X'| y, intercambiando X'
con S, obtenemos
-a).SP(X’S)des =1 st |xl<1 .

Ademas es obvio que

‘b)  P(X,8)20 s |[X|<1 ;

¢) Para cada D>0 S P(X,S) 40" —» 0 cuando {X| =1 |, donde °

.-Q-p= gse?.'.';ls-x'l > > o} 7
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Ahora es f4cil demostrar (5.12') . Primero, puesto que P(X,S) es harménica
en X la funcién

w(x) = S u(s) P(X,S) ds‘S
r

es harménica en el interior de la esfera unitaria. Por el principio de méximo nos bas-
ta mostrar que lim1 Ju(rX') - w(rX')| =0 , uniformemente en X'&€ = . Tenemos,
-

por la propiedad a).

w(X) - u(X) = j (ux) - wx) ) P(x,8) 465 = S + .
P -O-y -1y

Puesto que u es harmbnica en la esfera unitaria cerrada, u es uniformemente con
tinua en esta regidén compacta. Entonces, si f‘ > 0 , existen una S> 0 ¥y una
7 > 0 tales que si x| 21~ s y |s=X'|€ »? sigue que |u(S)-u(X)| € g R

Esto es, con esta ? , tenemos, usando la propiedad a) |,

[ [u(S) - u(X) ] P(X,8) a0g [ £ %SP(X,S) dG‘S = % , si . [X[31- §.
E-.QP &
Ademds, por las propiedades b} y ¢) |,
I\ (ws) - ux ) B(x,8) a6 | € 2 max @] | P,9) aGg=> 0
. S -ﬂ-?'
si |X|]=—>1 . Asf que, para |X| bastante cercanoa 1 ,
|j ( <
w(s) - w(X) ] B(X,8) a6g | & = .
..Oup 2
Esto demuestra que |w(X) - w(X)| <€ si 1 -~ |X] es bastante pequefio y el lema

estd demostrado.

Observacidén : la funcidén

2
1~ x|

L = , Ixl <Is| =1

|15l 1X - s]

s¢e 1lama el ndcleo de Poisson de la esfera unitg

ria de E;, . Siponemos |X|=r , X=rX' y U = édngulo entre X' y

S se puede expresar esta funcién de la manera sigulente

1 1-r2
|2| (1 -2r cos® + 1‘2)n/2

que, en el caso n = 2 , €3 el bién conocido ndcleo de Poisson del circulo unita -

rio de E Las tres propiedades a) , b} y e¢) corresponden a las propiedades

5 -
i) , 11) y 44i) , de la pdgina 20 , del ndcleo de Poisson , P(t,|X|) , del es-

pacic E Si  f£(S) es una funcién continua en o&u entonces, con métodos ang

n -
logos a los que hemos usado, se puede demostrar que

g

R~

Rt et~y
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F(S) — 1 - 5P af
a(X) = uwrx') = (S =
s (1 -~2r cosd + r2 n/z S

es la solucidn del problema de Dirichlet . (ver pdgina 42) cuando ﬁ es la esfera

unitaria de En .

J
e OB

RS T “ 1

IR

"
S a BN § ] e |y




0

IIT.- LA. TEORIA DE LOs ESPACIOS H

— — P

§1.— LOS ESPACIOS H, CLASICOS .

En el andlisis harménico cldsico, esto es, en la teoria de las series de Fourier
o la de las integrales de Fourier , los métodos complejos juegan un papel muy impor=
tante. Empecemos a bosquejar algunos aspectos de estos métodos. Primero, trataremos
la teoria de las series de Fourier y, después, pasaremos a la de las integrales de

Fourier .

Supongdmgs que £(8) € LP(0,27m) , 1&£p < ® | es una funcién con valores

i ;
reales, y E cp © ™8 es su serie de Fourier ; esto es
n=-aw omr

1 -ind +
> f(e) e*™ a0 , n-=o0,71,%2,... .

¢n
0

Uno de los problemas principales de la teoriag de las series de Fourier es el siguien-

te: 4En qué sentido representa la serie Z: en e’ a 1a funcidn £(e) 7 Hay
h=-e

muchas soluciones df, este problema y una de las mas importantes es el teorema que afir-

ma que la serie Z c, eing es sumable Abel a la funecién f(8) para casi to -
n=—o
dos los puntos © € [0,271r] . Esto es,

oD
(1.1) Un  u(re?®) = 1m 2, ol ol i = £o)
r-»l r->1 n2-«o

O&r«i OLr«l
p.p. ¥ en la norma de LP(0,2TT) .

Es bien conocido que la funeién u(rel®) es 1a integral de ©Poisson

T
. 2
u(rel®) = LS £(9) l-r 5 af
2T J, l-2rcos(6-9) +r

de la funcién f . Por consiguiente, u(rel®) es harménica en el interior del

disco unitaric, O g€ r <1 , y verifica

2T
?2.—11; | u(rei®) |P ao g Helly
0

paracada r , O0gr <1l (estas propiedades de u siguen fdcilmente de las pro
piedades a) , b) y c) del nicleo de Poisson que hemos probado en el caso de la de

mostracién del lema (5.11) y de otras estimaciones similares a las que hemos hecho en
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la psgina 23 donde demostrdbamos un resultado andlogo a la igualdad (1.1) ).

El hecho de que u(rei®)

19)

es harménica también sigue inmediatamente de la obser-
vacién de que u(re es la parte real de una funcidén analitica, Mds precisamente,

tenemos, para n 20

v
2m . paTr,
og =—= | o) e a0 = L | ro) Mg = T
2T Jo 2T 3,
Entonces, si e, = ap+i by |,
_ o o o -
u(rel®) = E rn(cn eln® . ° e~in8y - E ' 2ﬁcn einQ} = ﬁ{ Zch(reig)n}
n=0 n=0 n=0

<0
9) es la parte real de la funcidén analftica F(z) = 2 Z' cnzr.1 s

r : =0
z = rel® (es obvio que 1la serie z: e, r? 188 converge absolutemente si . <1
n=0 -

Esto es, u( re’

porque Icnl < ||f||l ) .

-

Si w0>p>1 es bien conocido que la parte imaginaria, v(reig) , de  F(z)

n
también es la integral de Poisson de una funcién £(9) & Lp(0,2Tf) . Por consi -

. )
guiente lim v(rel®) = £(6) p.p. yen IP(0,2W) . Si p=1 el linmite 1
s r>1 r~e , 1
f(8) existe p.p. también, pero existen ejemplos en los cusles f'éL (o,2vw) .

Resumiendo, hemos visto que, si fé€& Lp(0,2 ™) y l&p<ow » €3 una funcidn

con valores reales, existe una funcién analitica F(z) = F(reig) = u(reig) + iv(reig) ’

R

0g«r <1 , (F es Unica si imponemos la condicién +v(0) = 0 ) tal que su parte
real converge & f(8) p.p. y en Lp(0,217‘) , cuando r -1 , y estd en

Lp(0,2'r|’) uniformemente (respecto de r ) ; esto es e

T ]r v

___I""

2m
(1.2) S | ure®™®) |Pao s 4 < 0 ,
0 -

para 0 &r <1l . Ademds, si 1K p<w la parte imaginaria también converge,
~n
p.p. y en LP(0,27) , @ una funcién f(6) y estd en LP(0,2T) uniformemente =

s al D0

(respecto de r ) . Por consiguiente, en este caso,

2T _
(1.3) J' | F(re®®) Pa0 ¢ B< o
0

para 0Lr<<l- ,vy

(1.4) Lia F(rel®) = mel® = r6) + 1T (o)
. Osr?<1

existe p.p. ¥y en Lp(0,211‘) .
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Luego, es natufal preguntar si en algin sentido podemos resolver un problema in

verso. Por ejmplo, en vista de los hechos que hemos descripto cuando l4¢p<ao se

ria natural hacer la conjetura siguiente:

iQ)

si u(rel®) es una funcidén harménica para O0& r €1 que obedece a la condi-

cién (1.2) , cuando 14 p € © , entonces la funcién gnalitica F(re
ie)

.= u(,reie) + i v(re s, 0L r<1 verifica las condiciones (1.4) (F existe

puesto que el disco unitario es simplemente conexo - ver las obsgervaciones en la pé-

gina 46 — y es Unica si imponemos la condicién v(0) =0 ).

Es bien conocido que esta conjetura es cierta. Pero, como hemos ya observado (cuan
do indicamos que existe f & L1(0,2Tr) tal que ?¢L1(0,27|') , este resultado no
se puede extender al caso P=1 . Sin embargo, si en vez de empezar con la fun -

cién harménica u(relg) , elmpezamos con la funcidén analfitica F(reig) , Obtenemos
una extensidén de este resultado que incluye el caso p =1 . Més precisamente, tene

mos el teorema siguiente:

Teorema (l.5)

‘si F(re'®) es una funcién analitica para 0 & r <1 que obedece a la condi-

cién (1.3) ,cuando 1< p < o , entonces los limites (1.4) existen p.p. y ¢n

tP(o,2m .

Este teorema es s36lo un cagso especial de un resultado mds general. Para descubrir

lo necesitaremos las definiciones siguientes:

El e s‘ pacio P s, B>0 ,.es el espacio de funciones analfticas ’

F(z) = F(rel®) , definidas en el disco unitario, |z| =r<1l , tales qué ,
2w
sF) = S i6y |p
HeptTiF) /Lp(r) =~ | F(re™®) [P 36 £ m<
2 0

para O£ r <1 , donde m es una constante que dépende de F (ynode 1 _)'.

El espacio N (o espacio de Neéevaenlinna ) esel
espacio de funciones analiticas, F(z) = F(rel®) , definidas en el disco unitario
|z]| =r ¢1 , tales que

2m
1

' 4 -i6
MolriF) = Sofr) = e 0. log | M(re7") | 86 £ m <o

para 0 £ r 4«1 , donde la constante m depende d¢e F ' (pero no de = ()

(1) 1log® x significa la "parte positiva" de la funcién log x . Esto es,
{ logx si 1¢&x

0 si 0<x/<1

- ! ) 'log+ X =

-
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Es clero que ND HP para cada p >0 - porque log+ x4 -x—p cuando x>0,
P
Ademds sigue facilmente de la desigualdad de Jensen que Hp JHq si 0<pP<gaq .

Los dos teoremas siguientes, que generalizan el resultado (1.5) s, son los prmcinales .

de le teoria de estos espacios

Teorema (1.6) :

Si FE€N entonces los lfmites F(el®) = 1lim F(rel®) existen p.p.
_— _— -1 )

Teorema (1.7) :

si FeHP , Dara p > 0 , entonces:

o .
lim | Flrel®) - 7(e!® | a6 = 0 @
r-pl 0

Como veremos, estos dos teoremas son consecuencias de la descomposicidén siguiente

para funciones de la clase N :

T-eor"ema (1.85 :

Si FeN y F3# 0 entonces F = BG donde

(1) B(z) _y G(z) son funciones analfticas en el disco unitario |z|< 1;

{ii) B(z) =0 si y sélo si F(z) = 0 _y las multiplicidades de los ceros
de B son igusles a'las de F ;

(i11) |B(2)l ¢ 1 ‘para [zl < 1 ;

(iv) 1im B(rel®) = B(e19) existe p.pP. con IB(eie)_I =1

Tl
(v) existe una medida_ regular finita /c tal gue

21r 2w ig _ie
3 1-r 24iop sen(o-g) ] A (@) __I__S e_*re_ 3.4 (d)
G(rei®) = "& 1-2r cos(6-g)+r? # = ele’ 0 ei-iz-reI= s .

-Ademés,s_i Feg uP sy OCp , con /u,p(r;F) £ m entonces GE uP con
HMp(r;®) & m .

Demostracién :

Puesto que F ¥ 0 existe una sucesién {rn} , donde % £Ty <1 oy

lim r, =1 , tel que F(z) no es cero para |z| = r, . Pongamos F,(z) =
n-»oo . .
=F(rz) vy _
2w .
ig ie s :
Gn(reig) = expd = %mﬂm log IFn(el¢)| agp =

2T o & ~-—re

(2)

Puesto que, como "hemos ya observado, Hpc N 1a funcion F(eig) existe por el
dltimo tedrema.
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21 ” '
exp | -1~ = ) ior »— log an(em)ldﬂ +
™ o 2(1-2r cos (8~@) + r")

2T
1 r gen (6 - &) ig _
+ 1= LSS log |F (e ™) ag} =
™ Jo 1-2r cos (6 - @) + r° ogln
= exp S P(r,6-%) log an(em)l ag + i Q(r,0-9) log an(em)l ag .
o] 0 :

Es un hecho elemental que lim Gn(reig) = Gn(eie) existe y, ademds,
r-»l

(a) I (30| = [|F (2O} .

Observamos que Gn(z‘) no se anula nunca porque es una exponencial. Entonces, 1la fun
eién B (z) = Fy(z) / Gy(z) es analitica en lz] ¢ 1 . Por el principio de méxi-
mo y la igueldad (a) resulta: ‘

(b) ' IBy(z)l €1 szl <1 y IB(e¥z=1 .

2w .
Puesto que log [Gu(z)| SO P(r,0-%) log an(ei¢)| 8¢ es harménica tenemos,

por el teorema del valor medio,
2w ' ‘

L | 10gle(rel®) ap , o0grg1 .

(c) log [G,(0)|
2T Jo

Supongamos que O es un cero de F de orden k ’ 0Lk {0 ; esto
es F(z) = zk Fo(z) . eon Fy(0)#0 . Puesto que G, no es nunca cero y Fn =
=BG, , la funcién. B, también tiene un cero de orden k en el origen. Usando
(b) vemos que [By(z) / (r=)*| & /7§ , poraue [B ()| ¢1 ¥ B(a)/z" esg
nalitica. Pero Bn(z) Gn(z) = Fn(z) = (::'nz)k Fo(rnz) o, equivalentemente Fo(rnz)=

Bn(zs k .
= Gy(2) (-(r_z)"z) ; entonces, [F,(0)| £1G,(0)| / v, . Usando esta desigualdad,
n' .

la igualdad (c) y las igualdades
log |G (2z)| = logt Ie (2)] - log |G, (2) |

= + -~ '
|10g 16 (z)|| = log IG (2)| + log lG (z)] ,

obtenemos, para 0 <& r <&l ,

-~

2T
log rg IFo(0)| & log [Gu(0)| = #S log IGn(reig)l ag =
0

3

2m 2T
- = 1 + ig 1 id
= 2 = log” |G (re'?)| aF - —= llog |G (ret¥) || a8 <

2T Jo n e o n >
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. 2T
om - L [log IGn(reig)Il ag .
2T Jo

IN

Egto demuestra:

27"

(a) llog IGn(rei¢)|| ¢ £ 2m - log IFO(O)I + log-(-—L;E €
Tn

1

2 J,
L2m-1 ( ok ogrg1 3
&L2m-~ oglFoO)|+log , bara $§rg .

El miembro derecho no depende de n ; esto implica que la sucesidn
{fn(ﬁ)} = {log lGn(ew)I} es uniformemente acotada en L1(0,2‘n') - Entonces,
exigte una medida regular /u, ¥ una subsucesién, que, después de renumerarle podemos
suponer que es {fn(m } , tales que

.

2m 2m
1i £.(8) g(@g) aF = (@) dp(g)
n’:‘;pjo n g o g /L | ’

para cada g continua.

Tomando, en particular, g(g) = 1%_A{P(r,e—ﬁ) +1 Q(r,Q-&Z)} » ¥ teniendo en cuen
ta que £ (@) = log |G ( elf)| = 1og IF( el?)| |, obtenemos, pera cada z = rel® gel

disco unitario [zl {1 ,

ie, _
log G(re™) =

=~ T

2T
S {P(r,Q—QI) + 1 Q(r,e-m} log IFn(ew)I ag >
0

2

~3

L P(r,9-¢)+iQ(r,9-¢)} au(® , cuando n—veo .
mlo

Pongamos

2T
ie 1
(e) . G ) = = P(r,0- i Q(r,0-8) ) au (@) .
e (e exp{v O[ r,6-g) + i Q(r, )/.l. }

ig) . Observemos que G es analitica y no tiene

[}

Entonces, - lim Gn(reig) = G(re
D=y

ceros (puesto que es una exponencial) .

La sucesién {Bn} es uniformemente acotada por- 1 (ver (b)) ; entonces, por
el lema (5.11) del dltimo capitulo, existe una funcién B(z) y una subsucesién tal
que, volviéndolda a llamar B, , 1lim Bu(z) = B(z) uniformemente en cada ciriculo
Izl ¢ e c1 . n-wo

(3 Este es eti. Unico lugar. donde usemos la hipétesis artifical que rn?, + - como
vémos 'cualquiezi" mime_ro mayor que cero podria servir en vez de ¥ .

-

FECRE

SR




107
Puesto que F (z) > F(z) cuando "n =—»00 obtenemos

F(z) = %J‘wan(z) = IZ&i_x;l‘,osn(z) Gn(z) = B(z) G(z) ,'

_'dOnde G(z) no tiene ceros .y IB(z)|$ 1 en |z|< 1 (porque IBn(z)l £1
cusndo |zl € 1 ). Ademds, por (e) , G verifica la propiedad (v) .

Por el teorema cldsico de Fatou |, -liml B(relg) = B(eig) existe p.p. Tenemos
=

que demostrar que IB(eiQ)I =1 ©p.p. ,

Puesto que Fp(z) = By(z) Gu(z) y 'Fplz) = Flrpz) = B(rpz) &ryz) , tenemos

ie ie
10 . By(e™®) G (™)

Blp,e™ ) = ¥, por consiguiente
n ’ G(rneTg) ’ ’
is
G (e )]
Lf) IB(I‘neie)l = _—n-T .
: [G(rpe™ )|
A G, (2) .
Llamando H(Z}) = , Dbuesto que- H es analitica, tenemos
G(rpz) 2T
H(O) = i S H(rel®) @0 , ogrg1 .
. 0]
Entonces
2mW
(&) |H(0)| ¢ - |H(rel®)| a0
2“ O -
por lo cual (usando (f) )
6.(0) | 2T | g (e19) ar
a I £ < —n—ig—‘ e = -l- | B(rneie) | a8 .
G(0) 2w )o G(rpe™) 2T 1o
2w 2T
Haciendo n —» o . tenemos B(rneig) —)B(eig) So IB(rneig)ldQ -)S'OlB(eiQ)IdG
{porque la convergencia es mayorada por 1 ) y
G,(0) ¥ i
~>1 ., Entonces 1 ¢ |B(e*®)] @& .
G(0) -Jo

Pe;o |B(e®)| €& 1 p.p. puesto que |B(rel®)) $1 para r< 1 . Entonces

™ L ' :

go IB(eig) | @@ =1 y esto no podrfa ser si IB(eiQ)I <41 para © en un conjun-
to de medida positiva. Esto demuestra que IB(eig)I =1 p.p.

.Nos falta la demostracién de la ﬁlgima parte del teorema (1.7) . Usando la desi

gueldad de Jensen -y el hecho —= l-r 5 4% = 1 (ver la demos”
2T JO 1 ~2rcos (@ =-¢) +r
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tracién del lema (5.11) ) tenmemos, para O0¢r <l ,

2T 2 . :
IGn(rej‘e)|p = exp{ 1 g ' l-or 5 log ﬁFn(em)l d¢} = 13" ‘

Por )y 1-2rcos (0-9 + _.
2T 2 g '
1 ]l] -1 10y P
= o log |Fp(e™)] d¢}<
exP{2TT &\0 1--2rcos(e-£21)+r2 °& Ifg S
2T 5
L l-x — (PP ag . i
Soow 0 l=-2rcos (6 -¢) +r :

Entonces, usando el teorema de Fubini
2m

2w : 2m 0 2 .
|6 (rel®) [P a0 ¢ [E ()] { - l-r — do} g = :
° D 2T Jo l-2rcos (8 -¢) +r : -

2T
: p
So |F<;nei¢)| «18f = M (riP) & .

Puesto que 1lim Gn(z) = G(z) 1la Wltima parte del teorema ghora sigue del ‘lema de

. De»s
Fatou .

Demostracidédn de los teoremas (1.6) y (1.7) : {

]

Supondremos conocidos-los hechos siguientes; Si M ‘es una medida regular fini
ta del intervglo [0,2 tr] entonces la integrai de Poisson ,
’ 2w, 2 =

‘u(rel® = L} l-r 5 AU
2T Jo 1 ~2rcos (8 ~@) +r

g
t

R

¥ la integral conjugada de FPoisaon

T

2T _ =
L .x_sen (8 ~ @) 5 du(g)
‘T Jo l~2rcos(0=-9)+r

ig) =

v{re

RN

tiene limites para casi todos los © cusndo r—1 .

q}{;_{ey wlu'n»...

Estos resultados, junto con la descomposicién F = BG y las partes (iv) .y

(v) nog dan la demostracién del t eorema (1.6) (9 .

Para demostrar e.fL teorems (1.3) supondrez;xos que el ya es. conocido cuando p > 1
(ver las obsérvaciones hechas al prineipio de .esta seccién). Si F€ N , entonces ,
por el teorems (1.8) , F=BG=(B-1)6+G . Pero, [B(2)] &1 para |zj<1
y IB(e*%] =1 p.p. ; esto implica que [B(z)] <1 para |zl 1 & B(2)

es una constante de ‘valor sbsoluto 1 (en este ¥ltimo caso, F no tiene ceros).

j(.") Log limites. no 'tangencial'es existen. .Pero, para estas observaciones preliminares,
nos limitamos al caso més simple de los 1imites radiales.
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‘Ahora, si F&HP , usando la ®ltima parte del teorema (1.8) y lu desigualdad
1 [-B(2)) 6(z) | & (2+#IB(z)| ) l6(z)} 4 2 |6(z)] , obtenemos ‘

/l.p(r;,_(l-B)G) 4 '2,ap(r;e) &2mn .
Hemos probado el resultado siguiente:

si Fer , pp 0 , FEO y M (riFlgm para 0g&r¢l ,0 F m

-— —

tiene ceros o existen dos funclones, 6 y G, , analfticas pera |z] < 1 y_

sin ceros tales que F =6, +G, y /Lp(r;Gk) 42m para k=1,2 .

Este resultado nos dice que basta demostrar el teorema 1.7 paraun Fg& HP sin

ceros, lLuego, si F no tiene ceros, podemos considerasr la raiz cuadrada G(z) =
N5 1 (2" . 10y,2p 1 (2T .10
=VF(z) . Vemos que /l.zp(r;G) = ﬁjo |G(re*®)| <P go = Yad 50 |JF(rel®)|P dae =
= }Cp(r;F) 4m . Esto es, GegH P . Ahora mostraremos que, si ép >1 , enton
" ces
ot .
1im IF(re’®) - 7?9 a0 =0 ,
rol 0 '

' L2
con F(eig) = EG(ele) J . Tenemos

2w o 2T b
j | F(reie) - F(elo) | a8 = | G2(reie) - Gz(elg)'l de
0 0

a2m . ) p
I | Cotre®® —ae!® J (otre®® + 6™ ] | a0 ¢
o .

2T ) ’ 2p ¥ 2‘1" . 2p %
4{£ | 6(rel®) - (el | do} { | 6(r-19) + a(e®®) | de} £
0 0

T e o, 20 ¥ i ‘1 P
{ { | Glre™) - G(e 9) | 69} i“G(relQ)llgp + |lG(e e)||2p} $
o \ ' AR

oTF o ¥ - -
Z { j\ I a(rel®) - a(e?) | ae} Pl n—o
= 0 .

eyendo r-»*1 , por el cuso del teorema (1.7) que suponemos. Esto demuestra (1.7)

cusndo p >+ . Con esto, el mismo método demuestra el teorema cuando p » 1/4 .

Siguiendo de este manera se puede demostrarlo para cada p 20 .

Estos son los hechos bdsicos de la teoria de los espacios: HP  del circulo. Ahg

ra pasaremos & los métodos complejos due corresponden a la teoria de las transformadas
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de Fourier . Todas las observaciones introductoriass que hemos hecho. al principio de
esta seccién son vdlidas para esta otra facete del andlisis harménico también (en efec-
to, los dos capftulos anteriores tienen todas las demostraciones de estas observaciones).
Entonces, consideraremos los e spacios uP = Hp(EZ) del semiplano
EE que tienen la definicién siguiente: diremos que una funcidn analitica F(z) =

= F(x + iy) estd en HP(E;) s, D >.O , 81 existe una constante m¢ @ tal

que
o0

P
| M(x +iy) | dx £ m <@
Ja 0

para cada y » 0 .
El resultado principal de la teoria de estos espacios es el siguiente

Teorema (1,9) :

si Fe€HP , p »0 , entonces 1im , F(x+iy) = F(x) existe p.p. ¥y
© = P —  y=30" - =
5 [F(x+iy) = F(x)| dx -0 cuando y -»0

-0
Extenderemos este resultado (y otros que pertenecen a la teoria de los espacios
Hp(E;) Ja n dimensiones. Pero, antes de empezar esta generalizacién vamos a ha-
cer unas observaciones, Primero, se puede deducir el teorema (1.9) de los dos teore-
mes ( (1.6) y (1.7) ) principales de la teorfa de los esmecios HF del c frculo.

Esta deduccidn usa el hecho que existe un map conforme entre el disco unitario y el

~ semiplano E; . Més precisamente, las trensformaciones (la segunda es la inversa de

la primera)

x+1y=z=il‘;f— y Ee.ig= ?=z-i

1-? z + 1

nos dan una correspondencia conforme entre el semiplano E; = {z. =x+iy;y> 0} y

el disco unitario {? = ?eie ; I?I =f < 1} . Se puede demostrar que
F(z) € Hp(EE) sl y s6lo si f(?) = 21/p (1 —?)‘24’ F(z) esth en el espacio HP
del circulo. Usando este hecho (gue no lo demostraremos) y los teoremas (1.6) y

(1.7) se puede obtener el teorema (1.9) . Vemos que esta'correspondencia entre los

dos espacios depende de P . Esto es natural porque no es verdad que estos dos
espacios son conformemente equivalentes; esto quiere decir que el espacio ﬁ p de
todas las funciones F(z} = f£( z—°j= ) = £ eele) , donde f estd & &P

2, v 1 ; P Pnt
(del circulo), no ¢s igual a Hp(Ez) . Sin embargo, tenemos ﬁ DH (Ez) para

cada p >0 (5)(ver pdg. siguiente)

Haesta ahora no hemos definido, para el semiplano, el espacio que corresponde al es
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pacio de Nevanlinna. Seria natural definirlo como el conjunto N(EE) de todas las

funciones analfticas F(z) = F(x + iy) que verifican

[2¢} .
Slog"' IF(x + iy)| dx ¢ m €
. &
para cada y>o0 (donde m no depende de ). Luego, el teorema que corres -
ponde al teorema (1,.8) deberia decir que los lirites 1lim + Fx + iy) = F(x) exis-

y—=»0
ten p.p. cuando TF & N(EZ) . Pero sigue inmediatamente del hecho que los éngulos

entre caminos son preservados bajo un map conforme y el teorema (1.6) gque el espa -

eio més'grande ‘)‘L = {F(z) =p(2=1) ;  f(¢ e16) € N} tiene esta propiedad.
z +1 ’
En un cierto sentido (que no haremos preciso aqul), el espacio de Nevanlinna (del efrecu

10) es el espacio vectorial més grande tal que si. f(rele) € N entonces limlf(reig)
) T~

existe p.p. Entonces, vemos que T¢C sy ¥ DO N(E;) , s el espacio de Nevanlinna

"eorrecto" si estamos sélo interesados en la existencia de limites de.la frontera, y no

de como se comportan estos limites de la frontera.

Ahora vamos a hacer una observacién de género diverso., En vez de la propiedad del

valor medio,

om _
u(0) = —= u(re?®) ge s
277
0
para una funcién u(relQ) definida en el disco unitario, C4&ril , era bésica

en la demostracidn del teorema (1.3) la desiguéldad
2w
u(c) & - u(rel®) ao
2T Jo .

(ver; por sjemplo, la desigualdad (g) de esta demostracidn). iiostraremos que funcig
nes gue verifican este tipo de desigualdad, funciones subarmdénicas , Se=
rdn herramientas bdsicas psra el desarrollo de la teoria de los espacios H? de n
dimensiones. En le préxima seccisn desarrollaremos las propiedades principales de las
funciones sutharménicas que usaremos. Con la ayuda de estas propiedades podremos esta-

blecer los resultados principales . (en particular, la generalizacién del t eorema (1.9))

(5) " Cuando p>1 , el espacio HP(E;) “correcto" , si (como suponemos) se ori
gina delas sumabilidad Abel de transformadas de Fourier , tiene que ser el espacio
que corresponde a valores de la frontera que son funciones de P (=00, w) . Mientras
los espacios Lp(0,2'lT) y los espacios HP del cifrculo son ordenados (ver la ob -
servacién antes del teorema - (1.6) ), esto no es verdad .pare los espacios LP(-m,¢0).
7 solamente por esta razén, vemos que los espacios HP (:E;) tienen que ser diversos
de los espacios ﬁp (que corresponden a los del cifrculo) .
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de la teorfia de los espacios "HP de ':'Ias regiones E;+l

§2- FUNCIONES SUBHARMONICAS Y .-UN TEOREMA
SOBRE LA SUBHARNONICIDAD DE POTENCIAS DEL VA
LOR ABSOLUTO DE UN SISTEMA DE FUNCIONES CON-

JUGADAS .

Diremos que una funcién con valores réales O - o0 , s(X) , definida en u-
na regidn R C Ep y €8 subharm 6nica siverifica
(2) : To 80 = s(X) ,
| &5 %)
X#X,

para cada XO€ ﬂ H

(p) Cos(X)) £ mt,xo(s) = SS(X°'+ tY) dﬁ'x
z
para cada Xoeﬂ y t>C tal que {Xe E, IX-X°| £ t} Cﬂ (estamos u-

sando la notacién de la pdgina 36 ) .

-Excluiremos el caso s(X)= -0 , pero s(X) puede ser igusl a -0 pare

algunos puntos de 2 .

Observemos que una consecuencia inmediata de la propiedad (b) es el hecho que las
funciones subharménicas verifican el principio de mdximo. La demostracién de este he -
cho es la misma que sirve para las funciones harmdnicas (ver el teorema (1.5) del se-

gundo capitlilo o).

Lems (2.1) :

'8(X) es una funcidn que-verifica la condicidén (a) en una regién IZ ¥

si
¢c ﬂ €s un subconjunto compacto entonces s(X) es acotada superiormente en &

.y alcanza su supremo en - 8’ . Adem#s, existe una sucesidn decreciente {sk(x)}

de funciones continuas en € tal que lim s, (X) = s(X) ‘para cada XK€ & .
~ . T T ke, _ — 7

Déemostrecidn 3

Se de_rnuesf;ra ‘el l_leqho que s(X) eg acotada superiormente en ? de l& misma
manera -que :en €l caso de una funcién continua. Si no alcanzara su supremo, b , en ?
observamos qué-la funcién s*¥(X) = — 2 ___  -también verificaria la condicién (a)

' b ). . . ;
en ? . Puesto que s*(X) no es acotada superiormente ésto es imposible.

T

|
AT LR g Iy

g

it ﬁl‘“‘:

: mémwwgqmuwmmmrl
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Para demostrar la Ultima parte del lema pongamos, para cada Xe& 'En ¥ ¥k entero,

(%) 8,(X) = Yi‘.u% {s(Y) - k |x - YI,} e

sk(X) es finito ¥, .por la primera parte del lema, existe_ un punto Yo€ € (que de

pende de X ) tal que

8 (X) = s(YO) - klx-yl .

Si X; es otro punto, entonces

s(X1) 2 s(¥y) - k |X3-¥,] 3> s(¥,) - k{|X1-X|‘ + IX-YOI} sp(X) - k [X3 = X|

Entonces, 8,(X;) 3 s,(L) -£ si |.X1-X| £ § . Puesto que se puede permutar
X A
L y Xy , vemos que sk(x) es continua (en todo el espacio En ). Es obvio

que  s(X) 2 spy(X) vy (poniendo X =Y en (¥) ) s (X) 2 s(X) para

e¥ . Nos falta mostrar que 1lim s, (X) = s({) para xe € . Primero,

kv
supongamos s(X) 2 -e0 . Si & >0 existe § - S(,é) tal que

s(x*) € s +&  ; s(x)-kx -x| £+ €&

si X'e ? y  IX'-x| £ S . DPuesto que 8 s acotada superiormente, existe

b tal que
s(X') -k |X' - X]| Sb-kg

si X' -X|3> 1) . El miembro derecho de-esta dltima desigualdad es mayorado por

s(x) +& si k es bastente grande. - Entonces, para tal k ,

‘s(x') -k |x' - x| £ s(x) + €

R 0,_"
para todos los X'€ 14 . Esto es, sk(x) < s(X) + é -« Esto demuestra que

sk(x) —p» 5(X) cusando k = o . Bl caso 8(X) = ~e0 es similar .,

Supongamos que s es una funcién definida en una regidén ﬁ (=4 En .« Diremos

es una harmédnica de 1la funpn

fsiu

que una fuecnién u mayorante

cidédn 8 en la frontera de es harménica en ﬁ,

continua en la clausura ﬁ y
wWyY) 3> TE e(x)

X~
X€

veB-R .

para todos 1lss puntos
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El teorema siguiente justifica el uso de la palabra "subharménica"

Teorema (2.,2) :

Supongemos que 8(X) es subharménica en una regién acotada ﬂ c En Y que

u es una mayorante harménica de s en la frontera de ﬁ . Bntonces s(X)g

£ u(X) para todos los X€ ﬂ .

Inversamente, una funcién s(X) gue verifica la condicién (a) en una regién

J"Z es subharménica en esta regidén si tiene la propiedad siguiente: Cusndo & lc,’&’

€3 una, subregidn acotada y u(X) una mayorante harménica de s(X) en la frontera

de ﬂl , entonces s(X) £ u(X) para todos los X:€ ﬂl .

Demostracidn :

Supongamos que la primera parte del teorema es falsa. Pongamos

a0 = T {sm} -uw
Y=X
para Yeﬁ y Xeé ﬁ . Esto es, para xe‘f‘? y X)) = s(X) ~u(X) vy 'e—
xiste un Xéﬁ tal que A(X) >0 . Es obvio que la funcién d(X) verifica’
la condicién (a) en z . Entonces, por el lema (2.1) , d alcanza su supre
mo, M »0 , en un punto de .ﬁ . Es fdcil ver que el conjunto g = {Xé’.‘?’?;
d{x) = M} de tales puntos es cerrado. Sea Xo un punto de la frontera de ? .
Puesto que d(X) £ 0 €M para xe.ﬁ -ﬂ y ¥y a(X) =M , X  estdenel
interior de ‘Z . Entonces existe una esfera, Si(X;) y con centro X, y radio
t >0 bastante pequefio tal que St(XO)C . De otro. lado,' puesto que Xo es-
t4 en la frontera de ? se puede elegir la esfera st(xo) de tal manera que su

superficie, ZQ(XO) , contiene un punto -X; del complemento de g . Por con-
siguiente m = d(Xl) <M ., Pero, esto implica, por la condicidén (a) , que

A(X) < m + $ < M para todos los puntos de un entorno de Xl . Entonces

mt’xo(d) <M o= ax) .

Usando el hecho que u es harménica y, por consiguiente, mt X (u) = u(xo) obte-
I X,

nemos

770

My () =My 0 = My (@) < atx) = s(x) - ulx) = s(x) - T (W .

Esto es,
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Pero, puesto que 8- es subharménica, esto no puede ser. y 1la primera parte del

teorema estd probada.

Vamos a considerar el inverso. Si X,€ ﬁ sea  Sy(X,) una esfera abierta
eon radio t >0 y centro . Xo tal que St(Xo) cﬁ .+ En la superficie
Z,E(Xo) = Zt de esta esfera la funcién s{X) es el limite de una sucesién decre -

ctente {sk(x)} de funciones continuas en Et, (ver el lema (2.1) ). Sea uy

la funcién continua en St(Xo) que coincide con sk(X) en Zt .y es harménica

1,

en St(xo) Esta funcién es una mgyorante harménica de s en = PR En-
tonces, por ~"hipétes:i.s, 8(X,) £ w(X,) . Usando la propiedad del valor medio para
.1a funcién harmdnica 4 esta desigualdad es equivalente a la desigusldad (ver la

notacién de la pdgina 36 )

(%) s(x) £ Wt,xo(uk) = Ssk(xo + £Y) dGY .

b
Puesto que {sk} es decreciente E.,m“ Sy = gllii-:l& s, = S‘s . Entonces ’
tomando este 1fmite y usando (¥) obtenemos p s

s(X5) € My x (8) .
o]
Esto demuestra el teorema.

Vale la pena observar que en la demostracidn de la primera parte del t eorema (2.2)
no hemos usado 1la fuerza entera de la condicién (b) . Todo 1o que necesitdbamos era

la condicién

(b*) 3i XOG .ﬂ , existe to7 0 (que puede depender de Xo ) tal que

ox,) ¢ M, y (o)

pera t £ t, .

Esta observacién, junto con la ¥ltima parte del teorema (2.2) , nos da el corols

rio siguiente:

1) Como' hemos ya indicado ahtes, se puede resolver este caso del problema de Dirich
let con la integral de Poisson de 8y (la férmula del nicleo de Poisson de la
esfera fué dada en la dltima seccidén del capftulo II ) .
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Corolario (2.3) :

S1i s es una funcién definida en una regién ﬂ que verifica las comdiciones

(a) y (b') entonces s es subharménica.

El teorema siguiente nos da un método muy sencillo para averiguar si una funcién es

subharménica:

Teorema (2.4) H
Si s estd en la clase Cc s( 20 ara cada enton -
i estd en 1a clese cX(#) y As(®W 3o p sia xe R

ces 8 €8s subharménica,

Demostracién
Si s es un miembro de la clase Cz(ﬁ) entonces se verifica la condicién me
nos fuerte (a) . La condicién (b) sigue del teorema de Green (ver teorema (1.1)

del segundo capitulo) de la manera siguiente:

Si xoeﬁ pongamos ﬂt) = mc,xo(s) = 5s(x°+tY) deY para todos los
t >0 tales que {X : IX—XO| < t}c ﬂ . Por el teorema de Green

JACONE %8‘- (%, +tY) a6, = E’.l_l , (As) () ax > 0,
) t |X-x, ¢t
donde lztl es el drea de la superfice de la esfera de radio t ¥y centro Xb .

Esto es, f (t) es una funcidén no decreciente, ZEntonces

() = PO ¢ Py = Moy

que dempestra el teorema.

Ejemplos de funciones subharmdédnicas

(1) Es obvio que una funcién harménica es subharménica. Ademds, sigue inme

diatamente de la definicidn que [a] es subharménica si u es harmdnica.

(2) Si F=u+iv es analftica en una regién ﬁc E, entonces

s = log |F| es subharménica. Esto se ve de la m&nera siguieﬁte: Primgro, la propie-
dad (a) es obvia. Entonces, por el corolaric (2.3) , nos basta demostrar que s
verifica la condicién (b') en .ﬁ . El conjunto {;{5 ﬂ : F(X) # 0] = ,J es
una regién y un .cdlculo i:écil demuéstra que As(X) =0 para XE€ 8 . Entonces,
por.el ‘teorema (2.4) |, 8 verifica la condicién (b') para cada punto de ,J .
Pero, si X 6.@—,6 , 8{X) =-00 y la condicién (b') es cierta para tal X
también.

i
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(3) Usando la desigumldad de Jensen obtenemos el hecho que si 8 es
subherménica en cﬂ y § es una funcién convexa no decreciente entonces

§ws(x) =@ (s{X¥)) es subherménica. En particuler, [ s(x) ].p es subharménica
st y=20
) s8i y<O
Qp(y) = e para p »0 obtenemos, por el segundo ejmplo, que log+|F|- y |7}

para p 21 . Usando las funciones convexas - @o'(y) = {%

2 y

p 20 , son subharménicas cuando F es analftica en una regién ﬂ < E; .

(4) Si 8,8, ... ; 8 son subarménicas en ﬁ y o1, o ,e.ey
eevy o,  Son numeros reales no negativos entonces X183 * ®58; + ...+ X8 es
subherménica. Si s; ¥y 8, son subarménicas entonces  s(X) = max {sl(x) ,'sz(X)}

es subharménica.

La dltims observacién de la primera seccién puede ser reformulada de la manera si-
guiente: -una de las propiedades de funciones anallticas que era esencial para nuestro
desarrollo de la teorfa de los espacios P  del cfrculo es el hecho que log {F| .

es subharménica cuando F es analitica. Es natural preguntar cudl es la extensién

de este resultado para nuestra generalizacién de funciones analfticas: los sistemas de

v

funciones conjugadas.

Vamos a consiserar un ejemplo muy sencillo. Tenemos el sistema de M. Riesz que
2=n
es el gradiente de la funcidn ?—) , cuando n $3 , (donde r = |X| =
1 - 2-n '
= (xi + xg + ...+ xﬁ)’z (2) " Esto es, tomemos

X
PO = (L, 2,
T r

Puesto que r2-—n es harménica (ver el segundo ejemplo en la plgina 35 ) F es

un sistema de funciones conjugadas (ver las pdginas 73 y 74 ) y esta bien definido

cuando X #0 = (0,0,...,0) . ks fécil ver que log |F| no es subharménica, pero
se puede preguntar si |F[P es subharménica pera algunos valores de p >0 (en
dos dimensiones esto es un resultado mds débil del hecho que log |F| es subharméni-

ca =~ ver el tercer ejemplo de funciones subharménicas). Usando el teorema (2.4) y

la igualdad A(IF|®?) = (1-n) p f(n-z) + (l—n)p] P2 s que |FI?  es
n-2

subharménica para p » == . Es fdcil ver que, para p > 0 , este es el mejor re
’ n-1 :
sultado posible (3) . Resulta que este es sélo un caso especial del teorema gene -

(2) . . . -
Ya hemos visto, en varios casos, que la funcién harménica p20 y cuando n33,
juega el papel de la funcién log r que es tan bdsica en dos dimensiones. FPor consi
: - 2= : : N =
guiente, es natural examinar T n para obtener claves de lo que.pasa con funcio-~

" nes harménices en n dimensiones.’

(3) ' . - .

E?to sigue del hecho que "A(|FIP) <0 si 0O<¢pe<¢ g—_‘% Y, por la misma de ~
mostracién que hemos dado para el teorema (2.4) , esta desigualdad implica la desigual
ded inversa en la condicidn (b) B
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ral siguiente:

Teorema (2.5)

Si F(X) es un sistems de funciones conjugedas en la regién ﬁc E, , enton~

ces |F(X)|P es gubharménica para
3 ne-2
n-1
Demostracidén :
Puesto que |F(X)|P es continua la condicién (a) es cierta. Por el corolario

. (2.3) nos basta mostrar que esta funcidn verifica la condicidén (b') para cada punto
X Qe .ﬁ . ‘Puesto que IfF(}{)lp > 0 1la condicién (b') es cierta para un punto
X telque F(X)=0 . Entonces, podemos suponer que, en la, regién ﬂ , la fun
eién IF(X)Ip no es nunca cero. Por el teorema (2.4) , basta demostrar que

A(FXIP) 20 en ﬂ . Empecemos por calculsr este Laplaciano.

Si  G(X) = G(xy 5 X2 5 - 4 Xp) = (g1(X) , g2(X) , «vey 8ufX) )  es una funcidn
en 8l(ﬂ) y G (X) designard la derivada respecto de la variable x, @
08 92 ozgn

) (X) . Conesta notacién, tenemos

) ] LA N 2 ]
Ox, 9%, x;
)
D (GF) = G .F +G.Fp .
k .
Entonces,
' ) 2 -
== I7I° - —a—-cF.F)*P = p IFIP2 (7.P)
X X
Y 2
2 IFIP = p(p-2) [FIP4 (.02 v p [FIP2 {[5, 12+ (rr)
dxg ke p ¥l k P
*x
Sumando sobre k y usando el hecho que los componentes de F  son harménicos,
obtenemos
n n
(2.6) A(FI®) = pp-2) [FIP* (F,.0)2 + p IFIPEY [ 1% .
k=1 k=1

Vemos que la desigualdad A(|F|P) 20 s obvia para p 2 2 . Entonces podre

mos suponer que p <2 (en efecto, puesto que una fun:éién convexa de una funcién sub

harménica es subharménica nos basta considerar el caso p= 1
n—

Per la igualdad
(2.6) , A(IFIP) 30 es equivalente a le desigualdad

(R

IR CETEE
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n . n
(2.7) Z (w2 r2 Z Rl° .
k=1 -p =1

2

n-2

p=-
n-1
, la desigualdad (2.7) sigue inmediatamen-

Como hemos ya observado nos basta probar esta desigualdad cuando . Pero es

p=1
(F.F)2 &R 12 1712 .

interesante observar que, cuando

te de la desigualdad de Schwarz :

Hasta ahora no hemos usadb el heché_ que los componentes de F = (wl )y Wp ,...wn)
_verifican las ecuaciones de Cauchy-Riemann géneralizadas (4.1) y (4.2) del segundo

capltulo. Para usarlas daremosg la siguiente interpretacidén de la desigualdad (2.7):

Sea M 1la matriz
owy Pwy . By
Ox; . I axl '
a,.. a eee @
11 in
Owy 3wy . dwy 1
_—
9x, sz dx, = 8y 85y ees By
Owy awz ... 9wy ®n %n - %m
axn axn axn
Entonces, la desigualdad (2.7) tiene la forma-(poniendo p = n-2 )
n-1

n L
(2.7 n-1 37 |aij|2} 12 .

Imr|2 & {
n i,J

las ecuaciones de Cauchy-Riemann generaiizadas son equivalent'es a las propiedades si-

m: Oym

es simétrica.

gu(ientes de la matriz

Por consiguiente,. vemos que

(2.8) +

m

Lema
a11

821

Supongamos que

gm
ro. Sea |[M|] 1a norma de
Hilbert-Schmiat de M (4,
(4) I = sup IMV| donde
V=o(vy, vy, vee , v)  tales

(5)  La desigusidea ||MI|2 <

n
traza (M) = Z ay;
i=1
el teorema es un corolerio del lema siguiente:

812 cee '&]_n

800 «e. 8op es una matriz simétrica con traza ce-~

® o ® o e ® P

8n2 eve ann

m vy

Entonces (5)

n

||mz_1f||=-<?3;j

1,

2
=1|aij| ) la norma de

el- supremo estd tomado sobre todos los vectores
2 2
I O T A I S

2
que |v1| + |v2

[LEm | |2 es cierta para todas las matrices /7T .
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Hm 2 € E—;—l hmie .

Demostracidn :

la simetrfa de MU , treza(M) , |IML vy |l 7111 son invariantes
bajo cambios de coordenadas (6 . Entonces, podemos suponer que m es diagonal:
A O 0 ...0 :
1 . .
0 )2 0 ...0 .
m = 0 o0 % :
0 0 0 ...h ’ :

2 7112
donde Z kl-;O . Tenemos ||7'Tz||2 {>‘l ,Az y v A } y T
1—
= ,)\i . Nos basta mostrar la desigualdad A?k a-l Z Az) para cada k=
i=1
=1,2,...,n . Pero, puesto que %', Xi =0 esta de31gualdad es equivalente a 1la
i=1

desigualdad ‘. X
n N
(%) (X AN =l (LN, . %
iFk n i=1 :
3

Pero, por la desigualdad de Schwarz , | 2 A= Z 1. )\l 'S (n-l),}(z 2. =
‘ igk iFk : ik 1 :

Entonces

ER |

2 n
(T M) - N - (- 2 N
( & i) £ (n-1 el >\1 (n 1)§1 )\1 (n - 1) Ak .

IR TN

*Sumando  (n-1) )\i a ambos miembros, después, dividiendo por n , obtenemos (¥)

I

y el lema estd demostrado.

§3.- LA TEORTIA DE LOS EsPacIos B DEL SEMI-

EROEE O R TR

. . |
ESPACIO Epy -

En esta seccidn extenderemos a n  dimensiones la teoria de los espacios P g_
del selﬁiplano EZ . En particular, daremos una demostracigén del teorema (1.9) en §_
su forma general (ver el teorema (3.1) mds adelante). %

Empezamos con la definicién de los espacios que consideraremos. Sea F(t,X) = i3

. + .
=(u(t,X) , V(t,X)) = (u(t,X) , vi(t,X) , ... , vu(t,X)), (t,X) &€ Epyy , un sistema
de funciones conjugadas. Esto es, las funciones u , Vi Vo gy een sy ¥y verifican

las ecuaciones (4.4) y (4.5) de la pdgina 75 . Diremos que F(t,X)éﬂp =

(6)  1a norma Hilbert-Schmidt cuadrada, R 4R [2 , es nada mas que la traza de
la matriz mm* ( m* es la sdjunta de M ). Si U es una matriz ortogonal, en
tonces || IMMI1I12 = t=(M MY = te(ummMb?) = tr(umu-lum"irl) | |iumu=2]] |2
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=g .). , B>0 , si

Jp(BF) = M (t) = IF(t, 0[P ax ¢ m € e0

By

donde m no depende de t >0 (pero puede depender de F ),

‘81 existe una funcién (de valores- vectoriales) G(X) = (wy(X) , wy(X) ,e..y wo(X))
tal que

. 1/
1,0 —aoll, = ¢ | IRen -aw® &) — o,

B,

cuendo t—20+ , diremosque G(X) es el l1Imite en la nor-

ma de P(t,X) s cuando t=>0+ (1). Del mismo modo diremos que
(X) es el 1f{mite no tangencial (p.p.) de F(t,X) si

u(t,2) =»w (X) vy v (t,2) =>w(X) , k=1,2,...,n , azando (t,2) —>X no

tangencislmente para casi todos los X € En . En cualquiera de los dos casos pondre
mos )
F(0,X) = G(X) ’ u(0,X) = wo(x) , vk(O,X) = wk(X)' ’ k=1,2,...,n.

e

Ahora podemos enunciasr el teorema principal de la teorla de los espacios HP

PTeorema (3,1) :
n—

si f£(t,X) estsen H' |, p 3

. n
F(0,X) existe .p. Ademds, si p»&=3% F(0,X) es tembién el 1fmite en la
) existe p.p. Ademas, si ) £s tambicn el .imite en la

- n =

» entonces el limite no tangencisl

norma de F(t,X) , cuando t-»0 .
LS
Descompondremos la demostracién de este teorema en los lemas siguientes:

Lema (3.2) :

Si s(t,X) 2 0 s una funcién subharménica contimua, definida en E;ﬂ s tal

S Es(t,X)']q'dX £ cd < o0 ’
En :

donde 1 £q<¢<® y ¢ nodependede t» 0O , entonces existe una funcidn har-

ménica, m(t,X) , definida en En,; ,tel gie m(t,X) > s(t,X) . Ademds,
(a) 81 q>1 , m(t,X) es la integral de Poisson de una funcidn

(1) P 1/p

si p<1 |If] |p = (S [£] ) no es una norma, puesto que la desiguasldad de
Minkowski no es cierta, pero usaremos el término "norma" a pesar de este hecho. Sin
embargo si se pone d(f,g) = ‘flf--gl,'p la funcién d es una métrica.
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q
felL(E) talgue |[lIelf, ¢

(b) si q=1 , m(t,X) es lg integral de _Poisson - Stieltjes de una

medida regular finita de En .

Demostracidén

Primero observemos que la funcién s verifica todas las condiciones de la fun-
cién del lema (5.6) del capitulo II salvo la harmonj:cidad. Pero en la'demostracidn
de este lema.usamos sélo la desigualdad (b) de la definicién de las funciones subhar~
ménicas y no toda 1la fuerza. de la propiedad del valor medio ‘de las funciones . harméni -
cas. Entonces, s(t,X) verifica las dos propiedades dela conclusién del lema (5.6)

(ver pdgina 93 ).
Para cada € >0 definamos

me (t,X) = S s(€ ,x-2) B(t,|z]|) az = s(€,2) B(t,|x-2l) a2 .
E

n En

Como hemos observado después de la demostracién del teorema (1.14) (ver pdgina 46 ) ,

tenemos

- q
(%) [me (t,x) ] ax g .

. Exactamente como en la demostracién de lema (5.9) (ver pdgina 96 ) podemos mos-

trar.que ...
(%.%) | me (t,%) - s(€,x) | —»0

uniformemente en X cuando t - O+ .

4

a(t+ & ,.X) en E 4

que s(t+¢&,X) es uniformemente continua en las variables (t,X) puesto que es

Ahora mostraremos que mg (£,X) > . Primero, observamos

>
continua por hipétesis y se anula en infinito  (porque, como hemos ya observado, 8
verifica‘laé dos propiedades de la conclusidn del lema -( 5.6) del capitule II ). Con
esto y la propiedad (% %¥) podemos concluir que para t bastante pequefia, digamos
t, ¢ la diferencia s(t°+E,X) - mg (t,,X) es pequefia. Por otra parte, por la
desigualdad (5.7) (con s envezde u ), para t bastante grande, digamos
t1 ., s(t1+€ ,X) es pequefia, Finalmente, por la dltin‘;a parte del lema (5.6) ,
en la regién {(i:,x) é E;ﬂ p tost s tl} , ©o(t+€&,X) es peguefia para |X|
bastante grande, digamos IX| > r . Entonces, puestogue mE(to’X) es no negati
va, en la frontera de la reéidn, -ﬁ = {(t,x) st o€t ety , (Mg r} , la funcién

s{t+ £, 0) - ng {(t,X) es mayorada por-un ndmero positivo pequefio. Luego, vemos por el

1
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principio de méximo pares las funciones subharménicas, que 8(t+€,X) - m £ (t,X) (que
es subharménica puesto que es la suma de funciones subharménicas) es mayorada por este

nimero positivo pequefio en toda la regién .ﬁ « Agrandando ﬂ obtenemos
s(t+€&,X) - mg (t,X) £0 para t> 0 . Esto es

(+) a(t+ £,X) § mg (£,%)
para t >0 .

Supongemos q ®1 . Puesto que la familia de funciones { s(Xx, & )} es accta-
da unifoz_*mementé en la norma de Lq(En). existen una funcién £ ¢ Lq(En) ¥y una su-
cesién {ék} , con ,Ek'—.»o+ , tales que 8(X, Ey) > £(X) debilmente (27,
En particuler, si m(t,X) esla integrai de Poisson de f , tenemos para cada
(t,X) € E},; V'

mg (t,%) = SE s(&€,,2) B(t,|%-2|) az —. .

n . n

£(2) P(t,|X-Z|) a2 = m(t,X)

cuando k=-—>eco .

Pero, por (+) , tenemos

a(t+ & ,X) - £ mek(t,x) .

Entonces, puesto que el miembro izquidrdo de esta degigualdad tiende a a(t,X) y el

miembro derecho tiende a m(t,X) , obtenemos
T 8(t,X) £ m(t,X)

Adem€s, puesto que 1im m £ (t,X) = m(t,X) , el lema de Fatou y la desigualdad
kw0 k

j‘ [ m(t,x) Jq ax & %
.V Eg

(%) demuestran que

¥, por consiguiente (ver el lema -"('5_'.9) del. ditimo capftulo) llfl'!-q Sec . Esto

completa la’'demostracién de la parte (a) del lema.

- La parte- (b) sigue de un argumento similar. EI dnico cambio que necesitAamos ha-
cer resulta del hecho que, cuandoe q =1 , no podemos extraer una suéesidn
{s(x, Ek)}' pcon & -0+ , que converja débilmente a una funcién en Ll(En) .
Pero existe una medida regular finits /(L , ¥ una sucesién .{s(x, £k)} que conver

(2) Esta parte de la demostracidén es casi igual a la parte correspondiente de la de -
mostracién del lema (5.9) del segundo capitulo.
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ge débilmente a d‘/¢ , cuando k-»«0 (y, entonces, ‘Ek >0+ ). Por consi -
guiente, obtenemos una integral de Poisson - Stieltjes que mayora a -s(t,X) .

Lema (3.3)
Supongemos gque s(t,X) verifica las mismas condiciones del lema anterior. Se

« > 0 y pongamos, para cade X €E_ .

X) = sup s(t,z) .
o (t,2) € [3(x)

(a) SL q>1 existe una funcién g(X) € LUE,) tel gue 'sf((x) P
< g(X)  p.p. . Ademds ||g|[qéac donde a depende sflode o« , q Y la

dimensién n .,
(b) Si q=1 s:(X)<°0- p.p. .

Demostracidén :

(a) Por el lema (3.2) , existe feLq(En) tal que m(t,X) =
g £(U) P(t,|x-Ul) au

(5, del dltimo capftulo, s* (X) £ b £5%) , donde. b depende s6lo de o ¥y

s(t,X) paratodos los (t,X) &€ E;_l . Por el teorems

/

. La primera parte del lema ahora sigue del corolario (3,12) del segundo ca
pitulo.

(b) La demostracién de este caso es similar a la del caso anterior. La dni
ca diferencia es debida al hecho que m(t,X) es. una integral de Poisson = Stieltjes

Y no necesariamente una integral de 7Poisson de una funcidn f € Ll(En) .

Pongamos

* . ‘
(X)) = sup i lag(i
Oérim T (X
‘ £
donde /IL es una medida regular-finita de E, § Er(X) es la esfera de radio

r y-centro X ., No es diffcil demostrar que /L*(X)< 0 p.p._+ si

«={xeB ; 0> « >0} =fxem ;I r>0 3 - L SR
o> 0 entonces, por el lema (3.5} del segundo capftulo (ver la r demostracién

que f-—)f*' es de tipc débil (1.l) en las pdginas 61 y 62 ), existe un ndmero
finito de esferas Zrl(xl) ) ses Z (Xm_) disjuntas dos a dos y tales que la suma
de sus voldmenes es mayor que & | ?I . Esto es, si ¢ es el volumen de la es

fera ugitaria de E

n
m
8, | & < c(P+2+ EZ lau(u)| & = lagm| 3
nl Gyl € ¢ (rp + x5 + ... G Js /adhiAIE SRVl LY .
. rk(xk) B,

ver pégina siguiente.

mln
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Entonces Igdl ~»0 cusndo &' ~» o0 y-esto demue.stra que -/d.*(X) <0 “p,p, .

Si 4 es la medida que nos da la funcién m(t,X) de la dltima parte del le-
ma (3.2) se puede demostrar la desigualdad
* ' * -
s (X) £ b a(X) p.p.
con un argumento anélogo_ a lo que hemos usado para la desigualdad s: (X) €£b £%x) ,
cuando q > 1 . Basta observar que la demostracién del teorema (5.4) (ver pdgina
90 ) depende sélo de la desigualdad (5.2) (ver pdgina 87 ) que trata sélo del ndcleo
de Poisson . Esto demuestra el lema (3.3) . .
Demostracidén del teorema (3.1) :

(n-1)/n
La funcién s(t,X) = |F(t,X)| es subharménica, por el teorema (2.5) .

Pongamos q = —1-1-1 p . Vemos que, puesto que p 2 al
. n="
mds, para cada t> 0 ,

a b
S [s(t,x) ) ax = g |F(t,x) |3R1/n gy o S IF(e, 0| X = A(t,F)€ mew,
Ey Ep Ey

s tenemos q;l . Ade-

Esto es, s(t,X) verifica las condiciones de los lemes (3.2) y (3.3) . Por el
dltimo de estos lemas vemos que cada componente'de F(t,X) = (u(t,X), vl(t,X) geee g
vu(t,X))  es acotado no tangencialmente, Entonces, 'por el teorema (5.5) los limites
no tangenciales u(0,X) , vl(O,X) , .. , V,;(O,X) existen p.p. . S1I p >1‘-;—1
entonces q>»1 . Useando parte (a) del lema (3.3) vemos que las convegencias

(p.p.)

P p ,
%:I_.’mo+|u(t,x)'-u(0,x)| = 0 , %i_x’no+lvk(t,x) -v(0,X)] = 0 , k=1,2,...,n

. q
son msyoradas por 2q+1 lg(x)}. .(4) Usando el teorema de Lebesgue sobre la con -~

vergencia mayorada obtenemos ‘el hecho que

,:. ) p
. lim S |F(t,X) - FO,X)| dx = 0
© -0+ En

¥ ¢l teorema estd demostrado,

(3? Aqui, como en el caso de la funcidn £% (ver pdgina 61), suponemos a priori que
|?w|< 00 (si no, no se.puede aplicar el leme (3.9)). Que ,Ig"|;<eo se ve con nugstra
demostracién tomando N Z,.(o) en vez de ?,‘ y observando que en realidead hemos
demostrado & | = lin |18, ~ B0 £ - SEn lau(D)] € @ -

(4 porque cada uno de estos términos es menor que |P(t,X) - F(O,X)|P £
¢ 2P (|R(t, 0[P + [F(0,0)|P) & 2%(|r(t,x) {n-1)/m)a |¥(0,x) | ((r-1)/n)q) &
¢ 29%1 [g()9 .
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los teoremas siguientes son generalizaciones.de.resultados bien thnotciglos de la teo

ria cldsica de'los espacios HP

Teorema (3.4) :

Si p2 n-1 ¥y Fe Hp(E;+1) entonces la funcién
n -
: (n=1)/np
Y(t) = {ﬂ.p(t-,F)}
es convexa, no creciente. Ademds, si p > 9—"—i entonces 1iim Y(t) =0 .

n t»

Demostracidén :

Usando la notacién de la @ltima demostracidén, tenemos .

Yt = {J [s(t,x)]q'del/q .
En

Puesto que " Fenf ’ /(,p(t;F) ‘es acotada y, por consiguiente, también lo es
‘I’(t) . Entonces, si ¥ es convexa, L 4 tiene que ser no creciente,

Paré (t,x)-é.E;_Pl pongamos  @(t,X) = W(t) . MNostraremos que ¢ ) verifica
la parte (b) de la Qdefinicién de funciones subharménicas ¥ esto implicard que 4
es convexa., En efecto,‘ lo demostraremos por el absurdc. Supongamos que W (t) no
sea con‘}exa. Entonces existe una funcién lineal L) y ¥y dos puntos O (t°'< ty ,
de manera que 'f(to) -'e(to) = Y’(tl) -f(tl) =0 ,yexiste t' tal que
t, €t <ty tal que  Y(t') -f(t') >0 . Podemos suponer que t' sea un méxi
mo de la funcidn ¥(t) -&(t) en el intervalo. Eto’tll . Pongamos h(t,‘x) =

=4(t) ; h serd harménica en E:1+1 . Entonces, @(t,X) - h(t,X) tiene un
méximo en (t',X) lo cual contradice el hecho de que & + (~h) . , siendo la sume

de funciénes que verifican la desigualdad (b) , verifica la desigualdad (b) .

Ahora mostraremos que @(t,X) verifica la condicién (b) . Fijamos un punto

: + . . .
Po= (t,,X)) € E4. - Sea 0O<r <t DI T superficie deila esfera unita -

riaen Epy ¥ |2| su medida. Tenemos

- 1/
{j‘ ( s(tq, Xo+X) Jq dx} 9
 Eq

Y(t,) = #(t,,%,) = @(B,)

s(ty, X +X)g(X)dX,
En

"
(]
(]
+
I~
"
‘—l

donde g(X) 20 y |llel qu.”

Usando el hecho que s es subharménica obtenemos;

N

AL
| !

e e e e e T R R e R T N RO
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¢(P°) = th(X) s(t,,X +X) dX £ S g(X){QJ S s(t +rt', X +X+rY*)dt" dY'} ax =
’ n

M|

S {g g(X) s(totrt',X +X+rY*) dx} 4t dy¢ £
L YE

* X‘Y')' qu}l/q at' ay' =
s(§°+rt J X +X4T ] =

= -1 ' ' ' . =
* ST z¢(t°+rt Xgrrtt) aet are = T ()

Esto prueba que ¢ verifica la desigualdad (b) .
Ahora mostraremos que P(t)—»0 si t-» % , cuando p2 a-1l (y,

n
o 1 ). Sea €Y 0 . En le demostracién del le-
n-1

por consiguiente, qQ=p
ma (3.2) wvimos que

s(t+€,x) ¢ me (£,X)

donde me(t,x) es la integral de Poisson de la funcién f£(X) = s(€,X) ¢ Lq(En).

Esto implica que mg (t,X) ~»0  cuando t P e ; en efecto

g
au -
ng(t,X) €ept { S a2, T2 Hellq =

epet { " au }l/q _ &n° {S‘ av }
#(n+1) 5_ (1+(181)2) (n¥1)q' /2 t0/a B (1+|V|2)(“*1)q"/2

ol-

cuando t => Q@ .

Pero, por el teorema (5.4) (ver pdgina 90 ), ng (t,X) £ const. £4%) DeDbe
¥y *%x) e Lq(En) (ver el corolarioc (3.12) del dltimo capitulo). Esto’es, la comver
gencia s(t,X)~»0 , cuendo t — oo , es mgyorada por £%(X) . Usando el teo-
rema de Lebesgue 'obtenemoca Y(t}—>0 si t=-»00 .

Una consecuencia de este teorema es qué podemos definir la "norma" de una fun -

n-—1
n

cibnen HP ", p3 , de una manera muy sencilla., Méds precisamente, ponga-

‘mos

[[F][, = !
| |I;P = 8‘41&@{#?“’}‘)}

por el teorema (3.4) , tenemos .
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' P 1/p
[IFI]. = 1im { [F(t,X)| ax .
P t-»0+ E
n .
Si 12304 e sabemos que hgy convergencia en norma
n
lim  |[F(t,X) = FO,X)|| = 0O
50+ P
(por el teorema (3.3)) . Estos hechos demuestran que, si p > -l ;
n

lFl, = lFo0I,

donde el miembro derecho es la norma de F(0,X) como funcién de Lp(En) .

Teorema (3.5)
b P
Ses p>R=l , p,zB=l | reu! y IFO,0I€LXE) . En-
) p n : n
tonces FE&€H .

Demostracidn

Por el lema (3.2) , sabemos que la funcidn |F(1:,)§)|(n“1)/n tiene una mayoran
te harménica en m(t,X) tal que
lim m(t,X) = m(0,X)
t-50+
. 9 n
existe p.p. y en la norma de L "(E;) , donde q1=n ] P1 ¥ R
(n-1)/n
Ilm(o,X)llql < llF(o,x)Hpl .

Pero IF(O,}()I(n‘l)/n < m(0,X) p.p. , puesto que |F(t,X) |:(n-1)/n‘< m(t,X) para 1

todos lo8 t > 0 y los lImites, para t =0+ ’ existen p.p. . Entonces.

(%) m(0,X) = |F(o,x) |71/ oL

P q
Puesto que |F(0,X)| e L 2(En) da igusldad (%) implica que m(0,X) € L 2(En) s
\

con @ = Py .

n-1

Pero (por el lema (3.12).y el teorema (1.14) del ¢ltimo capftulo)

m(t,X) = j‘ m{0,U) P(t,|Xx-U|) 4u
E

n

Yy, entonces,

9 1/q,
{ Im(t,X) | dx}:av,; < [1m(0,X)| lq2
£ .

n
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para cada tP»0 .,

Por consiguiente

S |F(t,X)|p2 ax = J‘ |F(t,x)|((n—l)/n)q2 ax ¢
E En

n

q
[ m(t,0 )2 ax £ 10,0 240
G2

B

P
Yo cual significa que FEH Z(E:Hl) y el teorema estd probado.

Observacidn :

La igualdad (%) muestra que m(t,X) es la menor mayorante harménica de

s(t,X) = [F(t,x)[({n1)/n

+

en En-l»l

tal que

S [m(t,x)](n/(n‘l))pdXilliF(O,X)llg .
E

n







NOTAS

Reuniremos aqul todas las observaciones atinentes &l curso, ya sean erratas, aclara

ciones o notas bibliogréficas,

CAPITULO I
a) Un tratemiento mds detallado de la transformeda de Fourier puede verse en [2]
b) La demostracién de lo afirmado en la observacién 1, pégina 7, puede verse en[6],

parte 4 , cap. X4I , §1 , teorema 23,23 pag. 568-9 .

)

c) En la primera parte de l2 demostracién de la pag. 10 debe reemplazarse f{x)
por f*(x) , donde f*(x) es la funcién absolutamente continua localmente igual a
f(x) p.p. Le demostracidn no cambia esencialmente.

a) La relacidn entre la sumabilidad Abel y Gauss enunciada en la pag., 17 estd
probada en [2] , cap. I, §14 , .pag. 37 .

e} Bl teorema (5.10) , enunciado para f & e , puede ser facllmente generali

zado para f € P s Pzl . Basta cambiar la estimacién de

[ £(Xy=U) | p(S,1uD) av
lul>
. q
utilizando la desigualdad de H8lder» y tener en cuenta que [P( S , 0] )] AU — 0
cuando S -0 para cualquier q >1 . 'Ul’?
f) Lla demostracién del lema (6.1) puede verse, por ejemplo, en [2] , pag. 92.

g) Con referencia a la observacién (2) de la pag. 7 , vimos que

lIkIl, = Ilkll, (pag. 33). Probaremos que si k%0 , Hkllg = [kll; . sabe
A
mos que | [k| |1 Z1lkll, . Por otra parte, del corolario (5.12) resulta, invirtien
do £ y f ,quesi k30 ,es ||k||1=k(0)$||k||°° ; por lo tanto
Pelly = 1lkllg )
Hemos probado que si k>0 , |[[K[I, = [[k[|; ; ademds, sabemos que
||K||1= ||k||1 . Es fécil probar que si k 20 , ||K|-|p= ||k||1 para 1< p.

CAPITULO 1ITI
a) por el momento no existen referencias generales para la teoria de las funciones
harménicas en n variables, Para n =3 , ver, por ejemplo, [ .

b) En el teorema (1.14). , pdg¢ina 44 , se ha omitido demostrar la unicided. Esta
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estd4 probada en el lema '(5.9) . Obéérvese Aué en este lema no se ha utilizado nada pog
terior al teorema (1.14) . - _

¢) .La parte b) del teorema (i.14) es conclusién inmedista del lema (2.3) |,
pégina 6

d) El desarrollo de la transformada de Hilbert en el -§2 tiene algunas noveda -
des. Otros métodos pueden verse en [15] y en [18] capftulo XVI .

®) Los teoremas de interpolacién de M, Riesz (5.5) y de Marxinkiewicz (3%.11)
pueden verse en [18] (vol II, paginss 93-100 y péginas 111-119) . ’

f) El lema (3.9) se debe a ‘iener [16] .

g) El teorema (3.14) estd demostrado en’ [13] ‘. En este trabajo hay ejemplos
que- demuestran que tipo restringido:eé més débil que tipo (pya) . ‘

h) El teorema (3%.18) puede verse en Euﬂ '« Allf se prueba que el teorema se

reduce al caso E=UE, , E_ intervalos disjuntos.

Ll =1 ~]

i) En relacion al corolerio (3.20) es interesante observar que
0"

-1 -
% ax = TP a®[m Fo .. ver 1 .
o) sen ‘X

J) La teorla de L2 de las transformadas de M. Riesz puede verse en [7]

k) Para teoremas generales sobre la acotacién de operadores del tipo

1im £(X-U) -&(-‘-Jﬂg-ll au
E=ot Jiuhe vl

ver [4] , donde hay condiciones més generales que las dades en la segunda observacién
(pdgina 86) al final de la cuarta seccidn, A

1) E1 teorema (5.4) es conocido (ver [12] ) .

m) Teorema (5.5) es un caso particular de un teorema de A, P. Calderén (ver
31 ).

n) En la Yltima parte de la demostracién del lema (5.9) se uéé el hzcho de que
el espacio dual de las funciones continuas en E que se anulan en ©0Q es el espa -

cio de las medidas regulares finitas en " (ver [17] ) .

CAPITULO III
a) Para 1la teoria de los espacios HP  Gel circulo ver [18] , capftulo VII
-La demostracién dada en el texto parece ser nueva.
b) En relacién con la observacién que precede al téorema (1.5) , un resultado més
fuerte que muestra las limitaciones que presenta el uso de funciones harménicas, puede

verse en [5] donde se prueba que: si p< 1l existe una funcién harménica tal que

R T T N e e e
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2T
10,/°
sup ju(re™ )| L M < 0
Osral 0
¥y sin embargo, el 1imite lim:L u(reio) n o existe p.p.
: T

0¢r<l

¢) La teorfa de las clases HP  adel semiplano fué estudiada extensamente por
W. Krylo.f [9] quien se basa en el uso de la representacién conforme. E1 método que in
dicamos en la pdgina 110 para pasar del circulo al semiplano puede verse en [18] ,capi-
tulo XVI , pégina 299 .

d) Para un estudio mds amplio de las funciones subharménicas ver [11] . En el
texto, nosotros hemos seguido las ideas de Littlewood [10] quien se ocupé del caso de
dos dimensiones, y cuya extensién a mds dimensiones no ofrece dificultades.

e) los teoremas del §3 fueron probado originariemente en [14] . Si p>1
es fdcil construir una funcién en HP : basta to_mar' una f e 1P 3 su transforma-
da de Poisson conjunta con las integrales conjugadas de Poisson constituyen un sistema
d¢ M. Riesz en HP . En cambio, no se conocen ejemplos de funciones en HP ’

n-1 £p £1 . Ademds, interesa estudiar el comportamiento de funciones en H(n'l)/ n

y en HP con 0% p‘§~n—':L- para ver si nuestros resultados son los mejores posibles.
n
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|x-u|(n+l)/2 dv

FE d e ERRATAS
Pdgina Linea Dice
6 12 Hypay)
7 6 ey [V |
9 W Ly(Ep)
10 4 Ly(E)
11 2 de ellas mismas
11 5¥  £(x)
15 13  ag
16 11 S
0
22 6 £X) =0
23 ¥ £(X, - )
30 13 [3 Tl
- 30 15 jf(x) [T 7l ax
36 & Qk(t,lxl‘:)
44 teorema E;+1
T
52 14 f(x) = ... = £(x)
6 7* S s(u) £=H
[X~-U[2€

gz 1, 2, -4*5
Iz|z €

83 8
90 11
104 9
107 o

‘f indica

k" £ Il
[ut,2) |

"

teorema (1.7)

|F(rel®)-F(e1®)| as

Debe decir

F(T) (D)
1IN
Ll(E'l)

L, (Ey)

una de otra

£(z)
ot

r
[~ .1
So
£(X) = 0
£(X, - U")
[J T 1@
Jg(x) [T2)x ax

Q (t,X)

. = = f(x)

X-U
7(U) —=—=
g|x—UI;€ |x=u[*

Slazf

lult,z) |

2T o
g |F(rel®) - F(el®) | ao
0

teorema (1.8)

que las lineas deben contarse a partir del final de la pdgina,
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