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Julián Fernández Bonder - Pablo Groisman

Explosiones en euaiones diferenialesestoástias

Buenos Aires, Marzo 2007



PrefaioEstas notas fueron elaboradas on motivo del Segundo Enuentro Interna-ional de Euaiones Difereniales Pariales No Lineales desarrollado en BuenosAires en Julio de 2005. Las mismas tienen por objeto dar una breve introduiónal álulo estoástio y a las euaiones difereniales estoástias.El únio prerequisito neesario es un urso básio de Probabilidades y unurso de Teoría de la Medida. Si bien no es neesario, onoimientos sobre lateoría básia de Euaiones Difereniales Ordinarias y/o en Derivadas Parialesayudarán a la omprensión general del texto.Las notas están pensadas para un urso de uatro lases de dos horas deduraión ada una. Es por eso que varios temas son tratados sin la debida pro-fundidad que requieren, haiendo énfasis más en las ideas que en la rigurosidadde las demostraiones. Cada vez que esto ourre, se dan itas preisas on lasdemostraiones rigurosas.El urso está orientado a estudiar el fenómeno de explosión en las EuaionesDifereniales Estoástias, por lo tanto, el desarrollo del álulo estoástio y dela integral de It� no están tratados on toda la profundidad y rigurosidad onque pueden enontrarse en otros textos que tratan este tema.Finalmente, queremos agradeer a Mariela Sued por sus valiosos omentariosy su letura rítia y uidadosa de las notas.Buenos Aires, Julio 2005.
J.F.B P.G.
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Capítulo 1IntroduiónIf God has made the world a perfet mehanism, Hehas at least oneded so muh to our imperfet intelletsthat in order to predit little parts of it, we need not solveinnumerable di�erential equations, but an use die withfair suess.Max BornGott wurfelt niht! (½Dios no juega a los dados!)Albert EinsteinGod not only plays die. He also sometimes throws the diewhere they annot be seen.Stephen HawkingGod plays die with the universe. But they're loaded die.And the main objetive of physis now is to �nd out bywhat rules were they loaded and how we an use them forour own ends.Joseph FordMuhos fenómenos naturales pueden ser modelados por medio de euaionesdifereniales ordinarias (EDOs) de la forma
ẋ(t) = b(x(t)), x(0) = x0. (1.1)Interaión de planetas, �ujos de �uidos, reaiones químias, dinámiaspoblaionales y eonómias, onstituyen algunos de los innumerables ejemplos.Las soluiones de estas euaiones son urvas regulares x(t) que representanel estado del sistema en ada instante, ver Figura 1.1.



2 Introduión

PSfrag replaements x(t)Figura 1.1: Trayetoria de una soluión de una EDOSin embargo, en muhas apliaiones, las trayetorias �medidas experimen-talmente� de sistemas modelados on EDOs muestran omportamientos omoel de la Figura 1.2.Algunas observaiones surgen de omparar estas trayetorias:No paree adeuado modelar este fenómeno on urvas regulares.Si bien en el grá�o se observa una omponente aleatoria también puedeobservarse ierta estrutura determinístia.Paree razonable modi�ar el modelo dado por la euaión diferenial ordi-naria de forma tal de poder inluir efetos aleatorios (ruido) que perturbenel sistema en ada instante.Si para una soluión de (1.1) se tiene que
x(t + ∆t) − x(t) = b(x(t)) + o(∆t),entones una forma perturbar el modelo dado por la EDO es onsiderar

x(t + ∆t) − x(t) = b(x(t))∆t + �ruido� + o(∆t),más preisamente,
ẋ(t) = b(x(t)) + σ(x(t))ξ(t).Es deir que el vetor tangente a la urva en x(t), si existiese, estaría de-terminado fundamentalmente por b(x(t)), pero también por una omponentealeatoria que debemos determinar.Las euaiones difereniales estoástias han sido onsideradas en diversasampos de apliaiones que van desde apliaiones a �nanzas hasta el estudio de
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PSfrag replaements x(t)Figura 1.2: Una realizaión de la soluión de una Euaión Diferenial Estoás-tia.fallas en materiales sólidos por ausa de fatiga. En este último aso, las funiones
b y σ se omportan omo potenias y por ende las soluiones pueden explotaren tiempo �nito (f. Capítulo 5). Este tiempo de explosión es generalmentealeatorio, depende de la realizaión partiular de la trayetoria y orresponde altiempo de daño �nal o falla por fatiga en el material.En el Capítulo 2 haremos una breve introduión a la teoría de probabili-dades de manera tal de onstruir las herramientas neesarias para luego de�nir el�ruido�, ξ, que utilizaremos para onstruir el modelo que estamos busando, queresultará ser el denominado ruido blano, onstruido a partir del MovimientoBrowniano.En el Capítulo 3 onstruiremos la integral estoástia y daremos sus propie-dades. Deduiremos la Fórmula de It�.Con todo este material, en el Capítulo 4 de�niremos el onepto de soluiónde una euaión diferenial estoástia y probaremos teoremas de existenia yuniidad.Luego, en el Capítulo 5, nos dediaremos al aso en que las soluiones de-sarrollan singularidades en tiempo �nito (aleatorio).Finalmente, en el Capítulo 6, esbozamos un método numério para aproxi-mar las soluiones que explotan y su tiempo (aleatorio) de explosión.Este apunte está basado en:En el Capítulo 2 seguimos la presentaión de An introdution to stohastidi�erential equations. Version 1.2, esritas por Lawrene C. Evans, Depart-ment of Mathematis, UC Berkeley,http://math.berkeley.edu/∼evans/SDE.ourse.pdf, [5℄.



4 IntroduiónPara los apítulos 3 y 4 usamos las notas Stohasti Di�erential Equations,esritas por Markus Reiÿ, Institute of Mathematis, Humboldt University,Berlin.http://www.mathematik.hu-berlin.de/∼reiss, [11℄.Para el Capítulo 5 nos basamos en [6℄.Para el Capítulo 6 nos basamos en [4℄.



Capítulo 2Breve introduión a laTeoría de Probabilidades
2.1. De�niiones y Propiedades básiasLa estrutura matemátia sobre la que se onstruye la Teoría de Probabili-dades son los espaios de probabilidad, por lo tanto omenzaremos por ellos.De�niión 2.1. Un espaio de medida (Ω,U , P) se llama un espaio de proba-bilidad si P(Ω) = 1.Notaión:A los onjuntos A ∈ U se los llama eventos; y a los puntos ω ∈ Ω eventoselementales

P(A) es la probabilidad del evento A.Una propiedad que es ierta exepto para un onjunto de probabilidad erose die que vale asi seguramente; por lo general, lo abreviaremos �.s.�.2.1.1. Variables AleatoriasPodemos pensar al espaio de probabilidad omo un objeto matemátio queno es �diretamente observable�. Estamos interesados entones en de�nir fun-iones X : Ω → R
n, los valores que podemos observar.De�niión 2.2. Una variable aleatoria es una funión X : Ω → R

n medible, esdeir que para ada B ∈ B (la σ−álgebra de Borel en R
n), se tiene

X−1(B) ∈ U .De aquí en adelante, en R
n siempre onsideraremos la σ−álgebra de Borel.También usaremos la expresión �X es U−medible� uando sea neesario.



6 Breve introduión a la Teoría de ProbabilidadesEn general, esribiremos X y no X(ω) siguiendo la ostumbre en la teoríade probabilidades de � mayoritariamente � no mostrar la dependenia de lasvariables aleatorias en los eventos elementales ω ∈ Ω. También usaremos P(X ∈
B) en lugar de P(X−1(B)) para la probabilidad de que X perteneza a B.Ejemplo. Sea A ∈ U . La funión indiadora de A,

1A(ω) =







1 si ω ∈ A

0 si ω /∈ A,es una variable aleatoria. En general, si A1, . . . , Am es una partiión de Ω y
a1, . . . , am son números reales, entones

X =

m
∑

i=1

ai1Aies una variable aleatoria llamada funión simple. Cuando utiliemos el nombrede funión simple supondremos además que los números a1, . . . , an son todosdistintos.A ontinuaión un lema bien onoido de teoría de la medida.Lema 2.3. Sea X : Ω → R
n. La familia

U(X) := {X−1(B) |B ∈ B}es una σ−álgebra, denominada σ−álgebra generada por la variable X. Esta esla menor sub-σ−álgebra de U respeto de la ual X es medible.Es esenial entender que, en términos probabilístios, la σ−álgebra U(X)puede ser interpretada omo que ontiene toda la informaión relevante sobrela variable X , omo lo ilustran los siguiente ejemplosEjemplo 1. Si una variable aleatoria Y es una funión de X , i.e. Y = Φ(X) y
Φ es medible Borel, entones Y es U(X)−medible.Reíproamente, supongamos que Y : Ω → R

n es U(X)−medible, entonesse puede ver que existe una funión Φ tal que
Y = Φ(X).Por lo tanto, si Y es U(X)−medible y onoemos el valor de X(ω) onoemostambién, en prinipio, el valor de Y (ω).Ejemplo 2. Si X es una variable aleatoria simple, X =

∑m
i=1 ai1Ai

. Entones
U(X) es la σ−álgebra generada por A1, . . . , Am.2.1.2. Valores EsperadosDe�niión 2.4. Sea X : Ω → R

n una variable aleatoria, de�nimos entones
E(X) :=

∫

Ω

X dP, V(X) :=

∫

Ω

(X − E(X))2 dP,



2.1 De�niiones y Propiedades básias 7la esperanza y la varianza de X respetivamente, si es que existen.Observaión 2.5. E(X) es la mejor aproximaión (estimaión) onstante de
X, en el sentido que

∫

Ω

(X − a)2dPse minimiza uando a = E(X), de heho, si X ∈ L2(Ω), E(X) es la proyeiónortogonal de X sobre el espaio de las funiones ontantes.Observaión 2.6.
V(X) = E(X2) − E

2(X).La Desigualdad de Chebyshev es una herramienta fundamental en la teoríade probabilidades, su demostraión es direta.Lema 2.7 (Desigualdad de Chebyshev). Sea X una variable aleatoria y 1 ≤
p < ∞, entones

P(|X | ≥ λ) ≤ 1

λp
E(|X |p) para todo λ > 0.2.1.3. Funiones de distribuiónUna variable aleatoria X indue una probabilidad PX sobre (Rn,B), de�nidapor

PX(B) = P(X ∈ B).Esta última medida PX se denomina distribuión de X . Su importania radiaen que es una probabilidad de�nida sobre R
n que, por lo general, es un espaiomuho mas onreto que Ω.También suele denominarse funión de distribuión de X a FX : R

n → [0, 1]dada por
FX(x) := PX((−∞, x]) = P(X ≤ x).La expresión x ≤ y debe interpretarse oordenada a oordenada.Si X1, . . . , Xm : Ω → R

n son variables aleatorias, se de�ne su funión dedistribuión onjunta omo
FX1,...,Xm

(x1, . . . , xm) := P(X1 ≤ x1, . . . , Xm ≤ xm), (x1, . . . , xm) ∈ (Rn)m.De�niión 2.8. Sea X una variable aleatoria. Diremos que X es una variablealeatoria ontinua si PX es absolutamente ontinua respeto de la medida deLebesgue en R
n.En ese aso, por el Teorema de Radon-Nikodym, existe f = fX ∈ L1(Rn),

f ≥ 0, denominada funión de densidad de X , tal que para todo B ∈ B

P(X ∈ B) =

∫

B

dP =

∫

B

dPX =

∫

B

f(x) dx.



8 Breve introduión a la Teoría de ProbabilidadesEsta fórmula es muy importante porque la última expresión es una integralordinaria en R
n que, en muhos asos, puede ser alulada en forma explíita.Nuevamente puede verse en esta situaión la importania de introduir las va-riables aleatorias en lugar de trabajar en el espaio original de probabilidades

(Ω,U , P), al igual que en la siguiente observaión.Si X tiene densidad fX y g : R
n → R es medible Borel, entones

E(g(X)) =

∫

Ω

g(X) dP =

∫

Rn

g(x) dPX =

∫

Rn

g(x)fX(x) dx.Ejemplo. Si X : Ω → R
n tiene densidad

f(x) =
1

((2π)n det C)1/2
e−

1
2 (x−m)·C−1·(x−m) (x ∈ R

n)para algún m ∈ R
n y alguna matriz C ∈ R

n×n de�nida positiva, deimos que Xtiene distribuión normal on media m y matriz de ovarianza C y esribimos
X ∼ N(m, C).Si n = 1, al esalar C se lo suele denotar σ2, en ese aso, se tiene

E(X) =
1√

2πσ2

∫ ∞

−∞

xe−
(x−m)2

2σ2 dx = my
V(X) =

1√
2πσ2

∫ ∞

−∞

(x − m)2e−
(x−m)2

2σ2 dx = σ2.Es deir que los parámetros m, σ2 representan efetivamente la media (o esper-anza) y la varianza respetivamente.2.1.4. IndependeniaSea (Ω,U , P) un espaio de probabilidad, y sean A, B ∈ U dos eventos on
P(B) > 0. Busamos una de�niión razonable de

P(A|B), la prbobabilidad de que ourra A dado que ourrió B.Supongamos que un punto ω ∈ Ω fue elegido al azar y sólo ontamos on lainformaión de que ω ∈ B. ¾Cuál es la probabilidad de que ω también pertenezaa A? Como sabemos que ω ∈ B, podemos pensar a B omo un nuevo espaiode probabilidad, para eso de�nimos Ω̃ := B, Ũ := {C ∩ B |C ∈ U} y P̃ := P
P(B)omo para que P̃(Ω̃) = 1. Entones la probabilidad de que ω ∈ A resulta ser

P̃(A ∩ B) = P(A∩B)
P(B)De�niión 2.9. Sea (Ω,U , P) un espaio de probabilidad, y B ∈ U on P(B) >

0. Para todo A ∈ U de�nimos
P(A|B) :=

P(A ∩ B)

P(B)
.



2.1 De�niiones y Propiedades básias 9En este ontexto queremos determinar qué signi�a que dos eventos A y Bson independientes. Este heho debería impliar que P(A|B) = P(A) ya quela informaión de que ourrió el evento B es irrelevante para determinar loourrenia (o no ourrenia) de A. Esto es equivalente a
P(A ∩ B) = P(A)P(B).Tomaremos esta última expresión para de�nir la noión de independenia que,además, no requiere P (B) > 0.De�niión 2.10 (Independenia). Sea (Ω,U , P) un espaio de probabilidad1. Dos onjuntos A, B ∈ U se dien independientes si

P(A ∩ B) = P(A) P(B) .2. Una oleión de eventos {Ai}i∈I se die independiente si para ualquiereleión 1 ≤ k1 < . . . < km,
P(Ak1 ∩ · · · ∩ Akm

) = P(Ak1) · · ·P(Akm
),3. Una oleión {Ui}i∈I , Ui ⊂ U de σ−álgebras se die independiente si

P(Ak1 ∩ · · · ∩ Akm
) = P(Ak1) · · ·P(Akm

),para todas las posibles eleiones de 1 ≤ k1 < · · · < km y de eventos
Aki

∈ Uki4. Una oleión de variables aleatorias {Xi}i∈I se die independiente si laoleión de σ−álgebras {U(Xi)} es independiente.5. La variable aleatoria X se die independiente de la σ−álgebra U si U(X)es independiente de U .Existen muhas equivalenias para las de�niiones dadas arriba (ver, porejemplo, [3℄). A ontinuaión solo menionamos una de�niión equivalente a 4para lograr un poo de intuiión.Lema 2.11. Una oleión de variables aleatorias {Xi}i∈I es independiente sipara todo entero k ≥ 2 y ualquier eleión de onjuntos borelianos B1, . . . , Bk ⊂
R

n

P(X1 ∈ B1, . . . , Xk ∈ Bk) = P(X1 ∈ B1) · · ·P(Xk ∈ Bk).Esta última de�niión re�eja un poo más el onepto de independenia enel sentido de que dos variables X e Y son independientes si tener informaiónsobre X (i.e. que pertenee a ierto onjunto) no ambia la distribuión de Y .Ejemplo. (Funiones de Rademaher)Consideremos Ω = [0, 1), U la σ−álgebra de Borel de [0, 1) y P la medida deLebesgue. Para n = 1, 2, . . . :



10 Breve introduión a la Teoría de Probabilidades
Xn(ω) :=







1 si k
2n ≤ ω < k+1

2n , k impar
−1 si k

2n ≤ ω < k+1
2n , k parEstas variables aleatorias son independientes. Para probarlo, basta veri�arque

P(X1 = a1, . . . , Xk = ak) = P(X1 = a1) · · ·P(Xk = ak),para ualquier eleión de a1, . . . , ak ∈ {−1, 1}. Esto puede haerse mostrandoque ambos lados valen 2−k.Lema 2.12. Sean X1, . . . , Xk+m : Ω → R
n variables aleatorias independientesy sean f : (Rn)k → R, g : (Rn)m → R medibles Borel. Entones

Y := f(X1, . . . , Xk) y Z := g(Xk+1, . . . , Xk+m)son independientes.Demostraión. Ver, por ejemplo, [2℄.Una de las propiedades más importantes de las variables aleatorias indepen-dientes es la siguiente:Teorema 2.13. Sean X, Y ∈ L1(Ω) variables aleatorias independientes, en-tones XY ∈ L1(Ω) y
E(XY ) = E(X)E(Y ).Demostraión. Consideraremos solo el aso X = 1A, Y = 1B, A, B ∈ U . Laprimera observaión es que la independenia de las variablesX e Y es equivalentea la independenia de los onjuntos A y B, luego

E(XY ) =

∫

Ω

1A1B dP = P(A ∩ B) = P(A)P(B) = E(X)E(Y ).Para variables aleatorias simples se prueba el mismo resultado usando lalinealidad de la esperanza, luego para variables positivas mediante el teoremade onvergenia monótona y �nalmente para X e Y ualesquiera.Corolario 2.14. Sean X1, . . . , Xm ∈ L1(Ω) variables aleatorias independientes,entones E(|X1 · · ·Xm|) < ∞ y
E(X1 · · ·Xm) = E(X1) · · ·E(Xm).Corolario 2.15. Sean X1, . . . , Xm variables aleatorias independientes on

V(Xi) < ∞, i = 1, . . . , m,entones
V(X1 + · · · + Xm) = V(X1) + · · · + V(Xm).



2.1 De�niiones y Propiedades básias 11Demostraión. Probaremos el aso m = 2, para m ≥ 2 se prueba por in-duión. Sean m1 = E(X1), m2 = E(X2). Entones E(X1 + X2) = m1 + m2y
V(X1 + X2) =

∫

Ω

(X1 + X2 − (m1 + m2))
2dP

=

∫

Ω

(X1 − m1)
2dP +

∫

Ω

(X2 − m2)
2dP

+ 2

∫

Ω

(X1 − m1)(X2 − m2)dP

=V(X1) + V(X2) + 2E[(X1 − m1)(X2 − m2)].Por la independenia de (X1 − m1) y (X2 − m2), el último término resultaser ero, quedando demostrado el teorema.2.1.5. El Lema de Borel � CantelliSean (An)n∈N eventos en un espaio de probabilidad (Ω,U , P), al evento
∞
⋂

n=1

∞
⋃

m=n

Am = {ω ∈ Ω |ω pertenee a in�nitos An},se lo llama �An ourre in�nitas vees� o simplemente �An in�nitas vees�.Lo llamativo de este tipo de eventos es que, si los eventos An son indepen-dientes, ourre o bien on probabilidad 0 o bien on probabilidad 1.Lema 2.16. Sean (An)n∈N eventos en un espaio de probabilidad (Ω,U , P),entones1. Si ∞
∑

n=1

P(An) < ∞, entones P(An in�nitas vees ) = 0.2. Si ∞
∑

n=1

P(An) = ∞, y los eventos An son independientes, entones
P(An in�nitas vees ) = 1.Demostraión. 1.

P(An in�nitas vees ) ≤ P(

∞
⋃

m=n

Am) ≤
∞
∑

m=n

P(Am) → 0 (m → ∞).2. Consideremos los eventos
Bn :=

∞
⋃

k=n

Ak.



12 Breve introduión a la Teoría de ProbabilidadesBasta ver que P(Bn) = 1 para todo n, pues la interseión numerable de eventosde probabilidad 1 tiene probabilidad 1. Para ello, observemos que los eventos
{Ac

n} son independientes y entones
1 − P(Bn) = P(

∞
⋂

k=n

Ac
k) =

∞
∏

k=n

(1 − P(Ak)) ≤
∞
∏

k=n

e−P(Ak) = e−
∑

∞

k=n P(Ak) = 0.omo queríamos demostrar.Ejemplo. Un ejemplo lásio de apliaión del Lema de Borel � Cantelli esel siguiente: supongamos que oloamos un mono delante de una máquina deesribir (obsérvese que el ejemplo es si no lásio, al menos, viejo). Existe unaprobabilidad positiva, aunque ín�ma, de que el mono esriba las obras ompletasde Shakespeare. Llamemos A1 al evento de que el mono realie semejante proeza.Repitamos ahora este experimento en forma independiente (dejando desansaral mono, por ejemplo) en forma suesiva in�nitas vees y llamemos An al eventoen que el mono logra esribir las obras ompletas en el n−ésimo intento.Como P(An) = p > 0, resulta que∑P(An) = ∞ y, por lo tanto se tiene que,
P(An in�nitas vees ) = 1. Es deir que on probabilidad 1, el mono esribiráin�nitas vees las obras ompletas de Shakespeare.2.2. Esperanza CondiionalEn la seión 2.1.4 de�nimos P(A|B), la probabilidad de que ourra A �dadoque� o �teniendo el onoimiento de que� ourrió B. Comenzaremos esta se-ión intentando dar una de�niión de E(X |B). Reordemos que si P(B) > 0,entones B indue una nueva probabilidad P̃ dada por P̃ = P(·|B) = P

P(B) . Esnatural entones de�nir E(X |B) omo la esperanza de X dada por esta nuevaprobabilidad, es deir
E(X |B) :=

1

P(B)

∫

B

XdP.En otras palabras, E(X |B) es el promedio de X sobre B.Queremos ahora de�nir la esperanza de X ondiional a una variable aleato-ria Y : si el azar eligió un punto ω ∈ Ω y toda la informaión on la queontamos es el valor de Y (ω) ¾uál es nuestra mejor estimaión para el val-or X(ω)? Supongamos, en prinipio, que Y es una variable aleatoria simple,
Y =

∑m
i=1 ai1Ai

. Si onoemos el valor de Y (ω) podemos deir a uál de losonjuntos A1 . . . Am pertenee ω y entones podemos de�nir
E(X |Y ) := E(X |Ai), si Y = ai,en otras palabras,

E(X |Y )(ω) :=

m
∑

i=1

[

1

P(Ai)

∫

Ai

XdP

]

1Ai
.



2.2 Esperanza Condiional 13Algunas observaiones:
E(X |Y ) es una variable aleatoria y no una onstante.
E(X |Y ) es U(Y )−medible.Parar todo A ∈ U(Y ) se tiene

∫

A

XdP =

∫

A

E(X |Y )dP.Estas propiedades son las que araterizan a la esperanza ondiional, lo quenos lleva a dar la siguiente de�niiónDe�niión 2.17. Sea (Ω,U , P) un espaio de probabilidad y X e Y variablesaleatorias de�nidas en él. Llamaremos E(X |Y ) a ualquier variable aleatoria
U(Y )−medible que umpla

∫

A

XdP =

∫

A

E(X |Y )dP para todo A ∈ U(Y ).Por último, observemos que los valores que toma Y no in�uyen en estade�niión, sólo importa la σ−álgebra que genera, lo ual hae que sea masnatural dar la siguiente de�niiónDe�niión 2.18. Sea (Ω,U , P) un espaio de probabilidad y sea F ⊂ U una
σ−álgebra. Entones E(X |F) es ualquier variable aleatoria F−medible queumpla

∫

A

XdP =

∫

A

E(X |F)dP para todo A ∈ F .Observaión 2.19. La existenia y uniidad de E[X |F ] es una simple onse-uenia del Teorema de Radon-Nikodym: Sea µ la medida en F de�nida por
µ(A) =

∫

A

X dP, para A en F .Tenemos entones que µ es absolutamente ontinua on respeto a P, re-stringida a F , por lo tanto existe una únia funión F , F-medible tal que
µ(A) =

∫

A

F dP .La funión F es la variable aleatoria que estamos busando, E[X |F ] := F veri-�a lo pedido.Enuniamos a ontinuaión las prinipales propiedades de la esperanza ondi-ional, varias de ellas ayudan a desarrollar intuiión sobre este objeto.Teorema 2.20 (Propiedades de la Esperanza Condiional). Sea (Ω,U , P) unespaio de probabilidad y X, Y : Ω → R
n variables aleatorias integrables, a, b ∈

R. Tenemos entones que



14 Breve introduión a la Teoría de Probabilidades1. E[aX + bY |F ] = aE[X |F ] + bE[Y |F ].2. E[E[X |F ]] = E[X ].3. E[X |F ] = X si X es F-medible.4. E[X |F ] = E[X ] si X es independiente de F (en partiular, si F = {∅, Ω}).5. E[Y X |F ] = Y E[X |F ] si Y es F-medible y XY ∈ L1(Ω).6. Dadas dos σ−álgebras G ⊂ F , vale que
E

[

E[X |F ]
∣

∣

∣
G
]

= E[X |G] .7. Si X1 ≤ X2 entones E[X1|F ] ≤ E[X2|F ].8. (Desigualdad de Jensen) Si φ es una funión onvexa, entones
φ (E[X |F ]) ≤ E[φ(X)|F ].Demostraión. Los ítems 1 a 4, 6 y 7 son inmediatos usando la uniidad de laesperanza ondiional. Para 5, suponer primero que X es simple y el aso generalsigue por aproximaión. Para 8 supondremos que φ ∈ C1(Rn) y entones paratodo x, y ∈ R

n se tiene
φ(x) ≥ φ(y) + φ′(y)(x − y),en partiular

φ(X) ≥ φ(E(X |F)) + φ′(E(X |F))(X − E(X |F)),tomando esperanza ondiional E(·|F) de ambos lados tenemos
E[φ(X)|F ] ≥ E[φ(E(X |F))|F ] + E[φ′(E(X |F)(X − E(X |F))|F ],o bien

E[φ(X)|F ] ≥ φ(E[X |F ]) + φ′(E(X |F))E[(X − E(X |F))|F ] = φ(E[X |F ]).En este último paso usamos que E(X |F), φ(E(X |F)) y φ′(E(X |F)) son
F−medibles.La demostraión de todos los ítems puede enontrarse en [3℄.2.2.1. La Esperanza Condiional omo preditor óptimoConsideremos L2(P), el espaio de funiones U-medibles de uadrado inte-grable. Dada la σ−álgebra F ⊂ U , sea V = L2(Ω,F) el espaio de funiones
F-medibles de uadrado integrable. Resulta ser un subespaio vetorial erradode L2(P) y por lo tanto, si X ∈ L2(Ω) podemos de�nir su proyeión ortogonalsobre V

Z := πV (X).



2.3 Proesos Estoástios 15Observemos que Z es F−medible y para todo A ∈ F , 1A ∈ V , on lo ual
∫

A

XdP =

∫

Ω

X1AdP =

∫

Ω

Z1AdP =

∫

A

ZdP.Es deir que Z es la esperanza ondiional. Tenemos entones que para X en
L2(P ), E[X |F ] = πV (X).Una onseuenia muy importante que se desprende es que E(X |F) resultaser la mejor aproximaión (estimaión) de X por funiones F− medibles en elsentido de uadrados mínimos

∫

Ω

|E[X |F ] − X |2dP = mı́n
Y ∈V

∫

Ω

|Y − X |2dPEste heho es, entre otras osas, la base de gran parte de la estadístia yaque resuelve el problema de enontrar la mejor estimaión de X basada en lainformaión disponible F (ver [13℄).2.3. Proesos EstoástiosEn este urso estudiaremos proesos (aleatorios) que evoluionan en el tiem-po, a estos proesos se los denomina Proesos estoástios, a ontinuaión dare-mos algunas de�niiones y propiedades básias sobre estos objetos.De�niión 2.21. Un proeso estoástio es una oleión parametrizada devariables aleatorias
{X(t) | t ∈ I},de�nidas en un mismo espaio de probabilidad (Ω,U , P), tomando valores en

R
n.De�niión 2.22. Una �ltraión es una familia reiente de σ−álgebras (Fs | s ∈

I) on Fs ⊂ Ft para s ≤ t.De�niión 2.23. Un proeso {X(t) | t ≥ 0}, se die adaptado a la �ltraión Ftsi X(t) es Ft−medible para todo t ≥ 0. Equivalentemente diremos que X(t) es
Ft−adaptado, o simplemente adaptado si no es neesario expliitar Ft.Si X(·) es un proeso estoástio, entones para ada t �jo, tenemos unavariable aleatoria

ω 7→ X(t, w), ω ∈ Ω .Por otro lado, para ada ω ∈ Ω �jo, tenemos una trayetoria
t 7→ X(t, ω), t ∈ I .Dado un proeso X , muhas vees (f. Capítulo 4) estaremos interesadosen estudiar la evoluión del mismo hasta un ierto tiempo aleatorio (tiempo



16 Breve introduión a la Teoría de Probabilidades
PSfrag replaements Figura 2.1: Una trayetoria X(·, ω) del proeso estoástiode parada). Un punto de fundamental importania es que la deisión de parar,debe depender sólo de la informaión disponible hasta ese momento y no delfuturo. Equivalentemente, si τ : Ω → R+ es el tiempo de parada, el proeso

Y (t) := X(t ∧ τ) debe ser un nuevo proeso Ft−adaptado. Eso motiva la sigu-iente de�niión.De�niión 2.24. Una variable aleatoria τ : Ω → R se die un tiempo de paradasi {τ ≤ t} es Ft−medible, para todo t ≥ 0.Ejemplos.1. Obviamente, τ = t0 (onstante) es un tiempo de parada.2. Sea U ⊂ R
n un abierto. Entones el primer tiempo de esape

τU := ı́nf{t > 0 | X(t) 6∈ U}es un tiempo de parada, dado que
{tU ≤ t} =

⋂

m

⋃

r∈Q, r<t

{X(t) 6∈ Km} ∈ Ft,donde {Km} es una suesión reiente de onjuntos errados tales que
U =

⋃

m Km.De�niión 2.25. Dados dos proesos X e Y deimos que X es una versión de
Y si para todo t ≥ 0, P (X(t) = Y (t)) = 1.Es muy importante distinguir entre las siguientes a�rmaiones(A) Para todo t ≥ 0, P (X(t) = Y (t)) = 1.(B) P (X(t) = Y (t), para todo t ≥ 0) = 1.La propiedad (B) es más fuerte que la (A), pero dos proesos pueden sat-isfaer (A) tener trayetorias distintas para asi todo ω, omo lo muestra elsiguiente ejemplo.



2.4 Movimiento Browniano � Ruido Blano 17Ejemplo. Sea T una variable aleatoria ontinua on valores en R+ y X(t) ≡
0. Consi-deremos el proeso

Y (t) =

{

0 t 6= T

1 t = T.Estos dos proesos umplen (A) ya que P (X(t) = Y (t)) = P (T 6= t) = 1.Pero por otro lado, P (X(t) = Y (t), para todo t ≥ 0) = P (T /∈ R+) = 0.A los proesos que satisfaen (B) se los denomina indistinguibles. Si losproesos X e Y son ontinuos, entones (A) y (B) son equivalentes.2.4. Movimiento Browniano � Ruido BlanoDe�niión 2.26. Dado un espaio de probabilidades (Ω,U , P), diremos queel proeso (B(t))t≥0 a valores en R
n es un Movimiento Browniano estándarrespeto de la �ltraión (Ft)t≥0 sobre el espaio Ω si es Ft−adaptado y satisfae:1. Casi todas la trayetorias son ontinuas. Es deir, existe Ω0 ⊂ Ω on

P(Ω0) = 1 tal que para todo ω ∈ Ω0

t → B(t, ω), t ≥ 0es ontinua.2. (B(t))t≥0 tiene inrementos on distribuión normal: para n ∈ N y t0 <
t1 < · · · < tn las variables aleatorias B(t1) − B(t0), · · · , B(tn) − B(tn−1)son independientes on

B(ti+1) − B(ti) ∼ N(0, (ti+1 − ti)Id) .3. B(0) = 0 P−.s.Salvo que indiquemos lo ontrario, supondremos Ft := U(B(s), s ≤ t).El Movimiento Browniano es uno de los objetos más estudiados por la teoríade probabilidades. Sus orígenes se remontan al año 1828, uando el botánioRobert Brown observó que las partíulas de polen suspendidas en líquido desar-rollan un movimiento errátio. En 1905 Albert Einstein (entre otros) se oupóde este fenómeno y dio una expliaión basada en las olisiones aleatorias delas partíulas de polen on las moléulas del líquido. El trabajo de Einstein lesirvió a Jean-Baptiste Perrin para alular el número de Avogadro (≈ 6×1023 =número de moléulas en un mol). En 1920 y los años suesivos, Norbert Wienerdio una formulaión matemátiamente rigurosa de este fenómeno, por eso a esteproeso se lo onoe también omo Proeso de Wiener.Un heho que se dedue de la de�niión del Movimiento Browniano es quela variable aleatoria B(t) − B(s) es independiente de la σ−álgebra Fs, por lo
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PSfrag replaementsFigura 2.2: Cino simulaiones de un Movimiento Browniano unidimensional



2.4 Movimiento Browniano � Ruido Blano 19tanto
E[B(t)|Fs] = E[(B(t) − B(s)) + B(s)|Fs]

= E[B(t) − B(s)|Fs] + E[B(s)|Fs]

= E[B(t) − B(s)] + B(s) = B(s),

(2.1)en la última igualdad usamos que B(s) es Fs medible y que B(t) − B(s) esindependiente de Fs.Teniendo en uenta la ondiión de preditor óptimo de la esperanza ondi-ional, la euaión (2.1) implia que la mejor estimaión para el futuro B(t)basada en toda la informaión disponible hasta el presente s es el valor del pro-eso en el presente. A los proesos que satisfaen esta propiedad se los denominaMartingalas.De�niión 2.27 (Martingalas). Un proeso estoástio (M(t))t≥0 en (Ω,U , P)se die Martingala a tiempo ontinuo on respeto a la familia reiente de
σ−álgebras Ft si satisfae1. M(t) es Ft medible para todo t (proeso adaptado),2. E[|M(t)|] < ∞ para todo t,3. M(s) = E[M(t)|Fs] para todo s ≤ t .Si en lugar de (iii) se tiene

M(s) ≤ (≥)E[M(t)|Fs],se die que M(·) es una submartingala (supermartingala).Ejemplo. Sea B(·) un Proeso de Wiener y onsideremos el proeso M(t) :=
B2(t) − t, tenemos

E[B2(t) − t|Fs] =E[[(B(t) − B(s)) + B(s)]2 − t|Fs]

=E[(B(t) − B(s))2|Fs] + 2E[(B(t) − B(s))B(s)|Fs]

+ E[B(s)2|Fs] − t

=t − s + 2B(s)E[(B(t) − B(s))|Fs] + B(s)2 − t

=B(s)2 − s.

(2.2)Es deir, M(t) es martingala.Ejemplo. Sea Z una variable aleatoria de�nida en el espaio Ω on E[|Z|] <
∞. Sea (Ft)t≥0 una familia reiente de σ−álgebras. Consideremos el proesoestoástio M(t) de�nido por

M(t) = E[Z|Ft] para t ≥ 0 .Haiendo uso de las propiedades de la esperanza ondiional tenemos que elproeso (M(t))t≥0 es una Ft−martingala.



20 Breve introduión a la Teoría de ProbabilidadesVeamos ahora algunas propiedades importantes de las martingalas. La prime-ra de ellas es que tienen esperanza onstante.Lema 2.28. Sea M(·) una martingala, entones
E[M(t)] = E[M(0)] para todo t ≥ 0(las martingalas tienen esperanza onstante).Demostraión. En efeto,
E[M(t)] = E[E[M(t)|F0]] = E[M(0)],omo queríamos ver.Lema 2.29. Sea M(·) una martingala y Φ: R → R onvexa. Si E(|Φ(M(t))|)∞para todo t ≥ 0 entones

Φ(M(·)) es una submartingala.Demostraión. Por la Desigualdad de Jensen (Propiedad 8 del Teorema 2.20)tenemos que para t ≥ s

E(Φ(M(t))|Fs) ≥ Φ(E(M(t)|Fs) = Φ(M(s)).Esto ompleta la prueba.Las martingalas son muy importantes en la teoría de probabilidades, entreotras osas, porque admiten la siguiente estimaión que, omo veremos, es muypoderosa.Teorema 2.30 (Desigualdad de Doob). Sea (X(t),Ft)t≥0 una submartingalaon trayetorias ontinuas .s., entones1. P

(

máx
0≤s≤t

X(s) ≥ λ

)

≤ 1

λ
E[X(t)+] para todo λ > 0, t ≥ 0.2. Si X(t) ≥ 0, E

[

máx
0≤s≤t

|X(s)|
]

≤
(

p

p − 1

)p

E[|X(t)|p], 1 < p < ∞Demostraión. Ver [6℄ o [12℄.Además de ser una martingala, el Movimiento Browniano goza de in�nidadde propiedades interesantes que haen de él un objeto matemátio muy rio, aontinuaión menionamos solo algunas, pueden enontrar muhas mas en [6℄Teorema 2.31. Sea B(·) un Movimiento Browniano unidimesional de�nido en
(Ω,U , P) entones



2.4 Movimiento Browniano � Ruido Blano 211. Regularidad. Para todo 0 < γ < 1
2 existe un onjunto Ω0, P(Ω0) = 1 talque para todo ω ∈ Ω0 y para todo T > 0 la funión B(·, ω) es uniforme-mente Hölder γ en [0, T ].2. No difereniabilidad. Para todo 1

2 < γ ≤ 1 para asi todo ω ∈ Ω lafunión B(·, ω) no es Hölder γ en ningún punto. En partiular, para asitodo ω ∈ Ω la funión B(·, ω) no es derivable en ningún punto y no es devariaión aotada en ningún intervalo.3. Variaión uadrátia. Sean 0 ≤ a < b y supongamos que
Pn := {a = tn0 < tn1 < · · · < tnmn

= b}son partiiones de [a, b] tales que |Pn| → 0 uando n → ∞. Entones
mn−1
∑

k=0

[

B(tnk+1) − B(tnk )
]2 → b − aen L2(Ω). Este heho justi�a en forma parial la idea heurístia de que

dB ≈ (dt)1/2.4. Markovianidad. Para todo A ∈ B y para todo 0 ≤ s ≤ t

P
(

B(t) ∈ A|U(B(r), 0 ≤ r ≤ s)
)

= P(B(t) ∈ A|B(s)).Es deir, para predeir el valor de B(t) da lo mismo onoer el valor B(s)que todo el reorrido que hizo (B(r), 0 ≤ r ≤ s). A los proesos quetienen esta propiedad se los llama Markovianos. Una extensa teoría hasido desarrollada sobre este tipo de proesos.5. Resale. Los proesos 1
aB(a2t) y 1

t B(1/t) son movimientos Brownianos.6. Ceros. Sea ZB := {t ≥ 0 |B(t) = 0} el onjunto de eros de B(·). Para asitodo ω ∈ Ω, ZB es un onjunto errado, no numberable y no ontiene puntosaislados. Su dimensión de Hausdor� es 1/2. La dimensión del grá�o deuna trayetoria es 3/2 para asi todo ω.Demostraión. Probaremos sólo el ítem 3, el resto de las demostraiones sepueden enontrar en [6, 12℄. Para ello, onsideremos
Qn :=

mn−1
∑

k=0

[

B(tnk+1) − B(tnk )
]2Entones

Qn − (b − a) =

mn−1
∑

k=0

(

[

B(tnk+1) − B(tnk )
]2 − (tnk+1 − tnk )

)

,



22 Breve introduión a la Teoría de Probabilidadesy por lo tanto
E[(Qn − (b − a))2] =

mn−1
∑

k,j=0

E

[

(

[

B(tnk+1) − B(tnk )
]2 − (tnk+1 − tnk )

)

×
(

[

B(tnj+1) − B(tnj )
]2 − (tnj+1 − tnj )

)

]

,Graias a los inrementos independientes del Movimiento Browniano, para k 6= jla esperanza en la suma de arriba se fatoriza y por lo tanto vale ero ya que
B(tnk+1) − B(tnk ) ∼ N(0, tnk+1 − tnk ). Entones, si llamamos

Yk = Y n
k :=

B(tnk+1) − B(tnk )
√

tnk+1 − tnk
,tenemos que

E[(Qn − (b − a))2] =

mn−1
∑

k=0

E[(Y 2
k − 1)2](tnk+1 − tnk )2Como Yk ∼ N(0, 1), obtenemos

E[(Qn − (b − a))2] ≤ C

mn−1
∑

k=0

(tnk+1 − tnk )2 ≤ C|Pn|(b − a) → 0 (n → ∞),omo queríamos demostrar.Observaión 2.32. Pasando a una subsuesión si es neesario, tenemos que
mn−1
∑

k=0

[

B(tnk+1) − B(tnk )
]2 → b − a (n → ∞) c.s.De este heho se dedue que para todo 0 < γ < 2

sup
P

mn−1
∑

k=0

[

B(tnk+1) − B(tnk )
]γ

= ∞ c.s.Probando que para asi todo ω, B(·, ω) no es de variaión aotada y por lo tantopara asi todo t no es difereniable.En general, usando el mismo proedimiento que en 3 del Teorema anterior,se de�ne la variaión uadrátia de un proeso arbitrario. En efeto, se tieneDe�niión 2.33. Sea X un proeso en L2(P). Se de�ne la variaión uadrátiade X en [0, t] y se lo nota 〈X〉t al límite en L2 (uando existe)
〈X〉t = ĺım

|P |→0

m
∑

k=0

[X(tk+1) − X(tk)]
2donde P := {0 = t0 < t1 < · · · < tm = t} es una partiión arbitraria de [0, t] y

|P | es la norma de la partiión.



2.5 Ejeriios 23Ruido BlanoEn muhas apliaiones (ingeniería, físia, �nanzas, et.) el tipo de ruido quese desearía usar para modelar es el denominado ruido blano. Lo que se requierede este ruido es que sea un proeso ξ(·) on las siguientes propiedades:1. Las variables aleatorias {ξ(t) | t ∈ R} son independientes.2. ξ(·) es estaionario, es deir, dados t1 < t2 < · · · < tn, la distribuión delvetor aleatorio (ξ(t + t1), ξ(t + t2), . . . , ξ(t + tn)) no depende de t.3. E[ξ(t)] ≡ 0.Este proeso, serviría para modelar �shoks� independientes e idéntiamentedistribuidos on media ero. Desafortunadamente, un proeso on tales ara-terístias no existe, o mejor diho, no puede tener trayetorias medibles a menosque sea ξ(t) ≡ 0. Ver el Ejeriio 6Sin embargo, uno podría preguntarse qué propiedades debería satisfaer elproeso
X(t) =

∫ t

0

ξ(s) ds,suponiendo que ξ(·) existiera (osa que es falsa). Observemos que debería satis-faer las siguientes propiedades:1. X(0) = 0 P−.s.2. Casi todas la trayetorias t 7→ X(t) son ontinuas.3. Para n ∈ N y t0 < t1 < · · · < tn las variables aleatorias X(t1)−X(t0), . . . ,
X(tn) − X(tn−1) son independientes.4. E[X(t)] = 0 para todo t ≥ 0.5. Los inrementos son estaionarios, es deir X(t1 + t)−X(t2 + t) y X(t1)−
X(t2) tienen la misma distribuión para todo t ≥ 0.El Movimiento Browniano satisfae estos requerimientos. Se puede probarque si se normaliza (i.e. V(X(t)) ≡ 1), entones el únio proeso que satisfaeestas propiedades es el Movimiento Browniano (ver [9℄), i.e. X(t) = B(t). Estoprueba que no existe un ruido blano en el sentido lásio.2.5. Ejeriios1. Probar quea) E[E[X |V ]] = E[X ].b) E[X ] = E[X |W ] si W es la σ−álgebra trivial, W = {∅, Ω}.2. Sean X e Y proesos ontinuos (asi todas sus trayetorias son funionesontinuas) tales que P (X(t) = Y (t)) = 1 para todo t ≥ 0. Entones X e Yson indistinguibles.



24 Breve introduión a la Teoría de Probabilidades3. a) Probar que si B(·) es un Movimiento Browniano n−dimensional, en-tones también lo son1) B(t + s) − B(s) para todo s ≥ 0.2) cB(t/c2) para todo c > 0 (�resale Browniano�).b) Sea B(·) un Movimiento Browniano unidimensional. Mostrar que
ĺım

k→∞

B(k)

k
= 0 asi seguramente.Sugerenia: Fijar ε > 0, de�nir el evento Ak := {|B(k)

k | ≥ ε} y apliarBorel-Cantelli.) Sea B(·) un Movimiento Browniano unidimensional. De�nimos
B̃(t) :=

{

tB
(

1
t

)

t > 0,
0 t = 0.Probar que B̃(t) − B̃(s) ∼ N(0, t − s) para tiempos 0 ≤ s < t.d) Sea B̃(·) omo en el ejeriio anterior. Usar la desigualdad de Doobpara probar que B̃(·) es ontinuo en 0 asi seguramente (también tieneinrementos independientes y es por lo tanto un Movimiento Browni-ano).4. Probar que para todo 0 < γ < 2,

sup
P

m−1
∑

k=0

[B(tk+1) − B(tk)]
γ

= ∞ c.s.donde el supremo es tomado sobre todas las posibles partiiones P de unintervalo [a, b].5. Probar que si X es un proeso absolutamente ontinuo (i.e. X(t) es unafunión absolutamente ontinua para asi todo ω, entones 〈X〉t = 0.6. Si (t, ω) 7→ ξ(t, ω) es medible on E[ξ(t)2] < ∞ y ξ(·) es un ruido blano,entones para todo t ≥ 0

E

[(
∫ t

0

ξ(s) ds

)]

= 0,y por lo tanto ξ(t) = 0 .s.7. Justi�ar el nombre ruido blano alulando la esperanza y la varianzade los oe�ientes de Fourier de Ḃ en [0, 1] mediante una integraión porpartes formal, i.e. usando (formalmente)
ak =

∫ 1

0

Ḃ(t)
√

2 sin(2πkt) dt = −
∫ 1

0

B(t)2πk
√

2 cos(2πkt) dt,y los análogos para los oe�ientes del oseno. Conluir que los oe�ientesson variables aleatorias i.i.d. normales estándar, luego la intensidad de adafreuenia es igualmente fuerte.



Capítulo 3La integral de It�En este apítulo nos dediaremos a la onstruión de la Integral Estoástiade It�, que es la herramienta fundamental que nos permitirá entender y de�nirel onepto de soluión para una euaión diferenial estoástia, y al estudiode sus propiedades. Fundamentalmente desarrollaremos lo que se onoe omoel álulo de It�.Queremos remarar que éste no es el únio enfoque posible. Existen otrasalternativas a la integral de It� (y al álulo de It�) omo la integral de Stratono-vih sobre la ual no haremos menión en estas notas.En la primera seión nos dediaremos a la onstruión de la integral de It�en L2. En la Seión 2 estudiaremos algunas de sus propiedades y en la Seión3 desarrollaremos el álulo de It�.3.1. Construión en L
2Dado que sólo neesitaremos la integral de It� on respeto al MovimientoBrowniano, no la estudiaremos en su máxima generalidad (i.e. la teoría de semi-martingalas). A partir de ahora trabajaremos en un espaio de probabilidadesompleto (Ω,F , P) donde una �ltraión (Ft)t≥0 se enuentra de�nida y satisfaelas ondiiones usuales:

Fs =
⋂

t>s Ft para todo s ≥ 0.Si A ∈ F on P(A) = 0, entones A ∈ F0.Si notamos por B a la σ−álgebra de Borel en [0,∞), el proeso X(·) se diemedible si la apliaión (t, ω) 7→ X(t, ω) es B ⊗ F−medible.Deimos que (X(t))t≥0 es ontinuo, si las trayetorias t 7→ X(t, ω) son ontin-uas para todo ω ∈ Ω. Se puede ver (f. [6℄) que un proeso estoástio ontinuoes medible (en realidad alanza on ser ontinuo a dereha).



26 La integral de It�Nuestro objetivo en esta seión es de�nir la integral
∫ t

0

Y (s) dB(s)para una lase su�ientemente amplia de integrandos estoástios Y . Observe-mos que no es inmediato dar una de�niión de la integral estoástia, puesto queel Movimiento Browniano no es una funión de variaión aotada (ver Teorema2.31 y/o Ejeriio 4 del Capítulo 2)Por omodidad, de�niremos primero las integrales in�nitas ∫∞

0
Y (s) dB(s)para luego obtener de forma inmediata las integrales sobre onjuntos aotadosmultipliando por sus respetivas funiones araterístias.De�niión 3.1. Notamos por V a la lase de proesos estoástios (Y (t))t≥0 avalores reales que son adaptados, medibles y veri�an

‖Y ‖V :=

(
∫ ∞

0

E
[

Y (t)2
]

dt

)1|2

< ∞.De�niión 3.2. Un proeso Y ∈ V se die simple si es de la forma
Y (t, ω) =

∞
∑

i=0

ηi(ω)1[ti,ti+1)(t),para una suesión reiente (ti)i∈N y variables aleatorias Fti
−medibles ηi.De�niión 3.3. Para un proeso simple Y ∈ V de�nimos

∫ ∞

0

Y (t) dB(t) :=

∞
∑

i=0

ηi(B(ti+1) − B(ti)). (3.1)Veamos que (3.1) es una buena de�niión sobre los proesos simples.Proposiión 3.4. La serie en (3.1) onverge en L2(P), en onseuenia laintegral
∫ ∞

0

Y (t) dB(t)es una variable aleatoria bien de�nida P−asi seguramente. Más aún, se tienela siguiente isometría:
E

[

(

∫ ∞

0

Y (t) dB(t)
)2
]

= ‖Y ‖2
V .Demostraión. Mostraremos que las sumas pariales Sk :=

∑k
i=0 ηi(B(ti+1)−

B(ti)) forman una suesión de Cauhy en L2(P).



3.1 Construión en L2 27Sean k ≤ l, entones por la propiedad de independenia de los inrementosy dado que los mismos tienen esperanza ero, obtenemos
E
[

(Sl − Sk)2
]

=
l
∑

i=k+1

E
[

(ηi(B(ti+1) − B(ti)))
2
]

+ 2
∑

k+1≤i<j≤l

E
[

ηi(B(ti+1) − B(ti))ηj

]

E
[

B(tj+1) − B(tj)
]

=

l
∑

i=k+1

E
[

(ηi(B(ti+1) − B(ti)))
2
]

=

l
∑

i=k+1

E

[

E
[

η2
i (B(ti+1) − B(ti))

2
]

∣

∣

∣
Fti

]

=
l
∑

i=k+1

E

[

η2
i E
[

(B(ti+1) − B(ti))
2
]

∣

∣

∣
Fti

]

=

l
∑

i=k+1

E
[

η2
i

]

(ti+1 − ti)

=

∫ tl

tk+1

E
[

Y (t, ω)2
]

dt.Como ‖Y ‖V < ∞ la última línea tiende a ero uando k, l → ∞. Luego,por la ompletitud de L2(P), la integral de It� de Y está bien de�nida omo ellímite en L2(P) de la suesión (Sk)k∈N.El mismo álulo muestra
E
[

S2
k

]

=

∫ tk

0

E
[

Y (t, ω)2
]

dt.Tomando ahora límite k → ∞ a ambos lados se obtiene la isometría.La idea prinipal para extender la integral de It� a integrandos generales en
V es mostrar que los proesos simples son densos en V on respeto a la norma
‖ · ‖V y usar la isometría para de�nir la integral por aproximaión.Proposiión 3.5. Dado Y ∈ V existe una suesión de proesos simples de V ,
(Yn)n∈N, tales que ‖Y − Yn‖V → 0 uando n → ∞.Demostraión. Haremos la demostraión en etapas.1. Supongamos que Y es ontinuo, |Y (t)| ≤ K para t ≤ T e Y (t) = 0 para
t ≥ T .Fijemos tni := i

n y de�namos
Yn(t) :=

Tn−1
∑

i=0

Y (tni )1[tn
i

,tn
i+1)

(t).



28 La integral de It�Luego Yn es laramente un proeso simple en V , Ft−medible y por la on-tinuidad de Y (t) los proesos Yn onvergen a Y puntualmente para todo (t, ω).Como ‖Yn‖2
V ≤ TK2, el Teorema de Convergenia Mayorada implia

ĺım
n→∞

‖Y − Yn‖V = 0.2. Supongamos ahora |Y (t)| ≤ K para t ≤ T e Y (t) = 0 para t ≥ T .En este aso es fáil ver que Y puede ser aproximado por proesos ontinuos
Yn on las mismas propiedades (reemplazando T por T + 1). En efeto, sea
h : [0,∞) → [0,∞) ontinua tal que h(t) = 0 para t ≥ 1 y ∫∞

0 h(s) ds = 1. Para
n ∈ N de�nimos la onvoluión

Yn(t) :=

∫ t

0

Y (s)
1

n
h(n(t − s)) ds.Luego Yn es ontinua, tiene soporte en [0, T + 1

n ] y veri�a |Yn(t)| ≤ K paratodo ω.Más aún, Yn(t) es Ft−medible, luego Yn ∈ V .Es ahora un ejeriio de Teoría de la Medida (ver [14℄) veri�ar que
∫ ∞

0

(Yn(t) − Y (t))2 dt → 0 uando n → ∞para todo ω ∈ Ω. Luego, la a�rmaión sigue del Teorema de ConvergeniaMayorada.3. Finalmente, sea Y ∈ V arbitrario. El proeso
Yn(t) :=



















0, t ≥ n

Y (t), |Y (t)| ≤ n, t < n

n, Y (t) > n

−n, Y (t) < −nestá en las hipótesis del aso anterior on T = K = n. Más aún, (Yn)n∈Nonverge a Y y veri�a
|Yn(t, ω)| ≤ |Y (t, ω)|para todo ω ∈ Ω. Luego el Teorema de Convergenia Mayorada nos da
ĺım

n→∞
‖Y − Yn‖V = 0.La suma de 1, 2 y 3 nos da el resultado deseado.La ompletitud de L2(P) y la isometría de la Proposiión 3.4 implian que lasiguiente de�niión de la integral de It� tiene sentido. En partiular, no dependede la eleión de la suesión aproximante.



3.2 Propiedades y extensiones de la integral de It� 29De�niión 3.6. Dado Y ∈ V , se de�ne la integral de It� de Y on respeto alMovimiento Browniano B omo
∫ ∞

0

Y (t) dB(t) := ĺım
n→∞

∫ ∞

0

Yn(t) dB(t),donde (Yn)n∈N ⊂ V es una suesión de proesos simples tales que ĺımn→∞ ‖Y −
Yn‖V = 0. El límite en la de�niión de la integral, se entiende en sentido L2(P).Para 0 ≤ a ≤ b e Y ∈ V se de�ne

∫ b

a

Y (t) dB(t) :=

∫ ∞

0

Y (t)1[a,b](t) dB(t).3.2. Propiedades y extensiones de la integral deIt�Empezaremos esta seión reopilando algunas propiedades básias de laintegral de It�, sin dar detalles de las pruebas. Las mismas son, en su mayorparte, inmediatas para integrandos simples y por aproximaión para el asogeneral.Teorema 3.7. Sean X, Y dos proesos en V . Entones1. E

[

(

∫ ∞

0

X(t) dB(t)
)2
]

= ‖X‖2
V (Isometría de It�).2. E

[
∫ ∞

0

X(t) dB(t)

∫ ∞

0

Y (t) dB(t)

]

=

∫ ∞

0

E[X(t)Y (t)] dt.3. ∫ c

a

X(t) dB(t) =

∫ b

a

X(t) dB(t) +

∫ c

b

X(t) dB(t), P−.s. ∀ 0 ≤ a ≤ b ≤ c.4. ∫ ∞

0

(cX(t) + Y (t)) dB(t) = c

∫ ∞

0

X(t) dB(t) +

∫ ∞

0

Y (t) dB(t), P−.s.
∀ c ∈ R.5. E

[
∫ ∞

0

X(t) dB(t)

]

= 0.6. ∫ t

0

X(s) dB(s) es Ft−medible para t ≥ 0.7. ( ∫ t

0

X(s) dB(s)
)

t≥0
es una Ft−martingala.8. ( ∫ t

0

X(s) dB(s)
)

t≥0
tiene una versión ontinua.9. Si X es de variaión aotada, X(t)B(t) =

∫ t

0

X(s) dB(s)+

∫ t

0

B(s) dX(s),
P−.s.



30 La integral de It�Para una demostraión de este teorema y otras propiedades interesantes (yútiles!) sugerimos [9℄ y [6℄.Ahora, intentaremos extender la integral de It� a una lase de integrandosmás general, la lase V ∗.De�niión 3.8. De�nimos la lase V ∗ omo la lase de proesos estoástiosa valores reales (Y (t))t≥0 que son adaptados, medibles y satisfaen
P

(

∫ ∞

0

Y (t)2 dt < ∞
)

= 1.Teorema 3.9. Para Y ∈ V ∗ y n ∈ N onsideramos el tiempo de parada (avalores en R+ ∪ {∞})
τn(ω) := ı́nf

{

t ≥ 0
∣

∣

∣

∫ t

0

Y (s, ω)2 ds ≥ n
}

.Entones ĺımn→∞ τn = ∞ P−.s. y
∫ ∞

0

Y (t) dB(t) := ĺım
n→∞

∫ τn

0

Y (t) dB(t)existe omo límite en probabilidad. Más preisamente, tenemos (P−.s.)
∫ ∞

0

Y (t) dB(t) =

∫ τn

0

Y (t) dB(t) en {ω
∣

∣

∣

∫ ∞

0

Y (t, ω)2 dt < n
}

.Demostraión. En el evento ΩN := {ω |
∫∞

0
Y (t)2 dt < N}, tenemos τn = ∞para todo n ≥ N . Luego, omo por hipótesis se tiene que P(∪NΩN ) = 1, laprimera a�rmaión queda demostrada.Sea ahora N ∈ N tal que P(∪N

n=1Ωn) ≥ 1− ε. Entones, on probabilidad almenos 1−ε se tiene que las variables ∫ τn

0 Y (t) dB(t) son onstantes para n ≥ N ,esto implia que estas variables aleatorias forman una suesión de Cauhy onrespeto a la onvergenia en probabilidad. Por ompletitud, el límite existe.La última a�rmaión es evidente de la onstruión.Veamos ahora, omo apliaión de la desigualdad Lp de Doob (Teorema2.30) que si X ∈ V entones el proeso ∫ t

0 X(s) dB(s) siempre tiene una versiónontinua.Proposiión 3.10. Dado X ∈ V existe una versión de ∫ t

0 X(s) dB(s) que esontinua. Es deir, un proeso ontinuo (J(t))t≥0 tal que
P

(

J(t) =

∫ t

0

X(s) dB(s)
)

= 1 para todo t ≥ 0.



3.2 Propiedades y extensiones de la integral de It� 31Demostraión. Sea (Xn)n∈N una suesión de proesos simples en V que aprox-iman X . Por de�niión, se tiene que
In(t) :=

∫ t

0

Xn(s) dB(s)es ontinuo en t para todo ω. Más aún, In(t) es una Ft−martingala y entones,por la desigualdad de Doob (Teorema 2.30, 2) y la isometría de It�, obtenemos
E

[

sup
t≥0

|Im(t) − In(t)|2
]

≤ 4 sup
t≥0

E[|Im(t) − In(t)|2] = 4‖Xm − Xn‖2
V → 0para m, n → ∞.Usando ahora la desigualdad de Chebyshev, obtenemos que para ada k ∈ Nexiste nk tal que

P
(

sup
t≥0

|Im(t) − In(t)| > 2−k
)

≤ 2−kpara n, m ≥ nk. Ahora, por el Lema de Borel-Cantelli, tenemos que
P
(

sup
t≥0

|Ink+1
(t) − Ink

(t)| > 2−k, in�nitas vees) = 0,luego existe K = K(ω) tal que, P−.s.
sup
t≥0

|Ink+1
(t) − Ink

(t)| ≤ 2−k ∀ k ≥ K.Es deir, on probabilidad uno, la suesión (Ink
(t))k∈N onverge uniformementey el límite J(t) es ontinuo para todo ω.Finalmente, omo para todo t ≥ 0 las variables aleatorias (Ink

(t))k∈N on-vergen en probabilidad a la integral
I(t) =

∫ t

0

X(s) dB(s),las variables I(t) y J(t) deben oinidir P−.s.Para terminar esta seión, veamos omo se extiende la integral de It� alaso multidimensional.De�niión 3.11. Si Y es un proeso a valores en R
d×m tal que ada ompo-nente Yij , 1 ≤ i ≤ d, 1 ≤ j ≤ m es un elemento de V ∗ y B(t) = (B1, . . . , Bm(t))es un Movimiento Browniano m−dimensional, se de�ne la integral de It� mul-tidimensional

∫ ∞

0

Y (t) dB(t)omo el proeso estoástio a valores en R
d dado por

(
∫ ∞

0

Y (t) dB(t)

)

i

:=

m
∑

j=1

∫ ∞

0

Yij(t) dBj(t), 1 ≤ i ≤ d.



32 La integral de It�Veamos que la isometría de It� se extiende a este aso.Proposiión 3.12. Sean X e Y dos proesos estoástios a valores en R
d×mon omponentes en V y sea B un Movimiento Browniano m−dimensional. Severi�a

E

[

〈

∫ ∞

0

X(t) dB(t),

∫ ∞

0

Y (t) dB(t)
〉

]

=

∫ ∞

0

d
∑

i=1

m
∑

j=1

E[Xij(t)Yij(t)] dt.Demostraión. Si desarrollamos el término entre orhetes del lado izquierdode la igualdad, obtenemos
d
∑

i=1

m
∑

j=1

m
∑

k=1

∫ ∞

0

Xij(t) dBj(t)

∫ ∞

0

Yik(t) dBk(t).Luego, el resultado es una onseuenia de la isometría de It� unidimensio-nal y del heho de que las integrales estoástias on respeto a movimientosBrownianos independientes son no-orrelaionadas (aunque bien pueden ser de-pendientes).Faltaría demostrar esta última a�rmaión. Para esto onsideremos dos movi-mientos Brownianos independientes B1 y B2 y dos proesos simples Y1 e Y2 en
V ,

Yj(t) =

∞
∑

i=0

ηij(ω)1[ti,ti+1)(t), j = 1, 2.Observemos que siempre podemos suponer que ambos proesos simples tienenla misma partiión del eje temporal tomando omo nueva partiión la unión delas dos partiiones originales.Luego, usando la Ft−medibilidad de ηij obtenemos
E

[

∫ ∞

0

Y1(t) dB1(t)

∫ ∞

0

Y2(t) dB2(t)
]

=
∑

0≤i≤j<∞

E
[

ηi1ηi2(B1(ti+1) − B1(ti))(B2(tj+1) − B2(tj))
]

+
∑

0≤j<i<∞

E
[

ηi1ηi2(B1(ti+1) − B1(ti))(B2(tj+1) − B2(tj))
]

=
∑

0≤i≤j<∞

E
[

ηi1ηi2(B1(ti+1) − B1(ti))
]

E
[

(B2(tj+1) − B2(tj))
]

+
∑

0≤j<i<∞

E
[

ηi1ηi2(B1(ti+1) − B1(ti))
]

E
[

(B2(tj+1) − B2(tj))
]

= 0A partir de esto, el resultado se onluye usando la densidad de los proesossimples en V .



3.3 Fórmula de It� 333.3. Fórmula de It�En esta seión daremos los rudimentos básios del Cálulo de It�. En generalsólo daremos las ideas prinipales de las demostraiones y referimos a los libros[6℄ ó [9℄ para las pruebas ompletas.Teorema 3.13 (Cálulo de It�). Sea H ∈ V ∗ y sea (G(t))t≥0 un proeso adap-tado que veri�a ∫ t

0
|G(s)| ds < ∞, P−.s. para todo t > 0. De�nimos

X(t) :=

∫ t

0

G(s) ds +

∫ t

0

H(s) dB(s), t ≥ 0. (3.2)Sea u ∈ C2,1(R+ × R, R) y de�nimos el proeso Y (t) = u(t, X(t)). Entones Yveri�a
Y (t) =Y (0) +

∫ t

0

(∂u

∂t
(s, X(s)) +

∂u

∂x
(s, X(s))G(s) +

1

2

∂2u

∂x2
(s, X(s))H2(s)

)

ds

+

∫ t

0

∂u

∂x
(s, X(s))H(s) dB(s), t ≥ 0.Observaión 3.14. La forma más usual en que suele verse (y apliarse!) elCálulo de It� es en su forma diferenial. Si X es el proeso de�nido por (3.2),deimos que X tiene diferenial

dX = Gdt + H dB.Luego, lo que die el Cálulo de It� es que si de�nimos un nuevo proeso Yomo Y (t) = u(t, X(t)), Y tiene diferenial
dY = (ut + uxG +

1

2
uxxH2) dt + uxH dB.Es deir, on respeto al álulo tradiional �aparee� un término adiional

1
2uxxH2 dt. La apariión de este término puede expliarse informalmente o-mo sigue:Si asumimos que dB ≈ (dt)1/2 (es deir que la variaión uadrátia de B es
t, omparar on el punto 3 del Teorema 2.31) y haemos el desarrollo de Taylorde Y (t) = u(t, X(t)) a segundo orden, nos queda

dY = ut dt + ux dX +
1

2
uxx (dX)2.Ahora,

(dX)2 = (Gdt + H dB)2 = G2 (dt)2 + 2GH dtdB + H2 (dB)2 ∼ H2 dtdespreiando los términos de orden superior a dt. Reemplazando en la expresiónpara dY se obtiene lo deseado. La demostraión del teorema onsiste en haerrigurosas estas ideas.



34 La integral de It�Demostraión. Daremos sólo las ideas más importantes y asumiremos que u,
ux, uxx y ut son aotadas.Sea P = {0 = t0 < t1 < · · · < tn = t} una partiión del intervalo [0, t].Apliando la fórmula de Taylor,
u(t, X(t)) =u(0, X(0)) +

n−1
∑

k=0

(

u(tk+1, X(tk+1)) − u(tk, X(tk))
)

=u(0, X(0)) +

n−1
∑

k=0

(

ut∆tk + ux∆X(tk)

+
1

2
uxx(∆X(tk))2 + o(∆tk) + O(∆tk ∆X(tk)) + o((∆X(tk))2)

)

,donde las derivadas están evaluadas en (tk, X(tk)) y hemos �jado ∆tk = tk+1−tky ∆X(tk) = X(tk+1) − X(tk).Si haemos tender a ero la norma de la partiión |P | obtenemos, por de�ni-ión de la integral de Riemann,
n−1
∑

k=0

ut∆tk →
∫ t

0

ut(s, X(s)) dsy de la igualdad ∆X(tk) =
∫ tk+1

tk
G(s) ds+

∫ tk+1

tk
H(s) dB(s) y de la onstruiónde la integral de It�,

n−1
∑

k=0

ux∆X(tk) →
∫ t

0

ux(s, X(s))G(s) ds +

∫ t

0

ux(s, X(s))H(s) dB(s),on onvergenia en L2(P).El terer término onverge a la variaión uadrátia del proeso y usando queuna funión absolutamente ontinua tiene variaión uadrátia ero se obtiene(esta es la parte más ompliada de la demostraión, para los detalles, ver [12℄o [6℄)
n−1
∑

k=0

uxx(∆X(tk))2 →
∫ t

0

uxx(s, X(s))H2(s) ds.Los términos restantes tienden a ero, debido a la variaión �nita de ∫ ·

0
G(s) ds ya la variaión uadrátia �nita de ∫ ·

0 H(s) dB(s), que implia que las respetivasderivadas de mayor orden se anulan.Tenemos también, la versión n−dimensional.Teorema 3.15. Sea (H(t))t≥0 un proeso estoástio a valores en R
d×m onomponentes en V ∗ y un proeso adaptado (G(t))t≥0 a valores en R
d tal que

∫ t

0 |G(s)| ds < ∞, P−.s. para todo t > 0. De�nimos
X(t) :=

∫ t

0

G(s) ds +

∫ t

0

H(s) dB(s), t ≥ 0,



3.4 Ejeriios 35donde B es un Movimiento Browniano m−dimensional.Entones si u ∈ C1,2(R+×R
d; Rp) y de�nimos Y (t) := u(t, X(t)), se veri�a

Y (t) =Y (0) +

∫ t

0

(

ut(s, X(s)) + Dxu(s, X(s))G(s)

+
1

2

d
∑

i,j=1

uxixj
(s, X(s))

(

m
∑

i=1

Hil(s)Hjl(s)
)

)

ds

+

∫ t

0

Dxu(s, X(s))H(s) dB(s), t ≥ 0,donde Dxu = (∂xi
uj)1≤i≤d, 1≤j≤p es el Jaobiano de u.3.4. Ejeriios1. Sea Pn = {0 = tn0 < tn1 < . . . < tnkn

= T } una partiión de [0, T ] y
0 ≤ λ ≤ 1 �jo. De�nimos las sumas de Riemann

Rλ
n :=

kn
∑

j=0

B(τn
j )(B(tnj+1) − B(tnj )), τn

j := (1 − λ)tnj + (1 − λ)tnj+1.Entones
ĺım

n→∞
Rλ

n =
B(T )2

2
+

(

λ − 1

2

)

T, en L2(Ω).En partiular, si permitimos elegir arbitrariamente τn
j , Rn no tiene límite.2. Probar que

∫ t

0

B2 dB =
1

3
B(t)3 −

∫ t

0

B(s) ds.3. Probar que si G, H ∈ V , entones
E

(

∫ T

0

GdB

∫ T

0

H dB

)

= E

(

∫ T

0

GH dt

)

.4. Usar la fórmula de It� para probar que Y (t) := e
t
2 cos(B(t)) es una mar-tingala. (Usar el heho de que si G ∈ V entones I(t) :=

∫ t

0
GdB es unaMartingala.)5. Sea B un proeso de Wiener. Calular d(Bm), m ≥ 1.6. Sea B(·) = (B1, . . . , Bn) un Movimiento Browniano n−dimensional, y sea

Y (t) := |B(t)|2 − nt para tiempos t ≥ 0. Mostrar que Y (·) es una martin-gala. Sugerenia: Calular dY .



Capítulo 4Euaiones diferenialesestoástiasEn este apítulo estudiaremos, �nalmente, euaiones difereniales estoásti-as ordinarias. Comenzaremos de�niendo el onepto de soluión que usaremosen estas notas (soluión fuerte) y luego nos dediaremos a demostrar los teore-mas fundamentales de la teoría, es deir, los teoremas de existenia y uniidadde estas soluiones para una lase su�ientemente amplia de Euaiones Dife-reniales Estoástias Ordinarias.4.1. Soluiones fuertesEl onepto de soluión más simple que puede darse para una EuaiónDiferenial Ordinaria Estoástia es el de soluión fuerte. Este onepto es el quedesarrollaremos en estas notas y es su�iente para los propósitos que busamosen este urso. Cabe destaar que existen otros oneptos de soluiones más�exibles y que aplian a situaiones más generales. Para una disusión detalladasobre estos temas, referimos a [6℄.De�niión 4.1. Una soluión fuerte X de la euaión diferenial estoástia
dX(t) = b(t, X(t)) dt + σ(t, X(t)) dB(t), t ≥ 0 (4.1)donde b : R+×R

d → R
d, σ : R+×R

d → R
d×m son medibles, en el espaio deprobabilidades (Ω,F , P) on respeto al Movimiento Browniano m−dimensional

B y la ondiión iniial X0 sobre este espaio de probabilidades independientede B es un proeso estoástio (X(t))t≥0 que satisfae:1. X es adaptado a la �ltraión (Gt)t≥0, dada por G0
t := σ(X0)∨σ(B(s), 0 ≤

s ≤ t) y Gt es la ompletaión de ∩s<tG0
s on lo onjuntos P−nulos.



4.2 Teoremas de uniidad 372. X es un proeso ontinuo.3. P(X(0) = X0) = 1.4. P(
∫ t

0 |b(s, X(s))| + |σ(s, X(s))|2 ds < ∞) = 1 para todo t > 0.5. Con probabilidad 1, se tiene
X(t) = X(0) +

∫ t

0

b(s, X(s)) ds +

∫ t

0

σ(s, X(s)) dB(s), ∀ t ≥ 0.A lo largo de este apítulo, usaremos la notaión | · | para denotar, tantola norma eulídea en R
n, omo la norma de una matriz de R

d×n (norma deoperador).Observaión 4.2. A la funión b(t, x) se la llama usualmente la deriva (eninglés drift) y a σ(t, x) se la llama difusión (en inglés di�usion).Observaión 4.3. Se puede ver ([6℄, Seión 2.7) que la ompletaión de la�ltraión de un Movimiento Browniano es ontinuo a dereha. Es deir que Gtoinide on la ompletaión de G0
t .Veamos ahora la noión de uniidad. Diremos que (4.1) tiene la propiedadde uniidad fuerte si y sólo si la onstruión de soluión fuerte es únia sobreualquier espaio de probabilidades que posee los elementos B y X0 donde X0es una ondiión iniial arbitraria. Más preisamente, tenemos:De�niión 4.4. Deimos que la euaión (4.1) tiene uniidad fuerte, o que elpar (b, σ) tiene uniidad fuerte, si para todo espaio de probabilidad (Ω,F , P)que posee un Movimiento Browniano B y una variable aleatoria independiente

X0, dos soluiones fuertes ualesquiera X y X ′ de (4.1) on ondiión iniial
X0 veri�an

P(X(t) = X ′(t), ∀ t ≥ 0) = 1.Observaión 4.5. Como una soluión fuerte de (4.1) es, por de�niión, unproeso ontinuo, es su�iente veri�ar la siguiente ondiión, en prinipio,más débil omo vimos en el Capítulo 2.
P(X(t) = X ′(t)) = 1, ∀ t ≥ 0,en la de�niión anterior.4.2. Teoremas de uniidadEn esta seión enuniaremos y demostraremos los teoremas de uniidadfuerte para la euaión (4.1). Para ilustrar los resultados, omenemos on unejemplo.



38 Euaiones difereniales estoástiasConsideremos la euaión unidimensional
dX(t) = b(t, X(t)) dt + dB(t),on b : R+×R → R medible Borel, aotada y dereiente en la segunda variable.Entones esta euaión veri�a el prinipio de uniidad fuerte.En efeto, supongamos que se tienen X y X ′ dos soluiones fuertes en algúnespaio de probabilidad (Ω,F , P). Entones el proeso Y (t) := (X(t) − X ′(t))2veri�a, por It�,

dY (t) = 2(X(t) − X ′(t))(dX(t) − dX ′(t))

= 2(X(t) − X ′(t))(b(t, X(t)) − b(t, X ′(t))) ≤ 0, .s.Como Y (0) = (X(0) − X ′(0))2 = 0 sigue que Y (t) = 0 para todo t ≥ 0.Observemos que aún en el aso deterministio existen ejemplos elementalesde no uniidad de soluiones. Por ejemplo la euaión
ẋ(t) = |x(t)|α, 0 < α < 1

x(0) = 0tiene la familia de soluiones (τ ≥ 0)
xτ (t) =







(

1
1−α (t − τ)

)1/(1−α) si t ≥ τ

0 si t < τ.La ondiión usual que garantiza uniidad en el aso determinístio es la on-tinuidad Lipshitz del segundo miembro. Para euaiones estoástias la mismaondiión es su�iente.Comenemos por reordar el lásio Lema de Gronwall.Lema 4.6 (Lema de Gronwall). Sea T > 0, c ≥ 0 y u, v : [0, T ] → R+ funionesmedibles. Asumamos que u es aotada y v es integrable. Si se tiene que
u(t) ≤ c +

∫ t

0

u(s)v(s) ds, ∀ t ∈ [0, T ],entones
u(t) ≤ c exp

(

∫ t

0

v(s) ds
)

.Demostraión. La demostraión es lásia. Se puede ver en ualquier textode euaiones difereniales, omo por ejemplo [1℄.



4.2 Teoremas de uniidad 39Teorema 4.7. Supongamos que b y σ son loalmente Lipshitz ontinuas en lavariable espaial, es deir, para todo n ∈ N existe una onstante Kn > 0 tal quepara todo t ≥ 0 y todo x, y ∈ R
d on |x|, |y| ≤ n se tiene

|b(t, x) − b(t, y)| + |σ(t, x) − σ(t, y)| ≤ Kn|x − y|.Entones el prinipio de uniidad fuerte vale para (4.1)Demostraión. Sean X y X ′ dos soluiones de (4.1) on misma ondiióniniial X0 en un espaio de probabilidad omún (Ω,F , P).De�nimos los siguientes tiempos de parada
τn := ı́nf{t > 0 | |X(t)| ≥ n}, τ ′

n := ı́nf{t > 0 | |X ′(t)| ≥ n}para n ∈ N. Entones, si τ∗
n := τn ∧ τ ′

n, tenemos que τ∗
n → ∞ uando n → ∞,

P−.s.Ahora
X(t ∧ τ∗

n) − X ′(t ∧ τ∗
n) =

∫ t∧τ∗

n

0

(

b(s, X(s)) − b(s, X ′(s))
)

ds

+

∫ t∧τ∗

n

0

(

σ(s, X(s)) − σ(s, X ′(s))
)

dB(s).Usando ahora la isometría de It�, la desigualdad de Cauhy-Shwarz y laLipshitzianidad loal de b y σ se obtiene
E
[

|X(t ∧ τ∗
n) − X ′(t ∧ τ∗

n)|2
]

≤2E

[(

∫ t∧τ∗

n

0

|b(s, X(s)) − b(s, X ′(s))| ds
)2]

+ 2

∫ t

0

E[|σ(s, X(s)) − σ(s, X ′(s))|21[0,t∧τ∗

n]] ds

≤2TK2
n

∫ t

0

E
[

|X(s ∧ τ∗
n) − X ′(s ∧ τ∗

n)|2
]

ds

+ 2K2
n

∫ t

0

E
[

|X(s ∧ τ∗
n) − X ′(s ∧ τ∗

n)|2
]

ds.Luego, por el Lema de Gronwall, onluimos que
E
[

|X(t ∧ τ∗
n) − X ′(t ∧ τ∗

n)|2
]

= 0, ∀ t ∈ [0, T ∧ τ∗
n ].Haiendo primero n → ∞ y después T → ∞ se dedue que

P(X(t) = X ′(t)) = 1, ∀ t ≥ 0.El teorema queda entones demostrado graias a la observaión 4.5.A partir del Teorema 4.7 se obtiene fáilmente el siguiente orolario,



40 Euaiones difereniales estoástiasCorolario 4.8. Supongamos que σ y b satisfaen las hipótesis del Teorema 4.9y que X es la soluión de (4.1). Supongamos también que σ′ y b′ satisfaen (4.2)y (4.3) y que X ′ es la soluión de
dX ′ = b′(t, X ′(t)) dt + σ′(t, X ′(t)) dB(t).Supongamos además que existe K > 0 tal que
σ′(t, x) = σ(t, x), b′(t, x) = b(t, x)para |x| ≤ K, t > 0. Entones si de�nimos el tiempo de parada τ omo

τ := ı́nf{t > 0 | máx(|X(t)|, |X ′(t)|) > K},se tiene que
P(X(t) = X ′(t) para todo t < τ) = 1.Demostraión. La demostraión de este lema es evidente y queda omo ejer-iio (ver [12℄, Corolario 11.10).4.3. Teoremas de ExisteniaEn la teoría determinístia de euaiones difereniales ordinarias, usualmentese prueba la existenia de soluiones para tiempos pequeños bajo la hipótesisde que el segundo miembro sea loalmente Lipshitz. En la teoría de euaionesdifereniales estoástias, resulta más onveniente resolver primero la euaiónglobalmente (on hipótesis de Lipshitzianidad global) y luego usar un argu-mento de aproximaión on tiempos de parada para resolver la EDO hasta untiempo de explosión estoástio.Estableeremos primero un teorema de existenia bajo hipótesis fuertes sobreel reimiento de las funiones b y σ y luego iremos debilitando esas suposiiones.Teorema 4.9. Supongamos que los oe�ientes b y σ veri�an las siguienteshipótesis de reimiento lineal y Lipsitzianidad global:

|b(t, x) − b(t, y)| + |σ(t, x) − σ(t, y)| ≤ K|x − y|, ∀x, y ∈ R
d, t ≥ 0 (4.2)

|b(t, x)| + |σ(t, x)| ≤ K(1 + |x|), ∀x ∈ R
d, t ≥ 0, (4.3)para alguna onstante K > 0. Más aún, supongamos que en algún espaio deprobabilidad (Ω,F , P) existe un Movimiento Browniano m−dimensional B yuna ondiión iniial X0 on E[|X0|2] < ∞.Entones existe una soluión fuerte de (4.1) on ondiión iniial X0 en esteespaio de probabilidad. Además se tiene que esta soluión X veri�a

E[|X(t)|2] ≤ C(1 + E[|X0|2])eCt2 , t ≥ 0,para alguna onstante C > 0.



4.3 Teoremas de Existenia 41Demostraión. La demostraión usa la misma estrategia que el aso deter-minístio. Se onstruyen aproximaiones suesivas y luego se usa el Teorema dePunto Fijo de Banah para demostrar la onvergenia de la suesión.Más preisamente, se de�nen de manera indutiva:
X0(t) := X0, t ≥ 0, (4.4)

Xn+1(t) := X0 +

∫ t

0

b(s, Xn(s)) ds +

∫ t

0

σ(s, Xn(s)) dB(s), t ≥ 0. (4.5)De la misma de�niión, sigue que los proesos (Xn(t))t≥0 son ontinuos y adap-tados a la �ltraión generada por X0 y (B(t))t≥0.Sea T > 0. A�rmamos que, para todo t ∈ [0, T ], se tiene
E

[

sup
0≤s≤t

|Xn+1(s) − Xn(s)|2
]

≤ C1
(C2t)

n

n!
(4.6)para iertas onstantes C1, C2 > 0 independientes de t y de n y C2 = O(T ).Veamos que (4.6) implia el resultado deseado. En efeto, de la desigualdadde Chebyshev, se obtiene

P

(

sup
0≤s≤T

|Xn+1(s) − Xn(s)| > 2−n−1
)

≤ 4C1
(4C2T )n

n!
.El término de la dereha es sumable sobre n, luego por el Lema de Borel�Cantelli,onluimos

P

(para in�nitos n : sup
0≤s≤T

|Xn+1(s) − Xn(s)| > 2−n−1
)

= 0.Luego, dado ω ∈ Ω, existe N = N(ω) variable aleatoria �nita P−.s., tal que
sup
m≥1

sup
0≤s≤T

|Xn+m(s) − Xn(s)| ≤ 2−n,para todo n ≥ N(ω). En partiular, (Xn(·))n∈N forma una suesión de Cauhy
P−.s. y onverge a un límite X(s), s ∈ [0, T ]. Obviamente, el límite X nodepende de T y por ende está de�nido en R+.Como la onvergenia es uniforme, X(t) es ontinuo y omo los proesos Xnson adaptados, sigue que X lo es.Tomando límite en la euaión (4.5), se ve que X es soluión de la euaióndiferenial estoástia (4.1) hasta el tiempo T , puesto que

sup
0≤s≤T

|b(s, Xn(s), s) − b(s, X(s))| ≤ K sup
0≤s≤T

|Xn(s) − X(s)| → 0 (en L2(P)),

E

[

|σ(·, Xn(·)) − σ(·, X(·))|2V ([0,T ])

]

≤ K2T sup
0≤s≤T

E

[

|Xn(s) − X(s)|2
]

→ 0.Finalmente, de (4.6), sumando sobre n y poniendo t = T se obtiene laestimaión para E[|X(t)|2].



42 Euaiones difereniales estoástiasQueda entones probar la estimaión (4.6). La misma es una onseueniade la desigualdad de Doob (Teorema 2.30):
E

[

sup
0≤s≤t

|Xn+1(s) − Xn(s)|2
]

≤ 2E

[

sup
0≤s≤t

∣

∣

∣

∫ s

0

b(τ, Xn(τ)) − b(τ, Xn−1(τ)) dτ
∣

∣

∣

2]

+ 2E

[

sup
0≤s≤t

∣

∣

∣

∫ s

0

σ(τ, Xn(τ)) − σ(τ, Xn−1(τ)) dB(τ)
∣

∣

∣

2]

≤ 2K2t

∫ t

0

E
[

|Xn(τ) − Xn−1(τ)|2
]

dτ + 2DK2

∫ t

0

E
[

|Xn(τ) − Xn−1(τ)|2
]

dτ

≤ (2K2TC1 + 2DK2)Cn−1
2

tn

n!
.Eligiendo C2 = 2K2(TC1 + D)/C1 = O(T ) se obtiene el resultado.Combinando el Corolario 4.8 on el Teorema 4.9, se demuestra el siguienteresultado.Teorema 4.10. Supongamos que b y σ son loalmente Lipshitz. Entones laeuaión diferenial estoástia

dX = b(t, X) dt + σ(t, X) dBtiene una únia soluión hasta un tiempo maximal de parada τ .Demostraión. Vamos a extender la demostraión del Teorema 4.9 usandoun método de trunaión y apliando el Corolario 4.8.En efeto, para ada n ∈ N de�nimos
bn(t, x) =

{

b(t, x) si |x| < n

0 si |x| > 2n
y σn(t, x) =

{

σ(t, x) si |x| < n

0 si |x| > 2ny bn y σn son interpoladas para n ≤ |x| ≤ 2nSea Xn(t) la soluión de dXn = bn(t, Xn) dt + σn(t, Xn) dB. De�nimos lostiempos de parada τn := ı́nf{t > 0 | |Xn(t)| ≥ n}, luego por el Corolario 4.8tenemos que Xn(t) = Xm(t) para t ≤ mı́n{τn, τm} de donde se puede de�nir
τ := ĺım

n→∞
τn y X(t) = Xn(t) para t < τn.Observemos que (τn)n∈N es monótona, luego el límite de la suesión está biende�nido.La variable aleatoria τ está bien de�nida puesto que la suesión (τn)n∈Nes monótona y es un tiempo de parada (puede ser τ = ∞ en un onjunto deprobabilidad positiva). El proeso X está bien de�nido hasta τ y es una soluiónde (4.1) hasta τ .



4.4 Ejemplos 434.4. EjemplosEjemplo 1. Euaiones lineales. Sea B un Movimiento Browniano unidimen-sional y g una funión ontinua (no una variable aleatoria). Entones la úniasoluión de
{

dX = gXdB

X(0) = 1es
X(t) = e−

1
2

∫

t

0
g2 ds+

∫

t

0
g dB.De heho, el proeso

Y (t) := −1

2

∫ t

0

g2 ds +

∫ t

0

g dBveri�a
dY = −1

2
g2 dt + g dB.Usando la fórmula de It� para u(x) = ex nos da

dX = ux dY +
1

2
uxx g2 dt = eY

(

−1

2
g2 dt + g dB +

1

2
g2 dt

)

= gX dB.Ejemplo 2. Euaiones lineales II. De la misma forma se prueba que laúnia soluión de
{

dX = fX dt + gX dB,

X(0) = 1es
X(t) = e

∫

t

0
f− 1

2 g2 ds+
∫

t

0
g dB.Ejemplo 3. Preios de aiones. Sea P (t) el preio de una determinada a-ión a tiempo t. Podemos modelar la evoluión de P (t) en el tiempo suponiendoque dP

P , el ambio relativo del preio evoluiona de auerdo a la euaión
dP

P
= µ dt + σ dBpara iertas onstantes µ y σ, llamadas drift y volatilidad respetivamente. Porlo tanto

P (t) = p0e
σB(t)+(µ−σ2

2 )t.Donde p0 es el preio iniial de la aión. Observemos que P (t) es siemprepositivo si p0 lo es.Además, omo
E

[
∫ t

0

σP dB

]

= 0



44 Euaiones difereniales estoástiastenemos que
E[P (t)] = p0 +

∫ t

0

µE[P (s)] ds.y por lo tanto
E[P (t)] = p0e

µt.Es deir que el valor esperado del preio de la aión oinide on el de lasoluión de la euaión sin ruido (σ = 0).Ejemplo 4. El puente Browniano. La soluión de la euaión estoástia
{

dW = − W
1−t dt + dB,

W (0) = 0,es
W (t) = (1 − t)

∫ t

0

1

1 − s
dB, (0 ≤ t < 1),omo pude veri�arse de forma similar a los ejemplos anteriores. Resulta quepara asi todo ω, W (t) → 0 uando t → 1−. A este proeso se lo llama PuenteBrowniano, entre el origen a tiempo 0 y a tiempo 1. Aparee en muhas aplia-iones.4.5. Ejeriios1. Sea g : R → R ontinua. Probar que

E
(

e
∫

T

0
g dB

)

= e
1
2

∫

T

0
g2 ds.Sugerenia: Sea Y (t) := e

∫

t

0
g dB− 1

2

∫

t

0
g2 ds ¾qué euaión veri�a Y ?2. Resolver la SDE dX = −X dt + e−t dB.3. Resolver la SDE dX = 1

2e−2X dt + e−X dB, X(0) = x0 y probar que NOestá de�nida para todo tiempo.4. Idem para la SDE dX = X3 dt + X2 dB, X(0) = 1. Más aún, probar queno existe ningún intervalo de tiempo [0, ε) en donde exista una soluión deesta euaión.



Capítulo 5ExplosionesEn este apítulo estudiaremos euaiones difereniales estoástias en dimen-sión uno y nos enfoaremos en deidir uándo el tiempo maximal de existeniaes una variable aleatoria �nita on probabilidad positiva. Este fenómeno se de-nomina explosión. Mostraremos un riterio para determinar uándo ourre elfenómeno de explosión en dimensión uno (Test de Feller).En el aso determinístio, i.e. σ = 0, existe un riterio muy simple paradeterminar si las soluiones están de�nidas para todo tiempo o si se produeexplosión en tiempo �nito para dimensión uno (ver Ejeriio 1). Sin embargo,para sistemas no se onoe ningún riterio general que determinar la existeniade explosiones (ondiiones neesarias y su�ientes).Por ende, no es de extrañar que lo mismo sueda en el aso estoástio.Queremos realar que para sistemas de euaiones estoástias existe tambiénun riterio (Test de Khasminskii) que da ondiiones para determinar explo-siones y también (otras) para garantizar existenia global, pero no araterizael fenómeno omo en el aso unidimensional. Ver [12℄, Seión 52.5.1. Eliminaión del driftEn esta seión estudiaremos el método de eliminaión del drift. Esto seráde gran utilidad en la seión siguiente donde estableeremos ondiiones su�-ientes para garantizar la explosión de las soluiones de euaiones diferenialesestoástias en dimensión uno.Para simpli�ar la exposiión onsideraremos euaiones autónomas, es deirtanto el drift omo la difusión son funiones independientes del tiempo. Ensíntesis, la euaión a onsiderar es
dX = b(X) dt + σ(X) dB (5.1)



46 Explosionesdonde b, σ : R → R son loalmente Lipshitz, y se satisfae
σ2(x) > 0 para todo x ∈ R (5.2)Tomemos ahora p : R → R una funión de lase C2 y alulemos la euaiónque satisfae Y := p(X) si X es una soluión de (5.1). Apliando el álulo deIt� (Observaión 3.14), obtenemos

dY =
(

p′(X)b(X) +
1

2
p′′(X)σ2(X)

)

dt + p′(X)σ(X) dB.Luego si p es tal que
p′b +

1

2
p′′σ2 = 0, (5.3)obtenemos que Y veri�a

dY = σ̃(Y ) dBdonde σ̃(y) = (p′σ) ◦ p−1(y).Debemos entones veri�ar que (5.3) tiene una soluión on las propiedadesrequeridas, que permitan haer rigurosos los álulos formales realizados.En efeto, �jamos ξ ∈ R y tomamos
p(x) :=

∫ x

ξ

exp
(

− 2

∫ s

ξ

b(τ)

σ2(τ)
dτ
)

ds, x ∈ R. (5.4)Luego, p es soluión de (5.3) de lase C2 y veri�a
p′(x) = exp

(

− 2

∫ x

ξ

b(τ)

σ2(τ)
dτ
)

> 0lo que implia que p es estritamente monótona y por ende inversible on p−1 :
(p(−∞), p(∞)) → I de lase C2.Lo que hae que este método sea útil en el estudio de explosiones es el hehode que si bien la soluión X de (5.1) puede explotar en tiempo (aleatorio) �nito,
Y está de�nida globalmente. De heho se tiene:Proposiión 5.1. Sea σ : R → R loalmente Lipshitz. Entones las soluionesde

dY = σ(Y ) dBestán de�nidas para todo tiempo y son martingalas.La demostraión de este heho se enuentra en [6℄, apítulo 5.



5.2 El Test de Feller para explosiones 475.2. El Test de Feller para explosionesSea X una soluión de (5.1) on X(0) = x0 ∈ R. Tratemos de determinar si
X está de�nido para todo tiempo o no.Para eso, de�nimos los tiempos de parada

Ta,b = ı́nf
{

t ≥ 0 |X(t) 6∈ (a, b)
}

, −∞ < a < b < ∞.El objetivo ahora será obtener informaión sobre la variable Ta,b. Para eso,tomemos M : R → R una funión C2 y apliquemos la regla de It� al proeso
Y (t) = M(X(t)). Por la Observaión 3.14 tenemos

dY =
(

M ′(X)b(X) +
1

2
M ′′(X)σ2(X)

)

dt + M ′(X)σ(X) dB.Si elegimos M de manera tal que M ′b + 1
2M ′′σ2 = −1 se obtiene

M(X(t ∧ Ta,b)) = M(x0) − t ∧ Ta,b +

∫ t∧Ta,b

0

M ′(X(s))σ(X(s)) dB.Si M ≥ 0, tomando esperanza,
E[t ∧ Ta,b] = M(x0) − E[M(X(t ∧ Ta,b))] ≤ M(x0) < ∞. (5.5)Haiendo ahora t → ∞ se llega a E[Ta,b] ≤ M(x0) < ∞. En otras palabras,

X sale del intervalo (a, b) on probabilidad uno y lo hae en tiempo esperado�nito. Heha esta observaión, si asumimos además que M(a) = M(b) = 0, setiene
ĺım

t→∞
E[M(X(t ∧ Ta,b))] = 0y ombinando esto on (5.5) onluimos que

E[Ta,b] = M(x0), a < x0 < b. (5.6)Antes de proseguir observemos que efetivamente existe una tal M . La mismaes la únia soluión del problema
{

bM ′ + 1
2σ2M ′′ = −1 a < x < b,

M(a) = M(b) = 0
(5.7)que es no negativa, por el prinipio del máximo. Observemos que M dependede a y b (ver el Ejeriio 2).Como Ta,b < ∞ .s. tenemos X(Ta,b) = a ó X(Ta,b) = b. Tratemos ahora dealular las probabilidades de estos eventos. Repetimos el mismo proedimientoque hiimos on M(X) para p(X) donde p es la funión de�nida en (5.4). Setiene

p(X(t ∧ Ta,b)) = p(x0) +

∫ t∧Ta,b

0

p′(X(s))σ2(X(s)) dB.



48 ExplosionesTomando esperanza y haiendo t → ∞, obtenemos
E[p(X(Ta,b))] = p(x0),pero omo X(Ta,b) toma sólo dos valores, esta esperanza se alula fáilmente.De heho

E[p(X(Ta,b))] = p(a)P(X(Ta,b) = a) + p(b)P(X(Ta,b) = b),de donde se obtiene
P(X(Ta,b) = a) =

p(b) − p(x0)

p(b) − p(a)
, P(X(Ta,b) = b) =

p(x0) − p(a)

p(b) − p(a)
. (5.8)Neesitaremos ahora un resultado de onvergenia para martingalas que sepuede enontrar en [6℄, Teorema 3.8 y Problema 3.16.Lema 5.2. Sea (M(t))t≥0 una supermartingala ontinua y no negativa. En-tones X∞ = ĺımt→∞ X(t) existe asi seguramente.Tenemos ahora la siguiente proposiión fundamental.Proposiión 5.3. Sea X una soluión de (5.1) on dato iniial determinístio

x0 ∈ R y sea p la funión de�nida por (5.4). Sea τ el tiempo maximal deexistenia de X. Se distinguen uatro asos:1. Si p(−∞) = −∞ y p(∞) = ∞, entones
P(τ = ∞) = 1.2. Si p(−∞) > −∞ y p(∞) = ∞, entones

P

(

ĺım
tրτ

X(t) = −∞
)

= P

(

sup
0<t<τ

X(t) < ∞
)

= 1.3. Si p(−∞) = −∞ y p(∞) < ∞, entones
P

(

ĺım
tրτ

X(t) = ∞
)

= P

(

ı́nf
0<t<τ

X(t) > −∞
)

= 1.4. Si p(−∞) > −∞ y p(∞) < ∞, entones
P

(

ĺım
tրτ

X(t) = −∞
)

= 1 − P

(

ĺım
tրτ

X(t) = ∞
)

=
p(∞) − p(x0)

p(∞) − p(−∞)
.Observaión 5.4. En el aso 1 la soluión X está globalmente de�nida. Enlos asos 2, 3 y 4 la soluión tiende a in�nito on probabilidad 1 uando t ր τ ,pero no podemos determinar aún, si τ es �nito o no.



5.2 El Test de Feller para explosiones 49Demostraión. Para el aso 1, de (5.8) para −∞ < a < x0 < b < ∞ tenemos
P

(

ı́nf
0<t<τ

X(t) ≤ a
)

≥ P(X(Ta,b) = a) =
p(b) − p(x0)

p(b) − p(a)
. (5.9)Haiendo tender b ր ∞ tenemos

P

(

ı́nf
0<t<τ

X(t) ≤ a
)

= 1, ∀ a ∈ R,y haiendo tender a ց −∞, obtenemos
P

(

ı́nf
0<t<τ

X(t) = −∞
)

= 1.El mismo argumento muestra que
P

(

sup
0<t<τ

X(t) = ∞
)

= 1.Supongamos que P(τ < ∞) > 0, entones el evento
{

ĺım
tրτ

X(t) = −∞ ó ĺım
tրτ

X(t) = ∞
}tiene probabilidad positiva, luego, los eventos

{

sup
0<t<τ

X(t) = ∞
} y {

ı́nf
0<t<τ

X(t) = −∞
}

,no pueden ambos tener probabilidad uno ontradiiendo lo que aabamos demostrar. Por lo tanto, P(τ = ∞) = 1.Para ver 2, de manera análoga al aso anterior, (5.9) implia que
P( ı́nf

0<t<τ
X(t) = −∞) = 1.Por otro lado, de (5.8) tenemos

P(X(Ta,b) = b) =
p(x0) − p(a)

p(b) − p(a)y haiendo a ց −∞, llegamos a
P(X(t) = b, para algún 0 < t < τ) =

p(x0) − p(−∞)

p(b) − p(−∞)
.Si ahora haemos b ր ∞ se obtiene que P(sup0<t<τ X(t) = ∞) = 0. Luego,hemos probado que

P

(

ı́nf
0<t<τ

X(t) = −∞
)

= P

(

sup
0<t<τ

X(t) < ∞
)

= 1.



50 ExplosionesResta probar que el límite ĺımt→τ X(t) existe on probabilidad uno. Para esto,sea Y n(t) := p(X(t ∧ τn)) − p(−∞). Luego, (Y n(t))t≥0 es una supermartin-gala no negativa (ejeriio!). Luego, por el Lema 5.2, onverge asi seguramenteuando t → ∞. Como p : [−∞,∞) → R tiene una inversa ontinua, sigue que
ĺımt→τ X(t) existe asi seguramente.El aso 3 es análogo al aso 2 y el aso 4 sale tomando límite a ց −∞ y
b ր ∞ en (5.8).Queremos ahora busar ondiiones neesarias y su�ientes que garantienque τ es �nito on probabilidad positiva (o uno!). Para esto usaremos el siguienteresultado de euaiones difereniales ordinarias, uya prueba se enuentra en [6℄,Lema 5.26.Lema 5.5. Sea u(x) la soluión de la euaión

{

1
2σ2u′′ + bu′ = u en R

u(0) = 1, u′(0) = 0.Sea v(x) la funión dada por
v(x) = 2

∫ x

0

p(x) − p(y)

p′(y)σ2(y)
dy. (5.10)Entones u ∈ C2(R), es estritamente reiente para x > 0 y estritamentedereiente para x < 0. Más aún, tenemos

1 + v(x) ≤ u(x) ≤ ev(x). (5.11)Observaión 5.6. La funión v se introdue porque es �senilla� de alular,en ontraposiión on u. De heho, (5.11) die que u es �nita, si y sólo si v loes. Con la ayuda de este Lema podemos probar el Test de Feller.Teorema 5.7 (Test de Feller para explosiones). Sea X una soluión de (5.1)on ondiión iniial determinístia x0 ∈ R. Entones
P(τ = ∞) = 1 si y sólo si v(−∞) = v(∞) = ∞.Demostraión. Sea Zn(t) := u(X(t∧τn)). Usando la fórmula de It� (Teorema3.13), tenemos

Zn(t) = Zn(0) +

∫ t∧τn

0

u(X(s)) ds +

∫ t∧τn

0

u′(X(s))σ(X(s)) dBLuego, si de�nimos Mn(t) := e−(t∧τn)Zn(t), nos queda
Mn(t) = Mn(0) +

∫ t∧τn

0

e−su′(X(s))σ(X(s)) dB



5.2 El Test de Feller para explosiones 51De�nimos ahora M(t) = ĺımn→∞ Mn(t) = e−(t∧τ)u(X(t ∧ τ)), 0 ≤ t < ∞.Nuevamente, omo (M(t))t≥0 es una supermartingala ontinua (ver [6℄ pag.349), por el Lema 5.2, tenemos que
M∞ := ĺım

t→∞
M(t) = ĺım

t→∞
e−(t∧τ)u(X(t ∧ τ)) (5.12)existe y es �nito on probabilidad uno.Supongamos ahora que v(−∞) = v(∞) = ∞. Por (5.11), tenemos que

u(−∞) = u(∞) = ∞, pero (5.12) muestra que M∞ = ∞ .s. en el evento
{τ < ∞}, de donde P(τ < ∞) = 0.Supongamos ahora que v(∞) < ∞ (si v(−∞) < ∞ es análogo). Por (5.11),tenemos que u(∞) < ∞. Sin pérdida de generalidad, podemos asumir que c <
x0 < ∞ y de�nimos Tc := ı́nf{t > 0 |X(t) = c}. De manera análoga al asoanterior, podemos onluir que el proeso

M(t ∧ Tc) = e−(t∧τ∧Tc)u(X(t ∧ τ ∧ Tc)), 0 ≤ t < ∞,tiene límite asi seguro para t → ∞ y que es una martingala (luego tiene esper-anza onstante). De ahí onluimos que
u(x0) = E[e−(τ∧Tc)u(X(τ ∧ Tc))] = u(∞)E[e−τ

1{τ<Tc}] + u(c)E[e−Tc1{Tc<τ}].Si P(τ = ∞) = 1, la identidad de arriba die que u(x0) = u(c)E[e−Tc ] ≤ u(c),lo que ontradie el heho de que u es estritamente reiente en [c, x0]. Luego
P(τ = ∞) < 1.Finaliemos este apítulo on un riterio para determinar si P(τ < ∞) = 1.Proposiión 5.8. Se tiene que P(τ < ∞) = 1 si y sólo si se veri�a alguna delas siguientes tres posibilidades:1. v(∞) < ∞ y v(−∞) < ∞.2. v(∞) < ∞ y p(−∞) = −∞.3. v(−∞) < ∞ y p(∞) = ∞.En el primer aso, se tiene además que E[τ ] < ∞.Demostraión. Supongamos primero que 1 vale. Luego se tiene también que
p(∞) < ∞ y p(−∞) > −∞ (ver el ejeriio 6 de este apítulo).Consideremos la funión M(x) dada por la soluión de la euaión

{

1
2σ2M ′′ + bM ′ = −1 en R

M(−∞) = M(∞) = 0Tal M existe pues |p(±∞)| < ∞. Ver [6℄, Observaión 5.33.El mismo proedimiento que usamos para obtener (5.6) nos da E[τ ] < ∞.



52 ExplosionesSupongamos ahora que vale 2. Tomemos los siguientes tiempos de parada
Ln := ı́nf{t > 0 |X(t) ≤ −n}, n ≥ 1

T∞ := ı́nf{t > 0 |X(t) = ∞},
T−∞ := ı́nf{t > 0 |X(t) = −∞} = ĺım

n→∞
Ln.Como v(∞) < ∞ y v(−n) < ∞, obtenemos omo en el aso anterior, tomando

M la soluión de
{

1
2σ2M ′′ + bM ′ = −1 en (−n,∞)

M(−n) = M(∞) = 0,que E[Ln ∧ T∞] < ∞ para todo n ∈ N.Por otra parte, por el ejeriio 6 de este apítulo, p(∞) < ∞, luego estamosen el aso 3 de la Proposiión 5.3 y por lo tanto, para asi todo ω ∈ Ω, Ln(ω) =
∞ si n es su�ientemente grande. Luego τ(ω) = T∞(ω) < ∞.El aso 3 es análogo.Supongamos ahora que P(τ < ∞) = 1. Entones por el Teorema 5.7, v(∞) <
∞ o v(−∞) < ∞. Consideramos v(−∞) < ∞ (el otro es análogo) y asumamosque 1, 2 y 3 no valen. Entones p(∞) < ∞ = v(∞) y p(−∞) > −∞ (verel ejeriio 6). Entones estamos en el aso 4 de la Proposiión 5.3 y A :=
{ĺımt→τ X(t) = ∞)} tiene probabilidad positiva.Sea ahora M(t) = e−(t∧τ)u(X(t ∧ τ)) el proeso onsiderado en la de-mostraión del Teorema 5.7. Luego la variable aleatoria M∞ dada por (5.12) es�nita .s.Como v(∞) = ∞ sigue que u(∞) = ∞ y luego por la de�niión de M∞obtenemos que τ = ∞ en A. Esto muestra que P(τ < ∞) < 1 lo que ontradienuestra suposiión.La prueba queda terminada.5.3. Ejeriios1. Probar que las soluiones de la euaión determinístia

ẋ = b(x), x(0) = x0,explotan en tiempo �nito si y sólo si
∫ ∞

x0

1

b(s)
ds < ∞y hallar el tiempo de explosión.2. Probar que la euaión (5.7) tiene una únia soluión que es de lase C2 ypositiva.



5.3 Ejeriios 533. Sea B un Movimiento Browniano unidimensional. Probar que B sale deualquier intervalo (a, b) en tiempo �nito on probabilidad uno y alularla esperanza del tiempo de salida.4. La funión p de�nida por (5.4) depende de ξ. Notemos luego p = pξ. Probarque para todo c ∈ R se tiene
pc(x) = pc(ξ) + p′c(ξ)pξ(x).Conluir que la �nitud o in�nitud de pξ(±∞) no depende de ξ y que laantidad

pξ(x0) − pξ(a)

pξ(b) − pξ(a)es independiente de ξ.5. Para el proeso X(t) = µt + σB(t) en R on µ > 0 y σ2 > 0 onstantes,tenemos que (para ξ = 0) p(x) = (1− e−βx)/β donde β = 2µ/σ2. Conluirque se está en el aso 3 de la Proposiión 5.3.6. Probar las impliaionesa) p(∞) = ∞ ⇒ v(∞) = ∞b) p(−∞) = −∞ ⇒ v(−∞) = ∞7. Tomar σ(x) = 1a) Si b(x) = 3
2x2, mostrar que P(τ < ∞) = 1.b) Si b(x) = 2x3, mostrar que E[τ ] < ∞.8. Considerar la euaión

dX = −X dt +
√

2(1 + x2) dB.Disutir la posibilidad de explosión.9. Sean b y σ tales que existen onstantes positivas κ1, κ2 que veri�an
κ1 ≤ σ2(s) ≤ κ2b(s),

∫ ∞

0

1

b(s)
ds < ∞.Probar que entones las soluiones de (5.1) explotan on probabilidad 1.



Capítulo 6Aproximaiones numériasComo pudo apreiarse en los apítulos anteriores, soluiones explíitas paralas soluiones de las SDEs se enuentran solo en ejemplos muy partiulares y esraro enontrarlas en las apliaiones. Por lo tanto se han desarrollado métodosnumérios para aproximarlas. En esta seión daremos una breve introduión aeste problema. Consideraremos solamente el método de Euler, para un estudiomás profundo del tema puede onsultarse [7, 10℄.6.1. El Método de Euler-MaruyamaEn busa de aproximaiones numérias para las soluiones de (5.1), omen-zaremos tratando el aso que la soluión esta de�nida en un intervalo deter-minístio [0, T ], esto puede garantizarse si las funiones b, σ son globalmenteLipshitz. En ese aso, onsideramos una partiión uniforme
0 ≤ t1 < t2 < . . . < tN = T,on h = ti+1 − ti = T/N . La aproximaión de Euler-Maruyama Y de (4.1) estádada por

Yi+1 = Yi + hb(ti, Xi) + σ(t, Xi)∆Bi, Y0 = X0,donde ∆Bi = B(ti+1)−B(ti) denota los inrementos del proeso de Wieneren el intervalo [ti+1− ti] y están representados por variables aleatorias normalesindependientes on media ero y varianza h. Por onvenienia onsideraremosa Y omo un proeso ontinuo en [0, S], para ello se puede onsiderar ualquierinterpolante ontinua que satisfaga Y (ti) = Yi, 1 ≤ i ≤ N .Bajo ondiiones de regularidad, estas aproximaiones onvergen a la solu-ión de (4.1) uando h → 0 bajo diferentes noiones de onvergenia.A grandes rasgos podemos lasi�ar las diferentes noiones de onvergeniaque apareen en la literatura en dos, según si lo que se quiere aproximar es



6.2 El aso de explosiones 55(a) aproximar las trayetorias, ó(b) aproximar las distribuiones.Las noiones de onvergenia asoiadas a estas dos opiones se denominanfuerte y débil respetivamente.De�niión 6.1. Diremos que la aproximaión numéria Y de la soluión exata
X de (4.1) onverge en sentido fuerte on orden γ si existe una onstante K talque

E

[

sup
0≤t≤S

|X(t) − Y (t)|
]

≤ Khγ ,para todo 0<h <1. Y diremos que onverge en sentido débil on orden β si paratodo polinomio g, existe Kg tal que
| sup
0≤t≤S

E[g(X(t))] − E[g(Y (t)]| ≤ Kgh
β ,para todo 0<h <1.Ambos riterios se reduen, para el aso determinístio b ≡ 0 al riterio usualde onvergenia para EDOs.Para simular la realizaión de una aproximaión de Euler, es neesario gener-ar variables aleatorias normales independientes. En la prátia se utilizan gen-eradores de números pseudo-aleatorios por métodos de ongruenia lineal o no-lineal (ver [7, 8℄).6.2. El aso de explosionesEl método desrito en la seión previa no se aplia al aso de soluioneson explosiones por varias razones: en primer lugar, las ondiiones de regular-idad neesarias para tener onvergenia no están disponibles en este ontexto,en segundo lugar, las aproximaiones numérias desritas están de�nidas glob-almente, on lo ual nuna pueden ser una buena aproximaión de una soluiónque explota. Por último, omo vimos en el apítulo anterior, uanto tenemossoluiones que explotan en general no existe ningún intervalo de tiempo deter-minístio [0, T ] en donde la soluión esté de�nida.Una forma de soluionar este problema es onsiderar pasos de tiempo adap-tivos, es deir que el paso h en lugar de ser onstante, pasa a ser aleatorio y sealula en funión del valor que va tomando la aproximaión numéria. En [4℄se onsidera este tipo de métodos, donde el paso es adaptado de manera tal dereproduir el omportamiento de las soluiones.Al onsiderar métodos numérios para euaiones on soluiones que ex-plotan, algunas de las propiedades más importantes que debe tener un métodoson



56 Aproximaiones numérias1. Convergenia de las soluiones. Esto en general no es posible en todo elintervalo donde está de�nida la soluión, inluso en el aso determinístio,pero si es posible obtener onvergenia en ualquier intervalo de tiempoompato en donde la soluión exata esté de�nida.2. Reproduión de las explosiones. Las aproximaiones numérias deben ex-plotar también en tiempo �nito si la soluión exata lo hae, al menosuando el parámetro de la malla es pequeño.3. Convergenia de los tiempos de explosión. Los tiempos de explosión de lasaproximaiones numérias deben onverger a los de la soluión ontinua enalgún sentido.Un forma de lograr estas propiedades es onsiderar omo paso de tiempo
hi =

h

b(Yi)
.De esta forma, a medida que la soluión ree, el paso de tiempo se va ahiandopara poder aptar la singularidad que se está desarrollando.Bajo las hipótesis del Ejeriio 9 sobre b y σ, que garantizan que las soluionesexplotan on probabilidad 1, se puede probar que eligiendo este paso de tiempo,el método de Euler-Maruyama posee las tres propiedades requeridas arriba (ver[4℄).Por ejemplo si tomamos

b(x) = |x|1,1 + 0,1, σ(x) =
√

|x|1,1 + 0,1, x0 = 10.se obtienen las simulaiones de la Figura 5.1.La Figura 5.4 muestra estimaiones, obtenidas mediante simulaiones, de lasdensidades de los tiempos de explosión de las aproximaiones, que onvergen enprobabilidad a τ .
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