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Prefacio

Estas notas nacieron a partir del curso optativo “Problemas de frontera libre” dictado
en el Departamento de Matemdtica de la Facultad de Ciencias Exactas y Naturales de la
Universidad de Buenos Aires en el ler. cuatrimestre del ano 2006.

El curso estuvo dirigido a alumnos avanzados de la Licenciatura y alumnos del Doctorado
en Matemadtica, con buenos conocimientos de Teoria de la Medida y un conocimiento bésico
de Ecuaciones Diferenciales Parciales, especialmente el laplaciano y la ecuacién del calor.

Se trata de un curso introductorio a este tipo de problemas, por lo que se comienza
con una descripcion de algunos ejemplos concretos de problemas que pueden ser planteados
matematicamente como problemas de frontera libre. Esto se realiza en la Introduccién. Este
capitulo introductorio se puede utilizar también para el dictado de un minicurso de unas 3 o
4 horas sobre este tema. (Se sugiere agregar al minicurso el Teorema de existencia y unicidad
de solucién a una inecuacién variacional del Apéndice 1). Si se agregan los paragrafos 2.1,
2.2 y 2.3 del Capitulo 2 se obtiene material para un buen minicurso de unas 6 horas. En este
capitulo seguimos en gran medida parte del libro [5].

A continuacién se desarrollan en mayor profundidad dos problemas clasicos: El Problema
del Obstaculo (Capitulo 2) y El Problema de los Jets (Capitulo 3). En ambos capitulos se
prueba existencia de solucién y se prueba la regularidad de la misma. En el Capitulo 2 se
estudia, ademaés el Problema del Dique Poroso que esta relacionado con el del Obstéculo como
se ve en la Introduccién.

Con respecto a la frontera libre, se prueba la regularidad en un sentido débil —el sentido de
la medida— que es un primer paso hacia la demostracién de la regularidad C** de la misma.
Para el Problema del Obstéculo seguimos las notas de un curso dictado por el Profesor Luis
Caffarelli (ver [2]). Para el Problema de los Jets utilizamos el libro [3]. En estas fuentes se
puede encontrar desarrollado en su totalidad el estudio de la regularidad de la frontera libre.

Quisiera agradecer a los alumnos del curso Juan Lucas Bali, Carolina Capatto, Leandro
del Pezzo, Fernando Lopez Garcia, Carolina Mosquera y Mariana Prieto por su ayuda en la
redaccion y tipeado de estas notas.
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Capitulo 1

Introduccion

Muchos problemas de la fisica, fisico-quimica, ingenieria, biologia, economia, etc, vienen
planteados por medio de ecuaciones diferenciales, o mas generalmente, sistemas de ecuaciones
diferenciales. Lo méas comin es que la / las funciones incégnita dependan de varias variables
(una o més variables espaciales y eventualmente el tiempo, por ejemplo). Se trata, por lo
tanto, de ecuaciones en derivadas parciales. Estas ecuaciones deben satisfacerse para todo x
en un cierto recinto © de R™ (o para todo (z,t) en  x (0,7T)).

Por ejemplo, si la posicion de equilibrio de una menbrana eldstica puede describirse como
el grafico de una funcién u(z,y) con (x,y) € Q, se puede ver que u debe satisfacer

Au=f en €,

donde f es la fuerza (transversal) aplicada a la membrana.

Claramente, la posicién que adopte la membrana depende de como se sujete en el borde.
Por lo tanto, el problema estard bien planteado sélo si se agrega ademads una “condicion de
contorno”, por ejemplo,

u=g en 0f).

En muchos problemas, sin embargo, el dominio €2 donde debe satisfacerse la ecuacién es
desconocido a priori, y su determinacion es parte del problema. Este dominio puede, efectiva-
mente, determinarse porque el problema agrega un dato de contorno extra en este borde. De
modo que se elegimos () arbitrariamente, lo mas probable serda que habria incompatibilidades
entre los datos. Veremos enseguida ejemplos.

En muchos problemas, el dominio es conocido pero no hay una tnica ecuacién que se
satisface en todo ) sino que hay una superficie I" (frontera libre) que divide a 2 en dos partes
(podria ser més) 21 y 2o y una ecuacién para cada parte del dominio (podria ser la misma);
y sobre I' deben satisfacerse condiciones de transmiciéon que relacionan a los valores de u a
cada lado de I'. En problemas de evolucién, I' depende del tiempo y la denotaremos T';.

En esta primera parte de las notas vamos a describir brevemente algunos problemas que
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pueden describirse matematicamente como Problemas de frontera libre y, en algunos casos,
haremos una primera aproximacién a los mismos.

1.1. Problema de Stefan

Este es uno de los ejemplo méas conocidos dentro de los problemas de frontera libre el cual
modela como se funde una barra de hielo, por ejemplo.

Sea u(z,t) la funcién que mide la temperatura del agua en el tiempo ¢ en el lugar x de
un recinto Q. Como 0 es la temperatura de fusién del hielo, la regiéon {u > 0} representa la
porcién de © ocupada por agua y {u < 0}° la ocupada por el hielo. Por ser éste un problema
de evolucién, nuestro dominio es de la forma 2 x (0,7"). Asi, u debe satisfacer la ecuacién del
calor

up = Au en {u >0} U {u < 0}°.
En cada instante ¢, el recinto estd divido en dos partes (hielo-agua) por una superficie I';.

Por lo tanto, también queda dividido nuestro dominio por I' := [ J,. 4 I't. Vamos a llamar a
esta superficie la frontera libre. Sobre I se tiene u = 0.

Q

Frontera
Agua Libre

Hielo

2,

Por otro lado, el problema de fusién del hielo da una condicién extra sobre la superficie
de cambio de fase. En efecto, se sabe que para que el agua pase del estado sélido al liquido
se le debe entregar una cantidad de energfa (calor), generando as{ un salto del flujo de calor
en el momento de la fusién (sobre la frontera libre). Esta energia produce en desplazamiento
de la frontera libre con direccién al hielo con una velocidad proporcional al salto del flujo de
calor. Resultando asi que

—Li(z) = (Vut(z) — Vu™ (2)).v(z), x eIy,
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donde v(x) es la normal exterior (la que apunta en direccién al agua), L es el calor latente
de fusién del hielo (constante en la proporcién), § es la velocidad de avance del hielo sobre el
aguay Vut(z) y Vu~ (z) son el flujo de temperatura en el agua y en el hielo respectivamente.

Esta condicién se conoce como la “condicion de frontera libre”.

Veamos como podemos escribir la velocidad de avance $ en funcién de la frontera libre.
Supongamos que la superficie de cambio de fase estd descripta como la curva de nivel cero de
una funcién regular ¢ € C*(Q x (0,7)),

I'={(z,t)/ ¢(x,t) = 0}.
Supongamos que {¢ > 0} describe el agua. Entonces, si x estd en I'y,

o(z) = Vo(z,t)

Ve, 1))’
donde V es tomado sobre la variable espacial.

Sea xo € I'y, entonces si Q(t) tiene borde suave, existe para un p > 0 una funcién suave
o: B, =Ty CRY con 0(0) =z y {0,(0),--,0y,(0)} generadores del plano tangente a
I'; en xg, tal que si v es la normal exterior a I'; en xg, la funcion F : B:L X (—p, ) — RN
definida por

F(y', s):==0(y') + sv

es suave y con Jacobiano no nulo en (0,0). Ademds, F(0,0) = xq con lo cual, por el Teorema de
la funcidén inversa, cualquier punto x en un entorno de xy puede escribirse de forma tinica como
x =ZT+svconZ € I'y. Ademds F satisface que si § es suficientemente chico, & € Bs(z9) N2(t)
siysolosiz=F(y,s) cons<0yx e Bs(xg) \ Qt) siysélosiz=F(y,s)cons>0.

Sea x(tp + t) en I'y, 4+ convergiendo a zp a medida que el incremento ¢ tiende a cero.
Entonces,

:C(to + t) = :E(to + t) + S(to + t)l/,
y en consecuencia,

s(to +t) — s(to)

. . x(tg+1t)—=x . ZT(tg+t)—2x , - .
s = i Sy TN (g 0 D),

Con lo cual,
@(to) - v = T(to) - v + 3(to)[V]* = 3(to).
Por otro lado, utilizando que ¢(x(t),t) = 0 y derivando se puede observar que
0 =Vo(xo,to) - (t0) + de(x0,t0) = [V(wo,to)|(to) + ¢(wo,to).

Asi,
iy Pe(wo,to)
$lto) = IVé(zo,to)|
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De este modo, el problema queda planteado de la siguiente forma:

ur = Au en {u>0}U{u<0}°
u=g en (2,{0}) U (09 x (0,T))
Loy = (Vut — Vu™)Ve en I,

donde g describe la temperatura inicial y como se mantiene la temperatura en el borde del
recinto a medida que transcurre el tiempo.

El caso en que el hielo estd a temperatura constante cero (que esto pueda ser asi o no,
depende de la temperatura inicial y de cémo se mantenga la temperatura en 02 a lo largo
del tiempo) es llamado el “Problema de Stefan a una fase” y el caso general que acabamos de
describir “a dos fases”.

En el caso del problema de Stefan a una fase podemos tomar como ¢ a una extensién
suave de />0y a todo @ x (0,T). Resultanto la siguiente reduccion,

u=g en 2 x {0} U (09 x (0,T)
ur = Au en {u> 0}
Luy = |Vul? enT.

para una funcién u no negativa en Q x (0,7).

1.2. Problema del Obstaculo

Se busca determinar la posicién que adopta una membrana perfectamente elastica, la cual
puede ser descripta como el gréfico de una funcién u(x) en un dominio 2, condicionada en
la frontera por una funcién g(x), con z en 992, y sujeta a la accién de una fuerza tranversal
f(z), con z en Q. Esta posicién es aquella que minimiza la enegia potencial. Veamos entonces
cémo podemos describir esto.

Ademds de la relacionada con la fuerza transversal, hay otra componente de la energia
potencial de la membrana que es el trabajo que costé estirarla. Como consideramos una
membrana perfectamente elastica este trabajo es proporcional a la diferencia de area entre
la superficie estirada y aquella sin deformar. La constante de proporcionalidad es la tensién
superficial que tomaremos igual a 1. De modo que la energia potencial de la membrana es

E = / V1t |Vu@)]? =1dz + | fl@)u(z) de.
Q Q

Ahora, si suponemos que |Vu(z)| es chico y dado que v/1+s =1+ %s + ..., una buena
aproximacion es

1
1+ |Vu(@)]> ~ 1+ §|Vu(x)|2.
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Asi, reemplazando en la energia potencial obtenemos
1
E=- [ |Vu(@)]?® dv + / f(z)u(z) da.
2 Ja 0

Para que todo esto tenga sentido tenemos que poder hablar de Vu pero no es necesario que
u sea C! para que E esté definida. Con lo cual, vamos buscar un minimizante de la energia
potencial en el espacio de Sobolev H(Q) y luego analizar su regularidad.

Ahora, si la membrana debe estar sobre un obstaculo definido como el grafico de una
funcién ¢ € C?(Q), el problema se reduce a minimizar el funcional

J(v):%/Q|Vv|2+/va,

conven K:={veH Q) | v—ge€ H}Q), v>¢en Q}. Llamaremos a estas funciones
“admisibles”. Supondremos que g > ¢ en J€) para que K sea no vacio.

A continuacion, vamos a hacer dos reduciones equivalentes del problema de minimizacién
que utilizaremos posteriormente para garantizar la existencia de solucion.

Para la primer reduccién, supongamos que existe un minimizante u para el funcional
antes mencionado. Entonces, dada ¢ € C§°(Q2) no negativa y £ > 0, la funcién v := u +ep es
admisible y, en consecuencia, satisface

J(u) < J(u+ ep).
Asi,

J(u+ep) = J(u)

1 2 ~ 2
2/Q|Vu+€Vga| Jr/Qf(quscp) /Q|Vu| /qu
2

e
= = |w|2+s/vu.w+e fo.
Q Q Q

2

Con lo cual, si dividimos por € y hacemos tender éste a 07 obtenemos que

OS/VuV<P+/f<p,
Q Q

para toda ¢ € C§°(2) no negativa. Decimos entonces que una solucién al problema del
obstaculo satisface que

Au < f, en sentido débil en . (1.2.1)

Notar que si pudieramos tomar valores de € negativos que garanticen que la funcién u+¢c¢p
esté sobre el obstaculo obtendriamos, haciendo el mismo razonamiento, que Au = f en . Si
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bien no podemos garantizar esto sobre todo €2 si lo vamos a poder hacer sobre un dominio
mas chico.

Para que tenga sentido lo que deseamos hacer a continuacién, vamos a necesitar que
el minimizante sea semicontinuo inferiormente (ie. el conjunto {u > ¢} abierto para toda
constante c), asi, el conjunto {x € Q/ u > ¢} resulta abierto.

Ahora, sea ¢ € C§°(Q) con soporte en el dominio {u > ¢} y sea M := ||¢||oo. Dado que el
soporte de ¢ es compacto, existe & > 0 tal que

sop(p) C {u—¢ > d}.
Asi,;si0<e<

%, resulta que u — €y estd sobre el obstaculo, entonces

J(u—ep) —J(u)
1 _ 2 _ _ 2
2/Q|Vu eVl —I—/Qf(u £p) /Q|Vu| /qu

2
= E—/|V<,0|2—€/VU-V<,O—€/ng.
2 Jo Q Q

Dividiendo por € y haciendo tender este a 0T obtenemos

0 <

Au > f, en sentido débil en {u > ¢}. (1.2.2)

Con lo cual, un planteo en un sentido débil del “problema del obstaculo” es el siguiente:

Au< f en sentido débil en 2,
Ay = f en {u > ¢}, (1.2.3)
u> ¢ en €,

con u — g en H}(Q).

Supongamos que tenemos una solucién del problema planteado anteriormente en el caso
unidimensional con f = 0 y analicemos su regularidad y qué comportamiento esperamos que
tenga en la frontera libre.

El minimizante u resulta lineal en {u > ¢} y coincide con ¢ en el resto de , la cual es
una funcién C?. Asi, si dejamos la demostracién de la continuidad para més tarde (propiedad
que debemos suponer si queremos que esto tenga sentido), sélo tenemos que ver que u se pega
suavemente con ¢ en d{u > ¢} para concluir que u € C1(1Q).

Sea xg en d{u > ¢}. Supongamos que u > ¢ a la izquierda de xy.

Asi, suficientemente cerca de x, podemos suponer que

o () = {u’(mo) stz < g

@' (x) si x> xo.
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Supongamos que u no se pega suavemente a ¢ en zo. Entonces, dado que u/(zg ) < ¢'(z0)
por ser u > ¢ y u(zg) = ¢(x0), se tiene L := ¢'(zg) — u/(z5 ) > 0y, en un entorno de o,

u'(2) = u' (25 ) + LX (2220) (%) + ¢ (),
donde

1/1(17):{0 six < xg

¢ (x) — @' (x0) six > xg.

Asi, dado que u” < 0 en sentido débil y ¢ es continua, si ¢ € C§°(£2) con soporte en
Bs(zo) tal que 0 < p <1y ¢(xg) =1, resulta que

xo+0
Ozf/qu’:*L/ 80/*/1/1<P/:L<P(500)*/¢<P/6*>0+ L >0,
o -

lo que es un absurdo.

Por lo tanto, u se pega suavemente a ¢ en la frontera libre y u € C1(€2).

Es més, dado que u” = ¢/, se ve que u € C11(Q). Por otro lado, ésta es la mixima
regularidad que vamos a poder garantizar, dado que para tener segunda derivada continua es
necesario que la funcién obstaculo tenga segunda derivada cero en la frontera libre, condicién
que no podemos garantizar, (es mds, vamos a pedir que ¢” < 0 en Q).

Asi, es razonable esperar que la condicién de frontera libre en el caso N dimensional sea:
u=¢ y Vu=Ve¢ en 0{u > ¢}.
Hagamos ahora la segunda y ultima reduccién del problema.

Pensemos el funcional J como la suma de una forma bilineal simétrica y una lineal,

J(v) = % a(v,v) —1(v),
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donde a(w,v) := [, VwVov y l(v) := — [, fo.

Asi, dado que K es un conjunto convexo, si u es un minimizante del funcional tenemos
J(u) < J((1—e)u+ew),
para todo € € (0,1) y w € K.
De aqui que,
0 < J(l—-eutew)—Ju) =Ju+ew—u))—J(u)
= %a(u +e(w—u),u+te(w—u))—Il(ut+elw—u))— %a(u, w) + I(u)

&_2

= ga(w —u,w —u) + ealu, (w—u)) —el(w—u).

Por lo tanto, si dividimos por ¢ y hacemos tender a este a 0™ obtenemos que el minimizante
u € K debe satisfacer la siguiente inecuacion variacional

0 <alu,w—u)—l(w—u), (1.2.4)

para todo w € K. Esta inecuacién variacional resulta equivalente al primer planteo que hicimos
del problema.

1.3. Problema del Dique Poroso

El problema que estudiaremos a continuacién es, en principio, muy distinto de los vistos
anteriormente. Aunque, mediante un adecuado planteo, vamos a poder reducirlo al “problema
del obstaculo”.

El problema consiste en determinar la posiciéon de equilibrio que va a adoptar la zona
mojada de un dique poroso. Por las dimensiones del dique sélo nos interesa analizar una
seccién transversal de éste, como se puede ver en la siguiente figura.

Supongamos que el dique tiene un espesor a y una altura H y que la zona mojada en la
posicién de equilibrio puede describirse de la siguiente forma,

D:={(z,y)/ 0<x<a, 0<y<¢(x)}.

Asi, queda definida sobre el Dique R := (0,a) x (0, H) la funcién que mide la altura
piezométrica del fluido de la siguiente forma:

u(z,y) =y +p(z,y),
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Dique o
Zona
H > Seca
Agua h
Suelo Zona
impermeable Mojada Agua
0 a

donde p es la presién (la accion de la gravedad ha sido normalizada a 1).
Por otro lado, se sabe que la ecuacién que describe el flujo estacionario de un liquido es
div q = 0.
Y, por la ley de Darcy para el flujo en un medio poroso, la velocidad ¢ satisface
q=—KVu.
Por lo tanto obtenemos que la altura piezométrica (o presién hidrostdtica) debe satisfacer

Au=0 en D.

Analicemos ahora las condiciones de borde que se deben verificar.

Supongamos que el piso de los reservorios es impermeable, con lo cual, la componente
vertical de la velocidad ¢ del fluido es cero en y = 0. Por lo tanto,

ou

p—p| en y = 0.

y 4
Por otro lado, como la presién hidrostatica en los reservorios satisface que

p(z,y) + y = constante,

y la presion en aquellos puntos en los que se esta en contacto con el aire es 0 resulta que

plz,y)+y=H con (z,y) en el reservorio de la izquierda

p(z,y)+y=nh con (z,y) en el reservorio de la derecha.
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Con lo cual, por la continuidad de la presion,

u(0,y) = H en0<y<H
u(a,y) =h en 0 <y <h.

Usando nuevamente que la presién atmoférica es 0, obtenemos que

u(a,y) =y con h <y< H.

Observemos que si y = ¢(z) es la posicién de equilibrio que va a adoptar el borde de la
zona mojada la velocidad del fluido sera tangente a esta curva. Por lo tanto la derivada de u
en la direccién normal serd cero. Asi obtenemos las condiciones de frontera libre

u(z, d(x)) = ¢(x) conl0<z<a
g—:;(x,(b(ac)) =0 con 0 <z <a.

Au=0 en D,

g_Z(x’O)ZO con 0 < x < a,
u(z, ¢(x)) = ¢(z) con 0 <z < a,
g—Z(x,(b(z)) =0 con 0 < x < a,
u(0,y) = H con 0 <y < H,
u(a,y) =h con 0 <y < h,
u(a,y) =y con h<y<H.

A continuacion vamos a hacer un cambio de la funcién incégnita para reducir este problema
a otro donde no aparezca la frontera libre en forma explicita en la formulacién, sino que
aparezca, por ejemplo, como el borde del conjunto de positividad de una solucién débil. Esta
reduccién, que conduce a una inecuacién variacional, fue propuesta por Baiocchi en los 70.
Para ésto, vamos a suponer que u es suficientemente regular.

Asi, definimos en R = (0,a) x (0, H) la funcién:
é(x)
w(z, y) = S, u(z,t) —tdt en y < ¢(x)
0 en ¢(z) <y < H,

Recordemos que u(z,y) —y = p(z,y) es la presion.

Veamos qué condiciones debe satisfacer una funcién w construida de esta manera utilizando
lo que sabemos de la altura piezométrica u. Para esto, analicemos el comportamiento de la
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presion:
Ap = en D (por ser resta de dos funciones armonicas),
g—Z(x,O):—l con 0 <z < a,
p(z,d(x)) =0 con 0 <z <a,
p(0,y)=H —y>0 con0<y<H,
pla,y) =h—y>0 con0<y<h,
pla,y) =0 conh<y<H

Observar que de la primera condiciéon se desprende que p es lineal en y = 0 y, dado que
p(0,0) = H y p(a,0) = h, p resulta positiva en y = 0. De este modo, por el Principio del
Maximo, p resulta positiva en D. Asi, D coincide con el conjunto de positividad de w, como
estdbamos buscando.

Estudiando el comportamiento de las derivadas de w notamos que:

(2,y) = y —u(z,y) en D
Wi Y = 0 en ¢(z) <y < H,

y; dado que p(z, ¢(x)) = 0,

o(z) o(z)
we(z,y) = ¢ (x) (u(x,(b(z)) - d)(:c)) +/ ug(x,t) dt = / ug(x,t) dt.

Y

Asi, utilizando que u es armonica en D y tiene derivada normal cero sobre la frontera
libre, si (x,y) estd en D,

#(x)
War(2,y) = ¢ (2)uy (:L', gb(x)) +/ Uz (T, 1) dt

o(x)
— s (o0@) ~ [ ulat)de

( /( ) ) VU( L 0(2)) + uy(2,y) = uy(z,y).

Con lo cual, sobre el conjunto de positividad de w, tenemos que

AW :i=Wey + Wyy = Uy — uy + 1=1

Observar que podemos recuperar u a partir de w de la siguiente forma:

u(z,y) =y — wy(z,y).
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Por otro lado, es facil deducir condiciones de contorno sobre w. Analicemos el caso y = 0,
el lado mas complicado de la frontera de R. Dado que

Wez(x,0) = uy(x,0) =0,

podemos afirmar que w es lineal en y = 0. Asi, como w(0,0) = HTZ y w(a,0) = h—;, resulta que
H? x/h*> H?
TR
w0 =5 +2(3 73

Con este tipo de razonamientos podemos determinar las condiciones de contorno de w.

Por otro lado, queremos que w € C! para que u resulte continua. Como Aw =0 < 1 en
{w=0}° Aw=1en {w >0}, si w € C! resulta que Aw < 1 en sentido débil en R. De este
modo, w debe ser solucién del siguiente problema,

Aw <1 en sentido débil en R
Aw=1 en {w > 0}
w >0 en R,

con w — g en H}(R), donde g es una funcién de H'(R) que se comporta en el borde como
deberia hacerlo w. De esta forma se reduce el “problema del dique poroso” al “problema del
obstaculo”.

1.4. Problema de Jets

A continuacién daremos la idea del Problema de Jets en dimensién dos.

Observamos un fluido que sale de una manguera o cafio con velocidad o', el cual es
irrotacional (i.e., existe ¢ :  C R? — R tal que v = V) e incomprensible (i.e., dive’ = 0).

/TN

Entonces p: Q CR?2 = Restalque v = Vo y Ap=dive =0. Sea v : Q C R? - R la
conjugada armonica de ¢, i.e., @ + i1 es holomorfa. Por las condiciones de Cauchy-Riemann

P = 1/111
Oy = =y



1.4 Problema de Jets 15

tenemos que AY =0y v = Vi = (1, —10,) es perpendicular a V). O sea que la velocidad
del fluido es perpendicular a V. Luego las curvas de nivel de ¥ son las lineas de flujo.

La funcién 1 se denomina la funcién de corriente.

Si suponemos que tenemos simetria radial, la frontera libre es ¢ = ¢ para alguna constante
¢y ademas tomando 1) = 1) — ¢ podemos suponer que ©» = 0 en la frontera libre, o sea que,

La frontera libre es : 9{¢ > 0},

Aty =0en {¢ > 0}.

La Ley de Bernoulli nos dice que

|7'|* + P =cte en el fluido

DN | =

donde P es la presion, que se toma de manera tal que en el aire es cero.

En nuestro problema P = 0 en la frontera libre, puesto que el fluido se encuentra en
contacto con el aire, entonces la Ley de Bernoulli nos dice que | 7’| es constante en la frontera
libre. Luego por las condiciones de Cauchy-Riemann, tenemos que

Vi =c en 0{y > 0}.
Asi arribamos al siguiente problema de frontera libre

Ay =0 en {¢p >0}
=0 en 0{¢ > 0}
[V =c  en d{yp > 0}.

Observar que la condicién |Vi| = ¢ en 0{¢) > 0} nos dice que no podemos esperar que
¥ sea C1(Q) ya que Vip = 0 en {¢p = 0}°. Por lo tanto esperamos una solucién a lo sumo
Lipschitz.



16 Introduccién
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Para encontrar una solucién de este problema minimizaremos el funcional

70) =5 [ 190@)P de 2 [ xgoo(@)do

donde A es tal que ¢ = V2.

Mas adelante retomaremos este problema. Ahora veamos cémo puede aparecer un prob-
lema de frontera libre como éste a partir de un problema de propagacién de llamas (caso en
que la velocidad del fluido es cero).

1.5. Problema de Combustion

En este caso tenemos un reactante con fraccién de masa Y. Suponiendo conocida la ve-
locidad de la mezcla, y en ciertas situaciones particulares, como en el caso de ondas de
deflagracion, las ecuaciones de conservacion de masa y energia se desacoplan y obtenemos el
siguiente sistema (ver [1]),

T,—~ KAT+V-VT = Y f(T) (1.5.5)
Y, - DAY +V -VY = —Y £(T),
donde K es la difusén térmica, D es la difusién de masa y V la velocidad de la mezcla.
Observar que —Y f(T') nos da la cantidad de masa que se pierde y Y f(T) resulta la cantidad

de calor liberado en la combustién. Ademds f(T) estd dada por una ley empirica, es una
funcién de la forma

donde T} es una cierta temperatura debajo de la cual no hay reaccién quimica.

Estudiaremos el caso particular en el que K = D y V = 0. Via un cambio de variables
podemos asumir que K = D = 1.

Sea w =Y + T, sumando (1.5.5) y (1.5.6) tenenemos
wy — Aw = 0.



1.5 Problema de Combustion 17

Observar que w = w(zx,t) es conocida a partir de los datos.

Tomemos u =Y entonces T'= w — u y (1.5.6) se convierte en
ur — Au = —uf(w(z, t) — u).

Si w(x,t) = 1 tenemos
ur — Au = —uf(l—u).

Definimos 3(s) = sf(1 — s) para s > 0 y la extendemos como 0 a los negativos. 3 resulta una
funcién como en la figura 1.1

B(s)

1
— S
0 1T0

Figura 1.1: La funcién 3

Tenemos que

ur — Au = —fF(u).

Notar que estamos eligiendo T} lo suficientemente chico para que g =1 — Ty > 0, y que
si u > 6y entonces u; — Au = 0 y por lo tanto sélo tengo difusién del calor, en esta zona no
hay combustion. Observar que la zona de reaccién tiene volumen.

En la funcion de reaccién f interviene una variable llamada energia de activaciéon. Cuando
la energia de activacién es muy grande hay un pardmetro en la funcién f muy chico que
llamamos . El valor de la temperatura de activacién 6y se vuelve muy chica (la normalizamos
a ), y la zona de reaccién se vuelve una banda {0 < u < e}. Si normalizamos la velocidad
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de reacciéon de modo que la reaccién no desaparezca al hacer tender € a cero, esperamos un
problema de frontera libre en el limite.

Esto lo podemos modelar de la siguiente manera: Sea 3. : R — R tal que sop(8.) C [0, ]
¥ [ Be(s)ds = M, o sea una funcién de la forma

B.(S)

Consideremos el problema
uy — Au® = —f(u). (1.5.7)

Nos interesa u = limu® (¢ — 0).

Un caso particular de este problema es el caso estacionario. En este caso u® no depende
de t y por lo tanto (1.5.7) se convierte en

€ €
Au® = [ (uf).
El préximo lema nos muestra cémo obtener u® minimizando un funcional.

Lema 1.5.1. Sean B. una primitiva de B y u un minimizante de
1
Je(v) = —/ |Vo|? da —|—/ B.(v)dz (1.5.8)
2 Ja Q

en {ve HY Q) :v =g en dQ}. Entonces u es una solucion débil de

Auf = B (uf) en
u®t =g en 0.

Demostracion. Para la demostracién, ver la Proposicién Al.1.1 en el Apéndice 1. O

Dado que B.(s) es una primitiva de (., i.e., B:(s) = fos Be(7) dr, resulta una funcién de
la forma
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Por lo tanto,
lim Bé(s) = MX]R>0(S)7

e—0*t

con lo que arribamos al siguiente limite formal para u fija,

e—0*t

1
lim J.(u) :/ §|Vu|2dz+M/ Xuso0(z) dox =: Jo(u).
Q Q

Més adelante veremos que si {u°} son minimizantes de J. existirdn una subsucesion {u.,} y
una funcion ug € H(Q) tal que Ue; — ug cuando j — o0 y up resulta un minimizante local
de Jy. Ademas mostraremos que cualquier minimizante de Jy es solucién débil de

Au=0 en {u>0}
u=0 en J{u> 0}
|[Vu| =v2M en O{u> 0}.

1.6. Ecuacion de Medios Porosos

En lo que sigue estudiaremos el flujo de un gas en un medio poroso. Sean u la densidad
del gas, ¥ a la velocidad del fluido y P la presién. Las siguientes leyes nos dan relaciones
entre u, v y P,

Ley de Darcy:
v =—-KVP.

Ley de Estado:
P = Po’u'y

donde Py > 0 y v > 0 son constantes que dependen del gas.

Ley de Conservaciéon de Masa:

ug + div(uv’) = 0.
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La Ley de Darcy combinada con la Ley de Estado nos dice que

uv = —KPyuVu

entonces
WV = —K Py Vu = — K Py—L— V71,
v+1
Tomando m =~y + 1 > 1 tenemos
WU = —KPy g™
Luego
-1
div(u™) = —K Py—= Au™
m
y por la Ley de Conservacién de Masa,
m—1
uy — K Py Au™ = 0.

Via un cambio de variables llegamos a la ecuacién de medios porosos
up = Au™. (1.6.9)

Notar que si el problema es estacionario (i.e., no depende del tiempo) la solucién es trivial.
Por lo tanto consideraremos el problema no estacionario. Vamos a pensar a (1.6.9) como sigue

up = div(a(x,t)Vu) (1.6.10)

donde a(x,t) = mu™"! es la difusividad.

Resultados clésicos de regularidad de las soluciones de este tipo de ecuaciones y un método
recursivo (a mayor regularidad de a, mayor regularidad de u y viceversa dan que u € C*°({u >
0}) (ver [7]y [9]) -

Observemos que en este problema, como u es la densidad del gas, se tiene u > 0; pero,
como m > 1, el coeficiente de difusividad a(z,t) tiende a 0 cuando nos acercamos a d{u > 0}.

Cuando m = 1 se tiene que u(z,t) > 0 para todo x € RY si t > 0. Cuando m > 1 esto
cambia: Si u(+,0) se anula fuera de un compacto, lo mismo sucede para u(-,t) para
todo ¢ > 0. Es decir, hay velocidad finita de propagacion; mientras que en la ecuacién del
calor la velocidad de propagacién es infinita.

De este modo, en el problema de difusiéon de un gas en un medio poroso se presenta una
frontera libre 9{u > 0} que no era parte del problema inicial. Aparece por la degeneracién de
la ecuacion. Veremos que efectivamente ésto sucede y que la solucion u no es lo suficientemente
regular a través de la frontera libre como para que la ecuacién (1.6.9) se satisfaga a través
de ella (al menos no en sentido cldsico). Deberemos por lo tanto trabajar con “soluciones
débiles”.
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DEFINICION: u es solucién débil de la ecuacion de medios porosos con dato inicial ug(z) €
Ly (RY) siue L}, (RN x [0,7)), u™ € L}, (RN x [0,7)) y para toda funcién ¢ suficiente-

loc
mente regular con soporte compacto en el espacio y tal que, para algin 6 > 0, ¢(-,t) = 0 para

t > T — ¢ se tiene,

T
/ / [upr + u™ Ap] dodt + / ug(x)e(x,0) dz = 0.
0 RN RN

Cuando hablemos de solucién clésica del (1.6.9) vamos a pensar en una solucién clasica
de un problema de frontera libre. En este caso sera:

1. ue C(RYN x[0,77)
2. 9{u > 0} es una superficie C'!

3. ue C®{u>0}),um e C({u>0})

que es lo méximo que puedo esperar ya que u no resultars ni siquiera C! a través de la frontera

libre.

Estudiaremos ahora la velocidad con la que avanza la frontera libre. Esta es la condicién
de frontera libre que no estd dada en forma explicita en este problema.

Por la Ley de Estado, la relacién entre la presion y la densidad es

m — .
P = u™ ! (se encuentra normalizada).

Entonces,
VP =mu" 2Vu y P, =mu™ %u,

por (1.6.9)
P, = mu™?A(u™)
mu™ " 2div(mu™ " Vu)
mu™2div(uV P)
= mu™ 2 VuVP + mu™ AP,

Asi llegamos a la ecuacién de la presion
P, = (m —1)PAP + |VP]*. (1.6.11)

Ademés {P > 0} = {u > 0} y por lo tanto 9{P > 0} = 9{u > 0}. Entonces, formalmente, en
O{P > 0}, por ser P =0, (1.6.11) queda de la siguiente forma

P, =|VP|* en 0{P>0}. (1.6.12)
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Como ya vimos, la normal exterior a la frontera libre estd dada por

_vr
Ve

v =

y la velocidad de avance de la frontera libre en la direccion de la normal exterior es

. I

§= ——,
VP

usando (1.6.12) tenemos que la forma en que avanza la frontera libre es
§=|VP|

que es compatible con la Ley de Darcy.

Un resultado esencial es la comparacion de soluciones débiles si se comparan sus datos
iniciales. En efecto,

Proposicion 1.6.1. Sean u y v soluciones débiles de la ecuacion de medios porosos con
u(z,0) = up(z) < vo(z) = v(x,0). Entonces, u(z,t) < v(z,t).

En particular, como las constantes son soluciones débiles se tiene que si ug > ¢ > 0
entonces, u(z,t) > e en RV x (0,7).

Cuando ug > ¢ > 0 se tiene que u es solucion de la ecuacién de medios porosos si y s6lo
si es solucién de
up = Ape (u)
donde . € C*(R) con

(s) s sis > e,
PelS) = . . . .
: estrictamente creciente y mayor o igual que % si0<s<e.

Por lo tanto, la existencia de solucién en este caso se debe a resultados clasicos.

En el caso general, se reemplaza ug por ug+ ¢ y, si llamamos u. a la solucién con este dato
inicial, se tiene que la sucesién {u.} es mondtona y acotada (como consecuencia del resultado
de comparacién) y por lo tanto existe

u(z,t) = ;LI% ue(x, t).

Por la monotonia de la convergencia se puede pasar al limite en la formulacion débil del
problema y asi se tiene que u es solucién de medios porosos con dato inicial ug.

La unicidad de solucion débil se obtiene del resultado de comparacion.

Por otro lado, la velocidad finita de propagacion también se prueba a partir del resultado
de comparacién. Es decir, se tiene,
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Proposicién 1.6.2. Sea u una solucidn débil de la ecuacion de medios porosos con u(x,0) =
ug(x) € L de soporte compacto. Entonces, u(-,t) tiene soporte compacto para todo t > 0.

El resultado se demuestra poniendo por encima de u una solucién explicita que se anula
fuera de un compacto para todo ¢t > 0.

Se tiene una familia a un parametro de soluciones explicitas las soluciones de Baren-
blatt que se utilizan para probar muchas propiedades de las soluciones y que dan el compor-
tamiento asintético con ¢ — oo de todas las soluciones de soporte compacto.

Las soluciones de Barenblatt se definen asi:

Para cada constante C' > 0 llamamos

Uc(x,t) =t {C’ 7 k@} o

20 ]y

donde [s]+ = max{s,0}, A\ = W, p==%, k= )‘(Qfﬁvl).

Entonces, Uq es solucion clésica de la ecuacién de medios porosos para t > 0 (el dato
inicial es M§ para una constante M relacionada con C).

Observar que no sélo Ux ¢ C1(RY x (0,T)) sino que |VUq| — oo cuando nos aproximamos
a la frontera libre 9{Uc > 0}. Por otro lado, VUZ ' € C'({Uc > 0}), y se cumple que la
velocidad a la que avanza la frontera libre en la direccién normal (la direccién radial en este
caso) es —-| VUL .

Demostracion de la Proposicion 1.6.2: Sea ug € L de soporte compacto. Sea M > ||ugl/co
y R > 0 tal que ug(z) = 0si |z| > R.
Existen C' > 0y typ > 0 tales que
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Entonces,
) C
u(z,t) <Uc(z,t +1t9) =0 sil|z| > E(tJr to)H.
La proposicién esta demostrada.

Para un estudio detallado de la ecuacién de medios porosos ver [9].

u
0



Capitulo 2

Problema del Obstaculo

2.1. Introduccién y normalizacién al caso de obstaculo
¢ =0

En este capitulo estudiaremos el Problema del Obstdaculo. Como vimos en la Introduccién,
el mismo se puede plantear como una inecuacién variacional a saber: Hallar u € IC tal que

1
—/VuV(v—u)Z/f(v—u) para toda v € IC,
2 Jo Q

donde K = {v € g+ H(Q) /v > ¢ en Q}.

Podemos por lo tanto aplicar el resultado de existencia y unicidad de solucién para in-
ecuaciones variacionales (Teorema A1.1.1) y obtener la existencia y unicidad de solucién para
el Problema del Obstaculo (ver el Corolario Al.1.1 en el Apéndice 1).

Como vimos en la Introduccién, para saber que la ecuacién Au = f se satisface en QN{u >
¢} basta ver que u es semicontinua inferiormente. Para probar esta iltima afirmacién podemos

suponer, sin pérdida de generalidad que f = 0. En efecto, sea v(z) = cy fQ % dy v sea
u = u — v. Entonces, @ es solucién del problema del obstaculo con g reemplazada por g — v,
¢ por ¢ — vy f por 0. Como v € C(RY) basta probar que % es semicontinua inferiormente

para que u lo sea.

La semicontinuidad se deduce del hecho de que @ es superarménica (ver la Proposicién
A2.2.2 en el Apéndice 2). De aqui que Au = f en QN {u > ¢}.

Si bien deduciremos después, no sélo la continuidad de w sino el hecho de que es C?,
probaremos a continuaciéon un teorema que puede ser de interés en otras aplicaciones del cual
se deduce esta continuidad. Por otro lado, observemos que la continuidad de u se obtiene
aqui bajo las siguientes hipdtesis débiles: f € L>®(2) y ¢ € C(Q).
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Teorema 2.1.1. Sea u superarmdnica continua cuando se la restringe a sop(Au). Entonces
u es continua.

Demostracion. Primero veamos qué se entiende por sop(Au).
Dado un abierto A decimos que Au| , = 0si para toda ¢ € C§°(A) se tiene que [ uAgp = 0.
El sop (Au) es el complemento del abierto mas grande en el que se anula Auw.

Para probar el teorema, razonemos por el absurdo. Supongamos que existe
xp — a0 tal que  u(ag) £ u(xp).

1. Se tiene que zp € sop (Au) ya que si no es asi, Au = 0 en un entorno de xy y u serfa
continua en ese entorno. En particular, |u(zg)| < co. Sea b = u(zp). Podemos suponer
que b = 0 ya que de no ser asi cambiamos u por u — b.

2. Tomando una subsucesién, podemos suponer que, para todo k, z; & sop (Au) ya que u
es continua en sop (Au).

Sea a = lim infy_, o u(xy). Tomando una subsucesién podemos asumir que a = limy_, o u(2).
Por la semicontinuidad inferior de u debe ser a > u(x¢) = 0.

Consideremos ahora y; € sop (Au) tal que gy := dist (xy, sop (Au)) = |rr — yx|. Como
xo € sop(Au), tenemos que dist (z, sop (Au)) < |z — x| — 0, y como

lyp — x| =0 y |z —x0] — 0 se tiene |yr — 0| — 0.

Entonces,
u(yx) — u(zo) = 0.

Veamos que ésto conduce a una contradiccién. En efecto, consideremos las bolas Be, (xf)
Y Bae, (yr)-

v
CIN
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Por la definicién de e, observamos que Au = 0 en B, (x1). Por otro lado,

u(yy) > ][ u
BZEk(yk‘)

oo™ ol

— —_ u + u
2% J B., (2 |Bac, (0)] J s, (w)\Be, (21)
I + Is.

Como Au=0en B, (vx), [ = "ggf\,’“)
Dado ¢ > 0, sea ¢ tal que

u(z) > u(xg) —d =—0 en Be(zo).
Sea ko tal que si k > ko, Bac, (y) C Bz(20). Entonces

|BQEk (yk) \ BEk (zk)|

Iy > —6 B, (21) > —2N5,
Juntando ambas desigualdades,
u(ys) = h+1
%—2%%2%—2%.

Como a > 0, existe § > 0 tal que 5% — 2§ > 0; pero, por otro lado, tenfamos que u(yz) — 0,
lo que es un absurdo. O

Como corolario tenemos,

Corolario 2.1.1. La solucion del Problema del Obstdculo con ¢ continua es continua.

Con el objeto de probar la regularidad éptima de la solucién y estudiar su frontera libre,
haremos algunas suposiciones sobre los datos f y ¢. A saber, f € C(Q), ¢ € C2(Q) y A¢p < f
en ().

Sea w = u — ¢. Entonces,
Aw < f—A¢p en D'(Q),

Aw = f — A¢p en QN {w > 0},
w >0 en .

Observar que f — A¢ > 0 en €. Como el estudio de la regularidad de w y de la frontera
libre QNd{w > 0} es de caracter local (es decir, basta probarlas en un entorno de cada punto)
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y la funcién f — A¢ es continua, vamos a suponer por simplicidad que el segundo miembro
es la funcién idénticamente 1.

De esta manera la situaciéon normalizada con la que trabajaremos es la siguiente: w €

HY(Q) y
Aw =1 en {w > 0}
Aw <1 en D'(Q),

donde por estar w en H' () se tiene que Aw < 1 en D'(Q) si

—/Vngodxg/godx
Q Q

para toda ¢ € C3°(Q), ¢ > 0.

Llamaremos a este problema El Problema del Obstaculo Normalizado. Se tiene el siguiente
resultado,

Lema 2.1.1. Si w es una solucion débil del problema del obstdculo normalizado entonces
Aw > X{w>0} >0

en el sentido de H*(Q), i.e.,
~ [ VuTpds 2 [ oxumo o
Q Q
para toda ¢ € C3(82), ¢ > 0.

Demostracion. Sean ¢ € C5°(Q2), ¢ > 0.y h: R — R, h(s) = méx{min(2—s,1),0}. Definimos
para todo k € N, ¢, : Q@ — R como

h(s)
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Entonces ¢, € H(Q) y

Como w es solucién débil del problema del obstdculo y sop ¢ C {w > 0} tenemos que

/tpkdm = — [ VwVyydx
Q Q

— [ VwV(e{l — h(kw)})dz
Q
= —/ VuVe{l — h(kw)} dz + k/ o|Vw*h (kw) dx
Q Q
Como p|Vw|? > 0y W' (kw) < 0 resulta que

/ o dr < —/ VwVp{l — h(kw)} dx (2.1.1)
Q Q

Ademds de la definicion de h tenemos que 0 < 1 — h(kw) < 1y 1 — h(kw) — X{w>0}
cuando k — oco. Por lo tanto, 0 < ¢ < ¢ y pr — PX{w>0} cuando k — oo. Entonces, por el
Teorema de Convergencia Mayorada,

/wkdwﬂ/sﬁX{wo} dx.
Q Q

Por otro lado, como ¢ € C§°(Q),
—/ VuVe{l — h(kw)}dz — —/ VwVedx
Q Q
cuando k — oo. Entonces, pasando al limite, cuando k — oo en (2.1.1),

f/ Vchpdzz/cpx{w>0} dx.
Q Q

Por lo tanto, como la elecciéon de ¢ fue arbitraria, Aw > x{u>0; = 0. Con lo cual queda
demostrado el lema. (|



30 Problema del Obstaculo

2.2. Propiedades de la soluciéon del Problema del ob-
staculo

Con el objeto de probar la regularidad de w probaremos que satisface una ecuaciéon a
través de la frontera libre. Sabemos que Aw > 0 en D’(Q). Existird entonces una medida
de Radon en Q, pu, tal que Aw = p (ver Apéndice 3). Ademés, a partir del hecho de que
0 < Aw = p <1 se tiene que Yo € C3° (), ¢ >0,

OS/@du:—/Vngodxg/tpdx.
Q Q Q

Entonces,

Proposicion 2.2.1. La medida p es absolutamente continua con respecto a la medida de
Lebesgue.

Aplicando el Teorema de Radon-Nikodym tenemos que la medida u estd dada por una
funcién L} .. Es decir, 3f € L} (Q) tal que du = f(x)dx. (Esta f no tiene relacién con la del

loc® loc
planteo original).

Entonces, Aw = f en D'(Q2), y si ¢ € C§°(R), ¢ >0,
0< / f(@)p(x)dx < / o(x)dz.
Q Q

Si consideramos () = @ (x—x¢), 2o € 2, sucesién de nicleos regularizantes, y tomamos
limite con € tendiendo a cero, obtenemos que, en casi todo punto, 0 < f(x) < 1.

Como f es acotada, estd en L?, y como tenemos Aw = f, se deduce que w estd en H7

().
Miés atin, si f € LP(Q) con 1 < p < oo, entonces w € VVIQOf(Q) (ver [6]). En nuestro caso
f € L>(Q). Por lo tanto w € WQ’p(Q) para todo 1 < p < oo, pero sus derivadas segundas

loc
podrian no estar localmente acotadas.

Definicién 2.2.1. Decimos que f € C%(Q) si 3C > 0 tal que ||f||oo < C y |f(x) — f(y)| <
Clz — y|* Vx,y € Q.

Definimos una norma en este espacio:

1) = 1)

[fllca@) = [Iflloc + supeyen iz — g

Al segundo sumando lo llamamos | f]ca(ﬁ) y resultara ser una seminorma.

Anélogamente, decimos que f € C*(Q2) si f € C*(Q') para todo Q' CC Q.
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Proposicién 2.2.2. Para p > N, hay una inclusién continua de WHP(Q) en C*(Q) si
N

a=1—=.
P
Volviendo a nuestro problema, tenemos que w € Wli’f () V1 < p < co. Entonces, si 0 <

a < 1, existird un p mayor que N (la dimensién) tal que « = 1— %. El gradiente de w estard en
WEP(Q), luego por el resultado anterior podemos afirmar que Vw € C*(Q) V0 < a < 1.

loc

Por lo tanto, vamos a tener en este caso que w € C+*(Q) V0 < a < 1.

Mais adelante vamos a ver que las soluciones tienen derivadas Lipschitz, o sea que w € C1!,
cosa que no se tiene hasta el momento.

Ahora vamos a volver al caso particular del Problema del Dique Poroso.

2.3. Estudio de la frontera libre para el problema del
dique poroso

La idea serd probar que la frontera libre resulta ser el grafico de una funcion. O sea, que
¢ tal que O{w > 0} = {(z,¢(x)),0 <z < a}, con ¢ estrictamente decreciente y continua.

Notacin 2.3.1. Llamaremos R = (0,a) x (0,H) y Q = {w > 0}.

Sabemos que w € C1(R), en particular w € C* (RN {w > 0}).

Lema 2.3.1. w, < 0, wy, < 0 en Q.

Demostracién. Tenemos que Aw = 1 en €2 en el sentido de H' (). Entonces A(w— 5k |z[?) =
0 en sentido débil. Esto implica que w — 55 |z[* € C*(Q), luego w € C*°(12).

Podemos entonces obtener, derivando la ecuacion y permutando derivadas, que tanto w,
como w, son arménicas en sentido clésico.

Sea (z0,y0) € 00 donde w, (resp. wy) alcanza un maximo. Se tiene entonces que %171711

(resp. %7:;:) > 0.

Pero si la funcién es armonica, por el Lema de Hopf (ver [6]), no podra alcanzar un méximo
con derivada normal 0 en un punto regular (donde admite una bola tangente interior). Luego,

. 6 =
en realidad lo que tendremos es que 6171716 > 0.

Probaremos a continuacién que en todo punto de 92 o bien w, < 0 o bien %% < 0.
(=3
Pero en este ultimo punto también sabemos que no se puede alcanzar un maximo. Luego, el
maximo de w, serd necesariamente en la regién donde w, es < 0, implicando que w, < 0.

Un razonamiento similar se aplicard para probar que w, < 0. Empezamos primero con
Wy
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Estudiemos la regién {y = 0}. Ahi, disponemos una férmula explicita de w, a partir de la

. 2 2
cual deducimos que w, = f% + g—a <0.

En la regién {z = 0}, {0 < y < H} tenemos que Aw = 1, de donde deducimos que
Wgz = 1 — wy,. Por la forma de la frontera (recta vertical) vemos entonces que derivar con
respecto a la normal exterior es equivalente a derivar con respecto a x pero inviritiendo el
signo. Luego, %% = —Wyy.

(H—y)? _ _ wy
5—— en x = 0, con lo que obtenemos que w,, = 1. Entonces, o =

Pero ademas, w =
~Wgy = Wyy — 1 = 0.
w, _
One

En {x = a}, {0 <y < h} se procede andlogamente para inferir que

En {z = a}, {h <y < H}, w alcanza un minimo puesto que viene de una regién donde es
> 0 hasta 0. Por lo tanto w, < 0.

En {y = H} sabemos que w es idénticamente nula. Entonces, w, (z, H) = 0.

Procedemos ahora a probar lo mismo pero con w,. Primero, en {y = 0}, {0 < z < a} se

) . .
usa que 1 — wyy = wyy = —%, pero w,, = 0 pues w es lineal en dicho borde. Entonces

1 _ Owy Owy
obtenemos que —1 = I luego o < 0.

En el borde {y = H}, {0 < 2 < a}, tenemos que w es constantemente cero. Como w > 0
su derivada parcial con respecto a y es menor o igual que 0. Como w = 0 en {z = a},
{h <y < H}, también se tiene que w, = 0 ahi.

Para el borde {z = 0}, {0 < y < H} disponemos de una férmula explicita que es w =
(H —y)?/2. Luego, si derivamos con respecto a y obtenemos w, = —(H —y) < 0, incluyendo
esto también la esquina superior. El mismo procedimiento también se puede aplicar para el
borde {z = a}, {0 < y < h} puesto que ahi también disponemos de una férmula explicita
para w. (I

Proposiciéon 2.3.1. La frontera libre es el grdfico de una funcion de x.

Demostracion. Se usard que wy < 0. Sea 0 < x < a. Miramos ahora a w, con ese valor de x
fijo. En algiin momento w se hara 0, eventualmente en el techo. Si en algin momento alcanza
el 0, como wy < 0y w > 0, necesariamente deberd seguir valiendo 0. Ese valor en donde se
alcanza el cero “por primera vez” es tinico y definimos entonces ¢(x) como el primer valor y
en donde w(z,y) se hace 0. O

Proposicion 2.3.2. ¢ es decreciente en x.

Demostracion. Se usara que w, < 0. Fijemos 7 < x5 dos valores para x. w serad positiva
debajo de ¢(z2), pues por definicién ¢(az2) es el primer valor en y donde w se anula con
T = x2 fijo. Pero como w, < 0, serd también positivo para valores de x menores que xo si
y < ¢(x2). Pero entonces, para todo y menor que ¢(z2) resultard que también w(zq,y) es
positiva. Luego necesariamente ¢(x1) > ¢(x2). Tenemos asi lo afirmado. O

La idea sera ahora probar que la funcién ¢ es continua. Se usara el resultado de contin-
uacion analitica para funciones arménicas en dominios conexos (ver el Apéndice 2).
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Proposiciéon 2.3.3. ¢ es continua.

Demostracion. Si fuese discontinua en zq € (0, a), tendrfamos que ¢(xg) < ¢(xy ).
H

w>0 S

0 X0 a

Tendriamos un rectdngulo C' = (0,29) x (¢(zd ), ¢(zg ) contenido en {w > 0}. Llamamos
S al segmento vertical derecho del rectangulo C. En el rectdngulo C' se tiene Aw = 1. Si
llamamos

W =w— =(x — x0)?,

|~

se tiene que w es armoénica en C. Ademads, se tiene que w vale 0 en S. Pero ademds, por
continuidad de w, se tiene w, = 0 en S. O sea que la derivada normal de w en S es 0.
Por continuacién analitica (ver Apéndice 2) concluimos que w = 0 en C. Esto implica que
w = +(z — x9)? en C. Pero entonces, en el borde izquierdo de este rectdngulo valdré que

2
w = 1x% = cte. Absurdo pues sabemos que w(0,y) = M

Entonces, ¢ es una funcién continua. O

Probaremos ahora que ¢ es estrictamente decreciente.

Lema 2.3.2. Sean 0 < 1 < z2 < a con ¢(x1) < H. Entonces, ¢(x1) > ¢(x2).

Demostracion. Razonemos por el absurdo. Supongamos que no, entonces se tendria que
¢(x) = yo para 21 < x < . Dado que ¢(x1) < H resulta yp < H y ademds Aw = 1
en {w > 0}. Entonces,

A(w_%(y—yof)zo en C'= (z1,2) x (0,50).
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w>0

X e e o e on on an g SN GD R G SR G G G SR S5 w0 o

s
N

Si llamamos w(y) = w — 3(y — yo)?, resulta

Aw = 0 enC
‘y:yo = 0 enz <z <9
wy\y:yo = 0 enz <x<xs.

Luego, por continuacion analitica, w = 0 en C. Asi,

1
w(r,0) = w(z,0) + =ys = §y§ en z; <z < xa.

|~

Pero tenfamos que
H?> 2 h? H?
0 = — —(— — — .
wie,0) =5+ 2(5 - %)

Esto lleva a un absurdo. Por lo tanto se tiene que ¢(x1) > ¢(x2) que era lo que querfamos
demostrar. O

Sélo nos queda probar,

Lema 2.3.3. Sea x > 0 entonces ¢p(x) < H.

Demostracion. Supongamos que existe un xg > 0 tal que ¢(z¢) = H. Entonces, como ¢ es
monétona decreciente y ademds ¢(x) < H, tenemos que ¢(x) = H para 0 < x < xg. Si
llamamos C' = (0,z¢) x (0, H) tenemos que w >0y Aw =1 en C.

Sea ahora w(z,y) = w(z,y) — 3(y — H)?. Resulta que Aw = 0 en C. Ademés,
w(x, H) =0 en0 <2z < xo.

Si vemos que wy(z, H) = 0 para 0 < = < x¢, tendremos w = 0 en C. Por otro lado,
tenemos

1 1
w(x,0) = w(x,0) + 5H2 = §H2 en 0 <z < xo.
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Esto es un absurdo pues w(z,0) es una funcién lineal no constante.

Entonces, basta ver que wy(x, H) =0 para 0 < x < . Para ello tomemos la funcién que
a cada valor de x le asigna el valor wy (z, H). Esta resulta mondtona creciente. En efecto, sean
r1 < X9, entonces

1
wy(z1, H) —wy(xe, H) = h’m+ —{w(xl,H) —w(r1, H—¢) —w(xs, H) + w(ze, H — 5)}
e—0t &€
1
= lim —{w(xg,H —e)—w(z1, H— 5)}
e—0t €
< 0
pues w, < 0. Como,
w,(0.H) = —(H-y)|_,=0
wy(a,H) = 0
tenemos que wy (z, H) = 0 para 0 < z < a, lo que nos da el resultado buscado. (I

Observacién 2.3.1 (CONCLUSION). Se tiene que la frontera libre para el problema del dique
poroso es el grdfico de una funcion continua y estrictamente decreciente de la variable x para
0<z<a.

2.4. Problema del obstaculo. Regularidad 6ptima de la

solucion y dimension de Hausdorff de la frontera
libre

Volvemos al problema del obstaculo normalizado. Probaremos ahora el crecimiento cuadratico
de w.

Lema 2.4.1. FEziste C > 0 tal que si w € C(Ba,(x0)), Aw < 1, w > 0 en Ba.(x), Aw =1
en By (x0) N{w > 0} y w(zg) = 0 entonces

sup w < Cnr?
Br(mo)

Demostracion. Sea v(z) = w(x) — % + % Entonces,
v(x) > w(x) > 0 en B (o),

Av =Aw —1=0en By (x9) N {w > 0}.



36 Problema del Obstaculo

Claramente, para probar el lema, basta ver que sup v < Cy7r2.
Br(zo)

Sea vy € C?%(Bay(0)) N C(Bar (o)) la solucién de:

A’Ul =0 en BQT(.TO),
v = en 0Ba,(x0).

Por el principio del minimo, como v1|332r(10) = v > 0, se tiene v; > 0. Aplicando la
desigualdad de Harnack se deduce,

vy (z) < 2Nvy(x0) en By (z0).
1. Si v; = v entonces, usando que v(xg) = %, tenemos

2N+1T2

- N

v(x) =vi(x) en B,(x0)

2. Si v; # v, sea v2 = v — v1. Teniendo en cuenta que Avy = 0 en Ba,.(z¢) se tiene

Avy = Av — Avy = Av en B, (20),
Vo = 0 en aBQT (1‘0)

Como Av = Aw — 1 <0, se tiene que vy es stiper arménica. Como vy no es idénticamente
nula, alcanza un méaximo positivo en T € Ba,(29).

SiZ ¢ sop (Avs) = sop (Av), por el principio fuerte del maximo se tiene que v es constante
igual a max p, (5,)v2 en la componente conexa de {Av = 0} que contiene a Z. Sea yo en el
borde de esta componente. Entonces vy alcanza su méaximo en yg e yo € sop (Av). Observemos
que Yo € Bar(z) ya que va = 0 en 9Ba, ().

Si T € sop (Av) tomo yo = Z. (Ver figura 2.1)

Figura 2.1: Componente conexa de {Av = 0}

Como Av =Aw—1=0 en {w > 0} resulta que sop (Av) C {w = 0}. Es decir, el maximo
se alcanza en un punto donde {w = 0}:

w(yo) = 0y va(yo) > v2(x), Vo € B, (x0)
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Tenemos v = v1 + v con v1 > 0y v > 0. De aqui se deduce que 0 < vy <vy 0 < vy <.
Entonces,

—xo2 22 22
fMJFLS%,WGBQT(xo)-

v2(2) < va(yo) < v(Yo) = w(¥o) 2N N

Luego, Vx € B,(xg) vale que:

QN+ 9
v(z) = vi(z) +ve(x) < N r? 4+ NTQ = Cpyr2.
Finalmente, como w(z) < v(x), tenemos que sup w < Cy7r?. O
B, (zo)

Proposicién 2.4.1. Sea ' cCQ yseaw > 0w € C(Q) con Aw <1 enQ, Aw=1 en
QN {w > 0}. Entonces existe C = C(N,Q, ', |[w||p=(q)) tal que:

|D*w| < C ae. Q.

Demostracion. Como Vw = 0 en {w = 0} resulta que D?*w = 0 a. e.—{w = 0}.

Por lo tanto, basta probar la cota en puntos x¢ con w(zg) > 0.
Caso I: dist (z, 0{w > 0}) < Ldist (o, 99)

Sea T € d{w > 0} tal que dist (zq, Z) = dist (x¢, d{w > 0}) = 4.

w >0

H{w >0}

Figura 2.2: Caso |

Entonces Bs(xo) C {w > 0} y por lo tanto, Aw = 1 alli. (Ver figura 2.2)

Como w(z) =0y Bas(Z) C Bss(xo) C €, estoy en las condiciones del Lema 2.4.1. Por lo
tanto,

w < Cn(20)* = Cn46®  en Bos(7).
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Por las estimaciones de las derivadas (tomando f = 1, ver la Proposicién A2.1.5 del
Apéndice 2), tenemos,
D? <Y 52 < Suone? +62) =
| w(x0)|—6_2(||w||L°°(Bg(zo))+ )_5—2( NO* +67) = Cy.

Caso II: Caso general. Sea ry = dist (€', 09).

En {z € Q' | dist (z,0{w > 0}) < ro/5} vale que |D*w| < Cy ya que % < +dist (z,09),
Ve e Q.

Sea x¢ € ', tal que dist (zg,0 {w > 0}) > ro/5 . Entonces, B,,/5(xo) C {w > 0}, y por
lo tanto Aw = 1 en B, /5(z0).

Por las estimaciones de derivadas con f =1,

C 70 2
2 0
D2wlao)l < sy {||w||Lw<BW5> +(%) ||f||oo} < C(1 + [ll =)

donde C' = C(N, o). O

Observacién 2.4.1. En el caso I, vimos que 3 C' = C(N) tal que si dist(z,0{w > 0}) <
1/5 dist (x,00) wale que |D?*w(x)| < C, es decir, la constante es universal (no depende de

[wllos)

Observacion 2.4.2. No se puede esperar mds regularidad. Es decir, no se puede tener
derivadas seqgundas continuas, pues Aw =1 en {w >0} y Aw =0 en {w =0}

Por lo tanto, hemos probado la regularidad éptima de w. Pasaremos a estudiar la regular-
idad de la frontera libre. Lo que probaremos es que la medida de Hausdorff N — 1 dimensional
de la frontera libre es localmente finita.

Haremos un cambio de escala para llevar el problema del estudio de la regularidad de la
frontera libre en un entorno de un punto zy € d{w > 0} a una situacién universal. En efecto,
supongamos que tenemos,

w e C(BT(-TO))’
w>0yAw <1 en B.(2),

Aw =1 en B, (zg) N {w > 0},
xo € O{w > 0}.
Busco el cambio adecuado para tener, para una constante universal C,
W e C(By),
W>0y AW <1 en By,
AW =1 en By N{W > 0},
0 € {W > 0},

W,VW,|D*W| < C.
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}f—jw(xo + 5x) definida en |z| < R. Entonces, D*W (x)

Para tal fin, sea W(z) =
D?w(zo + %x). Ademds,

WEC(ER),
W >0y AW <1 en Bg,
AW =1 en Bp N {W > 0}.

Veamos que 0 € 0{W > 0}. En efecto, W(0) = f—jw(xo) = 0. Sea {yr} C {w > 0} tal que

Yr — To y sea ry tal que yr = xo + Frk, es decir, x = (yx — o) 7 -

Entonces, zp, — 0y

2

W(zy) = ﬁw(ifo + ]_%(yk — $0)§) = w(yg) > 0.

Por el Lema 2.4.1, W < CoR* en Bpg/s. Por la Proposicién 2.4.1, [D*W| < C(N,R) en

BR/4-
Si x € Brys y 6 = dist (z,0{W > 0}), se tiene que § < R/8. Por lo tanto, |[D*W/|

C(N,R) en Bs(z). Con el fin de acotar |VW(z)|, sea £ € H{W > 0} con |z — Z|

dist (x, 0{W > 0}).
é
( .
w >0

o{w > 0}

<

Figura 2.3: Reescale del problema

Haciendo el desarrollo de Taylor tenemos,
N
W, (@) = We, (@) + ) Wai, () (5 — 25)
j=1

con & en el segmento de extremos = y Z. Por lo tanto,

Wi (@)] < Colo— 7 < Co 'y
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Todos los resultados, se obtuvieron para la bola de radio R/8. Luego, elegimos R = 8 en
el reescale y tenemos,

W e C(By),

AW <1, W >0 en By,

W,|VW]|, | D*W| acotadas universalmente en By, (2.4.1)
0 € {W > 0},

AW =1en By N {W > 0}.

De ahora en mas supondremos que w satisface (2.4.1).

Lema 2.4.2. Eziste una constante C' universal, tal que |Vw| < Cw'/? en Bys.

Demostracion. Solo hay que probarlo en zo € {w > 0} N By /5.
Sea h = w(wp) > 0. Veamos que existe C; constante universal tal que w > 0 en B¢, 1y1/2(70).

En efecto, supongamos que existe T € DB(c,py/2(70) conw(Z) = 0. Entonces,
B(Clh)l/z(l'o) n a{w > 0} #* (). Sea Yo € B(Clh)1/2($0) N 6{w > 0} tal que |$Q — y0| =
dist (xg, 0{w > 0}) := 4.

Entonces, w > 0 en Bs(xg). En particular, w € C°°(Bs(x0)). Como Vw(yo) = 0, haciendo
el desarrollo de Taylor alrededor de yg tenemos,

W (E)

h=w(xo) =i —

(zo — yo)i(zo — y0); < Colzo — yol> < CoCih.

Entonces, si C1 < C&l, llego a un absurdo. Luego, si elijo C; < Cgl se tiene que Aw =1
en Bc,py1/2(20). Entonces, por las estimaciones de las derivadas en B o, ,1/2 (7o) (ver la
2

Proposicién A2.1.5) tenemos,

2 Cih
Vuteo) < O 2 | sup w SO
(Clh)1/2 Bch (zo) 4

donde C}, = 271(Cyh)Y/2.

Por la desigualdad de Harnack (ver Apéndice 2) sabemos que:

sup w < C[w(mo) + @} = Ch.
Be, (o) 4
Luego,
2C 1/2 1/2
[Vw(zo)| < OE [Ch + Ch] = ChY? = Cw(zo)Y/?.
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Veamos ahora la no degeneracién de w.

Proposicion 2.4.2. Eziste C > 0 tal que si xg € By N{w > 0} entonces

sup w > Cnr?,  Vr tal que B.(xo) C By.

Br(x0)
Demostracion.
Caso I: zp € {w > 0}
Sea v(z) = w(zx) — |Z;§,°|2, entonces

Av =0 en B.(x¢) N{w > 0},
v(zg) = w(zg) > 0.

Por lo tanto, existe yg € 9(B,(xg) N {w > 0}) tal que v(yp) > 0.

Por otro lado, yo ¢ 0{w > 0} pues alli vale v(y) = —% < 0. Como yo € 9B, (xg) se

tiene,
_ 2 _ 2 2
+ lyo — 2ol > lyo — 2ol _r

w(yo) = v(yo) IN IN IN’

y tenemos que
2

-
sup w > w(yo) > ——.

B, (x0) 2N
Caso II: Sea zo € d{w > 0}.
Sea x, — o, T, € {w > 0}, entonces:
> r
sup w > —
By(x,) 2N
Luego, haciendo n — oo concluimos que
> r’
sup w > —.
Br(z0) 2N

O

Empezaremos ahora a estudiar propiedades de la frontera libre en el sentido de la teoria

geométrica de la medida.

Lema 2.4.3. Sea S, = {0 < w < h?}. Entonces |S, N B,| < Chr¥ =1,
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Demostracion. Primero lo hacemos para r = 1.
Para |e| = 1 sea w. = D.w la derivada direccional de w en la direccién de e.

Paso I. Veamos que dado ¢; existe C' tal que

/ IVawe|? < Ch.
{0<we<ci1h}NB;

En efecto, sea W, = min ((we — €)™, c1h). Entonces, {w, >0} C {w > 0}. Entonces, se
tiene que Aw, = 0 en {w, > 0} y por lo tanto,

VT, Vw, = —/ T, Aw, +/ 2. 2% 45 < Co e hwn1 = Ch.
By 0B1 877

B

De modo que,

/ |Vw, | = / V@, Vw, < Ch.
{e<we<c1h}NBi B:

Haciendo € — 0 se tiene el resultado buscado en este paso.

Paso II. (atin con r = 1) Se tiene,

1S, 1 By| = / Aw =
SLNB;

De donde,

n n

1/2
Weze; < / (weiei)ﬂ 1S N By |'/2.
Z/ShﬂBl Z |: SLNB;

i=1 =1

n 1/2
|Sh N Bl|1/2 < Z l / (weiei)2‘| .
SLNBy

=1

Ademéds, usando que |we,e,| < |Vwe,| y que, por el Lema 2.4.2, S, C {|Vw| < Coh}
—lo que implica que S, C {0 < w,;, < Coh} U{0 < w_,, < Coh}—y dado que |Vw,| =0
a.e. {w. =0} ¥ |e| =1, se tiene,

/ wgieig / |Vw6i 2§ / |Vwe7; 2 + / |Vw—ei|2 < 2Ch.

ShNB1 SrhNB1 {o<we, <Coh}NB; {0<w_.; <Coh}NB;y

Por lo tanto, | S, N By|Y/? < N(2Ch)'/2, lo que implica que

1S, N By| < Ch.

Ahora veamos que esta desigualdad escala bien.

Sea 0 < r < 1, reemplacemos w por w,(y) = —zw(ry). Entonces w, satisface (2.4.1) y por
lo tanto, :
{0 < w, < h?*} N By| < Ch.
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Queremos acotar |{0 < w < h?} N B,|. Sea € {0 < w < %} N B,.. Entonces, z = ry con
y € B1, 0 < wy(y) < (2)% Por lo tanto,

Ho<w< h*}yNB,| = rN’{O <w, < (%)2} ﬂBl‘ < rNéé =ChrN—1,

El lema ha sido demostrado. O

Corolario 2.4.1. Sea N5 = {x € By : dist (z,0{w > 0}) < §}. Entonces,
1. [INsN B, < CorN-1,

2. HN=YB, nof{w > 0}) < CrV-1.

Demostracién. Queremos acotar |NsN B,|, para lo cual vamos a acotar primero la medida de
la regién que se interseca con {w > 0}.

1
1
1
|
|
I

B{W>0}

Definamos N~ = NzN{w > 0} y veamos que N C {0 < w < (C§)?} para una constante
C' > 0 universal.

Sea z € N entonces, existe zo en d{w > 0} tal que |z — x| < 6. Como w satisface (2.4.1)
se tiene que

sup w < Cyd2.
Bs(xo)

En particular, w(z) < Cpé? = (v/Cp 6)%. Asi, tenemos que para todo x en N(;r se cumple
que
0 < w(z) < (CH)?
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con C = +/Cy. Luego, por el Lema 2.4.3, resulta que
WF N B < {0 <w < (C8)*} N B,| < Cor™N L.

Entonces, si nosotros pudiéramos ver que |N5N B,| es comparable con [N N B,|, es decir,
que 3 C > 0 tal que N3N B,| < C|N;" NB,| tendrfamos probado lo que queremos. Observemos
que en realidad basta ver que |[Ns N B,_as| es comparable con |N;™ N B,| ya que

|N6 N Br| = |N6 N Br—26| + |N6 N (BT \Br—26)| < |N5 N Br—26| + |BT \ BT—25|

y, como | B, \ B,_as| < C6rV 1, obtendriamos la desigualdad deseada.

Ahora,
Ns N By_as C U Bs(z).
2€0{w>0}NB,_s
Observemos que todas las bolas Bs(z) del segundo miembro estdn contenidas en B,.

Veamos que |Bs(z)| con x € 9{w > 0} N B,_s es comparable con |Bs(z) N {w > 0}|. Es
decir, veamos que existe u > 0 tal que para todo xzo € B,_s N d{w > 0} se tiene que

| Bs(0)| < plBs(xo) N {w > 0}].

Para ver ésto vamos a probar que existe 1y > 0 independiente de xg y 7y existe 1 € Bs(xo)
con | By, (x1)| comparable con |Bs(xo)|, tal que B, (z1) C Bs(xo) N {w > 0}.

{W>0}

Recordemos que si xg estd en By N {w > 0}, entonces

sup w > CNp2
By (z0)
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para todo p > 0 tal que B,(z9) C By (Proposicién 2.4.2). Entonces, tomando en particular
p =2, existe 21 € Bg(zo) tal que w(zy) > 1Cnd? > 0.

Ahora, veamos que |Vw(z)| < Cd para todo = € B; (xo) con zg € O{w > 0} N Br—s.
En efecto, basta probar la acotacién en {w > 0} N Bs (x0) ya que Vw(z) = 0 para todo
x € {w=0}. Sean z € {w > 0} N Bs(xo) y d = dist (z,0{w > 0}). Notemos que d < J

y, como Bgy(z) C {w > 0}, Aw = 1 en By(z). Por las estimaciones de las derivadas (ver
Apéndice 2), tenemos la siguiente acotacién

[Vw(z)] < = ( sup w+ d2).

Ba(x)

&l Q

Sea T en 0{w > 0} tal que |z — Z| = d. Entonces, tenemos que

sup w < sup w < COn(2d)?.
Ba(zx) B24(Z)

Luego, resulta que

[Vw(z)| < =(Cn 4d? + d*) = Cd < C6.

alQ

Ahora, encontremos 0 < 7 < 1/4 (la segunda desigualdad es para asegurar que By;(z1) C
B; (x0)) tal que Bys(x1) C {w > 0} N Bs(xo). Con tal fin, tomemos « € Bys5(x1). Entonces,

w(z) > w(xy) — Clz — a1].
Como w(xy) > %GCN62 y |z — 21] < nd, tenemos que
1 ~ 1 ~
S & 2 _s2( 1 B
w(x) > - Ond? — Cond = & (16CN Cn) >0

Cn

. z. CN l e
s1n < Tk Tomemos entonces n < mm{ 0 } Asi, resulta que

16

|Bs(xo) N {w > 0}] > |Bys(w1)| = n™[Bs (o).

Luego, tomando p = n~V tenemos lo que queriamos.

Finalmente, estamos en condiciones de probar que existe C' > 0 tal que
N5 N By_as| < C [N N B,|.
Como vimos antes,

N5 N By2s C U Bs).
z€d{w>0}NB,_s
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Tomemos un subcubrimiento {B;};en donde las bolas B; se intersequen a lo sumo ny =
no (V) veces. Asi, tenemos que

ZXBj <noxus; ¥ ZXBjm{w>0} < NoXUB;N{w>0}
jEN JEN
con lo cual obtenemos que
31BN {w > 0} Sno‘ UBjﬂ{w>0}‘,
jEN jEN
y podemos concluir que,
s N Brasl < | Bi| < X2 IB)I < i) 1By 0 {w > 0} <
JEN JEN JEN
< um)] U B;n{w> 0}‘ < pnolN§ N B,| = CING N B,|.
jEN
Ahora probemos 2.
Recordemos que dado A C RN y § > 0,

diam Cj\N—
Hys '(A) := inf {V(N_ 1) Z (%)N boac U C; y diamC; < 26}.
jEN jeN
Ahora, consideremos B,_5Nd{w > 0} y acotemos Has (B,_sNd{w > 0}) con 0 < § < .
Tomemos {B,} en un cubrimiento de B,_5 N d{w > 0} como antes con bolas de radio 4.
Entonces,

diam B; )N71

Hys (B, 5 No{w > 0}) < y(N - 1)) (3

JEN

N -1 N -1 N -1
_ ’Y( )Z|B]| < ’7( )n0|N§ﬂBT| < ’7( )nO CTN_l.

V(N) = dy(N) V()

Es decir,
HYH(B,_s N 0{w > 0}) < C N1

Haciendo § — 0% resulta que,

HNYB, ;N o{w>0}) <CrVL
Ahora, haciendo 6§ — 07,

B,_;no{w >0} / B, No{w > 0}.

Por lo tanto,
HNYB, no{w > 0}) < CrV L



Capitulo 3

Problema de los jets

3.1. Preliminares

Como vimos en la introduccién del problema de los jets, queremos minimizar el funcional

J definido por
1
T() = 5/ Vo(2)[2dz + M [{v > 0}
Q

en K ={ve HYQ) | v—g € H}N)}, donde Q es un dominio acotado con borde suave y
g€ HY (Q)NL> Q).

La existencia de solucién se prueba facilmente por el método directo del calculo de varia-
ciones. Tenemos

Teorema 3.1.1. Eziste u € K que minimiza J(v) en K.

Demostracion. Como J estd acotado inferiormente en K existe u, € K tales que J(u,) —
£ :=inf,cx J(v). Se tiene,

/ |Vun|* de < 2J(u,) < C.
Q
Por otro lado,
/ lup — g|? dz < CQ/ \Vun — Vg2 dz < 0(1 +/ |Vg|2dx) <c.
Q Q Q

Por lo tanto,

/ |un|? dz < C.
Q
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Existe entonces una subsucesién que seguiremos llamando u,, y una funcién u € g + HE(Q)
tales que

U, —u en L*(9),
Up, — U a. e.en §Q,

Vu, — Vu débilmente en L2 Q).

Por lo tanto,

/|Vu|2dm§h’minf/ |V, |* dz,
Q Q

{u > 0}| < liminf [{w, > 0}

De aqui deducimos que J(u) < liminf J(uy,) = ¢. Es decir, u es un minimizante de .J en
K. O

Nos interesa estudiar el comportamiento de un minimizante en los puntos de la frontera
libre. Utilizaremos ciertos rescales que, como veremos a continuacién, preservan el problema.

Proposicién 3.1.1. Si u es un minimizante de J en K y xo € 0{u > 0} N Q, entonces
ux(z) = u(zo + Az) con A > 0 minimiza

1
Jl(v)za/B V(@) de + M [{v > 0} N By

entre las funciones v € H'(By) tal que v = uy en OBy.

Demostracion. Sea v en H'(Bjy) tal que v = uy en dB;. Definamos la siguiente funcién o en
Q:

5(y) Av(5570) siy € Ba(xo)
wy) = .
u(y) siy € Q\ Bx(o)
Notemos que v es continua en dBj(x0) ya que si y estd en 9By(x0), entonces Y5 esta en

0B y como v = uy en 0B, tenemos que M (4572) = Aux(£572) = u(y).

Luego, o —u € H} (), por lo que v resulta admisible. Entonces, como u es un minimizante
v 9(y) = u(y) en Q\ By(zg) resulta que,

1
5/3( )IW(y)|2dy+M ~ )X{u>o}(y)dy
ATo Ao
1 _
< 5/ Vo (y)]® dy + M X{z>0}(y) dy.
B (o) B (z0)
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Ahora,

1
) =5 [ Fu@P e M [ xuon (@) de
1 1

1
=3 / |Vu(zo + Ax)|? do + M/ X{u>0} (7o + Ax) dx
B1 Bl
_ 1
G [ Py [ o)
B (o) B (o)
Asi, nos queda que
1 _
Ji(ux) ANV < 5/ IVo(y)* dy + M X{o>0} (y) dy
Bx(z0) Bx (o)
1 Yy—x y—x
15/ |VU(TO)|2dZJ+M X{o>0} ( X %) dy
Bx(z0) Bx (o)
)\N
=5 |Vo(2)|? de + M)\N/ X{os0y(z) dz = AN Ji(v).
By By
Luego, Ji(uy) < Ji(v). O

Veamos qué condiciones debe satisfacer u en la frontera libre:

Sea xg en O{u > 0} y supongamos que d{u > 0} es diferenciable en xy. Mds atn, supong-
amos que localmente es el grafico de una funcién en las ultimas N —1 variables y que la normal
a la frontera libre en xg es e;. Es decir, si pensamos a los puntos de RY como = = (1, 2")
con z’ en RV~! entonces

{u>0}N By (z0) ={z €R": (x — )1 > f(z' — ()} N Bx,(20)

donde \g >0y f:U CRN~! — R con f diferenciable en 0 y V,/f(0) = 0, f(0) = 0.

Ahora, sea A < \g y « en By, entonces

o)

ux(z) >0 xo+ Az € {u>0} & Azy > f(A\)) & 1 > 5\

Por otro lado en B/,

fO') _ o(Al2'])

)\ )\ A—0t
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Entonces, dado d > 0 existe 1y > 0 tal que si x estd en By con z1 > § y A < ng se tiene
que uy(x) > 0. En particular, si « estd en By con 1 > 0, existe 79 > 0 tal que uy(x) > 0 si
A< 70-

Con un razonamiento andlogo se puede ver que si © € By con 1 < —J y A < 19 entonces
ux(z) = 0.

Por otro lado, si u es diferenciable en {u > 0}, tenemos para x € {u > 0},
u(z) = u(xo) + (Vulxo), z — xo) + o(|x — x0|) = (Vu(zg),y — xo) + o(ly — xo])-

Supongamos que Vut(zg) = ary con |vg| = 1y a = |Vu(zg)| # 0. Entonces, u(z) =
alvy, x — xo) + o(|x — xol) y

o Aal).

ux(x) = alvg, x) + 3

Como el segundo término converge uniformemente a 0 en By, resulta que

ux(z) = o, x).
A—0t

Asi, por lo visto anteriormente, dado x en By con z1 > 0 resulta que

0<ux(z) = afw, ).
A—0+

Entonces, (vy,x) > 0 para todo x en By con 21 > 0. Por lo tanto, podemos concluir que

vy = €.
Por otro lado, tenemos que si z1 < 0, uy(z) = 0 para A suficientemente chico. Por lo tanto,
u(z) — oz
Veamos en el caso unidimensional que o = v2M:

Sea ug(z) = ax™ en [—1,1] y supongamos que ug es un minimizante local de .J;.

Up

T (o) = %/1 it (2)[2 dx + Mo > 0} A [~1,1]].
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Notemos que |ug(7)| = ax{z>0} entonces,

1 o2
/ a2d$+M|[0,1]|:7+M.
0

DN | =

1t
Jl(uo):§/ aQX{z>0}dx+M|{uo>0}ﬂ[—1,1]|:
1

Como ug es un minimizante de .J;, tenemos que J1 (ug) < J1(v) para todo v en H'([—1,1])
con v = ug en J[—1,1], es decir, con v(—1) =0y v(1) = .

Consideremos la siguiente funcién admisible

con 0 <e<1.

Uo
Vi

a2 2

Ji(v1) = %/ (%E)Qdm F ML)l = gy (1) M(1—e) = ﬁﬂ\m—g)

Entonces,
2 2

@ @
— +M< —+M(1—
y M s tMA-e)
para todo 0 < € < 1, con lo cual
2
M< Y
~2(1—¢)

para todo 0 < £ < 1. Haciendo ¢ — 07, resulta que v2M < a.

Para ver la otra desigualdad basta considerar la siguiente funcién admisible v

va(x) (x+e)"

:1+€

con 0 < € < 1y hacer un razonamiento andlogo

Veamos qué ecuacién debe satisfacer u, minimizante de J en K. Para eso, supongamos
que u es continua en €.
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Proposicion 3.1.2. Supongamos que u es un minimizante continuo. Entonces, Au = 0 en
{u> 0}

Demostracion. Sea xg en {u > 0}. Como u es continua, existe A > 0 tal que u(x) > @ >0
si x € By(z0). Sea ¢ € C5°(Ba(z0)) v v(z) = u(z) + ep(z) definida en Q.
Ahora, {u >0} = {v >0} sie < g para algin gg > 0 ya que v = u en Q \ Ba(xg) y en
Bi(zp) tenemos que
v(z) > @ +ep(x) > u(;o)

— elllloo-

Entonces, tomando g = ﬁ, v resulta positiva en B)(x) para todo 0 < € < g¢ al igual
que u.

Ahora, como v es admisible y u es un minimizante de J en K, tenemos que J(u) < J(v)
y como {u > 0} = {v > 0}, resulta que:

/|Vu|2§/ |Vv|2:/ |Vu+€Vga|2:/ |Vu|2+€2/ |w|2+2s/vuw.
Q Q Q Q Q Q

Entonces,
0< 52/ |Vel|? +2€/ VuVy
Q Q

y dividiendo por € > 0 y haciendo € — 07 concluimos que,
0< / VuVp.
Q

Considerando v(z) = u(x) — ep(x) y haciendo un razonamiento andlogo, obtenemos la
otra desigualdad

/VchpSO.
Q

Luego,
/ Vu Ve =0 Vo € C5°(Bx(xo)).
Q

Entonces, podemos afirmar que Au = 0 en By(x¢). Por lo tanto, Au=0en {u > 0}. O
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Si definimos H : R — R como

0 iz<0
H(z) = .
M sixz >0,

una solucién al problema de los Jets debe minimizar el funcional

J(v) = 1 |Vo(2)|? dv + H(u(x))dx
2 Ja Q

sobre las funciones de g + Hg () con g € H' ().

A continuacién miraremos un funcional de la forma de J pero con H suave.

Teorema 3.1.1. i G € C(R) N L>®(R) y Q C RN es un dominio acotado, entonces, el
funcional

~ 1
T() = _/ Vo) 2 dz + /G(v(x))dx,
2 Ja Q
alcanza un minimo en g+ H{ ().

Observacion 3.1.1. Para poder garantizar unicidad del minimo es necesario algin tipo de
monotonia de la G.

Demostracion. La demostracién se hace de manera analoga a la del Teorema 3.1.1. O

Veamos algunas propiedades que satisfacen los minimizantes de estos funcionales.

Teorema 3.1.2. Sea u minimizante del funcional

T() = %/Q|Vv(x)|2 de + /Qc(v(x)) da,

sobre el conjunto de funciones admisibles g + H}(Q) para g € H'(2), donde G € C*(R) con
derivada acotada. Entonces, u es solucion de la ecuacion diferencial

Au = G'(u) en ,

en sentido débil.

Demostracion. Sean ¢ € C§°(2) una funcién de prueba y € > 0, entonces, v := u+ ¢ resulta
admisible.
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Con lo cual,

0< J(u+ep)—J(u)

1 1
= —/ |Vu+€V<p|2dz+/G(quecp)dzf—/ |Vu|2dx7/G(u)das
2 Ja Q 2 Jq Q

52

== |Vgp|2dz+5/ Vchpder/ [G(u+5@)—G(u)} dz
2 Jao 0 0

(3.1.1)

2 1
= / |V<,0|2d:13+5/ Vquodac—i—s/ (p/ G'(u + teyp) dt da.
2 Jo Q Q Jo
Dado que G tiene derivada continua y acotada se tiene,

/0 G (u(x) + tep(x))dt — G'(u(z)) dt = G'(u(x)).

e—0*t 0

Por otro lado, como

@] [ G (o) +tep(a)) dt| < Cliote)] € L'(@),

resulta que,

/cp(:c)/ G'(u(z) + tep(z)) dtdr — [ G'(u(z))p(z) dx.
Q 0

e—0t Jo

Asi, si dividimos por ¢ la tltima desigualdad de (3.1.1) y hacemos tender ¢ a cero, obten-
emos:

0< lim E /Q|Vgp(z)|2dx + /KZVu(z)Vgp(z)dz

e—0*t

+/Q <p(x)/0 G’(u(m)—i—tag@(m))dtdm} =, Vu(z)Ve(z)dr + A G (u(x))p(z) dx.

Haciendo el mismo razonamiento con € < 0 obtenemos la desigualdad opuesta y en conse-
cuencia

5 Vu(z)Ve(z)de + 5 G'(u(z))p(z)dz =0 Ve C° (),

como habiamos afirmado.
O

Observacién 3.1.2. Si u es un minimizante de J como en el Teorema anterior y G €
L*>(R), entonces u € C**(Q2), para todo 0 < o < 1.
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La observacion anterior se debe a que toda solucién débil del problema Au = f, con f
acotada, estd en C1*(Q) N W2P(Q) para todo 0 < a < 1, 1 < p < oco. Entonces, dado que
G’(u) es Lipschitz, u,, es solucién débil del problema

0

Auy, =
Ul 8:01

G (u),

entonces, u,, € C*(Q). Asf, u € C%(Q).

Vamos a definir a continuaciéon una serie de funciones suaves que aproximan a H con el
objetivo de estudiar el comportamiento en el limite de los funcionales que definen y su relacién
con J.

3.2. El problema regularizado

Sea B una funcién en C**(R) y creciente tal que

B(s):{o s%s<0
M sis>1.

Dado & > 0, definimos las funciones B (s) := B(2), las que estdn en C"*(R), son crecientes

y
B.(s) — H(s).

e—0t

Notaremos (3. (resp. 3) a la derivada primera de B, (resp. B).

Sea J. el funcional definido en g + H}(Q), con g € H*(£2), como
1
J.(v) = —/ Vo) de + / B.(v(x)) da.
2 Jo Q

Nos referiremos con u° a un minimizante de J. en g + Hg(Q2) con g € HY(Q) el cual,
recordemos, estd en C%%(Q)) y satisface que

Auf = B (uf).

Veamos a continuaciéon cémo podemos estudiar en forma local las propiedades de los
minimizantes de estos funcionales y veamos algunos rescales invariantes para esta familia de
funcionales.
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Definicién 3.2.1. Decimos que una funcién w € H(Q) es un minimizante local en Q del
funcional J. si para todo subdominio Q' C Q y toda v € u+ H} (') resulta que

1

2 1 2
3 ) [Vu(z)|”de + / Bg(u(x))dx§§ o [Vou(z)|” dx + o B (v(x)) d.

/

Observacién 3.2.1. Claramente, un minimizante de J. en g + H}(Q) es un minimizante

local de J..

Proposicién 3.2.1. Sea u® un minimizante local de J. en Q y Bx(xzo) C 2, con A > 0.

Entonces, ux(x) := su(zo + Az) es un minimizante local de J= en By.

Demostracion. Para x € Bx(zo) se tiene u(z) = Aux(3522). Si v € uy + Hg(By), se tiene

que (z) = Av(%520) satisface

Tr — X9

(0= w)(@) = Av — ) (F57) € Hy(Ba(ao)).

Entonces,
1 2
Je(v) = 5 . |Vou(x)|” dx + . Be (v(z)) dx
1
_ _/ Vol (2o + Az) do +/ B, (t(x0 + Az)) da
2 Bl Bl
_~n[1 o2 _
AV vy [ Bu(o(y) dy]
Bx (o) B (x0)
Tan!
a5 [ Py [ B d)
Bx(zo) Bx (o)
1
== / |Vul*(zo + Ax)dz + [ Be(u(zo 4+ Ax)) dz
2 By By
1
_ 5/3 |Vu,\(z)|2d$+/B By (ux(x)) dz = J (uy).
Concluyendo que Je (uyx) < Jz (v), para toda v € uy + Hg(By). O

Veamos que podemos garantizar la positividad y controlar la norma infinito de los mini-
mizantes de los funcionales J. en términos de g.

Proposicién 3.2.2. Sea u un minimizante de J. en g+ H}(Q).
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1. Si g >0, entonces, u® > 0.

2. Sige L™®(Q), entonces, u® < ||g||co-

Demostracion. Por comodidad, a lo largo de la demostracién, vamos a notar u. al minimizante

uc.

1. Es suficiente demostrar que u; (z) := —min{u.(z),0} = 0.

Dado que g > 0y ue = g en 99, la funcién vt (z) := max{u.(z),0} es admisible. Asf,

€

%/Q|Vu€(z)|2dx + /QBE(UE(:E))dzg %/Q|Vu:(:c)|2dx + /QBE(u:(:E))dz

Ahora, como B.(s) = 0 si s < 0, resulta que B.(u) = B-(ul). Y, dado que en casi todo
punto |Vu.|> = |Vut|* + |VuZ|?, podemos concluir que

1
—/ |Vu;(x)|2dm§0.
2 Ja

Entonces, u_ es constante, y, como uZ € H}(Q2), resulta que uZ = 0.

2. Dado que v(x) := min{uc(2),||g]|oc} € H*(2) es admisible podemos concluir que

%/ |Vu8($)|2dx+/Ql35(ug(x))dx§ %/Q|VU($)|2CZCC+/QBE(’U($))CZ$

Q

1
_ 5/ |Vu€(x)|2dz+/ Bs(ug(x))dqu/ B.(lgllc) da.
ue<lgloc) ue<lglc) fue>lglc)

Asi,

1
- / Ve ()] de < / [B-(llgll) — B (ue(x))] d < 0
{ue>lglloo } {ue>|lglloo }

Entonces,

2
0= / Ve ()| d = / 1V (e (@) — lglloo) | da,
{ue>glloo } Q

con lo cual, dado que (us — [|g]lo)™ € H} (), podemos asegurar que (u: — [|glloc)™ = 0
Entonces, u: < ||g]lco en €. O



58 Problema de los jets

A continuacién hallaremos cotas del gradiente de los minimizantes de los funcionales J..
Necesitaremos un par de lemas.

Lema 3.2.1. Sea u € C%(B1) no negativa tal que |Au| < Cy en By y u(0) < 2. Entonces,
existe C = C(N, Co) tal que [Vu| < C en By.

Demostracion. Por la Desigualdad de Harnack, existe una constante universal C(N) tal que

sup u < C1(u(0) + Co) < C1(2 4+ C).

By

Por otro lado, por estimaciones de las derivadas, existe una constante Co(N) tal que, para
todo x € Bi’ se satisface

[Vu(x)| < Colllullpr(s, () + Co] < Ca[|Biyal sup u+ Co.

By

[Vu(z)] < C(N, Co),

para todo = € By 4. O

Lema 3.2.2. Sea D C B,., conr >0, un dominio tal que 0 € 0D.

Sea 0 < v € CY(B,) tal que Av =0 en D. Supongamos, ademds, que v =0y |Vv| < L en
B, NOD. Entonces, existe una constante C = C(N) tal que

1. v(z) < C L dist(x, B, NID) siz € BN D.
2. HVUHLOC(BT/ALOD) < cL
Demostracion. Trabajaremos primero el caso r = 1 y luego de éste, el caso general.

Sean x € By N Dy h:= dist(z, B1 N dD), entonces, dado que h < |z| < 1, es facil ver que
By (x) CC Bj.
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B4

-
L
o

Mediante un rescale conveniente definimos en Bj

1
w(y) := gl + hy).
Entonces,

w >0 en By

Aw =0 en Bj.
Si T € By NAD es el que realiza la distancia de x a 0D, resulta que
v(z) =0 y [Vu(z)| < L.
Asi, si g € 0B es aquel tal que T = x + hg, podemos asegurar que

w@=0 vy |[Vu@)=|Ve@)| <L

Por otro lado, por la desigualdad de Harnack, existe una constante C1(N), tal que

Cy(N)

w(y) > (N (0) = L v(a)
para todo y € B%. Por lo tanto,
1, 1
A= —mf{w(y) /y € 0B1} > —v(x). (3.2.1)
Cl 2 h

En el caso N > 2 (de forma similar se trabaja los caso N =1y N = 2) y con la intensién
de compararla con w, definimos la funciéon

2(0) = gy (1> 1)
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la que satisface

Az=0 en Bl\F%
z=0 en 0B
z=C1\ en GB%.

Asi, por el Principio de comparacion, z < w en Bl\E%. Por lo tanto, ya que z(g) = w(g),
podemos afirmar que
IVz(y)] < [Vw(y)| < L.

Ahora, evaluando el gradiente de z en § obtenemos que
2N=2 1
A< (7)L7
—\C: (N — 2)
entonces, por (3.2.1),

oN-=2_1

)L = hC(N)L,

concluyendo la demostracién de 1. en el caso r = 1.

Probemos 2. en el caso r = 1. Sea xg € By/4 N D. Entonces, si h := dist (xg, D) se tiene
que h < 1/4. Por lo tanto, By, (xo) C By/2 y si @ € Bp(xo) se tiene que d(x, By N D) < 2h.

Por el punto 1. para x € By /s se tiene
v(xz) < C Ld(x,B; NOD).

De aqui que,
sup v(z) <2CLh.
By (z0)

Utilizando las estimaciones de las derivadas de funciones armoénicas, existe una constante
Cs tal que,

C!
[Vo(zo)| < =2 sup v< C22C L,
B (zo)

finalizando de este modo la demostracion para el caso r = 1.

Ahora, para el caso general, sea v := %v(rw) en By D := %D C Bi. Se tiene que v y D
satisfacen las condiciones del caso unitario. Entonces, siy € B- N Dy x € Byjp N D es tal
que y = rx se tiene,

—v(y) = ;v(rx) =o(r) < CLdist(x,BNAD)
= O Lr!dist(y, B, NOD),
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quedando demostrado I. en el caso general.

Para la segunda afirmacion,

Vol (B,,,npy = sup [Vo(rz)| = sup |[Vo(z)| = ||VO| e, np) < CL.
By,4ND By ,4ND 1

O

Lema 3.2.3. Sea u® € C?*(Biy) una solucién no negativa de Au = [B.(u) en B;. Emiste
C =C(N,|Bll) tal que sie <+ y0e€d{u®> e} entonces

190 | s < C.

ool

Demostracion. Dado que
VUl sy < IV@llz=synfuesaey + IV@llz=synfuesepy = (1) +(2),
es suficiente acotar (1) y (2).

Veamos la acotacién de (1). Sea xo € Ba N{u® < 2e} y w(y) := Luf(xg +ey) con y en By.

€
Entonces,

1
w >0 y w(0) = —u®(zg) < 2.
€

Por otro lado, como € < 1, entonces, B (zo) C By, con lo cual,
Aw(y) = eAu(zo + ey) = ef:(u"(z0 + €y)) = B(w(y)) en By
Asi, por el Lema 3.2.1, existe C1 (N, ||3]|~) tal que
[Vw| < Cy en Bi.

En particular,
[Vu® (z9)| = [Vw(0)| < Ch.

Entonces, utilizando que la constante no depende de xg,

(1) < IVUfllzee (B, juntus<2ep) < CrV, [IB]lo0)-

Veamos como adaptar la situacién para, utilizando el Lema 3.2.2, acotar (2). De la tdltima
desigualdad se desprende que

|[Vu| < Cy en Bs No{u® > e}

Asi, si definimos v:=u®—een Bs y D := {u® > €}, obtenemos
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Av=Au® =F:(uf) =0 en D

v>0 en D

v=20 enB%ﬂﬁD
Vol = |Vus| < Cy en B: NOD
0€dD.

Por lo tanto, por el Lema 3.2.2, existe una constante Cy = C3(N, C1) tal que

(2) < IVUs|lLoo(By1snfus>e}) = VU]l Loc(By)16nD) < Co,

quedando de este modo demostrado el lema. [l

Teorema 3.2.1. Sean Q C RY abierto y acotado y Q' CC Q. Si

u® >0 en £
Auf =G (u®)  en Q
||U8||L00(Q) S C.

Eziste L = L(N, || 8]0, ¢, dist(€,0Q)) tal que
HVUEHLoo(Q/) S L.
Demostracion. Sea ro = %dist (Q,00). Si xg € Q se tiene que Bgy,(z9) C Q.

Caso I. ¢ > ry. En este caso, por las estimaciones de las derivadas,

Cn
|Vus (z0)] < E(HUE”L"O(Q) + 11Bell Lo m)) -
Como ) )
[1BellLe®) < = 11BllLe@®) < —1BllL~®)
g To
se tiene la acotacién buscada.
Caso II. ¢ < ryg.

Si u® > ¢ en B, /2(x0) se tiene que Au® = 0 ahi, y por lo tanto,

2 2
[Vu(zo)| < —Cn  sup  u® < —COn|[u[|L=(q)-
To By /2(z0) To

Supongamos, entonces que existe x € B, /2(wo) con u®(x) < e. Se tiene una de dos:
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L. u® <een B, /s(0).

2. Existe z € B 2(wo) N O{u® > e}.

1

Caso 1. En este caso aplicamos directamente el Lema 3.2.1 a w(y) := Zu®(zo +€y) en B, /2.

En efecto,
w >0,
[Aw| = [B(w)| < [[BllLem® en B2,
w(0) < 1.
Por lo tanto, [Vw(y)| < L(N, [|8]|z=(®)) en By, /s. De modo que, en particular, |[Vu® (xo)| <
L.
Caso 2. Sea v(y) = %ua (24 5rpy) con y € By. Observar que como |y — z| < rq se tiene que
B5’l“0 (Z) c Q.

e

Ut>e

Sea 6 = z=. Entonces § < 1/5 y se tiene

57rg "

Av = B5(v) en By,
0 € 9{v > ¢}.

Aplicando el Lema 3.2.3 se tiene que ||Vv|[ L~ (B, ) < L con L = L(N, || 3| L~(®)). En partic-

2 1 1
TE?T/U = 15 < g Y por lo tanto,

rog—=
5rg

ular, si yo = se tiene que |yo| <

Vs (z0)| = [Vo(yo)| < L.

Observacién 3.2.1. Si dist(zo,0{u® > e}) < L dist(wo,00N) estamos en el Caso 2, es
decir existe T € By /2(x0) N 0{u® > e}. Por lo tanto, se tiene que |Vu®(xg)| < L con L =

LN, [|Bll Lo ())-
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Nuestro proximo objetivo es ver que tenemos un crecimiento lineal desde la frontera libre
(en el problema del obstéculo tenfamos un crecimiento cuadratico). Para tener este resultado
debemos volver al caso en que u® son minimizantes.

Teorema 3.2.1. Para todo c¢1 > 1 existe Cy tal que si u® > 0 es un minimizante local de J-
en B1(0) cone < T ysizo € B1(0) N {u® > cie} y dist (2o, 0{u® > €}) < 3 se sigue que

u®(zg) > Crdist (zg, 0{u® > €}).

Demostracion. Sea dy = dist (zg, 0{u® > e}),

Sué>e}

@ B,(0)

Rescalemos y llamemos w a la funcion,

1
w(y) = d—oua(xo +doy) para y € B1(0).

Entonces,

w >0 en DB1(0)
Aw=0 en B;(0).

Sea a = w(0) = %ﬁf“). Queremos ver que existe C; > 0 tal que a > Cj.

Como uf > 0 es un minimizante local de J. en B;(0) resulta que w es minimizante local
de J e . En particular, si v € w + Hy(B1(0)) se tiene que
0

1 1
—/ |Vwl|? der/ B (w)de < —/ |Vv|2dz+/ B: (v)dz. (3.2.2)
2 JB,(0) B1(0) 2 /By (0) Bi(0)

Dado que w es arménica no negativa en By (0), todos los valores en By (0) son equivalentes.

3
a‘"‘

O sea, por la desigualdad de Harnack, existen C, C' > 0 tales que

Ca<w<Ca en B%(O).
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Vamos a construir una funcién test v € w + H}(B1(0)) que nos va a permitir llegar a la
existencia de C;. Sea ¢ € C*°(RY) tal que

v = 0 en B1(0)
v = 1 en RV\B 1(0).
Definimos v como sigue

U(x):{w(x) B en Bi(0)\ B
min{w(z), Catp(z)} en B1(0).

(0)

[N

Recordemos que el minimo de funciones de H'(Q) estd en H'(Q). Luego, v € H'(B1(0))
si w(z) = min{w(z), Carp(x)} para todo x € 0B1(0). Y esto vale ya que

P=1 en GB%(O) y w<Ca en GB%(O).

Por lo tanto, v € H'(B1(0)). Ademas v—w € Hj(B1(0)), i.e., v € w+Hj(B1(0)). Entonces
v satisface (3.2.2). Méas atin, de la definicién de v, se tiene para ¥ = B1(0) N {w > Cay},

1 2 1 2
§/y|Vw| dz+/yB%(w)dz§§/\P|Vv| d$+/y8diu(’0)d$.

Entonces,
/{BdL(’LU)—BdL(aa’l/J)}dl' < l/ {|CaVy|* — |[Vw|*} do
N 0 0 2 Jy
(Ca)® 2
< GE [ ivepa

Como B es mondtona creciente resulta que
0< Bdsfo(w) -B: (Cap) en U,
ademds ¢) = 0 en B1(0) y w > 0 en B1(0). Entonces,
Cap < w en B1(0)
Be(Cay) = 0 en Bi(0).

0

Esto nos dice que Bi(0)c ¥y

/B%(O)B;—M)dw = /B {Bs (w) - Bz (Cay)} da
L,

< {B% (w) — B;_O(an)} dx
(Ca)? 2
< G5 [ v
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Usando que w > Ca en B 1 (0) y nuevamente la monotonia de B resulta que

Cady
£

B (w) > B (Ca) = B(

do

) en B1/4-

Recordemos que ady = u®(xg) > ci1e. Entonces, usando la monotonia de B tenemos que,

B ( Cady

- ) > B(Cey) > 0.

Por lo tanto,

2
@/ V|2 de > / B: (w)dx
2 ] B1(0) 0
= B(Ce1)|B1(0)].
Luego tenemos que a > C; > 0, que era lo que queriamos ver. O

Lo que nos gustaria tener es la no degeneracién. Recordemos que en el problema del
obstaculo pudimos probar que

sup u > Cnr? si a9 € 0{u > 0}.
Br(mo)

Esto nos permitié probar la densidad positiva del conjunto de positividad, i.e.,

|B,-(z9) N {u> 0}
| By (o)

>c>0
que resulté importante para estimar la medida y dimensién de Hausdorff de la frontera.

Buscamos un resultado similar para el problema que estamos estudiando. En este caso,
como el crecimiento es lineal esperamos para v = lim u®,

sup u>Cor si wxg € {u > 0}.
BT(Z())
En ese sentido tenemos para u® el siguiente resultado.

Teorema 3.2.2. Dadoscy > 1y Cyp, L >0, existe co > 0 tal que sie < 1/4 y0 <u® € C(By)
satisface

1. Aut =0 en {u® > ¢},

2. HVUEHL“’(BI/Q) S L,
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3. uf(x) > Cyrdist (v, 0{u® > €}) six € ByjpN{u® > cie} y dist(z,0{u® > }) < &,
se tiene para todo xo € By N{u® > cie} tal que dist (xg, 0{u® > €}) < i,

sup u® >cor st 0<r<1/4.
BT(mo)

Observacién 3.2.2. Notar que si 0 € d{u® > e} se tiene que dist(xo,0{u® > e}) < 1 si
Zo S B1/4.

Demostracién del Teorema 3.2.2. Sean do = dist (zg,0{u® > €}) y r € (0,%). Dado que
dp < 1/4, por la hipétesis 3. se tiene que

’U,E(SC()) Z Cldo.

Si dO Z %a
C
us(zg) > —r.
8
Supongamos, entonces, que dop < g.
Haremos un proceso inductivo que conducird a un & € B,.(zp) tal que u®(Z) > cor.
Observemos que Br(z9) C B (0), entonces si
x € Bp(xo) N{u® > e} y dist (z,0{u® >¢}) <

3

N | —

por la hipdtesis 3. sabemos que
u®(z) > Cidist (x, 0{u® > e}).

Sea yo € OBq,(wo) N {u® > €}. Dado que dy < § < 35,

Como uf es continua, u®(yg) = &.

tenemos que Bag, (yo) C Bi/2(0).

Dado « € (0,1) a fijar, se tiene en By, (yo),
u®(x) <u(yo) + Lady = € + Lady
donde L es una cota uniforme de la constante de Lipschitz de u® en Bj/;(0) dada en la
hipétesis 2.
Por hipdtesis u®(zg) > c1e y u®(xo) > C1dp. Entonces,

1 La

uf(x) < (E + E)UE(%) en Bado (0)-

O sea,

1+
w(a) < —u(wo) en Bado(o)
1
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donde v = LC—?a.

Elegimos o de manera que %Z < 1. Debido a que Auf =0 en By, (x0),

u (o) :][ u dHN L
9Bu, (zo)

Podemos escribir dBg,(x9) = I't U Ty con interiores disjuntos, con I't C Bad,(v0) ¥
HN=L(T1) = AHN=Y(0By,) con 0 < X < 1 dependiendo sélo de N y a (ver figura).

a=2 sen 6/2

Observemos que

1+~ .

u®(x) <

u(xg) en Ty
C1

y ademas existe x; € I's tal que

u(z) < sup w =u(xy) en T

dBagy (w0)
Como _ _
/ u® dHN ! +/ u® dHN !
uE () = u dHNfl _JIn Iy
(o) ][aBdU(xo) HN=1(0By, (0))
resulta que
1+~ HN-U(Ty) HN1(Ty)
c < c € . 2.
U (‘T()) = 1 U (z())HN_l(aBdU(xO)) +u (xl)HN_l(aBdo(mo)) (3 3)
Como,
HN_l(Fl) - )\
HN=1(8Ba, (o))
Y N-1
H(Ts)

HN=1(0Ba, (20)) ’
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reemplazando en (3.2.3) tenemos que

1+~

£
<
u®(z9) < o

A (xo) + (1 — Nu(xq)

y por lo tanto
(14 do)us(wo) < u(x1),

dondel+50:%>1.

En definitiva vimos que existe x; € By, (x0) tal que
u®(x1) > (14 do)u (o).

con g > 0 dependiendo sélo de L,c¢1,C1 y N.

Repetimos el procedimiento para x;1. Observemos que u®(x1) > u®(xg) > c1e. Sea dy =
dist(z1, 0{u® > e}) y sea y1 € d{u® > £} que realiza esta distancia.

Dado que yo € 9{u® > €} resulta que
dy <l|z1 —yo| < |z — 20| + |20 — yo| = 2do, .

Como estamos en el caso en que dy < g, tenemos que 2dp < 7 y por lo tanto d; < 7.

Ademads dado = € By, (71),

r T
|2 — 20| < [o —z1] + |21 — 20| S di +do < Z—i—g <r,
O sea que By, (r1) C By(x9) C Bi2(0). Procedemos como antes y encontramos xz €
OBy, (z1) tal que
u(z2) > (14 do)u(x1).

Entonces,
uf(z2) > (14 60)%us(20).
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Si se tiene que

T
d1+d0:|1'271'1|+|1'171'0|<§

se deduce que
r

dy = dist (1‘2,8{’&8 > E}) < |£L'2 7y1| < |.CC2 7$1| + |£L'1 7y1| =2d; < 1

Por lo tanto, si @ € By, (x2)

r
|z7:c0|S|1'*:C2|+|SC271'1|+|1'171'0|<d2+§<r.

Luego, Bg,(x2) CC By(x0). Por lo tanto, existe x3 € dBg,(x2) tal que
u®(zg) > (14 0)u(z2)

y entonces
uf(w) = (1+6)%u® (z0).

De esta manera obtenemos z1, ..., tales que

uf(zip1) > (14 60)us () > (14 60) T u(xg) para todo 0 <i <k — 1.
Si Zf;ol |ziv1 — 2] < g, podemos seguir con el proceso y encontrar un rx41 ya que

dp_1 = dist (zk,l,a{us > E}) = |:Ck — :Ck71| < g

y por lo tanto,

,
di <|zp — Yu—1| < ok — Tp—1] + |21 — yp—1] = 2dp—1 < 1

Luego, si « € By, (z1),
k-t r ro.r
| — 20| < |:C*:L'k|+;|1'¢+1*1'i| <dk+§ < ZJFg <r

y por lo tanto By, (zx) CC By ().

Supongamos que el proceso se repite infinitas veces, i.e., existe {xy}ren tal que
uf (z1) > (14 60)us(zp_1) > (1 + do)*u (o).
Dado que (1 +dp) > 1y u®(zg) > c1e resulta que

(14 60)Fu(xg) — 0o cuando k — oo
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y por lo tanto
u(xg) — oo cuando k — co.

Por otro lado, como u® es Lipschitz, con constante L en By /o (0), tenemos que
r
u(zp) < Llag — yp—1]| + v (yp—1) < 2Ldp—1 +€ < Ly+1,

O sea que {u(zk) }ren es una sucesion acotada, con lo cual arribamos a una contradiccién,
la que provino de suponer que el proceso se podia repetir infinitamente. Luego el proceso sélo
se puede repetir una cantidad finita de veces. Por lo tanto, existe kg tal que

ko—1
r
Z |1'z+1 1'1| < s Y Z |:Cz+1 1'1| Z g
Ademsds, para todo i =0,..., ko,
1
|SCi+1 — .CCZ| = d; = dist (zi,a{us > E}) < C—U ( )
1

Luego, . .
0 1 (0]
< Z |ziv1 — x| < o Zug(xz)
. 14
1=0 1=0

Por otro lado tenemos que para todo ¢ =0,...,ky — 1

ool =3

u(wiy1) > (14 do)uc ().

Entonces, para todo i =0,..., kg — 1

)
ug(xko)'

Concluimos que

k
1 R U (Thy ) 1 1+ 8o u(zk,)
< — E ) < E - < .
- v (:CZ) - i (1 —+ 50)16071 - 50 Cl

De modo que

Cid
€ > -
W) 2 g gy

Como zx, € Br(x¢) resulta, tomando ¢y = mm{ &5 11+5§0 }, que

sup u® > cor
BT(mO)

que es lo que queriamos demostrar. [l
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Se tiene el siguiente corolario inmediato de los Teoremas 3.2.1 y 3.2.2.

Corolario 3.2.1. Dados ¢1 > 1 y Cy > 0 existe cg > 0 tal que si e < 1/4, u® es un
minimizante local no negativo de Jz en B1(0) con ||uf||p=(5,) < Co, 2o € B1(0)N{u® = c1e}
y dist (z, d{u® > €}) < 1 se tiene

sup u® > cor sir e (0,1/4).
BT(CE())

Con esto tenemos el siguiente resultado.

Corolario 3.2.2. Sea Q' CC Q. Para toda constante ¢y > 1 existen co y ro > 0 tales que si
u® es un minimizante local no negativo de J. en Q, xo € Q' N{u® > c1e} y dist (zg, 0{u® >
e}) < ro, se tiene para e < g dist(Q',09),

sup u® > cor  sir e (0,r9).
By (z0)

Demostracion. Propongamos rg = édist(ﬂ',@ﬂ) y tomemos py = $dist(Q', 92). Sean z( €
Q' N{u® > cie} y T € 0{u® > e} tal que |xg — Z| = dist(xg, d{u® > e}) < 9. Observemos que
B, (Z) C Bap,(z09) C Q y consideremos

1
w(y) = p—us(f + poy) paray € Bi(0).
0

Sabemos que w es minimizante local de JPLU en B1(0) y w > 0. Sea yo tal que zo = Z+ poyo,
Le., yo = #e==£. Como |xg — Z| < ro = I, resulta que |yo| < 1. Ademés w(yy) = ploua(aco),
entonces yo € B1(0)N{w > ¢1.-}. Luego, como = < 1/4, podemos aplicar el Corolario 3.2.1

y deducir que existe cg > 0 tal que

sup w > cop sipe (0,1/4).
By (yo)

Para terminar la demostracién veamos que si @ = T + poy entonces, x € B,.(x¢) si y sélo
sty e B (yo). Para ésto basta observar que
0

—I x90—T
Po Po

_ |z — 0]
Po

T
Iy—yol =

Entonces si r € (0,79) resulta que pLO < % y por lo tanto,

r
sup u® =pg Sup w > pgCo— = CoT-
Br(w0) B%(yo) Po

Que era lo que queriamos demostrar. [l
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De aqui se deduce que la proporcién de los conjuntos {u® > A} en bolas B,(x() centradas
en puntos zp € {u® > A} estd acotada inferiormente en forma independiente de & si A > ¢1e
con ¢; > 1y p > co) para una constante co > 0 independiente de €. De aqui se va a deducir
la densidad positiva uniforme de {u > 0} en puntos de la frontera libre para u = lfm u°.

Corolario 3.2.3. Dados Cy > 0, ¢1 > 1 existen constantes ca, ¢z > 0 tales que sie < 1/4, u®
es un minimizante local no negativo de J. en By con ||uf||pe(p,) < Co, y 81 20 € By/sNo{u® >
A} con A > cie y dist (xg, 0{u® > e}) < 1/4 entonces,

|Bp(ac0) N{u® > )\}| > 03‘Bp(ac0)| st A< p<

B~ =

Demostracién. Por el Corolario 3.2.1 existe y € By,/4(wo) tal que u®(y) = supp_, (4y) u° = cop.
Sea 0 < Kk < 1/4. Si & € By,(y) se tiene |z — 9| < kp + p/4 < p/2. Por lo tanto,
Byyp(y) C Byjp y si llamamos L a una cota de [Vu®| en By s, se tiene

u®(x) > u(y) — Lrp > (co — LK)p st € Byp(y).

Tomemos, entonces, 0 < k < 1/4 tal que ¢g — Lk > 0. Si ahora co > 0 es tal que
ca(co — Lk) > 1 se tiene, para p > o\,

u®(z) > ca(co — LE)A > A en By (y).

Entonces, B,(y) C {u® > A} N B,y(z0). De aqui que
| By (o) N {u® > A} > sV |B,|,

y se tiene el resultado con cz = 7. O

Notemos con Q) = {u® > A}. El objetivo ahora es probar que para § > ca\ se tiene que
|N5(995) N Br| < csd RN~ Esta estimacién permitird acotar la medida de Hausdorff de la
frontera libre de u = lim u®.

Teorema 3.2.3. Dados c¢; > 1, Cy > 0 existen co, c3 > 0 tales que si u® es un minimizante
local mo negativo de J. en By con [|u®||p~(p,) < Co, A > c1e y c2A < § < 1/8 entonces, para
R < 1/4 se tiene

|N5(095) N Br| < cs6 RN

La demostracién se basara en dos lemas. Observemos, primero que debido a la acotacién
Lipschitz uniforme de las uf y la acotacion de A en términos de § se tiene N'T(992)) C {\ <
u® < Cd} para una constante universal C. En efecto, si z € N5(99Q)), existe y € 90, tal que
|z — y| < 0. Entonces,

u(x) S N+ LS < (¢t + L)o.

Comenzaremos con el siguiente lema
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Lema 3.2.4. En las condiciones del Teorema 3.2.3, para C1 > 0 se tiene que existe ¢ > 0 tal
que

/ |Vuf|? de < cORN L.

(A<us<C18}NBR

Demostracion. Sea w = min{(u® — \)*, C16 — A}. Entonces w € H'(Bg) y

a 3
|Vuf|? de = Vuf Vw = —/ w Au® —|—/ wi RN
Br Br %]

/{)\<UE<C15}QBR Br n

:/ wZL g1 < ¢(N)LC1oRN L.
dBr n

Aqui hemos usado que A > € con lo cual Au® = 0 en el soporte de w y que w < C14. O

El teorema estard demostrado cuando hayamos relacionado la medida del delta entorno
de 092 con la integral que acabamos de estimar. Tenemos

Lema 3.2.5. Dado ¢1 > 1 existen Cp, Ca, co > 0 tales que si X > c1e y co\ < § < 1/8 se
tiene para R < 1/4,

N3 (092) N Brss| < Cs / Ve |? da.
{A<u=<C16}NBRr

Demostracion. Cubrimos N5(9Qy) N Br—2s con bolas B; = Bs(x;) con centros z; € 0y N
Bpr—s que se superponen a lo sumo de a ng (con ng = ng(N)).

Afirmo: En cada una de estas bolas hay subbolas B} y ng con radios r; = C6 con C
independiente de j tales que si u = (u® — A\)7 se tiene

uz%oé enle, ug%é enB]2
donde ¢ es la constante de la no degeneracién para bolas centradas en {u® > e} N By,4 con
radios a lo sumo 1/8. En efecto, tomo B} = B, (x;) conr; = 1%—0[/5 donde L > [|[Vu?|| Lo (B, )
Observemos que u(z;) = 0. Por lo tanto, si # € B} se tiene u(z) < Lr; = %6.

Sea ahora y; € Bs/4(x;) tal que u®(y;) > co3. Sea B} = B,,(y;). Entonces, si = € Bj se
tiene,

5
u®(z) > u(y;) — Lr; > oy~ Lr;.

Por lo tanto,



3.3 Regularidad de la frontera libre en sentido de la medida 75

Sea m; =, u. Afirmo que existe ¢ > 0 universal tal que en una de las dos bolas B} o
J

B5 se debe tener |u(x) —m;| > ¢d para todo x. En efecto, si no fuera asi existirian z, € B}
y 2 € B} tales que |u(z1) —mj| < ¢y |u(xa) —mj| < cd. Entonces,

%05 - %5 < u(zy) —u(ze) < 2¢0

lo que es un absurdo si ¢ < £§.

De aqui que en una de las dos bolas se debe tener [u(x) —m;| > £56 para todo . Sea &
tal que |Bj| = |B}| = x|Bj|. Entonces, por la desigualdad de Poincaré (existe C' > 0 tal que
[, u=0implica que [ u* < Cr? [, |Vul?) se tiene,

n(g—;)252 S][B‘ lu —m;|* dx < 052][ | |Vu|? de.

BJ
Con lo que concluimos que existe ¢ > 0 tal que para todo j se tiene va |Vul? dz > ¢|Bjl.
J
De aqui que como N3(92) N Br—s C U Bj,

1
‘N(;(GQ,\) QBR_(;’ S E |BJ| S E E / |V’u,|2dl'
B;

<o |Vu|? de = o |Vuf|? de < / |Vl |? d.
¢ JUs; ¢ JUB;n{us>1} {A<us<C16}NBR

Aqui hemos usado que Y x5, < noxus,, que uf(z) < A+ L < (c;' 4+ L)§ = C16 para
x € Bj y que UB; C Bg. O

Demostracion del Teorema 3.2.3. Aplicando los dos lemas tenemos
|N5(02) N Br| < |Br \ Br-as| + [N5(Qx) N Br_as|

< ONORNTH 4 0 |Vuf|? dz < (C 4 Cye) SRN L.
{A<us<C16}NBR

3.3. Regularidad de la frontera libre en sentido de la
medida

En la seccion anterior hemos probado varias estimaciones independientes de £ para las
soluciones de P: y sus conjuntos de nivel. Esto nos permitira pasar al limite bajo subsucesiones
y probar que cada funcién limite u es arménica en el conjunto de positividad y globalmente
Lipschitz.
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De este modo, el gran trabajo que resta serda probar la regularidad de la frontera libre
QNo{u > 0}. Si supiéramos que ésta es una superficie C1'%, resultados cldsicos de regularidad
de soluciones del Problema de Dirichlet darian que la funcién limite es C' hasta la frontera
libre.

En este curso no llegaremos a probar este resultado. Pero haremos la primera parte del
camino que consiste en probar la regularidad en un sentido débil, en el sentido de la medida.

Por otro lado, probaremos que cada funcién limite es solucién débil (distribucional) del
problema de frontera libre:

{Auzo en QN {u> 0}, (33.1)

u=0, |[Vul=v2M  enQnNd{u>0}.

De este modo, una vez probado que la frontera libre es C1, tendriamos que u es solucién
cldsica del problema de frontera libre (3.3.1).

Los resultados de regularidad de u y su frontera libre son de cardcter local. Es decir, basta
probarlos en un entorno de cada punto de la frontera libre. Como el problema P. es invariante
bajo rescales del tipo u5(z) = u®(zo + Az), en el sentido de que u5(x) es solucién de P,y
en Bj si uf es solucién de P. en By (xg), vamos a suponer que estamos en la bola unitaria.

Proposicién 3.3.1. Sea {u®" }nen conej, — 0 soluciones de P., en By tales que u®n = ug
en Bi. Entonces,

(a) {uo > 0}NDBy 4 es limite en distancia de Hausdorff de {u®in > cie;, N By 4 concp > 1.
Es decir, para § > 0 suficientemente chico existe ng € N tal que si n > ny,

Bin{usn > cigj,} CNs({uo >0}) y Binfuo >0} CNs({u“n > cigj, }).

ug es localmente Lipschitz en By, armonica en {up > 0} y uniformemente no degenerada
b local te Lipschit B ni 0 ) 17 d d
en B% N o{ug > 0}. Esto dltimo quiere decir que existen co y po constantes positivas

tales que si xzg € B1 N 0{ug > 0},

sup ug > cop st 0<p < po.
By (z0)

(¢) Eziste C > 0 tal que si § es chico y R < i,
IN5(0{uo > 0}) N Br| < CORN™Y y HN1(0{up > 0} N Bg) < CRN™L.
Demostracion. Notaremos
Uy = U™ En = Ejn Q= {un > c1en} Qo = {up > 0}.

Probemos (a).
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Veamos que para todo § > 0 existe ng € N tal que si n > ny,
Bin Qy C Ns(Q) y (3.3.2)
Bin Qn C Ns(Qo). (3.3.3)

Para demostrar (3.3.2) razonemos por el absurdo. Si suponemos que no, existird una
subsucesién {zn, } que notaremos {x,} C Qo N By 4 tal que x, ¢ N;5(€2,). Entonces

Bs(xy) C {un < 184}

Como z,, € B%, podemos suponer que z,, — Xg.

Ahora, si x € Bs(xp), como x, — xg, existe ng € N tal que z € Bs(x,,) si n > ng. Como
Bs(xy) C {up < c1e,}, resulta uy,(z) < ¢16, sin > ng y, usando que €, — 0 cuando n — oo

y que u, = ug, pasando al limite tenemos que ug(x) = 0. Asi,
up =0 en Bs(xg).

Por otro lado, como x,, — xg y x,, € o para todo n € N,
o € Qo = {ug > 0}

pero ug = 0 en Bs(xp), lo que nos lleva a un absurdo. Luego,

B% N Qo C Ns(2y,).

Veamos ahora (3.3.3).

Si suponemos que no vale existird una sucesion {z,} C Q, N By 4 tal que z, ¢ N5(Q0),
es decir,
uo(x) =0 en Bs(z,) paratodo ne€N.

Como antes, podemos suponer que x,, — xg. Entonces para n suficientemente grande tenemos
que Bj (z0) C Bs(xn), de lo que resulta

up =0 en Bg(zo).

Por otro lado, usando que z,, € €, para todo n € N, consideramos y,, € B s () tal que

)
Un(Yn) > o para todo n € N.

Podemos suponer que y, — yo con ug(yo) > CO% > 0 pero yg € B%(aco) - B% (o) yup =0
en Bs (x0), lo que nos lleva a un absurdo.
Luego,

B% NQ, C Ns(Qo).
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Ahora probemos (b).

Como u,, = ug sobre compactos, se sigue que si K CC {ug > 0}, se tiene que K C {u, >
en} si n es suficientemente grande. Por lo tanto, Au, = 0y |Vu,| < L en K. De aqui que
Aug =0y |[Vug| < Len K.

Veamos que ug es uniformemente no degenerada. En efecto, sea xg € By /s N d{uo > 0}.
Sean § < 1/8 e yo € By N {up > 0} con |xg —yo| < 6. Por el punto (a) existe ng € N tal que
sin > ng, yo € Ns(Qy) v por lo tanto existe y,, € Q,, con |yo — yn| < §. Como |yg| < 1/8 y
d < 1/8, se sigue que y, € By, y, aplicando el Corolario 3.2.1 tenemos que

sup up >cop si 0<p < po.
By (yn)

De aqui que, si 0 < p < po, existe z, € B,(yn) con u,(z,) > cop. Podemos suponer,
tomando una subsucesién, que x,, — T con ug(Z) > cop.
Ahora bien,
|zo — 2| <26 + p+ |z, — T

Por lo tanto, |zo —Z| < 25+ p y, como ¢ es arbitrario se sigue que T € B, (). Concluimos
que
sup ug > Cop-
By (zo)

Para terminar, veamos (c).

Queremos ver que

IN5(09%) N Br| < CSRN™! si 6<1/8 y R<1/8.

Para ésto antes veamos que existe un ng = no(6) € N tal que 99 N Byg C Nos(0Q,,)
si n > ng. En efecto, sea € 0Q N By/g y sea y € Bs(x) N Q. Usando (a) sabemos que
B4 N Qo C Ns(Qy). Siyn € Q, es tal que |y, — y| < 4, tenemos que

lyn — | < yn —yl + |y — x| < 5+ 6 = 26.

Como z € 90y N By g, tomamos z € RV \ Qg tal que |z — z| < 6. Tenemos, entonces, que
existe ng € N tal que si n > ng,z ¢ ,. En efecto, existe §; > 0 tal que ug = 0 en By, (2).
Usando la parte (2) del item (a), si suponemos que z € ,, tenemos que z € N, (o) si
n > nq, lo que nos lleva a un absurdo.

Entonces tenemos que existe un ny € N tal que si n > ng, z ¢ Q.

En el segmento de extremos y,, y z hay un punto que llamaremos r € 9, N Bas(x). Por
lo tanto, existe un ng € N tal que

Bl/8 N oy C NQ(s(aQn) si n>ng.

Luego,
1
|N§(aQo) QBR| < |N35(8Qn) M BR| si n>ng y R < g
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Por el Teorema 3.2.3 resulta que
|N35(6Qn) n BR| < 35CRN_1,

de lo que tenemos que
1 1
IN5(0Q0) N Br| < CORN™! si 6 < 3 v R<g

Falta ver que

1
|HN =409 N Br)| < CRN™! si R< 5

Sea {Bj}jen un cubrimiento de Q¢ N Br con bolas de radio ¢ centradas en 02y N Bg tal
que se intersecan a lo sumo de a ng(N). Es decir,

o0
Z XB; < no.
i=1

Como

e 3 A\ N—1
HY T (020NBR) = if {y(N-1)} (dmmT(Cﬂ)) : (09NBg) c | JC;, diam(C)) < 26},

J=1

resulta que

Hé\f;—l(aQoﬂBR) < V(N*1> (djami(Bj))N,1

Ir

(N —1) = /diam(B;)\N
< AUy ()
AN D) &

=

J

N -1
%no |N5(590) n BR+5|-
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Como |[N5(0Q0) N Brys| < CS(R + 5)N 71, llegamos a que

N-—1
HY (900 N Bg) < unOC(R +0)N-L,

Y(N)

Haciendo § tender a cero,

N -1
HYN Y1099 N Br) < lim MnOC(RJr SNt

que era lo que nos restaba probar. [l

Proposicién 3.3.2. ug es minimizante local en By g de
1
J(v) = 5 / |Vo|? dx + M/x{v>0} dx.

Demostracion. Para zq fijo notaremos

1
Jrn(v) = —/ |Vv|2+/ B,(v) donde B, =B,
2 JB, (o) By (o)

1
Frov) = 5/3 ( >|W|2 +M/B oy 7O
+(Zo r(Zo

Sean x, € Bys y r > 0 tales que B,.(x9) CC By /s, y sea v € ug + Hj(B(x0)).
Para conseguir una funcién admisible para el problema n, consideremos h > 0 tal que
By yn(x0) C Byys; y extendamos v a B, yp(z0) de la siguiente forma:

V(1) = {U(ac) si x € By(x0)
* uo(x) + (Z=2=0) (uy (x) — wo(@)) si @ € Bryn(2o) \ Br(wo).

Asf tenemos que v, ,, € uy, + HYH(Byryn(z0)).

Entonces,
Jr-l—h,n(vh,n) Z Jr-l—h,n(un) Z Jr,n(un)-

Ahora bien,

Tesnn(onn) = Jro@)+ [ [Bule) = Mxquson]
By (z0)
| — xo| — 1 x — xg

! 2
5, Vg + 2= G ) 4 (T () — o)
2 Bﬁh(zo)\BT(zO)‘ 0 n 0) (me( ( o )’

+/ By (vnn) = Jro() + I+ I+ II1.
By45(z0)\Br(z0)
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Notemos con B,y \ B a Bryp(xo) \ Br(z0).

Con el fin de estimar I, observemos que
[Bn(v) = Mx{y>03] — 0 a.e. Bg.
En efecto, si v(z) > 0, existe un ng € N tal que v(x) > g, si n > ng. Asi, B, (v(z)) = M
sin > ng;y si v(x) =0, By(v(x)) =0 para todo n € N.

Ademés, como
1Bn(v) — MXx{(u>0y| < 2M,

tenemos que I — 0 cuando n — oo.

Por otro lado,

T —To| —T 2 1
11| S/B . ’Vuo + | ho| (Vu, — Vuo)‘ + ﬁ/B . [, () — uo(x)]?.
r+h r r+h s

Usando que {Vu,} estd acotada uniformemente, tenemos que

|z — 2] — 7

h (V’un — VUO)

2
’gL.

’VUO +
Asi, para el primer sumando tenemos que
|x — zo — 7|

2
/ ’Vuo + —(Vu, — Vuo)’ < L|Byip \ Br| < chr™ 71,
By4n\B; h

Como u,, = ug sobre compactos se tiene,

1
|[11] < chrV =1 4+ 2 [ty — wol? — chrN—1 cuando n — oo.
By n\Br

Finalmente,
|ITI| < M|B,4p \ By| < chrV 1.

Entonces,
lHmsup Jy4p.n(Vnn) < Jro(v) + chrV 1,

n—oo

Por otro lado habiamos observado que
Jr—i—h,n(vh,n) Z Jr-l—h,n(un) Z Jr,n(un)-

Veamos que liminf,, oo Jrpn(tn) > Jro(uo). En efecto,

1
Jrn(tn) = = / Vunl? + / B (o).
2 /B, (z0) By (20)
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Como sabemos que Vu,, — Vug en L?(Bj), usando el Lema de Fatou, tenemos que

/ |Vug|* < h’minf/ |Vu,|?.
By (o) o J By (w0)

Faltaria ver que

h’minf/ B (un) > M/ X{uo>0} = M/ X -
nmee BT(IU) BT(IU) Br(zo)

Observemos que

/ Bu(un) > / B (un).
B, (z0) (Br(20)N0)\Ns (090)

Por otro lado, por la no degeneracién de ug se tiene que existe una constante C' > 0 tal
que

ug>Co>0 en (By(xo)N Q) \ Ns(9Q0)

y €omo u, = ug, existe un ng = ng(d) € N tal que
Up > €n en  (Br(zg) N Q) \Ns(0Q) si n>mng.

Entonces,

Brn(uy) =M en (Br(z9) N Q) \ Ns(0Q0).

Asi,

Br(20) (Br(w0)N20)\N5(9€0)

= M|[(B:(z0) N o) \ N5(00)|
M|B,(x0) N Qo| = M|B(x0) N N5 (9Q0)|-

Usando que
|BT($Q) ON,;F(GQOM < |BT($Q) ON(;((’)QO)| < corN 1

tenemos que,

/ B (un) > M XQo — corN L,
By (x0) BT(ZU)
Entonces,

n—oo

Iim inf/ B (up) > M XQo — corN 1,
By (z0) By (x0)

Como 6 es arbitrario, resulta

lim inf/ B (un) > M X0+
BT("L‘U) Br(mo)

n—oo
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Entonces,

Jro(ug) < lminf J, p (up) < Hmsup Jy o, (un) < lHmsup Jrpppn(vnn)

n—oo n—0o0

< Jro(v) 4+ chrN 7L,

Si tomamos limite cuando h — 0, obtenemos que

JT,O(UO) S JT,O(v)a

que era lo que queriamos demostrar.

Luego, up es minimizante local de

1
J(v) = §/|VU|2 dx—l—M/X{DO} dx en By/g.

Antes de proseguir con el estudio de la regularidad de la frontera libre veamos algunas
formas equivalentes de decir que una funciéon no degenera uniformemente.

Proposicién 3.3.3. Sea u € Lip;oc(2),u >0 y Au > 0 en sentido débil en Q. Sea Q' CC Q.
Stxg €N a{u > 0} y By, (x0) CC Q, son equivalentes:

1. Ezisten Cy, o > 0 tales que supg (5, u = Cor, 0<r<r.
2. Ezisten Cy, 7o > 0 tales que SUPyB, (z0) U = Cor, 0<r <.
3. Existen Cy, ro > 0 tales quej‘:BT(zo) u > Cor, 0<r<rg.
4. FEzisten Cy, ro > 0 tales que faBT(IO) u > Cor, 0<r<rg.

Coy y ro no son necesariamente los mismos en cada ocurrencia.

Demostracion. (1) = (2)
Como Au > 0 en sentido débil en €2, u satisface el principio del maximo. Por lo tanto,
sup u= sup u>Cyr, 0<r<rg.
aBT(IU) BT(IU)
(2)=(3)

Sabemos que

sup u > Cor, 0<7r <rg.
0B, (x0)
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Supongamos que no vale (3), entonces existe una sucesién r, — 0 tal que
1
u < —r,.
By, (zo0) n

1
U () = T—u(aco +r,x), para x € By.
n

Consideremos

En la desigualdad UCBT (o) Y < %rn, dividamos por 7,,. Entonces,

> 1 / u(m)
|Br., | By, (z0) T

S|

Cambiando variables tenemos,

1 / u(x) 1 1
|Br.| JB,, (z0) Tn |B1| /B, n
Como {un} y {|Vun|} estan acotadas en || ||~(p,), podemos suponer (tomando una

subsucesion) que existe uo, € Lip(By) tal que u, = u en B;. Entonces,

][ Up — Uso
B B,

con lo cual
][ Uso = 0
B
y como
Uso > 0
se tiene

Uso =0 en Bj.

Por (2) tenfamos que para todo n € N existe x,, € 0B, (z9) tal que u(x,) > Cory,.

Consideremos
_ Tn — X0
I, = — € 0Bs.
T'n

Entonces
1 1

_ Tp — X0

Up (Tp) = —u(mo +or, ) = —u(x,) > Cp.
Tn Tn Tn

Para una subsucesion resulta Z,, — & con us(Z) > Cp > 0, lo que nos lleva a un absurdo.

Luego, existen C7 > 0, 1 > 0 tales que

][ u>Cir, 0<r<r.
BT("L‘U)
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(3) = (4)

Sabemos que fB (o) U 2 Cor si 0 < r < 1. Supongamos que no vale (4), entonces existe
una sucesion (ry, )nen tal que

r, —0 vy ][ u < —r,.
9B, (z0) n

Para cada n € N, consideremos

1
un(x) = —u(zg + rpx) para x € By.

Entonces tenemos que

1
][ u(z) < —rp,
3B, (x0) n

y dividiendo a ambos lados por 0 < 7,

0B, (zo) Tn n

Haciendo un cambio de variables, tenemos

SN S S C N
HN71 (aBTTL) BBM (:Eo) Tn 8B1

y tomando limite, resulta

1
1 zf uny) >4 us(a).
n 9B, 9B

Como Uy > 0 en By y us € C(By) se tiene,
Uso =0 en 0DBj.

Pero Aus, > 0 en sentido débil en By entonces, por el Principio del maximo,
Uso =0 en Bj.

Usando (3),
][ u(z)dx > Corp, paratodo n € N.
By, (z0)

Entonces,

cos][ un(9)dy — 4 uoe(2) da,
By

By
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de lo que tenemos que

0<CO§][ Uso(T)dx ¥ U =0 en By,
By

lo que es un absurdo.
(4) = (1)
Supongamos que no vale (1); entonces existe una sucesién (r,),en tal que

1

r, —0 vy sup u < —7p.
By, (w0) n
Consideremos, como antes, para cada n € N,
un(x) = —u(xg + rpx) para x € By.

n

Ya habiamos visto que {un }n>1 era una familia equiacotada y equicontinua y por lo tanto
existia uoo € C(By) tal que

Up = Use €en By

Como u,, > 0 en By y Au, > 0 en sentido débil en B; resulta que uy > 0 en By y
Aus > 0 en sentido débil en Bjy.

Tenemos que

sup u < —rp,

Br,, (wo) n
con lo cual,
1

sup u, < —.

Bq n
Por lo tanto,

SUp U < 0.

B1

Como us > 0 en Bj tenemos que us = 0 en B;. Mas ain, dado que us € C(B_l), resulta
que

U =0 en By

][ Uso = 0.
0B1

][ u > Cory;
0B, (z0)

lo que implica que

Usando (4) tenemos que
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y, mediante un cambio de variables,

Cy §][ Uy — Uso-
0B, 0B,

Asi,
][ Uso > Co >0 pero U =0 en By,
OB1

lo que nos lleva a un absurdo. O

Probemos ahora que tanto {ug > 0} como {up = 0} tienen densidad positiva en todo
punto de d{ug > 0}. A saber,

Proposicién 3.3.4. Dado R < 1/8, existen 19 > 0 y 0 < C < 1 tales que si 9 € Br N
O{ug >0} y 0 <r <ry, entonces

O < |BT($Q) n {UQ > 0}|

< <1-0C.
|BR

Demostracion. La primera desigualdad sale de la no degeneracion. En efecto, sea pg la con-
stante de la Proposicién 3.3.1 (b). Sea 0 < r < py. Entonces,

sup ug > Ccor.
B;./2

Sean yo € Bz (x0) con ug(yo) > cor y sea © € Bir(yo). Entonces,

uo(x) > uo(yo) — Ler > cor — Ler >0 si k< T

Entonces,
| B (20) N {uo > 0}| > [Ber(y0)| = ™ |B, ],
es decir,
B, N >0
| By (w0) N {uo > 0} > W,
| B |

Para la otra desigualdad, usaremos que ug minimiza un funcional de energia. Para esto,
sea v la solucion de
Av=0 en B;(xg)
v=ug en JB.(xg).

Afirmamos que v > 0 en B, (). En efecto, o bien se tiene eso, o bien v = 0 en B, (zg). Como
up no es idénticamente nula en B, (xg) y es subarmdénica y por lo tanto no idénticamente nula
en 0B, (x¢) deducimos que

v>0 en By(zg).
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Por otro lado, sabemos que J; o(v) > Jyo(ug). Pero,

1 1
Talw) =5 [ WP [ g =g [ Ve MIBGeo)
By-(z0) By-(z0) By-(z0)
Yy
1 2 1 2
Jro(uo) = B |Vuol* + M X{uo>0} = 3 |Vuo|® + M| B, (x0) N Q.
B (z0) Br(20) By (o)
Entonces,
1 1
—/ |Vo|?2 + M|B,| > —/ |Vug|> + M| B, (z0) N Q.
2 By (z0) 2 By (z0)
Es decir,

M(B, = 1B, o) N0 = 5 [ [[Funl? = [T,

Br(zo)

Como (|By| — |Br(x0) N Qo|) = |Br N {uo = 0}, dividiendo por |B,| en ambos miembros,

resulta:
1B, N fuo =0} _ 1

M >34 1Vual = [
| B (z0)] 2J B,(z0) 0

Tenemos que

/ IV (up —v)|* = / |V |? +/ |Vo|? — 2/ VuoVo.
BT(IU) BT(CE()) BT(IU) BT(IU)

/ VuoVo = / |Vol?
B (z0) By (z0)

Pero

pues, como Av =0 en B, (xg),

0= / VuVe paratoda ¢ € Hy(B,.(x0)).
Br(zo)

Tomando ¢ = ug — v, resulta

0= / VoV(ug —v) = / VoVug — / |Vol?.
By (xo) By (x0) B, (z0)

Entonces,
1 1

31 (VWP - veP =5 Vo)
B, (z0) B, (z0)

De lo que resulta que

|B, N {uo = 0}| 1][ 5 C 2
M———M——— > - |V (uo — v)] Z—][ (up —v)*,
| By | 2 By (z0) r? By (x0)
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usando en la tltima acotacién la Desigualdad de Poincaré.

Veamos ahora que v — ug > Cor en By, (z9) con £y Cy independientes de r y .
En efecto, como ug(xo) = 0 se tiene que ug < Lir en By, (x0).

Por otro lado, como Av = 0 en B, (x0) y v = ug en 0B,(x¢), y up es uniformemente no
degenerada,
v(xg) :][ ug > Cor.
OB, (x0)

Ademas,

IVV[|oe(BL (wo)) SC sup v=C sup v=C sup ug <K,
2 B (x0) 9B (x0) 9B, (z0)

donde K es una constante que existe debido a que ug es acotada.

Entonces, para z € By, (20),0 < k < %,

v(x) > v(xg) — Krr > Cor — Kkr.

C
(v —up)(x) > Cor — Kkr — Lkr > TOT si k< Kg.

B.N =0 C Co\?|Bs:r
B O 2O O [ gz o Q) el
T|BT| Br(z0)

|B,| 2 |By|
- ey

Entonces resulta que

O

Supongamos por un momento que ug € Cl! a través de d{ug > 0}. Entonces si zo €
0{up > 0} se tiene para un |v| =1 que Vug(zo) = |Vuo(zo)|v.

Haciendo el desarrollo de Taylor de ug alrededor de zq, como ug(xp) = 0, tenemos:
uo(z) = (Vuo(zo), x — o) + o(Jx — xo]).

Por lo tanto,
uo(z) = |Vuo(zo)| < & — x0,v > 40|z — x0]).
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En nuestro caso, no se tendrd esta regularidad, pero este desarrollo se puede hacer si
0{ug >0} € Ct y ug € C*({up > 0}). En efecto, extendemos 1y a un entorno de d{uy > 0}
como funcién C', hacemos el desarrollo de Taylor y deducimos que

up(x) = |Vug(zo)| < © — 0, v > 40|z — 20|)
pues del lado “exterior”, ug = 0.
Por otro lado, si xg € 9{ug > 0} y existe a > 0 tal que
up(r) = a < x —x0,v >T +o(lx — 20}),

se tiene que o = |Vug(zo)|. De modo que este desarrollo asintético es una forma débil de decir
que |Vug(zg)| = « en estos puntos donde hay una normal v a d{ug > 0} en algin sentido
razonable. Comenzamos entonces con la siguiente definicién,

Definicién 3.3.1. Sea 2 un conjunto de perimetro finito y xo € 02. Decimos que xg € 0*§2
(la frontera en medida) si verifica:

B, NnQ ) B, n Qe
h’msup| (z0) | >0 y hmsupM

—_— >0
r—0 |B’l“ | r—0 |B’l“ |

Para HN~1-a. e. 79 € 9%, 3 la normal interior v, con |v| = 1 en el sentido de la medida,
determinada por la siguiente condicién:

Y | B, (o) N QN {{x — xo,v) <0} _

0
r—0 |Br| ’
v B Qe 0
L B) N0° 0 (e = w0,) >0}
r—0 |BT|

A este subconjunto de la frontera en medida se lo denomina frontera reducida y se lo
denota 0, {u > 0} 0 Oreq{u > 0}. Se tiene

HNL(0" )\ 9,0) = 0.
Como probamos que d{ug > 0} = 9*{up > 0}, se tiene
HN =L (0{ug > 03\, {up > 0}) = 0.

Se tiene el siguiente resultado Teorema de la divergencia (ver [4]): Si Qg es un conjunto
— _
de perfmetro finito y F' € C1(Qy),

— —
/ didex:/ FodHN!
QU 6*90

A continuacién daremos una posible formulacién débil del problema de frontera libre. A
saber,
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Definicion 3.3.2. Decimos que ug es solucion débil de

{AUO en QN {u > 0}, (3.3.4)

u=0, |Vul=+v2M en QN o{u > 0},
St
—/VuOVgoz/ V2M pdHN ™Y Yo € C3°(Q).
Bred{u0>0}
Para ver que ésta es una buena definicién supongamos que

o{ug >0} € C, ug € C*({uo > 0}), wug es solucién clasica de (3.3.4)

y sea ¢ € C§°(B). Entonces,

0
0:/ SQAUOZ*/ ch-Vu0+/ @ﬂdHN*:
{uo>0}NQ {uo>0}NQ a({uo>03nQ) Ve

= —/ Vo - Vug —/ VoM pdHN !
{uo>0}NN {uo>0}NB

donde v, es la normal exterior.

Ahora bien, jcémo podemos obtener esta formulacion integral para ug?
Consideremos [ VuoVe como una aplicacién lineal sobre ¢ € C§°(Q). Es decir,
QOECSO(Q)L*/VUO'V@.
Entonces T' = Auy es la distribucién definida por
(Aug, p) = /UOASD = - / VuoVe

La distribucion estd bien definida, por ser ug localmente integrable. La ultima igualdad
vale pues ug € H'.

Para deducir la formulacién integral, veamos que Aug define una medida de Radén (es
decir, una medida boreliana localmente finita). En efecto, ug = lim u*, donde u® es solucién de
Auf = [ (uf) > 0. Luego, (Aug, ¢) > 0 si ¢ > 0 por ser limite de distribuciones no negativas.
Por el Corolario A3.4.1 existe una medida de Radén no negativa A tal que Aug = A

/@dAZ*/VU()VgD

Como en {ug > 0} se tiene que Aug = 0, si ¢ € C§°({ug > 0}) resulta que la dltima
integral es nula. De la misma manera, en {ug = 0}°,Vuy = 0, de donde se deduce que si
€ C§°({up = 0}°), la tltima integral también es nula. Por lo tanto, sop A C d{ug > 0}.

Por definicion,
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Para probar la formulacién integral, bastaria ver que A = Aug y v2M HN 1| 0{uy > 0}
son la misma medida.

Ambas tienen soporte en el mismo conjunto. La idea es ver que A es absolutamente con-
tinua respecto de H¥~1|d{ug > 0}, y por lo tanto, por el teorema de Radén-Nikodym, existe
q(z) boreliana tal que A = q(z)HY~1|d{up > 0}. Demostrando que ¢(z) = v2M tenemos el
resultado buscado.

El primer resultado en este sentido es la siguiente proposicién.

Proposicién 3.3.5. Ezisten ¢,C > 0, g > 0 tal que si z¢g € 0{ug > 0} se tiene
cerlg/ dh<CrVTl 0<r <y
BT(CE())

Demostracion. Sea ¢ € Cg°(Ba,(0)), ¢ > 0,0 =1 en B.(x0), [Ve| < £, entonces

/ dAS/ <pdA:—/ Vuo-thgLEcN(Qr)N:LchQNrN_l =CrN-t
B.(z0) Ba (o) Ba- (o) r

Para la otra desigualdad, sea G(z,y) la funcién de Green de —A en By, es decir, si u es
solucién de:

—Au=f en By
u=20 en 0B,

entonces u tiene la siguiente representacién:

u(z) = [ f(y)G(x,y)dy.
By

Sea Gy, .r(z,y) la funcién de Green de —A en B, (x(). Entonces se verifica:

1 T—To Y— X0
Gagarloy) = = G(—=22=22)

- T T

En efecto, sea u solucién de:

—Au=f en B,(x0)
u=0 en 0B, (xg)

Defino @(x) = u(xo + rz), para x € By. Luego,
—Au(z) = —r?Au(zo 4 rx) = 72 f(20 + r2) en By

a(z) =0 en 0B
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Entonces, @ se representa:
o) = [ (o + ra)Gla )y
By

Haciendo el cambio de variables z = z¢ + 7y, dz = ¥ dy, se tiene,

_ z—xo\ dz
a(o) = u(eo +70) = [ 16 (s, :
o, 16( ) s
Reemplazando xy 4+ rx por x y z por y tenemos:
u(z) :/ f)G (= =) @ (3.3.5)
B, (z0) r rN—2

Es decir, Gy, r(2,y) = TNl,QG(I;I“, y_f”) como queriamos ver.

Esta férmula sigue siendo vélidad si en lugar de f(y)dy tenemos una medida de Radon
dis.

Recordemos que G es una funcién simétrica y que 0 < G(x,y) < W

Sea w la solucién de:
—Aw=0 en By (xo)
w = ug en 0B, (x0)

y consideremos la funciéon w — ug, que verifica:
—A(w —ug) = —Aw + Aug = Aug = A en B, (z0)
w—ug =0 en OB, (xg)

Entonces si y € B,(x),

w(y) - Uo(y) = / Gzo,r(xa ?J) dAm
Br(z0)

Gao.r(%,y) es no acotada para x = y. Siug > 0 en B (y) C B,(x) (donde ¢ es proporcional
ar), ahi A es 0 y la integral se calcula sobre B, (z¢) \ B:(y).

Por la no degeneracién de ug, puedo elegir y € Bp,-(xg) con 0 < h < 1, tal que:
uo(y) > cohr

En Bnhr(y)a
uo(x) > uo(y) — Lehr > cohr — Lehr = hr(co — Lk)
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donde L es la constante de Lipschitz de ug. Luego, ug(z) > 0 si tomamos x < ¢y/L.
Como A =0 en {uyp > 0} D Bunr(y) tenemos:

w(y) — uoly) = / G () dA,
B, (20)\Brnr(y)

Teniendo en cuenta que Ga (2, y) = x—G(E=22, =20) y ]a estimacion

| = rh
r r r r
i C(h)
se tiene que en By(20) \ Brnr(y), Gao.r(2,y) < 7572

Luego,

C(h

wly) — ) < Sy [ an (3.3.6)
" By (o)

Por otro lado, como Aw = 0 < Aug en B,(z9) vy w = ug en dB,(x9), por el principio de
comparacién resulta que w > ug, y se tiene:

.
w(xo)=][ wZ][ Uo 2 co;
B,./2(z0) By./2(z0)

donde la ultima desigualdad, vale por la no degeneracién de uyg.
Por Harnack, si 0 < h < 1/2,
w(y) > enw(zo) > er.
Adema3s se tiene
uo(y) < Lly — xo| < Lhr.
Por lo tanto,

w(y) —uo(y) > cr — Lhr = (¢ — Lh)r > gr, si elijo h < i (3.3.7)

De (3.3.6) y (3.3.7) tenemos,

er C(h)
= Swly) —uo(y) < = / dA
5 Swly) —uoly) < F= )

y por lo tanto

/ dA > COrN T,
BT(IU)
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Corolario 3.3.1. A es absolutamente continua con respecto a HN~1|0{ug > 0} y existe q(x)
boreliana definida en O{ug > 0} y ¢,C > 0 tales que ¢ < q(z) < C y

A = q(x)HN 1 9{ug > 0}.

Demostracion. Sea I' C d{ug > 0} con HN~HT') = 0. Queremos ver que A(I") = 0.

Como HN~YT') = 0, dado € > 0,36 y un cubrimiento {C;} de I' con diamC; < § y

. N-1
Z (dzm;Cj) <e.
Sea z; € C; NIy 6; = diam C; = C; C By, (x;).

Entonces,
Jarsy [aasy [ anceyartoan
r o Bs,; (x5)

Como ¢ es arbitrario se tiene que A(T") = 0.

Por lo tanto, A es absolutamente continua con respecto a H¥ ~1[d{ug > 0}. Por el teorema
de Radon-Nikodym, existe q(x) tal que A = q(x)HN~1|d{uo > 0}.

Veamos ahora que 0 < ¢ < g(zg) < C < oo para HY =1 —a.e. 29 € {u > 0}. En efecto,
para HY =1 — ae 29 € O{u > 0} tenemos:

/ q(z)dHN !
q(zo) = lim q(z)dHN ! = lim Br(0)00{uo >0} =

=0 B, (20)n0{uo>0} r—=0 HN Y B, (z0) N {ug > 0})

dA
/Br (mo) TN71

rN=1  HN=1(B,(xq) N 0{ug > 0})

Ambos factores de la tltima igualdad, ya fueron acotados por arriba y por abajo por
constantes positivas. Por lo tanto, se tienen las cotas superior e inferior de g(x). [l

En este punto tenemos que para toda ¢ € C§°(B1/s),

—/ VuOVgo:/ q(z)p(x) dHN L.
{uo>0} Oreda{uo>0}

Con el fin de probar que q(z) = v2M para HV~1- a.e. 29 € d{ug > 0} probaremos el
siguiente desarrollo asintético.
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Proposicién 3.3.6. Sixg € Opeq {up > 0}, entonces
up(x) = V2M {x — w0, v(20))" + o(|x — x0])

donde v(xzg) es la normal unitaria interior a {ug > 0} en xg, en el sentido de la medida.

Idea de la demostracion.

Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que v(xp) = e y 29 = 0.
Por lo tanto, queremos probar que ug(x) = ax{ + o(|z|), con a = V2M.

Sea z = Ay, con |y| < Ry A — 0,y sea u(y) = yuo(Ay).

Si ug satisface el desarrollo anterior, tenemos que:

1 1
ur(y) = yedyr” +o(Alyl) = ay + To(Aly))

Entonces uy — ay; uniformemente sobre compactos de RY, pues, $o(Aly|) = %M con-

verge a 0, uniformemente sobre compactos, y viceversa. En efecto, considerando la igualdad,
(z =AMy con A= |z|y |y| =1)

ulw) — oot _ dualy) —eNgd _waly) —ewd _ o
7] Ayl [yl

Como se tiene que uy — oayfr uniformemente sobre compactos de RY, entonces u(r) =
azx! + o(|z|).

Para poder probar entonces el desarrollo asintético deberemos estudiar la familia {uy} con
mas detenimiento.

3.4. Blow ups

Lema 3.4.1. Sea z; € 0{ug > 0}, z; — 20, A\j — 0, y u;j(2) = 3-uo(z; + A;x). Entonces:
J
1. uj € C(R;),|Vuj| < L en Rj y Auj = 0 en R; N {u; > 0} donde R; es tal que
VK cC RY, Jjy tal que j > jo = K CC R;.

2. 0¢€ 8{u] > 0}

3. Existe una constante cy > 0 tal que VK CC RN, pg > 0,3jo tal que si j > 50,0 < p < po
y Z € {u; >0} N K, entonces
sup uj = cop
B, (2)
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Demostracion.

1.

Sea 7o tal que By, (z;) CC Biss. Sea y € Rj = B, /»,, entonces z; + \jy € By, (z;).

Como wug es continua en B, (), resulta que u; € C(R;).
Por otro lado,
[V (y)| = [Vuo(z; + Njy)| < L.

Finalmente, como para y € R; se tiene Au;(y) = MjAu(z; + \jy) ey € {u; >0} siy
sélo si z; + Ajy € {up > 0}, se tiene que Au;(y) = 0 para y € R; N {u; > 0}.

.y €{u; >0} < z; + A\jy € {up > 0}. Por lo tanto, 0 € 9{u; > 0} pues x; € d{ug > 0}

. Sea K CC RY y jo tal que R; D K si j > jo. Dado § € {u; > 0} N K consideramos

Z; = z; + A\;y. Entonces,
uo(Z;) = uo(z; + A;9) = Aju;(y) >0
Sea j1 tal que dist(Z;,0{ug > 0}) < 1/8 para j > ji. Entonces,

sup wug > cor, sir <rg

By(z;)
Luego si 0 < p < po,
sup u; = sup UO(%;L iY) — sup UO)\(ZE) > CO)\JP = cop,
By () YEB,(7) J Bx;o(T;) 7N J

donde la tltima desigualdad vale Vj > ja tal que A\;jpg < 7o si j > ja.

O

Lema 3.4.2. Sea {u;} una familia con las propiedades (1), (2) y (3) del lema anterior.
Entonces, existe una subsucesion {uj, } y una funcion us € C(RY) con |Vue| < L en RY

tal que:
1. uj, — Uos, uniformemente sobre compactos.
2. MHuj, > 0} — OHuww > 0} y {uj, > 0} — {use > 0} localmente en distancia de

Hausdorff.

Uso €8 localmente uniformemente no degenerada sobre 0{us > 0}

-« X{uy, >0} 77 X{uoe >0} @- €-

Vuj, — Vug a. e.
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Demostracion.

1. Sea K un compacto de RY. Por la propiedad (1) del Lema 3.4.1, 33y tal que Vj > jo,
K CC R; y tenemos:
uUj € C(K)

|[Vuj| < Len K
Desarrollando u; alrededor de 0, y usando que |Vu;| < L tenemos:

luj(z)] < Llz| Vz € K.

Luego, por Arzela-Ascoli, existe una subsucesién {uj, }r que converge uniformemente en
K. Por un método diagonal standard (tomando sucesivamente K = B,, se tiene una funcién

Uoo € C(RY) con |Vueo| < L en RY tal que uj, — uoo uniformemente sobre compactos de
RN,
2. Sea K cC RY. Veamos que V§ > 0, Ing tal que si n > ng vale:

i) K No{u;, > 0} € N3(0{us > 0})
i) K N 0{us > 0} C N3(d{u;, > 0})

Probemos i).

Si no valiera i), existirfa una subsucesién que seguiremos llamando j, — oo, y puntos
zj, € K No{u;, > 0} tales que:

o bien Bs(xj,) C {us >0}, o0 bien Bs(z;,) C {us = 0}.

Tomando subsucesiones, podemos suponer que s6lo ocurre una de las dos opciones Vn.

Supongamos que Bs(xj,) C {use > 0}, Vn. Podemos suponer que z;, — Z con Bs(Z) C
{toe > 0}. Como u;, =3 use en K, resulta que uj, (z;,) — too(Z). Pero uj, (z;,) = 0 lo que
implica que ux(Z) = 0, lo que es una contradiccién.

Supongamos ahora que Bj(z;,) C {us = 0},¥n. Como antes, podemos suponer que
xj, — T con Bs(%) C {us = 0}. Sea y;, € Bs/a(wj,) tal que uj, (yj,) > cod/2. Podemos
suponer que y;, — ¥ € Bs(Z). Pero entonces, cod/2 < u;, (y;,) — tso(y) = 0, lo que es una
contradiccién.

Para probar i) volvemos a razonar por el absurdo. Si i4) no fuera cierto existiria una
subsucesién que sigo llamando j, y puntos x;, € K N d{us > 0} tales que

o bien Bs(x;,) C {uj, >0}, o bien Bs(z;,) C {u;, = 0}.

Como antes, podemos suponer que zj, — = € d{us > 0}, y que una de las dos opciones
es valida para todo n.
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Si Bs(xj,) C {uj, > 0} para todo n, se tiene que Au;, = 0 en Bs(zj,) ¥Yn. Como
Uj, = Uso, se tiene que Aus, = 0 en Bj (7). Por lo tanto, ue =0 0 usx > 0 en Bjo(7) lo
que contradice el hecho de que & € d{uo > 0}.

Supongamos, por el contrario, que Bs(xj,) C {u;, = 0} Vn. Entonces u;, (z) = 0 en
Bs(z;, ). Como z;, € K N d{usw > 0}, podemos suponer que z;, — T € O{us > 0}.
Como uj, =% us en K, se sigue que us = 0 en Bs(Z), lo que contradice el hecho de que
T € Hus > 0}.

La demostracion de la convergencia de los conjuntos de positividad se realiza en forma
andloga.

3. Queremos ver que uo, es localmente uniformemente no degenerada, es decir, que dado
K cc R existen Cy > 0y ro > 0 tal que si 29 estd en K N d{us > 0} se cumple que,

SUp Ueo = Cor VO <7 <1y
BT(IU)

Sean K CC RY y 29 en K N d{uo > 0}. Como vimos en 2., d{uj, > 0} — d{uce > 0}
localmente en distancia de Hausdorfl. Entonces, existe una sucesién {z;, }nen con z;, en
HMHuj, >0}y x5, — xo.

Por hipétesis, sabemos que dado py > 0 existen C} > 0y ng = no(K, po) tal que si n > ng
y T € K No{uj, >0} tenemos que,

sup uj, > Cop V0 <p< po.
B, ()

Ahora, como z;, estd en K N 0{u;, > 0} tenemos que si n > no,

sup uj, >Cyp ¥V 0<p<po.
By (zj,)

. . - 7/ N\ !
Sea pcon 0 < p < pg. Como u;, es continua en K, existe y;, en B,(x;, ) conu;j, (y;,) > C§ p.
Podemos suponer, via subsucesién, que y;, — yo. Por lo tanto, como {u;, }nen converge a
oo Uniformemente sobre compactos tenemos que,

Luego, como yo estéd en B,(zo), tomando Cy = Cj y ro = pp tenemos que,

SUp Uso > Cor VO<r<rg.
BP(IU)

4. Primero veamos que |0{u > 0}| = 0, lo que implica que basta demostrar la convergencia
de X{u,, >0} @ X{u >0} €n casi todo punto de {ue > 0} U {uee = 0}°.

Como X{y, >0} es localmente integrable, por el teorema de diferenciacion de Lebesgue,
sabemos que para casi todo Z € RV se tiene,

1

1B.(7)| u d " 7).
1B, (2)] /5, X{uo >0} (T) T =X >0y (@)
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Sea T en O{us > 0} y supongamos que T es uno de los puntos donde se tiene esta
convergencia, es decir

1
_ X {toe x)dr — 0.
Bo )] Sz (o>t @8 5
Por otro lado,
1 | B (%) N {uc > 0}
R X{ o (x)dx = - .
1B (@)] Jp, () " =" B, (z)]

Ahora bien, razonando como en la demostracién de la Proposicién 3.3.4, la no degene-
racién de us y el hecho de que sea uniformemente Lipschitz implican que existen C' > 0 y
ro > 0 tales que si 0 < r < rg,

C|B(z)| < |B,(Z) N {us > 0}].

Por lo tanto,

1
B3] /s - X{us>0} (¥)dz > C >0,

lo que es una contradiccién. Luego, |0{us > 0} = 0.

Pasemos a probar ahora la convergencia de las caracteristicas en casi todo punto de {us >
0}.

Sea x en {us > 0}. Por la continuidad de us, existe 6 > 0y C' > 0 tal que us > C
en Bs(z). Entonces, como uj, converge uniformemente a uo, en K, podemos concluir que
uj, > % en Bs(x) si n > ng. Es decir, existe ¢ > 0 para el cual se cumple que,

Bs(z) € {use > 0} y Bs(z) C {u;, > 0} si n > ny.
Asi, tenemos que,
X{u;, >0} (®) =1sin>n0y Xu.>03(z) = 1.
Luego,

X{uj, >0} (T) == X{um>0}(T).

n—-+o0o

Probemos ahora la convergencia en casi todo punto de {us, = 0}°.

Sea & € {uso = 0}° y 6 > 0 tal que Bas(z) € {uss = 0}. Veamos que Bs(x) C {u;, =0}
si n > ng. En efecto, sabemos que,

K n{uj, >0} CNs({uoe > 0}) sin > ng.

Entonces,
K mNg({an > 0}) - N25({uoo > 0}) sin > ng.
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Supongamos que Bs(z) € {u;, = 0} para algin n > ng. Entonces, como existe y en Bs(x)
tal que u;, (y) > 0, tenemos que x estd en N5({u;, > 0}) y, por lo tanto, en Nos({tao > 0}).

Luego, podemos concluir que,
Bas(z) N{use > 0} # 0,

lo que es una contradiccién.

Asi, como Bj(z) C {u;, = 0} si n > ng, tenemos que,
X{u;,>0}(®) =081 n > no ¥ Xfu.>01(x) =0.

Luego,
X{u;, >03(T) == X{uw>0}(@).

n—-+o0o

5. Como |0{us > 0} = 0, basta probar la convergencia de Vu;, a Ve en {us > 0} y en
{use = 0}°.

Sea entonces = en {us = 0}° y d > 0 tal que Bas(z) C {us = 0}. Claramente, Vus(z) =
0.

Por otro lado, como vimos en 4., existe ng € N tal que uj, = 0 en Bs(z) para todo n > ng.
Entonces, Vu;, (x) = 0 para todo n > ng.

Luego, tenemos que,

Vuj, () — Vus(z).

n—-+4oo

Sea ahora x en {us > 0}, como vimos en 4., existen § > 0 y ng € N tal que Bs(z) C
{u;, > 0} si n > ng; y ademds, Bs(z) C {uc > 0}. Como u,;, — us es arménica en Bj(z),
por las estimaciones de derivadas tenemos que,

c
[V, (2) = Voo (2)]| = [V (g, — uee)(2)]| < =5 || g, = toe |2 (By(0)) -

Ahora, como || u;, — Uso ||Lw(36(z))n:}(}o 0 concluimos que,

Vuj, () — Vus(z).

n—-+4oo

Ahora estamos en condiciones de probar el siguiente teorema.

Teorema 3.4.1. Sean zo € {ug > 0}, uj(z) = Luo(wo + Aj @) con A\;j — 0 tales que
J

U; — Uso uniformemente sobre compactos de RY. Entonces,

1. uso es un minimizante local de J en RY.
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2. Si, ademds, xo € Orea{uo > 0}, se tiene que uo(x) = oz, v(x0))" donde v(xg) es la
normal unitaria interior a 0{ug > 0} en xo en el sentido de la medida.

Demostracion.

1. Sea  cC RY con borde Lipschitz y v € us + Ha (). Queremos ver que Jo(us) <
Jao(v).

Consideremos ), = {z € Q : d(z,00) > h} y ¥, en C°(RY) tal que ¥, = 0 en Qap,
Q/thlenRN\thOSwhgl.

Sea v; = v+ (uj —uoo). Claramente, v; € uj+ H}(2). Entonces, como u; es minimizante
tenemos que,

Ja(u;) < Ja(vy).

Ahora,

Jo(uj) = / |V, dz+M/ X{u; >0} d.

Como Vuj; — Vue a.e. en R" y [Vu;| < L para todo j > 1, tenemos que

/|Vuj|2dx — /|Vuoo|2d$.
QO Jj—+oo Jo

Ademds, como X {y,>0} — X{u.>0} €0 L, (RY), resulta que

/( X{u;>0) dx — | X0} dz.

j—+oo

Luego, tenemos que Jo(u;) — Jo(too).
Jj—+oo

Por otro lado,
1
Ja(vj) = 5/ [V + 9hn (Vi — Viieo) + Vibn (uj — uoo ) |*d + M/ X{v; >0}
Q Q
Ademas,
|V + n(Vu; — Vi) + Vibn (u; — uso)|* — [Vo? ae. RY.

Luego, como |Vv;| < C para todo j, tenemos que

/|V’U+1/Jh(vuj'*Vuoo)ﬁLVi/}h(Uj*uoo )Pdr — /|Vv| dx.
Q

j—+oo
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Ademas,

/X{u]->o} dw:/ X{v;>0} dT + / X{v;>0} dT
Q Qopn Q\ Q25

:/ X{v>0} dr + / X{v; >0} d
Qap O\ Qap,
< [ Xtosoy da +12\ .

0

Ahora, como € tiene borde Lipschitz, se tiene que |\ Qop,| < Ah. Asi, resulta que

/X{upo} deS/X{wo} dx + Ah.
Q Q

Luego,
Jo(ue) < limsup Jo(v;) < Ja(v) + Ah

j—+o0

y, haciendo h — 07, concluimos que
Ja(us) < Ja(v).

2. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que xg = 0 y v(xg) = e;. Via una
subsucesién, podemos suponer también que {u;};en satisface 1. — 5. del Lema 3.4.2.

Veamos que us = 0 en {1 < 0}. Supongamos que no, entonces existe Z en {x; < 0} tal
que Uso(Z) > 0. Por continuidad de us y por la convergencia uniforme de {u;};en, existe
0 > 0 tal que Bs(Z) C {1 < 0} N{u; > 0} para todo j > jo. Asi, tomando R de manera que
B;s(z) C Bg, tenemos que si j > jo,

|B§(f)| < |BR n {Uj > 0} N {$1 < 0}| (341)
Por otro lado, sabemos que, como e; es la normal interior a {ug > 0} en el sentido de la
medida, para todo R > 0 tenemos que,

|BR)\j n {’LLO > 0} n {561 < 0}|

0

Ahora,

Br N {u; > 0} 1 {ay < 0} = / Xtuy0) () de
Brn{z1<0}

= / X{uo>0} (A7) dx
Brn{z1<0}

=\ / X{uo>0} (Y) dy
Bx;rRN{y1<0}

= A MBar N {yr < 03N {ug > 0},
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Entonces,

|BRﬁ{u]'>0}ﬁ{$1<0}| NlB)\jRﬂ{l'1<0}ﬂ{UQ>0}|

Bal N Bl
_ |B,\].Rﬁ {$1 < 0} n {’LLQ > 0}|
; | By, Rl .
Asi, tenemos que
|BRQ{’LLJ‘>O}Q{.Z'1<O}| 0
|BR| Jj—+oo

lo que contradice (3.4.1).

Veamos ahora que us, > 0 en {z; > 0}. Por el absurdo, supongamos que existe Z en
{z1 > 0} tal que usx(Z) = 0. Podemos suponer que T estd en {us, = 0}°. En efecto, si
T € O{us > 0}, como uy, es minimizante local, existe C' > 0 tal que,

{uco =0} N B (7)]
| B ()]

>C  Vr>0.

Tomemos r suficientemente chico de manera que B, (Z) C {21 > 0}. Como |0{us > 0}| =
0, existe § € {uoo = 0}° N B, (7).

Lo que vimos es que si T estd en 0{us > 0}, existe § en {uc = 0}° N {z1 > 0}.

Entonces, supongamos que T estd en {u,, = 0}°. Como vimos en la demostracién del

Lema 3.4.2 item 4., existen § > 0y jo € N tales que Bs(z) C {u; = 0} para todo j > jo.
Tomando 6 chico tenemos que Bs(Z) C {21 < 0}. Entonces, si j > jo tenemos que,

|B§(f)| < |BR n {Uj = 0} n {$1 > 0}| (342)

Por otro lado, como sabemos que para todo R > 0 tenemos que,

|Bry; N{uo =0} N {x1 > 0}

0
|BR,\].| Jj—+oo

|BRQ{UJ‘ :0}ﬂ{$1 > 0}| . |B)\jRﬁ{U0 = 0}ﬁ{$1 > 0}|
|Br| |Bx,; Rl ’

deducimos que,
|Br N{u; =0} N{z1 > 0} T 0,
j—+oo

lo que contradice (3.4.2).
Entonces, uoo > 0 en {1 > 0} y uoo = 0 en {21 < 0}. Ahora, como |[Vue| < Ly tteo =0

en {1 = 0} resulta que,
Uoo(x) < Ly en {1 > 0}.
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Extendamos us, en forma impar. Sea

_ Uoo () sixy >0
loo(z) = , .
—Uoo(—x1,2") si g <0.

Como Aus = 0 en {x1 > 0} se tiene que Alin, = 0y |lioo ()| < L|z1| en RY. Entonces,
por el Teorema de Liouville, i (z) = a{z,v) + 3 para ciertas constantes o, 3 € R y v € RY
con |v| = 1. Por otro lado, como @i~ = 0 en {z; = 0}, es inmediato ver que 5 = 0. Como
oo Z 0, se tiene a > 0. Tomando z = (0,7') donde v/ € RNV =1 es tal que v = (11,) se ve
que v =0 y por lo tanto v = e;. Asi tenemos que () = ax;. Luego,

Uoo () = azf
O
3.5. La condicién de frontera libre
Veamos que o« = vV2M:
Definamos v(z) 1= uoo(7(2)) con 7(x) = (r1 — e ¢(x), ') para x en By. Aqui, ¢ en

C§°(By) con ¢ > 0y ¢ > 0 en un entorno del origen. Queremos calcular

1
J(v) = 2/}3 Vol dz+M/ X{v>0}dT.

Como {v > 0} = 77}(B;), mediante el cambio de variables y = 7(x) con |J7(z)| = 1 — € ¢, (2),

tenemos que

[ xeow = [ = [ 0-cen e w)

1 Bl

Como (1 — ey, (T71(w))) ™t =1+ eps, (T71(y)) + O(?), nos queda que

| xsa@ de =181+ [ () i+ O)

Por otro lado,
Vg, (T) = uooxl(’r(z))(l — €9, (7) ¥ Veu(r) = Veus(r(r)) — € uooxl(T(x))vx/ (z).
Como Voo (T(2)) = 0¥ Uooy, (T(z

@ X{y,>0}(7(x)), resulta que

(t(x)) =

[Vul? = 0 x (503 (T(2) (1 — € ¢a, (2)) + [ Varp(x)]?)

= X (>0} (7(2)) (1 — 2 epq, (x) + 2IW?( )1%)
=’ Xy 501 (7(2)) (1 — 2604, (2)) +
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Entonces,
/B Vo) de = o | xyrs0y (@) (1 — 2e0m, (2)) + O(e?) da
Nioro0y (1) (1 = 260, (2) di + O()

(1= 2e00, (771 (1)) (1 + 00, (17 (1)) dy + O(?)

/,
/,
— o /B (1 - 260, (7 () (1 — e, (7 () "y + O(e?)
/,
/,

'y
=a? [ (1=cpa(r71(v))) dy + O(?).
1
Asi, nos queda que
a? + a? ~1 2
Tw) = (G + MIBY 42 (M = ) [ (7 )y + OE).
1
Por otro lado,
1 9 a? 4
J(uno) = 5 « X{z1>0}($) de + M ; X{uw>0}($) dx = (? + M)|B1 |.
Bq 1

Luego, como v = u, en 0B1 y Us es minimizante local, tenemos que

0< () = Ju) = e =) [ ol @y + O,

2 1
Entonces,
a? B
(M~ 7)/ ¢y (T7H(y)) dy + O(¢) > 0.
B
Ahora,
/ Sﬁm(T_l(y)) dy = / 5011(1')(1 — 55011($)) de = / Sﬁzl($)d$ + O(E)
B =1(BY) 1B

- / o () — / o () dz + O()
{z1>0} {0<z1<ep(x)}

= / Oz, () dx + O(e) = —/ ©0(0,2") da’ + O(e).
{z1>0}

By
Haciendo ¢ tender a 0 tenemos,
o2
(= - M) / ©(0,2")dz" > 0.
2 B

1
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Reemplanzado ¢ por —¢ en la perturbacién tenemos que,

052 / /
(7—M)/B/ (0, 2")dx" <0.
1

Luego,
2

(% — M) /B ©(0,2")dz" =0,

’
1

y, como ¢ > 0y ¢ > 0 en un entorno del origen, concluimos que

O

Finalmente, probamos que ug es solucion del problema de frontera libre en el sentido de
las distribuciones. Esto se deduce inmediatamente del siguiente teorema.

Teorema 3.5.1. Sea x9 € Opea{up > 0} un punto de Lebesgue para q(x) con la siguiente
propiedad:
Im HN=1(O{ug > 0} N By(0))
r—0+ HN_l(B:A)

=1 (3.5.1)

donde B! es la bola de radio v en RN~1. Entonces q(z¢) = vV2M.

Observacién 3.5.1. La condicion (3.5.1) es vdlida en HN "1 —a.e. en Opea{uo > 0} (ver [4)).

Demostracion del Teorema 3.5.1. Supongamos, sin pérdida de generalidad, que 9 = 0 y
v(zg) = eq.

Recordemos la caracterizaciéon que tenemos sobre el Laplaciano de ug en sentido débil.
Dada ¢ en C§°(Bi)

- VuoVe do = / q(2)e(x) dHN L
Blﬂa{uo>0}

By

Notar en la igualdad anterior que es indistinto integrar sobre B; o cualquier otra bola que
contenga al soporte de .

Veamos mediante el cambio de variable y = - qué informacién obtenemos del Laplaciano
J
de uy;.
Dada ¢ € C§°(Bpr) definiendo

plz) == w%)
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obtenemos para valores de \; suficientemente chicos,

— | Vu\, VYY) dy=— | Vuo(\y)Vi(y) dy
Br Br
= fA;N/ Vo (z)Vi(—) d
Bx;r )‘j
" (3.5.2)
_ \1-N N-1
Y /B a(a)o(s-) dH
Aija{uo >O} J
-/ ay)ely) dr .
BRHB{U)\j >0}
Ahora, dado que
Vuy, — V2M Xz, >0}€1,
pasando al limite y posteriormente integrando por partes tenemos que
0
lfm — / Vuy, Vipdy = —V2M —wdy
j—o0o Br BE 5301
=V2M »(0,y") dy'.
B
Por lo tanto,
V2M [ (0,y)dy’ = lim a(\jy)e(y) aHN (3.5.3)
B, J—00 BrNo{ux; >0}

Por otro lado,
/BRM{MPO} a(\jy)(y) dHN 71 = q(0) /Bma{uxpo}w(y) dHN T 4 A (3.5.4)
donde
HN=Y(Bpa, N 8{uo > 0})
HN*l(B;?)\j) ][ijma{u0>0}

4 <C la@) — qO) MY <8y (3.55)
sij = jo(do).

Tomemos ahora (y) = 15(y) con ¥s(0,y) =ns(y’) en Br N {|y1| <0} paraun é > 0si s
es suficientemente chico. Por la convergencia de BrNd{u; > 0} a BRN{y1 = 0} en distancia
de Hausdorfl, se tiene que 15(y) = ns(y") en Br N 0{u; > 0} para s es suficientemente chico.

De aqui, usando (A1.1.3), (3.5.4), (3.5.5) se tiene para j > jo,

Varl —q(0)| [ o) ay

j—oo

SQ(O)h’msup/ ns(y’)dy’*/ ns(y') dHN !
B;% BRﬂa{uAj>O}
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Por otro lado, si n5(y’) =1 en Bi_,, 0 <7, <1,

‘/ ns(y')dy'—/ ns(y’)dHN_l‘
T BRma{uAj>0}

< ‘/ ns(y) dy’ —

‘ / 1o(y) AR~ HY T (Br 0 0{us, > 0)
Bﬁma{uA >0}

+ ‘|B'R| — HY N (Br N O{uy, > o})\

) +di) + did).
Ahora,
i) < |BR \ Br_,| < CR"'s.
y
) HN_l(BRﬂa{U)\j > 0})’ HN_l(B,\jRﬂa{uo >0}) 5
i) = — — _
| Bx|

B, gl

si j > jo independiente de s.

Por otro lado,

iii) < HN "' ((Br \ Br—s) N 0{uy, > 0})
HN =By, g N O{uo > 0}) , HY (B (r-s) N O{uo > 0})'

= |B, —|B
| R| |B | | R75| |B

Ai(R—s)]

De modo que,
iii) < |Bg \ Br_s| +20 < CRN ™25 + 26

si j > jo independiente de s.

De aqui que,

lim sup ‘ / ns(y') dy’ — / ns(y)dHN 7Y < Crs
j—o0 T BrNo{ux; >0}

y resulta,

VIR —4(0)] [ /) df < Crs
By

Haciendo ahora s tender a 0 tenemos,
VM — q(0)||By| = 0.
De donde,
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Hemos probado,

Corolario 3.5.6. ug es solucion del problema de frontera libre en el sentido de las distribu-
ciones. Es decir, para toda ¢ € C§°(By) se tiene

—/VuOVgodx: \/QM/ o(z) dHN L
0,

Ted{uf) >0}



Apéndice 1. Problemas
Variacionales

Presentamos aqui algunos problemas variacionales relacionados con los problemas de fron-
tera libre estudiados en estas notas. No pretendemos un tratamiento exhaustivo ni con las
condiciones més generales posibles.

Teorema A1l.1.1. Sean H un espacio de Hilbert, K C H, convezo, cerrado y no vacio y
a: H x H— R una forma bilineal, continua y coerciva, i.e, existen C' >0 y o > 0 tal que

1. |a(u,v)| < C|lullul|v]|a para todo (u,v) € H x H
2. la(u,v)| > a||lu||% para todo u € H.
Entonces dado L € H' existe un tnico v € K tal que
a(u,v —u) > L(v —u) (A1.1.1)

para todo v € K. Ademds existe ¢ > 0 tal que ||u|l g < ¢ ||L||m .

Si a(u,v) es simétrica, u es un minimizante de

J(u) = %a(u, u) — L(u)

en K siy sdlo si u es solucion de la inecuacion variacional (A1.1.1).

Demostracion. Primero supongamos que a(u,v) = (u,v) = el producto interno en H.

Como L € H’, por el Teorema de Riesz existe h € H tal que L(v) = (h,v) para toda
v € H. Entonces, en este caso, buscamos u € K tal que

(uy,v —u) > (h,v—u) paratodave K

lo que es equivalente a
(h—u,v—u) <0 paratodav e K.
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Veamos que para u € K,

|h—ul|lgr <||h—v||lg paratodaveK < (h—u,v—u)<0 paratodave K.

Es decir, la u buscada es la proyeccién de h sobre el convexo K. En efecto, si
|h —ullg <||h—v|g paratodave K
se tiene,

Ih = vllE =k —u—(v—u)lf
= [lh = ullf + v —ullf = 2(h — u,v - w)

< Ih =l +llv = ullf = 2(h — w0 —u)
para todo v € K y por lo tanto,
0<||v—u|?)—2(h—uv—u) paratodavec K.
Seaw € Kyv=u+0(w—u)con0 <4 <1.Porser K convexo se tiene v € K. Entonces,
0 < |lv—ulF —2(h —u,v—u) = *|w—ull3 — 26(h — u,w — u)

y por lo tanto,
0 < 6l|w —ull? —2(h —u,w — u).

Haciendo tender a ¢ a 0 obtenemos
(h—u,w—u) <0,
y esto vale para todo w € K.
Veamos ahora el reciproco. Supondremos que

(h—u,v—u) <0 paratodav € K.
Dado v € K
1h =7 = lIh = ullf; + v = ullf = 2(h — u,v — u).

Como
||v—u||?q—2<h7u,v—u> >0
resulta que

1h = wllF > 1A —ullf

Para terminar la demostracion de la existencia en el caso en que a(u,v) = (u,v) basta
demostrar el siguiente lema
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Lema A1.1.1. Sean H un Hilbert, K C H convexo, cerrado y no vacio. Dado h € H existe
u € K tal que
[h—ullz < |lh—vlla

para todo v € K.
Demostracion. Sea A = inf,c i ||h — v||zr entonces existe {v,} C K tal que

A= lm ||h—ov,| 5.
n—oo

Veamos que {v, } es convergente, para eso, vemos que es una sucesiéon de Cauchy. Usaremos
la Ley del Paralelogramo, es decir

1
lall* + 161% = 5 {lla + blI* + lla — 5]}
Tomando a = h — v, y b = h — v,;, resulta que

1 2 1
b= vallfs +11h = vm 3 = F][20 = @n +vm) [y + 5 ll0n = vl

U + U |2 1
:2th %HHWHUWW\%.
Como K es convexo, ”"Jr% € K, resulta que
1
1= vallZr + 15 = vmllFr = 2X° + Sl = v

Dado que
B —vnlF + [|h — vmll3 — 2A* cuando n,m — oo
tenemos que

v = vm|lg — 0 cuando n,m — oo

y por lo tanto {v,} es de Cauchy.

Entonces, como K es cerrado existe v € K tal que v, — u cuando n — oo. Luego
A= ||h — ul|g y por lo tanto

lh —ullg <||h—v||g paratodov € H.

Continuacion de la demostracién del Teorema A1.1.1

Hemos probado la existencia. Veamos ahora la unicidad. La demostracién se hara para el
caso general. Es decir, no usaremos ni siquiera la simetria de a.
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Sean wuy y ug soluciones correspondientes a Ly y Lo respectivamente. Entonces,
a(ul,uQ — ul) Z Ll(UQ — ul) (A1.1.2)
a(uz,ul — ’LLQ) Z Lg(ul - ’LLQ) (A113)
La desigualdad (A1.1.3) equivale a

a(ug,us —uy) < Lo(ug —uq) (Al1.1.4)
Restando (A1.1.4) de (A1.1.2) y multiplicando por —1 tenemos,
a(uy —ug,up —ug) < (L1 — Lo)(ug — ug)
Como a es coerciva con constante «,

allur —usl|f < alur — uz,us — u2) < ||L1 — Lol pr|jur — ua |

De aqui que
1

En particular, si Ly = Ly se sigue que u; = us. Ademds, si Lo = 0 se tiene us = 0. Por lo
tanto,
1
lullg < —ILlla
«

Con esto terminamos la demostracién del Teorema Al.1.1 en el caso en que a(u,v) es el
producto interno de H.

Si a(u,v) es simétrica, define un producto interno en H que es equivalente al usual (por
continuidad y coercividad). De modo que H con el producto escalar a(u, v) resulta un espacio
de Hilbert y L : H — R resulta continua para la norma dada por ese producto escalar.
Aplicando el caso anterior, resulta que existe una tnica u € K tal que

alu,v —u) > L(v—u) Yve K.
Ademas, u resulta ser la proyeccion sobre K de h donde h € H estd determinado por
L(v) =a(h,v) YveK.
Entonces tenemos,

alh—u,h—u) <alh—v,h—v) YveK.

De aqui,
—2a(h,u) + a(u,u) < —2a(h,v) + a(v,v) Yve K.
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Recordando la definicion de h tenemos

J(u) = la(u,u) — L(u) <

5 a(v,v) — L(v) = J(v) Yve K.

N

Es decir, u es un minimizante de J en K.

Fécilmente se ve la reciproca. Es decir, si v € K minimiza J en K se sigue que u es la
solucién de la inequacién variacional (A1.1.1).

S6lo nos queda estudiar el caso en el que a(u,v) no es simétrica. Con ese fin definimos
at(u,v) = s(u,v) + to(v,v) para todo t € R.

donde

a(u,v) + a(v, u)
2

son la parte simétrica y antisimétrica de a(u,v) respectivamente.

a(u,v) — a(v,u)

s(u,v) = 5

Yy U(ua ’U) =

Observar que ag(u,v) = s(u,v) y ai(u,v) = a(u,v).

Luego, basta ver que existe § > 0 tal que si existe una tinica solucién para todo L € H’
cuando ¢t = T entonces existe una unica solucién para todo L € H' cuando t € [, 7 + 4.

En efectro, dado L € H' y t > 7 resulta que
ar(u,v—u)>Llv—u) YweK & a;(u,v—u)>Llv—u)—(t—7)o(u,v—u) YveEK.
Para w € K definimos L., : H — R como
Ly (v) = L(v) = (t — 7)o (w,v).

Observar que L,, € H' para todo w € K. Entonces para todo w € K existe un tnico
u € K tal que

ar(u,v—u) > Ly(v—u)=Llv—u)— (t —7)o(w,v —u) YveK.

De esta manera tengo definida una funciéon de A : K — K, Aw = u.

Entonces, lo que buscamos es un punto fijo de A. Como K es completo basta ver que A
es una contraccion si t esta suficientemente cerca de 7.

Como a,(u,v) es coerciva con constante « se tiene de (A1.1.5),

1
[Awr — Awsllg = [lur — uz||m < EHLwl — L, || 17

Estimemos || Ly, — Lu,|| g/ Parav € K

(L, = L, ) (0)] = [t = 7]lo (w1 — wa,v)| < CJt = 7{[|wr — walu||v]la,
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donde C es la constante de continuidad de a(u,v). Entonces,
1wy = Loy [ 50 < Clt = 7llwr — wal|a,
de donde,

C
lAwy — Awz|lg < —[t = 7lllwy — w2 -

Tomando |t — 7| < 6 = 3¢ resulta que

1
[ Awy — Awe|ly < 5 llwi — walla-

Luego A es contractiva y por lo tanto tiene un tinico punto fijo, como queriamos ver.

De esta manera queda demostrado el Teorema A1.1.1. [l

Como coralario tenemos la existencia de solucién para el Problema del Obstaculo.

Corolario A1.1.1. Sean Q C RY abierto y acotado, g € H*(Q) y ¢ € L*(Q). Dada f € L*()
existe una unica u € K = {v € H*(Q) :v—g € H}(Q) yv > ¢ en Q} tal que

/VuV(vfu)dzz/f(v—u)dx Yv e K. (A1.1.6)
Q Q

Ademds, existe C' > 0 tal que
lullzr @y < C{If 2y + lgllare) }-

Demostracion. Definimos a : H'(Q2) x H'(Q) — R

a(u,v):/Vqudz
Q

yL:HY(Q) - R
L(u) :/qudm.

Observar que L € (H} () = H~1(Q) y que a(u,v) es una forma bilineal simétrica y coerciva
en Hi(Q2) (por la desigualdad de Poincaré). Entonces vamos a plantear nuestro problema en
H} () y usar el Teorema A1.1.1.

Supongamos que u es solucién de (A1.1.6). Tomemos % = u — g y definamos K=K-gcC
HY(Q). Dado v € K existe v € K tal que v = v — g. Asi,

a(u, v —u) = alu— g,v—u)
=a(u,v —u) — a(g,v — u)
> L(v—u) - alg,0 — u)
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Luego, si definimos L,(v) = L(v) — a(g,v), resulta que L, € H~' () y @ es solucién de
a(i, v — 1) > Ly(v —u) VoeK. (A1.1.7)

Veamos que si % es solucién de (A1.1.7) entonces u = % + g es solucién de (A1.1.6). En
efecto, dado v € K sea v = v — g € K. Entonces,

a(t, v —u) > Ly(v — a)
lo que es equivalente a
a(u,v —u) > L(v —u)

y como v es arbitrario, u es solucién de (A1.1.6).

Entonces probamos que encontrar una solucién de (A1.1.6) es equivalente a encontrar una
solucién de (A1.1.7).

Usando el Teorema A1.1.1 resulta que existe una tnica solucién del problema (A1.1.7).

Como
lallg < CllLgll-1s I Lgllzr—1+ < Ll -1 + Cllgll

donde C' es la constante de la continuidad de a(u,v), se sigue que
lull e < Nalles + llgllme < CLILN -2 + [lgll e }-

Con lo cual queda demostrado el Corolario. [l

Finalmente probaremos una proposicién sobre problemas de minimizacién asociados a
ecuaciones no lineales. Hay resultados mucho méas generales, pero aqui sélo trataremos el caso
que nos interesa en estas notas.

Proposicién A1.1.1. Sea B € C! (R) tal que existen constantes Cy,Co > 0 tales que = B’
satisface

1B8(s)] < C1 + Cals]? para todo s € R.

Sea u un minimizante del funcional,
1 2
Jw)== [ |Vv|*dx+ [ B(v)dzx (A1.1.8)
2 Ja Q
en {ve HY Q) :v=g en dQ}. Entonces, u es una solucion débil de

(A1.1.9)

Au = [(u) en
u=g en 0.
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Demostracién. Como u es un minimizante de J(-) tenemos que u € H*(Q) y u = g en 99,
entonces dada ¢ € C§°(12) si definimos v = u+ e con € > 0 resulta que v € H*(Q), v = g en
0f) y ademas

J(u) < J(w) = J(u+ep).

Entonces,
lim inf J(utep) —J(u) > 0.
e—0F £
Se tiene,
lim inf Jutep) = J(w)
e—0t £
R P 1 2 2 1
= hegérif [2—5 /Q {|Vu + eVl —|Vu| }dx + - /Q {B(u +ep) — B(u)} dx]

Por un lado, facilmente se ve que,

c 1 2 2 _
al—l»%l+ % /Q {|Vu +eVo|” — |Vul }dm = /Q VuVdzr.

Entonces, sélo falta calcular

h'minfl/g{B(u+€gﬁ)fB(u)}dx.

e—0t €

Como B € C'(R),

B(u+ep) —
€

Bw) = ga/ol B(u + tep) dt.

Por lo tanto,

B(u+ep
5

- B 1
=B <ol [ (1 Calu+ tegl?) e < Ko+ Kalul? € @),
0

B(u+ep) — B(u)

lim
e—0

= B(u)p.

Luego, usando el Teorema de Convergencia Mayorada resulta que,

lim 1/Q{B(u—i-ap)—B(u)}clac:/Qﬁ(u)godac.

e—0t €

Por lo tanto,

0< lim J(u+ep) — J(u)

e—0+t £

:/QVquodan/Qﬂ(u)gpdx.
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Si reemplazamos ¢ por —¢ tenemos,
0> / VuVedzr + | B(u)ed.
Q Q

Concluimos que
/ VuVedx —|—/ Blu)ypdx =0
Q Q

para toda ¢ € C§°(£2), o lo que es lo mismo, u es solcién débil de (A1.1.9). O
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Apéndice 2. Funciones
superarmonicas

En este apéndice presentamos resultados para soluciones de Au = f con f € L* y para
funciones superarmonicas.

A2.1. Estimaciones para soluciones de Au = f

Recordemos el siguiente resultado.

Proposicién A2.1.1 (Desigualdad de Harnack). Sea Q C RY abierto conevo. Entonces si
u>0yAu=0 enQ, dado Q' CC Q existe una constante ¢ que depende de ' tal que

u(z) < cu(y)
para todo x,y € Q. En el caso particular en que Q = Ba,.(xg) se tiene,
u(z) < 2Nu(zo)
para todo x € By(xg).

Como corolario se obtiene,

Proposiciéon A2.1.2. Si f € L>®(B2(0)), Au = f en B2(0) y u > 0, se tiene

u(x) < On{u(0) + | fll oo (B (o)) }

para todo x € B1(0), donde Cn es una constante que depende sdlo de la dimension.
Y, si f € L°°(Bar(x0)), Au= f en Ba.(x0) y u >0 se tiene

u(z) < On{u(zo) + T2||f||L°°(B4T(Ig))} para x € B,(xg). (A2.1.1)

Demostracion. Sean

- f(z) si xe By(0)
0 si € RN\ By(0)
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U(x):—/RNf(?J)kCC%dy ( = _/Bz(o)f(y)kCC%dy)-

Entonces,

Av=f en RV,

por lo cual tenemos que
Av=f en Bs(0).

Usando el hecho de que f € L°(B2(0)) resulta para x € By(0),

1
0] < W leiaonCo [ s dy
Ba(z) vl
1

= HfHL“’(Bg(O))CN/

oy 72
= Cn|lfllz(Bs0))-
Consideremos ahora w = u — v. Entonces
Aw=Au—Av=f—f=0 en DBs(0).
Ademds, usando que v > 0 y que |[v| < Cn||f]|z(B,(0)) en B2(0) resulta,
w > —v > —CON||f|lL=(B,y0)) = —K en B2(0)
donde K es una constante. Asi tenemos que,
Alw+K)=0 en B0) yv w+K>0 en By(0).
Aplicando la Desigualdad de Harnack a w + K en B3(0) tenemos,
w(z) + K < 2VM{w(0) + K} en B;(0).

O sea,
w(z) <2Mw(0) + 2V — 1)K en B(0).

Luego si x € B1(0),
u(z) = w(z) + v(z)
< 2%w(0) + 2V = 1)K + On || fll Lo (B2(0))
=2Nw(0) + 2V K
= 2Nu(0) — 2% v(0) + 2V K.

Usando que [v(0)| < K tenemos que

u(@) < 28u(0) + 2V K < On{u(0) + [|fll (B0}
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para todo = € By(0).

Ahora, si u > 0y Au = f en Ba,(xg) considerando la funcién @(z) = u(xg + rx) para
x € By(0), tenemos

At(x) = r* Au(zo + rx) = 72 f (20 + 71 en B(0).

Como f € L>®(Ba,(x9)), resulta que

Como u > 0 en Ba,(zg), para © € B2(0) tenemos que @(z) > 0. Entonces, usando lo
probado anteriormente, existe una constante C'y tal que

a(w) < On{@(0) + 1l = a0 }

para todo = € By(0).
Si x € B,(x), podemos escribir = xg + ry para algin y € B;1(0). Entonces,

u(z) = u(y) )
< On{a(0) + [| fll Lo (B2 (0)) }
= CnA{ulo) + || fll Lo (Bsr (w0)) -

Recordemos el siguiente resultado sobre acotaciéon de derivadas de funciones armonicas:

Proposicién A2.1.3. Para todo k € N existe Cy, > 0 tal que para toda u armdnica en Bi(0)
(i.e., Au =0 en B1(0)),

|D%u(0)| < CrllullLr(s, (o))

para todo o = (a,...,ay) cona; ENg yla| =a1 +---+ay =k.

De aqui se deduce,

Proposicién A2.1.4. Para todo k € N existe Cy, > 0 tal que si f € C¥~1(B1(0)) y u es tal
que Au = f en B1(0), entonces

[D°w(0)] < Cr(llull 22 (my o)) + I1fllor1 (5 07))-

para todo o = (ay,...,ay) cono; ENg yla| =a1 +---+ay =k.
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Demostracion. Sea f € CF~1(RN) tal que f = f en B1(0), f = 0 fuera de By(0) y
Ifllox-1@y < Clfllors G-

Consideremos

_ Cn

f(y)m dy.

@) = (Fx o)) = - [

B>(0)

Como Av = f en By(0) tenemos que,

Av=f en By(0).

Escribiendo o = 8 + e; para |a| = k, tenemos que

Opn Opn

D% =DPfx = y ’a ¢
T

T e —yN

al'i

de donde resulta que

ID%u()| = \(Dﬁf 5 @)

< ON|IDP fll 1 .
B < ONIID” fll o= (Ba(0))

Consideremos ahora w = u — v. Entonces, Aw = 0 en B1(0). Por la Proposicién A2.1.3,
sabemos que existe una constante Cj, > 0 tal que si |a| =k,

[D*w(0)] < Cllwl|Lr (5, (0))-

Como D%u = D%w + D%v se tiene
D°u(0)] < [D*w(0)| + [D™0(0)] < Culleollzi (8,0 + Ol fllen 7w

< Cillull Lm0y + Crllvllr s 0)) + Cllfll or-r Br70y)-

Finalmente, como [|v||z1 (B, 0)) < C||fll (B, (0)) se tiene,

[D*u(0)] < Cr{llullr(s:0)) + I1fllor-1 By -

Como corolario obtenemos,

Proposicién A2.1.5. Para todo k € N existe Cy, > 0 tal que si f € C*1(B.(x0)) y u
satisface Au = f en B,(xq), entonces

o Cr [ lullzr (B, 20)) - :
Do ute)] < G { PR 25 S D, o)

J=018|=j
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Demostracion. Consideremos, para « € B1(0) la funcién u(x) = u(zo + rz). Entonces
At(z) = 2 Au(zo + rx) = 72 f (20 + 7).

Si llamamos f(z) = r?f(zo + rz) se tiene que f € C*~1(B;(0)). Usando la proposicién
anterior, tenemos que, para todo a con |a| = k,

1D°@(0)] < Cr(llall L1 (s, o)) + | Fll k-1 (5y0))-

Se tiene Du(0) = r* Du(xg) y

i ) [l LB, (o
@l L (B2 (o)) = / lu(zo + ra)| dz = =N / Ju(y)| dy = - Brzo)),
|z|<1 B..(z0) r

Como para || = j se tiene DP f(x) = r?r7 DP f(x¢ + rx) resulta que,

Hf”ck 1(B1(0) = 22 Z TJ”DBf”L"O(B (z0))*
J=0[B|=j
Luego,

. 23
Du(zo)] < r—k{ﬁ 25 WD ey

J=0|B8|=j

A2.2. Funciones superarmonicas

Definicién A2.2.1. Decimos que u € L}, () es superarménica si para toda p € C§°(9Q)

y o >0, se tiene
/ ulAp < 0.
Q

Proposicién A2.2.1. Sea u superarmdnica y sea ¢, (x JKB y) dy. Entonces para cada
x € Q, ¢p(x) es una funcion decreciente de r.

Demostracion. Sean 0 < R < S,

1
V(z) = ELE y Pr(z) = —ag|z|* + bg,

Se tiene que V() es armonica fuera del origen y Pr(x) es un paraboloide.
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V(X)

R

/—ROF§

Elegimos los coeficientes ar v br de modo tal que

{vaz) = Pr(R)
V'(R) = Pr(R),

es decir,

ﬁ = *aRRQ + bR
—V=2 = 2azR.
Entonces resultan arp = % v br = ﬁ + R%ap = 21_{]\]?
Considerando
V(z) — Pr(z) si |z <R
0 si || >R

tenemos que Vg € Cllo’c1 (RN \ {0}).
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Sea ahora ¢ = Vs — Vi € Cy' (RY), entonces

p=Pr—Ps>0 en BR(O)
QDZVSZV—P5>0 en BS(O)\BR(O)
=0 en RY\ Bg(0)

lo que implica que ¢ >0 en RY y p € C’é’l(RN).

0> /uAga.

ASD = (APR - APS) XBR - APS XBs\BR
= APrXxBr — APs XBs

Dado que u es superarmonica,

Pero, como

= —2NagrxB, +2Nas xBs

—(N —2)N N(N —2)
= TXBR + TXBS’

se tiene,
0> /uA@N(N2)|Bl|{][ uf][ u}
Bs Br
Por lo que,
foef, e
Bs Br

de lo que resulta ¢s < ¢r. De modo que ¢, (z) es una funcién decreciente de r. O

Como u € L, (), para casi todo z € (2 se tiene

or(x) :][B . u(y)dy — u(z) cuando r — 0.

Por otro lado, como ¢, (z) crece cuando r decrece, existe lim, g ¢, (z) para todo = € Q
(pudiendo ser infinito en un subconjunto de medida nula).

De modo que podemos suponer que u estd definido para todo z, tomando como valor de
u(zx) a

u(x) = lim u(y) dy = lim ¢, (x).
r—0 B, (z) r—0

Se tiene,

Proposicién A2.2.2. Siu € L}, .(Q) es superarmdnica se tiene que {u > \} es abierto para
todo A € R.
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Demostracion. El resultado es consecuencia del hecho de que u es limite de una sucesion
creciente de funciones continuas. En efecto, sea xg € {u > A}. Si u(x¢) = 400, entonces como
ltm, 0 ¢r(20) = u(xg), se tiene para § > 0,

dr(xo) =0 > si 0<r <.

Ahora bien, como ¢, es continua,
w(x) > ¢ry () > dro(x0) =0 > X st |z — x| <e.

Si u(zg) < +o0, como ¢p(xg) — u(xp) cuando r — 0, dado 6 > 0, existe ry tal que si
0<r<mrg

u(zg) — g < ¢p(x0).

Finalmente, sea § > 0 tal que u(xg) — 6 > X\ y sea e > 0 tal que

bro () > Dry(x0) — 0 si |z — x| <e.

2
Entonces, si |z — x¢| < ¢,

u(z) > by () > dpy(0) — g > u(zg) — 9 > A

Por lo tanto, {u > A} es abierto. O

A2.3. Continuacion Analitica

Proposicién A2.3.1. Sea u arménica en § abierto conexo. Sea T una porcion C del borde
tal que para alguna bola B centrada en I' se tenga que BN O C I' y en algun sistema de

coordenadas B NOQ sea el grdfico de una funcién f de las variables (x1, -+ ,xn-1) y BNQ
sean los puntos con xy > f(x1, -+ ,2N-1). Supongamos que u € C1(QNT) y tanto u como
ou

on valen 0 en I'. Entonces, u = 0 en todo €.

Demostracion. Tomamos la bola B del enunciado. Una parte de esa bola estard dentro del
dominio €2 y otra parte no. Definimos una extensién @ en dicha bola. Fuera del dominio, vale 0
y dentro del dominio coincide con el valor de u. Puesto que u y su derivada normal se anulan
en el borde, esta extensién seguird siendo C', pero no neesariamente C?2.

Tenemos entonces que 4 € C1(B) y Aii = 0 en BN Q. Probaremos que i es arménica en
sentido débil en B. Sea ¢ € C§°(B). Entonces,

/VﬁVgﬁ :/ VuVe
B BNQ
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puesto que fuera de €2 u vale 0. Pero dentro de ) @ coincide con u. Luego, integrando por
partes,

/Vﬁch:/ Vchp:f/ Au @ +/ @Vu-n:/ ©eVu-n,
B BNQ BNQ a(BNQ) a(BNQ)

ya que u es armonica en ().
Por otro lado, (BN Q) = (2N B) U (BNIN). Como Vu-n=0en BNINy ¢ =0 en

2N OB se tiene
/ VuVp = 0.
B

Por lo tanto, tenemos que u es armoénica en sentido débil, luego serd armonica en sentido
clasico. Como vale 0 en la parte de la bola fuera de €2, por ser analitica se deduce que u vale
cero en toda la bola. Pero entonces, eso implica a su vez que u vale cero en la porcién de la
bola contenida en §2. Nuevamente, por analiticidad inferimos que u es idénticamente cero en

todo . 0

Como corolario, tenemos que dos funciones con el mismo laplaciano en una regién, el mismo
dato y la misma derivada en una porcién del borde son iguales. A diferencia del resultado
clasico de unicidad, esto no requiere que se tenga una coincidencia completa en todo el borde
pero por contrapartida requiere ademas igualdad de derivadas.
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Apéndice 3. Distribuciones

En este apéndice enunciaremos unos pocos resultados sobre distribuciones que usamos en
distintos puntos en estas notas.

A3.1. Definiciones

Sea u € L, (). A partir de u se define un funcional

T, : C§°(R2) — R de la siguiente forma:

Tt = [ve

Asi definido obtenemos un funcional lineal. Como sélo se tiene integrabilidad local, no
serd cierto en general que @, € C§°(2), ¢, = ¢ entonces

/ugon — U Q.
Q Q

Ahora bien, si todas las funciones ¢,, tienen soporte contenido en un compacto K, entonces

se tiene,
/ugon:/ugonﬂ/ugo:/ugp.
Q K K Q

En el compacto K la funcién u es integrable y entonces es vélido el paso al limite. Esto
motiva la siguiente definicion:

Definicién A3.1.1. Diremos que ¢, — ¢ en C5°(Q) si 3 K C Q compacto tal que
sop(pn) C K Yn y D¢, = D Ya € Ny'.

Es posible, aunque no lo trataremos aqui, definir una topologia en C5°(£2) en donde se
obtenga esta nocién de convergencia.

Con esta nueva definicion de convergencia podemos aplicar el paso al limite antes comen-
tado y tenemos asi que T, es continua. O sea, T, es un funcional lineal y continuo en C§°(2).
Por lo tanto, esta en (C3°(£2))’.
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Notacin A3.1.1. D(Q) = C5°(Q). Luego, D'(Q) = (CF(R)).

D'(92) es llamado el Espacio de Distribuciones en €.
Para funciones de C¥(£2) tenemos,

Definicién A3.1.2. Diremos que p, — @ en C§(Q) si 3 K C Q compacto tal que sop(pn) C
K Vn y D%, = D% VYa € N, |a| < k.

Como antes, es posible definir una topologia en Cgf (Q) que induzca esta nocién de conver-
gencia.

A3.2. Extension a Cy(2)

En realidad T, estd definida y es continua en Cy(£2). Por lo tanto T, € (CO (Q))I

Diremos que una distribuciéon 7" es de orden k si para cada compacto K CC ) existe una
constante C tal que si p € C5° () v sop(p) C K se tiene

(T, p)| < Ck Z D0l Lo ()

lo| <k

Si T es una distribucién de orden k se puede extender a C%(Q) por densidad y resulta en

(Ch()".

A3.3. Caracterizacion de (C’O(Q))/

Ya sabemos que si u € L},.(Q) entonces T, € (Cp(2))’. Sin embargo, dentro de este
conjunto es posible encontrar més elementos. De hecho, se pueden definir operadores T,
donde ahora p es una medida boreliana y localmente finita (medida de Radon). A saber,

(Tur ) r=/Q<pdu-

En caso de tener u € L} (), se puede pensar que du = u(x)dz, con dz representando
la medida de Lebesgue. Esta nueva medida p resultard Boreliana y localmente finita.

Ademas, T}, y T, definirdn el mismo funcional, en base a cémo se definieron.

El siguiente resultado afirma que en (Cp(£2))’ no hay més cosas que las medidas de Radon
(que eventualmente pueden provenir de funciones localmente integrables).

Teorema A3.3.1 (Teorema de Riesz, ver [4]). (Co(2))" es el conjunto de las medidas de
Radon en 2.
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A3.4. Otras definiciones

Definicién A3.4.1 (Derivada Distribucional). Dada T € D'(Q) y o € NV, se define DT €
D'(Q) de la siguiente forma, para ¢ € C5°(£2),

(DT, ) = (~1)1*NT, D).
De esta forma, si T = T, con u € C*(Q) se tiene para |a| <k,

DT, = Tpay.

Definicién A3.4.2. Dadas Ty, To € D', decimos que Ty > Ty si Vo € C3°, ¢ > 0, se tiene
que (T, p) > (To.0).

Proposiciéon A3.4.1. SiT € D', T > 0, entonces T es de orden 0.

Demostracion. Queremos ver que VK C  compacto, 3Ck > 0 tal que si ¢ € C§°(Q2), sopp C
K, entonces [(T, )| < CK”(P”LDO(Q).

Sea ¢ € C§°(2),7 =1 en K, 0 < ¢ < 1. Entonces, tenemos que [p| < ¥||¢||r (), 1o que
implica que ¥||¢| L) — ¢ > 0y que Y||@||L= @) + ¢ > 0.
Como T > 0,

(T, YllellLe) —w) =20y (T,9¥ll¢llre@) +v) >0.
Usando la linealidad de T obtenemos que
(T, V)|l Lo () F (T, ) 2 0.
Llamamos Ck a (T, ) y asi obtenemos
(T, o) < Ckllel|Lo(a)-
O
Corolario A3.4.1. $iT € D', T > 0,3 pp medida de Radon tal que Vo € C§°, (T, ) = [ @dpu.

Demostracion. Como T > 0, por el resultado anterior deducimos que 7" es de orden 0. Luego,
T se puede extender a (C’O(Q)) , v usando el Teorema de Riesz sabemos que este conjunto se
identifica con el conjunto de medidas de Radon en - (|

En realidad, el 0 no es un valor distinguido. Basta con tener una cota a un lado y se
deducira el mismo resultado.

Observacién A3.4.1. Si T > —C (o sea, T+ C > 0) (resp. T < C (0 sea, C =T > 0)
entonces T es una medida de Radon. En efecto, T = (T +C) — C (resp. T = C — (C —=1T))
es diferencia de dos medidas de Radon y por lo tanto también T es una medida de Radon.

Para més informacién sobre la teorfa de distribuciones se puede consultar el libro [8].
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