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Notas de topologia diferencial

Gabriel Minian y Kevin Piterman



Introduccion

La topologia diferencial estudia las propiedades globales de las variedades
diferenciables, a diferencia de la geometria, que estudia sus propiedades locales.
En estas notas analizamos algunos de los temas fundamentales de la topologia
diferencial: el teorema de Sard, transversalidad, teoria de interseccion, teoria
de Morse, dualidad de Poincaré, teorema del indice de Poincaré-Hopf, in-
troduccion al cobordismo, el teorema del h-cobordismo y su aplicacién a la
conjetura de Poincaré en dimensiones altas, teorema de de Rham mediante
cohomologia de haces, y una introduccién a la teoria de nudos y links.

Luego de un primer capitulo introductorio, donde repasamos algunos resul-
tados de geometria diferencial y probamos la clasificacién de variedades de
dimensién 1, nos ocupamos del teorema de Sard. Este resultado afirma que el
conjunto de valores criticos de una funcién diferenciable tiene medida cero (y
por lo tanto los valores regulares de la funcién son densos). Para probar este
teorema se utiliza un método que es estandar en topologia diferencial: llevar
el problema global a un problema local para poder estudiarlo de forma més
sencilla. En este caso, el hecho de tener medida cero en una variedad es una
propiedad local, ya que toda variedad tiene una base numerable de entornos
y la uniéon numerable de conjuntos de medida cero tiene medida cero. Esto
permite reducir este problema al estudio de funciones f : U C R™ — R" (U
abierto de R™). El teorema de Sard es utilizado luego en estas notas para
probar otros resultados, como por ejemplo para ver que toda variedad difer-
enciable de dimensién n puede embeberse en R?"*1 (el “Teorema débil de
Whitney”). También es utilizado en transversalidad, para probar que toda
funcién diferenciable puede aproximarse por funciones de Morse y para estu-
diar grados de funciones e indice de campos.

En el tercer capitulo analizamos los resultados maés relevantes de la teoria de
Morse. Una funcién diferenciable a valores reales es de Morse si sus puntos
criticos son no degenerados (es decir, si su matriz Hessiana, en cualquier sis-
tema de coordenadas, es no singular). Lo asombroso de la teoria de Morse es
que permite estudiar la topologia de la variedad por medio de cualquier funcién
de Morse definida en ella, siguiendo las trayectorias del flujo gradiente (el
campo gradiente de la funcién se define a partir de dotar a la variedad de una
métrica riemanniana). El campo gradiente de una funcién de Morse aparece
nuevamente en estas notas en el capitulo 5, al estudiar el Teorema del indice
de Poincaré-Hopf. Este resultado, que fue probado por Poincaré para el caso
de superficies y generalizado por Hopf para cualquier dimensién, afirma que el
indice de un campo con ceros aislados definido en una variedad compacta es
independiente del campo y este niimero coincide con la caracteristica de Euler
de la variedad. Este resultado profundo relaciona propiedades topoldgicas de
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la variedad (la caracteristica de Euler) con sus propiedades analiticas (indice
de los campos vectoriales). La demostracién que exhibimos aqui utiliza el gra-
diente de una funcién de Morse. Una demostracion alternativa del resultado
se consigue utilizando triangulaciones de la variedad. Damos un esbozo de
esta demostracién alternativa al final del capitulo.

En el capitulo 4 mostramos las ideas mas relevantes de la dualidad de Poincaré.
La demostracion que presentamos aqui se basa principalmente en el teorema
de Stokes y explora otra técnica que permite trasladar una propiedad local a
una propiedad global, mediante las sucesiones de Mayer-Vietoris (para coho-
mologia de de Rham y cohomologia con soporte compacto). Una variedad de
dimensién n localmente es difeomorfa a R™. Para el caso de R" la dualidad de
Poincaré se obtiene por calculo directo. Por ejemplo, el hecho de que R" sea
conexo indica que H°(R") = R ya que H° calcula las funciones diferenciables
a valores reales localmente constantes. El hecho de que R"™ no es compacto se
traduce en que H?(R™) = 0. En el caso de R, se comprueba que H'(R) = 0
tomando, para cada 1-forma w = f(z)dz la funcién h(z) = [ f(t)dt, que
claramente cumple que dh = w. Una vez comprobado que la dualidad de
Poincaré es valida para el caso de R", la forma de probar el resultado para
variedades orientables de dimensién n es tomando cubrimientos por abiertos
“buenos”, es decir, que cumplan que la interseccién de cualquier subfamilia
finita sea vacia o difeomorfa a R™. La existencia de tales cubrimientos se debe
a que toda variedad admite una métrica riemanniana, y que en una métrica
riemanniana se pueden encontrar abiertos geodésicamente convexos tan chicos
€cOmo uno quiera.

En el capitulo 6 hacemos una aproximacién a la teoria de cobordismo y damos
una idea de la demostracion del teorema del h-cobordismo de Steve Smale y
su aplicacion en la demostracién de la conjetura de Poincaré para dimensiones
altas. Presentamos en este capitulo algunas construcciones y herramientas
fundamentales de la topologia diferencial: cirugia y teoria de manijas, relacio-
nando estas construcciones con los cobordismos elementales.

En el capitulo 7 probamos que todas las teorias de cohomologia definidas en
una variedad (bajo ciertas condiciones) coinciden. En particular probamos el
teorema de de Rham que afirma que la cohomologia de de Rham (definida me-
diante formas diferenciales) coincide con la cohomologia singular de la variedad
(vista como espacio topoldgico). Este es otro de los resultados profundos y fun-
damentales de la topologia diferencial que relaciona propiedades topoldgicas
con geométricas. Para probar estos resultados nos valemos de la teoria de
haces, que permiten nuevamente, trasladar propiedades locales a globales.

Por dltimo, en el capitulo 8, damos una introduccién a la teoria de nudos y
links. Estudiamos, entre otras cosas, el grupo de un nudo (es decir el grupo
fundamental de su complemento en R? o S3), superficies de Seifert y la asferi-
cidad del complemento del nudo.

Para la presentacion de los diversos temas que tratamos aqui, tomamos como



referencia las exposiciones de los excelentes libros [BT82, GP74, Hir76, MT97,
Mil63, Mil65, Mil65b, Ran03, Rol04, War83].

Estas notas estdan basadas (aunque con varias modificaciones y agregados), en
el curso de Topologia diferencial dictado por Gabriel Minian en el segundo
cuatrimestre de 2015.
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Capitulo 1

Preliminares

1.1 Preliminares

En esta seccién fijaremos algunas notaciones y recordaremos algunos resulta-
dos que utilizaremos o tendremos en mente a lo largo del curso. Algunos de
estos resultados se pueden encontrar en un curso basico de geometria diferen-
cial. Para mas detalles referimos a | , ].

En estas notas llamaremos variedades a las variedades diferenciables. Todas
las cartas y funciones diferenciables que consideremos las asumimos de clase
C* (por lo cual nuestras variedades son C*°), salvo explicita mencién de lo con-
trario. Esta aclaracién es importante, porque algunos de los resultados de estas
notas no son verdaderos si las funciones en cuestién son solamente de clase C*
para un cierto k. Si M es una variedad, denotaremos con letra mintscula m
a su dimensién. Escribimos X =Y para decir que los espacios topologicos X
e Y son homeomorfos, o difeomorfos si se trata de variedades diferenciables.
En cambio X ~ Y significa que tienen el mismo tipo homotépico. Notaremos
con OM al borde de una variedad M. Como es habitual, notaremos con S™
a la m-esfera con estructura diferenciable estandar y con D" al n-disco. El
intervalo real [0, 1] varias veces serd denotado por I. Denotaremos con X (M)
a los campos C* de M.

La siguiente observacién nos pone en contexto respecto a las diferencias que ex-
isten entre variedades topoldgicas y diferenciables, y la cantidad de estructuras
diferenciables distintas que pueden definirse en algunas variedades topoldgicas.

Observacion 1.1.1. Existen variedades topolégicas que no admiten estruc-
tura diferenciable. Se ha demostrado que necesariamente deben tener di-
mensioén al menos 4. Por otro lado, es facil armarse estructuras diferenciables
distintas en una misma variedad topolégica pero que resulten difeomorfas (por
ejemplo, la de R con la carta ¢ : R — R, ¢(t) = t3).

También existen variedades topolédgicas que admiten varias estructuras difer-
enciables no difeomorfas entre si. Por ejemplo, las esferas exdticas que exhibid

7



1.2. Variedades de dimension 1

Milnor (ver | , , ]), que son esferas con una estructura difer-
enciable no difeomorfa a la habitual. En este contexto, la esfera de dimension
7 admite exactamente 28 estructuras diferenciables no difeomorfas entre si.

No nos ocuparemos de estas diferencias en estas notas. Acd trabajaremos con
variedades diferenciables.

Recordemos algunos resultados sobre subvariedades y el teorema de los val-
ores regulares. Las demostraciones de estos resultados pueden encontrarse en
[ J-

Si M es una variedad y N C M, entonces N C M es subvariedad regular si
y solo si la inclusién ¢ : N — M es un embedding. Ademés, ser subvariedad
regular es una propiedad transitiva. Es decir, si M es una variedad y S C M
es una subvariedad regular de M y N C S es una subvariedad regular de S,
entonces IV es una subvariedad regular de M.

Proposicion 1.1.2. Sii: N — M es una inmersion y p € IV, entonces existe
una carta (U, ¢) de N en p tal que i|y es un embedding.

Proposicion 1.1.3. Si f : N — M es diferenciable de rango constante k y
q € f(N), entonces f~!(¢) C N es una subvariedad regular de codimensién k.

Definiciéon 1.1.4. Sea f : N — M diferenciable. Un punto p € N se dice
punto critico de f si el diferencial d,, f no es sobreyectivo. En caso contrario se
dice punto regular. Un punto ¢ € M se dice valor critico de f si existe p € N
punto critico tal que f(p) = ¢. En caso contrario ¢ se dice valor regular.

Notar que si f~1(q) = () entonces g es valor regular de f.

Teorema 1.1.5. (Teorema de los valores regulares) Sea f : N — M diferen-
ciable. Siq € f(N) C M es un valor reqular de f, entonces f~(qg) C N es
una subvariedad regular de dimension dim N — dim M .

Ejercicio 1.1.6. Sean N y M variedades diferenciables de la misma di-
mensién, con N compacta. Sea f : N — M diferenciable y sea ¢ € f(INV)
un valor regular de f. Entonces f~!(¢) C N es una subvariedad regular de di-
mensién 0. En particular, es un conjunto discreto. Por otro lado, f~!(¢) C N
es cerrado en un compacto, por lo que es compacto. Luego f~!(g) es finito.
Sea A = {q € M : valor regular para f} C M con la topologia subespacio.
Consideremos la funcién g : A — Ny que a cada g € A le asigna el cardinal de
f~1(q), es decir, g(q) = #f'(g). Probar que g es localmente constante.

1.2 Variedades de dimensién 1

Es sabido que toda variedad diferenciable puede ser triangulada. FKEsto fue
probado por S.S. Cairns en 1934. Unos afios mas tarde J.H.C. Whitehead
prob6 una versién mas fuerte de ese resultado (toda variedad diferenciable
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puede ser triangulada por una variedad combinatoria). En el libro de Whit-
ney | ] se puede encontrar una demostracién del resultado de Cairns. La
idea es ficil de explicar: localmente las variedades son bolas y las bolas son
claramente triangulables, la estructura diferenciable de la variedad se utiliza
para poder pegar coherentemente las triangulaciones locales. Es importante
remarcar que es necesario que la variedad sea diferenciable para poder tri-
angularla. Recientemente Ciprian Manolescu probd que existen variedades
topolégicas que no admiten triangulacién.

Para terminar este breve capitulo introductorio, veremos que las variedades de
dimensién 1 se pueden triangular y utilizaremos esto para clasificarlas. En el
caso de dimensién 2 (superficies) la demostracién de la triangulacién se torna
mas complicada. Este caso fue probado por Radé en 1925. Recomendamos al
lector el libro de Lee | ] para ver una idea de la demostracién de Radé y
cémo usar las triangulaciones para probar la clasificacién de superficies. Ver-
emos aqui el caso de dimensién 1, cuya demostracién también puede seguirse
en ese libro.

En lo que sigue, un grafo es un complejo simplicial de dimensién 1. Las aristas
son los 1-simplices y los vértices son los O-simplices.

Teorema 1.2.1. Sea M wuna variedad de dimension 1. Entonces M es trian-
gulable (por un grafo).

Demostracion. Veamos primero que existe una sucesion numerable de grafos
finitos G1 C Gy C ... C G, C ... contenidos en M, tales que:

1. M=J,Gn
2. Gy, C Gp41 es un subgrafo

3. Para todo n, existe m > n tal que G,, C Gj, (el interior de Gy,).

Sabemos que existe un cubrimiento numerable de M por bolas {B;};cn con
B; = (0,1) y B; = [0,1]. Ademas, este cubrimiento se puede tomar localmente
finito.

Sea G; = Bj;. Supongamos construidos hasta el grafo G, tal que G, =
BiU...UB,yGy C Gy C...CG, son subgrafos. Consideremos todos los
vértices de G, que estan contenidos en B, ;. Estos puntos de interseccién
determinan un grafo S (con vértices esos puntos y las aristas de By, 11). Sea e
una arista de S. Supongamos que existe z € €° tal que x € ¢/, con ¢/ una arista
de G,,. Veamos que e = €¢’. Como d¢’ son vértices de G,,, e°Nde’ = (). Se tiene
que e°Ne’® C e° es abierto (pues €’® es abierto). También e°Ne’® = e°Ne’ C €°
es cerrado. Por conexion, e® Ne’ = e°. Luego e¢® C €, por lo que e C ¢’ € G,,.

Ahora le sacamos a S las aristas e tales que e° NG, # 0. A ese grafo lo
denotamos S, y tomamos Gpy1 = Gp U S. En particular, Gpi1=DBiU...U

9
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Bpni1,y Gn C Gpy es un subgrafo. Como M = |J,, By, los G, cubren M. La
propiedad 3 se verifica por compacidad de los G,,.

Tomamos el complejo simplicial K = |J,, Gr. Veamos que |K| = M. Como
conjunto son el mismo, basta ver que tienen la misma topologia. Si A C M es
cerrado, como los Gy, son grafos finitos, son compactos y en particular cerrados,
por lo que ANG, C G, es cerrado para todo n. Como K es el colimite de
los Gy, concluimos que A es cerrado en K. Reciprocamente, supongamos que
A C M es tal que ANG, C G, es abierto para todo n y veamos que A es
abierto en M. Sea x € A. Existe un entorno V' de x que interseca a finitos B,
(pues el cubrimiento es localmente finito). Sea n grande tal que VN B, = 0 si
m >n. Seany = min{m : z € G,,} y sea ng = min{m : VN B, = @ para todo
n >m}. Como x € V, ny < ny. Luego = € G, para todon >ny y x ¢ B,
para todo n > nsy. Para cada nqy < n < ne, existe un abierto U, C G, NANV
tal que x € Uy,. Sea U = UZZ’:m U,. Entonces x € U y U C A. Notar que
U interseca a finitas bolas B, y que U N B,, es abierto para todo n (por la
topologia que tienen las bolas). A partir de esto es facil ver que U es abierto
en M. ]

Proposicion 1.2.2. Sea M una variedad sin borde de dimension 1 y sea K
una triangulacién de M. Entonces todo vértice de K estd en exactamente dos
aristas de K.

Demostracion. Sea v un vértice de K. Consideremos su star abierto Sot(v) =
{v}UU,e. €, donde las e son aristas de K. Es facil ver que Sot(’u) es abierto de
|K| = M. Como M es variedad de dimensién 1 sin borde, existe un abierto
U=(0,1)talquev e U C Sot(v). Luego U — v tiene dos componente conexas.
Por otro lado, como U C Sot(v) yU—-v C Sot(v) —v = e
tantas componentes conexas como aristas, deducimos que tiene que haber

€, y esta tiene
exactamente dos aristas. O

Teorema 1.2.3. Sea M una variedad conexa de dimension 1 sin borde. En-
tonces M =S' o M = R.

Demostracion. Sea K una triangulacién de M, donde K es un complejo sim-
plicial de dimensién 1. Sea vy € M un vértice. Por la proposicién anterior, vg
esta en exactamente dos aristas. Llamamos v1 y v_1 a los otros dos vértices de
estas dos aristas. Notar que vy # v_1. Por induccion, supongamos definidos
Up ¥ U_n. Sea vnt1 €l vecino de v, que no es v,_1. Idem con V_(n41)-

Sea U = J,,cz[Vn, vny1] C |K|, donde [v,,vn11] es la arista con vértices vy,
Yy Unt1. Este conjunto es cerrado y abierto (intersecar aristas para ver esto
ultimo), por lo que U = M. Luego todo vértice de M fue etiquetado.

Siwv; # v; paratodo ¢ # j, entonces M = R. En el caso que existan dos vértices
iguales, tomamos 7 el minimo natural tal que existe un 4 con v; = vjt,. Se

10
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puede ver en ese caso que v; = v;4, para todo j y que K es una triangulacién
de S' con r vértices. Dejamos los detalles de prueba para el lector.

O]

Corolario 1.2.4. Toda variedad conexa de dimensién 1 es difeomorfa a una
de las siguientes: S', (a,b),[a,b), (a,b], [a,b].

11
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Capitulo 2

El teorema de Sard y
transversalidad

2.1 Teorema de Sard

Comenzamos esta seccién recordando la nocién de conjuntos de medida cero
en una variedad.

Un conjunto A C R™ se dice que tiene medida cero si para todo € > 0 existe
una sucesion de cubos (Ip,)men tales que A C U, Im ¥ >, Im| < €, donde
|I] denota el volumen del cubo I. Notamos por |A| a la medida del conjunto
A (si A es medible).

Sig:U C R*" — R" es diferenciable y A C U tiene medida nula, entonces
l9(A)[ = 0.

Definiciéon 2.1.1. Sea M una variedad y sea A C M un subconjunto. Deci-
mos que A tiene medida cero en M si para toda (U, ¢) carta de M, |p(UNA)| =
0.

Observaciéon 2.1.2. Notar que A C M tiene medida cero si y solo si para
todo p € A existe una carta (U, ) de M en p tal que |o(U N A)| = 0. Luego
tener medida cero es una propiedad local (ver parrafos més abajo).

Observacién 2.1.3. Si A C R" es un n-cubo, entonces |A| > 0. En particular,
si A C R"™ tiene interior no vacio, entonces A no puede ser de medida cero. Lo
mismo sucede en una variedad M. Por lo tanto si A C M tiene medida cero,
entonces el complemento A° C M es denso.

Ahora estamos en condiciones de enunciar el teorema de Sard.

Teorema 2.1.4. (Sard) Sea f: N — M una funcion diferenciable. El con-
junto de valores criticos de f tiene medida cero en M. Por lo tanto, los valores
requlares de f son densos en M.

13



2.1. Teorema de Sard

Como toda variedad puede cubrirse con una cantidad numerable de abiertos
homeomorfos a R™ y la mayoria de las propiedades que vemos predican sobre
entornos, muchas veces podremos, como en este caso, probar una propiedad
global restringiéndonos a lo local. Concretamente en este caso, que un subcon-
junto de una variedad tenga medida cero se traduce en una propiedad local,
ya que una union numerable de conjuntos de medida cero es de medida cero.
En consecuencia, basta probar el teorema de Sard de manera local. Este tipo
de argumento serd muy utilizado a lo largo de estas notas.

Por lo anterior, bastara probar entonces el siguiente resultado.
Teorema 2.1.5. (Sard) Sea f: U C R™ — R" diferenciable, con U abierto.

Sea C' C U el conjunto de puntos criticos. Entonces f(C) C R™ tiene medida
cero.

Demostracion. Seguiremos bésicamente la demostracién de | ].

Sea C' el conjunto de puntos criticos de f. Es decir, C = {z € U : d,f no

|ex|
es epimorfismo}. Notemos f = (fi,...,fn). Sea Cy = {z € U : %@a () =0

para todo i y todo |a] < k}. Es decir, Cy es el conjunto de puntos de U tales

que todas las derivadas de orden menor o igual a k de f son nulas. De esta
manera tenemos una cadena de inclusiones C D C7 D C9 D .... Probaremos
lo siguiente:

1. f(C — () tiene medida cero.
2. Para todo i, f(C; — Cit1) tiene medida cero.

3. f(Cy) tiene medida cero para k suficientemente grande.

En cada caso haremos inducciéon en m. Notar que en todos los items, el caso
m = 0 es trivial. Luego podemos suponer que m > 1.

1. Basta ver que para todo z € C'— (' existe una abierto V C U tal que z € V'
y f(V N C) tiene medida cero (esto es porque U tiene base numerable y unién
numerable de conjuntos de medida cero tiene medida cero). Como z € C'— (1,
existe una derivada parcial g—g(x) % 0. Por simplicidad supongamos que
SL(z) #0. Sea h: U — R™ la funcién h(y) = (fi(y),y2.---,ym). Asi, dgh
es inversible y por lo tanto h es un difeomorfismo local en x. Luego existen
abiertos V.C U conz € V y V! C R™ con h(z) € V' tales que hly : V — V'
es un difeomorfismo. Sea g = f o (hlyy)™! : V/ — R™. Sea C’ el conjunto de
puntos criticos de g. Luego h(C'NV) = C’ pues h es difeomorfismo. Entonces
f(CNV)=g(C"). Basta probar que g(C") tiene medida cero.

Notar que g(t,z2,...,7Tm) = (t,2,.-.,Yn). Para cada t fijo, sea ¢g' : R™~1 —
{t} x R* ! la funcién ¢'(za,...,2m) = g(t,z2,...,7m) (el dominio se cor-
restringe a donde tenga sentido). De esta forma,

1 0
D =
(tvx)g <* ngt>
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Luego un punto (za, ..., o,,) es critico de g* si y solo si (¢, @9, ..., Ty ) es critico
para g. Por induccién, para cada t fijo, los valores criticos de ¢’ tienen medida
cero. Luego por Fubini, los valores criticos de ¢ tienen medida cero.

2. Veamos que f(C; — Cj;1) tiene medida cero para todo i > 1. Sea x €
C; — Ci+1. Veamos que existe una abierto V C U tal que x € V' 'y f(V N ;)

tiene medida cero. Como z € C;—Cj41, existe %(x} # 0. Sea w(y) =
%(y). Supongamos sin pérdida de generalidad que j;+1 = 1. Entonces
w(z) =0y g—;“l(x) # 0. Sea h: U — R™ la funcién h(y) = (w(y), y2, - - Ym)-
Entonces h es un difeomorfismo local en x, por lo que existen abiertos V C U
conx € VyV' CR™ tales que hly : V — V' es un difeomorfismo. Sea
g=fo(hly)™t: V' Cc R™ — R". Observar que h(C; N V) C 0 x R™~ 1,
Sea § = gloxrm-1)nvr : (0 X R™ 1 NV’ — R". Por induccién, los valores
criticos de § tienen medida cero. Ademas, f(C; N V) = gh(C; NV), y como h
es difeomorfismo, f(C;NV) tiene medida cero (por induccién). Otra forma de
verlo es notando que h(C; NV) C 0 x R™~! tiene medida cero y que § manda

conjuntos de medida cero en conjuntos de medida cero por ser diferenciable.

3. Este paso consiste en utilizar Taylor y en elegir k¥ > 7 — 1. Veamos que
f(C}) tiene medida cero. Sea J C U un cubo de lado 6 > 0. Podemos cubrir
a U con numerables intervalos J’s de lado § > 0. Veamos que f(Cj N J) tiene
medida cero. Sea xz € CyNJ. Six+h € J, por Taylor tenemos que f(z+h) =
f(z) + R(z,h), donde R(z,h) es el resto y las derivadas parciales de orden k
no aparecen justamente porque z € Cj. Ademds, ||R(z, )| < c||h]|*!, donde
la constante ¢ depende de J y de f. Fijemos r y dividamos a J en ™ cubitos
(de lados 6/r). Sea J; el cubito donde estd x. Siy € J; entonces y = x + h
con ||h|| < y/md/r. Luego

k+1
IRteml < el < c (vin? )

Asi, f(J1) cae en un cubo de lado 2¢ (\/ﬁg)kﬂ. Entonces f(Cy N J) cae en

la unién de ™ cubos cuyo volumen total es
. AN KA\ mn(kt1)
V<r 2¢ [ vVm— = (20 (\/m(s) ) r
T

Como k + 1 > m/n, el volumen V tiende a 0 cuando r — co. O

2.2 Primeras aplicaciones del teorema de Sard

Por la clasificacién de variedades de dimensién 1 vista en el capitulo anterior,
toda variedad conexa de dimension 1 es difeomorfa a una a alguna de éstas:
St, (a,b), [a,b), (a,b], [a,b]. En particular, si M tiene dimensién 1 y es com-
pacta, entonces M es unién finita de S's y de intervalos [0,1]’s. Més atn,
#0M es par.
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2.2. Primeras aplicaciones del teorema de Sard

Ejercicio 2.2.1. Sea N una variedad con borde y sea f : N — M difer-
enciable. Sea ¢ € f(N) un valor regular de f que también es valor regular
de floy : ON — M. Entonces f~!(q) C N es una subvariedad regular de
dimensién dim N —dim M y 9f~1(q) = ON N f~1(q).

Proposicion 2.2.2. Sea M una variedad compacta con borde. Entonces no
existe una retraccién r : M — OM diferenciable.

Demostracion. Supongamos que si existe r : M — M retracciéon diferencia-
ble. Por Sard, existe ¢ € 9M valor regular de r. Como r es sobre, g € r(M).
Como r|onr = loar, g también es valor regular de gy = 1oy : OM — OM.
Luego 7~ 1(q) C M es una subvariedad regular de dimensién 1y dr~1(q) =
OM Nr~1(q) = {q}. Al ser M compacta, r~1(q) es compacta, por lo que tiene
una cantidad par de puntos en el borde, que es una contradiccion. O

La demostracion del siguiente resultado estandar puede encontrarse, por ejem-
plo, en el libro | ].

Teorema 2.2.3. Sea M wuna variedad compacta de dimension n. Entonces
existe un embedding M C R? para q suficientemente grande.

Teniendo en cuenta que la variedad se puede embeber en algiin R?, vamos a
probar el resultado de Whitney que asegura que se puede tomar g = 2n + 1.
Nos basamos en la demostracién que aparece en | |. Este teorema se
conoce como el teorema débil del embedding. El teorema fuerte asegura que
en realidad se puede tomar g = 2n.

Teorema 2.2.4. Sea M wuna variedad compacta de dimension n. Entonces
M es subvariedad reqular de R*"T1,

Demostracion. Sabemos que M C RY para algin gq. Si ¢ < 2n + 1 listo.
Supongamos que ¢ > 2n + 1. Veamos que podemos encontrar v € RY — R9~!
de norma 1 tal que p, : R? — RI7! la proyeccién en la direccién de v,
se restringe a una inmersién inyectiva p, |y : M — R?7! (aqui vemos a R?~1
como el subespacio de vectores cuya tltima coordenada es nula). Esto probara,
usando que M es compacta, que M se puede embeber en R?~!. Repitiendo
este argumento las veces necesarias, tendremos que M se puede embeber en
R27*1  Analicemos qué propiedades tiene que tener el vector v para que la
proyeccién sea inmersién inyectiva.

Para que sea inyectiva: debe suceder que para todo = # y € M, ﬁ # 0.

Consideremos la funcién § : M x M — A — S97! dada por §(z,y) = ﬁ,
donde A = {(z,x) : z € M} es la diagonal. Para elegir v, tenemos que ver
que la imagen de 6 no es todo S9~!. Como A C M x M es cerrado (pues
M es Hausdorff), M x M — A es una variedad de dimensién 2n, mientras
que S?7! tiene dimensién ¢ — 1 > 2n. Luego el diferencial nunca puede ser

epimorfismo, por lo que todos los puntos de Im(9) son criticos. Por Sard, este
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conjunto tiene medida cero. Asi, vemos que para todo abierto W C S971,
existe w € W — Im(6). Més atin, S~ — Im(6) es denso.

Para que sea inmersion: debe suceder que para todo x € M, el diferencial
dy(polar) @ TeM — Tpv(x)Rq_l sea inyectivo. Para ello debemos ver que si
z €T, My z=#0, entonces Hj—” # v. Para justificar esto, notemos primero que
T,M C T,R? =RY, y por lo tanto tenemos una norma ||.|| en T, M heredada
de R?. Esto vale para todo = € M.

Sea T'"M = {z € TM : ||z|]] = 1} y sea g : TM — R la funcién g(z) =
|lz||. Es facil ver que 1 es valor regular de g. Luego /M = g~ '(1) es una
subvariedad regular de dimensién 2n — 1. Ademads es compacta pues 11 M C
M x S9! (estamos pensando a T,M C R? para todo p € M). Consideremos
py : TyM — S%71 la proyeccién. Como el dominio tiene dimensién 2n — 1 y
el codominio tiene dimensién ¢ — 1 > 2n — 1, por Sard, po(T1M)° C S77! es
denso. También es abierto pues 71 M es compacto y S9~! es Hausdorff. Sea
W = po(ThiM)¢ N (RY — RI71) N S?~L. Entonces W es abierto en la esfera y
no vacio. Sea v € W. Como v ¢ p2(T1M), se tiene que v # ||7ZH para todo
z € T'M no nulo, y lo tomamos de tal forma que p,|ys sea inyectivo (porque
el otro conjunto de soluciones también era denso).

O

Veremos a lo largo de estas notas, que el teorema de Sard es utilizado en varias
ocasiones y contextos (por ejemplo en teoria de Morse).

2.3 Transversalidad

Si f: M — N es una funcién diferenciable y ¢ € N es un valor regular
de f, entonces sabemos que f~'(¢) C M es una subvariedad regular. Lo
que queremos analizar es el caso general: si tenemos una subvariedad regular
A C N, jcudndo sucede que f~1(A) C M es una subvariedad regular? Para
ello, introducimos la nocién de transversalidad. Esto generaliza a la nocién de
valor regular de una funcién diferenciable.

Definicién 2.3.1. Sea f : M — N diferenciable y sea A C N una subvariedad
regular. Decimos que f es transversal a A, y notamos fMA, si para todo
z € f71(A), se tiene que Im(dy f) + Tz A = Tpz)N.

Observacién 2.3.2. Si A = {¢} C N es un punto (subvariedad regular de
dimensién 0), entonces fMA si y solo si g es valor regular de f.

Ejemplo 2.3.3. Sea f: R — R? la funcién f(z) = (z,2?) y sea A = {(=,0) :
r € R}. Entonces Ty A = Aelm(dyf) = A. Como la suma de estos espacios
es A, que es distinto de R?, se tiene que fNA.

Ejemplo 2.3.4. Sea f : R — R? la funcién f(y) = (0,y) y sea A el eje z.
Entonces fMA.
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2.8. Transversalidad

Definicion 2.3.5. Sean M, N C P subvariedades regular de una variedad P.
Decimos que M es transversal a N en P, y notamos M MN, si iy MN, donde
irpr : M — P eslainclusion. Es decir, para todo x € M tal que x € N, se tiene
que Im(dyips) +Te N = T, P. Como Im(dyiy) = T, M, concluimos que MM N
en P siy solo si para todox € MNN, T,M + T,N = T,P. En particular,
MMN siy solo si NMAM.

Ejemplo 2.3.6. Sea P = R?, M =eje 2 y N =eje y. Entonces MMN. En
cambio si P = R3, y M, N son los mismos, entonces M NN (no alcanza
la dimension). Esto muestra que la nocién de transversalidad depende de la
variedad ambiente P.

Observacién 2.3.7. Si MNN en Py MNN # (), entonces dim M +dim N >
dim P.

Ejemplo 2.3.8. Dos curvas en R? son transversales si y solo si no se interse-
can.

Ejemplo 2.3.9. Curvas en R%:

Figura 2.1: Dos curvas transversales en R?

Figura 2.2: Dos curvas no transversales en R?

Ejemplo 2.3.10. Curvas y superficies en R3:

Figura 2.3: Una curva y una superficie transversales en R?
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Figura 2.4: Una curva y una superficie no transversales en R3

Ejemplo 2.3.11. Superficies en R3:

Figura 2.5: Dos superficies transversales en R3

7

Figura 2.6: Dos superficies no transversales en R3

El siguiente resultado generaliza el teorema de valores regulares (la preim-
agen de un valor regular es una subvariedad regular). Notar que para la
demostracién del mismo utilizamos el caso particular.

Teorema 2.3.12. Sea f : M — N diferenciable y sea A C N una subvariedad
reqular de N tal que f~'(A) # 0. Si fMA entonces f~1(A) C M es una
subvariedad reqular de codimension igual a la codimension de A en N.

Demostracion. Recordar que M C P es una subvariedad regular si y solo si
para todo x € M, existe una carta (U, ¢) tal que p(x) =0, p(U) = C es un
cubo abierto centrado en 0 con p(UNM) ={2€ C: zpp1 = ... = z = 0},
donde m = dim M y t = dim P. Luego ser subvariedad regular es una cuestion
local, y como A C N es subvariedad regular, basta probar el caso f : M —
VxWecon A=V x0yV xW CR™ x R? cubo, con m + g = t.

Seaw:V xW — W la proyeccién y sea g = mo f : M — W. Notar que
g 1(0) = f71(A) # 0, por lo que 0 € g(M). Por otro lado, como fM A, para
todo x € f~1(A) = g71(0), se tiene que Im(d, f) +TyA=Tpa)N =V xW.
Como Ty A =V x 0, debe ser que 0 x W C Im(d,f). Veamos si d.g es
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epimorfismo. Para ello, notemos que
AT
dpg : ToM = Tm(d, f) c V x W "7 w

Como dyym = 7 (pues 7 es transformacién lineal), concluimos que d.g es
epimorfismo si y solo si 0 x W C Im(d.f), si y solo si Im(dyf) + Ty A =
Por lo tanto f~1(A) = g7'(a) C M es una subvariedad regular, ya que a es
valor regular de g. O

Corolario 2.3.13. Sean M, N C P subvariedad regulares tales que MNN # ()
y MINN C P. Entonces M N N es subvariedad regular tanto de M como de
N, y en consecuencia también de P. Ademads, codimp M N N = codimp M +
codimp N.

Dejamos los siguientes dos resultados como ejercicios para el lector.

Ejercicio 2.3.14. Sea M una variedad con borde M. Sean P una variedad
sin borde y N C P una subvariedad regular sin borde. Si f : M — P es
diferenciable, transversal a N en Py 0f : OM — P también es transversal
a N en P, entonces f~1(N) C M es una subvariedad regular y df~}(N) =
Y N)NoOM.

Ejercicio 2.3.15. Sea M una variedad compacta y sean Py N dos variedades
sin borde tal que N C P es una subvariedad regular. Ser transversal a N es
una propiedad estable en C*°(M, P). Esto es, si f : M — P es diferenciable y
transversal a N en P,y H : M x I — P es una homotopia C*° con Hy = f,
entonces existe € > 0 tal que H;MN para todo 0 < t < ¢.

Fl siguiente resultado, que es otra aplicacién del teorema de Sard, nos servird
para probar luego el teorema de homotopia para transversalidad.

Teorema 2.3.16. Sea M wuna variedad con borde OM y sean S y P dos
variedades sin borde. Supongamos que N C P es una subvariedad reqular sin
borde y sea F : M x S — P diferenciable tal que FINN y OFMN. Entonces
para casi todo s € S, las funciones Fs : M — P y 0F; : OM — P son
transversales a N .

Demostracion. Sea w = F~Y(N) C M x S. Como FINN, W C M x S es una
subvariedad regular con borde OW = W N (OM x S). Seaq: M xS — S la
proyeccién a la segunda coordenada. Por el teorema de Sard, basta probar las
siguientes dos afirmaciones:

1. Si s € S es un valor regular de ¢|y : W — S, entonces FyMN.

2. Si s € S es valor regular de g|sw : OW — S, entonces OF,MN.
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Demostremos 1). El otro item es andlogo. Sea s € S un valor regular de
qglw : W — Sy veamos que FsNN. Sea 2 € F;'(N). Entonces Fy(x) =
F(z,s) € N,y como FMN,

d(x,s)F(T( )M X S) +T,N=1T,P

z,s

Sea a € T, P. Existe b € T(, oM x S tal que d(, F(b) —a € T,N. Veamos
que existe v € T, M tal que d, Fs(v) —a € T,N. Es claro que dq : TM xT'S —
TS es la proyeccién a la segunda coordenada. Como podemos identificar
TigyM x S =T, M x TsS, existen w € T, M y e € TS tales que b = (w,e).
Por otro lado, al ser s un valor regular de g|w, existe (u,e’) € T, oW tal que
dz,5qlw(u,e’) =e. Luego e =¢'. Sea v =w —u € T, M. Asi,

d&?FS(v)_a = d(x,s)F((wv e)—(u, 6))—@ = d(z,s)F(w? e)_a+d(:c,s)F(uv 6) €N

usando que d(, o F'(u,e) € T,N. O

Sea P una variedad sin borde. Para un k suficientemente grande, P C R¥ es
una subvariedad regular. Més atin, existe un entorno tubular P ¢ N C R,
Es decir existe un abierto

N={zeRF:|z—y|<e(y),yc Pe:P = Rup}

y un retracto por deformacion fuerte r : N — P diferenciable. En particular,
r es una sumersion.

Corolario 2.3.17. Sea P una variedad sin borde y sea f : M — P difer-
enciable. Entonces existe F' : M x S — P diferenciable, donde S es la bola
unitaria abierta de R* tal que Fy = f y para todo z € M, F, : S — P es una
sumersion. Luego F'y OF son sumersiones.

Demostracién. Sea P € N C R¥ un entorno tubular con retraccién r : N — P.
Sea S C R* la bola unitaria abierta. Definimos F : M x S — P como

F(z,s) =r(f(z) +e(f(x))s) € P

Para cada x fijo, la aplicacién s — f(z) + e(f(z))s es sumersion, por lo que
F, es sumersién. O

Teorema 2.3.18. (Teorema de homotopia para transversalidad) Sea f : M —
P diferenciable, donde P es una variedad sin borde. Sea N C P una subvar-
iedad regular sin borde. Entonces existe g : M — P diferenciable tal que

o gNN ydgMN
e f y g son homotopicas
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Demostracion. Por el corolario anterior, existe F' : M x S — P diferenciable,
donde S C R* es la bola unitaria abierta, tal que Fy = f y tanto F como OF
son sumersiones. Entonces FMMN y OFMN. Por el teorema anterior, para
casi todo s € S, F;MN y OF,MN. Sea g = F para algin s que verifique
esto. Entonces g es homotépica a f via H(x,t) = F(x,ts). O

Definicion 2.3.19. Sea f : M — P diferenciable y sea N C P una subvar-
iedad. Si C' C M es un subespacio (topolégico), decimos que f es transversal
a N en C, y notamos fMgN, si para todo z € C' N f~1(N),

d f(T, M) + Tf(m)N = Tf(x)P

El siguiente resultado generaliza el teorema de homotopia para transversali-
dad.

Teorema 2.3.20. Sean M, P y N wvariedades tales que N C P es un sube-
spacio cerrado que es ademds subvariedad regular, y ambas son sin borde. Sea
f M — P una funcion diferenciable y sea C C M un subespacio cerrado.
Supongamos que fMNeN y 0f NenamN. Entonces existe g : M — P diferen-
ciable y homotdpica a f tal que gNN y dgMN. Ademds, existe un entorno
UC M deC tal que gl = flu-

Demostracion. Ejercicio. O

Corolario 2.3.21. Sean M, Py N como antes y sea f : M — P diferenciable
tal que f MN. Entonces existe g : M — P diferenciable y homotépica a f
tal que gMN y dg = Of.

Demostracion. Tomar C = OM en el teorema anterior. O

2.4 Interseccion modulo 2

Dadas M, P y N variedades, diremos que son apropiadas para interseccion
si no tienen borde, M es compacta, dim M + dimN = dimP y N C P
es una subvariedad que es cerrada como subespacio de P. En lo que sigue
supondremos siempre estas hipétesis salvo explicita aclaracién de otra cosa.
Seguimos en esta seccién la exposicién de | ].

Observacion 2.4.1. Supongamos que M C P es una subvariedad transversal
a N. Entonces M NN C M, N C P son subvariedades y codimp M N N =
codimp M +codimp N = dim P. Luego dim(MNN) =0,y como MNN C M
es compacto, la variedad M N N es un conjunto finito.

Definicion 2.4.2. Sea f: M — P diferenciable y transversal a N. Entonces
f~Y(N) € M es una subvariedad de dimensién 0 y compacta, por lo que
#f71(N) es finito. Se define la interseccién médulo 2 de f respecto a N como
L(f,N)=#f"YN) mod 2 € Zs.
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Teorema 2.4.3. Sean f,g : M — P diferenciables, homotdpicas y ambas
transversales a N. Entonces Iy(f,N) = I2(g,N).

Demostracion. Sea H : M x I — P una homotopia entre f y g. Entonces
Hlgmuxry = f1lg es transversal a N. Por el teorema 2.3.18, existe H' :
M x I — P tal que HHMN y H'lg(nmxry = Hlouxr- En particular, H' es
una homotopia entre f y g, y (H')"}(IN) C M x I es una subvariedad regular
de dimensién 1. Ademaés,

O(H')" (N) = (H)""(N)ynoM x 1) = {7 (N) [T g~ (V)

y como (H')™'(N) es una variedad compacta de dimensién 1, su borde tiene
una cantidad par de elementos. Luego #f~1(N) = #¢~(N) mod 2. O

Definiciéon 2.4.4. Si f : M — P es diferenciable, el indice de interseccién
modulo 2 de f respecto a N es Ir(f, N) = I2(g, N) para alguna funcién difer-
enciable g : M — P homotépica a f y transversal a N.

Observacion 2.4.5. Supongamos que M, N C P son apropiados para inter-
seccién. Si M’ es una variedad que se obtiene perturbando a M dentro de P
tal que M'M N, entonces Io(M, N) = I,(M’,N).

Si Ir(M,N) # 0, no vamos a poder deformar a M (o a ) para disjuntarlas
dentro de P.

Ejemplo 2.4.6. Si P =T? eseltoroy M =S' x 1y N =1 x S!, entonces
no podremos disjuntarlas bajo ninguna perturbacién.

Ejemplo 2.4.7. Si M = N, entonces dim M = %dimP. Si Ioy(M, M) = 1,
entonces no podemos perturbar a M en P para disjuntarlo de su posicién
original. Por ejemplo, si P es la Banda de Mobius y M es la circunferencia

del centro de la banda, entonces toda perturbacion de M sigue intersecando a
M. Es decir, Io(M, M) = 1.

Teorema 2.4.8. Sea f : M — P diferenciable y supongamos que M = OW
es la frontera de una variedad compacta W de manera tal que f se extiende a
una g : W — P diferenciable. Entonces I2(f, N) = 0.

Demostracion. Podemos suponer que f,gMN. Luego g Y (N) C W es una
subvariedad de dimensién 1y dg~}(N) = OW Ng Y(N) = Mng }(N) =
f7YN). Como g7'(N) C W es una subvariedad compacta de dimensién 1,
su borde tiene una cantidad par de puntos, por lo que Iy(f, N) = 0. O

Sean M, P y N apropiadas para interseccion y orientables y f : M — P una
funcion diferenciable y transversal a N. Queremos darle una orientacién a
f~Y(N) que sea apropiada. La siguiente observacién muestra cémo podemos
hacerlo. Recordemos que si V' es un R-espacio vectorial y Vi, V5 son subespa-
cios no triviales de V tales que V = V; @& V5, dar una orientacién en dos de
estos espacios determina una orientacién en el tercero.
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Observaciéon 2.4.9. Sean W, P y N variedades orientadas, con N C P
subvariedad regular. Sea f : W — P diferenciable y transversal a N. Si
OW +# (), pedimos también que Of MN. Sea S = f~1(N) c W. Le damos a
f~1(N) lasiguiente orientacién. Como TS C T, W es un subespacio y W tiene
una métrica riemanniana, podemos considerar V.S el complemento ortogonal
de TS en T, W. Luego N, S&®T,S = T, W. Para darle una orientacién a 7.5
basta darle una orientacién a N,S. Como f es transversal a N, d, f(T, W) +
Ty(z)N = Tp(z)P. Luego

dy f(N;S) @ TieyN =Tt P

por una cuestién de dimensién y porque S = f~!(N). Como N y P ya estan
orientadas, esto determina una orientacién en d, f(N,S) ~ N,S. Esto nos da
una orientacién en NS y por lo tanto en 1,.S. Podemos repetir esto para todo
x € S. Se puede chequear que esta orientacién varia de manera diferenciable
yva que todo lo que tomamos varia de manera suave. Asi hemos conseguido
orientar a S de manera coherente.

Ejercicio 2.4.10. Sean W, P y N variedades orientadas, con N C P subvar-
iedad regular y sea f : W — P diferenciable tal que fNN y 9f M N. Entonces
Of~Y(N) tiene dos orientaciones posibles:

1. Como borde de f~!(N), esta tltima con la orientacién coherente de
antes.

2. O(f~YN)) = (0f)"H(N) le damos la orientacién coherente.
Entonces (f~1(N)) = (—=1)°dmN(gf)~1(N).

Supongamos que M, P y N son variedades apropiadas para interseccién y
que f : M — P es una funcién diferenciable transversal a N. Entonces
f~Y(N) C M es una subvariedad compacta de dimensién 0, por lo que es un
conjunto finito. En cada punto hereda una orientaciéon, +1 o —1. Esto es,
como N,S®T,S=T,M y T,5 =0, ponemos +1 o —1 dependiendo de que
N,.S esté orientado como TS o no.

Ejercicio 2.4.11. Sea z € f~}(N) € M. Como dim M + dim N = dim P, se
tiene que
Ao f(TeM) & Tpo)N = Tya) P

La orientacién de T, M determina una orientacién en d, f(T: M). En Ty N
consideramos la orientacion de N. Luego la orientacién de =z es +1 o —1
dependiendo de si la orientacién de dy f(T:M) @ TN coincide con la de
T(z)P o no. Esto se llama niimero de orientacién de z, y se nota o(z) = +1
o —1.

Como caso particular, si M, N C P son transversales en P y tomamos y €
MNN =iYN), coni:M— P lainclusién, entonces o(y) = 1 si T,M @
TyN = T, P dan la misma orientacién, y o(y) = —1 en caso contrario.
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Ejemplo 2.4.12. En la figura 2.7 se muestra cémo calcular los niimeros de
orientacién de los puntos de interseccién de dos curvas M y N en R? depen-
diendo de sus orientaciones.

Figura 2.7: Ntumeros de orientacién de los puntos de intersecciéon de M con N

Definicion 2.4.13. Sean M, P y N apropiados para interseccién y orienta-
bles. Sea f: M — P una funcién diferenciable y transversal a N. Se define el
indice de interseccion de f en N:

I(f,N)= Y ofx)

zef~L(N)

Proposicion 2.4.14. Sean M, P y N apropiados para interseccion y orienta-
bles. Sea f : M — P diferenciable y transversal a N. Si M = 0W, con W una
variedad compacta y orientable, y f se extiende a una F': W — P, entonces
I(f,N)=0.

Demostracion. Por el teorema 2.3.18, podemos suponer que FMN. Luego
F~Y(N) C W es una subvariedad compacta de dimensién 1, cuyo borde es
OFY(N) = f~Y(N). Como los puntos de los bordes se corresponden a ex-
tremos de intervalos compactos de la forma [0, 1], la orientacién en los bordes
es la opuesta. Es decir, o(1) + 0(0) = 0. Por lo tanto

O

Corolario 2.4.15. Sean M, Py N apropiados para interseccion y orientables.
Si f,g: M — P son dos funciones diferenciables, homotdpicas y transversales
a N, entonces I(f, N) = I(g,N).

Demostracion. Sea W = M x I y sea H : W — P una homotopia entre f y
g. Podemos suponer que H es transversal a N. Notar que 0H = H| a(MxI)
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2.5. Introduccion a la teoria de Lefschetz

M x0][M x1— Py M x0 tiene la orientacién de M, mientras que M x 1
tiene la orientacién opuesta. De la proposicion anterior,

O

Definicion 2.4.16. Sean M, P y N apropiados para interseccién y orienta-
bles. Si f : M — P es diferenciable, definimos el indice de interseccién de f

respecto a N como
I(f,N)=1(g,N)

donde g : M — P es una funcién diferenciable transversal a N y homotdpica

a f.

Observacion 2.4.17. Supongamos que M es una variedad compacta, que P
es una variedad sin borde de la misma dimensién que M, y tomemos N =
{y} C P una subvariedad de un punto. Entonces M, P y N son apropiados
para interseccion. Sea f : M — P transversal a N. Esto es que y sea
valor regular de f. Luego I(f,{y}) = > ,c-1(, 0(2), donde o(z) =10 —1
dependiendo de si d; f preserva la orientacién o no. Veremos en el capitulo 5
que I(f,{y}) = deg(f), el grado de la funcién f.

Observacion 2.4.18. Si M y N son subvariedades de P, entonces
I(M, N) — (_1)dimM.dimNI(N’ M)

Para ver esto, fijemos un punto y € M NN y sean {v1,...,Um} v {wi,...,wy}
bases orientadas de Ty M y T, N respectivamente. Si consideramos la base
{vi,...,vm,w1,...,w,} de T, P, notamos que su orientacién respecto de la
base {wi, ..., Wy, v1,...,0y} difiere en (—1)"", ya que podemos ir moviendo
los w; en orden hacia adelante y cada vez que lo hacemos nos aparece un

(-1

2.5 Introduccion a la teoria de Lefschetz

Sea M una variedad compacta y orientada. Dada f: M — M diferenciable,
tiene sentido preguntarse si posee puntos fijos, y de ser asi, cudntos son.

Vamos a considerar las siguientes subvariedades de M x M:
Ay ={(z,z) e M x M :x € M}

Graf(f) ={(z, f(x)) e M x M :x € M

Es claro que ambas son subvariedades de M x M difeomorfas a M. Ademas,
notar que A, N Graf(f) son exactamente los puntos fijos de f. La idea es
analizar el nimero I(Az, Graf(f)), el cual notamos por L(f) y decimos que es
el nimero de Lefschetz global de f.
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Teorema 2.5.1. Sea M una variedad compacta y orientada. Consideremos
una funcion diferenciable f : M — M. Si L(f) # 0 entonces f tiene puntos

fijos.

Demostracion. Si f no tuviese puntos fijos entonces A, NGraf(f) = (. Trivial-
mente se tiene que A, y Graf(f) son transversales, y asi I(Az, Graf(f)) = 0.
Luego L(f) = 0. O

En lo que sigue supondremos que M es una variedad compacta orientable.

Definiciéon 2.5.2. Una funcién diferenciable f : M — M se dice que es de
Lefschetz si Ay M Graf(f). En tal caso, se tiene que

)= 3 o)

z pto fijo

Observaciéon 2.5.3. Si f y ¢ son homotdpicas, entonces sus graficos son
espacios homotdépicamente equivalentes. En particular,

L(f) = I(An, Graf(f)) = I(Anr, Graf(g)) = L(g)

Teorema 2.5.4. Toda funcion diferenciable de M en M es homotdpica a una
Lefschetz.

Demostracion. Sabemos que existe S, una bola unitaria abierta centrada en
0 en algiin R*, y una funcién F : M x S — M diferenciable tal que Fy = f y
F, :S — M es una sumersién para todo x (ver corolario 2.3.17).

Sea G : M xS — M x M la funcién G(z, s) = (z, F(x,s)) = (z, Fs(x)). Luego
G es una sumersién. En particular, G es transversal a Ajys. Por el teorema
2.3.16, para casi todo s € S, la funciéon G5 : M — M x M es transversal
a Apr. Es decir, como Gs(z) = (x, Fs(x)), el grafico de F; es transversal a
A s para casi todo s € S. Esta condicién es exactamente lo mismo que decir
que Fs : M — M es Lefschetz para casi todo s € S. Finalmente como S es
convexo y Fy = f, deducimos que f es homotépica a cada Fj. O

Observacién 2.5.5. Reinterpretemos la condicién de ser Lefschetz para una
funcién diferenciable f : M — M. Por definicién, esto es que su grafico
Graf(f) sea transversal a Ay, lo cual equivale a decir que para todo = € M
punto fijo de f,

T(a:,f(:z:)) Graf(f) + T(x,z)AM = T(I@)(M X M)

Via las identificaciones candnicas T(, ) ~ ToM X Ty M, T, 55y Graf(f) =
Graf(d.f) ¥ T(z,2)Am = Ar,m, por una cuestion de dimensién vemos que
Graf(dy f) + A, = T M x T, M siy solo si Graf(dyf) N Ar,ar = 0. Esto
equivale a decir que 1 no es autovalor de d,f, o lo que es lo mismo, que
def —id: T, M — T, M es un isomorfismo.
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Definicion 2.5.6. Sea f: M — M diferenciable. Un punto fijo x € M de f
se llama punto fijo de Lefschetz si d, f — id es un isomorfismo, o equivalente,
si 1 no es autovalor de d, f.

Observacion 2.5.7. De lo anterior, f es Lefschetz si y solo si todos sus puntos
fijos son Lefschetz.

Definicion 2.5.8. Si x es un punto fijo de Lefschetz de f : M — M, entonces
L,(f) = o(z,x) es el numero de Lefschetz local en x.

Proposicién 2.5.9. Si x es un punto fijo de Lefschetz de f, entonces L, f =
Sg(det(dg f —id)).

Demostracion. Sea A = d,f. Sea = {v1,...,v,} una base que da la ori-
entacién de T, M. Por definicién, L, (f) es la orientacién que da en T, M x T, M
la base

{(v1,v1) ..., (Vp,vp), (1, Av1), ..., (Un, Avy)}

donde {(vy,v1)...,(vn,vn)} corresponden a los vectores que aporta Ap; y
{(v1, Av1),..., (vn, Avy)} a los que aporta Graf(f). Via la operacién que a
cada (v, Av;) le resto (v;,v;), obtenemos la base

{(v1,v1), ., (Un,vn), (0, (A —id)(v1)),...,(0,(A —id)(vn))}

que posee la misma orientacién que la anterior. Como los dltimos n vectores
poseen un cero en las primeras n coordenadas, concluimos que la orientacién

de esta base es

Sg(B)-Sg((A —id)B) = Sg((A —id)B)
dado que Sg(5) = 1. O
Observacion 2.5.10. Supongamos que M = R" y f: R" — R". Los puntos
fijos de f son los ceros de f — id, visto como un campo vectorial, y los puntos

fijos de Lefschetz de f se corresponden con los ceros no degenerados de f — id
(ver capitulo 5). En esos puntos Lefschetz,

i(f —id, ) = Sg(det(dy(f — id)) = Lu(f).

Es decir, estudiar puntos fijos de Lefschetz en campos de R™ es lo mismo que
estudiar ceros no degenerados, y en estos se puede utilizar la teoria de indice
y grado que veremos mas adelante.
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Capitulo 3

Teoria de Morse

3.1 Resultados fundamentales de la teoria de Morse

En esta seccién seguiremos las presentaciones de | , , .

Sea M una variedad de dimensiéon n y sea f : M — R diferenciable. Un
punto p € M es punto critico de f si d,f = 0. Mediante la identificacién
dpf : TyM — TR = R, tenemos que p es punto critico de f si y solo si
Xp(f) = 0 para todo X, € T,M.

Definicién 3.1.1. Sea f : M — R diferenciable y sea p € M un punto critico
de f. Decimos que p es un punto critico no degenerado si para alguna carta
(U, ) de M en p, se tiene que la matriz de las derivadas segundas en esa carta

(8;;,{%0; (‘P(p))> es inversible.
K l"j

Observacién 3.1.2. La definicién anterior no depende de la carta (U, )
elegida, ya que las matrices difieren en producto de matrices inversibles.
Veamos otra forma de justificarlo. Sea p € M punto critico de f : M — R.
Definimos H,f : T,M x T,M — R como H,f(X,,Y,) = X,(Y(f)), donde
Y € X(M) es un campo tal que Y(p) = Y,. Veamos que H,f estd bien
definida y es simétrica.

Sean X,Y € X(M) dos campos tales que X (p) = X, e Y(p) = Y),. Entonces
Hpf(Xp,Yp) = Hpf(Yp, Xp) = Xp(Y(f)) = Yp(X(f)) = [X,Y]p(f) =0

pues [X,Y], € T,M. Por lo tanto H,f es simétrica. Ademds vemos que estd
bien definida: H),f(X,,Y,) no depende de X y H,f(Y,, X,) no depende de Y,
y como son iguales, entonces no dependen ni de X ni de Y. De esta manera,
tenemos que Hyf : T, M x T,M — R es una forma bilineal y simétrica, y p es
no degenerado si y solo si Hy,f es no degenerada.
Observacion 3.1.3. Sea (U, ¢) una carta de M en p. Supongamos que X, =
o) _ o) _ e}
> i 5o ) eY,=>,b; a—%’p. Sea Y € X(M) tal que Y|y = 3, b; 9o |,
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3.1. Resultados fundamentales de la teoria de Morse

Entonces

8
Hyf(X,,Y,) = Z a;bj

| (52)- S )

es la matriz de H,f en la base {83_‘ }
“lp

Como H, f es una forma bilineal simétrica no degenerada, existe una base de
T,M tal que la matriz de H,f en esa base es de la forma

—id, 0
0 idp—r

Luego T,M = VT @& V~, donde estos espacios corresponden a los 1 y —1
respectivamente.

Definicion 3.1.4. El indice de f en un punto critico p no degenerado es
indf(p) = r, la cantidad de —1 en la diagonal, es decir, la dimensién de V™.

Teorema 3.1.5. Sea f: M — R diferenciable. Los puntos criticos no degen-
erados de f son aislados.

Demostracion. Podemos suponer que M = U C R™ es un abierto ya que
tenemos que verificar una propiedad local. Consideramos entonces f : U C
R"™ - R. Sea g : U — R"” la funcién g(z) = <%(x),...,%(x)>. Luego
p € U es punto critico de f si y solo si g(p) = 0. Ademds, Dyg = H,f =

( 62_28]; - (p))Z . Luego p es un punto critico no degenerado de f si y solo si

H,f es inversible si y solo si g es un difeomorfismo local en p. Por lo tanto p
es un cero aislado de g. O

Observacién 3.1.6. Sea f : U C R"™ — R diferenciable y sea p € U un punto
critico de f. Por Taylor, sabemos que cerca de p se tiene que

o2 f
fz) = f(p) + Z S, (p) (i — pi)(zj — pj) + R(x)
donde
lim &) _

El lema de Morse dice que cerca de un punto critico no degenerado de una
funciéon diferenciable, existe un cambio de coordenadas apropiado para que la
funcion se escriba en términos de esas coordenadas sin resto de Taylor.

Lema 3.1.7. (Lema de Morse) Sea f : M — R diferenciable y sea p € M

un punto critico no degenerado de indice k para f. Entonces existe una carta

(U,¢) de M en p tal que foo t(xy,...,2,) = f(p) —x%—...—xi—i—x%_ﬂ—i—
.t x%

30



Gabriel Minian - Kevin Piterman

Para probar el Lema de Morse veamos un par de resultados previos y una
observacién.

Observacién 3.1.8. Cuando ind,(f) = 0, tenemos que fop (z1,...,2,) =
f(p) + 22+ ...+ 22, por lo que p es un minimo local.

Si ind,(f) = n, entonces fop Y(z1,...,2,) = f(p) —2? —...— 22, por lo que
p es un maximo local.

Para 0 < ind,(f) < n, la funcién fop~! decrece en ind,(f) direcciones y crece

en las otras, por lo que p es un punto silla.

Lema 3.1.9. Sea U = B,(0) C R™ una bola y sea f : U — R diferenciable
con f(0) =0. Sea A= Hyf el Hessiano de f en 0 y sea S el subespacio de las
matrices simétricas reales de n x n. Entonces existe una funcién B : U — S

diferenciable tal que B(z) = (bi;(2))i; y f(x) = >, ; bij(z)ziz;.

Demostracion. Basta notar que
1
flx) = / Dy (xt).xdt
0
n 1
= Z (/ af(amf)alt) x;
= 0 al’]

(L ([ as

(tos)it) ds ) iz,

Lema 3.1.10. Sea A € R™"*" la matriz

—id, 0
A=
( 0 idn_k>

Sea S como antes. Entonces existe N C S abierto tal que A € N y una
P : N — GL,(R) diferenciable con P(A) = id y tal que para todo B € N, se
tiene que P(B)!BP(B) = A.

Demostracion. Procedemos por induccion en la dimensién de A. Supongamos
que

con —1 = Ay < 0. Entonces existe N C S abierto tal que A € N y para
todo B € N, el coeficiente B; 1 es negativo. Dado B € NN, consideramos la
siguiente matriz
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3.1. Resultados fundamentales de la teoria de Morse

1 —DBi2 —Bin

v/—Bi1 Bi1,1 Bi1
T(B) _ 0 1 0
0 0
0 1

Luego

T(B)'BT(B) = (‘()1 %)

con B simétrica de (n —1) x (n—1). Sea N C N tal que para todo B € N, B
queda cerca de A. Por induccién, existe P diferenciable tal que P(B)!BP(B) =
A. Entonces tomamos

Para mas detalles ver | ]

Demostracion. (Lema de Morse)

Podemos suponer que M = B,(0) C R™ es una bola de R", que p = 0 y que
f:Br(0) = R con f(0) =0. Ademds, podemos suponer que A = Hyf es una

matriz de la forma
—idg 0
0 id,_%
y que Dof = 0.

Por el lema 3.1.9, existe B : U — S diferenciable tal que B(z) = (b; j(z)):; ¥y
f(x) =32, bij(@)xix;. Notar que B(0) = A.

Por el lema 3.1.10, existe un abierto N C S tal que A € N y existe una
P: N — GL,(R) tal que P(B)'BP(B) = A para todo B € N.

Sea q(r) = P(B(x)) € GL,(R) y sea ¢ : U — R la funcién ¢(z) = q(z) ‘.
Entonces Doy = id y asi ¢ resulta un difeomorfismo local. En consecuencia,
existe una carta (V) inversa local de ¢ en 0. Luego = = ¢q(x)¢(x) = q(x)y

si y = p(z), por lo que

f(a) =a'B(x)z = y'q(x)' B(z)q(z)y = y' Ay =Y _ iy}

Es decir, fo(y) =, +y?. O

Definicion 3.1.11. Una funcién diferenciable f : M — R se dice que es una
funcién de Morse si todos sus puntos criticos son no degenerados.
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Observacién 3.1.12. En variedades compactas las funciones de Morse tienen
finitos puntos criticos ya que son aislados.

Observacion 3.1.13. Sea f : M — R una funcién de Morse. Salvo cambio
de coordenadas, ya sabemos cémo es f localmente en p € M:

1. Si p es un punto regular de f, entonces d,f es un epimorfismo, por lo
que existe un entorno U alrededor de p tal que todos los puntos de U son
regulares para f. Luego por el teorema del rango constante, f localmente

es f(x1,...,2y) = x1 la proyeccién en la primera coordenada.
2. Si p es un punto critico de f de indice k, entonces f(z1,...,z,) =
fp)—ai—...—xi+ajp  +...+x3 cerca de p.

Veamos que las funciones de Morse son densas en el siguiente sentido: si M es
una variedad de dimensién n, sabemos que M C R para un m suficientemente
grande. Dada f : M — R diferenciable y un punto a € R™, definimos f, :
M — R como la funcién f,(z) = f(x) + (a,z) (el producto interno usual en
R™). Notar que f, es diferenciable.

Teorema 3.1.14. Sea M C R™ wuna subvariedad reqular y sea f : M — R
una funcion diferenciable. Entonces las funciones f, son de Morse para casi
todo a € R™.

Demostracion. La demostracién consiste de dos pasos.

Paso 1: Supongamos que M = U C R™ es un abierto de R™. Sea g : U — R™

la funcién of o7
o(z) = (%m,...,%lu))

Dado p € U, tenemos que D,(f,) = g(z) + a. Luego p € U es punto critico de
fa siy solo si g(p) = —a. Ademas, Hy,f, = H,f = Dpg. Luego p € U es un
punto critico no degenerado de f, si y solo si g(p) = —a y Dpg es inversible
(es decir, —a es valor regular de g). Por el teorema de Sard, para casi todo
a € R™, —a es valor regular de g. Por lo tanto para casi todo a € R™, la
funcién f, es de Morse.

Paso 2: Supongamos ahora que M C R™ es una subvariedad regular de di-
mensién n. Entonces para todo p € M existe una carta (U, ¢) de R™ en p tal
que p(U) = C-(0) es un cubo deradioe y o(UNM) = {(z1,...,25,0...,0) €
C-(0)} es una feta del cubo. Llamemos U’ = U N M.

Cubrimos a M con numerables de estas cartas. Para cada U, hacemos lo
siguiente: para cada ¢ = (¢py1,...,Cm) € R™™™ fijo, consideramos la funcién

f(o,c) =f+cnr1Tpt1 + ...+ CmTm
Por el paso 1, como U’ es un abierto de R™, para casi todo b € R™, la funcién
ooy =F+hrzi +.. +bpZn + cnp1ZTnt1 + -+ Cnm
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es de Morse. Luego por Fubini, f, = f ) es de Morse para casi todo a € R™
en el U'. Como unién numerable de medida cero tiene medida cero, y a M
lo cubrimos con numerables de estos U’, concluimos que f, es de Morse para
casi todo a € R™. O

Recordemos que una variedad cerrada es una variedad compacta sin borde. Si
f: M — R es diferenciable, para cada a € R consideramos el conjunto

M,={zxe M: f(zx) <a}

Queremos estudiar como van cambiando los subconjuntos M, a medida que
variamos el a € R. Notar primero que, si a € R es un valor regular de f,
entonces M, C M es una subvariedad regular de M con borde M, = f~'(a).

Observacién 3.1.15. Si a < min f, entonces M, = (), mientras que si a >
max f entonces M, = M.

El siguiente es el ejemplo mds tipico de esta teorfa (ver [ 1.

Ejemplo 3.1.16. Consideramos M = T? el toro y lo vemos apoyado sobre
un plano A en R3. Sea f : M — R la distancia al plano A. Tenemos cuatro
puntos criticos: x1, s, r3, x4, todos no degenerados.

Xy

Figura 3.1: Funcién de Morse en el toro apoyado sobre un plano

e 11 es minimo de indice 0, pues en todas las direcciones la funcién crece.
e 1 tiene indice 1, pues en algunas direcciones crece y en otras decrece.
e x3 tiene indice 1 (idem)

e 14 tiene indice 2 pues la funcién decrece en todas las direcciones.

Analizamos M,:
1. a < f(z1) = 0, entonces M, = (.
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2. f(x1) < a < f(z2), entonces M, es de la forma

&

3. f(z2) < a < f(x3), entonces M, es de la forma

N

4. f(z3) < a < f(x4), entonces M, es de la forma

o

5. f(z4) < a, entonces M, = M es el toro:

0

Ademads, notamos que si f(x;) < a,a’ < f(zi+1), entonces M, y M, son
difeomorfas.

A partir de ahora nuestro objetivo serd demostrar los siguientes dos teoremas
de Morse.

Teorema 3.1.17. (Teorema 1 de la teoria de Morse) Sea M wuna variedad
cerrada y sea f : M — R diferenciable. Sean a < b € R. Si f~1([a,b]) no
tiene puntos criticos, entonces M, y My son difeomorfas. Ademds, M, C My
es un retracto por deformacion fuerte.

Teorema 3.1.18. (Teorema 2 de la teoria de Morse) Sea M wuna variedad
cerrada y sea f: M — R diferenciable. Sea p € M un punto critico no degen-
erado de indice k para f. Sea c = f(p) € R. Supongamos que f~([c—¢,c+e])
no tiene otro punto critico ademdas de p. FEntonces M.y, es homotdpicamente
equivalente a M._. U e*, es decir, a M._. con la adjuncion de una k-celda.
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De estos teoremas se seguird el siguiente corolario.

Corolario 3.1.19. Sea M una variedad cerrada y sea f : M — R una funcién
de Morse. Entonces M es homotépicamente equivalente a un CW complejo X

que tiene una k-celda por cada punto critico de indice k.

Ejemplo 3.1.20. En el ejemplo previo se ve claramente que al pasar por x;
adjuntamos una 0-celda. Al pasar por xo adjuntamos una 1-celda. Al pasar
por z3 le adjuntamos una 1-celda. Finalmente al pasar por x4 le adjuntamos
una 2-celda.

Antes de probar estos teoremas necesitaremos algunos resultados y definiciones

preliminares.

Recordemos que una métrica riemanniana en una variedad M es dar para cada
punto p € M un producto interno {, >p : TyM x T, M — R que es diferenciable
respecto de p. Es decir, para toda carta (U, ¢), la funcién

o 0
—, =) R
<8:c¢’8xj> U—=

p () 5 )

es diferenciable.

Recordemos también que toda variedad diferenciable admite una métrica rie-

manniana (consultar cualquier libro de geometria diferencial, por ejemplo

[ D

Observacion 3.1.21. Si V es un R-espacio vectorial de dimensién finita con
producto interno (,), entonces existe un isomorfismo L : V' — V* (donde V*
denota al espacio dual), definido por v +— (v, —). Es decir, para toda f € V*
existe un unico vector v € V tal que f(w) = (v, w) para todo w € V.

Definicion 3.1.22. Sea M una variedad riemanniana, es decir, una variedad
con una métrica riemanniana fija. Sea f : M — R diferenciable. Si p € M,
pensamos a dpf : T,M — R como el funcional lineal d,f(X,) = X,(f).
Entonces d,f € (T,M)*, por lo que existe un tnico Y, € T,M tal que
dpf(Xp) = (Yp, Xp), para todo X, € T,M. Llamamos Y, = Grad,(f) al
gradiente de f en p. Se verifica para todo X, € T,M

Xp(f) = (Grady(f), Xp),,
Observacion 3.1.23. Sea f: M — R diferenciable.

1. Como (,) es diferenciable, se tiene que Grad(f) € X(M) es un campo
diferenciable.

2. Si M =R"y (,) es el producto interno usual, entonces Grad(f) es el
gradiente usual.

36



Gabriel Minian - Kevin Piterman

3. p € M es un punto critico de f siy solosid,f = 0, siy solo si Grad,(f) =
0.

Definicion 3.1.24. Sea M una variedad diferenciable. Un grupo uniparamétrico
de difeomorfismos de M es una funcién ¢ : R x M — M diferenciable tal que

1. Para todo t € R, la funcién ¢, : M — M dada por ¢ (z) = ¢(t,z) es un
difeomorfismo.

2. Para todos s,t € R, se verifica que @51+ = @5 0 4.

Observacion 3.1.25. Si ¢ : R x M — M es un grupo uniparamétrico en-
tonces:

1. o =id y s 0 pr = ¢ 0 ps para todos s,t € R.

2. Dado ¢ € M, definimos ¢? : R — M como la funcién ¢%(t) = ¢(t,q).
Esta es una curva diferenciable tal que ¢?(0) = q.

Definicion 3.1.26. Sea ¢ : R — M una curva diferenciable. El vector veloci-
dad de c en tiempo t = tj es el vector %‘to € Ti (1M tal que

de
di

h—0 h

= (f o) (to)

to

Definicion 3.1.27. Sea ¢ : R x M — M un grupo uniparamétrico de difeo-

morfismos. Se define el generador infinitesimal de ¢ como el campo X € X(M)

tal que X, = %

. Es decir, para toda f: U — R con q € U, se tiene que

 (foph)(h) = (foe?)(0) . (fop!)(h)—f(q)
a(f) B0 h B0 h
Teorema 3.1.28. Sea M wuna variedad y sea K C M un compacto. Sea
X € X(M) un campo cuyo soporte estd contenido en K. Es decir, X|ge = 0.
Entonces existe un unico grupo uniparamétrico ¢ : RxM — M cuyo generador
infinitesimal es el campo X.

Demostracion. Remitimos al lector a las demostraciones en | , ].

Podemos probar ahora el Teorema 1 de la teoria de Morse.

Teorema 3.1.29. Sea M wuna variedad sin borde y sea f : M — R una
funcion diferenciable. Sean a,b € R dos niumeros reales tales que a < b y
el conjunto f~1([a,b]) es un compacto que no contiene ningiin punto critico
(en particular a y b son valores requlares y My, My, C M son subvariedades
requlares). Entonces vale lo siguiente:

1. M, y My son variedades difeomorfas.
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2. My C My es un retracto por deformacion fuerte.

Demostracion. Le damos a M una métrica riemanniana. A partir de esta
métrica consideramos el campo gradiente Grad(f) € X(M). Sic: R — M es
una curva diferenciable, entonces

dc _de, . , _d(foc)
(Grcmatn)y =G0 = (roey = U (31)
Sea K = f~!([a,b]) C M. Sea p: M — R una funcién diferenciable tal que
ol = ———
K pr—
IGrad(f)]*

y tal que existe un compacto L. D K que contiene al soporte de p. Esto se
puede hacer porque K es compacto y Grad(f) es no nulo en K por hipétesis.

Sea X € X(M) el campo X, = p(q) Grady(f). Como X |z = 0, existe un tnico
grupo uniparamétrico ¢ : R x M — M tal que X es el generador infinitesimal
de . Entonces

Grad(f)
x = JiGmappp 8

0 en L°

. e, q . .z
Por definicién, X, = ddit . Para cada ¢ € M, consideramos la funcién - :
0

R — R que es la composicién v, = f o % Entonces 7v,(t) = %(t). Si
p = ¢4(t) € K, entonces

40 = (%220 Grady () = (X, Grad () = <m,eradp<f>> -1

En particular, en un entorno del 0, vale que v,4(t) = t+ ¢, con ¢ una constante.
Como v4(0) = f(¢?(0)) = f(g), concluimos que v4(t) =t + f(q).
Consideramos los difeomorfismos ¢y : M — M. Afirmamos que (¢p—a)|f-1(q)
f~Ya) — f71(b) son difeomorfismos. En efecto, (¢p_a)(q) = 0%(b —a) y
foplb—a)=0b—-—a)=b—a+ f(q) =bsiysolosi f(g) =a Mas aun,
(Pv—a)|r1, : My — My es difeomorfismo.

Con esto, podemos probar que f~!([a,b]) = f~1(a)
F: f~Ya) x [a,b] — f~Y([a,b]) como F(x,t) = ¢

difeomorfismo.

X [a, b]. Para ello definimos
t—a(z). Esta F resulta un

Para ver que M, C My es un retracto por deformacién fuerte, basta definir una
homotopia H : My x I — M, relativa a M, tal que Hy = id y H1(M;) C M,.
Tomamos

Hg.1) = {q si f(q) <a

Pr(a—1(g) (@) sia< flg) <b
que verifica lo pedido. O
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De la demostracion del teorema se deduce el siguiente resultado, cuya de-
mostracién queda como ejercicio.

Ejercicio 3.1.30. Sea M una variedad compacta con borde y sea f : M —
[a, b] una funcién diferenciable sin puntos criticos en M = M—-0M y f(OM) =
{a,b}. Existe un difeomorfismo F : f~!(a) x [a,b] — M tal que el siguiente
diagrama conmuta

f~Ha) x

) x [a,b] —L& M
K /
[a, b]

En particular, para todo a < ¢ < b se tiene que f~!(c) = f~1(a).

Ya estamos en condiciones de probar el siguiente resultado fundamental de
Reeb, que dice que toda variedad cerrada que admite una funcién de Morse
con exactamente dos puntos criticos es homeomorfa a la esfera (de la dimensién
de la variedad).

Teorema 3.1.31. Sea M wuna variedad cerrada de dimension n tal que ex-
iste una funcion de morse f : M — R con exactamente dos puntos criticos.
Entonces M es homeomorfa a la esfera S™.

Demostracion. Sean p_ y py los puntos de M donde f alcanza el minimo y el
maximo respectivamente. Son exactamente dos porque f tiene solo dos puntos
criticos. Sean c— = f(p_) y ¢4+ = f(p+). Entonces f: M — [c_, c4].

Por el lema de Morse, existe una carta (U, @) de M en p_ tal que fop~!(z1,...,x,) =
c_+a2+.. 4122 = c_+]||z|*. Tomando a > c_ suficientemente cerca, tenemos
que f~1([e_,a]) es difeomorfo via ¢ al conjunto

{zreR :c.+|z|P €lc_,a]} ={zeR": ||z]|* <a—c_} = D"

el cual es un disco. Anélogamente, existe una carta (V,1) de M en p, tal que
fow Y z) = ¢y — ||z|*. Tomando a < b < ¢, suficientemente cerca de cy,
vemos que f~1([b, cy]) es difeomorfo via 1) al conjunto

(zeR":b<cy —|z]? <ecr}={z eR": |jz||* < cy — b} = D

que también es un disco.

De lo anterior, f~!([a,b]) es un cilindro difeomorfo a f~1(a) x [a,b], y notar
que f~1(a) = D™ = S"! se corresponde al borde del disco D™. De la misma
manera f~1(b) = 0D} se corresponde al borde del disco D}. Por lo tanto

M = ([e—es]) = F 7 (e—al) U f 7 (la, ) U f ([ es])

=D" Uapn St x [(L, b] U&D:{ Di ="
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Observacién 3.1.32. Notar que en el resultado anterior solo podemos afir-
mar que hay un homeomorfismo, porque estamos pegando difeomorfismos lo-
calmente y solo podemos asegurar que se preserva la continuidad en forma
global. De hecho, la existencia de esferas exdticas nos revela que este pegado
de difeomorfismos locales induce un homeomorfismo que no es necesariamente
un difeomorfismo.

Probaremos ahora el Teorema 2 de la Teoria de Morse.

Teorema 3.1.33. Sea M una variedad sin borde y sea f : M — R una funcion
diferenciable. Supongamos que p € M es un punto critico no degenerado de
f de indice k. Pongamos n = dim M y ¢ = f(p). Si existe € > 0 tal que
fY([c —¢e,c+¢€]) no contiene otro punto critico de f salvo p y es compacto,
entonces M. es homotopicamente equivalente a M,_. U ek, es decir, a M,_.
adjuntdndole una celda de dimension k.

Demostracion. Seguimos esencialmente la demostracion de | ]. Sea (U, ¢)
una carta de M tal que p € U, p(p) =0y fop Yz1,...,2n) = f(p) — 23 —
...—x%+xi+1+...+xi.

En la demostracién vamos a suponer que cada vez que tomemos un q € U,
entonces ©(q) = (1,...,Tp).

Sea 0 < ¢ < ¢ tal que {(21,...,7n) : 22 + ...+ 22 < 2¢'} C p(U). Como
en f1([c—¢e,c—€1) yen f1([c+ € ,c+ €]) no hay puntos criticos, por
el teorema 3.1.29 tenemos retractos por deformacion fuerte M, C M. .y
M., C M.yc. Luego podemos suponer que tomamos & = ¢.

Sea ef = o ({(x1,...,7n) ER" 122 + ... 422 <e,qp11 = ... = 3, = 0}).
Por la eleccién de ¢, el conjunto e es difeomorfo al disco de dimensién k y
ek CcU.

Veamos que M._. N ek = ¢ es el borde del disco.
D) Sea q € éF. Entonces f(q) = ¢ — 22 — ... — z3 = ¢ — ¢, con lo cual
q€ M.
C) Sea g € M._.Ne*. Entonces f(q) = c—a} —... — 27 < c—ec. Pero

también es mayor o igual a ¢ — e por estar ¢ en €. De esta manera

debemos tener una igualdad y asf % + ... + a:i =¢. Es decir, ¢ € é*.

Por lo tanto M,_. UeF es adjuntarle una k-celda a M._.. Veamos que M._. U
ek C M,,. es un retracto por deformacién fuerte. Notar que la contencién se
deduce de que f(q) < ¢ para todo g € e*.

Analicemos los conjuntos de nivel.

e flg =csiysolosic=c—af—...—as+xi, +...+a2 siysolosi
x%+...+xz:mz+l+...+xﬁ. Es decir, es de la forma 2? = y2.

e f(q) = c— e entonces 2% —y? = ¢
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e f(q) =c+eentonces y? — 2% =¢

Se tiene entonces el siguiente gréifico de la Figura 3.2, donde las variables
z1,...,T estan representadas en el eje x y las variables xy41,...,Z, en el y:

-h:tﬁ'E ﬁ?‘t#"'-‘x'“) %;G

¥
%= e ﬂ LA 2 %:l ©

Figura 3.2: Esquema de lo que estamos haciendo

Queremos cambiar f para que la celda ef se “engorde” y pase a ser un
rectangulo.

b

~
Figura 3.3: Engrosamiento de la funcién

Veamos como cambiar a f por una F. Sea pu: R — R de clase C* tal que
1. u(0) > ¢
2. p(z) = 0 para todo = > 2¢
3. —1<p(z)<0

Definimos F' : M — R de la siguiente manera. F' = f fuera de U. En U,
L=foop™ —p(at+.. . +af +227, +...4222). Se pega
bien porque la bola cerrada de radio v/2¢ centrada en el 0 estd contenida en

definimos F o ¢~

©(U) y u se anula fuera de ella.

Sean &,n : p(U) — (0,400) las funciones &(z1,...,2,) = 22 + ... + 22 ¥
n(r1, ..., x,) = xi+1+...+x%. De esta manera, f = c—€&+ny F =
c—&4+n—pu€+2n) enU. Porlo tanto F < fy F = f fuera de U.

Consideremos las siguientes observaciones.
F _af .
1. M. =M. .
D) Pues F < f
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C) Sea g € ML .. Si&(q) + 2n(q) > 2 entonces u(q) = 0y F(q) =
f(g), y en este caso ya estarfamos. Si £(q) + 2n(q) < 2e, entonces
3¢+ n <e. Luego

F(@) = e~ €(a) +nla) < e+ 5E(0) +n(a) < et e

2. F'y f tienen los mismos puntos criticos en U. Componiendo F con o~

en U, calculamos su diferencial:

oF oOF

Por otro lado,

d¢ = (2x1,...,221,0,...,0), dn=(0,...,0,22k41,...,22,)

oF oF
B 2 - =
o€ w (€ +2n) <0, on

De esto deducimos que dyF' = 0 si y solo si ¢(q) =0, si y solo si ¢ = p.

L—p/(€+2n)2>1

3. Tenemos una inclusién F~1(jc — e,c +¢]) C f~Yc — ¢,¢ + €]) pues
F<fyMI_ = Mg+€. Asi, resulta que F~1([c —¢,c+¢€]) es compacto.
Por hipétesis, p es el tnico punto critico en f~([c —e,c+¢€]) y p ¢
F~Y[c—¢,c+e¢]) yaque F(p) = f(p) — u(0) < ¢ — e. Luego F no tiene
valores criticos en [c — €, ¢ + ¢].

Por el teorema 3.1.29 vemos que M} _ C Mclie es un retracto por deformacién
fuerte. Por otro lado, es claro que Mg_s C MF_vyaque F<f.

Sea H = MF _ — M/ _. Veamos que é* C H. Sea q € é. Podemos escribir
¢F={q:¢(q) <e.nlq) =0}

e F(q) <c—esiysolosic—¢&(q)+n(g) — p(€la) +2n(g) <c—e,siy
solo si € < &(q) + pu(&(q)). Pongamos z = £(q). Entonces 0 < z < e.
Basta ver que 0 < x + u(x) — ¢ para todo 0 < z < . Para z = 0 es
claro por definicién de p. Si derivamos, obtenemos 0 < 1+ p/(z) <1
por la condicién 3) de u. Esto nos dice que =+ u(x) — € es estrictamente
creciente, y como para x = 0 ya valia la desigualdad, entonces sigue
valiendo para todo 0 < z < ¢.

o fla)=c—&(q) +nlg) =c—&(q) >c—e
Por lo tanto é¥ C H y se tienen inclusiones
Ml ueFcm! uH =M, M,

Sabemos que la tltima inclusion es un retracto por deformacién fuerte. Basta
ver entonces que M, Cf_e Uek c M, cf_s U H es un retracto por deformacion fuerte.
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Consideremos las regiones marcadas en la figura 3.4.

4
)ékﬂ sy @
1\ ~ P ™1 T\\\‘\“

Mee

Figura 3.4: Las distintas regiones que tenemos

Definimos G : M._. UH x I — M._. U H de la siguiente manera.
e Para la region (1), £ < e, y asi definimos

Gi(x1,...,zn) = (1, ..., Tk, tTpg1,y - - -, TTp)

e Para la region (2), e <& <n+e, y definimos
Gi(z1,...,xn) = (21, ..., Tk, StTkt1,y -+, StTn)
donde Sy =t + (1 — t)\/g
e Para la regién (3), £ > n+ ¢ (dentro de M._.), y ponemos Gy = id.

Solo hay que chequear que esta G esta bien definida y que funciona. Esto es
solo una cuenta que dejamos al lector. O

Ejemplo 3.1.34. Consideremos un toro con dos agujeros (superficie cerrada
orientable de género 2) con la funcién altura, como se indica en la figura 3.5.

Figura 3.5: Toro con dos agujeros a la misma altura

Esta tiene dos puntos criticos al mismo nivel. Podriamos modificar un poco
la demostracién anterior tomando cartas disjuntas para cada punto y llegar a

la misma conclusion.

En general, modificando levemente la demostraciéon anterior, para una canti-
dad finita de puntos criticos, se obtiene el siguiente resultado.
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Teorema 3.1.35. Sea f : M — R diferenciable y sea c € R tal que f~1(c) con-
tiene r puntos criticos no degenerados p1,...,p, de indices ki,...,k, respec-
tivamente. Supongamos que existe un € > 0 de manera que f~'([c —¢,c +¢])
es compacto y no tiene otros puntos criticos salvo los p;. Entonces Meqic es
homotopicamente equivalente a My_. U e’fl U...Uekr.

Nuestro objetivo es deducir, de los teoremas anteriores, el corolario que enun-
ciamos previamente: dada una funcién de Morse sobre una variedad cerrada,
la variedad es homotépicamente equivalente a un CW-complejo con tantas
celdas como puntos criticos de la funcién.

Para poder probar el corolario necesitamos algunos resultados previos, que
enunciamos aqui. Las demostraciones de estos pueden encontrarse en casi
cualquier libro de Topologia Algebraica, por ejemplo el libro de Hatcher | .

1. Si X es un CW complejo y una funcién ¢ : S*~! — X es celular, entonces
el espacio que se obtiene al adjuntar la celda mediante esa funcién, X Ue",
es un CW complejo.

2. Sean X,Y dos CW-complejos con estructura fija, y sea f : X — Y
continua. Entonces existe g : X — Y celular que es homotdpica a f.

3. Sean ¢,1) : S""! — X dos funciones homotépicas. Entonces los espacios
que se obtienen adjuntdndole una celda mediante esas funciones son
homotépicamente equivalentes: X U, e ~ X Uy e™.

4. Sea X un CW-complejo de cualquier dimensién. Entonces al adjun-
tar una n-celda X U e™ se obtiene un espacio que es homotdépicamente
equivalente a un CW-complejo Y que tiene la misma estructura celular
que X U e™ pero con la celda €™ bien pegada (es decir, la celda se pega
solamente sobre celdas de dimensiones menores a ella).

5. Si f: X =Y es equivalencia homotépica, entonces X U, e™ ~ Y Uyq, €.

Con esto ya podemos demostrar el corolario. Para una demostracion alterna-
tiva del mismo, consultar | ].

Corolario 3.1.36. Sea M una variedad cerrada y sea f : M — R una funcién
de Morse. Entonces M es homotopicamente equivalente a un CW-complejo X
que tiene una celda de dimension k por cada punto critico de f de indice k.

Demostracion. Sea M una variedad cerrada y sea f : M — R una funcién
de Morse. Entonces f tiene finitos puntos criticos, por lo que existen finitos
valores criticos ¢; < ¢ < ... < ¢,. Sic < ¢y entonces M, =0. Sic) <c < ca,
entonces M, ~ €Y U ... U e es unién disjunta de contrictiles, y por lo tanto
homotépicamente equivalente a un CW-complejo de dimensién 0 con tantas
0-celdas como minimos tenga la funcién.
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Recursivamente, por el teorema anterior tenemos que M., 1. >~ M., _. U ek u
...Uek | es decir, una celda de dimensién k; por cada punto critico de indice k;.
Por induccién, M., . ~ Y, donde Y es un CW-complejo que tiene tantas celdas
como puntos criticos por los que ya pasamos. Por los resultados mencionados
previamente,

Me.~YU(PMu...ueuehru...ueh)~z

Con Z un CW-complejo. Notar que la iltima equivalencia se deduce del item 4,
pues podriamos estar pegando mal las celdas, en el sentido de pegar celdas de
dimension mas chicas luego de haber pegado celdas de dimensién mas grande.
Recursivamente,se obtiene el resultado. O

3.2 Desigualdades de Morse

Sea M una variedad cerrada y sea f : M — R una funcién de Morse. Sea
n = dim M. Para cada 0 < i < n, definimos el valor m; como la cantidad
de puntos criticos de indice ¢ de f. Sean b; los nimeros de Betti de M, es
decir, b; = rk H;(M), los rangos de los grupos de homologia singular de M.
Por definicién, la caracteristica de Euler es x(M) = 31 (—1)'b;.

Por el corolario anterior, tenemos que M ~ X, donde X es un CW-complejo
que tiene una k-celda por cada punto critico de f de indice k. Como x(X) =
> o(—=1)ic;, con ¢; la cantidad de celdas de dimensién 4, concluimos que

n

(M) = x(X) = 3 (~1)'m;

=0

Por otro lado, b; = rk H;(M) = rk H;(X) = rk H;(C,), con C, el complejo
celular de X. Luego

b; = vk H;(C,) = rkKer(d;)/ Im(d;i+1) < dim C; = m;
Obtenemos asi las desigualdades débiles de Morse
Teorema 3.2.1. (Desigualdades débiles de Morse)
1. b; <m; para todo 1 <i<n
2. x(M) = Z?:o(*l)imi

Dejamos como ejercicio la demostracion de las desigualdades fuertes de Morse.
Para probarlo sugerimos utilizar las manipulaciones estandar de sumas y restas
de rangos en sucesiones exactas de grupos abelianos finitamente generados.

Ejercicio 3.2.2. (Desigualdades fuertes de Morse) Para todo 0 < i < n,

m; —mij_1+m;—1—...tmo>b;—bj_1+bi_9g—...%&by
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Capitulo 4

Dualidad de Poincaré

4.1 Cohomologia de de Rham

Recordaremos en esta seccién algunas nociones y resultados bésicos sobre la
cohomologia de de Rham y la cohomologia con soporte compacto.

Dada una variedad M, denotamos con (M) al R-espacio vectorial de las
g-formas diferenciales en M (recordar que las O-formas son las funciones C*°
de M a R). Se tiene entonces un complejo de cocadenas

0— QM) = QY(M) = Q*(M) — ...

donde el diferencial d : Q9(M) — QI+t1(M) es el diferencial exterior usual de
formas. Este es el complejo de de Rham de M (que denotamos Q*(M)) y
su cohomologia, que denotamos H*(M), es la cohomologia de de Rham de la
variedad M. Cada H?(M) es un R-espacio vectorial y es claro que H4(M) =0

para ¢ > m (donde m es la dimensién de M).

Notar que H°(M) son las funciones a valores reales tales que df = 0, es decir,
las funciones localmente constantes. Cuando la variedad es conexa se tiene
entonces que HO(M) = R.

Para ver, por ejemplo, que H!(R) = 0, basta ver que toda 1-forma w = f(x)dx
es exacta (es decir, existe una funcién h tal que w = dh). Y para ver esto
podemos tomar h(x) = [ f(t)dt. En general se tiene que H(R") = 0 para
todo ¢ # 0. Esto se deduce del siguiente lema de Poincaré.

Proposicién 4.1.1. (Lema de Poincaré) Sea M variedad diferenciable. Se
tiene un isomorfismo H*(M) ~ H*(M x R). En particular, se tiene

R ¢=0
HI(R"™) = {0 Z#O

Demostracion. Sea s : M — M xR la funcién s(z) = (z,0) yseap: M xR —
M la proyeccion p(x,t) = x. Entonces ps = 17, por lo cual los morfismos
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inducidos en las homologias verifican que s*p* = 1. Restaria ver que p*s* = 1.
Para esto, hay que ver que en realidad se tiene que p*s*, como morfismo en
los complejos, es homotépico a la identidad. Buscamos K : Q4(M x R) —
QI~Y(M x R) tal que +dK + Kd = p*s* — 1. Notar que si U = {U,} es
un atlas para M, entonces {U, x R} es un atlas de M x R. Por lo tanto, si

w € QI(M x R), entonces w es suma de formas de dos tipos:
() f(z,t)dzyy A ... Ndxy, = f(x,t)p*($), con ¢ € QI(M)
(I1) f(z,t)dt A p*(¢), con ¢ € Q1= (M)

Si w es de tipo (I), definimos Kw = 0, y si w es de tipo (II), definimos
Kw= (f f(x, s)ds) p*(¢). Esta K verifica lo pedido. O

Como corolario de este lema se deduce que dos funciones homotépicas f, g :
M — N inducen el mismo morfismo a nivel de cohomologia de de Rham.
Dejamos los detalles de la demostracién a cargo del lector.

Si {U,V} es un cubrimiento por abiertos de M, se tiene una sucesién exacta
corta de complejos:

0= QM) S QW) e (V) S o wnv)=o

donde a(w) es la restriccién de la forma w a U y a V' y f(w,v) es la resta de
las restricciones de las formas a la interseccién. Esta es la sucesiéon de Mayer-
Vietoris para la cohomologia de de Rham y es la herramienta que permite
trasladar propiedades cohomoldgicas locales a propiedades globales.

Es sencillo de ver que esta sucesion es exacta, el Unico detalle importante a
tener en cuenta es que para probar que ( es epimorfismo se debe tomar una
particién de la unidad {ry, 7y} subordinada al cubrimiento y, dada una forma
w en la interseccién, considerar (—ry.w,ry.w). Notar que ry.w es una forma
definida en U y, similarmente, ry.w es una forma en V.

La sucesion exacta corta de Mayer-Vietoris induce, como es habitual y estandar,
una sucesién exacta larga de cohomologia:

.= HY(M) - H (U)o HY(V) - HI(UNV) — HIT (M) — ...

La cohomologia de de Rham con soporte compacto se calcula a partir de
las formas con soporte compacto. Denotamos con QZ(M) a las g-formas con
soporte compacto. Notemos que el diferencial exterior se restringe bien: d :
QUM — QM) y se tiene un complejo de R-espacios vectoriales:

0— QM) — QL(M) = Q2(M) — ...

que denotamos (M) y cuya cohomologia es la cohomologia de de Rham con
soporte compacto de M y se denota H*(M).

Notar que, si M es una variedad compacta, HZ(M) = HI(M).
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Es claro que H?(R") = 0 porque se corresponde con las funciones constantes
con soporte compacto. Vale que H¢(R™) = 0 si ¢ # n y H*(R") = R. Esto
es el Lema de Poincaré para soporte compacto (puede verse una demostracién
de este resultado en el libro | D).

Observemos entonces que:
HYR"™) ~ HI™I(R™).

Este isomorfismo, que puede traducirse localmente en cualquier variedad de
dimension n, puede ser llevado a un isomorfismo a nivel global cuando la
variedad es orientable. Esto es lo que se conoce como dualidad de Poincaré.

En el caso de cohomologia con soporte compacto, se tiene también una sucesion
de Mayer-Vietoris. En este caso es covariante, dado que la cohomologia con
soporte compacto es covariante respecto de la inclusién de abiertos. Concre-
tamente: si U C M es un abierto y w es una ¢-forma con soporte compacto
en U, podemos extender w a una ¢-forma con soporte compacto en M, que
denotamos iy (w) (donde i : U — M es la inclusién), definiendo i,(w) como
cero fuera de U. Esto define un morfismo de complejos i, : Q(U) — Q5 (M).

Dado un cubrimiento por abiertos {U,V'}, se tiene una sucesién exacta de
complejos:

0= QUNV) D QU)® (V) D QM) -0

donde v(w) = (i¥(w), —iY (w)) y 6(v,w) = 7Y (v) + ;Y (w) (denotamos con
iV,iV, 7Y,V alas inclusiones respectivas). Es sencillo ver que esta sucesién es
exacta y se deja su comprobacién como ejercicio para el lector. Esta sucesién
exacta de complejos induce, como antes, una sucesiéon exacta larga en las

cohomologias con soporte compacto.

4.2 Variedades de tipo finito y buenos cubrimientos

Definicion 4.2.1. Sea M una variedad de dimensién n y sea I/ un cubrimiento
por abiertos de M. Decimos que U es un buen cubrimiento si toda interseccién
finita Uj, N...NUj, con Uj;, € U es vacia o difeomorfa a R™.

Teorema 4.2.2. Toda variedad M admite un buen cubrimiento.

Demostracion. Le damos a M una métrica riemanniana y tomamos alrede-
dor de cada punto un entorno geodésicamente convexo. Es claro que todo
entorno geodésicamente convexo es difeomorfo a R™ y, al igual que la métrica
euclideana, la interseccién de finitos convexos es convexo. ]

Definicion 4.2.3. Una variedad se dice de tipo finito si admite un buen
cubrimiento finito.
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Por el teorema anterior es claro que toda variedad compacta es de tipo finito.
Por supuesto no vale la reciproca, por ejemplo R” es variedad de tipo finito y

no es compacto.

Proposicién 4.2.4. Si M es una variedad de tipo finito (en particular, si M es
compacta) entonces HY(M) y HZ(M) son R-espacios vectoriales de dimensién
finita para todo gq.

Demostracion. Se sigue por induccién en el cardinal » de un buen cubrimiento
finito de M. Sir = 1 entonces M es difeomorfa a R". En este caso el resultado
se sigue por el célculo directo de las cohomologias.

Para hacer el paso inductivo, dado un buen cubrimiento {Ui,...,U,}, consid-
eramos N = U; U...UU,_1 que es una variedad de dimensién n que admite
buen cubrimiento de tamano r — 1.

Si NNU, = ( se tiene que H*(M) = H*(N)® H*(U,) y por induccidn se tiene
el resultado (lo mismo con las cohomologias con soporte compacto).

Si la interseccién N N U, no es vacia se tiene que {U; NU,,...,U,_1 NU,} es
un buen cubrimiento de N N U,.. Ahora, por hipdtesis inductiva y usando las
sucesiones largas de Mayer-Vietoris, se tiene el resultado. 0

4.3 La dualidad

Se pueden encontrar en la literatura varias demostraciones (y variaciones) de la
dualidad de Poincaré. Por ejemplo, sabiendo que toda variedad diferenciable
se puede triangular por una variedad poliedral (resultado de Whitehead que
comentamos en el primer capitulo) y utilizando el teorema de de Rham (que
veremos mas adelante), que dice que la cohomologia de de Rham coincide con
la cohomologia singular/simplicial de M, se puede demostrar esta dualidad
utilizando celdas duales. Otra demostracién alternativa de la dualidad se
obtiene utilizando teoria de Morse (ver por ejemplo el libro | ]). Daremos
aqui una idea de la demostracién utilizando el teorema de Stokes, buenos
cubrimientos y las sucesiones de Mayer-Vietoris para pasar de lo local (la
dualidad vale para R™) a lo global. Seguimos la demostracién de | ly
remitimos a ese libro para ver los detalles que aqui no hacemos.

Sea entonces M una variedad orientable y sin borde, de dimension n. Si
w € QM) yv e Q¢ UM), entonces el producto wedge w A v € QP (M)
(dado que el soporte cae dentro del soporte de v). Maés atn, si w y v son
formas cerradas (es decir dw = dv = 0), entonces w A v también lo es, ya que
d(w Av) = dw Av+ (=1)®lw A dv. Ademds, si alguna de las dos es exacta (es
decir w = dw o v = dv), w A v también es exacta. Para ver esto, supongamos
que w = dw, entonces d(W Av) =dw Av+ (—1)*WAdv=wAv+0=wAw.

De lo anterior se deduce entonces que se tiene un producto bien definido

HI(M) x HX (M) — HZ! (M)
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Por otro lado, eligiendo una orientacién en M se tiene una aplicacién
I:H!M)—R

definida por I([w]) = [,, w, donde [w] es la clase de w en la cohomologia.
Notar que I estd bien definida ya que, por un lado, M estd orientada y w
tiene soporte compacto y ademds, porque si [w] = 0 se tiene que f yw =20
por el teorema de Stokes (ya que M no tiene borde).

Componiendo el producto anterior con el morfismo I se obtiene una aplicacién
R-bilineal
p:HI(M)x H7 (M) - R
definida por ¢([w], [v]) = [, w A v, que determina el morfismo de Poincaré:
D: HY(M) — (H(M))"

donde (H; " 9(M))* denota el espacio vectorial dual. Concretamente D([w])([v]) =

Sy wAv.
La dualidad de Poincaré queda expresada asi.

Teorema 4.3.1. Sea M wuna variedad orientable y sin borde, de dimension
n. Entonces el morfismo D : H1(M) — (He~Y(M))* es un isomorfismo para
todo q. En particular, si M es de tipo finito se tiene un isomorfismo H1(M) ~
H!Y(M). Mads en particular, si M es compacta se tiene un isomorfismo

H(M) ~ H"9(M).

Demostracion. Damos una idea de la demostraciéon. Para el caso en que M
sea de tipo finito, usamos induccién en el tamano r de un buen cubrimiento.
Si r = 1 estamos en el caso de R" donde sabemos que la dualidad vale por
calculo directo. Para el paso inductivo, usamos por un lado la sucesiéon de
Mayer-Vietoris para la cohomologia y la sucesién dual de la Mayer-Vietoris
para la cohomologia con soporte compacto. El morfismo D en cada grado
induce un morfismo entre ambas sucesiones exactas largas (salvo signo) y por
hipétesis inductiva y el lema de los 5 se prueba el caso de tipo finito.

Para el caso general, se escribe a M como colimite de variedades de tipo finito
y se ve que el isomorfismo de la dualidad en caso de tipo finito pasa bien al
colimite. O

Terminamos este capitulo con un resultado cuya demostracién se sigue de lo
visto aqui y que dejamos como ejercicio al lector. Este resultado se utilizara
en el capitulo siguiente.

Teorema 4.3.2. Sea M una variedad conexa, orientada y sin borde de di-
mension n. Entonces se tiene una sucesion exacta de espacios vectoriales

o b ar R S o

En particular si M es cerrada (i.e. compacta y sin borde), conexa y orientable
entonces H"(M) ~ R y el isomorfismo es integrar.
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Capitulo 5

Grado de una funcion e indice
de campos

5.1 Grado de una funcién

Nuestro punto de partida es el resultado final del capitulo anterior: si M es
una variedad conexa, orientada y sin borde de dimensién n. Entonces se tiene

una sucesién exacta de espacios vectoriales
n—1 d n fA
QM S QMM H R =0

En particular si M es cerrada, conexa y orientable entonces H" (M) ~ R y el
isomorfismo es integrar.

Definicién 5.1.1. Sean N y M dos variedades cerradas, conexas y orientadas
de dimension n. Sea f : N — M una funcién diferenciable. Tenemos un
morfismo inducido en la cohomologia f* : H"(M) — H"(N) definido por
f*([w]) = [f*w]. Sea f la tnica funcién lineal que hace conmutar el diagrama

Como f : R — R es una transformacién lineal, se tiene que f (t) = at para todo
t € R, con a € R un escalar fijo. Definimos el grado de f como deg(f) = a. Es
decir, el grado de f es el tnico escalar deg(f) tal que para todo w € Q"(M),

[ fro=des() [ w

Definicion 5.1.2. Sean M y N como antes, aunque a N no le pedimos
ahora que sea necesariamente conexa, y sea f : N — M diferenciable. Sean
Ni,...,Ng las componentes conexa de N y llamamos f; = f|n,. luego N;
cumple todo lo anterior y es conexa. Definimos deg(f) = ). deg(fi).
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Observacién 5.1.3. Si w € Q" M, entonces
Fo=3" [ fw=Ydeg(s) [ w=deg(s) [ o
/. 3 = el [ /.

En adelante, siempre supondremos que M es una variedad cerrada, conexa y
orientada de dimensién n y que IV es lo mismo pero no necesariamente conexa,
salvo explicita aclaracion de lo contrario.

Proposicion 5.1.4. Sean M y N como antes y sean f,g: N — M funciones
diferenciables homotépicas. Entonces deg(f) = deg(g).

Demostracion. Esto se deduce inmediatamente del hecho de que dos funciones
diferenciables homotépicas inducen el mismo morfismo a nivel de cohomologia
de de Rham (lema de Poincaré). O

Proposicion 5.1.5. Sean P, M y N variedades como antes, pero con N
no necesariamente conexa. Sean f: N — M y g : M — P dos funciones
diferenciables. Entonces deg(gf) = deg(g) deg(f).

Demostracion. Sea w € Q" P. Entonces

/N(gf)*w—deg(gf)/Pw

y por otro lado,

[ (afyw=dess) [ 1o =deg(ndext) [
Por unicidad del escalar, deg(gf) = deg(g) deg(f). O

Observacion 5.1.6. Sea f : N — M un difeomorfismo y sea w € Q" M.
Entonces [y f*w = =+ [}, w, donde el signo depende de si f preserva o no la
orientacién. Luego deg(f) = £1.

Veremos que el grado de una funcién es en realidad un entero y que se puede
calcular como suma de los indices locales de los puntos de la preimagen de un
valor regular cualquiera de la funcién (sabemos, por Sard, que los valores reg-
ulares son densos). Para ver esto, primero notemos lo siguiente. Supongamos
que N y M son dos variedades de dimensién n, con N compacto y sea p € M
un valor regular de una funcién diferenciable f : N — M. Entonces f~!(p)
es un conjunto finito (ya que es una variedad compacta de dimensién 0). Sea
f~Yp) ={q1,...,q}. Para cada g, el diferencial d,, f es epimorfismo, y por
dimensién es un isomorfismo. Luego por el teorema de la funcién inversa ex-
isten entornos W; C N de ¢; tales que f|w, : W; — f(W;) es un difeomorfismo
y f(W;) C M es un abierto. Sea

Uzﬂfwvz-)—f(N—UWi)
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ysea V; = W; N f‘l(U) para cada i. Se tiene entonces entornos V; C N de
cada ¢;, y un entorno U C M de p tal que f~H(U) =, Viy flv; : Vi = U es
un difeomorfismo para todo 1.

Definicion 5.1.7. Sean M y N como antes. Tomemos una funcién diferen-
ciable f : N — M y un valor regular p € M. Si ¢ € f~!(p), se define el indice
de f en q como

1 si dgf preserva la orientacién
I(p,q) =

—1 sino

Teorema 5.1.8. Sean M y N como antes, sea f : N — M diferenciable y
p € M un valor reqular de f. Entonces el grado de f es la suma de los indice

de los g € f~1(p).
deg(f)= > I(p,g) €Z
qcf~(p)

En particular, el grado es entero y si f no es sobreyectiva entonces es 0.

Demostracion. Sea p € M un valor regular y supongamos que f~!(p) =
{q1,-..,qr} es no vacio. Por lo visto anteriormente, existen entornos disjuntos
Vi C N de los ¢; y un entorno U C M de p de manera que f|y, : V; — U es
difeomorfismo y f~1(U) = lo); V;. Sea w una n-forma de M cuyo soporte esté
contenido en U y tal que [ u w = 1. Entonces

Supp(f*w) C f7 U Vi

por lo que podemos escribir f*w = >""_; w;, donde las w; son n-formas de N
cuyo soporte estd contenido en V; respectivamente y w;ly, = (f|v;)* (w|v).

Asi,
des() = dex(f) [

-/ Fu=y e
=;Aww

-x ] e

F([)en

7

Si f~1(p) = 0, consideramos U = M — f(N), el cual es un abierto de M y
p € U. Tomamos w una n-forma de M con soporte contenido en U y que
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integre 1. Luego f*w =0y

o:/Nf*wzdeg(f)/MWZdeg(ﬁ
O

Proposicion 5.1.9. Sea X una variedad compacta y orientada de dimension
n—+ 1. Sea N = 90X el borde de X, con la siguiente descomposicién en
componentes conexas N = |pJ; V;. Sea M como antes (cerrada, orientada y
conexa de dimensiéon n) y sea F' : X — M una funcién diferenciable. Si
fi = F|n, entonces

Zdeg(fi) =0

Demostracion. Sea f = F|y. Queremos ver que deg(f) = 0. Sea w una n-
forma de M que integra 1. Sea i : N — X la inclusién. Luego f = F o1

y

deg(f) = deg(f) [ w
g
_ /N (Foi)w
- /N i*(F*w)

= / dF*w (Stokes)
b's

:/ F*dw
X

= (dw = 0)
O

Ejercicio 5.1.10. Sea p € C[X] un polinomio no constante. Podemos pensar
ap:C — C como una funcién de los complejos. Sea W C C una regién suave
y compacta (es decir, es una subvariedad de dimensién 2 con borde) tal que p
no tiene ceros en OW. Consideremos la funcién ﬁ : OW — S!. Entonces

deg <ﬁ> = #raices de p en W con multiplicidad
p

Veamos ahora como se define el indice de un campo vectorial. Comenzamos
estudiando el indice de campos en R™.

Sea U C R™ un abierto que contiene al 0. Sea F' € X(U) un campo tal que 0
es una singularidad aislada de F'. Es decir, F(0) = 0 y existe un entorno de 0
tal que la tnica singularidad de F' en tal entorno es el 0. Veamos a F' como un
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campo cldsico: via la identificaciéon candnica, pensamos a F' : U — R™. Sea
p > 0 chico tal que 0 € D, = {x € R" : ||z|| < p} y 0 es el tinico cero de F|p,.
Definimos F), : Sr=t — S*~1 como
F(pz)
Fp(x) = 7o
’ 1F (p)]|

Si tomamos otro p’ > 0 tal que F| D, solo se nula en 0, entonces F,, ~ F), via
la homotopia lineal.

Definicién 5.1.11. El indice del campo F' en 0 es el valor i(F,0) = deg(F,).

Observacién 5.1.12. Intuitivamente, el indice i(F,0) mide la cantidad de
vueltas que da el campo alrededor de la singularidad.

Ejemplo 5.1.13. En R?, consideramos los siguientes campos, que tienen una
singularidad aislada en (0,0). Para calcular el indice, analizamos los valores
que toma el campo a lo largo de S' y vemos cuantas vueltas da cuando recor-

remos S'. Graficamos sus curvas integrales.

L F(w,y) = (2% + 2 0).

Figura 5.1: i(F,0) =0

2. F(x,y) = (—y,x).

/B
N5

Figura 5.2: i(F,0) =1

3. F(z,y) = (y,—z). Las curvas integrales son como el anterior pero ori-
entadas al revés, de todas formas el indice es el mismo.

o7



5.1. Grado de una funcion

NN
N2

Figura 5.3: i(F,0) =1

4. F(x,y) = (z,y).

Figura 5.4: =1

5. F(x,y) = (—z,—y). Las trayectorias son como en el ejemplo anterior
pero con las orientaciones al revés. El indice sigue siendo i(F,0) = 1.

6. F(z,y) = (y, ).
N7
JRN

Figura 5.5: i(F,0) = —

7. F(z,y) = (2 — y*, 2zy).
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Figura 5.6: i(F,0) = 2

Ejercicio 5.1.14. Si F' : R” — R" es un campo diferenciable con F'(0) =0y
F(z) # 0 para x # 0, entonces podemos considerar la restriccién F' : R” —0 —
R™ — 0 que induce un morfismo en la cohomologfa F* : H" 1(R" — 0) —
H"™ 1(R™ — 0). Como H" '(R™ — 0) es isomorfo a R via la retraccién que

tenemos a la esfera S*~!, F* es multiplicar por i(F,0).

Definicion 5.1.15. Sean M y N dos variedades y sea ¢ : N — M un difeo-
morfismo. Si X es un campo de N, entonces ¢, X es el campo de M definido

por (¢«X)p == dgp(Xy), con q = <p’1(p).

Para definir el indice de un campo X € X(M) alrededor de una singularidad
aislada, utilizamos el siguiente resultado (cuya demostraciéon puede verse en
[ , Lemma 11.18]).

Lema 5.1.16. Sean U y V dos abiertos de R™ que contienen al 0 y sea ¢ :
U — V un difeomorfismo tal que ¢(0) = 0. Sea F' € X(U) un campo con una
singularidad aislada en el 0. Entonces i(F,0) = i(p4F,0).

Definicion 5.1.17. Sea M una variedad de dimensiéon n y sea X un campo
de M. Sip € M es una singularidad aislada de X y (U, ¢) es una carta de M
en p con ¢(p) = 0, entonces definimos el indice de X en p como

i(X,p) == 1(psX,0)
Del lema anterior se observa que esto no depende de la carta elegida y por lo
tanto el indice estd bien definido.

Definicién 5.1.18. Sea M una variedad y sea X un campo de M cuyos ceros
son aislados. Sea R C M un compacto. Definimos el indice de X en R como

i(X,R) = > iX.p)

pER:p es cero de X

Si M es compacta y tomamos R = M, notamos i(X) = i(X, M). Este valor
es el indice del campo.

Teorema 5.1.19. Sea U C R"™ un abierto y sea F : U — R™ un campo
definido en U cuyos ceros son aislados. Sea R C U un dominio compacto
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con borde suave (es decir, R =V, donde V es un abierto y OR es suave) tal
que F(p) # 0 para todo p € OR. Sea f : IR — S"! la funcién definida por
flx) = Li) Entonces

i(F, R) = deg(f)

Demostracion. Sean {p1,...,px} los ceros de F' en R. Para cada p; tomamos
un disco D; centrado en p; tal que D; N D =0 sii # jy D; C R°. Entonces
i(F,p;) = deg(f;) donde f; = ﬁ : 0D — S"1. Sea X = R — U?zl D;.
Entonces 0X = 0R|J; 0D;, donde 0D; son los D; pero con la orientacién
opuesta, ya que la orientaciéon del borde de X tiene que ser coherente con la
de X.

De la proposicién 5.1.9, como ﬁ : X — S"! extiende a ﬁ 00X — St

se tiene que

0=deg(f) + Y _deg(f;) =deg(f) + Y _ —deg(f;)
7 ;

y por lo tanto

deg(f) = > _deg(f;) = i(F, R)
J
O

Con esto llegamos al primer resultado en la direccién del teorema del indice:

Corolario 5.1.20. Si U es un abierto de R™ y F' es un campo definido en U
cuyos ceros son aislados, entonces para todo R C U dominio compacto tal que
F no se anula en la frontera de R, el indice de F' en R solo depende de lo que
vale F' en OR.

5.2 Funcién de Gauss y orientaciéon en bordes

Nuestro préximo paso para probar el teorema del indice es ver que si se tiene
un campo definido en un dominio compacto con borde suave de R™ tal que en
el borde el campo “apunta para afuera”, entonces el indice del campo coincide
con el grado de la funcién de Gauss. Antes de esto, es conveniente recordar
como se orienta el borde de variedades.

Vamos a notar por H,, al conjunto {z € R" : 1 > 0} y por 0H,, al conjunto
{z € R" : 1 = 0}. Si M es una variedad con borde, su borde es el conjunto
OM ={pe M : p(p) € 0H, para toda carta (U, p)}.

Sea M una variedad con borde y sea p € M. Si (U, p) es una carta de M
en p, entonces tenemos una carta (U, @) de OM en p tal que U=UnoM y
@ =mop, donde 7 : R"® — R"~! es la proyeccién (x1,...,2,) = (T2,..., 7).
Supongamos que M es una variedad orientada. Tomemos un punto p en la
frontera de M junto con dos cartas (U, ¢) y (V, 1) que preserven la orientacién
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y contengan a p. Consideremos (U, @) y (V, 1/?) las cartas inducidas en el borde.
Se puede ver que

(109~ 1) %
D(io (P_l)((/)(p)) = ( 8;10 0 (elp) D(l; o @—1)(@(13)))
21097 (o) > 0
8:131
(1o

o7, (¢(p)) =0

Ademsds, el determinante de este diferencial debe ser positivo pues las cartas
preservan la orientacion.

Si X, € T,M, podemos escribir
0 0
- Tovg - iy

Sabemos que

ool
5= a2 (o)

En el caso j = 1, por la cuenta anterior deducimos que

1
ala(%ﬁl op )

b= .

(p(p)) = a1 A

con \ = a(w%f_l)(gp(p)) > 0. Luego 1 y a1 tienen el mismo signo.

Supongamos ahora que X, € T,M y que X, ¢ T,,(0M). Es decir, la primera
coordenada en cualquier base dada por una carta (U, ¢) es no nula. De esta
manera, si (U, ) es una carta orientada, pueden suceder dos cosas:

1. Si la primera coordenada de X, en la base {8%0} es positiva, decimos

que X, apunta para adentro.

2. Si la primera coordenada de X, en la base {%_} es negativa, decimos

que X, apunta para afuera.

Si M es una variedad orientada, en M se da la siguiente orientacién: para
todo p € OM, decimos que una base ordenada {X;, . ,X;‘_l} de T,(OM) es
orientada si para todo X, € T,M que apunta para afuera, la base ordenada
{Xp,X;, e ,X;}fl} es base orientada de T),M.

Observacién 5.2.1. Sea M C R"! un dominio cerrado con borde suave
OM. De esta manera, M queda orientada por R"*! y su borde dM también
con la orientacién anterior. Para todo p € OM, podemos considerar un vector
Xp L T,0M que apunta para afuera y de norma 1. Esto define un campo
diferenciable X a lo largo del borde M. Lo podemos ver como una funcién
G : OM — S™ via tomar coordenadas a X. Esta se llama funciéon de Gauss.
Notar que depende de cémo estd embebida M en R*t1.
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Corolario 5.2.2. Sea R un dominio compacto con borde suave en R™. Sea U
un abierto que contiene a Ry sea F' € X(U) un campo tal que F'(p) apunta para
afuera para todo p € OR. Entonces i(F, R) = deg(G), donde G : R — S" 1
es la funcién de Gauss.

Demostracion. Por el teorema 5.1.19, i(F,R) = deg(f), donde f = ﬁ :

OR — S"~'. Basta ver que f ~ G son homotépicas. Esto sucede pues ambas
apuntan para afuera y asi la homotopia lineal funciona.

@)+ G@) (1 —1)
H(z,t) = [f(2)t + G(x)(1 = 1)

O

Definicién 5.2.3. Sea M una variedad y sea X € X(M). Supongamos que
p € M es una singularidad del campo X y que (U, ¢) es una carta de M en p
con ¢(p) = 0. Podemos considerar el campo F' = ¢, X € X(¢(U)) y pensarlo
como una funcién F : p(U) — R™. Decimos que p es una singularidad no
degenerada si DgF', el diferencial de F' en 0, es inversible.

Claramente la definicién anterior no depende de la carta que tomemos. Si
p € M es una singularidad no degenerada de X, entonces p es una singularidad
aislada, ya que F resulta difeomorfismo local en 0.

El siguiente resultado puede encontrarse en | ].

Lema 5.2.4. Sea X € X(M) y sea p € M una singularidad no degenerada.
Entonces i(X,p) = £1 = Sg(det(DoF)).

Lema 5.2.5. Sea F': R” — R” tal que 0 € R™ es su tnica singularidad. En-
tonces existe un campo F en R” que tiene solo singularidades no degeneradas
que caen en D1, el disco de radio 1, y tal que F' = F fuera de Do, el disco de
radio 2. Més atn, i(F) = i(F,0) = i(F) = > Singi(ﬁ',p).

Demostracion. Sea ¢ : R™ — [0, 1] una funcién diferenciable tal que ¢ =1 en
Dy y ¢ = 0 fuera de Dy. Vamos a definir F(z) = F(z) — ¢(x)w, para una
cierto w € R™ fijo que queremos determinar. Sea ¢ = min; ;<2 || F'(x)|. Por
hipétesis, ¢ > 0. Supongamos que elegimos w € R™ con |w|| < ¢. De esta

manera,
e Sil < |z|| <2, entonces
|F@]| = 1P @)1 = ol l6()] = e = [lw] > 0
Luego I no se anula en 1 < ||z < 2.
e Si 2 < ||z|, entonces F(z) = F(z). Luego F no se anula en |z| > 2.
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En consecuencia, el campo F tiene sus ceros en D1y F|ps = F|ps.

En Di, tenemos que ¢ = 1, y por lo tanto F = F — w. Luego F(z) = 0
si y solo si F(x) = w. Esto nos dice que F~1(0) = F~Y(w) N D;. Ademsds,
dado p € F~1(0), los diferenciales D,F = D,F coinciden. Tomemos w un
valor regular de F con ||w|| < ¢. Luego D,F = D,F es inversible para todo
p € F~Y(w) N Dy, por lo que F tiene solo singularidades no degeneradas y
estan en Dj.

Veamos ahora la ultima afirmacién. Como F' = F en Ds,

i(F,0) = i(F) = i(F, D3) = i(F, D3) = i(F)

donde usamos que el indice depende solo de los valores que toman las funciones
en el borde. O

Corolario 5.2.6. Sea M una variedad compacta y sea X € X(M) con ceros
aislados. Entonces existe un campo X € X(M) cuyos ceros son no degenerados

y tal que i(X) = i(X).

Demostracion. Tomar cartas disjuntas para los ceros, aplicar el teorema an-
terior en cada carta y pegar todo. O

5.3 Teorema de Poincaré-Hopf

Nuestro objetivo es probar el teorema del indice de Poincaré-Hopf que afirma
que el indice de todo campo con ceros aislados definido en una variedad cerrada
M coincide con la caracteristica de Euler de M. Podemos separar al enunciado
del teorema en dos partes: por un lado el resultado afirma que el indice del
campo no depende del campo sino solo de la variedad y, por otro lado, el
teorema dice que ese nimero es la caracteristica de Euler de M. Terminaremos
de probar ahora la primera parte del enunciado (es decir, que el indice no
depende del campo).

Definicién 5.3.1. Sea M C R™* una subvariedad de codimensién k. Un
entorno tubular de M consiste en un abierto V de R™™* que contiene a M y
una retraccion r : V. — M diferenciable tal que para todo p € M, el conjunto
r~1(p) C V es una bola abierta en (T, M)+ C T,R"** de cierto radio ¢, > 0.
Ademas, pedimos que esta funcién ¢ : M — R sea diferenciable.

Teorema 5.3.2. Dada una subvariedad M C R™* de dimension n, existe
un entorno tubular V- de M. Si M es compacto, el radio £(p) puede tomarse
constante £ > 0. Ademds vale:

1. Para todo x € V se tiene que ||x — r(x)|| < ||l — y| para todo y € M
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2. Sie : M — R es diferenciable y 0 < '(p) < e(p) para todo p, entonces
el conjunto

Se={zeV:|z—r@)l=¢(()} =0V
es una subvariedad de R™* de codimension 1.

Demostracion. Ver [ Jo] . O

Teorema 5.3.3. Sea M C R"* una subvariedad cerrada de dimension n y
sean M C N. C N entornos tubulares, donde N tiene radio constantee > 0 y
N. es un dominio compacto de borde suave. Sea G : N, — SPTF=1 la funcidon
de Gauss. St X es un campo de M con singularidades aisladas, entonces el
indice de X es igual al grado de G. En particular, el indice no depende de X,
solo de M.

Demostracion. Por el corolario 5.2.6, podemos suponer que X tiene solo sin-
gularidades no degeneradas. Sea r : N — M la retraccién del entorno tubular
N. Consideremos el campo F' € X(NN) definido por

F(q) = X(r(q)) +q—1(q)

Notar que X (r(q)) € T,(oyM y que ¢ —r(q) € (Tr(q)M)L. Luego F(q) = 0 si
y solosi ¢ =r(q) y X(r(¢)) = 0. Es decir, si g € M y X, = 0. Por lo tanto
F~10) = X~1(0) c M.

Por definicién de F', en ONg, el campo F apunta para afuera. Del corolario

5.2.2 concluimos que
i(F) =i(F,N;) = deg(Q)

donde G : ON. — ST+~ es la funcién de Gauss.

Ahora para concluir el teorema basta ver que i(X,p) = i(F,p) para todo
p € M cero de X. Sip € M es un cero de X, en una coordenada local
alrededor de p, tenemos que X =), fia%i y fi(p) = 0 para todo i. Como p
es una singularidad no degenerada de X, del lema 5.2.4 tenemos que

i(X,p) = Sg <det <§£] (0)>> =41

Por otro lado,

9fi (0 )
D,F = (3"”]‘( ) o

donde la primera columna corresponde a T, M y la segunda a (T, M ). Por lo
tanto p es una singularidad no degenerada de F'y

i(F,p) = Sg(det(DpF)) = i(X,p)
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Recordemos que si M es una variedad cerrada de dimensién n, los niimeros de
Betti de M son los rangos b; = rk H;(M,Z) de los grupos de homologia singular
de M (con coeficientes enteros). Por el teorema de de Rham (que veremos maés
adelante) y por el teorema de coeficientes universales, estos niimeros coinciden
con las dimensiones (como R-espacios vectoriales) de la cohomologia de de
Rham de M,

bi = dimg Hp(M).

Por teoria de Morse, sabemos que existe un CW complejo X homotdpicamente
equivalente a M cuya estructura celular dada por una k-celda por cada punto
critico de indice k de una funcién de Morse f : M — R fija. En particular,
cuando M es una variedad compacta, este complejo X tiene finitas celdas y
por lo tanto sus nimeros de Betti son finitos y se tiene

donde ¢; es la cantidad de puntos criticos de indice ¢ de f.
Enunciamos ahora el teorema formalmente.

Teorema 5.3.4. (Poincaré-Hopf) Si M es una variedad cerrada y X es un
campo de M con ceros aislados, entonces i(X) = x(M).

Sabemos que el indice no depende del campo, con lo cual basta conseguir un
campo apropiado donde podamos calcular el indice.

Sea f : M — R una funcién de Morse. Fijemos una métrica riemanniana
para M. Entonces tenemos definido el campo gradiente de f que notamos por
Grad(f) € X(M). Un punto p € M es un cero de Grad(f) siy solosid,f =0,
si y solo si p es un punto critico de f. Como f es de Morse, los puntos criticos
son aislados. Luego Grad(f) tiene ceros aislados.

Para probar el teorema, basta ver que x(M) = i(Grad(f)). En concreto,
alcanza probar que para todo p punto critico de f de indice k, el indice de
Grad(f) en p es (—1).

Observacion 5.3.5. Si X = Grad(f) y p es un punto regular de f, entonces
d, f(Xp) = (Xp, Xp) > 0, ya que es no negativo y p no es critico.

Observacion 5.3.6. Sea U abierto de R™ que contiene al cero y g : U C

R"™ — R™ la funcién g(z) = ¢ —af — ... — 2} + 23, + ... + 7. Entonces el

campo
F= v.g = 2(_$17 coes Tk L1 - - - 71'n) € %(U)

tiene una unica singularidad en el 0, y

DoF =2 —idg . 0
0 Idn,k

Por lo tanto 0 es una singularidad no degenerada de F'y

i(F,0) = Sg(det(DoF)) = (—1)*
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Teorema 5.3.7. Sea M una variedad cerrada con una métrica riemanniana
fua y sea f: M — R una funcion de Morse. Consideremos el campo X =
Grad(f). Sipo € M es un punto critico de f de indice k, entonces i(X,py) =

(=D

Demostracion. Consideremos (U, ) una carta de M en pg tal que ¢(pg) = 0
y foet(z) = f(0) —af—...—af+a2i,, +...+x2. Tomemos el campo
F = D(f oY) que estd dado por

F=D(fop Y =2(—z1,..., Tk, Thg1,...,Tn)

Luego i(F,0) = (—1)*. Ahora podemos tomar el campo X = ¢ 'F € X(U).
Entonces X tiene un tnico cero en U que es py. Si p € U es un punto distinto
de po, de la observacién anterior tenemos que d,f(X,) >0y

dpf(Xp) = Xp(f) = SOJIFp(f) = F@(p) (fosoil) = dgo(p)(fo‘pil)(D(foﬁpil)) >0

Entonces para todo t € [0,1] y para todo p # po,

tX,+(1-)X, €T,M v dpf(tX,+(1—1)X,) >0
En particular, t X, +(1—t) X, # 0. De esto podemos deducir que o, (tX,+(1—

t)X,) # 0 para todo p # po y para todo ¢ € [0, 1] ya que ¢, es un isomorfismo.
Pero

Pu(tXp + (1 — ) X)) = tF ) + (1 — ) X
Asi, podemos definir una homotopia

F o X

P~ S RS
] X

Por lo tanto
(—1)F = i(F,0) = deg(F) = deg(p.X) = i(X, po)
O

Hemos probado entonces que x (M) = i(Grad(f)) y esto finaliza la demostracién
del teorema de Poincaré-Hopf. Veamos algunas aplicaciones inmediatas del
teorema.

1. Si x(M) # 0, entonces todo campo X tiene singularidades. En particu-
lar, para las esferas S™ de dimensién par, su caracteristica de Euler es 2,
por lo que no admiten campos nunca nulos (teorema de la bola peluda).

2. Las rotaciones de S? dejan dos puntos fijos. Una rotacién en S? determina
un campo X de la siguiente manera: sip € Sy T : S? — S? es la
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rotacion, podemos considerar el vector apoyado en el punto p que apunta
hacia T'(p) y lo proyectamos al plano tangente de p. Mdas precisamente,

Xp=(T(p)—p)—((T() —p)p)p

Los ceros de este campo son los puntos fijos de la rotacién. Como x(S?) =
2 y los ceros en este caso tienen indice local 1 (porque el determinante de
una rotacién es positivo), se tiene que los puntos fijos son exactamente
dos.

Para probar el teorema de Poincaré-Hopf, una vez que probamos que el indice
de los campos con ceros aislados no dependia del campo sino solamente de
la variedad, utilizamos funciones de Morse para probar la existencia de un
campo cuyo indice coincidiera con x(M). Para finalizar este capitulo, veamos
la idea de una demostracién alternativa de este resultado: probemos, usando
triangulaciones en lugar de teoria de Morse, la existencia de un campo tal que
i(X) = x(M).

Sea K un complejo simplicial que da una triangulacién de M. Definimos el
campo X € X(M) de la siguiente manera. Sus ceros son los baricentros de
todos los simplices de K. Las trayectorias del campo estan dadas por recorrer
de 6 a 7 para todo 7 cara de o, donde el & es el baricentro del simplex
o € K. Se verifica que i(X,5) = (—1)*. Veamos la idea de lo que sucede en
dimensiones bajas:

ra Y
. i

Figura 5.7: Trayectorias del campo
e Si v es un vértice de K, entonces v = v y los flujos llegan todos a v.
Luego i(X,?) =1 = (-1)°.

Y
ZN

Figura 5.8: Todas las trayectorias apuntan al vértice

e Si 0 es un l-simplex de K, entonces de su baricentro & llegan todos
los flujos de los simplices méas grandes que lo contienen y solo salen dos
flujos a sus vértices. Luego i(X,6) = —1 = (—1)%.
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AN

SN

Figura 5.9: Algunas trayectorias apuntan hacia el baricentro y otras no

e Si 0 es un 2-simplex de K, entonces de su baricentro & llegan todos los
flujos de los simplices mas grandes que lo contienen y salen 6 flujos en
las direcciones de los baricentros de sus caras propias. Luego i(X,d) =

1=(-1)%
7

A

Figura 5.10: Las trayectorias salen del baricentro
De esta manera, si ¢; es la cantidad de k-simplices, se tiene:

i(X) =Y (=1)Fep = x(K) = x(M)
k
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Capitulo 6

Cobordismo y h-cobordismo

6.1 Cobordismo

Definicién 6.1.1. Una triada es una terna (W, Vp, Vi) con W una variedad
compacta y Vp, Vi C W subvariedades disjuntas tales que OW = Vy & V7.

Ejemplo 6.1.2. FEn la figura 6.1 se muestra una triada con W una superficie
de género 1 con borde OW = Vi & V. Las variedades en cuestién, tanto W
como las del borde de la triada, no son necesariamente conexas.

P W

)
“h
Figura 6.1: Triada (W, Vy, V1)
El siguiente resultado nos dice que se pueden componer dos triadas cuando

uno de las variedades bordantes de una triada es difeomorfa a una de las
variedades bordantes de la otra.

Teorema 6.1.3. Sean (W, Vo, Vi) y (W', V], V) dos triadas y sea h : Vi — V/
un difeomorfismo. Consideremos el espacio de adjuncién W U, W'. Entonces
existe una Unica estructura diferenciable en W U, W' tal que las inclusiones
W — Wu, W y W' — WU, W son difeomorfismos con su imagen. En
particular, (W Up, W/, Vi, V3) es una triada.

Demostracion. Ver | Jo] ]. O
Definicién 6.1.4. Sean My y M; dos variedades cerradas de dimensién n.
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1. Un cobordismo de My a M; es una 5-upla (W, Vy, Vi, hg, h1) tal que
(W, Vo, V1) es una triada y h; : M; — V; son difeomorfismos.

2. Decimos que My y M; son cobordantes si existe un cobordismo entre
ellas.

3. Dos cobordismos entre My y My, (W, Vo, Vi, ho, h1) y (W', VY, V{, hi, k)
son equivalentes si existen difeomorfismos ¢ : W — W’ tales que ¢ly; :
Vi = V/ es difeomorfismo y hlply, = h; para i =0, 1.

Observacién 6.1.5. Si C' es una clase de cobordismo entre My y My y C’
es una clase de cobordismo entre M; y My, entonces CC’ es una clase de
cobordismo entre My y Mo.

Mo C D

Figura 6.2: Suma de dos cobordismos

Consideramos h; 'hy : Vi — V] y pegamos a W con W’ como en el teorema.
Obtenemos asi (W U W', Vy, V4, ho, b)) un cobordismo entre My y M.

Esto dice que ser cobordantes es una relacién transitiva. Es claro que también
es simétrica. Para ver que es reflexiva, tomamos el cilindro del espacio. Es
decir, si M es una variedad cerrada, entonces tomamos W = M x I, Vj = M x0
yVi=M x1.

Por lo tanto ser cobordantes es una relaciéon de equivalencia en las variedades

cerradas de dimensién n. Consideramos
" = {[M] : M es variedad cerrada de dimensién n}

donde [M] = [M'] si M, M’ son cobordantes.

Notar que 1™ es un conjunto, ya que la relacién respeta difeomorfismos y todas

las variedades de dimensién n las podemos ver, via difeomorfismos, dentro de
R2n+1
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Definimos una suma en 7", inducida por la unién disjunta:
[M] + [M'] = [M [] ']

Teorema 6.1.6. Con la suma asi definida, resulta que (n™,+) es un grupo
abeliano.

Demostracion.

e Buena definicién: supongamos que [M] = [M] y veamos que [M [[ M'] =
[M ] M'): tomamos W [[(M’ x I) como el espacio para hacer el cobor-
dismo, donde W es la variedad que sirve de cobordismo entre M y M.

e Asociativa y conmutativa: porque la unién disjunta lo es.

e Elemento neutro: [V] donde V' = OW es el borde de alguna variedad
compacta W de dimensién n + 1. Se tiene que [M] + [V] = [M] pues
podemos tomar (M x I)[[W, con V = oW.

e Inverso: —[M] = [M] pues tomamos el cilindro de M: M [[M = (M x
I).

O]

Se puede proceder de forma analoga para variedades orientables. En ese caso
hay que tener cuidado con que las funciones respeten orientaciones, y el inverso
—[M] es [M ], la variedad con la orientacién opuesta.

Ejemplo 6.1.7. Calculemos 1° y n'.

En el primer caso, tenemos que [*] # 0 y que [S’] = 0 (notar que una cantidad
finita de puntos representa la clase del cero si y sélo si es una cantidad par,
porque el borde de una variedad de dimensién 1 compacta tiene cantidad par
de puntos). Entonces n° = Zo.

En cambio para n!, tenemos que [S'] = 0. M4s atn, vale que n' = 0 ya que
las variedades cerradas de dimensién 1 son unién finita de S! y tomando W
una esfera S? con varias bolas abiertas removidas, se obtiene un cobordismo
entre cualquier cantidad finita de S'.

La demostracion del siguiente teorema profundo de Thom se puede encontrar
por ejemplo en [ ].

Teorema 6.1.8. (Thom) Sea G, la variedad grassmaniana (es decir, sube-
spacios de dimension s de RF) y sea E — G 1 el fibrado universal. Entonces
Tt (E*) = 0™ para cierto j, donde E* es la compactificacion a un punto.

Veamos ahora la relaciéon entre cobordismo, teoria de Morse y cirugia.

Definicién 6.1.9. Sea (W,V(, V1) una triada. Una funcién de Morse en
(W, Vo, V1) es una f: W — [a, b] diferenciable tal que
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L fMa)=Voy f7H(b) =W
2. Los puntos criticos de f caen en W=WwW—ow y son no degenerados.

Teorema 6.1.10. Dada una triada (W, Vo, V1), existe f: W — [0, 1] funcion
de Morse.

Demostracion. Queda como ejercicio para el lector. Recordar que ya hemos
probado que toda funcién diferenciable puede aproximarse por una funcién de
Morse. Para més detalles ver | ]. O

FEl siguiente lema garantiza que toda funcién de Morse puede aproximarse por
otra funcién de Morse que sea inyectiva en los puntos criticos. Esto nos va a
permitir ordenar a los niveles criticos tomando un punto critico en cada nivel.

Lema 6.1.11. Sea (W, Vy, V1) una triada y sea f : W — [0, 1] una funcién de
Morse. Sean p, ..., p, puntos criticos de f. Entonces existe g : W — [0, 1] de
Morse que aproxima a f con los mismos puntos criticos y tal que g(p;) # 9(p;)
para todo i # j.

Demostracion. Para cada p; realizamos el siguiente procedimiento (lo hacemos
s6lo para pp). Podemos sumarle ¢ > 0 suficientemente chico a f cerca de p;

de manera que f(p1) # f(pj) sij # 1.

Sea A : W — [0,1] diferenciable y sea py e U CU C N C N C W — dW, con
N compacto y U, N abiertos tales que A =1 en U, A = 0 fuera de N y pj ¢ N
para todo j # 1. Consideramos el compacto K = A~1((0,1)) C N.

Tomemos €1 > 0 suficientemente chico de manera que la funcién f+ 1\ caiga

en [0,1] y tal que (f+e1A)(p1) # (f+e1A)(p;) para todo j # 1. Como p; ¢ K
para todo i, concluimos que f no tiene puntos criticos en K.

Le damos a W una métrica riemanniana y calculamos Grad(f) € X(W).
Como K es compacto y f no tiene puntos criticos en K, existe ¢ > 0 tal
que ||Grad(f)|| > c en K. Ademsds, ||Grad(f)| < ¢ para cierto ¢ € Rsg.

Sea e > 0 tal que ¢ < min{eq, ¢/} y definamos f1 = f+eX. Como 0 < € < &1,
se tiene que f1(p1) # f1(p;j) para todo j # 1, f1(W) C [0,1] y f1(W) C (0,1).

Veamos que fi tiene los mismos puntos criticos que f. En K,
|Grad(f +e\)| > [|Grad(f)]| — |le Grad(\)|| > ¢ —ec >0

Luego fi = f + €A no tiene puntos criticos en K. Fuera de K, tenemos que
A=0o0bien A =1, y asi Grad(\) = 0, de forma que

Grad(f) = Grad(f +e))

fuera de K. Los puntos criticos p; siguen siendo no degenerados pues

Th = 2T )
8.7}1'0.%]' b= 81‘2695] b
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Definicién 6.1.12. Sea (W, V, V1) una triada. Se define el nimero de Morse
de (W, Vp, V1) como

w(W, Vo, Vq) = m}n{#puntos criticos de f: W — [0, 1] funcién de Morse}

Notar que estd bien definido porque toda triada admite una funcién de Morse.

Observacién 6.1.13. Si u(W,Vp, Vi) = 0, entonces existe f : W — [0,1]
funcién de Morse sin puntos criticos. Por lo tanto, del teorema 3.1.29, tenemos
que W =V x I.

Definicién 6.1.14. En ese caso, a (W, Vj, V1) se lo llama cobordismo trivial
o producto.

Observacién 6.1.15. Supongamos que pu(W,Vp, Vi) >0y sea f: W — [0,1]
funcién de Morse que realiza el minimo. Por el lema 6.1.11, podemos tomar
a f de tal forma que f(p;) # f(p;) para todo p; # p; par de puntos criticos.
Sea ¢; = f(p;) (valor critico de f) numerado de forma creciente:

O0<ci<e<...<c <1

con r = u(W,Vy, V1). Sea ¢; < ¢, < ¢j41 valor regular para f y consideramos
las triadas

A (ORI e A OO A AT

con borde f~(¢)) [T f(cf; ) respectivamente. En cada una de estas triadas
la funcion tiene exactamente un punto critico.

Definicién 6.1.16. Una triada (W, Vp, V1) se llama cobordismo elemental si
admite una f : W — [0, 1] funcién de Morse con un dnico punto critico.

Por lo tanto hemos probado lo siguiente:

Proposicién 6.1.17. Toda triada (W, Vi, V1) con u(W, Vo, Vi) > 0 se factoriza
como composicién de cobordismos elementales.

Teorema 6.1.18. Si (W, Vp, V1) es un cobordismo elemental, entonces p(W, Vo, V1) =
1. Ademdas, el indice del puntos critico no depende de la funcion de Morse
elegida.

Demostracién. Basta probar que Hy(W, V) = 6,17Z, donde k es el indice del
Unico punto critico de una f : W — [0,1] de Morse. En este caso, como
H,(W,Vp) # 0, se tiene que u(W, Vp, Vi) # 0 (y por lo tanto u(W, Vp, V1) = 1)
y ademés Hy (W, Vj) es invariante de (W, Vp, V1), con lo cual el indice del punto
critico no depende de la f elegida.

Sea ¢ = f(p), donde p es el nico punto critico de la f. Como entre 0y ¢ — ¢
no hay puntos criticos, se tiene que W,._. ~ V4. Como después de ¢ no hay
puntos criticos, se tiene que W,.y. ~ W. Entonces

Hq(W7 VO) = Hq(WC+5, Wc—é) = Hq(Wc—6U6k7 Wc—é) = ﬁq(WC—suek/Wc—a) = I:Iq(Sk>
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donde usamos el teorema 3.1.33 en la segunda igualdad y que (W,_.Ue* W,_.)
es un “par bueno” (y por lo tanto la homologia del par es la homologia reducida
del cociente). O

Por el teorema anterior, tiene sentido hablar del indice de un cobordismo ele-
mental.

Definicién 6.1.19. Si (W, 1, V1) es un cobordismo elemental, su indice es el
indice del unico punto critico de una funcién de Morse f : W — [0, 1] (con un
Unico punto critico).

Ejercicio 6.1.20. Sean (W, Vp, Vi) y (W', V{,V3) dos triadas y sea h : Vi — V/
un difeomorfismo. Consideremos la triada (W U, W', Vp, V3). Entonces

p(W U, W', Vo, V3) < (W, Vo, Vi) + (W', Vi, V)

Observacion 6.1.21. Puede valer la desigualdad estricta:

Figura 6.3: Desigualdad estricta en el niimero de Morse

Veamos ahora la definicién de cirugfa y la relacién entre cobordismos elemen-
tales, cirugia y pegados de manijas.

Definiciéon 6.1.22. Sea M una variedad de dimensién m y sea n < m.
Supongamos que tenemos un embedding ¢ : S x D™~ — M. Hacer una n-
cirugfa a M es cambiar a M por M’ que se obtiene removiendo ¢(S"™ x D™ ")
y pegando en el 9(S" x D™ ") = §* x Sl = HDFL x Sl g
D"t x Smn—1 Es decir,

M' =M — (S x D7) U, D" x §™
Esta M’ es una variedad de dimensién n.
Ejemplo 6.1.23.
1.m=1,n=0, M =S" y tomamos S x D! como en la figura.
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7
T/

Figura 6.4: Le sacamos S x D! a S!

Entonces M’ = S! — ¢(SY x D) U, D! x SY = S'[[S! o bien M’ = S?
dependiendo de la orientacién de la ¢ que usamos para pegar.

Figura 6.5: Dos posibles cirugias dependiendo de la funciéon de pegado

2. m=2,n=1 Tomamos M =S?y ¢ : S' x D! - S? como muestra la
figura. Entonces M’ = S? ]S

Figura 6.6: Cirugia a M = S?

3. Paran =0y M = S?, lo que se obtiene es un toro o una botella de Klein
dependiendo de la orientacién.
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ToRo

POl ELLAe BE
KLEIN

Figura 6.7: Removemos dos discos de la esfera S? y obtenemos un toro o una
botella de Klein

4. Sim

<ny M =S™, entonces d(S™ x D) = D"+ x () = (), por lo que
M' = (.

S

M - Sﬂ‘n
Figura 6.8: Removemos una m-esfera de una m-esfera y nos queda vacio

Ejemplo 6.1.24. Para n < m, tenemos que

s™m — 8(Dm+1) — 8(]])71—&-1 % ]D)m—n)
= oD x D™ U DT X gD
— S x D™ Y Dn—i—l > Sm—n—l

De esta descomposicién, tenemos que S™ x D™~" C S™ es un embedding. Asi,
haciéndole cirugia a S™ con este embedding, obtenemos

M/ _ Dn+1 « Smfnfl U ]D)nJrl > Smfnfl = S" % Smfnfl

Sn xpm-—n

Definicién 6.1.25. (Suma conexa) Sean K y L dos n-variedades disjuntas.
Tomemos DY € K y Dy C L dos discos. Sea M = K][L y veamos a
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SY x D" = D U DY C M. Hacemos 0O-cirugfa y obtenemos

M' = K#L =M — p(S° x D?) UD" x " !
que es la suma conexa de K y L.

Veamos ahora la definicién de pegar manijas. Sea W una (m + 1)-variedad
con borde OW. Sea ¢ : S~ x D™~ <3 W un embedding. Consideramos
D! x D™~ cuyo borde es

a(Di % Dm—i-i—l) — Si—l % Dm—i—i—l U Di % Sm—i

Sea W' =W U, D¢ x D™+l Notar que la imagen de ¢ cae en OW, por lo
que W' es una variedad que se obtiene de pegarle a W el disco D? x Dm—i+!
en una parte del borde. Luego W' es una (m + 1)-variedad y su borde es

OW' = OW — (S x D™y uD? x g™
Notar que OW' se obtiene de W haciendo (i — 1)-cirugia.

Definicién 6.1.26. En la situacién anterior, decimos que W' se obtiene de
W adjuntdndole una i-manija

Ejemplo 6.1.27. Consideremos W = D? el disco en R? y tomemos S° x D*
incluido en el borde. Como D! x D! es un rectangulo, adjuntarle una 1-manija
a W la convierte en un anillo del plano.

& xD"
=D

(b) Obtenemos W' un

(a) W = D?, removemos :
anillo

S() % ]Dl

Sea Vj una variedad de dimensién m sin borde y supongamos que Vi es una
variedad que se obtiene de V) haciéndole una n-cirugia (y por lo tanto V; no
tiene borde). La traza de la cirugia que realizamos es una triada (W, Vp, V1),
donde W se obtiene de Vj x I adjuntédndole una (n + 1)-manija via

e:S"xD™ 5 Vo x1Co(Vp xI)

donde ¢ es el embedding de la cirugia. Entonces W es una (m + 1)-variedad
y su borde es OW = Vo) V1. A esta triada la llamamos la traza de la cirugia
de Vp a V7.
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Proposicién 6.1.28. Si una m-variedad V7 se obtiene de otra m-variedad Vj
haciendo una n-cirugia, entonces el cobordismo traza (W, Vp, V1) es elemental
de indice n + 1.

Demostracion. Ver | l. O

Proposicién 6.1.29. Sea (W, Vp, V1) un cobordismo elemental de indice k.
Entonces V; se obtiene de V) haciendo una (k — 1)-cirugia.

Demostracion. Ver | ] O

Corolario 6.1.30. (Descomposicién por manijas) Si M es una variedad cer-
rada, existe una sucesioén finita

pcM cM c...cM"=M
donde M? es una variedad que se obtiene de M*~! adjuntandole una j;-manija.

Ejemplo 6.1.31. Empezando por el vacio, adjuntamos una 0-manija D x D?

Si le adjuntamos una 1-manija se obtiene

y obtenemos

D' D'
~ &

Si le adjuntamos otra 1-manija obtenemos

B“Im“.
9~

Finalmente, adjuntdandole una 2-manija obtenemos

DD

056
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6.2 Teorema de h-cobordismo y aplicaciones

El teorema del h-cobordismo fue probado por Smale a principios de la década
del 60. La aplicacién mas importante de este resultado es la demostracion de
la Conjetura de Poincaré para dimensiones altas. En | | Milnor muestra
una demostracién del teorema utilizando esencialmente teoria de Morse y al-
gunos de los resultados que vimos en la seccién anterior (la demostracién de
Smale es en base a adjuncién de manijas). Comentaremos en esta seccién las
diferentes reformulaciones del teorema y veremos cémo puede ser aplicado para
la caracterizacién de discos y esferas y para probar la conjetura de Poincaré.
Para una demostracién completa del teorema y sus consecuencias remitimos
al lector al libro | ]-

Definicién 6.2.1. Un h-cobordismo es una triada (W, Vj, V1) tal que Vp, V; C
W son retractos por deformacion fuertes.

Teorema 6.2.2. (Teorema del h-cobordismo) Sea (W, Vy, Vi) una triada tal

que

1. Es un h-cobordismo
2. Vo es simplemente conexo

3. dimW > 6

Entonces (W, Vy, V1) es un cobordismo trivial. Es decir, W = Vi x I mediante
un difeomorfismo que deja fijo a V. En particular, Vo y V1 son difeomorfas.

Vamos a mostrar una reformulacién del teorema. Para eso necesitaremos los

siguientes resultados.

1. Dualidad de Poincaré para triadas: El siguiente teorema puede verse en
[ ], v es una generalizacién de la dualidad de Poincaré clésica que

vimos anteriormente.

Si (W, Vp, Vi) es una triada tal que W es orientable de dimensién n,
entonces para todo 0 < k < n,

Hy(W, Vo) = H" *(W, 1)

donde los coeficientes son en Z y Vi o V; podrian ser vacios.

Notar que si Vy = V4 = () entonces obtenemos la dualidad de Poincaré
clasica.

2. Toda variedad simplemente conexa es orientable.

3. Toda variedad se puede triangular. En particular, toda variedad es un
CW-complejo. Luego valen los teoremas clasicos de CW’s.
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4. Teorema de Whitehead: Si X e Y son dos CW-complejos simplemente
conexos y f : X — Y induce un isomorfismo f, : H.(X) — H.(Y) en
los grupos de homologia, entonces f es equivalencia homotépica. Para
una demostracién de este teorema clasico de topologia algebraica ver

[ J

5. Si N C M es una subvariedad, entonces existe una triangulaciéon de N tal
que N C M es un subcomplejo. En particular, la inclusién ¢ : N — M
es una cofibracion.

6. Sii: N — M es una cofibracién y una equivalencia homotdpica, en-
tonces es un retracto por deformacién fuerte.

Con estos resultados, podemos reformular el teorema de h-cobordismo.

Teorema 6.2.3. (Teorema del h-cobordismo) Sea (W, Vy, V1) una triada que
verifica lo siguiente:

1. H.(W, V) =0
2°. Vo y V1 son simplemente conexas
3. dimW > 6
Entonces W = Vi x I y el difeomorfismo fija a Vj.

Veamos que ambas formulaciones son equivalentes:

e Veamos que 1 y 2 implican 1’ y 2. Como Vy C W es un retracto por
deformacién fuerte, se sigue que H,(W,Vy) = 0. Por otro lado, V; es
simplemente conexo porque es homotdépicamente equivalente a Vj y este
lo es por hipétesis.

e Veamos que 1’ y 2/ implican 1 y 2. La inclusién i : Vy < W induce
isomorfismos en H, por 1’. Por Whitehead, ¢ es equivalencia homotdpica.
Ademas es cofibracién, por lo que i es retracto por deformacién fuerte.

Como W es simplemente conexo, es orientable. Luego se puede aplicar
la dualidad de Poincaré y concluir que H*(W,V;) = 0. Por el teorema
de coeficientes universales para cohomologia, H,(W,V;) = 0. Entonces
por el mismo razonamiento previo, deducimos que ¢ : Vi — W es un
retracto por deformacién fuerte.

Veamos ahora cémo aplicar el teorema del h-cobordismo.
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Caracterizacion de los discos suaves D" para n > 6

Teorema 6.2.4. Sea W wuna variedad compacta simplemente conexa de di-
mension n > 6 tal que su frontera OW es simplemente coneza (y en particular
no vacia). Son equivalentes:

1) W es difeomorfa a D"
2) W es homeomorfa a D™
3) W es contrdctil

4) W es aciclica

Demostracion. Es claro que 1) = 2) = 3) = 4). Veamos que 4) implica 1).

Sea D C W un n-disco embebido en W. Consideramos la triada (W —
D,0D,0W) y veamos que estamos en las hipétesis del teorema de h-cobordismo:

e 0D = S"! es simplemente conexo
e JW es simplemente conexo por hipétesis

o
e W — D es simplemente conexo por Van-Kampen: podemos descomponer
a W de la siguiente manera:

W =W -D)| D
oD

y por lo tanto
l=m(W)=m(W —-D) * m(D)=m((W —D) T 1=m(W—-D)
e Por escisién,

H.(W — D,0D) = H.(W,D) =0
donde H,(W, D) = 0 pues W y D son aciclicos.

Como estamos en las hipétesis del teorema, deducimos que W — D = dD x
I. Ademss, como W = (W — D)Jsp D vy el pegado es via una inclusién,
deducimos que W es un disco (es como ponerle una tapa a un cilindro). [

Conjetura de Poincaré para n > 6

Definicion 6.2.5. Una n-esfera twisteada es una variedad M = D, Uh Do
donde Dy y D3 son n-discos y h : 0D1 — 0D4 es un difeomorfismo.

Lema 6.2.6. Una n-esfera twisteada es homeomorfa a S™ (no necesariamente
difeomorfa).
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Demostracién. Sea M = Di|J;, D2 una n-esfera twisteada. Sea g; : D1 — S”
el embedding en el hemisferio sur. Sea g : D |J;, D2 — S™ la funcién definida
por

) six € Dy
g(z) = { sin (3t) g1 (R (v)) + cos (5t) (0,...,0,1) siz€ Dyyz=1tv
con 0<t<1,v€dDy

Dejamos como ejercicio comprobar que g estd bien definida y que es un home-
omorfismo. ]

Teorema 6.2.7 (Conjetura de Poincaré para n > 6). Sea M una variedad
cerrada de dimension n > 6 simplemente conexa y con la homologia de S™.
Entonces M es homeomorfa a S™.

Demostracion. Por el lema anterior, basta ver que M es una n-esfera twisteada.
Sea D € M un n-disco embebido en M. Veamos que M — D es difeomorfo
a D". Veamos que esta en las hipdtesis del teorema de caracterizacion de los
discos y que es aciclico.

e Se tiene la descomposiciéon M = (M — lo)) Ugp D. Por Van-Kampen,
M — D es simplemente conexa.

e La frontera es O(M — ﬁ) = 0D = S" !, y resulta simplemente conexa.

e Calculemos H,(M — lo)) Como M — D es simplemente conexa, es ori-
entable, y asi podemos usar la dualidad de Poincaré

Hy(M — D) = H" ¥(M — D,0D) = H* *(M, D) = H" *(M) = 6,07

donde la segunda igualdad es por escisién y la tercera porque D es
aciclico. Luego H.(M — D) = 0.

Por el teorema de caracterizacion de los discos, M — D= Dq. Luego M =
D1 Uy, D2, donde Dy = D'y h es el difeomorfismo que va de 9(M — D) a 0D;.
Luego M es una n-esfera twisteada. O
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Capitulo 7

Haces y prehaces y el teorema
de de Rham

7.1 Definiciones basicas

En este capitulo nos basamos en la exposicién de | | (ver también | ).

En lo que sigue supondremos que M es una variedad, pero muchos de los
resultados que enunciamos siguen valiendo para cualquier espacio topolégico
Hausdorff y paracompacto. Recordemos que esto tltimo es que todo cubrim-
iento por abiertos admite un refinamiento localmente finito, y que esto es
equivalente a la existencia de particiones de la unidad localmente finitas. En
general A denotard a un anillo conmutativo con unidad. Mas adelante le
pediremos que sea DIP.

Definicién 7.1.1. Un prehaz de A-mdédulos sobre M es un funtor contravari-
ante que va de la categoria de los abiertos de M con las inclusiones, que
notaremos O(M), a la categoria de A-médulos (a izquierda). Es decir,

1. Para todo U C M abierto, tenemos un A-médulo S(U).

2. Para todo U C V C M abiertos, tenemos morfismos de A-moédulos
puv : S(V) — S(U) que verifican

(a) puv = Ly
(b) puw = puv © pvw para todo U C V C W abiertos.

Notacién: S = {S(U), pyv}. A los morfismos pyy los llamaremos restricciones
y en general vamos a notar pyy(f) = f|y aunque pyy no sea una restriccién
especificamente.

Ejemplo 7.1.2. Para M variedad y A = R, tenemos que S(U) = C*>(U) con
puv las restricciones, es un prehaz. En general, para ¢ > 0 fijo podemos tomar
S(U) = Q4U) el R-mé6dulo de las g-formas diferenciables sobre U con pyy las
restricciones.
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Ejemplo 7.1.3. Para A un anillo cualquiera, podemos definir S(U) = A para
todo U y pyy = 1a4.

Ejemplo 7.1.4. Como en el ejemplo anterior pero las restricciones las defin-
imos por pyy =14 si U =V y 0 en otro caso.

Definicién 7.1.5. Sean Sy S’ prehaces de A-mdédulos sobre M. Un morfismo
¢ : S — 5" de prehaces es una familia ¢ : S(U) — S’(U) de morfismos de A-
modulos tales que oy (flu) = ¢v(f)|u para toda f € S(V)y U C V abiertos.
Es decir, el siguiente diagrama conmuta

S(V) 25 5'(V)

pUV PUv

S(U) 2 §'(U)

Decimos que ¢ es un isomorfismo si admite una inversa. Equivalente: ¢y es
un isomorfismo de A-mdédulos para todo U.

Definiciéon 7.1.6. Un prehaz de A-mdédulos S sobre M se dice completo si
para todo abierto U C M y para todo cubrimiento por abiertos {U; : i € I}
de U se verifican:

1. Si f; € S(U;) para todo i y filv,nu; = fjluinu; para todo i, j, entonces
existe f € S(U) tal que f|y, = fi para todo i.

2. Si f,g € S(U) son tales que f|y, = g|y, para todo 7, entonces f = g.

Observacién 7.1.7. Un prehaz completo es lo que muchos autores llaman un
haz.

Ejemplo 7.1.8.
1. S(U) = C*>(U) es completo.
2. S(U) =Q9(U) es completo para todo g.
3. S(U) = A con pyy = 14 para todo U, V, es completo.

4. S(U) = A con pyy = 0si U # V no es completo: tomemos dos abiertos
U,V distintos de M tales que M = U UV, entonces 1|y = 0 = 0|y y
lly =0=0|y, pero 1 #0 € A.

Definicion 7.1.9. Un haz de A-médulos S sobre M es una funcién continua
p:S — M (S se llama espacio étale) tal que:

1. p es un homeomorfismolocal.

2. Los stalks S,,, = p~1(m), con m € M, tienen estructura de A-médulo.
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3. Las estructuras algebraicas y topoldgicas son compatibles: si .S X7 S =
{(s,t) € S xS :p(s) = p(t)} (subespacio del producto), entonces la
suma + : S xS — S definida por +(s,t) = s+t y el producto por
escalares pg : S — S definido por pe(s) = a.s con a € A, son funciones
continuas.

Notar que la resta es una funcién continua. Observar también que en partic-
ular, p es sobreyectiva por definicién.

Ejemplo 7.1.10. Sean M y A cualesquiera y sea T" un A-mddulo. Podemos
ver a T como un espacio topolégico con la topologia discreta. Sea S = M x T
con la topologia producto y sea p : S — M la proyeccién. Entonces S es un
haz (trivial) con stalk T'.

Ejemplo 7.1.11. Haz (de gérmenes) de funciones diferenciables.

Sea M una variedad y sea A = R. Si m € M, consideramos C;y el conjunto
de gérmenes de funciones C* en m. Es decir, C2¥ = {[f] : f € C>®(U) con
m € U}, donde, si f € C¥(U) y g € C®(V) con m € UNV, decimos que
[f] = [g] si existe un entorno W C U NV de m tal que f|lw = g|w.
Sea S = [[,,ear Cov (como conjunto) y sea p : S — M la proyeccién, es decir,
p([f]lm) = m. Le damos a S la topologia generada por la siguiente base: para
cada U C M abierto y para cada f € C*(U), sea B(U, f) = {[f]m : m € U}.
Sea = {B(U, f) : U C M abierto, f € C*(U)}.
Notar que p|p(v,f) : B(U, f) = U es un homeomorfismopara todo U y toda f.
Notar que C;¥ =lim  C*(U).

—melU

Definicién 7.1.12. Seanp: S — M y p' : ' —M dos haces de A-mdédulos
sobre M. Un morfismo de haces ¢ : S — S’ es una funcién continua ¢ : S — S’
tal que p'o =py om = ¢|s,, : Sm — S, es un morfismo de A-mddulos para
todo m € M.

Probaremos que los haces son esencialmente prehaces completos.

Sea p: S — M un haz y sea U C M un abierto. Una seccién (local) de S en U
es una funcién f : U — S continua tal que pf = 1. Sea I'(S,U) el conjunto
de las secciones de S en U. Este conjunto tiene estructura de A-mddulo:

1. Sif,g € I'(S,U), definimos (f+g)(m) = f(m)+g(m) € Sy, param € U.
2. Siae Ay feI'(S,U), definimos (a.f)(m) = af(m) € S, param € U.

SiU= M,una f: M — S tal que pf = 1) se llama seccién global, y notamos
I'(S) =T(M, S) al A-médulo de las secciones globales.

Observacion 7.1.13. Notar que si f € T'(S,U) entonces f es abierta. Esto es
porque ser abierta es una propiedad local, p localmente es un homeomorfismo

ypf=1y.
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Sean f,g € T'(S,U) tales que f(m) = g(m) para algin m € U. Veamos que
existe un abierto V. C U tal que m € V' y fly = g|ly. Como f(m) = g(m) €
Sm, existe un abierto W C S tal que f(m) = g(m) € W y existe un abierto
W' C M tal que m € Wy plw : W — W’ es un homeo. Ademds podemos
suponer que W/ C U (si no, lo achicamos). Luego f(W') y g(W’) son abiertos
no disjuntos. Sea W = W N f(W') N g(W’). Entonces W es un abierto de
Sy f(m) = g(m) € W. Sea V = p(W). Entonces V es abierto, m € V' y
flv =p""pflv =p"'pglv = glv.

Supongamos que p : S — M es un haz de A-moédulos. Definimos el prehaz
a(S) de secciones locales de la siguiente manera:

o a(S)(U) =T(S,U)

e Si U C V son abiertos, entonces pyy : I'(S)(V) — T'(S,U) es la re-
striccién f — fly.

Por el lema del pegado de espacios topoldgicos, «(.S) resulta un prehaz com-
pleto.

Ahora supongamos que S = {S(U), puv}ucy es un prehaz de A-médulos
sobre M. Construimos 3(S) un haz sobre M. Para cada m € M, definimos

Sm =1lim  S(U). Entonces Sy, es un A-médulo. Sea E = [[,,crs
—meU

la topologia dada por la base B(U, f) = {[f]m : m € U}. Seap: E — M la
proyeccién p([f]) = m si [f] € Sp. Notar que p|pw,s) : B(U, f) — U es un
homeomorfismo, por lo que p es un homeomorfismo local.

S, con

Observacién 7.1.14. Sea ¢ : S — S’ un morfismo de haces. Se tiene a(yp) :
a(S) = a(S’) con a(e)(U) : a(S)(U) — «(S")(U) el morfismo f — ¢o f.
Luego a(p) es un morfismo de prehaces.

Observacién 7.1.15. Sean S,.S’ dos prehaces sobre M y sea ¢ : S — S’ un
morfismo de prehaces. Definimos 5(¢) : 5(S) — B(S’) como

B(W)m : S =1lim  SU) —lim  S'(U)
—meU —meU
el morfismo inducido en los colimites.

Se puede verificar que 3(1)) es un morfismo entre los haces 5(5) y B(5’).

Proposicién 7.1.16. Sea p : S — M un haz. Entonces f(a(S)) es isomorfo
as.

Demostracion. Definimos € : B(«(S)) — S de la siguiente manera: si €
B(a(S)m = h_r)n UF(S, U), entonces £ = [f] para alguna f € T'(S,U). Sea
€

m
e(§) = f(m) € S. No depende de la f elegida puesto que a £ lo tomamos en
el colimite.

Queda como ejercicio para el lector probar que € es un isomorfismo de haces.
O
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Observaciéon 7.1.17. Si S es un prehaz cualquiera sobre M, «(5(S)) no
es necesariamente isomorfo como prehaz a S, ya que a(5(S)) es un prehaz
completo mientras que S no es necesariamente completo.

Ejemplo 7.1.18. S(U) = A para todo U con pyy = 0 si U # V, entonces
a(B(S)) #S. Mas atn, a(B(S))(U) =0 # A.

Proposicién 7.1.19. Sea S un prehaz completo. Entonces a(3(S)) = S.

Demostracion. Definamos un morfismo 6 : § — «(5(S5)). Para cada U, ten-
emos que 0y : S(U) = a(B(9))(U) =T'(B(5),U). Sea f € S(U). Definimos
du(f)(m) = [flm € h_II)l VS(V) para todo m € U.

me

e § es monomorfismo: sea f € S(U) tal que [f]m = 0y = [0],, para todo
m € U. Debemos ver que f =0 € S(U). Por observacién previa, como
[f] = Oy, existe Uy, C U abierto tal que m € Uy, y flv,, = 0|v,,.- Como
U= UnecvUny flu,. = 0lv,, para todo m € U, por unicidad de la
completitud, tenemos que f = 0.

e 0 es epimorfismo: sea g € I'(8(S),U) una seccién. Veamos que existe
f € S(U) tal que oy(f) = g. Es decir, para cada m € U, queremos
que 5y(f)(m) = [flm = g(m). Para cada m € U, g(m) € B(S)m =
li_r>nm€VS(V). Luego g(m) = [fm] con fp, € S(Vy,), donde V,,, C U es un
abierto que contiene a m.

Para cada m tenemos V,,, v fr, € S(Vin). Ademas, fi|v.,Av, = folv,.av,-

Luego existe f € S(U) tal que f|y,, = fm para todo m. Por construccion,
ou(f) =g

O]

Vamos a definir ahora el producto tensorial de haces y prehaces. Notaremos,
para simplificar, ® = ® 4 (el producto tensorial sobre A).

Definicién 7.1.20. Sean S y S’ dos prehaces de A-médulos sobre M. Defini-
mos el prehaz S® S’ de A-médulos sobre M como (S® S')(U) = S(U)®S'(U)
Y POV = Py @ Py

Sip:S =Ty :S — T son dos morfismos de prehaces, tenemos ¢ ® ¢’ :
S®S"— T ®T un morfismo de prehaces definido por (¢ ® ¢')u = pu ® ¢J;.

Definicién 7.1.21. Seanp: S — M y p' : S’ — M dos haces sobre M. Defin-
imos el producto tensorial de S por S’ como el haz S ® S" = S(a(S) ® a(S")).
Es decir, tomamos los prehaces asociados, tensorizamos y luego tomamos el
haz asociado al producto tensorial.

Ejercicio 7.1.22. (S® 5") = Sm @ S),,.
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Observacion 7.1.23. Sea A el haz constante A (es decir, se corresponde con
la proyeccién p : M x A — M). Entonces S ® A = S para todo haz S.
Esto es porque si f € T'(A,U), entonces 1y = po f =m0 f = f1, por lo
que f(u) = (u, fa(u)). Como A tiene la topologia discreta y fo : U — A es
continua, entonces debe ser constante. Luego a(A)(U) =T(A,U) = Ay las
restricciones son los morfismos identidad. Asi, a(A) resulta el prehaz trivial,
por lo que S ® a(A) = S para todo prehaz S.

Notar que, en general, dado un haz p : S — M, no necesariamente se cumple
que S sea Hausdorff.

Ejemplo 7.1.24. Sea M = R y sea S el haz de funciones continuas sobre R.
Es decir,
S,=C%=1lm C°%U)

— x€U

Sean f =0y ¢g: R — R la funcién

0 siz<0
g(z) = ,
r sixz>0

Entonces [flo # [g]o. Sin embargo no podemos separar a estos puntos en S,
ya que si [f]o € B(U,h), donde h € C°(U) entonces [f]o = [h]o, por lo que
existe un abierto W C U tal que 0 € W'y f|w = h|w. Supongamos que [g]y €
B(V,i). Luego tenemos un abierto W/ C V tal que 0 € W'y glw = i|lw.
Sea A=W NW'N(—00,0). Es claro que este abierto A es no vacio, por lo
que podemos tomar un elemento x de A. Como h|g = fla = 0= g|la = i|a,
concluimos que [h|, = [i]; y en particular B(U, h) N B(V,i) # 0.

7.2 Sucesiones exactas de haces

Definicién 7.2.1. Sea p: S — M un haz de A-médulos sobre M. Un subhaz
es un subespacio abierto R C S tal que para todo m € M, R,, C S;, es un
A-submédulo.

Observacién 7.2.2. Si R C S es un subhaz, entonces p|r : R — M es un haz
de A-médulos sobre M.

Definicion 7.2.3. Sip: S — M es un haz, la seccion cero es la seccion global
f: M — S tal que f(m)=0,, € S, para todo m € M. Es decir, f € ['(S) es
el cero de este A-modulo. Llamamos seccion cero “0” a la imagen de esta f.

Notar que la seccién nula f es abierta, y que por lo tanto su imagen “0” es un
abierto de S.

Definicion 7.2.4. Sea ¢ : T'— S un morfismo de haces. Se define el nticleo
de ¢ como el conjunto Ker(p) = o~ 1(“0”).
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Ker(¢) C T es un subhaz: es abierto y en cada fibra es un submdédulo.

Definiciéon 7.2.5. La imagen de un morfismo de haces ¢ : T — S es el
conjunto Im(yp) = ¢(T) C S con la topologia subespacio.

Ejercicio 7.2.6. La imagen de un morfismo de haces es un subhaz del codo-
minio.

Definicion 7.2.7. Sea S un haz sobre M y sea R C S un subhaz. Definimos
el haz cociente S/R de la siguiente manera. Para cada m € M, (S/R),, =
Sm/Rm, por lo que S/R = U,,car Sm/Rm. Tenemos una proyeccién ¢ : S —
S/R tal que q(zm) = Tm € Spm/Rm. Le damos a S/R la topologia cociente
respecto de esta aplicacion.

Observacién 7.2.8. Notar que p: S — M induce una p: S/R — M tal que

P(Tm) = m si p(xy,) = m.
Ejercicio 7.2.9. p: S/R — M es un haz.
Definicion 7.2.10. Una sucesion exacta de haces de A-mddulos sobre M es

una sucesion

n41

...—>Sn<p—">Sn+1¢—> Sny2 — ...

de haces sobre M, con ¢, morfismo de haces tal que Im(y,) = Ker(p,+1)
para todo n.

Observacién 7.2.11. La sucesién
e S S T S
es exacta si y solo si para todo m € M
= (Sn)m = (Snt1)m — (Snt2)m — - -
es una sucesion exacta de A-médulos.

Sea ¢ : S — T un morfismo de haces de A-mddulos sobre M. Tenemos un
morfismo de A-mddulos ¢, : I'(S) — I'(T") dado por ¢« (f) =¢o f.

Ejercicio 7.2.12. Sea 0 — S 5 & £ §” — 0 una sucesién exacta corta de
haces de A-médulos sobre M. Entonces

0 s T(S) &5 T(S) % 1(S")

es una sucesién exacta de A-modulos.

Notar que en general un epimorfismo de haces ¢ : S — T no induce un
epimorfismo ¢, : I'(S) — I'(T") a nivel de A-mdédulos.
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Ejemplo 7.2.13. Sea M cualquiera y sea S = A = M x A el haz trivial. Sean
x ey dos puntos distintos de M. Definimos T;,, = 0sim # z,y y T, = A =T,,.
Le damos a T' = |,,, T)» la tnica topologia posible para que sea un haz.

Sea ¢ : S — T el morfismo definido en los stalks como ¢, : S, — T, la
funciéon ¢, = 0sim # 2,y y om = 14 si m = z o y. Entonces ¢ es un
epimorfismo. Sin embargo, I'(S) = A, I'(T) = A® A y el morfismo inducido
s : I'(S) = I'(T") se corresponde con el morfismo A - A® A que mapea a en
(a,a), el cual no es epimorfismo.

Comop:S— Myp :T— M son homeomorfismos locales, un epimorfismo
entre estos haces siempre induce un epimorfismo localmente.

Definicion 7.2.14. Sea ¢ : S — S un endomorfismo de haces sobre M.
Se define el soporte de ¢, que notamos por Supp(y), como la clausura del
subconjunto de puntos x € M tales que ¢, : S, — S, no es el morfismo nulo.

Definicion 7.2.15. Sea p : S — M un haz de A-moddulos sobre M. Sea
(Ui)ier un cubrimiento por abiertos localmente finito de M. Una particién de
la unidad de S subordinada al cubrimiento (U;);cs es una familia de endomor-
fismos ¢; : S — S tales que:

1. Supp(y;) C U; para todo i € I.

2. Zie] v; = 1g

Definiciéon 7.2.16. Un haz p : S — M se dice fino si todo cubrimiento por
abiertos localmente finito de M admite una particién de la unidad subordinada
a él.

Ejemplo 7.2.17. Sea M una variedad diferenciable y sea S el haz de gérmenes
funciones diferenciables en M. Veamos que S es fino.

Sea (U;)icr un cubrimiento por abiertos localmente finito de M. Sea (v;);
una particién de la unidad en M subordinada al cubrimiento (U;);. Es decir,
1 : M — R es diferenciable, Supp(;) C U; para todo iy >, ¢; = 1.

Para cada abierto U C M, se tiene una funcién @; : C*°(U) — C*>°(U) dada
por f + i|y.f. Entonces Supp(p;) C U; para todo iy Y ;@i = leeo(ry. Sea
i = B(¢i) la hacificacién. Esta familia de funciones verifica lo pedido.

Teorema 7.2.18. Sea ¢ : S — T un epimorfismo de haces de A-mddulos
sobre M tal que Ker(y) es un haz fino. Entonces ¢, : T'(S) — I'(T) es un
epimorfismo de A-modulos. FEquivalentemente, si0 - R — S — T — 0 es
una SEC de haces y R es fino, entonces 0 — I'(R) — I'(S) = I'(T") — 0 es
una SEC de A-mddulos.

Demostracion. Sea ¢ : S — T un epimorfismo y sea f € I'(T). Es decir,
f: M — S es una funcién continua tal que p'f = 1p7, donde p: S — M y
p' : T — M son los haces. Veamos que existe g € I'(S) tal que pog = f.

90



Gabriel Minian - Kevin Piterman

Como p y p’ son homeomorfismos locales, p'f = 1,, vy p'¢ = p, existe un
cubrimiento por abiertos (U;); de M y secciones locales g; € I'(.S, U;) tales que
o g; = flu, para todo 1.

Como M es paracompacto, podemos suponer que este cubrimiento es local-
mente finito.

Dados 4,j € I, el problema que tenemos es que g;|v;nu; # gjlu;nu; en general,
por lo que no podemos simplemente pegarlas a todas.

Para cada 4,j € I, definimos g; j : U; NU; — S como g; ; = gilv,nu; — 95lusnu;-
Entonces g; j € I'(S,U; N Uj). Para i, j, k € I, se tiene que g; ; + g = gi ) en
U; NU; NUj,. También notar que

© 0 gij=wogilunu; — o gjluinu; = fluinu; — fluinu, =0

Luego g;; € I'(Ker(y),U; N Uj) (son secciones de Ker(y)). Como Ker(y)
es fino, existe {l;};c; particién de la unidad subordinado a (U;);, con I; :
Ker(¢) — Ker(y), Supp(l;) C U; para todo i,y Y . l; = 1.

Sea i € I fijo. Para cada j consideramos [; o g; ;. Como g; ; € I'(Ker(y), U; N
Uj), se sigue que [ 0 g; ; € I'(Ker(y),U; N Uj). Extendemos [ o g; ; a todo
U; definiéndolo como 0 en U; — Uj. De esta manera, [; o g; ; € I'(Ker(y), U;).
Definimos g; = >_,1;0g;; € I'(Ker(p),U;). Sean i,j € I. En U; NU; tenemos

Gi—95=> kogix— Y ogin=> ko(gir—gix) =Y lkogij=0i;
k k k k

Por definicién de g; j, concluimos que
/ /
9, —9;=9i—9j
Es decir, en U; N U; vale que
9i =9 =9 — 9

Con esto podemos definir g € T'(S) como g|ly, = ¢; — g,. De lo anterior
concluimos que g esta bien definida, se pega bien y

(pog)ly,=¢o(gi—g;)=vogi—pog,=¢og=flu
Por lo tanto ¢ o g = f. O

En adelante, A es un DIP. Recordar que un A-mdédulo M no tiene torsién si
y solo si es playo. Ademds, vale lo siguiente: si 0 - N — N’ — N” — 0 es
una SEC y N” es playo, entonces para todo M

0MIN—-MN - MxN"—=0
es exacta.
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Observacion 7.2.19. Sean S, T haces sobre M. Si S o T es fino, entonces
S®T es fino. Si (g;); es una particién de la unidad en S subordinada a (U;);,
tomamos ¢; ® idp, que resulta una particién de la unidad subordinada a (Uj;);.

Definicion 7.2.20. Un haz S sobre M se dice sin torsién si para todo m € M,

S, es sin torsion.

De todo lo anterior, se deduce el siguiente resultado (recordar que A es un
DIP):

Proposicién 7.2.21. Sea 0 — S’ —+ S — S§” — 0 una SEC de haces de
A-moédulos sobre M. Sea T un haz sobre M.

1. Si T o S” es sin torsion, entonces
08T —>S®T—S5"®T—0
es una SEC de haces.
2. Si ademéds T o S’ es fino,
0=-TS"T)=>T(SeT)—>T(S"®T) =0

es una SEC de A-mddulos.

7.3 Teoria de cohomologia de haces
Definicion 7.3.1. Sea S un haz sobre M. Una resolucién de S es una sucesion
exacta de haces sobre M:

0595 —->C"s0Cl 0% —. ..

La resolucién se dice fina (resp. sin torsién) si los C* son finos (resp. sin

torsion).

Definicién 7.3.2. Sea A = M x A el haz constante A (notar que A = 5(A)
con A el prehaz fl(U) = Ay pyyv =idy para todo U C V). Supongamos que
tenemos una resolucién finta y sin torsién de A.

05 A0t — ...
Sea S un haz sobre M. Consideramos la sucesion:
0-C"S—>C'esS—>C?’®08 — ...

que resulta un “complejo de haces”. Tomamos las secciones globales y obten-
emos un complejo de cocadenas de A-mddulos:

0-T(C"®8) =»T(C'®8) =T(C*®8) — ...
Definimos la cohomologia de M con coeficientes en S como los A-mddulos

HY(M,S) := H(I'(C*® S)), VYqg>0
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Un morfismo de haces sobre M, ¢ : S — S’ induce un morfismo en los comple-
jos gy : T(C*®S) — I'(C*®S5’) y por lo tanto un morfismo a nivel cohomologia
o« HY(M,S) — HY(M, S") para todo ¢ > 0.

Observacion 7.3.3. Supongamos que tenemos una SEC de haces
05 —=8—=5" -0

Entonces para todo i tenemos una SEC de A-mddulos
0-I(C'®8)=T(C'®8) -T(C"®85") =0

pues los C? son finos y sin torsién. Esto nos da una SEC de complejos
0-T(C*"®8)=T(C*®S)=>T(C*®S5") =0

Entonces se tiene una sucesién exacta larga en las homologias

... HY(M,S') — HY(M,S) — HY(M,S") % HIM (M, S') = ...
donde 0 es el morfismo de conexién para todo ¢ > 0.

Definiciéon 7.3.4. Una teoria de cohomologia H sobre M con coeficientes en
haces de A-médulos consiste de:

e A-médulos H4(M, S) para todo ¢ > 0 y para todo S haz de A-médulos
sobre M.

e Para cada morfismo de haces ¢ : S — S’, se tienen morfismos de A-
mdédulos inducidos ¢, : H1(M, S) — HI(M, S") para todo ¢ > 0.

e Para toda SEC de haces 0 — S" — S — S” — 0, se tiene un morfismo
de A-médulos

d:HIM,S") — HITH (M, S

que llamamos morfismo de conexién, para todo g > 0, tal que la siguiente
sucesion es exacta:

MM, S') — HUM, S) — HI(M, S") S 1M, S — ...

Ademas, pedimos que:

a) Exista un isomorfismo natural H°(M,S) = I'(S) para todo S. Es decir,
para todo ¢ : S — §’, tenemos un diagrama conmutativo

HO(M, S) =~ T(S)

J¢- |+

HO(M, §') = T(S")
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b) Si S es fino, H4(M,S) = 0 para todo ¢ > 1.

¢) La asignacién que a cada morfismo de haces ¢ : S — S’ le asigna los
morfismos ¢, : H4(M, S) — HI(M, S’), es funtorial.

d) La sucesién exacta larga del morfismo de conexion es natural.

Ejemplo 7.3.5. Sea 0 -+ A — C° — C!' — ... una resolucién fina y sin
torsiéon de A. Entonces H?(M,S) := HYT(C* ® S)) define una teoria de
cohomologia con coeficientes en haces. Para ver esto, solo restaria chequear
los items a) y b). Concretamente, queremos ver que:

a) HY(M,S) =T(S) es natural
b) HY(M,S) =0 para todo ¢ > 1 su S es fino

Tenemos 0 — A — C% — C! — ... una resolucién fina de A. Sea K? =
Ker(C? — C*1) para todo ¢ > 0. Luego tenemos una SEC

0 KI—Cl— K™ -0

para todo ¢ > 0. Como K? C C? es un submoddulo y C? no tiene torsion,
concluimos que K9 es sin torsion para todo ¢ > 0. Tenemos entonces una
SEC de haces

0-Ki®S—-C'9S K™ gs -0

Notar que K7® S = Ker(C1® S — Ci*!1 ® S). Aplicamos el funtor I':
0-T(K'®S)=»T(C'®8) - T(K™ @ 58)

esta sucesion es exacta, aunque no sabemos si la dltima flecha es epimorfismo
pues K7 ® S podria no ser fino. Entonces I'(K?® S) = Ker(I'(C? ® S) —
['(C1 ® 8)). Esto nos dice que

'K S)
Im(I'(C11®S) - T(C1® S))

HY(M, S) = HY(T(C* ® S)) =

Para ¢ = 0, tenemos que
H(M,S)=T(K'® S)=T(A® S) =T(S)

y este isomorfismo es natural. Esto prueba el inciso a).

Cuando S es fino, nos queda una sucesion exacta
0-T(K'®8) »T(C1®8) »T(K™®S) -0

y de esta manera, tenemos que

, - NK?® S) (K1 S)
HY(M,S) = Im(I(Cr1®sS) T (Ciws) TI'(KI®S) ’
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Definicién 7.3.6. Sean H y H’ dos teorias de cohomologia sobre M con
coeficientes en haces de A-médulos. Un morfismo 7 : H — H' consiste de una
familia de morfismos de A-médulos ng @ HI(M,S) — H'Y(M,S) para todo
q > 0 y para todo haz S sobre M, tales que

1. 77% va estd determinado, pues debe conmutar el siguiente diagrama:
HO(M, S) =—T(S)
o
HO(M, ) =—=T(5)

2. Para todo morfismo de haces ¢ : S — T, tenemos un diagrama conmu-
tativo
HI(M, ) —2> HI(M,T)

b
H'9(M, S) —=~ H'9(M, T)
para todo ¢ > 0.
3. Para toda 0 — S’ — S — §” — 0 SEC de haces, tenemos una diagrama
conmutativo
HI(M, S") —L= o+ (M, )
lng// lngjl
H/q(M, Sl/) i_ qu-ﬁ-l (M, Sl)
para todo ¢ > 0.

Definicién 7.3.7. Un isomorfismo 7 : % — H' es un morfismo tal que ng es
isomorfismo para todo ¢ > 0 y para todo S.

Sea S un haz sobre M. Sea I'y el prehaz de secciones discontinuas. Es decir,
sip:S — M es un haz, definimos

L4(U) ={f € Fun(U,S) : pf = 1u}

De forma analoga a como hicimos con las secciones continuas, el conjunto
I'4(U) resulta un A-mdédulo para todo U abierto de M. Las restricciones son
las restricciones de conjuntos.

Sea Sy = (') la hacificacién. Veamos que Sy es fino. Sea (U;);e; un cubrim-
iento localmente finito por abiertos de M. Sea (V;); un refinamiento tal que
V; C U; para todo i. Esto se puede hacer pues M es paracompacto y Tb.

Para cada z € M, elegimos un i, € I tal que «x € V;,. Definimos ¢; : M — A
(no necesariamente continua) como

1 sii=i,
pi(r) = L
0 sii##iy
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Es claro que Supp(y;) C U; y que ), ¢; = 1.
Sean I; : T'4(U) — T'4(U) los morfismos de prehaces definidos por

Li(f)(x) = pi(z) f(z)

Entonces szz =idy Supp(l;-) C U; para todo i. Sean I; = ﬁ(l;) 1Sy — Sy
para todo i. De esta manera, » ;l; = id y Supp(l;) C U; para todo i. Esto
concluye la demostraciéon de que Sy es fino.

Ahora veamos que existe un monomorfismo de haces 0 — S — Sp. Sabemos
que S = B(a(S)), es decir, S es la hacificacion del prehaz de secciones contin-
uas. Si g € S, entonces existe f € I'(S,U) con U un abierto de M y m € U
tal que g = [f]m. Luego a esta g le hacemos corresponder [f],,. Notar que
si f € T'(S,U), entonces f € T'y(S,U). Esto nos da un monomorfismo bien
definido de S a Sp.

En definitiva, dado un haz S se tiene una SEC de haces
0—8—S)—8/S=85—0
donde Sy es fino.

Teorema 7.3.8. Sean H y H' dos teorias de cohomologia sobre M con coefi-

cientes en haces de A-mddulos. Entonces existe un unico morfismo n : H —

H'.

Demostracion. Dado S un haz sobre M, consideramos la SEC de haces
0—+S—>S—S5—0

con Sy fino. Si existiera un tal ), deberia cumplir:

a) El siguiente diagrama conmuta:

HO(M, S) = I'(S)

HO(M, §) =—=T(S)
Esto nos dice que 77% existe y es Unico para todo S.

Una vez que tenemos 17% para todo S, consideremos la sucesién exacta larga:

T'(So) I'(S) —% HY (M, S) —=H(M, So) =0

|
\Lno ino 3!

I'(Sy) r(s) —2 H’l(sz, S) ——=H"Y (M, Sp) =0
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Luego el né existe y es Unico pues son epimorfismos y el diagrama debe con-
mutar. Este mismo razonamiento podemos repetirlo para g > 1:

0 = HU(M, Sy) — HI(M, §) —2= HI+ (M, §) —= HIH (M, Sp) = 0

s

0 = HUM, Sy) — H'I(M,S) —ZL H+1 (M, §) — H'9+ (M, Sp) = 0

Por lo tanto existe un tinico 77?9+1~ Esto prueba la unicidad.

Falta ver que este n verifica las naturalidades. Pero esto es seguir las flechas y
hacer los diagramas correctos. Para una demostracién completa ver | ].
O

Corolario 7.3.9. Si H y H’ son dos teorias de cohomologia sobre M con
coeficientes en haces de A-mddulos, entonces existe un tnico isomorfismo H =

H.

Ejercicio 7.3.10. Sea S un haz sobre M ysea 0 — S — C% = C! — ... una
resolucion fina de S. Podemos considerar el complejo

0—TI(C% —=T(C) = T(C* — ...
que notamos por I'(C*). Entonces HY(M, S) = H{(T'(C*)).

El objetivo es ahora definir, en término de haces, varias cohomologias cono-
cidas. Por el teorema 7.3.8, todas las cohomologias resultaran isomorfas. En
particular obtenemos el resultado de de Rham (que la cohomologia de de Rham
de una variedad es isomorfa a la cohomologia singular con coeficientes en R).
Varias de las construcciones se pueden pensar para espacios topolégicos Haus-
dorff y paracompactos, pero en general tendremos en mente a las variedades.

Recordemos que trabajamos con coeficientes en un DIP.

Comencemos recordando la cohomologia de Alexander-Spanier.

Definiciéon 7.3.11. Sea G un A-médulo. Para p > 0, consideramos el con-
junto CP(M,G) de todas las funciones f : MP*! — G. Este es un A-médulo
con la estructura heredada de G. El diferencial d : CP(M,G) — CPTY(M, G)
esta dado por

p+1
df (xo, .., 2py1) = D (1) (20, .., &is .., Tpy1)
=0
De esta manera, (C*(M,G),d) resulta un complejo de cocadenas.
Ahora consideremos para cada p > 0 el submédulo C} (M, G) de CP(M, G) que
consiste de las f € CP(M, Q) tales que para todo m € M, [f], = 0 (es decir,
C*(U,G), con los
meU

U C M abiertos. O sea, f € CH(M,QG) si y solo si para todo m € M existe

f es localmente cero), donde [f],, es la clase de f en h_II}
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un entorno U C M de m tal que f|yp+1 = 0. Es claro que C5(M,G) es un
submédulo de CP(M, G) y que el diferencial se restringe bien. Consideramos
el complejo V(M. G)

Yol P(M,

C'(M,G) = W
con el diferencial d anterior pasado al cociente. Se define la cohomologia de
Alexander-Spanier de M con coeficientes en G como

HY_4(M,G) = HY(C'(M.G))

Definamos HY_¢(M,G) en término de haces.

Dado G un A-mddulo, consideramos G el haz constante G. Es decir, p : M X
G — M donde G tiene la topologia discreta. Construimos una resolucién fina
y sin torsién de A de la siguiente manera. Definimos para cada p un prehaz de
A-médulos AP(M,G) = {AP(U) = CP(U,G), puv(f) = flyp+1}. Parap > 1,
resulta que AP(M, G) no es completo porque falla la unicidad. Concretamente,
siU=J;Uiy fi € AP(U;) para todo i son tales que fi|lv,nv; = fjlu,nu, para
todo i, j, entonces existe f € AP(U) tal que f|y, = fi para todo i, pero no es
tnica, ya que puedo definir la f en UP! — U, U? *1 como quiera. Para cada
p > 1, definimos AP(M,G) = B(AP(M, @)) la hacificacién de AP. De manera
andloga a como hicimos antes, tenemos morfismos de prehaces d : AP — APTL,
Estos inducen un morfismo d : AP(M,G) — APTL(M,G). Ademss es facil ver
que d? = 0.

Asi, cuando G = A tenemos una sucesion
0—A— M, A) S AN M,G) S ...

Proposiciéon 7.3.12. La sucesién anterior es una resolucion fina y sin torsion

de A.

Demostracion. Dividimos la demostraciéon en tres pasos.

1) AP(M, A) es sin torsién: si a[f] =0y a # 0, entonces (a.f)(zo,...,2zp) =0
para todo (xg,...,zp) € UPtL. Como A es un dominio integro, concluimos
que f|yp+1 = 0, por lo que [f] = 0.

2) AP(M, A) son finos: sea (U;); un cubrimiento localmente finito de M. Sean
i + M — A una familia tal que ¢;(z) = 1 si i = i, y 0 si no, donde para
cada x € M fijamos un i, tal que x € U;,. Entonces ), ¢; = 1 y Supp(y;) C
U; para todo 4. Definimos I; : AP(U) — AP(U) como I;(f)(xo,...,xp) =
©i(x0) f(xo, . .., xp). Entonces los I; son endomorfismos, Supp(l;) C U; para
todo i y 3, 1; = 1. Luego los I; inducen morfismos I; : AP(M, A) — AP(M, A)
los cuales son una particién de la unidad subordinada a (U;);.

3) Es una resolucién: tenemos que ver que es exacto. Como d? = 0, resta
ver que Ker(d) C Im(d). Para ello, basta con verlo a nivel de prehaz: si
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f € AP(U, A) es tal que df = 0 queremos ver que existe g € AP~1(U, A) tal que
dg = f. Fijemos un « € U y definamos g : U? — A como g(zo,...,zp—1) =
f(z,zo0,...,2p—1), que cumple lo pedido. O

Observacién 7.3.13. HY(M,S) = HI(I'(A*(M,A) ® S))
Sea G el haz constante G. Consideremos la sucesion
0—G— AM,G) - A (M,G) — ...
Esto es una resolucion fina sobre el haz G. Entonces H4(M,G) = HY(I'(A*(M, G))).
Veamos que HY_o(M,G) = H1(M,G).

Lema 7.3.14. Sea S = {S(U), puv} un prehaz de A-médulos sobre M que
cumple existencia del pegado. Sea S el haz asociado. Consideremos So(M) C
S(M) el submédulo de las f € S(M) tales que [f],, = 0 para todo m € M.
Entonces se tiene una SEC de A-mdédulos

0— So(M) — S(M) L T(S) =0
donde v(f)(m) = [flm.

Demostracion. Es claro que Ker(y) = So(M). Luego solo hay que ver que v es
epimorfismo. Sea t € I'(S). Por definicién, ¢t : M — S es una funcién continua
tal que t(m) € hglmEUS(U). Luego t(m) = [fm], donde f,, € S(Uy,) para
algin entorno U, de m. De esta manera, existe un cubrimiento por abiertos
(U;); localmente finito de M con f; € S(U;) y tal que v(f;) = t|y, para todo i.

Tomemos (V;); un refinamiento de (U;); tal que V; C U; para todo i. Para
cadam € M, sea I, = {i € I : m € U;}. Luego I, es finito para todo m.
Consideremos un abierto W, alrededor de m tal que:

1. W, NV, =0 para todo j ¢ I,.
3. filw,. = fjlw,. para todo i,j € I, (esto se puede porque v(fi) = t|y,)

Llamamos f,, = filw,, € S(W,,) para todo m € M. Sean m,n € M. Veamos
que fm|w,.ow, = falw.rw,. Sip € W, N Wy, entonces I, C I, N I,. Luego
si i € Ip, tenemos que

Il Wnnw,, = filwimown = folwnow,

Por lo tanto las ( fm)m se pegan bien, y como M = J,, Wi, con f, € S(Wp,),
existe f € S(M) tal que f|w, = fm para todo m. Esta f cumple que v(f) =
t. O

Corolario 7.3.15. HY (M,G) = H(M,G)
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Demostracion. H% _¢(M,G) = H1(C"(M,G)) y HY(M,G) = HY(T'(A*(M,Q))).
Como AP(G) cumple con las hipdtesis del lema, tenemos una SEC

0— CH(M,G) = A(M,G) - AP(M,G) — I'(A*(M,G)) = 0
O sea, [(A*(M,G)) = C" (M, G) son complejos isomorfos. O

Pasamos ahora a definir la cohomologia de de Rham en término de haces.
Sea M una variedad diferenciable. Dado ¢ > 0, para cada abierto U con-
sideramos Q4(U), las ¢-formas diferenciales en U. Esto define un prehaz de
R-espacios vectoriales sobre M, Q7 = {Q4(U), puv }ucvcm, donde pyy son
las restricciones de las formas.

Notar que €29 es un prehaz completo para todo ¢ > 0 por el pegado de formas.

El diferencial d : Q9 — Q9+ resulta un morfismo de prehaces.

Sea Q¢ la hacificacién de Q4. Para m € M, se tienen los stalks

Q4 =lim  QUU
m=lim _ (U)
Sea R el haz constante R. Se tiene una sucesién de haces de R-espacios vec-
toriales sobre M:
0-R—-Q" 5O 0% = ..
Recordar que la primera flecha es la que manda un elemento a al germen de
la funcién constante a.

Proposiciéon 7.3.16. La sucesién anterior es una resolucion fina y sin torsion

de R.

Demostracion. Es claro que son sin torsiéon dado que son R-espacios vecto-
riales. Para ver que es fina, tomemos un cubrimiento por abiertos (U;);
localmente finito de M. Entonces existe una particién de la unidad (¢;);
de funciones C* sobre M. Cada ¢; induce para todo ¢ un endomorfismo
I : QI(U) — QI(U) dado por I;(w) = p;w. Entonces ", 1; = 1y Supp(l;) C U;
para todo i. Estas inducen una familia {/;}; que es una particién de la unidad
en Q4.

Finalmente veamos que es una resolucién. Para ello debemos ver que para
todo m € M, tenemos una sucesién exacta

0—=Ry =00 QL — ...
Esta sucesién es en realidad la siguiente sucesion:
0—-R—=lim Q'U)—lim QY U)—...
—rmeU —meU

Como las bolas son cofinales, podemos restringir los colimites a las bolas. Por
el lema de Poincaré, que vimos en el Capitulo 4, si U es una bola, entonces

0—-R—=QU)—-QU)—...

es exacta. Al pasar al colimite, queda exacto. O
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Corolario 7.3.17. HY(M,R) = HY(T'({)*)).

Proposicién 7.3.18. HI(M,R) = H{o(M) (la cohomologia de de Rham de

Demostracion. Como los 29 son prehaces completos, hay un isomorfismo nat-
ural Q4 = I'(Q9). Luego Q4(M) = T'(Q9) para todo ¢ > 0. Ademés la d sigue
siendo la misma. O

Hasta el momento, por unicidad de teoria de cohomologia sobre M con coe-
ficientes en haces de A-mdédulos, para A = R, M variedad y S = R, tenemos
que

Hy s(M,R) = Hgp(M)

Ahora nos concentramos en la cohomologia singular y singular C*.

Sea M una variedad. Denotamos S,(M) al Z-médulo libre con base las fun-
ciones continuas ¢ : A? — M, donde A? es el g-simplex estandar. Sea
§ 1 Sq(M) — Sq—1(M) el morfismo que en cada elemento de la base estd

definido por
q

8(0) =D (=1)'0ljug, ..1,...0q)

i=0
Es decir, la suma alternada de la restriccién de o a las distintas caras del
simplex. Es claro que 62 = 0. La homologfa singular de M con coeficientes en

7 es la homologia de este complejo
H) (M) == Hy(S.(M))

Anidlogamente, tomando los o : A? — M diferenciables en vez de contin-
uos, definimos el complejo singular C>* de M, que notamos por S;°(M) y la
homologia singular C* de M con coeficientes en Z es

Hp™ (M) = Hy(S7°(M))

Recordemos que una o : A? — M es diferenciable si puede extenderse a un
abierto de manera que resulte diferenciable.

Sea A un DIP. Sea S?(M,A) = Hom(Sy(M),A) y sea d : SIY(M,A) —
SatL(M, A) el morfismo d(f) = fod. Se define la cohomologia singular de M
con coeficientes en A como

HY (M, A) = HI(S*(M, A))
Anidlogamente, tenemos la cohomologia singular C*
Hjeo(M, A) = HI(S, (M, A))
Veamos a expresarlo en término de haces. Para cada ¢ > 0, definimos el prehaz
ST ={SUU, A), puvivcvem
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donde pyy es la inducida por la inclusién ¢ : U — V. Este es un prehaz de
A-médulos. La d: S9 — S9! es un morfismo de prehaces. Andlogamente lo
hacemos para S&.

Ejercicio 7.3.19. S es un prehaz completo, y S9 para ¢ > 1 admite pegado
pero no es unico.

Sea $7 la hacificacién de S9 para todo ¢ > 0.

Proposicion 7.3.20. Se tiene una resolucion fina y sin torsion
0 A—-8058552 5 .

Demostracion. Como A es un DIP, en particular es un dominio integro, por
lo que los S? son sin torsién.

Veamos que son finos. Sea (U;); un cubrimiento por abiertos locamente finito
de M. Fijemos para cadax € M, un i, € [ tal que x € U;,. Sean p; : M — A
las funciones definidas por

1 1=1,
(pi(gj)_{O 1£i—x

Entonces Supp(y;) C U; y Y, @i = 1. Con estas definimos los endomorfismos
I; - S9(U, A) — 89(U, A) dados por I;(f)(c) = pi(o(vo))f(o) (el vy esta fijo).
Entonces 3, 1; = 1y Supp(l;) C U; para todo i. Estas inducen (I;) particiones
de la unidad en $? para todo ¢ > 0 subordinadas al cubrimiento (U;);. Es el
mismo procedimiento que utilizamos en demostraciones anteriores.

Finalmente veamos que es una resolucién. Para todo m € M, veamos que la

sucesion

0—+A—58% 8L - .

es exacta. Recordar que

S84 =1lim  S9(U,A)

—rmeU

Andlogamente a lo que hicimos antes, para trabajar con colimites en una
variedad, nos podemos restringir a las bolas porque son cofinales. Para U
bola, la sucesion

0—A—SYU A) = SHUA) — ...
es exacta ya que U es contractil y

A q=0
HY (contréctil) = 1
0 g#0
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Sin embargo, sabemos que esto vale en el caso de las continuas, pero jpor
qué vale en el caso C*°?7 Una forma de justificar esto es recurriendo a la
aproximacion C* de funciones continuas, lo cual permite demostrar que

A ¢=0
0 q#0

Entonces para cada m € M, la sucesién es exacta. O

HY . (contractil) = HY o (%) = {

Corolario 7.3.21. HY(M, A) = HY(T'(S*(M, A))) = HY(T'(S% (M, A)))
Proposicién 7.3.22. HA\(M,A) = H*(M,A) = H (M, A)

Demostracion. Veamos que HY(S*(M, A)) = HY(I'(5*(M, A))). Lo mismo se
puede hacer para S.
Como los prehaces S? poseen pegado no tnico, se tiene una SEC (por el lema
7.3.14)

0 — SI(M) — 89(M, A) 5 T(57) =0
donde S(M) = {f € S%(M, A) : localmente cero}. Para ver que H1(S*(M, A)) =
H9(7(57)) basta ver que H?(S;(M, A)) = 0 para todo ¢ > 0.
Dado U un cubrimiento por abiertos de M, consideramos el subcomplejo
SUM) C Si(M) de los o : A? — M tales que o(A?) C U para algin
U € U. Por un teorema cldsico de homologia de topologia algebraica | I,
la inclusién i : SY(M) — S,(M) es una equivalencia homotépica, por lo que
HA(M) = H(SY(M)). Asi, i* : HY(M,A) — H*(Hom(SY(M), A)) es un
isomorfismo.
Sea Sjy(M,A) = Hom(SY(M),A)). Llamemos Ky = Ker(i*), donde i* :
S*(M,A) — S/(M,A). Entonces tenemos una sucesion exacta

0— Ky — S*(M,A) 5 S5(M, A) — 0

por lo que H*(Ky) = 0 para todo ¢ > 0.

Veamos que HI(Sy(M)) = 0 para todo ¢ > 0. Sea f € SI(M,A) tal que

df = 0. Debemos ver que existe q € Sgil(M, A) tal que f = dg. Sea U

un cubrimiento por abiertos de M tal que f € Ky, ya que i*(f) = 0 en

Sy (M, A). Como H*(Ky) = 0, existe g € Kbqfl tal que dg = f. Ademaés,

K7t < SiH M, A).

Analogamente se puede hacer todo para el caso C* utilizando aproximaciones.
O

Corolario 7.3.23. Sea M una variedad, A = R. Entonces
Hyp(M) = HA(M,R) = Hjo (M,R) = Hy_g(M,R)

La primera igualdad de este corolario se conoce como Teorema de de Rham.
En la 1dltima seccién de este capitulo vamos a explicitar el isomorfismo de de
Rham.
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7.4 Cohomologia de Cech

Definicion 7.4.1. Sea X un espacio topoldgico y sea U un cubrimiento por
abiertos de X. El nervio de U es el complejo simplicial N (i) cuyos vértices
son los abiertos de U y los simplices son los subconjuntos finitos de U cuya
interseccién es no vacia.

Supongamos que U es un cubrimiento de un espacio topoldogico X. Sea V un
refinamiento de U y sea g : V — U una funcién tal que V' C g(V') para todo
V € V. Claramente g es un morfismo simplicial. Ademds, si ¢’ : V — U
es otra funcién tal que V C ¢/(V) para todo V € V, entonces g y ¢’ son
contiguas, por lo que en particular son homotdpicas, y por lo tanto, g. = ¢, y
g* = ¢”* como morfismos inducidos en las homologias y cohomologias de estos
complejos. Llamamos i* = g* = ¢’* a este morfismo, el cual estd bien definido.

Definicién 7.4.2. La cohomologia de Cech de un espacio X es

HY(X) =1lim HIY(N(WU))

—U

donde los U recorren todos los cubrimientos por abiertos de X y los morfismos
son las ¢* definidas antes.

Si A es un DIP y U es un cubrimiento de X, definimos
La cohomologia de Cech de M con coeficientes en A es

HY(M,A)=1lim HIU,A)
—U

En lo que sigue, A es un DIP y M es una espacio paracompacto y T5. Vamos
a definir la cohomologfa de Cech con coeficientes en haces.

Sea S un haz de A-moédulos sobre M y sea U un cubrimiento por abier-
tos de M. Para g > 0, sea C?(U,S) el conjunto de las funciones f : {q —
simplices de N(U)} = By cpsap L(S,V) tales que si 0 = {Vp,...,V,;} es un
g-simplex de NV(U), entonces f(o) € I'(S, ), donde ¢ = (., V;. Los C1(U, S)
son A-médulos y el diferencial d : C4(U, S) — C9TH(U, S) esta dado por

(df) (o) =D (-1’ f(c)s
donde o es la cara i-ésima de o.

Definimos HY(U,S) = HI(CU, 5)).

Observacién 7.4.3. Si S = A es el haz constante A y U es un cubrimiento
bueno en el sentido de que los & son conexos para todo simplex o € N(U),
entonces C1(U, A) = C1(U, A).
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Si V C U es un refinamiento, por una cuenta analoga al caso de Cech clésico,
tenemos una unica i* : HY(U,S) — H?(V,S). Se define la cohomologia de
Cech de M con coeficientes en el haz S como

HY(M,S) =1lim HIU,S)
—U

Por la observacién anterior, y como los cubrimientos buenos son cofinales, se
tiene que

HY(M,A) = HI(M, A)
En [ | puede encontrarse la demostracién de este resultado:

Teorema 7.4.4. La construccion de {H4(M,S) : q,S} determina una teoria
de cohomologia sobre M con coeficientes en haces.

Y por todo lo anterior se deduce que H*(M, A) = H(M, A).

7.5 Teorema de de Rham

Si bien ya demostramos que la cohomologia de de Rham coincide con la coho-
mologia singular, ahora vamos a explicitar dicho isomorfismo.

Antes de ello, vamos a recordar la nocién de integracién sobre simplices.

Podemos pensar a A? como un subespacio de R?. Recordemos que una funcién
o: A? - M es C* si existe un abierto U C R? que contiene a A? y una
extension diferenciable 6 : U — M de o.

Recordemos también que Sg°(M) es el Z-mddulo libre cuya base son los o :
AY — M diferenciables. El morfismo de borde este complejo es

Tenemos también SZ (M, R) = Hom(S;° (M), R) con el diferencial d(f) = foo.
La cohomologfa singular C*° de M con coeficientes en R es

Hjoo (M, R) = HI(SZ,(M,R))

Definicion 7.5.1. Sea w una g-forma diferenciable de una variedad M y sea
o : A? — M diferenciable. Definimos la integral de w sobre el simplex ¢ como

Sic = ) ajo; € S°(M) es una cadena, podemos extender esta definicién
linealmente y definir la integral de w sobre la cadena ¢ como

/cw:;aj/ijzzjjaj/Mo;<w>
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Notar que por el teorema de Stokes, tenemos que fc dw = [, e W-

Tenemos una aplicacién v, : Q4(M) — S& (M, R) definida por

Por el teorema de Stokes, 7y resulta un morfismo de complejos
de)(e) = [do= [ w=1()00) = da)e)

Por lo tanto, tenemos un morfismo inducido en las cohomologias v : Hj, (M) —
Hj} . (M,R).

Teorema 7.5.2. (de Rham) El morfismo 7 es un isomorfismo a nivel de las
cohomologias.

Demostracion. Claramente v induce un morfismo de haces para cada ¢ > 0,
donde los prehaces que consideramos aca son

0 =A{QUU), puv}

Sgo = {Sgo(Ua R)v PUV}'

Hacificando tenemos un diagrama inducido:

0 R 0o O 0?2
Pl
0 R SO St S?

Como Q* es completo, tenemos un isomorfismo candénico Q*(M) — T'(2%).
Ademsds, se tiene un diagrama conmutativo

0 QM) —=—=T(*) —0

iv l””)

0— (S5 (M,R)g — S5 (M,R) —=T'(S§*) ——=0

La flecha S% (M,R) — I'(S*) es un isomorfismo a nivel de homologia pues
(S%,(M,R))o tiene cohomologia cero al ser casi completo. También I'(y) induce
morfismos en las cohomologias, y como hay un tnico isomorfismo entre ellas,
deducimos que I'(vy) induce un isomorfismo a nivel de cohomologias. Por lo
tanto, v : Q*(M) — S% (M,R) induce isomorfismo en las cohomologias. [

El isomorfismo con H} (M, R) se consigue utilizando aproximaciones C*.
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Capitulo 8

Introduccién a nudos y links

8.1 Preliminares

Terminaremos estas notas con una introduccion a la teoria de nudos. Comen-
zaremos estudiando nudos y links en espacios topoldgicos generales. Luego nos
concentraremos en nudos en R? o S3. Para este capitulo seguimos en parte las
exposiciones de | ) ].

Definiciéon 8.1.1. Un nudo en un espacio topolégico X es un subespacio
homeomorfo a S”. Un link en X es un subespacio homeomorfo a una unién
disjunta de esferas S™ [p)... o) S™.

Hay distintas variantes en las definiciones de nudos, segun el contexto en el

que se trabaje:

1. A veces se pide que el espacio ambiente X sea una variedad y que el
nudo o link sea una subvariedad regular de X.

2. En lugar de considerar el subespacio (como subconjunto del espacio am-
biente), a veces se piensa al nudo como un embedding i : S” — X.

3. Se requiere muchas veces que el nudo (o el embedding) sea PL (es decir,
lineal a trozos). Esto es que exista una triangulacién de X de manera
tal que el nudo es un subcomplejo.

4. En algunos casos se pide que X sea una variedad orientada y K C X
una subvariedad regular orientada.

En principio, pensemos a los nudos como subespacios de un espacio X home-

omorfos a una esfera.

Definicién 8.1.2. Dos nudos K y K’ en X son equivalentes, y se nota K ~ K’
si existe un homeomorfismo h : X — X tal que h(K) = K’. Dos links
Li=KiU...UK, y Ly=K{U...UK] son equivalentes, y se nota L; ~ La,
si existe un homeomorfismo h : X — X tal que h(K;) = K/ para todo i.
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Observacion 8.1.3. Dependiendo el contexto, en la definicién anterior se
puede pedir que la h sea diferenciable, PL, que preserve la orientacién, etc. Si
vemos a los nudos como embeddings K, K’ : S* — X, se puede requerir que
hoK =K'

Ejemplo 8.1.4.

1. X =S'. Consideramos los siguientes dos links de tipo S® US" en S':

(a) L (b) Lo

Por conexién, los links L1 y Lo no son equivalentes.

2. X = S?, consideramos los siguientes dos links del tipo S' U S°:

(a) Ly (b) Ly

Por un argumento de conexién analogo al anterior, Ly y Lo no son equiv-

alentes.

3. X =R3 0 S3. Consideramos los siguientes tres links del tipo S' U S!:

-

(a)

00 &

(c) L3

Los links L1 y Ly no son equivalentes. Para ver esto, sean K y K5 los dos
St de Ly y K} y K} los dos S! de Ly, y supongamos que h : S* — S3 es
un homeomorfismo tal que h(K;) = K. Entonces h : S* — K; — S3— K
es un homeomorfismo que lleva a Ky en K. Sin embargo, la inclusién
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de K5 en S® — K7 no es nullhomotépica, mientras que la inclusién de K7
en S? — K/ sf es nullhomotépica. La misma cuenta muestra que Lo y L3
no son links equivalentes.

Para ver que L; y L3 no son equivalentes, miramos el complemento en
S? del nudo dibujado a la derecha en ambos casos. Entonces el nudo
de la izquierda da una vuelta a este agujero en el caso de L; mientras
que en el caso de L3 da dos vueltas. En L; la situacién es andloga si
miramos el complemento del nudo de la izquierda.

4. Caso general: Sea X = SP*9*! y sean Ly y Ly links del tipo SPUSY, con
p,q > 0, definidos por:

I Ki={xeRPt |z =1} x 0
1:
Ky = (0 x R?) U {oo}

I K| = esfera en RP*! que no encierre al 0
2 pu—
K = Ky

Veamos que L; v L no son equivalentes. Sea h : SPTatl — spta+l
un homeomorfismo tal que h(K;) = K|. Entonces h : SPTI1 — Ky —
Spratl — Kl v h(Ky) = Kj. Pero la inclusién K; C SPT9T! — K5 no es
nullhomotépica, mientras que Kj C SPT4T — K/ s lo es. Notar que

Spratl _ gy = spratl _§7 = (RPH — 0) x RY

Sea r : (RPT! —0) x R? — SP = K la funcién r(z,y) = (”i—”,O). Siig,,
la inclusién de K; en SPT9t1 — K, es nullhomotépica, entonces existe
una homotopia H : SP x I — SPT4tl — S tal que Hy = ix, y Hj es
constante. Luego rH : SP x I — SP es una homotopia entre la identidad
y una constante. Esto es absurdo pues la esfera SP no es contractil.

Ejercicio 8.1.5. Sea p > r > ¢ tal que 7,(S?) # 0. Entonces en SP+it+!

existen dos links no equivalentes del tipo S? U S". Sugerencia: recordar que
SP & S¢ — Spta+l

8.2 Nudos en R? o §?

Repasemos algunos teoremas clasicos sobre subconjuntos en el plano.

Teorema 8.2.1. (Curva de Jordan) Sea C C R? una curva simple cerrada.
Entonces R? — C tiene dos componentes conexas: una acotada que notamos
por U, y una no acotada que notamos por V, tales que C = oU = 9V. Lo
mismo sucede con C C S?. En este caso V es la componente que contiene al
mnfinito.
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Teorema 8.2.2. (Schinflies) Si C C R? es una curva cerrada simple, en-
tonces U es homeomorfo a D?. Si C C S?, entonces U y V son homeomorfos
a D?.

El teorema de Schonflies no vale sélo con la hipédtesis de continuidad en di-
mensiones mayores. Veremos después una version generalizada.

Lema 8.2.3. (Alexander) Sean A y B dos espacios homeomorfos a D" tales
que existe un homeomorfismo h : 0A — 0B. Entonces h se extiende a un
homeomorfismo H : A — B.

Demostracion. Si x € A, entonces lo podemos escribir como xz = tv, donde
0<t<1ywvedA. Definimos H(x) = H(tv) = th(v). O

Corolario 8.2.4. Si K; y K> son dos nudos de tipo S! en X = R? o S?,
entonces son equivalentes.

Demostracién. Lo probamos en S?. Por el teorema de la curva de Jordan,
existen U; y V; componentes de S? — K; tales que K; = 0U; = 0V;. Ademés,
U; y V; son homeomorfos a D?.

Sea h : K1 — Ky un homeomorfismo cualquiera. Entonces podemos exten-
derlo a Hy : Uy — Uy y a Hy : Vi — Vs por el teorema anterior. Podemos
pegar ambos homeomorfismos y obtenemos un homeomorfismo H : S — S?
que extiende a h. O

Ejercicio 8.2.5. Sean C; y Cs dos curvas simples cerradas en R? tales que
(' cae adentro de (. Esto es, C'y C Us, donde U; es la componente acotada
que determina C5. La regién encerrada entre las dos curvas, Vi N Us es home-
omorfa a S' x I. Lo mismo se puede hacer en la esfera S?. Sugerencia: usar
Schonflies.

Ejercicio 8.2.6.

1. Si Ly y Lo son dos links en S? del tipo S' US!, entonces son equivalentes.

2. En R? hay exactamente dos clases de equivalencias de links del tipo
stush

8.3 Nudos clasicos

Trabajamos ahora con los nudos més “usuales”: nudos de tipo S' en R3 o S3.
Restringimos nuestro estudio a los nudos y links PL (lineales a trozos), como
es habitual. Observemos que si K1 y K son dos nudos equivalentes en R? (o
S3), entonces los complementos R?® — K7 y R® — K, son homeomorfos. Por
mucho tiempo se desconocia si valia la reciproca. Recién en 1989, Gordon y
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Luecke demostraron que si los complementos de dos nudos son homeomorfos,
entonces los nudos son equivalentes.

La homologfa del complemento de un link en R? (0 S*) no es un buen invariante
para distinguir o clasificar nudos y links, ya que H,(S® — L) no depende del
embedding de L, solo del tipo (idem con X = R3). Para ver esto necesitamos
usar la dualidad de Alexander.

Teorema 8.3.1. (Dualidad de Alexzander) Si T C S™ es un subespacio com-
pacto, localmente contrdctil y propio, entonces

H,(S" - T) ~ H"9TY(T)

En particular, si X = S? y L es un link, entonces H,(X — L) no distingue de
cémo sea el embedding de L en X. Para X = R" también se puede ver, usando
escisiéon a partir del caso de la esfera, que la homologia del complemento no
depende del embedding, solo del tipo del link. Por ejemplo, para cualquier
nudo K C S3, se tiene que Hy(S* — K) =Z y Hy(S* — K) = 0 para ¢ > 1.

A diferencia de la homologia, el grupo fundamental del complemento del nudo
es un buen invariante:

Definicién 8.3.2. Si K es un nudo del tipo de S' en R3, el grupo del nudo
K es el grupo fundamental de su complemento R? — K.

Cabe preguntarse qué relacién hay entre 71 (R3— K) y 71 (S*— K). La siguiente
proposicién deja en claro la respuesta a esta pregunta.

Proposiciéon 8.3.3. Sean > 3 y sea B C R" un conjunto acotado tal que
R™ — B es arcoconexo. Entonces la inclusién R” < S" = R" U {co} induce un
isomorfismo

ix : M (R" — B) —» m1(S" — B)
En particular, 71 (R? — K) = m1(S® — K) si K C R? es un nudo.

Demostracion. Sea U C S™ un entorno del infinito homeomorfo a R™ y disjunto
de B. Observemos que U NR™ = U — oo ~ S"~ 1. Se tiene

s*-B=R"-B) |J U
UNR™

Como U y U NR™ son simplemente conexos, por el teorema de Van-Kampen
concluimos que i, : 7 (R" — B) — m1(S™ — B) es un isomorfismo. O

Estudiaremos ahora la presentaciéon de Wirtinger del grupo de un nudo. Vamos
a mostrar como conseguir una presentaciéon del grupo del nudo a partir de
los cruces. Lo vamos a describir en un caso particular y luego haremos la
demostracién en caso general.
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Ejemplo 8.3.4. Sea K el trébol (que es el nudo en R? de la figura 8.4).

GO
Figura 8.4: El trébol

Si le damos una orientacién a este nudo, es decir, una forma de recorrerlo, los
cruces determinan 3 arcos orientados. Estos arcos son determinados tomando
una proyeccién del nudo sobre un plano, manteniendo la informacién sobre
qué parte del nudo cruza por arriba o por abajo. Cada cruce involucra tres
arcos: termina «y; y empieza ai41, y un oy que cruza por arriba. En la figura
8.5 se muestran los 3 arcos que quedan determinados por los cruces.

o

(S

Figura 8.5: El trébol orientado y etiquetado

Vamos a construir una presentacién del grupo del nudo
/
P = <$1,$2,$3|T1,7"2,T3>

a partir de estos datos. Por cada a; ponemos un generador z;, y por cada
cruce, una relacion r;.

Para determinar las relaciones, consideramos los siguientes dos tipos de cruces:

s, il
“; el . o a1
(a) Cruce de tipo 1 (b) Cruce de tipo 2

Para los cruces de tipo 1, consideramos la relacién zpr; = x;412;. Para los
cruces de tipo 2, consideramos la relacién z;xr = zrz;y1. Asi, en este caso, la
presentacién nos queda

/
P = <9017332,903\$1902 = I3x1, T3T1 = T2I3, T2X3 = $1$2>
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Notemos que hay una relacién que esta de mas: cualquiera de las tres rela-
ciones se puede deducir de las otras dos. Sacamos entonces una relacién y
consideramos la presentacion

P = (x1,x2, x3|x301 = 2X3, TaT3 = T1T2)

Se puede probar que P es equivalente a la presentacién <x, ylz? =93 > Notar
que el grupo representado por esta presentaciéon no es abeliano (esto se puede
deducir del hecho de que este grupo tiene a Zsg * Zs como cociente).

Es fécil ver que el nudo trivial tiene presentaciéon P = (x| ) = Z. De esto
concluimos que el trébol no es equivalente al trivial.

Observacion 8.3.5. Como ya comentamos, el complemento de un nudo en
R3 0 S? determina al nudo. Es decir, si existe un homeomorfismo que respeta
orientacién S — K — S3 — K, entonces K ~ K'. Este resultado es falso para
links en general.

Por ejemplo, los siguientes links L1 y Lo estan formados por dos nudos triviales
y por un nudo trivial y el trébol respectivamente.

(b) L' = K UK}

Estos links no son equivalentes puesto que no existe un homeomorfismo de S?
que mande el nudo trivial al trébol.

En [ ] se muestra que existe un homeomorfismo ¢ : S* — T — S3 — T tal
que p(K3) = Kj.

La misma férmula de Wirtinger que utilizamos para calcular el grupo de un
nudo, vale para links (en R? o S?).

Por ejemplo, si L es el link trivial con n componentes, entonces P = (1, 2, . .., Tp|
Es decir le corresponde el grupo libre en n generadores.

En cambio, si tomamos L el link de la figura 8.8, entonces P = (x1, zo|x129 =
xoT1, Taxry = x1x2). Este representa a Z @ Z.
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Xz

£9

Figura 8.8: Link L

En particular este link no es equivalente al link trivial de dos componentes (no
entrelazadas) pues en ese caso el grupo asociado es el libre en dos generadores.

A continuaciéon vemos con mas detalle como obtener un diagrama de un nudo:

1. Sea K un nudo (o link) en R3 y sea P C R? un plano. Consideremos
p : R? — P la proyeccién. Decimos que P es regular para K si cuando
restringimos la proyeccién plg : K — P se tiene que #(p|r) '(x) < 2,
y si #(p|x) ! (x) = 2 entonces ninguno de los dos puntos es un vértice
de K (recordar que se consideran nudos lineales a trozos).

2. Si P es regular para K, se tiene un diagrama de la siguiente forma: la
imagen de la proyeccién al plano P junto con la informacién sobre si los
cruces son por arriba o por abajo, es decir, qué punto estd mas cerca del
plano.

3. Perturbando el K a uno equivalente y/o cambiando el plano P, se puede
conseguir un plano P regular a K.

4. Se puede suponer que P = {z = 0}.

5. Aplastando (sin cambiar el tipo homotépico del complemento) podemos
suponer que K cae casi por completo en el plano P = {z = 0} salvo en
los cruces que caen en el plano {z = —¢} para € > 0 fijo.

Para cada cruce de K, tenemos f3; tramo que interseca a {z = —e}. Tomemos
al (0,0, 1) como punto base para calcular el 71 del complemento. Consideramos
«; al camino que va de f3;_1 a ;. De esta manera, en (; termina el camino
«; y empieza el camino «;41. Para cada ¢, tomamos un lazo z; en (0,0, 1) que
envuelva al «;.

———— -.._q,..u'
X
[o:uf Il} !'W.,:
Figura 8.9: Envolvemos con un lazo z; en (0,0, 1) a cada «;

Ahora en cada cruce, consideramos la palabra r; que es x;11xr = Tpx; Si el
cruce es de tipo 1 o bien z;x; = xrw;41 si es de tipo 2.
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3t ot
— Y 3 e
A oy a4 D‘Ew1

(a) Cruce de tipo 1 con (b) Cruce de tipo 2 con

relacion ;= Tip12k relacién x; Ty = TpTi11

Teorema 8.3.6. Con las notaciones de antes, m1(S? — K) = m(R® — K) =
(X1,... xp|re, ... mn). Mds ain, cualquier r; que saquemos nos da una pre-
sentacion del mismo grupo.

Demostracion. Podemos suponer que K cae casi completamente en el plano
{z =0} = P salvo en los cruces que van por abajo y los trozos de segmentos
que pasan por el plano {z = —¢}, como indica la figura a continuacion.

(27 L
aA-Nve

Figura 8.11: Esquema de cémo descomponemos al nudo K entre los planos

z=0y 2= —¢

Consideremos los siguientes subespacios de R? — K:
(a) A={z>—¢} - K.
(b) Por cada cruce 1 < i < n, consideramos el cubo
Ci = [a;, b] x [ci, d;] X [a;, —€]

suficientemente chico para que no se intersequen y que la tapa de arriba
contenga a f3;. Tomemos un lazo y; en (0,0,1) que va a la tapa de Cj,
bordea al f3; y vuelve a (0,0,1). Sea B; = (C; — ;) Uy;

(c) Sea D lo que estd por debajo de AUB; U...U B,.

Notar que R?> — K = AUB;U...UB, UD. Ahora usemos Van-Kampen para
calcular el m; del complemento. Sea p = (0,0, 1).

e 71 (A, p) =grupo libre en z1,...,z,.

e Cada B; = (C; — ;) Uy, es simplemente conexo.
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e m(BiNAp) =(y)=1

e El lazo y; dentro de 71 (A, p) es homotépico al lazo .'Bi_ll'kxi_l,_ll'k o al otro
dependiendo de la orientacién.

e DyDN(AUB;U...UB,) son simplemente conexos

Por lo tanto 71 (R? — K) = (21, ..., Zn|isx(y1), - - - ,ix(yn)), donde i, denota a la
inclusién de los B;NA en A. Esto prueba que 71 (R*—K) = (21,...,Zn|r1, ..., 70).
Veamos ahora que podemos sacar a r,. Lo vemos en S® — K. Tomamos
A'=AU{c} y D' = B,UDU{o0}. Se tiene que AUB;U...UB,,_1UD’ =
S® — K. Notar que m(A’) = m(A) y que D'y D'N (A UBU...UB,_1) son
simplemente conexos. Por lo tanto

71'1(83 —K)=(x1,...,xp|r1, ., "n-1).

O]

Notar que en la demostracién no utilizamos nunca que el nudo tiene solamente
una componente, con lo cual la misma cuenta funciona para links en general.

8.4 El nudo trivial y asfericidad del complemento

Definicién 8.4.1. Sea K C S™ un nudo (con K =S", n < m). Decimos que
K es el nudo trivial (o unknot) si es equivalente al nudo dado por el embedding
en el ecuador

S Rn—H CR™ = Rn-{—l « Rm—n—l cS™.

Recordemos que el teorema clisico de Shénflies afirma que si K C S? es un
nudo de tipo S!, cada una de las componentes de S? — K es un disco D? con
borde K. Como ya comentamos, el resultado analogo es falso para dimension
m > 3, salvo que pidamos més hipotesis a la esfera K C S™.

Definicion 8.4.2. Sea M una variedad de dimensiéon m. Un subespacio X C
M se dice que es bicollared si existe una funcién subespacio i : X x[—1,1] — M
tal que i(x,0) = = para todo x € X.

Teorema 8.4.3 (Schonflies generalizado). Sim >2 y K =S™"1 C S™ es un
nudo bicollared, entonces separa a S™ en dos discos D™.

Definicion 8.4.4. Una bola plana de dimensién k£ en una variedad de di-
mensién m (con k < m) es un subespacio i : D¥ — M que se extiende a
i : U — M subespacio, con D¥ € U € R™ las inclusiones canénicas y U C R™
abierto.
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Teorema 8.4.5. Un nudo K C S™ (del tipo de SF) es equivalente al nudo
trivial S* C S™ (es decir al embedding en el ecuador) si y solo si K = OB con
B una (k4 1)-bola plana.

Demostracion. Es claro que si K es equivalente al nudo trivial, entonces es
borde de una bola plana.

Reciprocamente, supongamos que K = 9B con B = i(DF*1). Sea i: U — S™
la extensién del disco plano (figura 8.12).

Figura 8.12: Extendemos a un entorno del disco DF*!

Sea B’ C R™ un subespacio difeomorfo a una bola de dimensién m tal que
D* ¢ B’y B'UOB' x [~¢,¢] C U. Es decir, tomamos una “bola” que
contenga al disco y que si la engordamos un poco quede contenida en U.
Consideremos g : R™ — S™ el embedding candnico. Entonces g(B’) es una
bola con borde S™~! € S™ y manda dD**! al nudo trivial S¥ C S™ (ver figura
8.13).

i
D

Figura 8.13: Esquema del bicollared y lo que hacen g e 7

)

Extendemos ig~' : g(B) — i(B) a toda la esfera usando Schonflies. Esto

determina un homeomorfismo h : S™ — S™ tal que h(S*) = K. O

En el caso PL, no es necesario pedirle que la bola sea “plana”. Se tiene que,
para n = 3 una PL 2-esfera en S? la separa en 2 discos. Por lo tanto un nudo
PL K C R3 0 S? es trivial si y solo si K = 9D, con D un 2-disco PL.
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En 1957 Papakyriakopoulos probd los siguientes dos resultados sobre var-
iedades de dimensién 3:

Teorema 8.4.6. (The loop theorem) Sea M una variedad de dimension 3 con
borde OM tal que iy : T (OM) — w1 (M) no es monomorfismo. Entonces eziste
un embedding PL j : D*> — M tal que j(0D?) C OM vy j restringida al borde
del disco j : 9D? — OM no es nullhomotépica.

Teorema 8.4.7. (The sphere theorem) Sea M wvariedad de dimension 3 ori-
entable tal que existe una funcién f : S?> — M que no es nullhomotdpica (es
decir, tal que ma(M) # 0). Entonces existe un embedding i : S* — M que no
es nullhomotopico.

Veremos como de estos dos resultados de Papakyriakopoulos se deducen dos
resultados fundamentales de la teoria de nudos: que un nudo es trivial si y sélo
si su grupo es Z y que lo complementos de los nudos en la esfera son asféricos
(es decir los grupos de homotopia de orden superior son todos triviales).

Definimos primero el exterior de un nudo en la esfera S3.

Definicién 8.4.8. Sea K C S? un nudo (PL 0 C*°). Sea N un entorno tubular
de K en S3. Consideremos S? — N, que es una 3-variedad orientable, compacta
con borde ON que es un toro. Llamamos a S — N el exterior de K.

Notar que la inclusién S3 — N «— S3 — K del exterior en el complemento del
nudo, es una equivalencia homotépica.

Denotemos con X al exterior de K. Por la dualidad de Alexander,

H,(X)=H,(S* - N) = H,(S* - K) = H*> 1 }(K).

En particular, Hy(X) = 0 (i.e. X es arcoconexo), H|(X) =7y Hy(X) = 0.
Sii: 0X — X es la inclusién, consideremos el morfismo inducido en la

homologia i, : H1(0X) — Hy(X). Como 0X es un toro, podemos considerar
el lazo correspondiente a la longitud y el lazo correspondiente al meridiano.

(g

g

LoelisiTUD

Megioase

Figura 8.14: La longitud y el meridiano del borde de X

Sabemos que H1(0X) = Z @ Z esté generado por estos dos lazos. Notar que
ix(longitud) = 0 y i (meridiano) # 0. Luego la inclusién del meridiano es el
generador de Hi(X).
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Teorema 8.4.9. Sea K C S® un nudo PL y sea X = S® — N el exterior
del nudo. Si K no es el nudo trivial, entonces i, : m(0X) — m(X) es
monomorfismo.

Demostracion. Supongamos que i, no es monomorfismo. Por el loop theorem,
existe j : D? — X embedding PL tal que j(0D?) C 0X y j|gp2 : OD? — X no
es nullhomotépica. En particular, j(0D?) C X es una curva simple cerrada
que no es nullhomotépica, y que en X es el borde de un disco j(0D?) =
07(D?) (disco PL). Podemos identificar 71 (0X) = Z®Z = Hy(0X) de manera
candnica, y recordemos que la longitud y el meridiano son los generadores
de estos grupos. Como j(OD?) es cero en Hi(X), debe estar generado por
la longitud, es decir, dD? es un miltiplo de la longitud. Al ser una curva
cerrada simple, tiene que ser la longitud o —longitud (recorrida al revés).
Pero la longitud de X es el borde de un disco PL en X, y como la longitud
es paralela al nudo K, extendemos el disco a un disco PL cuyo borde es K.
Luego K es trivial. O

Corolario 8.4.10. Sea K C S? un nudo PL. Entonces K es trivial si y solo
sim(S? - K) =Z.

Demostracion. Solo tenemos que probar la reciproca. Sea X el exterior de
K. Como 71(X) = Z, no puede existir un monomorfismo 71 (0X) =Z&Z —
7m1(X) = Z. Por el teorema anterior, K es trivial. O

Notar, ademaés, que del teorema se desprende que si K no es trivial, entonces
71(S® — K) contiene un subgrupo isomorfo a Z & Z.

Veremos que los exteriores de nudos son 3-variedades asféricas, es decir, con
X = 0 para todo n > 2. El estudio de variedades asféricas es de gran
relevancia para la clasificacién de variedades de dimensién 3.

Teorema 8.4.11. Sea K un nudo PL en S y sea X el exterior. Entonces
7T2(X) = 0.

Demostracion. Sabemos que X ~ S* — K. Supongamos que m2(S? — K) # 0.
Por el sphere theorem, existe un embedding lineal a trozos j : S — S3 — K
que no es null homotépico. Consideremos el embedding i : S? — S? — K — S3
(que resulta PL). Por el teorema de Schonflies, S? separa a S* en dos discos.
Notar que i(S?) no toca a K, y como K es conexo, K cae por completo en
alguno de los dos discos que determina (S?) en S3. Usando el disco que no
tiene a K, se tiene que i ~ % en S? — K. Esto es absurdo por hipétesis. O

Ahora ya podemos probar que los complementos de nudos son asféricos.

Teorema 8.4.12. El exterior de un nudo es asférico.
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Demostracion. Sea X el exterior de un nudo en S?. Sea p : X — X el
revestimiento universal de X. Entonces X es una 3-variedad (con borde)
no compacta (porque el grupo fundamental de X es infinito) y por lo tanto

H3(X) =0. Ademés, H,(X) = 0 para todo r > 4 por dimensién. Asi, tenemos

que 71 (X) = 0 (por ser revestimiento universal), m(X) = mo(X) = 0 por el
teorema anterior y H,.(X) = 0 para todo r > 3. Por los teoremas clasicos de
Hurewicz y Whitehead de Topologia algebraica, se tiene que X es contractil.

Luego X es asférico. O

8.5 Superficies de Seifert, suma de nudos y nudos
primos

Comencemos recordando la clasificacién de las superficies compactas y ori-

entables.

Toda superficie compacta orientable y sin borde es difeomorfa a una M(g)
donde g > 0 es el género de la superficie.

En la figura 8.15 podemos ver algunos casos bésicos de las superficies M (g).

o > &2

(c) M(2) = T2#T?, el

toro con dos manijas

b) M(1) = T2, el t
(a) M(0) = S?, la esfera (b) M(1) e oo

Figura 8.15: Superficies cerradas orientables

En general M(g) = T?# ... #T? es una suma conexa de g toros.

Por Van-Kampen, m1(M(g)) = (a1,b1,...,aq,bg|[a1, bi][az, b2] ... [ag, bg]). Por
lo tanto H1(M(g)) = m1(M(g))ap = Z*9. Ademés, Hy(M(g)) = Zy Ho(M(g)) =
Z. En particular, x(M(g)) =2 — 2g.

Las superficies compactas orientables con borde son las M(g,h), con g el

género y h la cantidad de componentes del borde (h > 1), que son discos
abiertos que se remueven de M(g). Es decir, M(g,h) = M(g) — o), D*.

Algunos ejemplos se muestran en las siguientes figuras.
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(a) D? por ‘
Schonﬂles =St

@ @”i

(c) M(0,3)

En general se tiene que M(g,h) ~ Vo, 4 S. En particular, w1 (M (g, h)) es
el grupo libre en 2g + h — 1 generadores y x(M(g,h)) =2 —2g — h.
Definicién 8.5.1. Sea L C S? un link del tipo S' U... US'. Una superficie

de Seifert para L es una superficie compacta y orientable S C S? cuyo borde
es 0S = L.

Vamos a probar que todo link en S? admite una superficie de Seifert. A
partir de ese resultado podremos hablar del género de un nudo y trabajar con
factorizacién de nudos como suma de nudos primos.

Para construir una superficie de Seifert para un nudo o link, utilizaremos el
“algoritmo de Seifert”. Para entenderlo, veamos previamente algunas obser-

vaciones.

1. Supongamos que tenemos dos discos en un mismo plano de R3 pero con

orientaciones opuestas como la figura 8.17.

©

Figura 8.17: Dos discos con orientaciones opuestas

Si los pegamos, removiendo una parte de cada borde y agregando una
banda, pueden quedar bien pegados o no, en el sentido de que el resul-
tado de ese pegado esté bien orientado o no. Por ejemplo en la figura
8.18 no quedan bien pegados (no podemos darle una orientacién coher-
ente). En cambio si twisteamos la bandita como en la figura 8.19, queda
coherentemente orientado.

9 !

Figura 8.18: Dos discos con orientaciones opuestas “mal” pegados

121



8.5. Superficies de Seifert, suma de nudos y nudos primos

Figura 8.19: Dos discos con orientaciones opuestas “bien” pegados

2. Supongamos que tenemos dos discos concéntricos uno en un plano de R?
por arriba del otro y ambos orientados con la misma orientacién como
indica la figura 8.20

Figura 8.20: Dos discos concéntricos con la misma orientacién

Al pegar una banda, similarmente al caso anterior, puede pegarse “mal”
o twistear la banda para que quede coherentemente orientado, como
indican las figuras 8.21 y 8.22.

Figura 8.21: “Mal” pegados

Figura 8.22: “Bien” pegados

Ahora podemos probar el teorema.

Teorema 8.5.2. Para todo link en S? existe una superficie de Seifert.

Demostracion. Sea L C S? un link. Consideremos el diagrama de L proyectandolo
a un plano y démosle una orientacion. Resolvemos cada cruce del diagrama,
cambiamos las curvas de la siguiente manera:
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X~ 00 X~ =

(a) Cruzadas y orientadas b) Cruzadas y orientadas
hacia arriba hac1a el costado

Asi, se obtiene un nuevo diagrama que es una unién disjunta de bordes de
discos D;. Al resolver los cruces pueden darse dos situaciones:

1. Discos disjuntos con orientaciones opuestas:

O

Figura 8.24: caso disjuntos

En ese caso rellenamos los discos y pegamos banda twisteada como ob-
servamos previamente.

2. Tenemos uno dentro de otro:

Figura 8.25: caso 2

En este caso los separamos en distintos planos, los rellenamos y unimos

77
aqp

i

Figura 8.26

con banda twisteada.

Donde habia cruces (que los eliminamos), pegamos bandas twisteadas como
en la observacion. Asi, obtenemos una superficie orientada S cuyo borde es
L. O
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Ejemplo 8.5.3. En este ejemplo vemos cémo aplicar el teorema anterior a un
nudo particular.

Figura 8.27: Separamos los distintos cruces como indica el teorema

Finalmente en la figura 8.28 puede ver como queda la superficie de Seifert
correspondiente al nudo original.

Figura 8.28: Superficie de Seifert obtenida

Ejemplo 8.5.4. Calculamos la superficie de Seifert del nudo de la figura 8.29.
Figura 8.29: Separamos los cruces

Finalmente obtenemos la superficie que se muestra en la figura 8.30.
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Figura 8.30: Superficie de Seifert que se obtiene

A partir del resultado anterior, podemos definir el género de un nudo o link.
Observemos primero que un nudo (o link) puede ser borde de varias (infinitas)
superficies de Seifert (de distinto género). El nudo trivial puede ser borde, por
ejemplo, de una M (0, 1) y de una M(1,1).

Definicién 8.5.5. Sea K C S? un nudo PL. El género de K es
g(K) := min{género de S, superficie de Seifert para K}

Observacion 8.5.6. K es el nudo trivial si y solo si g(K) = 0. Por un lado,
notemos que K puede ser borde de una esfera con un disco removido. Esto
prueba que g(K) = 0. Reciprocamente, por el teorema de Shonflies, si K es
borde de una esfera con un agujero entonces K = dD? y por lo tanto es trivial.

Observacion 8.5.7. Toda superficie de Seifert de un nudo es una M(g, 1) ya

que tiene una unica componente en el borde, es orientable y compacta. Como

x(S) =1 —2g, se tiene que g = 1_+(S)

Dados dos nudos K1 y Ko, se define la suma conexa Ki#Ks como el nudo
que se obtiene como indica la figura 8.31,

Fa

(a) Los nudos K7 y K» (b) El nudo Ky #K>
Figura 8.31: Suma conexa de los nudos Ki y Ko
Notemos que la suma conexa de nudos es un caso particular de la suma conexa
de variedades que definimos en el capitulo 6.

Definicion 8.5.8. Un nudo K se dice primo si no es el nudo trivial y cada
vez que K = K1# K>, se tiene que K7 o K es trivial.
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Veamos que la funcién género es aditiva. Como corolario de este resultado ver-
emos que existen infinitos tipos de nudos y que todo nudo se puede factorizar
como suma de nudos primos.

Teorema 8.5.9. Sean K, Ky dos nudos disjuntos, entonces g(K1#Ksz) =
9(K1) + g(K2).

Demostracion. Probemos primero que g(K1#K2) < g(K1) + g(K2). Sean F;
superficies de Seifert minimales para K;, es decir, g(F;) = g(K;) parai = 1,2.
Veamos primero que Fy U F, no separa a S3. Por dualidad de Alexander se
tiene que

Hy(S*—(F1UFy)) = H*(FUF,) = Hy(F)@Hy(Fy) = H*(\/sHeH?*(\/s') =0

Luego S? — (F} U F3) es arcoconexo.

Sean z; € K; de manera que no estén en un cruce. Sea § un camino de z7
a g en S® — (Fy U Fy). Ensanchamos 3 a una banda que pegamos derecha o
twisteada en los nudos segtin la orientacion de las superficies F;. Asi obtenemos
una superficie de Seifert para Ki# K> como muestra la figura 8.32. Esto
demuestra que

g(K1#K2) < g(K1) + g(Ka)

Figura 8.32: Superficie de Seifert obtenida para la suma de los nudos

Veamos la otra desigualdad. Sea F' una superficie de Seifert minimal para
K1#Ks. Es decir, g(F) = g(K1#K5). Tratemos de separar a F en dos
superficies de Seifert F} y F, para K; y Ko respectivamente y tal que g(F;) =
9(Ki).

Sea S una esfera en S? que interseca transversalmente a K;# K> en dos puntos
que separan a K de Ky. En particular, SN F es una 1-variedad compacta con
borde {z1, x5} dado que SMF. En la figura 8.33 puede verse lo que estamos
queriendo hacer.

126



Gabriel Minian - Kevin Piterman

Figura 8.33: Esfera S separando la suma conexa K1# K>

La interseccién SN F consta de un arco 8 con 9 = {z1, 2} y algunos circulos.

Figura 8.34: Arco 3 contenido en SN F

Si S N F es conexa, entonces seria exactamente el arco 5, y por lo tanto
tomamos F; y F5 como los dos trozos en los que queda partida £’ por 3, como
muestra la figura 8.35. Se puede ver que g(F1) + g(F») = g(F).

K Ka
(Y [

F A

Figura 8.35: Caso conexo, § divide a F' en dos

Si S N F contiene ademds otros circulos, la idea es ir reemplazando a F' por
F de manera que siga siendo superficie de Seifert minimal para K;# Ky pero
que S N F tenga menos circulos que SN F. Inductivamente llegarfamos a una
F con SNF = f, que es el caso anterior.

Supongamos entonces que SN F = fUC] U...UC,, donde C; son circulos de
la interseccién. Tomemos C € {C1,...,C;} un circulo que sea lo més interno
posible respecto de S — F'. La figura 8.36 esquematiza una posible situacién.
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Figura 8.36: Posibles circulos de S N F vistos en S

Es decir, C = 0D, donde D es un disco en S tal que D° N F = (). Tenemos
que analizar tres casos como muestra la figura 8.37.

i) &) i)

Figura 8.37: Posibles circulos de S N F' vistos en S

En el caso i), podemos tomar un anillo S' x D! que engrosa a C'y cambiarlo
por D? x SY.

Figura 8.38: Caso i)

Es decir, le hacemos cirugia en un entorno de C. En consecuencia, obtenemos
una superficie de Seifert F' de K1# K2 que tiene un agujero menos que F, o

sea que g(F) < g(F). Esto es absurdo dada la minimalidad de F. Ver figura
8.39.
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K4 X,

Figura 8.39: Cirugia a F' en el caso i)

En el caso ii) también podemos hacer cirugia en un entorno de la curva C'y
separar nuevamente a F' en dos superficies, donde una de ellas, que llamamos
F', es superficie de Seifert de K1# K5 con un agujero menos que F', por lo que

g(F) < g(F) y estamos nuevamente frente a un absurdo.

Figura 8.40: Cirugia a F en el caso ii)

Finalmente nos queda el caso iii). Ver figura 8.41.

K # K.

Figura 8.41: Caso iii)

De la misma manera que en los anteriores, podemos hacerle cirugia y separar
entonces a F' en dos superficies como muestra la figura 8.42.
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K 3K,

AL o O

Figura 8.42: Cirugia a F' en el caso iii)

La superficie F' que indica la figura 8.42 resulta una superficie de Seifert para
K1#K5 con g(F) = g(F) y SN F tiene un cfrculo menos. Esto concluye la
demostracién. O

A partir de este teorema obtenemos varios resultados importantes sobre nudos.

Corolario 8.5.10. Si K;# K> es trivial, entonces ambos nudos son triviales.

Demostracion. Como g(K7) + g(K2) = g(K1#K3) = 0, entonces g(K;) = 0,
con lo cual K trivial. ]

De este corolario se deduce que si K no es el nudo trivial, K#" (la suma
conexa de K consigo mismo n veces) no es equivalente a K#™ si m # n. Por
lo tanto existen infinitos tipos de nudos.

Para finalizar, enunciamos dos corolarios cuyas demostraciones (sencillas) quedan
a cargo del lector.

Corolario 8.5.11. Si g(K) =1 entonces K es primo.

Corolario 8.5.12. Todo nudo se puede factorizar como suma conexa de nudos

primos.
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