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A Claudia, que propicio este curso.



Prefacio

Estas notas son el contenido de un curso de doctorado impartido en el Departamento de
Matematicas de la Facultad de Ciencias Exactas y Naturales de la Universidad de Buenos
Aires en Marzo de 2013. En dicho curso resumimos algunos de nuestros resultados sobre el
Flujo Variacién Total, que fueron principalmente motivados por problemas que surgen en
el Procesamiento de Imdagenes. En primer lugar, recordamos el papel desempenado por la
variacion total en el procesamiento de imagenes, en particular, en la formulacién variacional
del problema de la restauracién. Este modelo, introducido inicialmente por Rudin, Osher
y Fatemi, tuvo una fuerte influencia en el desarrollo de métodos variacionales para limpiar
el ruido de la imagen, su restauracion. Después de este analisis se describen algunas de las
herramientas que necesitamos, como son: las funciones de variaciéon acotada, la férmula de
Green generalizada y los flujos gradiente en espacios de Hilbert. La parte principal del curso
estd dedicada a estudiar el Flujo Variacién Total con con diferentes condiciones de contorno.
Ademas de ver que dichos problemas estan bien puestos en el sentido de Hadamard, también se
estudian algunas de sus propiedades cualitativas. En particular, calculamos varias soluciones
explicitas.
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Capitulo 1

El Flujo Variacion Total en el
Procesamiento de Imagenes

Supondremos que nuestra imagen (o dato) u, es una funcién definida en un abierto acotado
D de RY con frontera suave a trozos (t{picamente serd un rectdngulo en R?).

Observar que la informacién importante de una imagen (su geometria) esta en sus contor-
nos que corresponden a puntos donde el gradiente de u es muy grande.

Generalmente la degradacién de la imagen original u sucede durante su adquisicién y se
puede modelar mediante la ecuacién
ug = Ku+n, (1.1)

donde K es un operador de convolucién con impulso respuesta k, i.e., Ku =k *u, y n es un
ruido que en la préactica se puede considerar Gausiano.

El problema de recuperar u de ug estd mal puesto. En general el operador K no tiene por
qué ser invertible, pero ademds, si suponemos que si lo es, aplicando K ! a ambos lados de
la ecuacién (1.1) obtenemos

K lug=u+ K 'n. (1.2)

Escribiendo K ~'n en el dominio de Fourier, obtenemos que

K 'n= (7?>V
k

donde f denota la transformada de Fourier de f y fV denota la inversa de la transformada
de Fourier. De esta ecuacién se desprende que el ruido debe explotar a las altas frecuencias a
las que k se anula o es pequeno.

La estrategia tipica para resolver este tipo de problemas es por regularizacion. La solucién
del problema (1.1) se estima por minimizacién del funcional

Ty () =|| Ku—uq |3+ || Qu 3, (1.3)
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donde @ es un operador lineal de regularizacién.

Uno de los primeros métodos de regularizacién usados, debido a Tikhonov y Arsemin,
consisti6 en elegir, entre todas las posibles soluciones (1.2) la que minimiza la seminorma de

Sobolev de u
/ | Dul|? dz,
D

La ligadura anterior presupone que las imagenes son funciones de W12(Q) (i.e., funcio-
nes u € L%*(Q) tales que Du € L?(2)) que no tiene discontinuidades a lo largo de curvas
rectificables, fendmeno que es tipico de las imégenes reales.

la cual corresponde a tomar Qu = Vu.

El espacio funcional cuyos elementos pueden tener discontinuidades a lo largo de curvas
rectificables, es el espacio de las funciones de variacién acotada. Los primeros en proponer
este espacio como el natural para los problemas del Procesamiento de Imagenes fueron, inde-
pendientemente, E. de Giorgi y L. Rudin, en 1984. Una funcién u € L*(§2) cuyas derivadas en
el sentido de las distribuciones son medidas con variacién total finita en €2 se denomina una
funcién de variacién acotada. La clase de tales funciones se denota por BV (Q?). Este espacio
lo estudiaremos en el Capitulo 2. Las funciones de variacién acotada tienen discontinuidades
sobre curvas rectificables, siendo continuas en algin sentido fuera de de sus discontinuidades.
Las discontinuidades pueden identificarse con los contornos de la imagen.

Los primeros en introducir la variacién total en modelos de restauracién de imégenes
fueron L. Rudin, S. Osher y E. Fatemi en su seminal trabajo [31]. En dicho trabajo proponen
resolver el siguiente problema de minimizacién con ligaduras:

Minimizar/ || Dul| dz

D (1.4)
con / Ku:/ Uqd, / |Ku — ug|* dz = 0| D).
D D D

La primera ligadura corresponde a la suposicion de que el ruido tiene media cero, y la
segunda a que su desviacién estandar es o. Estas ligaduras son un modo de incorporar el
método de adquisicién de la imagen en términos de la ecuacién (1.1).

ud—/ud
Q

/D\Ku—ud|2 dx = o%|D| (1.5)

Bajo la hipotesis

> o?

)

la ligadura

es equivalente a

/ |Ku — ug|? dz < o?|D),
D



que viene a decir que que ¢ es una cota superior de la desviacién estandar de n. Ademas,
asumiendo que K1 = 1, la ligadura [, Ku = [}, uq se satisface autométicamente [14].

En la practica, el problema anterior se resuelve por medio del siguiente problema de
minimizacién sin ligaduras

A
Minimize/ | Dul| dz + f/ | Ku — ug|? do (1.6)
Q 2 Ja
para algin multiplicador de Lagrange .

La conexién entre los problemas (1.4) y (1.6) fue dada por A. Chambolle y P.L. Lions en
[14]. En efecto, ellos probaron que ambos problemas son equivalentes para algtin valor positivo
del multiplicador de A.

Definimos el funcional ® : L?(2) — (—o0, +00] como

/ |Du|  si ue L*(Q)NBV(Q)
d(u) = Q (1.7)
+o0 si ue L?(Q)\ BV(Q).
Proposicién 1.1. Si u es una solucion de (1.4), Entonces existe un A > 0 tal que
MK (Ku —ug) € 0®(u). (1.8)

En particular, la ecuaciéon de Euler-Lagrange asociada con el problema de eliminacién de
ruidos, es decir, para el problema (1.4) con K = I, es la ecuacién

—Au — ugq) € 0P(u). (1.9)

Formalmente,

9% (u) = —div (ngp .

Ahora, el problema es dar sentido a (1.9) como una ecuacién en derivadas parciales, descri-
biendo la subdiferencial de ® en sentido distribucional.

Motivados por problemas en restauracién de imdgenes en [3] iniciamos el estudio de la
minimizacién del flujo variacién total u; = div( HBZH ). En efecto, esta ecuacién en derivadas

parciales es descenso de gradiente asociado a la energia

/ | Dl
Q

Observar que no estamos considerando la ligadura dada por la adquisicién de la imagen.
Por tanto, nuestras conclusiones no informan directamente sobre el modelo completo (1.4).
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En lugar de ello, nuestro proposito fue entender como la minimizacién del flujo variacién total
minimiza la variacion total. Hay diferentes flujos que minimizan la variacién total de una
funcién. Uno de ellos es el movimiento por curvatura media ([29])

ou Du
— = ||D i — . 1.1
5 I U||d1V(”Du”) (1.10)

En efecto, este flujo corresponde al movimiento de una curva en R? o una hipersuperficie S(t)
en RN por curvatura media, i.e.,
X, =HN (1.11)

donde X denota una parametrizaciéon de S(t), H denota su curvatura media y N el vector
unitario normal. El cldsico movimiento dado por (1.11) corresponde al descenso de gradiente
del funcional de drea [ dS. Ambos flujos, el cldsico movimiento por curvatura media (1.11), y
su formulacién por soluciones de viscosidad (1.10) han sido estudiados por diferentes autores,
en particular nos referimos al trabajo de L.C. Evans and J. Spruck ([22], [23]) v Y-G. Chen,
Y. Giga y S. Goto [15] . La formulacién por medio de los conjuntos de nivel del clésico
movimiento por curvatura media, inicialmente propuesto por S. Osher y J. Sethian, es el
siguiente: Si S(t) es una superficie moviéndose por curvatura media con condicién inicial
S(0), y u(0,z) es la distancia signada a S(0), i.e., si u(0,z) = d(z, S(0)) cuando z esta fuera
de S(0), y u(0,z) = —d(z,5(0)) si x estd dentro de S(0), entonces S(t) = {x : u(t,x) = 0}
para cada t > 0, donde u(t,z) es solucién de viscosidad de (1.10). Esta es la formulacién
por conjuntos de nivel del clasico movimiento por curvatura media, inicialmente propuesta
por S. Osher y J. Sethian en [29] y cuyo andlisis matemé&tico fue dado en [22] y seguido
por otros muchos autores. En particular, como fue demostrado por, G. Barles, H.M. Soner
and P. Souganidis ([9]), que si en lugar de sumergir S(0) como el conjunto de nivel cero de
una funcién continua, tomamos as u(0,z) = X¢ () donde C(0) es la regién interior a S(0), y
asumimos que S(0) es una superficie suave, entonces u(t, ) = X¢(;) donde C(t) es la regién
interior a S(t). Por tanto, el movimiento por curvatura media decrece la variacion total X ¢
decreciendo la medida Haussdorff (N — 1)-dimensional de la frontera S(t) de C(t) [23]. Puesto
que la variacién total de de la funcién ug(z) = hX¢ es

TV (hX¢) = hPer(C)

vemos que hay dos formas basicas de de miniminizar la variacién total de una tal funcion:
decreciendo la altura de ug(x) o decreciendo el perimetro de su frontera. El movimiento por
curvatura media decrece el perimetro de su frontera. Bajo ciertas condiciones geométricas
sobre el conjunto C(0), la estrategia de minimizacién seguida por el flujo variacién total
consiste en decrecer la altura sin distorsionar su frontera. Consecuentemente, la estrategia
seguida el flujo variacién total es muy diferente a la seguida por el flujo por curvatura media.



Capitulo 2

Funciones de Variacion Acotada

En todo este apartado  serd un abierto de RY. Vamos a dar una introduccién a las
funciones de variacién acotada en 2, para un estudio mas exhaustivo de dichas funciones ver
(2], [21], [26] 6 [32].

Definicién 2.1. Se dice que una funcién u € L'(Q) es una funcidén de variacion acotada
en () si sus derivadas parciales en el sentido de las distribuciones son medidas de Radon con
variacion finita, i.e., si existen medidas de Radon p, ..., un € Mg(Q), tales que

/U&b da:z—/qﬁd,ui VoeD(Q), i=1,2,...,N,

con |u;|(Q) < oo para i=1,2,...,N.

Aqui estamos identificando la medida de Radon p; con la medida de Borel regular que
sabemos existe por el Teorema de representacién de Riesz. Denotaremos D;u = p;, y Du =
(D1u,...,Dnu). Al espacio vectorial de todas las funciones de variacién acotada en 2 lo
denotaremos por BV (Q).

Se dice que una funcién u es localmente de variacion acotada en  si w € BV (U) para
cada abierto U CC . Al espacio de todas las funciones localmente de variacién acotada en
Q lo denotaremos por BV,.(2).

Evidentemente, el espacio de Sobolev W11(Q) estd contenido en BV (2) y ademds, para
cadau € WH1(Q), Du = Vu LY, siendo £V 1a medida de Lebesgue N-dimensional. Adem4s
la inclusidn es estricta, i.e., existen funciones u € BV (Q) tales que Du es singular respecto a
la medida £V, por ejemplo, si Q = (—1,1) y tomamos u := X(0,1), tenemos que Du = dg, con
lo que u € BV(Q) \ Wh1(Q).

Para cada u € BV (), se define

| Dul|(Q) := sup{/ udivpdr @ ¢ € CHOQ,RY), (@)oo < 1}.
Q
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Usaremos también la notacién

/ |Dull = | Dull(©).
Q

Usando integracién por partes se tiene que
| Dul|(©2) = / Vuldz — Vue WhH(Q).
Q

Por el Teorema de representacién de Riesz para medidas vectoriales (ver [21]), se puede
ver que || Dul| coincide con la variacién total de la medida vectorial Du, i.e., ||[Du|| = |Du|(S).

Teorema 2.2. Sea u € L'(2), entonces, u € BV (Q) si, y solo si, |Dul|(2) < oco. La
aplicacion u — ||Dul| es semicontinua inferiormente respecto de la L-convergencia, i.e., si
un, — u en LY(Q), entonces ||Dul[(Q) < liminf,, o ||Du,||(9).

Demostracién. Supongamos que u € BV (Q) y sea ¢ € C3(2,RY), ||¢]|s < 1. Entonces,

N Do, N
udiv pdz /u zdar:‘ 2’— /goidDiu
’/Q ; o Oz ; Q

N N
<3 /Q pildI Dl < 3 1D (9) < o,
1=1 =1

con lo que ||Du||(©2) < oo.

Supongamos ahora que u € L(Q) y ||Dul| < co. Dada ¢ € D(2), con |¢| < 1, si conside-
ramos el campo vectorial ¢ = (0,...,0,¢,0,...,0), tenemos que

/(bdDiu :‘/udimpdx
Q Q

de donde se deduce por densidad que |D;u|(Q2) < ||Du||(£2), consecuentemente u € BV ().

< [|Dull(€),

Supongamos que u, — u en L' (). Entonces, si ¢ € C3(2,RY), [|¢]loo < 1, tenemos que

/ udivedr = lim | wdivedr <liminf || Du,]|[(),
Q n—oo

n— oo Q

con lo que
[Dul|(€2) < lm inf || Duy, |(€2).

Nota 2.3. Se puede probar que BV (£2) es un espacio de Banach respecto a la norma

lull Bv(e) = llully + | Dul|(€2),



Ahora, dicha norma es demasiado fuerte ya que no le proporciona estructura de espacio
separable y ademds, C*(2) N BV () no es denso en BV () respecto a dicha norma pues
la || || v (0)-clausura de C*(Q2) N BV (Q) coincide con W1(Q). Sin embargo, las funciones de
BV (Q) se pueden aproximar en la L!-convergencia por funciones suaves. Mas concretamente,
se tiene el siguiente teorema de aproximacion.

Teorema 2.4. (Aproximacién por funciones suaves) Dada uw € BV (Q) existen u, €
C>(Q)N BV (Q), tales que

(i) up —uen LY(Q) y
(i) || Du||(2) = lim / |V, | de.
n—oo Q

Demostracién. Fijamos un ¢ > 0. Debido a la regularidad de la medida ||Du||, existe un
m € N; tal que
[ Dul|(2\ 1) <, (2.1)

siendo

1
Q= {er : dist(x,89)>m k}ﬂB(O,k+m)7 ke N.

Tomemos Qg := ), y definamos
Up = Qi \ 0, keN.

Sea {1} una particién de la unidad subordinada a la familia de abiertos {Uy}, y para § > 0

sea 1
ps(z) = 5P (%) ,

siendo 0 < p € D(Q?), con
/ p(x) dx =1, sop(p) C B(0,1).
RN

Para cada k € N, elegimos un d; > 0 suficientemente pequeno para que se cumpla

sop(ps;, * (uhx)) C Uy,

€
/ lpsi, * (uVYy) — uViy| de < 7
Q

Definimos

Ue 1= Zpgk * (uh).
k=1
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Como para cada z €  existe un entorno donde sélo son no nulos un nimero finito de
elementos de la serie que define u,, se tiene que

ue € C(9).

Ademés, al ser {1} una particién de la unidad,

oo

w=">> uy,

k=1

con lo cual, teniendo en cuenta (2.3), se tiene que

o0
e — ully < Z/Q 195, * (uthe) — wapy] dr < e.
k=1

Por tanto,
uc —u en L'(Q), cuando e — 0.

De aqui, aplicando el teorema anterior tenemos que

|Du|| < liminf || Duc||. (2.3)
e—0

Sea ¢ € CH(LRY), |l¢llo < 1. Entonces, teniendo en cuenta que Y po | Vo, = 0, nos
queda que

/ U, dive de = Z/ s, * (upy) div p dx = Z/ uthy, div(ps,, * @) dx
Q@ k=1"¢ k=19

= ;Audiv<wk<pak * ) dx — ;/ﬂuvwk (ps, * ) da

= kz:; /Q wdiv(Pr(ps, * ) dr — ; /Q © - (ps, * (uVYy) — uVahy,) da.

Ahora, como |k (ps, * ©)

| <1y cada punto de Q pertenece a lo més a tres conjuntos de
{Uk}, teniendo en cuenta (2.1

), nos queda que

> / wdiv(i(ps, *¢)) de

/Q wdia(Walon @)+ 3 / wdiv(i(ps, * 9)) de

< 1 Dull(2) + ) I1Dull(Us) < [[Dull(2) + 3| Dull(2\ ) < || Dul| + 3e.
k=2



Por otra parte, como consecuencia de (2.3), se tiene que

Z/ @ - (ps, * (uVYy) —uViy) de| < e
k=179

Por tanto obtenemos que

/ ue divp dr < ||Dul||(Q2) + 4e,
Q

y consecuentemente,
[ Ducl|(2) < [[Dul[($2) + 4e.

De esta tltima desigualdad y de (2.3) obtenemos (ii) y concluimos la prueba. O

Corolario 2.5. (Inmersién compacta) Sea Q C RY un abierto acotado de clase C*. Sea
{un} una sucesion en BV (Q), tal que ||u,|pv) < M para todo n € N. Entonces existe
una subsucesion {un, } y una funcion u € BV (), tales que

lim u,, =u en L'(Q).
k—o0

Demostracion. Por el teorema anterior, para cada n € N podemos encontrar una funcién
vp, € C(Q) N BV (), tal que

1
||un_vn||1 < — VTLEN, (24)
n
sup/ [V, |dz < cc. (2.5)
neNJQ

Como consecuencia de (2.4) y (2.5), tenemos que {v,} es una sucesién acotada en W11(Q).
Entonces, aplicando el Teorema de Rellich-Kondrakov, existe una subsucesién {v,, } y una
funcién u € L1(£), tales que

lim v,, =u  en LY(Q).
k—o0

Entonces, por (2.4), tenemos que

lim u,, =u en L'Y(Q).
k—o0

Finalmente, como consecuencia del Teorema 2.2, u € BV (Q). O

Con una técnica similar a la usada en la demostracién del resultado anterior podemos
obtener facilmente desigualdades de tipo Sobolev para funciones de variacion acotada. Mas
concretamente tenemos el siguiente resultado.

Teorema 2.6. Para N > 2, existe una constante S(N) > 0 tal que

[ull /-1 @ry < S(N)|[Dul|(RY)  Vue BV(RY). (2.6)
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Demostracién. Por el Teorema 2.4 existen u, € C°°(RY) N BV (Q), tales que

Up —u en LYQ), wu, —u cpp.

n—oo

|Dull(®) = tim [ |Ve,|de.
R

Entonces, aplicando el Lema de Fatou y la desigualdad de Gagliardo-Nirenberg-Sobolev (ver
por ejemplo [20]), tenemos que

[ell v =1y < Hminf {fup || /v -1 @)

< Jim S(N) [ (9] = S(N) | D RY),

n—roo

con lo que tenemos probado el teorema. O

También se pueden obtener desigualdades de tipo Poincaré-Wirtinger para las funciones
de variacién acotada. Més concretamente, se tiene el siguiente resultado.

Teorema 2.7. Sea Q2 C RN un abierto conexo y acotado con frontera de clase C*. Entonces,
existe una constante C > 0, que sélo depende de §2, tal que

/Q lu— w0l dz < C||Dul|(Q)  Yu e BV(Q). (2.7)

Demostracion. Supongamos que el resultado no es cierto. Entonces existe una sucesién
{u,} C BV () tal que

/ lu — (un)ol dz > nl|Dun]|(Q)  ¥n e N.
Q

Puesto que ambos miembros de la desigualdad anterior son homogéneos de grado 1, podemos
renormalizar y trasladar las funciones w,, y obtener funciones v,, € BV (), tales que

1
/ |vog|dz =1, /vndx:O, |Dv,||(2) < —, VneN.
Q Q n

Aplicando el Corolario 2.5, podemos asumir (extrayendo una subsucesion si es necesario) que

v, — v en L1(Q), con
/|v|dx:17 /vdm:O.
Q Q

Ahora, como || Dv, [|(2) < 1 para cada n € N, por la semicontinuidad inferior de la variacién
(Teorema 2.2), tenemos que ||Dv||(£2) = 0. Entonces, como €2 es conexo, es facil ver que v
debe ser constante en 2, lo que nos lleva a una contradiccion. O
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Nota 2.8. Si aplicamos el resultado anterior al caso en que 2 = B(z, ), y usamos la notacién

(W) e = UB(z,r) = ]/ u(x) dz,

B(z,r)

obtenemos que existe una constante C' > 0, que depende de B(x,r), tal que

/ U — (W),
B(z,r)

Ahora, la mejor constante C' de la desigualdad anterior no depende de x. En efecto: basta
con considerar la transformacién T : BV (B(z,r)) — BV (B(0,1)), definida por T(u)(y) :=
u(z + ry), que es sobreyectiva, para ver que si C'(B(z,7)) es la mejor constante asociada a
la bola B(z,r), entonces, C(B(z,r)) = C(N)r, siendo C(N) = C(B(0,1)). Por tanto, como
consecuencia de (2.7), tenemos que

dy < C||Dul||(B(z,r)) Vue BV(B(x,r)). (2.8)

/B( I (el dy < CON) DI (Blar) Ve BV (Bar) (2.9)

para cada z € RV y cada r > 0.

Definicién 2.9. Sea E C RY un conjunto £V-medible. Se dice que E es un conjunto de
perimetro finito en el abierto  si Xy € BV ({2); y en este caso se define el perimetro de E en
Q como

P(E, Q) := || DXg||(€).

Tenemos pues que
P(E,Q) = sup {/ divpdr @ o€ CHOQ,RY), ol < 1}. (2.10)
E

Se dice que E es un conjunto de perimetro localmente finito si P(E, ) < oo para cada
Q C RY abierto acotado. A dichos conjuntos también se les suele denominar conjuntos de
Caccioppoli. Cuando E es de perfmetro finito en RY, diremos simplemente que F es un
conjunto de perimetro finito y escribiremos

Per(E) = P(E,RY).

Nota 2.10. Si E ¢ RY es un abierto acotado con frontera OF de clase C?, entonces E es un
conjunto de Caccioppoli y ademés, para cada Q C RN abierto acotado se tiene que

P(E, Q) =H""YQNOE), (2.11)

siendo HV ! la medida de Hausdorff (N — 1)-dimensional. En efecto: si ¢ € C3(Q,RY) con
l¢lleo < 1, aplicando el cldsico Teorema de Green-Gauss, tenemos que

/diwdmz/ o -vdHN L <HYTHQNOE) < oo,
E OF
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siendo v la normal exterior unitaria a OF. Entonces, por (2.10), tenemos que
P(E,Q) <HNHQNOE).

Veamos la otra desigualdad. Como OF es de clase O, existe un conjunto abierto U conteniendo
a OF, tal que d(z) = dist(x, E) es de clase C' en U\ OF y

z —&(x)

Vd(z) = )

siendo &(z) el tnico punto de OF més préximo a x. Por tanto, la normal exterior unitaria v a
OF tiene una extension 7 € C3(RY), tal que |7| < 1. Consecuentemente, si tomamos ¢ = ni
con n € D(), nos queda que

/divgodx:/div(nf/)dx:/ ndHN 1
E E OE

Por tanto,

P(E,Q) > Sup{/ ndHN"t e D), n] < 1} =HN"HQNOE).
OFE

Recordemos que la clasica férmula codrea para una funcién suave u asegura que

—+oo
/ |Vu(z)| de = HNT{x € Q ¢ u(z) = t})dt. (2.12)
Q —o0
Por el Teorema de Sard, para casi todo t € R el conjunto {z € Q : wu(z) = t} es una

hipersuperficie suave que coincide con la frontera del conjunto de nivel superior
Ei(u) :={z € Q :u(z) >t}
Por tanto, como consecuencia de (2.11), podemos escribir la férmula codrea como
+00
/Q [Vu(z)|de = [m | DX g, )| (€2) dt. (2.13)

En 1960, W. H Fleming y R. Rishel ([24]) demostraron que la férmula codrea es también
cierta para funciones de variacién acotada, concretamente establecieron el siguiente resultado.

Teorema 2.11. (La férmula codrea) Sea uw € BV (Q2). Entonces, para casi todo t € R el
conjunto
Ei(u) :={z€Q :u(x) >t}

tiene perimetro finito y se cumple que

+oo
|Dul() = / DX, ) | () . (2.14)

— 00
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Inversamente, siu € L'(Q) e
+oo
/ HDXEt(u) ||(Q> dt < o0,
—o0
entonces u € BV (Q).

Demostracién. Observemos primeramente que para cada funcién u € L(Q) se tiene que

0

+oo
u@) = @) —w @ = [ Xmw@d- [ G-xpeE)d @)

— 00

Veamos ahora que para ¢ € CL(Q,RY), ||¢]lo < 1, se tiene que

+oo
/udivgadx:/ </ divgpdx) dt. (2.16)
Q —00 Ey(u)

Teniendo en cuenta (2.15) y que / div p dx = 0, tenemos que
Q

“+oco 0
/ wdiv @ dx :/ </ Xg, () () dtf/ (1 XEt(u)(x))dt> div o dx
Q Q 0 —o0
400 0
:/ (/ Xg,(u) () divcpd:zc) dt—/ (/(1—XEt(u)(x)) divgodx) dt
0 Q —o0 Q
+o0 +oo
:/ (/ X g, (u) () divgpdm) dt:/ (/ divgodx) dt.
o Q —00 Ey(u)

Como consecuencia de (2.16), se obtiene que

+oo

1Dul@) < [ 10X, ) . (217

Luego, si

+oo
/ DX gy | () it < oo,

— 00

tendremos que || Dul|(2) < oo, con lo que u € BV () por el Teorema 2.2.

Supongamos que u € BV(§2). Veamos primeramente que la aplicacién ¢ — || DXg, (|| es
L'-medible. En efecto: como la aplicacién

(:E7 t) = XEt(u) (1:)

es (LN x L£1)-medible, tenemos que para cada ¢ € C} (2, RY), la funcién

t— divgodxz/ XEg, (udivedr
Ey(u) Q
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es Ll'-medible. Ahora, si D es un subconjunto denso y numerable de C2(Q,RY), tenemos
que

t = || DXg, )l = sup {/ divedr : ¢ e D, |¢lle < 1},
Ey(u)

con lo que la aplicacion t — || DXg, (|| es £'-medible.

Veamos ahora que (2.14) es cierto para u € BV (Q) N C*(Q). Sea

f(@®) ::/ |Vu| dz :/ |Vu| d.
Q\E¢ (u) {u<t}

Como la funcién f es creciente, existe f/(t) para casi todo t € R, y se tiene que

+oo
/ f(t)dtg/Q|Vu|dx. (2.18)

— 00

Para t € R r > 0 fijos, definimos 77 : R — R como

0 si s<t
s—1t .
n(s) == si t<s<t+r
r
1 si s>t+r.

Entonces
1 sit<s<t+r
n(s)=9 "
0 sis<tos>t+r.

Por tanto, para cada ¢ € C} (2, RY), tenemos que

1
_ / n(u()) div o d = / 7 (u(@))Vu - pde = = - / Vu-pde,
Q E;(u)\E¢yr(u)

Q r

- 1
fetn) - fO) _ (/ V| da _/ |vu|da:>
r r O\E¢4r(u) O\ E¢(u)

1 1
=*/ IVuIdxzf/ Vu - pdr
T JE(u)\Brtr (u) T JE (W\Eitr(u)

:—/ n(u(x)) div ¢ dx.
Q

de aqui, haciendo tender r — 0, obtenemos que

con lo que

() > —/ ( )divgodx para casi todo t € R.
Ei(u
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Entonces, tomando supremo sobre las ¢ € CE(Q,RY), con ||¢|« < 1, deducimos que

I1DX g, () 1) < F'(2),

de donde teniendo en cuenta (2.18), obtenemos que

+oo
/ DXy | () e < /Q Yl dz = [ Dul (%),

De aqui, teniendo en cuenta (2.17), completamos la prueba de (2.14) para u € BV (Q)NC> ().
Veamos finalmente que (2.14) es cierto para u € BV (Q). Por el Teorema 2.4, dada u € BV (Q)

existen u, € C*(Q) N BV (Q), tales que

up —u en LY(Q)

|Dul|(Q) = lim / [Vuy,|dx.
n—oo Q

Por lo visto anteriormente, para cada n € N, se tiene que

+o00
/Q Vun| do = / DX gy | (92) .

/Q|un(x)u(x)|dx—/J:C (/ﬂ

Luego, teniendo en cuenta (2.19),

Ahora,

da:) dt.

XE,(un) = XEy(u) €N L'(Q) para casi todo t € R.

XEt(un) (.CE) - XEt(u) (I)

Entonces, por la semicontinuidad inferior de la variacién,

1DXz, ) (2) < M inf [ DX (),

Por tanto, por el Lema de Fatou, (2.20) y (2.21), obtenemos que

+o0 too
| I wl@d <timint [ Dxg

— 00 — 00

(Q) dt

— lminf / V| dx = [|Dul|(92),
Q

n—oo

con lo que teniendo en cuenta (2.17) concluimos la prueba.

(2.19)

(2.20)

(2.21)

O

Teorema 2.12. (Desigualdad Isoperimétrica) Sea E un conjunto de Caccioppoli acotado

en RN . Entonces,
LN(B)YN-V/N < [(N) Per(E),

con I(N) = S(N).

(2.22)
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Demostracién. Como Xg € BV (RY), basta con aplicar la desigualdad de Sobolev (2.6) a
la funcién Xg. O

Nota 2.13. Hemos visto que la desigualdad isoperimétrica (2.22) es consecuencia de la de-
sigualdad de Sobolev (2.6). Veamos que el reciproco también es cierto. Sea T}, el operador de
truncamiento a niveles k y —k, i.e.,

r si |r| <k
Ti(r) :=
ksign(r)k si |r] > k.

Consideremos la funcion

(N—1)/N
= ([ | mw e i)

Para cada h > 0 tenemos que

Tin(w)] < Te(w)|hX B, (u)

con lo que

FE+h) < F(8) +h (LY (Bu(w) "

De donde se deduce que
(N-1)/N
ro s (NEe)

Entonces, teniendo en cuenta la férmula codrea, de (2.22) se deduce que

(/RN |u|N/(N—1) dx) (N—-1)/N )= /O+<x> Pyt

oo (N=1)/N +oo
< [ (eE) <1v) [ pex(Biu) de = 1) | Dul RY)

Con un argumento de simetrizacién se puede probar que la mejor constante () para la
desigualdad isoperimétrica es la que se obtiene para la bola unidad, i.e.,

(N-1)/N N
S(N)=1I(N) = <LN(B(0, 1))) (Per(B(0,1))"' = N~1oy /N

siendo oy el volumen de la bola unidad de RV, on = 2

También se tienen las siguientes desigualdades isoperimétricas relativas.
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Teorema 2.14. Sea E un conjunto de perimetro localmente finito en RN . Entonces, existe
una constante Cy que sdlo depende de la dimension N, tal que, para cada bola B(z,r) C RN

se cumplen:
g LY(ENB(z,r)) LY (B(z,r) \ E) < Cx vV T P(E, B(z,7)). (2.23)

mi{LN(E N B(xz,r)), LY(B(z,r)\ E)} < CyrP(E, B(z,r)). (2.24)
Demostracién. Como el valor medio de u := Xgnp(q,r) sobre B(z,r) viene dado por

(W)z,7 = LN(E N B(z,7))
T LN(B(x,1)

C _ LN(EnB(z,r)) LY (B(z,r) \ E)
= el =2 £V (Blm)) |

aplicando la desigualdad (2.9) obtenemos que

2£N(E N B(z,r)) LY (B(z,7) \ E)
LN (B(x,r))
de donde se deduce (2.23). Por otra parte, de (2.25) se deduce que

< C(N)rP(E,B(z,r)), (2.25)

2

LN(E N B(z,7)) ( B £N(E0B(ac7r)))
LN(B(z,1)) LN(B(z,1))
< C(N)rP(E,B(x,r) LY (B(z,1)).

De aqui, como
LN(EN B(z,7))
LY(B(z,7))

y min{¢, 1 —t} < 2¢(1 —t), se tiene que

min {EN(E NB(z,r)) . LN(EN B(x,7)) }
LN(B(z,7)) LN(B(z,1))

€ [0,1]

< C(N)rP(E, B(x, 1)) LY (B(x,1)),
de donde se deduce (2.24). O

El concepto de traza para las funciones de los espacios de Sobolev se puede extender al
contexto mas general de las funciones de variacién acotada. Se tiene el siguiente resultado,
cuya demostracién se encuentra por ejemplo en [21].

Teorema 2.15. Sea 2 C RN un abierto acotado con frontera Lipschitz continua. Eviste un
operador lineal acotado y sobreyectivo T : BV () — LY (0Q, HN 1) tal que

/Qudivcp d:c:—/ggp-Dqu/aQ@p-u)T(u) dHN ! (2.26)
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para cada v € BV (Q) y ¢ € CHRN,RY), siendo v la normal exterior unitaria a 9. Ademds
se tiene que para HN"'-c.p.p. x € 09,

T)) =l [ wl)dy

A la funcién T'(u) se le denomina la traza de u sobre 9. En el caso en que u € W11(Q),
se tiene que T'(u) = vy(u), siendo v el operador traza definido en W11(Q).

Teorema 2.16. (Extensién) Sea Q2 C RY un abierto acotado de clase C*'. Seanu; € BV (Q),
uy € BV (RN \ Q). Definimos

uy(z) z €
(x) == -
us () r e RN\ Q.

Entonces, i € BV (RY) y

IDal|(RY) = IIDU1II(Q)+HDU2II(RN\§)+/ T (ur) = T(uz)| dHV
o0

Demostracién. Sea ¢ € C(RM.RY) con [[p|l.c < 1. Entonces, teniendo en cuenta el
Teorema 2.15, se tiene que

/ udiv @ dx:/uldivgp dm—i—/ us div @ dz

RN Q RN\Q

:—/@.Dul—/ 7@‘Du2+/ (T'(u1) — T(uz))p - vdHN !
Q RN\Q a0

< |Dul|() + | Dual|(R¥ D) + [ [T () = Twa)| a1,
o0
Por tanto, & € BV (RY) y ademas
IDaEY) < Dual () + [ Dual R¥\D + [ [T(ar) - T a .
o0

Para demostrar la igualdad, observemos primeramente que para cada ¢ € CH(RN.RYM) se

tiene que
—/ @-Dﬂ:—/ngul—/ @ - Dug
RN Q RN\Q

+/ (T(u—1) =T(u2)) - v dHN L
o0

(2.27)

Por tanto,
Du;  sobre
Du =
Duy  sobre RN\ Q.
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Entonces, teniendo en cuenta (2.27), se tiene que

- / oDii = / (T(u—1) - T(us)) - v dH¥,
o o

con lo que
1D 09) = | [T(w) - T(uz)| a1V,
oQ
y de aqui se deduce la igualdad. O

Corolario 2.17. Sea Q C RN un abierto acotado de clase C1. Sea u € BV (Q). Definimos
u(z) x e

T 0 sernm

Entonces, E(u) € BV(RY) y
IDE(u)[[(RY) = [|Dul|(2) + /BQ |7 ()] dHN 1

En particular, Q tiene perimetro finito y
Per() = HV1(09).

Demostracion. La primera parte es consecuencia inmediata del resultado anterior y para
demostrar la tltima parte basta con aplicar la primera a u = Xgq. O

Teorema 2.18. (Teorema de inmersién) Supongamos que N > 2. Sea Q C RN un abierto
acotado de clase C'. Entonces la inmersion BV (Q) — LN/N=1(Q) es continua, siendo
compacta en LP(Q) para cada 1 < p < 2.

Demostracién. Teniendo en cuenta el corolario anterior, si aplicamos (2.6) a FE(u), nos
queda que
lull /1.0y = IE@) /w1 gy < CIDE(w)II(RY)

- c(nDunm) + [ i dHN—l).

De aqui, teniendo en cuenta la continuidad del operador traza se obtiene la inmersién continua
BV(Q) — LN/N=1(Q). Ahora, por el Corolario 2.5, tenemos que la inmersién BV (Q) —
L'(Q) es compacta. Por tanto, aplicando la desigualdad de Holder, obtenemos que la inmersién

BV (Q) < LP() es compacta para cada 1 < p < 5. O
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Capitulo 3

Una Foéormula de Green para
Funciones de Variacion Acotada

Este Capitulo estd dedicado a establecer una férmula de Green para funciones de variacién
acotada debido a G. Anzellotti [7].

3.1. Traza de la componente normal de ciertos campos
vectoriales

Es bien conocido que condiciones de sumabilidad sobre la divergencia de un campo vec-
torial z en 2 da lugar a propiedades de traza de la componente normal de z sobre 9€2. En
esta Seccién vamos a definir una funcién [z,v] € L (0f) asociadad a cada campo vectorial
z € L=(Q,RY) tal que div(z) es una medida acotada en ().

Sea Q un abiertode RV, N >2y1<p < N, % < g < 0. Consideraremos los siguientes
espacios:
BV (Q), := BV(Q) N LY(Q)
BV(Q).:=BV(Q)NL>®(Q)NC(Q)
X (), :={z € L®(Q,RY) : div(z) € LP(Q)}
X(Q), :={z € L®(Q,RY) : div(2) es una medida acotada en Q}.
En el teorema siguiente definimos un acoplamiento (z,u)sq, para z € X(Q), y u €

BV (Q).. Necesitamos el siguiente resultado, que se puede obtener por medio de la técni-
ca usado por Gagliardo en [25] para probar el teorema de extensién L1(9Q) — Wh1(Q).

Lema 3.1. Sea Q un abierto acotado de RN con frontera Lipschitz continua. Entonces, para
cada funcion u € L*(0Q) y cada € > 0 existe una funcién w € WH(Q) N C(Q) tal que

wlpo = u
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/ V| do < / fu dHV 1 1 €
Q Gle)

w(z) =0 if dist(z,9Q) > e.
Ademds, fijado 1 < q < 00, se puede encontrar una funcion w tal que

[wllq < €.
Finalmente, si también se tiene que u € L>°(9), se puede encontrar w satisfaciendo
[wlloo < llufloo-

Teorema 3.2. Sea Q un abierto acotado de RN con frontera 02 Lipschitz continua. De-

notamos por v(x) la normal exterior unitaria a 0S). Entonces existe una aplicacion bilineal

(z,u)p0 : X(Q), x BV(Q). = R tal que

(z,u)p0 = /BQ u(z)z(x) - v(z) dHN 1 si z € CHQ,RY) (3.1)

[{(z,u)oq| < ||z||oo/ lu(x)| dHN ™! para todo z,wu. (3.2)
o0
Demostracién. Para u € BV (Q). "1 Wh1(Q) y 2 € X(Q),,, definimos

(z,u)p0 :=/udiv(z)+/z~Vudx.
Q o

Veamos que si u,v € BV (Q). N WH(Q) y u = v sobre 9 entonces se tiene que

(z,u)90 = (2,V)s0 para todo z € X(Q),.

En efecto, por técnicas estandar en la teoria de espacios de Sobolev, podemos encontrar
funciones g; € D(Q) tales que, para todo z € X(f2),, se tiene que

<z,u—v>3g:/Q(u—v)div(z)+/ﬂz-wu—v)dx

= lim (/ g: div(z) +/ z-Vg; dx) =0.
1— 00 0 Q

Definimos (z,u)aq para toda u € BV (). como
<Za u>3§2 = <Z, w>aﬂa

siendo w cualquier funcién de BV (). N W11(Q) tal que u = w sobre 9. Esta definicién es
correcta en vista de la anterior observacién y del Lema 3.1.
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Para probar (3.2), tomamos una sucesién u,, € BV (Q). N C*(§) convergiendo a u como
en el Teorema 2.4 y obtenemos que

(2, w)on] = [z, un)onl < | / i div(2)| 1 [12] / Vi de
Q Q

para todo z y para todo n.

Por tanto, tomando limites cuando n — oo tenemos que

+ ellso / | Dul.
Q

Ahora, fijado un € > 0 consideramos una funcién w como en el Lema 3.1. Entonces

|(z, w)oal < ‘/Qudiv(z)

(zvyon] = Iz, whonl < ol [ V()] + 2] ( / |u|dx+e) ,
2\, o0

siendo Q. = {z € Q : dist(z,9Q) > €}.

Puesto que div(z) es una medida de variacién total acotada en ,

lim d|div(z)| = 0.
e—0t Q\Q.

Consecuentemente, (3.2) se cumple.

Teorema 3.3. Sea Q un abierto acotado de RN con frontera 02 Lipschitz continua. Entonces
existe un operador lineal v : X (), — L*(09Q) tal que

()l < ll2lloo (3-3)

(z,u)p0 = / v(2)(x)u(x) dHN ™' para todo u € BV(). (3.4)
a0

v(2)(z) = 2(z) - v(z) para todo z € 9Q si z € CY(Q,RY). (3.5)

La funcion v(z) es una traza débil sobre OQ de la componente normal de z. Denotaremos
ay(z) como [z,V].

Demostracién. Fijemos un z € X (2),,. Consideramos el funcional F' : L' (9£2) — R definido

como
F(u) := (z,w)aq,

donde w € BV (), es tal que w|sq = u.

Por la estimacion (3.2),
[F ()] < [[2lloo [Jull-



24 Una Férmula de Green para Funciones de Variacién Acotada

Por tanto existe una funcién y(z) € L*(99Q) tal que

Flu) = /d @) wpula) d

y el resultado queda demostrado. O

Obviamente, X (), C X(Q),, para todo p > 1y consecuentemente, la traza [z, V] estd de-
finida para todo z € X(Q),.

3.2. La medida (z, Du)

Aproximando por funciones suaves y aplicando la férmula de Green se deduce facilmente
el siguiente resultado.

Proposicién 3.4. Sea Q un abierto acotado de RN con frontera 0Q Lipschitz continua 1y
1 < p < 0o. Entonces, para todo z € X (), yu € WHL(Q) N LP (Q), se tiene que

/Qudiv(z) dx+/ﬂz-vud:c:/m[z,u}(z)u(x) dHN T (3.6)

De ahora en adelante consideraremos pares (z,u) tales que cumplen alguna de las condi-
ciones siguientes:
a)u€ BV(Q),, z€ X(Q), v 1<p<N;
b) u € BV(Q)wo, 2z € X(Q)1; (3.7)
c) u € BV(Q)., z € X(Q),.

Definicién 3.5. Sean z,u cumpliendo una de las condiciones de (3.7). Entonces, definimos
el funcional (z, Du) : D(2) — R como

(2, Du), ) == —/prdiv(z) dx—/guz-Vgpdz.

Teorema 3.6. Para todo abierto U C Q y para toda funcion ¢ € D(U), se tiene que

(2, Du), 0)| < llolloo [[2]l Lo () /UIDUIv (3.8)

consecuentemente (z, Du) es una medida de Radon en Q.

Demostracién. Tomemos una sucesién u, € C*°(2) convergiendo a u como en el Teorema
2.4. Dada ¢ € D(U) consideremos un abierto V' tal que supp(p) C V CC U. Entonces,

[{(z, Dun), )| < ll@lloo 12l o (0 /V|Dun| para todo n € N.
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De aqui, tomando limites cuando n — oo se sigue el resultado. O

Denotaremos por |(z, Du)| la variacién total de la medida (z, Du) y por / |(z, Du)|,
B

/ (2, Du) el valor de estas medidas en cada conjunto de Borel B C (.
B
Como consecuencia del Teorema anterior se tiene el siguiente resultado.

Corolario 3.7. Las medidas (z, Du), |(z, Du)| son absolutamente continuas con respecto a
la medida || Dul| y ademds

[ u) < 100l < o [ 1D
B B B

para cada conjunto de Borel B y para cada conjunto abierto U tal que B C U C ). Ademds,
por el Teorema de Radon-Nikodym, existe una funcidn ||Dul|-medible

0(z,Du,-): Q > R

tal que

/ (z,Du) = / 0(z, Du, x) | Du] para todo conunto de Borel B C Q
B B

16(z, Du, )| o< @, pull) < l12]lso-
Asumamos que u, z satisfacen alguna de las condiciones (3.7). Escribiendo
z-D%u = (z,Du) — (2 - Vu)dL",

tenemos que z - D*u es una medida acotada. Ademds, con un argumento de aproximacion
como el usado en la demostracién de Teorema 3.6, tenemos que z - D®u es absolutamente
continua con respecto a la medida || D*u|| (y, por tanto, es una medida singular respecto a la

medida £V), y
|z - D*ul < ||2||oo]| D ul. (3.9)

3.3. La formula de Green

Lema 3.8. Asumamos que u, z satisfacen una de las condiciones de (3.7). Sea u,, € C*(Q)N
BV (Q) convergiendo a uw como en el Teorema 2.4. Entonces se tiene que

/z-Vundx%/(z,Du).
Q Q
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Demostracion. Dado un € > 0, tomamos un abierto U CC € tal que

/ |Du| < e.
U
Sea ¢ € D() tal que p(z) =1en Uy 0< ¢ <1 en Q.

/Q(Z,Dun)—/ﬂ(z,Du) <

(2 D)) = (2. D). 9l + [ [ Dun)l1 =)+ [ [ Du)l1 = )

Entonces,

Puesto que
lim ((z, Dun), 90> = ((z, Du), ),

n— oo

limsup [ [(2, Duy,)|(1 =) < IIleooh’msup/ [Dun| < €|z][oo
Q\U

n—oo JQ n— oo

1Dl -9 < elzle
y € es arbitrario, el lema se sigue. O

Veamos ahora la férmula de Green que relaciona la funcién [z, v] y la medida (z, Du).

Teorema 3.9. Sea Q un abierto acotado de RN con frontera 0Q) Lipschitz continua y sean
z, u cumpliendo una de las condiciones de (3.7). Entonces, se tiene que

/Qudiv(zH/Q(Z,Du):/m[z,u]udﬂNfl. (3.10)

Demostraciéon. Tomemos una sucesién u, € C*>°(Q2) N BV () convergiendo a u como en el
Teorema 2.4. Entonces, por el Lema 3.8 y la Proposicién 3.4, tenemos que

/Qudiv(z) —|—/Q(z,Du) = nlggo (/Q Uy, div(z) —&-/Qz -Vuy, dx)

= lim [z, V]uy, dHN 2/ [z, VJudHN L.
09

O

Nota 3.10. Observar que con una prueba similar a la del teorema anterior, en el caso 2 = RV,
se obtiene la siguiente férmula de integracién por partes: para z y w satisfaciendo una de las
condiciones de (3.7), se tiene que:

/RN w div(z) + /RN(Z,Dw) =0. (3.11)



Capitulo 4

Flujos Gradiente

Uno de los ejemplos méas importantes de operadores maximales monétonos en espacios de
Hilbert, que proceden de la teoria de la optimizacion, son las subdiferenciales de funciones
convexas que vamos a estudiar en este Capitulo.

En todo este capitulo, H denotard un espacio de Hilbert real, con producto interior (/) y
norma || ||.

4.1. Funciones convexas en espacios de Hilbert

Una funcién ¢ : H =] — 00, +00] es conveza si
plau+ (1 —a)o) <ap(u) + (1 - a)p(v)
para todo a € [0,1] y u,v € H.

Denotamos
D(p)={ue H : p(u) # +o0} (dominio efectivo).

Se dice que ¢ es propia si D(p) # 0.

Se dice ¢ es semi-continua inferiormente (s.ci) si u, — w en H implica que p(u) <
liminf,, o0 @(uy).

Muchas de las propiedades de ¢ se reflejan en su epigrafo:
epi(p) = {(u,r) € H xR : r > p(u)}.

¢ es convexa si y sblo si epi(¢) es un subconjunto convexo de H; y ¢ es semi-continua
inferiormente si y sélo si epi(y) es cerrado.
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La subdiferencial Op de ¢ es el operador definido por
w € p(z) <= ¢u) > o(z)+ (w/u—2) VYueH.
Observar que 0 € 0p(z) <= p(u) > p(2) Vue H <

p(z) = uén];&)so(u)

Por tanto, tenemos que 0 € d¢(z) es la ecuacidn de Euler del problema variacional

z) = min u).
o(2) ueme( )

Si (z,w), (2,10) € D, entonces p(2) > (2) + (/2 — 2) v p(3) = p(2) + (/2 — 2).
Sumando estas desigualdades obtenemos que

(w—w/z—2)>0

Por tanto, dp es un operador mondtono.

Sea ¢ : H =] — 00, +00]. La derivada direccional D,p(u) de ¢ en el punto u € D(yp) en la
direcciéon v € H se define como

, u+ ) —o(u
Dv(p(u)zlﬁgw( /\) p(u)

cuando el limite existe.

Si existe un w € H tal que D,p(u) = (v/w) para todo v € H, entonces se dice que ¢ es
Gateauz diferenciable en u, y a w se le denomina la derivada de Gateaur de ¢ en u, la cual
se denota por ¢'(u).

Proposicién 4.1. Sea p : H —] — 00, +00] una funcidn convexa propia. Si ¢ es Gateauz
diferenciable en u, entonces

Op(u) = {¢'(u)}.

Demostracion. Dado w € H, como ¢ es convexa, tenemos que

(¢ (w)/w =) = Du-uiplu) = lim plu Mw —w) = p(w

e eOw (1 M) — ()
A0 A
Por tanto, ¢'(u) € Op(u).

< p(w) = p(u).

Por otra parte, si v € 9p(u), dado w € H y A > 0, tenemos

plu+ Aw) — p(u)
A

1
> X(v/u—i—)\w —u) = (v/w),
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de donde se sigue que
Dyp(u) > (v/w) Yw e H.

Ademas, tomando w = —w, tenemos
—D_wp(u) < (v/w) < Dyp(u).

Por tanto, puesto que ¢ es Gateaux diferenciable en u, obtenemos

(@' (u)/w) = =(¢'(u)/ —w) < (v/w) < (¢'(u)/w) YweH,

y consecuentemente, v = ¢’ (u).

Nota 4.2. Si ¢ es continua en u, el reciproco también es cierto (ver [16]). En este caso se
tiene que

¢ es Gateaux diferenciable en u < 9p(u) = {¢'(u)}.

Ejemplo 4.3. Si ¢ : RY — R estd definida como ¢(z) = ||z| = /23 +---+22, z =
(21,...,7,) € RN es ficil ver que
ﬁ if x#0
dp(z) =

B1(0) si z=0.

Ejemplo 4.4. Sea Q C R un conjunto abierto acotado con frontera suave. Consideremos el
funcional ¢ : L?(Q) —] — 00, +00] definido por

1

§/Q|Vu|2 siue W, %(Q)

p(u) ==
+o00 we LA(Q)\ W2 (Q).

Entonces,
D(9p) = Wy (2) N W>2(2)
v € dp(u) & v=—Au.
Por tanto, son equivalentes:
(i) u es una solucién del problema variacional

plu) = min p(w).
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(ii) u es una solucién débil del problema de Dirichlet
—Au=0 en
u=0 sobre 0%

Teorema 4.5. Sea ¢ : H —] — 00, +00] una funcion convexa, propia y semicontinua infe-
riormente. Entonces, para cada w € H y A > 0, el problema

u+ Adp(u) 5w
tiene una Unica solucion u € D(Jp).

Demostracién. Dado w € H y A > 0, consideramos el funcional J : H —] — 0o, +00] definido
como

Ty = g Jul® + Xo(uw) — (/)

Queremos probar que J toma su minimo en H. Veamos primeramente que J es débilmente
semicontinuo inferiormente, es decir que se cumple,

up, — u debilmente en H = J(u) < liminf J(u,). (4.1)

n—oo
Obviamente, es suficiente con demostrar (4.1) para . Sea u,, tal que

=liminfp(u,) = lMm o(un,).

Para cada € > 0 el conjunto
K.oi={weH : plw)<l+e€}
es un cerrado convexo, y consecuentemente es un débil cerrado.

Puesto que todos, salvo un numero finito de puntos de {uy,} estdn en K., u € K., y
consecuentemente

o(u) <1+ e=lminf p(u,) + €.
n—oo

Puesto que la anterior desigualdad es cierta para todo € > 0, se cumple (4.1).

Veamos ahora que
o(u) > —C — C||ul| Vue H (4.2)

para alguna constante C' > 0.

Supongamos por reduccién al absurdo que para cada n € N existe un u,, € H tal que

o(un) < —n — nljuy| VneN. (4.3)
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Si la sucesion {u, } es acotada en H, existe una subsucesién débilmente convergente w,, —
u. Pero entonces, (4.1) y (4.3) implican la contradiccién p(u) = —oo. Por tanto podemos
asumir que, pasando a una subsucesién si es necesario, ||u,|| — oo.

Seleccionemos un ug € H tal que p(up) < co y ponemos

1
vn::un—l—(l—)uo.
[t | [ |

Entonces, por la convexidad de ¢, tenemos que

w(vnsl;”w(unw(l ! )w(UO)

[[un]|

1
<
[ |

(=n = nlluall) + lp(uo)| < —n+[p(uo)l.

Como {v,} es acotada, podemos extraer una subsucesion débilmente convergente v, — v,
y llegar de nuevo a la contradiccién ¢(v) = —oo. Consecuentemente hemos establecido (4.2).

Elegimos una sucesién minimizante {u, } asi que

nh_}n;o J(uy) = Uuenlf{ J(v) =m.

Por (4.2), no es dificil ver que m € R. Entonces, teniendo en cuenta (4.2), existe M > 0,
tal que

1
M > J(un) = 5 lunl® = AC + wl]) [[un] = AC

1 1
= 5l = AC + [[wl]))? = AC = S(AC + [[w])*.

Por tanto, tenemos que {u,} es acotada. Podemos entonces extraer una subsucesién débil-
mente convergente u,, — u. Entonces, por (1) J tiene un infimo en u. Consecuentemente,

0€dJ(u).
Es fécil ver que 0J(u) = u — w + Adp(u), y asi
u—+ Adp(u) 5 w.
Finalmente, para ver la unicidad, supongamos que también
u + Adp(u) > w.

Entonces, u + Av = w, w4+ XU = w para v € 0p(u), v € dp(u). Por tanto, por la monotonia
de Oy, tenemos que

Puesto que A > 0, u = u. O
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Definicién 4.6. Sea ¢ : H —]—00, +00] una funcién convexa, propia y semicontinua inferior-
mente. Para cada A > 0 se define la resolvente J de d¢ como el operador JY : H — D(dyp)
definido por JY (w) := u, donde u es la tnica solucién de

u+ A0p(u) > w.

El aprozimante de Yosida es el operador AY : H — H definido por
® 1 @
A (w) == X(w — J7 (w)).
En el siguiente resultado veremos algunas de las propiedades del operador resolvente y de

los aproximantes de Yosida.

Teorema 4.7. Sea ¢ : H —] — 00, +00] una funcién convexa, propia y semicontinua infe-
riormente. Para X > 0, sea Jy = J{ y A\ = AY. Se cumple que:

(i) |Ix(w) — JA(@)|| < |lw —@|| para todo w,w € H.

(ii) |Ax(w) — Ax(@)|| < $llw —w|| para todo w,w € H.
(i1i) 0 < (w —wW/Ax(w) — A)), i.e., Ax es un operador mondtono.
(iv) Ax(w) € dp(Jx(w)) para todo w € H.

(v) Siw e D(Jp), entonces

sup AN (w)]| < [(99)° (w)] := min{|ul| : u € dp(w)}.

(vi) Para cada w € D(dyp),

lim J =w.
i A(w) =w

Demostracion. (i) Sean u = Jy(w), u = Jy(w). Entonces v + A\v = w, @ + AU = W para
algin v € dp(u), T € dp(u).
Por tanto
lw —w|* = lu—a + Mo —7)|?
= |lu—a|* + 2\ (u — /v —T) + N|jv — B||* > |lu —T|>.
Esto prueba (i)

La afirmacién (ii) se sigue de (i) y de la definicién de los aproximantes de Yosida.

(iii) Teniendo en cuenta (i), se tiene que

(w —w/A\(w) = Ay) = %(w —w/w—w = (Ja(w) = Jr(0))
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(lw = = (w =@/ = (Ja(w) — Jx()))

>

> < (lw =@)* ~ w = @| Jx(w) = Ja(@]) > 0.

> =

(iv) Notar que u = Jy(w) si y s6lo si u+ Av = w para algin v € dp(u) = dp(Jx(w)). Pero

v =

(w—u) = %(w — h(w)) = Ax(w).

> =

(v) Asumamos que w € D(9p), u € Op(w). Sea z = Jy(w), asi que z + \v = w, donde
v € Op(z). De la monotonia de se sigue que

0<(w—2z/u—v)= <w — Ih(w)/u— %(w - JA(w))> = (M (w)/u— Ax(w)).

Consecuentemente

MAx(w)[[* < (AAx(w)/u) < N[ Ax(@)]l[|ull,

y asi

[Ax(w)]| < ull-
Puesto que esta estimacién es vélida para todo A > 0y u € dp(w), se cumple (v).
(vi) Si w € D(0y), por (v), tenemos

175 (w) = wl| = M Ax(w)[| < Al(9)" (w)],

y consecuentemente

Ii = w.
/\1?&‘])\(11)) w

Sea w € D(0¢). Dado € > 0 existe w € D(dy) tal que ||w —w|| < .
Ahora, como W € D(dyp), existe Ag > tal que [|Jx(w) —w| < §.

Entonces,

[ 73 (w) = w < [|Ix(w) = Jx@)]| + [|Jx(@) =] + [lw — ]|

+

N ™

< 2fjw —wl| + [[x(w) —w|| <
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4.2. Flujos gradiente en espacios de Hilbert

Muchos problemas en Fisica y Mecdnica se pueden escribir como un un sistema gradiente
u'(t) =-VV(u(t) 0<t<T
u(0) = ug € RV,
donde V : RN — R es un potencial.

En esta seccién vamos a considerar la generalizacién infinito dimensional (en el contexto
de los espacios de Hilbert) de los sistemas gradiente. Nos proponemos estudiar ecuaciones
diferenciales de la forma

u'(t) + 0p(u(t)) 20 t>0
(4.4)
u(0) =up € H,

donde H es un espacio de Hilbert y ¢ : H —]— 00, +00] es una funcién convexa y semicontinua
inferiormente. A un problema de la forma (5.19) se le denomina un flujo gradiente. Muchas
ecuaciones en derivadas parciales se pueden reescribir como un flujo gradiente en un espacio
de Hilbert de funciones. Por ejemplo, como vimos en el Ejemplo 4.4, si Q C RY es un abierto
acotado de RY con frontera suave, y consideramos el funcional ¢ : L%()) —] — 0o, +00]
definido como

1

5/ [Vul?  si ue W, ?(Q)

p(u) = ¢
+oo  si we L2(Q)\ Wy(Q).

Entonces,

D(dg) = Wi(Q) N W>(€)

v € dp(u) & v=—Au.

Por tanto, el problema de valores iniciales para la ecuacion del calor
ug=Au en (0,00) x Q
u=0 sobre (0,00) x 09
u(0, z) = up(z) x €N

puede ser reescrito como un flujo gradiente en el espacio L?().

Tenemos el siguiente resultado sobre existencia y unicidad de soluciones para los flujos
gradiente.
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Teorema 4.8. Sea ¢ : H —| — 00,400] una funcidn convexa, propia semicontinua infe-
riormente. Para cada ug € D(0p) existe una dnica funcion v € C([0,00[, H), con u' €
L>(0,00; H) tal que u(0) = ug, u(t) € D(0p) para cadat >0y

u'(t) + 0p(u(t)) 20, cp.p. t>0.

Demostracién. Para A > 0, sea J\ = J{ la resolvente de d¢ y Ay = AY su aproximante de
Yosida.

Por el Teorema 4.7 | Ay : H — H es una aplicacién Lipschitz continua, y por tanto, por el
clasico Teorema de Picard-Lindeldf existe una tinica solucion uy € C1([0, co[; H) del problema

uy(t) + Ax(ua(t)) =0 t>0
ux(0) = ug.

Paso 1 Dada v € H, sea v, la solucién del problema
vi(t) + Ax(ua(t)) =0 t>0
vA(0) = v.

Entonces, por la monotonia de A, tenemos

1d )
5 73 ua (@) — o (@)

= (ur(t) = va(t)/ux(t) — va)(t) = (=Ax(ur(t)) + Ax(va(£))/ua(t) — va(t)) < 0.
Por tanto, integrando obtenemos que
Jun(®) = ox(®ll < luo — vl VE>0, (4.5)
En particular, si h > 0y v = ux(h), por unicidad vy(t) = ux(t + h). Consecuentemente,

(4.5) implica
[ux(t +h) = ur(@)]] < [lux(h) = uoll.

Dividiendo por h, haciendo tender h — 0, y teniendo en cuenta (v) del Teorema ?7?,
obtenemos que

A @] < [[ur 0)]] = [|Ax(uo) | < 1(8)° (uo)]. (4.6)

Paso 2. Tomamos A, i > 0 y calculamos
3 dila(®) = w7 = (W) (1) — uf, (t) /ua(t) —uu(h))

= (=An(ur(®) + Ap(uu(t))/ua(t) — wu(t))-

(4.7)

Ahora

ux(t) = up(t) = (ua(t) = Jx(ua(®))) + (Ia(ua()) = Ju(wu () + (Ju(up(t)) — wu(t))
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= M (u(t)) + Ia(ur(t)) = Ju(uu(t)) = pAu(uu(t))-
Consecuentemente
(An(ua(t)) = Ap(wu () fua(t) = upu(t))
= (Ax(ua(t)) = A (un () /Ix(ua(t)) = Ju(wn(t))) (4.8)
+(Ax(ua(t) = Ap(un () /AAN(ur (1)) — pAu(un(t)))-

Puesto que Ax(ux(t)) € 0p(JIx(ua(t))) vy Ap(uu(t)) € dp(Ju(uu(t))), la monotonia de dyp
implica que el primer término de la parte derecha de (4.8) es positivo. Por tanto,

(Ax(ua(?)) = Ap(uu (@) /ux(t) —uu(t)) =
M A (ux@) 1 + pll A ()1 = O+ ) [ A (ua (@) 1A ()]

Puesto que
(A ) [ AN (A (@) Ay (uu ()] <

A (IAr @I + G1Aun 017 + 1 (1AW + 1AM )

deducimos
(Ar(0r (1)) — A () fur(1) — 0 (0) = 2 [ A )]~ E1 Ar (1)

Entonces, por (4.6), obtenemos que

A

(Ax(ua(®) = Ap (1)) /ua(t) = (1)) 2 ==—1(0¢)° (uo)|-

Consecuentemente, por (4.7) y (4.8), obtenemos la desigualdad

D us(t) ~ w0 < 252100 o)

y por tanto
2 _Atp 0
lua(®) = w7 < =—5—t(09) (wo)l V12 0. (4.9)
Teniendo en cuenta la estimacién (4.9) existe una funcién u € C([0, oo, H) tal que
uy — u uniformemente en C([0,7], H)

cuando A | 0, para cada tiempo 7" > 0.
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Ademés la estimacién (4.6) implica que
wj\ — ' debilmente en L*(0,T;H) (4.10)

para cada T >0, y
lu' ()] < 109)°(uo)|  ace. t. (4.11)

Paso 3. Debemos probar que u(t) € D(0yp) para cadat >0y
' (t) + dp(u(t)) 20, c.p.p. t>0.
Ahora, por (4.6)
15 (u(8)) = ua(®)]| = M Axua(®)]| = Mur (O] < A(90)° (uo)].
Por tanto
Jx(up) = u  uniformemente en C([0,T],H), VT > 0. (4.12)
Por otra parte, para cadat > 0,
—u)(t) = Ax(ua(t)) € Op(Jr(ua()))-
Por tanto, dado w € H, tenemos
p(w) = e(Ia(ua(t))) = (W) (E)/w = Jx(ux(t)))-

Consecuentemente, si 0 < s < t,
(t = 9w = [ el dr - [ @hn)/w - I

En vista de (4.12), la semicontinuidad de ¢, y el Lema de Fatou, podemos concluir, ha-
ciendo tender A | 0 que

(t - $)p(w) > / p(u(r)) dr — / () w — u()) dr.

Por tanto
p(w) > p(u(t)) — (u'(t)/w — u(t))

si ¢t es un punto de Lebesgue de Lebesgue de ' y de p(u). Consecuentemente, para casi todo
t>0
p(w) > p(u(t)) — (W' (t)/w —u(t)) Ywe H.

Por tanto u(t) € D(d¢), con

u'(t) + 0p(u(t)) 20, forae. t>0.
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Finalmente, veamos que u(t) € D(9yp) para cada ¢ > 0. Para ello, fijamos un ¢t > 0 y
elegimos t, — t tal que u(t,) € D(J¢), —u'(t,) € Op(u(t,)). Por (4.11) podemos asumir,
pasando a una subsucesién si es necesario, que,

u'(t,) = v  debilmente en H.

Fijamos w € H. Entonces
p(w) = e(u(tn)) — (' (tn) /w — u(tn)).
Sea t, =ty como u € C([0,00[, H) y ¢ es semicontinua inferiormente, obtenemos que
p(w) = p(u(t)) — (v/w —u(t)).

Por tanto, u(t) € D(9p) y —v € dp(u(t)).
Paso 4. Para probar la unicidad, asumamos que @ es otra solucién. Como —u’(t) € dp(u(t))
y =W (t) € dp(u(t)), tenemos que

1d

5 71w —a@)* = (W' () =7 (@) /u(t) = u(t) <0 cpp.t>0.

Entonces, integrado obtenemos que

lu(t) = a(®)]* < u(0) — @ (0)]*.

Bajo las hipétesis del teorema anterior, si para cada ug € D(9¢) definimos
St)ug :=u(t) V>0,
siendo u(t) la tinica solucién del problema
uw'(t) + 0p(u(t)) 30, cpp. t>0
u(0) = uy,
tenemos la familia de operadores (S(t));>o satisfaciendo
(i) 5(0) =1,
(il) S(t+s) = S(t)S(s) para todo s,t > 0,
(iii) la aplicacién ¢t — S(t)uo es continua de [0, 00[ en H.

A una familia de operadores (S(t));>0 satisfaciendo las condiciones (i)-(iii) se le denomina
un semigrupo no lineal de operadores
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Como consecuencia del teorema anterior tenemos que
[1S(H)uo — S@)uoll < [luo —uoll,  VE =0,y uo,ug € D(0p).

Usando esta desigualdad el semigrupo de operadores no lineales (S(¢))¢>0 se puede extender

a D(Jy).

Sea A C H x H un operador (posiblemente multivaluado) en el espacio de Hilbert real H.
Decimos que A es mondtono si

(u—w/v—1)>0 V(u,u),(v,v) e A

Recordemos que habiamos probado que d¢ es un operador mondétono. Ahora, si ¢ es
convexa, propia y semicontinua inferiormente, se puede probar que dy es mazimal mondtono
(ver, [13], [10]), i.e., cada extensién mondtona de Ay coincide con dy. El siguiente resultado
cldsico es debido a G. Minty [28].

Teorema 4.9. (Teorema de Minty) Sea A un operador mondtono en el espacio de Hilbert
real H. Entonces, A es mazimal mondtono si y sdlo si Ran(I + AA) = H para todo A > 0.

Dado un operador A C H x H, consideramos el problema abstracto de Cauchy

uw'(t) + A(u(t)) 20, parac.p.p. t€(0,T)
(4.13)
u(0) = ug.

Decimos que la funcién v € C([0,T]; H) es una solucion fuerte del problema (4.13) si
u(0) = wg, u es derivable c.p.p. t € (0,7), u(t) € D(A) y satisface (4.13) para casi todo
te(0,7).

Nota 4.10. El Teorema 4.8 establece que para cada ug € D(9p), u(t) = S(t)up es una
solucién fuerte del problema abstracto de Cauchy asociado con dp. Ahora, este resultado
es también cierto en el caso general en que A es un operador maximal monédtono (ver [13],
[10]). Ademds, en el caso A = Jy, con ¢ : H —] — 00, +00] convexa, propia y semicontinua
inferiormente, también se tiene que para todo ug € D(9yp), u(t) = S(t)up es una solucién
fuerte (ver [13]).

4.3. El Teorema de Crandall-Liggett

En esta seccién vamos a resumir los puntos mas importantes de la teoria de semigrupos de
operadores no lineales y de las ecuaciones de evoluciéon gobernadas por operadores acretivos.
Para un desarrollo méds completo de esta teorfa referimos al lector a las referencias: [10], [11],
18], [19], [17].
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Sea X un espacio de Banach real. La generalizacién de los Flujos Gradiente en espacios
de Hilbert al contexto mas general de los espacios de Banach son los problemas de evolucién
de la forma:

u'(t) + Au(t) > f(t)  sobre t €]0,T]
(4.14)
u(0) = x,

donde f: (0,T) = X y A es un operador en X, posiblemente multivaluado. A un problema
de la forma (4.14) se le denomina un problema abstracto de Cauchy, y lo denotaremos como
(CP),, 5. En el caso homogéneo, es decir, para f = 0, escribiremos (CP), en lugar de (CP), 0.

Para el problema (4.14) se puede definir solucién fuerte de forma similar al caso de espacios
de Hilbert. Ahora, en este contexto, no siempre hay soluciones fuertes. La nocién de solucién
adecuada es la de solucién leve (mild solution en inglés), introducido por M.G. Crandall y
T.M. Liggett en [17] y por Ph. Bénilan en [11].

En términos generales, una solucién leve del problema
w4+ Aud f sobre [a, b] (4.15)

es una funcién continua u € C([a,b]; X) que es limite uniforme de soluciones de problemas
discretizados en tiempo, dados por esquemas implicitos de Euler de la forma

’U(ti) — U(tifl)

+ Av(t;) 3 fi,
PR—— (ti) > f

donde f; son aproximaciones de f cuando |t; — t;_1| — 0. Tenemos pues que la idea que hay
detras de la nocién de solucién leve es simple, e incluso cldsica desde el punto de vista del
andlisis numérico. Formalmente, la definicién es la siguiente.

Definicién 4.11. Sea ¢ > 0. Una e-discretizacion de v’ + Au > f sobre [a, b] consiste de una
particién tg < t; < --- < ty y una sucesién finita f1, fo,..., fn de elementos de X tales que

a<tg<ti<---<ty<b, con

tifti_lgtf,i:].,...,N, tofa§€yb7tN§€. (416>

N ti
S [ M- sl ds<e (117
i=1ti—1

Denotaremos a esta discretizacién por Da(to, ..., tn; f1,--+, [N)-
Una solucion de la discretizacion D a(to, ..., tn; f1,. .., fn) esuna funcién v : [to, ty] = X
constante a trozos cuyos valores v(tg) = vg, v(t) = v; parat €Jt,_1,t;],i = 1,..., N, satisfacen
vy — Vi
<l Avis fi, i=1,...,N. (4.18)
ti —ti1

Una solucion leve de v’ + Au > f sobre [a,b] es una funcién continua v € C([a, b]; X) tal
que, para cada € > 0 existe una e-discretizacién D4 (to,...,tN; f1,..., fn) de v/ + Au > f
sobre [a, b] que posee una solucién v satisfaciendo

lu(t) —v(t)|| <e para to <t <tn.
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Definicién 4.12. Sea I un intervalo de Ry f € L}, .(I; X). Una solucidn leve de v’ + Au > f
sobre I es una funcién u € C(I; X) cuya restriccién a cada subintervalo compacto [a,b] de T

es una solucién leve de u' + Au > f sobre [a, b].

Uno puede asociar a cada operador A en X un semigrupo fuertemente continuo (S4());>o
por medio de la siguiente definicién:

D (S’A) = {x € X : 3 una tnica solucién leve u, de v’ + Au 30

sobre (0, 400) con u,(0) = z}.
Parat >0y x € D(S4), escribimos

SAt)x = uy(t). (4.19)

De las propiedades de las soluciones leves se desprende que (SA(t)) es un semigrupo

>0
fuertemente continuo sobre D(S4).

El concepto de solucién leve generaliza al de solucién fuerte.

Teorema 4.13. Sea f € L} (I; X) y u una solucion fuerte de v’ + Au > f sobre I. Entonces

loc
u es una solucion leve de u' + Au > f sobre I.

Vamos a introducir la clase de operadores para los cuales se puede obtener existencia
y unicidad de soluciones leves. Para ello, como hemos puntualizado antes, se requiere la
existencia de soluciones de ecuaciones discretizadas de la forma

M—FAIEZBf“ i=1,....,N
t; —ti—1
0 equivalentemente
l‘i-"-(ti—ti,l)Ami = (ti —tifl)fi—f—l'i,l, i=1,...,N. (420)

Entonces, para resolver (4.20) de manera tnica necesitamos que el inverso del operador (I 4+
AA) sea un operador univaluado. Operadores que tienen esta propiedad son los siguientes:

Definicién 4.14. Un operador A en X es acretivo si
[z =2 <[z -2+ Ay —9)|, siempreque A>0 y (z,9),(2,7) € A

Notar que el operador A es acretivo si y solo si para A >0y z € X, x + Ay = z tiene a
lo més una solucién (z,y) € A y la relacién = + \y = z, (z,y) € A, 2+ A =2, (£,9) € A
implica
|z —z|| = ||(I +AA) - (I + )xA)*l,éH <z —=Z|.
Por tanto tenemos que

Proposicién 4.15. A es acretivo si y solo si (I + NA)~! es una aplicacion univaluada y no
expansiva para todo A > 0.
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Si A es acretivo, denotamos J{' = (I + AA)~! y la denominamos resolvente de A. Notar
que D(J{Y) = R(I + \A).

Para verificar la acretividad de un operador dado es 1util tener caracterizaciones de esta
propiedad. Para ello necesitamos introducir el corchete.

Para cada A # 0 definimos [, -]y : X x X — R por

x+ Myl — ||x
o = St el

Fijado (z,y) € X x X, A — [z,y]x es no decreciente para A > 0. En efecto, si A > pu > 0
entonces

o+ uyll = || (1= )2+ & @+ x| < (1= 4) ol + Slla+

de donde se sigue que [z,y], < [z,y]x. Por tanto, para cada (z,y) € X x X podemos definir:
=11 = inf .
(2, 9] := lim(z, y]x = fnf[z, y)
El ntimero [z,y] es la derivada por la derecha de la norma de = en la direccién y. En la
siguiente proposicién listamos algunas de las propiedades del corchete [+, -].

Proposicion 4.16. Siz,y,z € X y o, 5 € R, entonces

(i) [,-]: X x X = R es semicontinua superiormente,
(ii) oz, By] = |Bllx,y] sia- 5 >0,
(iii) [z, 0w +y] = aflz] + [z, 4],
(iv) [xz,y] >0 siy sdlosi ||+ Ay|| > ||z]| for X >0,
(v) [l yll < llyll v [0,9] = llyll,
(vi) [z, y] = —[z, —y],
(vii) [,y + 2] < [z, y] + [z, 2],
(viii) sea u :]a,b[— R y to €]a,b[ tales que u es diferenciable en ty, entonces t — ||u(t)| es
diferenciable en to si y solo si [u(to), v (to)] = —[u(to), —u'(to)]; en este caso
d !
i@ lle=re = [ulto), w'(to)]-
Como consecuencia de (iv) de la proposicién anterior tenemos la siguiente caracterizacién
de los operadores acretivos.

Corolario 4.17. Un operador A en X es acretivo si y sdlo si [x — T,y — §] > 0 siempre que
($7 y)7 (j\j7 g) E A'
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En espacios de Banach concretos el corchete [-, -] se puede computar explicitamente. Vea-
mos algunos ejemplos.

Ejemplo 4.18. Sea (H, (| )) un espacio de Hilbert. Entonces, para cada z,y € H,
(e + Xyl = llll) (e + Xyl + 2 ll) = llz + Ayll* = l2]* = 2A(zly) + X*[ly]|*.
Dividiendo esta igualdad por A se obtiene
(Il + Ayl + lll]) [z, s = 2(zly) + y]1?,

asi se tiene que
[z (lfz, y] = (z[y).

Entonces, por el Corolario 4.17, se sigue que: un operador A en H es acretivo si y sélo si
(z=2ly—-9) =20  V(z,y),(29) € A (4.21)

Por tanto en espacios de Hilbert los operadores monoétonos y los acretivos coinciden.

Ejemplo 4.19. Sea X = LP(Q2) con 1 < p < co. Por la convexidad de la aplicacién ¢ — [¢[?,
y aplicando el Teorema de la convergencia dominada, es facil ver que para f # 0,

[ﬁﬂ=W%nguw*m%u>

En el caso p = 1, i.e., para X = L1(Q), se tiene que

mmzégm%m+4#mm

La acretividad implica la unicidad de soluciones fuertes. Mas precisamente tenemos el
siguiente resultado.

Teorema 4.20. Sea f,f € LY(0,T; X), A un operador acretivo y u, 4 soluciones fuertes de
u + Au s f, @' + Aa > f, respectivamente, sobre [0,T]. Entonces,

[u(t) = a(®) < [u(0) —a(O)] +/0 et [u(S) —a(s), f(s) = f(s)| ds

< "!|u(0) — a(0)]| +/O " f(s) = f(s)Il ds

para t € [0,T].

En particular, las soluciones fuertes de (CP)y ¢ son unicas.
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Demostracion. Puesto que u y @ son diferenciables c.p.p. en |0, T[, por (viii) de la Proposicién
4.16, tenemos

para casi todo ¢ €]0, 7.

Ademés, para casi todo t €]0, T, (u(t), f(t)—u'(t)) € Ay (a(t), f(t)—i/(t)) € A. Entonces,
por el Corolario 4.17 y (vi), (vii) de la Proposicién 4.16, obtenemos que

[u(6) — ae), (1) = w' (1)) = (&) — (1) + (F@) = £(0))]

Consecuentemente, ;
Zllut) = a(t)| < [ut) - ae), £1(6) - F1)] -

De aqui, aplicando la desigualdad de Gronwall obtenemos que

Jut) = 0] < u0) = () + [ [u(s) = a(s).£(5) = fs)] s

t
< () — o) + [ 17(5) = F(s)] .
0
O
Mas generalmente, la acretividad de un operador implica la unicidad de soluciones leves.

Teorema 4.21. Sea A un operador acretivo en X. Si u una solucién leve de u' + Au > 0
sobre [0,T] y @ es una solucién leve de &' + At > 0 sobre [0,T], entonces

[u(t) —a@)| < [[u(0) —a(0)|  0<t<T. (4.22)

Hemos visto que la acretividad de un operador A implica la unicidad de la solucién z; de
la ecuacién discretizada

Tp— T _
LT L g S f, i=1,...

L bl N
ti —ti—1

la cual, si existe viene dada por

wi=J4 oy (b= tioa) fi + wi) i=1,...,N.

Esta férmula indica que ademas de la acretividad uno debe esperar que una condicién ran-
go (i.e., una condicién sobre R(I + AA) = D(J§')) se necesite para tener la existencia de
soluciones. Esto motiva la siguiente definicion.
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Definicién 4.22. Un operador A se denomina m-acretivo en X si y s6lo si A es acretivo y
R(I + MA) = X para todo A > 0.

Aplicando el Teorema del punto fijo de Banach no es dificil ver que si A es acretivo entonces
A es m-acretivo si existe un A > 0 tal que R(I + A\A) = X.

Como consecuencia del Teorema de Minty tenemos que en el caso de espacios de Hilbert los
operadores m-acretivos coinciden con los maximal monétonos. La generalizacién del Teorema
4.8 es el siguiente teorema de existencia y unicidad de soluciones leves. En este contexto
general no se tiene existencia de soluciones fuertes aunque hay resultados de regularidad que
aseguran, en ciertos casos, que las soluciones leves son soluciones fuertes.

Teorema 4.23. Sea A un operador en X, f € L*(0,T;X) yxg € D(A). Si A es m-acretivo,
entonces el problema
u+Aus f on [0,7], u(0)=xzo

tiene una Unica solucion leve u sobre [0,T].

De ahora en adelante, al semigrupo S“(t) definido por (4.19) lo denotaremos por e *4 y

lo denominaremos como el semigrupo generado por — A.

Como consecuencia del Teorema 4.21, si A es acretivo, entonces (e_tA)tZO es un semigrupo
de contracciones, i.e.,

le e — e i < |z —&| V&€ D(SH), Vit>0.

Ademds, es facil ver que D(S4) es un cerrado y por el Teorema 4.21, se tiene que la aplicacién

tA

(t,z) — e 2 es continua en [0, 4-00[x D(S4).

Como consecuencia del Teorema 4.23 tenemos que si A es m-acretivo en X, entonces
D(S4) = D(A) y (e )0 es un semigrupo de contracciones en D(A).

Veamos ahora que en el caso homogéneo se puede debilitar la m-acretividad del operador
y obtener una representacién explicita de la solucién leve. Supongamos por el momento que
A es m-acretivo. Sea A > 0y v una solucién de la discretizacién D4 (0, A, 2, ..., NX;0,...,0)
satisfaciendo v(0) = x(. Debido al hecho de que la discretizacién tiene un tamano constante
de paso A, la ecuacion diferencial para v es equivalente a

v(t) =z para — A<t <0,
o(t) = ot — \) (4.23)
A

Ademés, v(kX) = Jyv((k — 1)), luego, iterando,

+ Av(t) 30 para 0<t< N

v(kX) = J¥v(0) = J¥x.

Entonces para resolver (4.23) sélo necesitamos que D(A) C D(Jy) para A > 0 y por supuesto
la acretividad del operador A.
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Definicién 4.24. Se dice que un operador acretivo A satisface la condicidn rango si D(A) C
R(I + M\A) para todo A > 0.

Teorema 4.25. (Teorema de de Crandall-Liggett) Si A es un operador acretivo que
satisface la condicion rango, entonces —A gemera un semigrupo de contracciones (e_tA)tzo
sobre D(A) y:

(i) para xo € D(A) y 0 <t < oo,

lim Jfa:o = eftAxo
A0, kA=t

uniformemente para t en subintervalos compactos de [0, 00[;

(i) sixo € D(A), t >0 yneN, entonces

|

t
T = e Ao < ol + 2o — 2] (4.24)

para cada (x,y) € A.

Del teorema anterior se deduce que

n—oo

t —n
e g = lim <I+ A> x para cada z € D(A). (4.25)
n

A esta representaciéon del semigrupo (e’tA)tZO se le denomina formula exponencial por

analogfa con la férmula lim, (1 + %a)*” = e~ para a € C.



Capitulo 5

El problema de Neumann para
el Flujo Variacion Total

En este Capitulo probamos la existencia y unicidad de soluciones para el flujo variacién
total con condiciones de frontera de Neumann, i.e., el problema

ou . Du
E—dlv <||l)u||) en Q—(0,00)XQ

? =0 sobre S = (0,00) x 00 (5-1)
n

(0, 2) = up(x) x €,

donde 2 es un abierto acotado de R™ con frontera Lipschitz continua 9Q y ug € L*(£2).

Como vimos en el Capitulo 1 esta ecuacion en derivadas parciales aparece cuando se usa
el método de mayor descenso para minimizar la variacién total, método introducido por L.
Rudin, S. Osher and E. Fatemi ([31]). En el contexto del Procesamiento de Imagenes, resolver
(5.1) significa regularizar, o en otras palabras filtrar la imagen inicial ug. Este proceso de
filtrado tiene menos efecto destructivo sobre los contornos que filtrar con una Gausiana, i.e.,
que resolver la ecuacién del calor con dato inicial ug. En este contexto la imagen dada wug
es una funcién definida en un acotado € de R™ con frontera suave a trozos, tipicamente €2
serd un rectangulo en R2. Como se argumenta en [1], la eleccién de la condicién frontera de
Neumann es la natural en el contexto del Procesamiento de Imégenes. Ella corresponde a la
reflexion de la imagen sobre la frontera y tiene la ventaja de no imponer ningun valor sobre
la frontera y no crear contorno en ella.
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5.1. Soluciones fuertes en L?(Q)
Consideremos el funcional de energfa ® : L?(2) — (—o00, +00] definido por

/QHDuH s we BV(Q)N L)

O (u) (5.2)

+00 si ue L*Q)\ BV(Q).

Puesto que el funcional ® es convexo, semicontcnuo inferiormente y prépio, entonces 0P
es un operador maximal monétono con dominio denso, con lo que genera un semigrupo de
contraccion en L2(Q) (ver subseccién 4.2 or [13]). Por tanto, tenemos el siguiente resultado.

Teorema 5.1. Sea ug € L?(Q). Entonces existe una tinca solucion fuerte u del problema
(5.1) en [0,T] para cada T > 0, i.e., u € C([0, T); L2(RN))NW-2(0, T; L2(2)), u(t) € D(9D)
cpp-ente[0,T]y

—u/(t) € 0®(u(t)) c.p.p. ent € [0,T]. (5.3)

Ademds, siu y v son soluciones fuertes de (5.1) correspondientes a las condiciones iniciales
ug,vo € L*(Q), entonces

[lu() —v(#)|l2 < |luo — voll2 para cada t > 0. (5.4)

Nuestro objectivo a hora es dar sentido a (5.3) como una ecuacién en derivadas parciales,
para ello tenemos que caracterizar la subdiferencial de ® en sentido distributional. Siendo
més precisos, en un sentido débil usando como funciones test funciones de BV (). Para ello
necesitamos primeramente recordar algunos resultados inspirados en la teoria de la dualidad
del Analisis Convexo.

Sea H un espacio de Hilbert real con producto interior ( /) y sea ¥ : H — [0, 00] una
funcién. Definimos ¥ : H — [0, oo] como

\i/(a:)zsup{(;(/yy)) : yEH} (5.5)

con la convencién % =0, % = 0. Notar que ﬁl(:c) > 0, para cada x € H y que también el

supremo se toma en el conjunto de los y € H tales sue (z/y) > 0. Notar también que se
cumple la siguiente desigualdad de tipo Cauchy-Schwartz

(¢/y) < U(2)¥(y) siP(y) > 0.

El lemma siguiente es una simple consecuencia de la anterior definicion.
Lema 5.2. Sean U, Uy : H — [0,00]. Si U1 < Uy, entonces Uy < Uy,

Proposicion 5.3. Si ¥ es una funcion convezxa, semi-continua inferiormente y positivamente

homogénea de grado 1, entonces U=,
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Demostracion. Puesto que (‘i’(/f)) < \il(y) para cada z,y € H, tenemos que W/z) < U(z) para

- W(y) —
cada z,y € H. Esto implica que ¥(x) < ¥(x) para cada € H. Assumamos que exist algiin

x € Hye>0tal que U(z)+e < U(z), entonces, en particular, ¥(z) > 0y ¥(x) < co. Como
consecuencia del Teorema de Hahn-Banach existe y € H separando x del cerrado convexo

C:={2€H:V(z) < &/(x) + €}. Puesto que 0 € C podemos incluso asumir que (y/z) =1y
(y/z) < a < 1 para cada z € C. Notar que, de la definicién de W, se tiene que

=1

(2) > (5.6)

U(y)

1

Vi U(y) < =
eamos que U(y) < T

. Para ello es sufficient con probar que

we) 1 .

U(z) \il(z) +€

para cada z € H tal que (y/z) > 0. Sea z € H, (y/z) > 0. Si ¥(z) = oo, entonces (5.7) se
cumple. Si ¥(z) = 0, entonces también U(tz) = 0 para cada t > 0. Por tanto tz € C para
todo t > 0, y tenemos que 0 < (y/tz) < 1 para todo ¢t > 0. Consecuentemente (y/z) = 0,
y, por tanto, (5.7) se crumple. Finalmente, asumamos que 0 < ¥(z2) < co. Sea t > 0 tal que

U(tz) = ¥(z) + €. Usando que tz € C, tenemos que

(/) _/t) 1

V() T U T G e

Entonces (5.6) y (5.7) dan lugar a una contradiccién. Con lo que concluimos que ‘i/(a:) = U(z)
para cada = € H. O

Lema 5.4. Asumamos que ¥ es convexra, semi-continua inferiormente y positivamente ho-
mogénea de grado 1. Siu € D(0¥) y v € 0¥ (u), entonces (v/u) = ¥(u).

Demostracion. Tenemos que, si v € 0¥ (u), entonces
(v/w—u) < ¥(w) — ¥(u), paratodow € H.

Para obtener el resultado es sufficient con tomar w = 0 y w = 2u en la anterior desigualdad.
O

Teorema 5.5. Asumamos sue ¥ es convexa, semi-continua inferiormente y positivamente

homogénea de grado 1. Entonces, v € 0¥ (u) si y solo si W(v) < 1y (v/u) = ¥(u) (conse-
cuentemente, ¥(v) =1 st U(u) > 0).

Demostracién. Cuando (v/u) = ¥(u), la condicién v € 0¥(u) se puede escribir como

(v/x) < U(x) para todo z € H, lo cual es equivalente a ¥(v) < 1. O
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Sea © un dominio acotado en RY con frontera Lipschitz continua. Consideremos el espacio
(ver Capitulo 3)

X(Q)2:={z € L®(LRY) : div(z) € L*(Q)} .
Parar v € L*(Q) definimos
U(v)=f{]| 2z || : 2z € X(Q)2, v=—div(z)in D'(Q), [z,v] =0}, (5.8)

siendo v la normal unitaria exterior a 9Q y [z, v| la traza de la components normal de z (ver
SCapitulo 3). Definimos ¥(v) = +00 si no existe un z € X (), satisfaciebdo v = —div(z) en
D'(R), [z,v] =0.

Observar sue U es convexa, semi-continua inferiormente y positivamente homogénea de
grado 1. Ademds, es ficil ver que, si ¥(v) < oo, el infimo en (5.8) se toma, i.e., existe un
z € X(Q)3 tal que v = —div(z) en D'(Q), [z,v] =0y ¥ (v) = ||2]|co-

Proposicion 5.6. Se tiene que ¥ = ®.

Demostracién. Sea v € L*(Q). Si ¥(v) = oo, entonces tenemos que ®(v) < ¥(v). Por tanto,
podemos asumir que ¥(v) < co. Sea z € X ()2 tal que v = —div(z) y [z,v] = 0. Entonces

/ vudr = /(z,Du) <|| 2 |lo ®(u) para todo u € BV(2) N L*(Q).
Q Q

Tomando supremos en u obtenemos ®(v) <|| z ||co. Ahora, tomando {nfimos en z, se obtiene

O(v) < ¥(v).
Para demostrar la otra desigualdad, denotamos
D ={div(z) : 2 € C&(Q,RY)}.

Entonces

/uvdx /uvdz /uvdaz
o 0 > Q

sup —=——— > sup > sup
ver2  Y(v) vep  ¥(v) veED,¥(v)<oo W(v)
—/ udiv(z) dx
> sup — D (u).
2€C05° (2,RY) | 2l

Por tanto, ® < V. Esto implica que U < ®, y, usando la Proposiciéon 5.3, obtenemos que
U <o, O

Tenemos la siguiente caracterizacién de la subdiferencial 0®.

Teorema 5.7. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
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(a) v e OP(u);

(b)
u € L2 (Q)NBV(Q), ve L), (5.9)
Jz € X (D)2, ||2z]|leo <1, tal que v = —div(z) en D'(Q), (5.10)
Y
/Q(Z,Du) - /Q |Dul, (5.11)
[z,v] =0 on O (5.12)

(c) (5.9)y (5.10) se cumplen, y
/Q(w —u)vdr < /Qz -Vwdr — /Q | Dul|, Yw e WhHH(Q) N L2 (Q); (5.13)
(d) (5.9) y (5.10) se cumplen, y
/Q(w —u)vdr < /Q(z,Dw) - /Q |l Du] Yw € L*(Q) N BV(Q); (5.14)
(e) (5.9)y (5.10) se cumplen, y (5.14) se crumple con igualdad en lugar de desigualdad.

Demostracién. Por el Teorema 5.5, tenemos que v € 9®(u) si y solo si é(v) <1y [youdr =
®(u). Puesto que ® = U, de la definicién de ¥ y de la observacién siguiente a dicta definicion,

se sigue que exist agin z € X (), tal que v = —div(z) en D'(Q), [2,0] = 0y ®(v) = ||2]|co-
Por tanto, tenemos que v € 9®(u) si y solo si existe un z € X ()2, con ||z]| < 1, tal que
v =—div(z) en D'(Q), [2,v] =0y [, vudr = ®(u). Entonces, aplicando la férmula de Green

(3.10) se sigue la equivalencia de (a) y (b).

Para obtainer (e) de (b) es suficiente con multiplicar ambos términos de la ecuacién v =
—div(2) por w—u, para w € L*(Q)NBV (L) e integrar por partes usando la férmula de (3.10).
ES claro que (e) implica (d), y (d) implica (c). Para probar que (b) se sigue de (d) elegimos
w = u en (5.14) y obtenemos que

/ |Du) < / (2, D) < |2lloe / |Dul < / | Dl
Q Q Q Q

Para obtener (5.12) elegimos w = u = ¢ en (5.14) con ¢ € C*(Q) y obtenemos que

:I:/vcpdxS:ﬂ:/z~D<p:—:|:/div(z)tpdx+:|:/ [z, 0] pdHN L,
Q Q Q FTo)

lo que implica (5.12). Para probar que (c) implica (d), sea w € BV (2) N L%(2). Usando el
Teorema 2.4 sabemos que exist una sucesién w, € C*°(2) N BV (Q) N L*(Q) tal que

wy, —w en L*(Q) y /Q|an|dx—>/ﬂ||DwH.
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Entonces,

div(z) wy, dz + / [z, v]wy, dHN 1

/ z-Vw, dx
Q o0

_>_

S~ 5—

div(z) wdx + /

m[zy]wd’HN_l :/(Z,D’w).

Q

Ahora, usamos w, como funcién test en (5.13) y hacemos tender n — oo para obtener
(5.14). O

Definicién 5.8. Diremos que u € C([0,T]; L?(Q)) es una solucion fuerte de (5.1) si

we W2(0,T; L2(Q)) N LL(10,T[; BV(Q)),

loc
u(0) = ug, y eziste un z € L (]0, T[xERY) tal que ||z]|o < 1,
[2(t),v] =0 in 09, a.e.t € [0,T]

satisfaciendo
up = div(z) in D’ (0, T[x)

/Q (u(t) — w)uy(t) da = /Q (2(t), Dw) — /Q IDu(@)] (5.15)

Yw € L*(Q) N BV(Q), c.p.p. t € [0,T].

Obviamente, usando el Teorema 5.7 , una solucién fuerte de (5.1) es una solucién fuerte en
el sentido de la Teoria de semigrupos. La implicacié inversa se sigue de la misma forma, excepto
la medibilidad de z(¢, x). Para asegurar la medibilidad de z hay que tener en cuenta que, por
el Teorema 4.8, la solicién semigrupo se puede aproximar por una discretizacién implicita
en tiempo de (5.3), y uno construye una funcién z(t,z) € L>=((0,T) x Q) satisfaciendo los
requerimientos de la Definicién 5.8. No daremos aqui los detalles de esta demostracién. De esta
forma, como consecuencia del Teorema 4.8 (ver también Nota 4.10), obtenemos el siguiente
resultado.

Teorema 5.9. Sea ug € L?(Q). Entonces existe una tnica solucion fuerte u de (5.1) en
[0,T] x  para cada T > 0. Ademds, si u y v son soliciones fuertes de (5.1) correspondientes
a los datos iniciales ug,vo € L?(S2), entonces

lu(®) —v(t)|2 < ||uo —voll2 for any t > 0. (5.16)

Nota 5.10. Es posible obtener existencia y unicidad de soluciones para datos iniciales en
L'(Q). En éste caso necesitamos usar funciones de truncamiento del tipo Ty: Ty (1) = [k —
(k —|r])T]signy(r), k > 0, r € R, y el siguiente concept de solucién.
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Definicién 5.11. Ana funcién medoble u : (0,T) x & — R es una solicidn débil de (5.1) en
(0,T) x Q si u € C([0,T], LY(Q)) N W21 (0, T; LY(Q)), Ti(u) € LL(0,T; BV(Q)) para todo

k> 0y existe z € L®((0,T) x Q) con [|z]|eo < 1, uy =div(z) in D’((0,T) x Q) tal que

[ @tuten vy < |

z(t)-dex—/ DT (u(t))] (5.17)
Q Q

para cada w € WH1(Q) N L*>°(Q) y c.p.p. en [0, T).

En [3] (ver también [6]) probamos el siguiente resultado de existencia y unicidad.

Teorema 5.12. Sea ug € L' (). Entonces exist una inice solucion débil de (5.1) en (0,T)x
para cada T > 0 tal que u(0) = ug. Ademds, si u(t),(t) son soluciones correspondientes a
los datos iniciales ug, tg, Tespectivamente, entonces

Iu(t) = a() "l < [l(uo — o) Iy v llu(t) — @)l < lluo — toll1, (5.18)

para todo t > 0.

Para demostrar el Teorema 5.12 usamos la regularidad de los operadores completamente
acretivos ([12]) y el Teorema de Crandall-Liggett (Teorema 4.25). Para ello, asociamos un
operador completamente acretivo A a la expresién diferencial formal—div(Hg—ZH) junto con
condiciones de frontera de tipo Neumann. Entonces, usando el Teorema de Crandall-Liggett
(Teorema 4.25) concluimos que el problema abstracto de Cauchy en L*()

du + Au 3 0,
dt (5.19)
u(0) = ug

tiene una tnica solucién fuerte u € C([0,T], LY(Q)) N W2 (0, T; L' () (YT > 0) con dato
inicial u(0) = wug, y después probamos que las soluciones fuertes de (5.19) coinciden con las

soliciones débiles de (5.1).

5.2. Comportamiento asintotico de las soluciones

Para ver que nuestro concepto de solucién es 1til vamos a calcular la solucién explicita
cuando el data initial es la funcién characteristica de una bola.

Teorema 5.13. Sea Q = B(0, R) la bla en RY centrada en 0 con radio R, y uo(z) = kEXB(0,r)s
con 0 < r < R yk > 0. Entonces, la solucion fuerte de (5.1) para el dato inicial ug viene
dada por

(k—Xt) Xpo.m + %sti;lv tXBo,R\BO,) S10<t ST
u(t) = (5.20)
(k—XT)Xpor) = LMTXB(O,R) sit>T,

RN —pN
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donde T viene dado por

N N-1
T <r + NR;’—TN> — k. (5.21)

Demostracién. Buscamos una solucién de (5.1) de la forma u(t) = a(t)Xp(o,r)+8(t)X B(0,R)\ B(0,r)
en algin intervalo de tiempo (0, T') definido por la desigualdad a(t) > S(t) paratodot € (0,T),
y «(0) =k, 5(0) = 0. Entonces, buscamos un z € L*((0,7) x B(0,R)) con ||z|lc < 1, tal
que

o' (t) =div(z(t))  en (0,T) x B(0,r)

. (5.22)
z(t,x) = T en (0,7) x 0B(0,r),
B'(t) = div(z(t))  en (0,T) x (B(0,R)\ B(0,r))
z(t,x) = % n (0,7) x 9B(0,r) (5.23)
2(t) - m=0 en (0,7) x 0B(0, R)
and
/ 2(t) - Du(t) = / | Du(®)] para todo £ € (0, ). (5.24)
B(0,R) B(0,R)

Integrando la ecuacién (5.22) en B(0,r) obtenemos

o' ()| B(0,7)| :/ div(=(t))dz :/ () -n = —HNLDB(0,7)).

B(0,r) 9B(0,r)
Por tanto N
o (t) = ——.
()=-"
y, consecuentemente,
N
a(t) =k — —t.
)=k
En este caso tomamos z = —% y (5.22) se cumple. Similarmente, deducimos que
) FN-1
ﬁ(t):u::NRN N
con lo que,
FN-1

Nuestra primera observacion es que T viene dado por

N N-1
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Para construir z in (0,7) x (B(0,R) \ B(0,r)) buscamos un z de la forma z(¢,z) = p(|m|)ﬁ
tal que div(z(t)) = p'(¢), p(r) = —1, p(R) = 0. Puesto que

div(=(t)) = Vp(lz]) - % + p(|x|)div(%) =7 (l=]) + p(|x)N;|1,

tenemos que tener

P(s)+ p(s)Ns _N se(nR). (5.26)

La solucién de (5.26) tal que p(R) =0 es

(s) = o - 7
PEI=N 7 NsN-T

que tambié satisface p(r) = —1. Por tanto, en B(0, R) \ B(0,r),

pr  puRNzx
2(t,x) = — — .
N  Nlz|V

Es fécil de comprobar que (5.24) se cumple. Por tanto,

N NpN-1
( ) (k‘ - ft)XB 0,r) + RN _ N tXB(O R)\B(0,r)-

in (0,7) x B(0, R) where T is given by (5.25). On the other hand, we take

N T,Nfl
u(t) = (k- TT)XB(O,R) = 7y~ XB0.R):,

y z(t,z) =0en (T,00) x B(0, R). Es ficil ver que u(t) es solucién de (5.1) en (0,00) x B(0, R)
con dato inicial ug(z). O

Nota 5.14. El anterior resultado demuestra que no hay efecto regularizan espacial, para
t > 0, similar al que tiene la ecuacién lineal del calor y muchas ecuaciones parabdlicas cuasi
lineales. En nuestro caso, la solucién es discontinua y tiene la mimima regularidad espacial

requerida : u(t) € BV (Q)\ Wh1(Q).

Denotaremos por (S(t))¢>o €l semigrupo en L?*() generado por la subdiferencial del fun-
cional de energia ®, i.e., para cada ug € L?(f2), u(t) := S(t)ug es la tnica solucién solucién
fuerte de (5.1) obtenida en el Teorema 5.9.

Para estudiar el comportamiento asintético del semigrupo (S(t)):>o necesitamos probar
que sus Orbitas son relativamente compactas.

Lema 5.15. Para cada ug € L'(), la drbita v(ug) = {S(t)ug : t > 0} es un subconjunto
relativamente compacto de L(£2).
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Demostracion. Sea Jy la resolvente del operador d®. Entonces, Jy(B) es un subconjunto
relativamente compacto de L!() si B es un subconjunto acotado de L?(Q). En efecto, sea
B un subconjunto acotado de L?(Q2). Tomemos {f,}5°; C By sean u, := J) f,. Entonces,
| full2 < M para todo n € N. Como (un, §(fn — un)) € 0P, tenemos que

1
O(w) — ®(uyp) > / X(fn —up)(w—u,) Ywe BV(Q) N L Q).
Q
Tomando w = 0, nos queda que

1 1
/ | Duy,|| = / ~(fn — up)upde < ~M?LN(Q)  forall neN.
0 a A A

Por tanto, {u, : n € N} es una sucesién acotada en BV (§2), y por el Teorema de inmersién
(Teorema 2.18), tenemos que {u, : n € N} es un subconjunto relativamente compacto de
LY(Q).

Consideremos primero ug € D(0®). Entonces, como
|S(t)uoll2 < ||luoll2  para todo ¢ >0,

tenemos que (ug) es un acotado de L?(2) y consecuentemente, .Jy(y(ug)) es un subconjunto
relativamente compacto de L!(Q2) para todo A > 0. Ademés,

I1S(#)uo — IaS(#)uglly < Ainf {|jv]lx : v € IP(ug)}.

Con lo que, y(up) es un relativamente compacto en L' (2). Finalmente, como D(9®) es denso
en L?(2), dado un ug € L*(2) y un € > 0, existe un vy € D(9®) tal que |Jug — vol]2 < €. Por
tanto, tenemos que

sup 1nf [|S(t)ug — S(s)vo|l2 < sup ||S(t)up — S(#)voll2 < |luo — voll2 < €.
t>0 520 t>0
de donde se sigue que y(ug) es un relativamente compacto en L*(). O

Necesitamos también el siguiente resultado sobre conservacién de las masas.

Lema 5.16. Sea (S(t))i>0 el semigrupo generado por 0®. Entonces, tenets conservacion de
las masas, es decir,

/S(t)uo dr = / updx, forall ¢>0.
Q Q

Demostracién. Dada ug € L?(Q), sea u(t) = S(t)ug. Entonces, (u(t), —u’'(t)) € 0P, con lo
que

B(w) — B(u(t)) > — /Q W)W —u(t) ¥ we BV(Q) N LAQ). (5.27)

Tomando w = u(t) £ 1 como funcién test en (5.27), obtenemos que [, u/(t) = 0. Consecuen-
temente, la funcién ¢ — [, u(t) es constantante, y concluimos la demostracién. O
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Denotamos por w(ug) el conjunto w-limite de ug, i.e.,
w(ug) = {v € LY(Q) : 3t, — +oo, lm S(t,, )ug = v} .
k—o00

Respecto al comportamiento asintético de las soluciones obtenemos el siguiente resultado.

Teorema 5.17. Sea ug € L?(Q) y u(t) la unica solucion fuerte de (5.1) tal que u(0) = ug.
Entonces,
lu(®) — (uo)alls = 0 cuando ¢ — oo,

siendo

(uo)a = 751\,1(9) /Quo(x) dz.

Ademds, existe una constante C, independendiente de ug, tal que

C 2
M paratodo t>0, v 1<p<

IS(tyuo = (woall, < = T

Demostracién. Tomando w = 0 en (5.27) tenemos que

1d

/OS/QIDu(t)IH;/Qu(s)?—;/ng <0. (5.28)

De esta desigualdad se llega a

> 1
/O /QHDS(T)UOH dr < 5/ng dz. (5.29)

Por tanto, existe una sucesién t,, — oo, tal que IDS(t,)uol| = 0 cuando n — oo. Ahora,

u(t)? + [ |Du(t)] <0,
Q

de donde se deduce que

Q
por el Lema 5.15, existe una subsucesién (t,, ) tal que

lim S(t,, )up =v € w(up),

k—o0

y pro la semicontinuidad inferior de la variacion total, se sigue

/ [|Dv|| < h'minf/ IDS(ty,, )uol| = 0.
Q k—o0 Q

Por tanto, v es una constante K, y consecuentemente, S(t)K = K para todo t > 0, puerto
que los operadores S(t) son contracciones obtenemos que w(ug) = {K}y

lim S(t)ug = K.

t—o00
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Ahora, como consecuencia del Lema 5.16, K = (up)q con lo que concluimos la prueba de la
primera parte.

Como consecuencia de (5.28) tenemos que

8 1
/ / IDu(t)|ldt < Slluol2 V¢ > 0. (5.30)
0 Q 2

Por otra parte, como (S(s)ug)q = (uo)q, por la desigualdad de Poincaré (Teorema 2.8), se
sigue que

15(s)uo = (uo)allp = [15(s)uo — (S(s)uo)allp < M/Q DS (s)uoll, (5.31)

paratodo s >0,y 1 <p< % Entonces, (5.30) y (5.31) implican que

t

M
[1S(s)uo — (uo)allp ds < 7||uo||§ Vt>0. (5.32)
0

Ademds, como la aplicacién ¢ — ||S(t)uo — (uo)allp es decreciente, usando (5.32) obtenemos
que

t
M
S0 = (wolally < [ 15(s)u0 ~ (w)aly ds < 5 uol
0

y la demostracién finaliza
O

Veamos a hora que en el case bidimensional, usando métodos de energia, se tiene que el
estado asintorico se alcanza en tiempo finito.

Teorema 5.18. Supongamos que N = 2. Sea ug € L?(Q) y u(t,x) la inca solucion fuerte
del problema (5.1). Entonces, existe un tiempo finito Ty tal que

u(t) = (uog)a = L%@Auo(x) dx vt >Tp.

Demostracién. Puesto sue u es una solucién fuerte del problema (5.1), existe z € L*=(Q)
con ||z]|eo <1, up = div(z) in D'(Q) tal que

/Q (ult) — wur(t) dz = / (2(t), D) - / |Du(t)] (5.33)

para todo w € BV (Q) N L>=(R). Luego, tomando w = (ug)q como funcién test en (5.33), se
tiene

/Q (ult) — (o)) e (t) da = — / | Du(t)]).

Ahora, por la desgualdad de Sobolev-Poincaré para funciones BV (2.7) y teniendo en cuenta
que hay conservacién de masa, obtenemos que
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l[u(t) = (uo)all2 < C/Q [ Du(t)]-
Por tanto, se tiene que

1d

3d A (u(t) - (UO)Q)Q dr + %Hu(t) — (ug)al2 < 0. (5.34)

Consecuentemente, la funcién

2
y(t) == /Q (u(t) = (uo)o)” dz
satisface la desigualdad
y'(t) + My(1)'/* <0,
de donde se sigue que exist un Ty > 0 such that y(¢) = 0 para todo t > Tj. O

Como consecuencia del Teorema 5.18, dado ug € L?*(Q), si u(t,x) es la tnica solucién
fuerte del problema (5.1), entonces

T*(up) :=1nf{t >0 : u(t) = (up)a} < .

En [5] (ver también [6]) estudiamos el comportamiento de u(t) cerca de T*(ug) estable-
ciendo el siguiente resultado.

Teorema 5.19. Supongamos que N = 2. Sea ug € L*(Q) y sea u(t,z) la tinica solucion
fuerte del problema (5.1). Sea

u(t,x) — (ug)a

i 0<t<T™
T=(ug) — 1 si 0<t<T*(up),

w(t,z) =
0 si t>T*(ug).

Entonces, exist una sucesion creciente t,, — T*(ug), y una solucidn v* # 0 del problema

D
—div (d) =0 en O

tal que

para todo 1 < p < o0.
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Capitulo 6

El problema de Cauchy para el
flujo variacién total

En este capitulo estudiaremos el el problema de Cauchy para el flujo variacion total, i.e.,

el problema
ou Du
— =di 0 RY
5= (qoug) e Iooele®,

(6.1)

u(0, z) = ugp(z) r € RV,

6.1. Condiciones iniciales en L*(RY)

En esta seccién consideraremos que el dato inicial ug € L2(RY). El concepto de solucién
es el siguiente.

Definicién 6.1. Una funcién u € C([0,T]; L?(RY)) se denomina una solucién fuerte de (6.1)
si

u € W20,T; L2 RY) N LL (0, T; BV(RY)),  u(0) = ug

y existe z € L (]0, T[xRY;RY) con ||z] < 1 tal que
u; = div(z)  en D'(]0, T[xRY)

[t —wude= [ @0.00)~ [ D) (62)

RN

para toda w € L2(RY) N BV(RY), c.p.p. t€[0,T].
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En la definicién anterior hemos usado el espacio L} (0,7; BV (RY)). En general, si X es
un espacio de Banach, el espacio L. (0,T; X) consiste de las aplicaciones f : (0,7) — X que
son débilmente medibles tales que

/0 1£(1)] dt < ox.

Tenemos el siguiente resultado sobre existencia y unicidad de soluciones.

Teorema 6.2. Sea ug € L?(RY). Entonces existe una tnica solucion fuerte u de (6.1) en
[0, T] xRN para cada T > 0. Ademds, siu y v son soluciones fuertes de (6.1) correspondientes
a los datos iniciales ug,vo € L2(RY), entonces

[lu(®) —v(t)|l2 < ||uo — voll2  para cada t > 0. (6.3)

Demostracién. Introducimos el siguiente operador multivaluado B en L2(RY): un par de
funciones (u,v) pertenecen a la gréfica de B si y sélo si

u € L*(RY)n BV(RY), v e L*(RY), (6.4)

existe z € X (R™)y con [|z]|o < 1, tal que v = —div(z) (6.5)

and
/ (w—u)vdr < / z-Vwdz —/ |Dull, Yw e L*RY)nwWhHI(RY).
RN RN RN
Sea ¥ : L2(RY) — ] — oo, +00] el funcional definido por

/ |[Dul| si uwe L*RY)N BV(RY)
U(u) := RY (6.6)

+o0 si ue L2(RN)\ BV(RY).

Puesto que ¥ es convexo y semi-continuo inferiormente en L?(R”), su subdiferencial 0¥
es un operador maximal monétono en L?(RY). Con una demostracién similar a la dada para el
problema de Neumann (Teorema 5.7), se demustra que B = 9¥. Como consecuencia, teniendo
en cuenta el Teorema 4.8 (ver también Nota 4.10), tenemos que el semigrupo generado por B
coincide con semigrupo generado por O¥ y por tanto u(t, x) = e~ tBuo(x) eg una solucién fuete
de

Uy + Bu > O,

ie.,ue W20, T L2(RN)) y —u(t) € Bu(t) para casi todot € ]0,T], con lo que finalizamos

loc
la. demostracion del teorema. O

Remarquemos que con un prueba similara a la dada en el Teorema 5.7, tenemos las si-
guientes caracterizaciones del operador B.

Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
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(a) (u,v) € B;

(b) (6.4) y (6.5) se cumple,

/RN(w—u)vde/RN(z,Dw)—/RN || Du| (6.7)

para toda w € L2(R™) N BV (RY);
(c) (6.4) y (6.5) se cumple, y (6.7) se cumple con igualdad en lugar de desigualdad;

(d) (6.4) y (6.5) se cumple, e
/ (2, Du) = / | Dwl]. (6.8)
RN RN

Dada una funcién g € L2(RY) N LY (RY), definimos

lgl. = sup {| [ oeto) a

La parte (b) del siguiente resultado proporciona una caracterizacién de B(0). Dicha carac-
terizacién fue probada por Y. Meyer [27] en el contexto del modelo de Rudin-Osher-Fatemi
de limpiado de imagenes.

cu e L2(RY)n BV(RY), / | Dul| g1}.
RN

Teorema 6.3. Sea f € L2 (RN)N LY (RY) y A > 0. Las siguientes afirmaciones son equiva-
lentes:

(a) La funcion u es solucidn de

1
' D(w), D(w):= [ ||Dw|+ 5 ~f)?d 6.9
e D). D)= [ IDul+ g5 [ w=pPar (69)
si y sélo si existe un z € X (RN)y satisfaciendo (6.8) con ||z]|eo < 1y —Adiv(z) = f—u.
(b) La funcién u =0 es la solucion de (6.9) si y sdlo si || f]l« < A.

(c) SiN =2, B(0)={f € L*(R?):|f]. <1}.

Demostracion. (a). Gracias a la estricta convexidad de D, u es solucién de (6.9) si y sélo si
0€dD(u) = 0V (u) + §(u— f) =B(u) + 3 (u— f), donde ¥ es definido en (6.6).

Esto significa que, recordando la definicién de B en la demostracién del Teorema 6.2, que
existe un z € X (R"), satisfaciendo (6.8) con ||z]|ec <1y —Adiv(2) = f — u.

(b). La funcién u = 0 es la solucién de (6.9) si y sélo si

1 1
/ |Dv|| + —/ (v—f)de > — frdx Yo € L*(RY) N BV(RY). (6.10)
RN 2)\ RN QA RN
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Reemplazando v por ev (con € > 0), expandiendo la L?-norma, dividiendo por € > 0, y
haciendo tender ¢ — 0+ tenemos que

f(@)v(x) de
RN

< /\/ |Dv|| Vo€ L*(RY)n BV(RY). (6.11)
RN

Puesto que (6.11) implica (6.10), tenemos que (6.10) y (6.11) son equivalentes. La afirma-
cién se sigue observando que (6.11) es equivalente a || f]|. < A.

(c) Sea N = 2. Tenemos que
B(0)={f € L*R? : 3z € X(R?)s, [Iz] < 1,—div(z) = f}.

Por otra parte, de (a) y (b) se sigue que ||f|« < 1 si y sélo si existe un z € X(R?)y con
Iz]l0 <1y tal que f = —div(z). Entonces la afirmacién se sigue. O

Consideremos el problema

Du

—div <Du> = f e L*RY), (6.12)

Observemos que la soluciones de (6.12) no son tinicas. En efecto, si u € L2(RY)N BV (RY)
es una solucién de (6.12) y g € C1(R) con ¢'(r) > 0 para todo r € R, entonces w = g(u) es
también una solucién de (6.12). Dicho de otra forma, un cambio de contraste de u produce
una nueva solucién de (6.12).

Para expresar esta no unicidad de un modo mas general supongamos que

(u1,v), (uz,v) € B, i.e., existen campos vectoriales z; € X (R™)y con ||2]le < 1, tales que

—div(z;) = v, / (23, Du;) = / || D], 1=1,2.
RN RN

Entonces
0 = 7/ (div(z1) — div(z2))(u; — ug) dx = / (21 — 22, Duy — Dus)
RN RN
— [ IDull = (2. D)+ [ D] = (o1, D).
RN ]RN
Con lo que

/ HDu1||:/ (22, Du1) and / ||DU2||:/ (21, Dus).
RN RN RN RN

En otras palabras, z; es en algtin sentido un campo vectorial unitario normal a los conjuntos
de nivel de us y similarmente se puede decir de z2 con respecto a uq.
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6.2. Soluciones explicitas

Vamos a calcular explicitamente cual es la evoluciéon de la funcién caracteritica de una
bola y de un anillo.

Teorema 6.4. Sea ug = kXp (o). Entonces la tinica solucion u(t,z) del problema (6.1) con
dato inicial ug viene dada por

n
u(t,z) = sign(k)g (|kzj\|]r - t) X, (0)(x).

Observar que podemos escribir

N-1 +
u(t, z) = sign(k) <|k| _ mt) Xz, (0)().

Demostracién. Supongamos que k > 0. Buscamos una solucién de (6.1) de la forma

u(t,x) = a(t)Xp, (0)(x)

en algin intervalo temporal (0, 7).

Entonces, buscamos un campo vectorial z(t) € X (R ), con ||z]| < 1, tal que
u'(t) = div(z(t)) en D'(RY), (6.13)
[ o.0ue) = [ 1Duto) (6.1)
RN RN

Si tomamos z(t)(z) = —% para x € 9B,.(0), integrando la ecuacién (6.13) en B,.(0)

obtenemos que
o/ (t) LN (B,(0))

= / div(z(t)) dz = / 2(t) - vdHN Tt = —HNTH(9B,(0)).
B,(0) 98,(0)

Por tanto N
a/(t) = 777
y, consecuentemente,
N
t)=k— —t.
alt) =k~
. . kr
En cuyo caso, T tiene que venir dado por T'= —.
Para construir z en (0,7) x (RN \ B,.(0)) buscamos campos z de la forma z = p(||a:H)ﬁ
x

tal que div(z(t)) =0, p(r) = —1.
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Puesto que

div(z(t)) = Vp((l) - || I P(lell)diV(H II) o (lal)) + plllal) > B ||

se debe tener

=0 for s>r. (6.15)

Por tanto, en RY \ B,.(0),
[E3 RN

Consecuentemente, el candidato para z(t) es el campo vectorial

_z sizr € B,.(0) and 0<¢t<T
r
_ x . B Ay
2(t,x) N 1W siz € RN\ B,(0), y0<t<T
0 sizeRN y t>T,

y la correspondiente funcién u(t, x) es

N kr
u(t,x) = <k — rt> X, (0)(x)X[0,1)(t), where T'= N

Veamos que u(t,z) satisface (6.13), (6.14). Un simple calculo demuestra que se cumple
(6.13).
Finalmente, si 0 <t < T, por la formula de Green, tenemos que

/RN (2(t), Du(t)) = — /RN div(z(t))u(t) de =

R (R Ty  (SEn

(k= 30) S Boo) = (k= o) w5t 05,00 = [ IDuto

Por tanto (6.14) se cumple, y consecuentemente u(t, z) es la solucién de (6.1) con dato inicial
ug = kXp, (0)- O
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Teorema 6.5. Sea Q = Br(0)\ B,(0), 0 <r < R y ug = kXq. Entonces la inica solucion
u(t,z) del problema (6.1) con dato inicial ug es

. Per(Q Per(B,.(0
u(t, x) = sign(k) (|k - £N((Q)) t) Xa(x) + ;VEBTE()iitXB"'(O)(x) (6.16)

t€[0,T1], x € RN, donde T\ cumple

Per(Q) = Per(B.(0))\ _
n- (v + em ) =

y u(t, z) evoluciona como la solucidn dada en el Teorema 6.4 hasta su extincidn.
Demostracién. Sea ¢ : RV — R el campo vectorial definido por

l para z € B.(0),
,

f(:zj) — ((RT)N—lfxﬁ; _ (RN—l —|—’I“N_1)> ﬁ7x S BR(O)\BT(O

~

RN—l

Entonces [|¢]le < 1, div(€) = & = ZRE=Es en B,(0), div(§) = —F%(g) on Br(0) \ B.(0),

div(¢) = 0 on RV \ Bg(0), y £ - 5 =1 on 8B,(0), ¢ - vBr(0) = —1 en dBR(0). Por tanto,
se puede comprobar sue la solucién u de (6.1) con dato inicial ug = Xgq in [0,7T;] viene dada
por (6.16). Cuando ¢t = T3, los dos conjuntos sue evolucionan alcanzan la miasma altura y
u(Ty,x) = aXpg(0) para algin o > 0. Para t > T la solucién u es igual a la solucién con dato
inicial aXp () (al tiempo T7) como se describe en el Teorema 6.4. O

Nota 6.6. Los resultados anteriores demuestran que no hay efecto regularizante espacial,
para t > 0, similar al case de la ecuacién del cal or y much as otras ecuaciones parabdlucas
cuasilineales. En nuestro caso caso, la solucién es discontinua y tiene la minima regularidad

espacial u(t,.) € BV(RY)\ WLL(RN).

6.3. Comportamiento asintético

Teorema 6.7. Asumamos que ug € L*°(§2) tiene soporte compacto contenido en una bola de
radio R y sea u(t) la unica solucion de del problema de Cauchy para la variacion total con
dato inicial ug. Entonces, sop(u(t)) C B para todo t > 0 y se tiene que

N (Bluole "
< = ((2lfollee 4
L
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Por tanto, si
T*(up) :=inf{t >0 : wu(t) =0},

se tiene que

T* (up) < %xmx)

Demostracién. Basta con tomar

4
v(t,x) == % <R|1;\(;oo - t) Xg(z).

y usando el principio de comparacion se tiene que

—u(t) < ult) < vlt).

O

Teorema 6.8. Asumamos que ug € L () tiene soporte compacto contenido en una bola de
radio R y sea u(t) la unica solucion de del problema de Cauchy para la variacion total con
dato inicial ug. Entonces

u(t) e > 2o (T (a0) 1) para 0< £ < T*(ug).

Demostracién. Sea k > 0 tal que kWR = T*(up). Por el Teorema 6.4 sabemos que

es una solucion del problema de Cauchy con dato inicial vg = kX . Luego tenemos que probar
que [u(®)llso = [lv(t)]|oc-
Por reduccion al absurdo supongamos que existe un 0 < to < T*(ug) y un € > 0, tales que

tolN
lu(to)lloe < [[0(to)lloo — € = k = == — €= k1.

Entonces, si consideramos las funciones

v (t,a) = % (klzvR - t>+XB(m), oty x) = —% <klNR - t>+XB(m),

tenemos que va(t) < u(ty +t) < vi(t). Con lo que

T*(uo) —to = T*(u(to)) < _ o

que es una contradiccion. O



Capitulo 7

El problema de Dirichlet para el
flujo variacién total

En [8] se propone un método variacional para extender datos ¢ de 92 a una funcién u
en  a lo largo de curvas integrales de 1, el vector ortogonal a 6, donde 6 : @ — RY es un
campo vectorial con |f| < 1. Dicho método da lugar al estudio del problema de Dirichlet

Ju ) Du

a = dlU(M> en Q = (0,00) x

u(t,z) = o(x) sobre S = (0,00) x I (7.1)
u(0,2) = up(x) en z€Q

donde 2 es un dominio acotado, ug € L*(Q) y ¢ € L>=(9Q).

El problema (7.1) lo hemos estudiado en [4]. Aqui vamos a dar algunas de las ideas y
resultados de dicho trabajo.

Sea W, : L2(Q2) —] — 00, +00], el funcional definido por

| Dul| —l—/ lu—p| siue BV(Q)N L)
) = o9

U, (u) = (7.2)

+oo siwe L2(Q)\ BV(Q) N L*(Q)

Lema 7.1. Para cada ¢ € L*(0R), el operador U, es semi-continuo inferiormente respecto
la L' convergencia.

Demostracién. Dada ¢ € L'(99), por el Teorema 2.15, existe w € BV (£2) tal que p|pq = w.
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Para u € BV (Q) definimos
U en €
Uy 1=

w en RV\ Q.

Por el Teorema de extensié (Teoerema 2.16) tenemos que
1Dy [|(RY) = [|Dul| () + || Dw||(RY\ Q) + /m Ju— pldH N

Con lo cual, si u,, — u in LY(f2), como (u,), — u, in L'(RY), teniendo en cuenta la
semicontinuidad inferior de la variacion total, tenemos que

|Dug (RY) < lm inf || D(u ), | (RY)

= lim inf ||Dun||(Q)+||Dw||(]R<N\§)+/ [y, — @ldHN 71|

de donde se sigue que
U, (u) < liminf U, (uy).

n— oo

O

Puesto que el funcional ¥, es convexo y semi-continuo inferiormente en L?(2), tenemos
que 0¥, es un operador maximal mondtono en L?(f2), y consecuentemente, si {T'(t)}:>¢ es
el semigrupo en L?*(Q) generado por d¥,, para cada uy € L*(Q), u(t) := T(t)up es una
solucién fuerte del problema

CjTu +0%,u(t) 20
t (7.3)
u(0) = up.

Definimos en L?(2) el operador B, como:
(u,v) € By, <= 3z € X5(Q), ||Iz]lc <1, v=—div(z) in D'(Q)

satisfaciendo
/(w—u)v < /(Z,Dw)—/ ||Du||+/ |w—<p\—/ - Yw e BV(Q)NIX(Q). (7.4)
Q Q Q a0 a0
Teorema 7.2. Sea p € L*(0R). Las siguientes condiciones son equivalentes:

(1) (u,v) € 0¥,
(2) 3z € Xo(), ||2z]lec <1, v=—=div(z) in D'() tal que

(z, Du) = |Dul|, [z,v] €sign(p —u) HY"! sobre .
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(3) (u,v) € By.

Demostracién. (2) implica (1): Dada w € BV (Q) N L?(Q2), aplicando la Fémula de Green
tenemos que

/Qu(w—u):—/div(z)(w—u):/Q(z,Dw)—(z,Du)—/BQ[z,V](w—u)

Q
[0 [1pul- [ =)= [ Eole-u

< [1oul= [ 1Dl + [ Jw—el= [ Ju el = Vo) - V)
Q Q o o0
Luego (u,v) € 0¥,

(3) implica (2): Tomando w = w en (7.4), tenemos que

OS/(Z,DU)—/ | Dul|,

Q Q

/ |Dul < / (2, Du) < |2l / | Dul| < / | Dl
Q Q Q Q

(z, Du) = ||Dul|.

luego

Por tanto,

Como consecuencia del Lema 3.1, existen w,, € WH1(Q) N L3(Q) tales que wy|aq = ¢,

satisfaciendo )

1
funli <50 [Vl < [ Jel+ wmen
Q oQ n

Tomando w,, como funcién test en (7.4) y aplicando la férmula de Green, tenemos que

[ =< [cou) = [10u- [ -l
:—/Qdiv(z)wnwL/aQ[z,l/]cp—/aQ lu — .

Entonces, tomando limites cuando n — oo, obtenemos que

~fws [ plo= [1Ddl= [ -l

Por otra parte, como v = —div(z), aplicando la Férmula de Green, tenemos que

/Q||Du|| :/Q(Z,Du):/ﬂuv—i—/aQ[z,u]u.



72 El problema de Dirichlet para el flujo variacién total

Consecuentemente,
0< [ [l —u—lu-gl),
o0

y como

[ZaV](<P—U—|U_<P|) SO7 HN?I_C'p'p' en 897
tenemos que

[2,V](0 —u—|u) = Ju—¢| HYN"'—cpp. en 09,
con lo que

[z,v] € sign(p —u) HN™' —cp.p. en ON.

(1) implica (3): Veamos que el operador B, es mondtono. Sea (u,v), (4,7) € B, entonces

[@=wp< [om— [ b+ [ m-e- [ -
[w=wp< [Eow- [ipal+ [ u-gl- [ -l

de donde se deduce que

l}u—mw—ﬂ)2lﬂDMLﬁAHDML—K}@D@—lL@JM)20

Si demostramos que R(I + B,) = L?(f2), entonces, tendremos que B, serd maximal
monétono y como B, C 0¥, se tendra que B, = 0¥,. Consecuentemente, para finalizar la
demostracién, tenemos que probar que dada f € L?(Q) existe una u tal que

w+ By(u) = f. (7.5)

No daremos la demostracién de este hecho, sélo decir que para ello, consideramos primero
© € L*(09), tal que ¢ = w|pa, con w € WHP(Q). Entonces existe u, € W1P(Q) solucién del
problema

Uup — Dpup = f en 2

Up =@ en Of)
El paso siguiente es demostrar que u, — u cuando p — 1, siendo w la solucién de (7.5). Para
una demostracién de este dtimo ver [4] . O

Como consecuencia del Teorema 4.8 (ver también Nota 4.10) y del Teorema 7.3, tenemos
el siguiente resultado sobre existencia y unicidad de soluciones.

Teorema 7.3. Sea p € L'(00Q). Dada uy € L*(Q), u(t) = S(t)up es una solucion fuerte
de (7.8). Ademds, u/'(t) € L*(Q), u(t) € BV(Q), y eziste z(t) € X(Q), [[2(t)]lc < 1 y
u'(t) = div(z(t)) en D'(Q) a.e. t€]0,+00[, satisfaciendo para cada w € BV (2) N L>=(§),

—/(w—U(t))U’(t) < /(Z(t%Dw) — [Du®)]-
Q

Q

[ 0l =)= [ ju) -4l
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Ademds, u(t) también se caracteriza de la forma siguiente: existe z(t) € X (), [|2(¢)|loo <
1 yu/(t) =div(z(t)) en D'(Q) a.e. t€]0,+00], satisfaciendo

/Q(z(t),Du(t)) = | Du(t)|| [2(t),v] € sign(p —u(t)) HN"' —cpp.. on 9Q.

Observar que la condicién de frontera no se toma puntualmente.

Para estudiar el problema con dato en L'(Q) se utiliza la teorfa desarrollada en la Seccién
4.3. Para ello se define un operador en L!(Q) asociado con el problema de Dirichlet. Para la
definicién de dicho operador se necesitan las siguientes funciones de truncamiento:

Sea P el conjunto de todas las funciones continuas no decrecientes p : R — R, tales que
existe p’ excepto en un conjunto finito y supp(p’) es compacto.

Definimos en L'() el operador

Definicién 7.4. (u,v) € A, siy sélosiu,v € L'(Q), p(u) € BV () para todo p € P
y existe un z € X (2) con ||z]|ec < 1, v = —div(z) en D'(Q) tal que

/Q<w ) < /Q YV — | Dp(u)| +/m jw — p()| - /m Ip(u) — p(9)]
Yw € WHH(Q) N L®(Q) y Vp € P.

Se tiene la siguiente caracterizacién del operador A.,.

Proposicion 7.5. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
(a) (u,v) € Ay

(b) u,v € LYQ), p(u) € BV(Q) para todo p € P, y existe z € X(Q), con |z]leo
v=—div(z) en D'(Q) tal que

IN
—_

/Q (w — plu))o < /Q (2, Dw) — || Dp(u)| + /@ o= ()] - /8 Ipte) = p(o)

para cada w € BV(Q)NL>®(Q) y peP.

(d) u,v € LY(Q), p(u) € BV(Q) para todo p € P, y existe un z € X(Q), con ||z
v=—div(z) en D'(Q) tal que

IN
—

/Q (. Dp(w) = |Dp(w)|  ¥peP

[z,v] € sign(p(¢) — p(u)) HY"' —a.e. sobre 99, VpeP.

Se demuestra que el operador A, es m-acretivo con dominio denso (ver [4] o [6]). Entonces,
usando el Teorema de Crandall-Liggett (Teorema 4.25) concluimos que el problema abstracto
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de Cauchy en L!(€2)
du

— + Ayu >0,
dt " (7.6)
u(0) = ug

tiene una inca solucién leve. Ahora, en general dichas soluciones leves no son fuertes, y el
problema aqui es caracterizar dichas soluciones. Para dicha caracterzacién ver [4] o [6].
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