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Resumen

El propésito de este trabajo consistié en estudiar ciertos modelos simplificados que repre-
sentan reacciones quimicas oscilatorias, que es un tema en estado de desarrollo. El estudio
de modelos simplificados aparece debido a la gran cantidad de variables involucradas y a las
dificultades de modelizacién que esto acarrea. Por su parte, el estudio tedérico y numérico
de dichos modelos suele brindar informacién relevante a la hora de realizar predicciones
y/o correcciones sobre los mismos.

La reaccién de Belousov-Zhabotinsky ha despertado gran interés convirtiéndose en el pro-
totipo de reaccién quimica oscilante. Con el propésito de explicar los fenémenos involucra-
dos en dicha reaccién se han utilizado diversas técnicas relacionadas con sistemas dinamicos
involucrando ecuaciones ordinarias, como asi también ecuaciones en derivadas parciales que
contemplan mecanismos difusivos que explicarian ciertos fenémenos para los que todavia
se desconoce su causa.

Nosotros estudiamos algunas de las técnicas referidas para ecuaciones ordinarias, y realiza-
mos diversas simulaciones numéricas relacionadas con el modelo conocido como FitzHugh-
Nagumo modificado (que adaptamos apropiadamente), introduciendo un término forzante
sugerido por experimentos quimicos realizados. En este sentido, nuestro interés radicé en
reproducir y/o prever aspectos de la dindmica involucrados en la reaccién.
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1 Introduccidon

El campo de la quimica no lineal ha crecido rdpidamente en los tltimos anos [7], [8], [10],
[14]. Si bien la mayoria de los sistemas de interés cientifico son no lineales, en muchas
ocasiones los cientificos han encontrado practico trabajar bajo condiciones tales que los
sistemas estudiados se comporten linealmente. El estudio de sistemas lineales es tratable
matematicamente, pero los fendmenos generados por éstos no presentan desde el punto
de vista dinamico la riqueza que se asemeja a la que se puede encontrar en sistemas no
lineales. En el caso particular de la quimica, la no linealidad aparece como consecuencia
de la ley de accion de masas que se aplica para construir ecuaciones diferenciales que
describen la evolucién con respecto al tiempo de las concentraciones de los compuestos
quimicos involucrados en la reacciéon quimica bajo consideracion.

Consideremos por ejemplo el caso de la siguiente reaccién quimica esquemadtica [22]

A+2B — 3C (1)

La ley de accién de masas establece en este caso que en cada tiempo t la concentracion
de A decrece en forma proporcional a su magnitud y a la concentracion de B presente en
dicho instante. Mateméticamente esto se expresa como

d[A]

—— = —k[A][B 2

L~ kalm) )
donde £ > 0 es la constante de reaccién. Para cada instante ¢, llamemos z(t) = [A]
e y(t) = [B]. La ecuacién (1) establece que por cada molécula de A que reacciona, se

necesitan 2 moléculas de B para producir 3 moléculas de C. Es decir que, en cada instante
t

2 = 2(0) = 31y — y(0)] )

Llamando a = y(0) —2z(0) se obtiene una ecuacién no lineal que describe la evolucién con
el tiempo de la concentracion de A:

d
d—f = —kzy = —kx(a + 2x). (4)

Esta ecuacion puede ser integrada, obteniéndose

z(0)ae okt
=05 23:((0))(1 —e=akt)’ )

Si B estd inicialmente en exceso, entonces a > 0y z(t) tiende a cero. Es decir A reacciona

totalmente. En cambio, si A estd en exceso inicialmente, a < 0 y z(¢) tiende a z(0) — 3/(2—0),

de acuerdo a la estequiometria de la reaccion. En este caso B ha reaccionado totalmente



para maximizar la producciéon de C. Como vemos, hay dos estados de equilibrio posibles y,
dependiendo de las condiciones iniciales, el sistema converge a uno u otro. En un sistema
lineal es posible encontrar a lo sumo un solo punto de equilibrio. Entonces queda claro la
importancia de un modelo con un término no lineal.

En términos generales, si un sistema estd cercano al equilibrio, los efectos no lineales
pueden despreciarse y la dindmica de la reaccién quimica tiende a estabilizarse. En cam-
bio, si el sistema estd lejos del punto de equilibrio aparece una muy rica variedad de
estructuras quimicas. Entre ellas, oscilaciones quimicas, es decir, la variacién periddica o
quasi-periddica de las concentraciones de una o mas de las especies involucradas en una
reaccién. Las oscilaciones quimicas pueden considerarse como el prototipo dindmico de
la quimica no lineal [7], [8], [10], [14], [22] y constituyen el objeto de estudio en este trabajo.

Hasta principios de la década del '70 era cominmente aceptado (mds una creencia que
una actitud cientifica) que las oscilaciones quimicas eran desde un punto de vista teérico
imposibles ya que violaban la Segunda Ley de la Termodindmica. Esto no obstante el
hecho que algunos tipos de oscilaciones electroquimicas ya habian sido reportados durante
el siglo XIX (ver [22]). La més conocida y estudiada de las reaciones quimicas oscilato-
rias es la reaccién de Belousov-Zhabotinsky (BZ) que involucra bromato, dcido citrico e
iones Cerio positivamente cargados que pueden aparecer con valencias distintas, Ce'™ y
Ce*t. En presencia de Ce*t la solucién presenta un color amarillento, mientras que en
presencia de Ce?t la solucién es incolora. Belousov encontré que la solucién, en lugar de
perder el color amarillento (lo cual implica que la concentracién de Ce* converge a un
estado de equilibrio en el cual Ce** estd ausente) recobraba éste, luego de un intervalo de
tiempo (aproximadamente 1 minuto) en el cual la solucién se presentaba como incolora.
Dado el esceptiscismo reinante, el trabajo de Belousov solo pudo ser publicado en los pro-
ceedings de una conferencia que no requerian referato [2]. Anos més tarde, Zhabotinsky
prosiguié con la investigacién de reacciones quimicas oscilatorias estudiando variaciones
de la reaccion estudiada por Belousov, teniendo mas exito en la difusién de sus resultados.
Descripciones del trabajo de Belousov y Zhabotinsky, asi como de trabajos posteriores,
pueden encontrarse en [7], [8], [10], [14], [22].

El mecanismo de la reaccién de BZ fue dilucidado a principios de los "70 por Field, Koros
y Noyes. Esto constituyé el inicio del trabajo teérico en torno de la reaccién de BZ y otras
reacciones quimicas oscilatorias, permitiendo la construccién de modelos matematicos que
presentan oscilaciones quimicas. Uno de tales modelos es el Oregonator que describimos
en la Seccién 2.

En la reaccién de BZ se han encontrado otros comportamientos dindmicos. Entre ellos
biestabilidad (coexistencia de dos estados de equilibrio), multiestabilidad (coexistencia de
m4s de dos estados de equilibrio), biritmicidad (coexistencia de dos ciclos limites) y caos.



En el caso de la biestabilidad el sistema exhibe histéresis: cuando un pardmetro de control
se modifica lentamente, la composicion del estado de equilibrio cambia en forma continua
hasta que se transforma en inestable y se produce un salto hacia el otro estado de equilibrio
con distinta composicién. Cuando el parametro en cuestion cambia en la direccién opuesta,
la composicién del estado de equilibrio varia nuevamente en forma continua hasta llegar
a un segundo punto de transicién en el cual el sistema salta hacia el primer estado de
equilibrio [22]. En un sistema quimico abierto, caos puede ser definido como la variacién
aperiédica de la composicién quimica del reactor, determinada por la dindmica intrinseca
del sistema y dependiente en forma sensible de las condiciones iniciales (la evolucién de dos
sistemas cadticos cuyas condiciones iniciales son infinitesimalmente diferentes evolucionan
de manera tal que ambos divergen exponencialmente). Estos comportamientos dindmicos
son homogéneos, es decir, todos los puntos de un reactor exhiben la misma dindmica.
Las reacciones quimicas también exhiben estructuras espaciales mas complejas en las cuales
distintos puntos del reactor pueden comportarse en forma diferente. En particular, ondas
viajeras que se propagan con velocidad constante, espirales, estructuras de Turing, etc.
Este tipo de estructuras involucran difusién, es decir el acoplamiento local de los distintos
puntos del reactor.

En los dltimos anos nuevas estructuras han sido descubiertas en la reaccién BZ al someter al
reactor quimico a fuerzas externas. Estas fuerzas externas pueden ser funcién del promedio
de la concentracién de alguno de los reactantes, en cuyo caso se trata de acoplamiento
global [20], [21], [25], [26], [28], o puede ser independiente de las concentraciones de los
reactantes [27]. En este trabajo nos referiremos a este tltimo caso como forzamiento. El
tipo de estructuras encontradas han sido denominadas clusters. Un cluster es un conjunto
de puntos del reactor que oscilan con la misma amplitud en forma sincronizada [20]. Dos
clusters distintos pueden oscilar con amplitudes comparables y produciendo “picos”en
distintos tiempos y en forma regular, es decir, la diferencia entre dos picos es constante y
predecible. Nos referiremos a estos clusters como clusters de fase. Si las oscilaciones no son
regulares nos referiremos a los clusters como clusters de fases no regulares. También puede
ocurrir que dos clusters oscilen con amplitudes tales que su cociente es muy diferente a 1.
En este caso se denominan clusters localizados. En el caso en el que ademas de la fase, la
amplitud de los clusters es irregular, los llamaremos clusters irregulares.

Clusters localizados, de fases e irregulares han sido obtenidos experimentalmente en la
reacciéon de BZ [25], [26]. Estos resultados han sido reproducidos en modelos mateméticos
del tipo Oregonator con acoplamiento global [26], [28]. El mecanismo por el cual se
producen clusters localizados ha sido explicado para modelos simplificados (modelo de
FitzHugh-Nagumo modificado [20]) reminiscentes cualitativamente de modelos del tipo
Oregonator con acoplamiento global [20], y para modelos de tipo Oregonator propiamente
dicho con acoplamiento global [22]. En ambos casos se ha encontrado que este mecanismo
se basa en el fenémeno Canard, una explosiéon de la amplitud del ciclo limite al variar
continuamente un parametro de control del sistema.



En este trabajo nos concentraremos en la reaccién de BZ fotosensitiva, sometida a ilumi-
nacién periédica [23]. Nuestro objetivo es comenzar a entender el mecanismo dindmico
por el cual se generan los diferentes tipos de clusters encontrados experimentalmente.

En la Seccién 2 explicamos el modelo del Oregonator y describimos el modelo de FHN
modificado.

En la Seccién 3 presentamos el marco tedrico de sistemas dindmicos necesario para la
comprension del fenémeno que estamos estudiando.

En la Seccién 4 explicamos algunas caracteristicas de los osciladores de relajacién que han
permitido clarificar algunos aspectos relacionados con el tipo de oscilaciones que presenta
la reacciéon de BZ.

Un tipo de fenémeno observado en la reaccién de BZ es la explosion de la amplitud
de las oscilaciones al cambiar alguna condicién del sistema. Desde el punto de vista
matemadtico, estas explosiones se presentan al cambiar algin pardmetro del modelo [20],
[21]. El fenémeno ha sido denominado Canard [6] y su descripcion aparece en la Seccién
5.

El la Secciéon 6 describimos los métodos numéricos utilizados en nuestras simulaciones,
presentadas en la Seccién 7.

2 Reacciéon Belousov-Zhabotinsky y sus modelos matematicos

La reaccién Belousov-Zhabotinsky (BZ) es el fenémeno prototipico de la dindmica quimica
no lineal. Field, Koros y Noyes propusieron un mecanismo detallado para la reaccién
BZ que involucra muchos reactivos y reacciones que hacen que el modelo tenga un uso
analitico limitado debido a su complejidad. Por esta razén se han desarrollado modelos
simplificados que mantienen las principales caracteristicas dindmicas del original. Uno de
dichos modelos es conocido como el Oregonator.

2.1 El Oregonator

La secuencia de las reacciones béasicas del modelo Oregonator puede ser escrita como:

A+Y —X+P

X+Y—2P

A+X—2X +2Z (6)
2X — A+ P

B+7Z— fP

donde A = BrOj; B = especie organica tal como el dcido malénico y el dcido bromo-
malénico; P = HOBr; X = HBrOs; Y = Br; Z = forma oxidada del catalizador; y f
es un factor estequiométrico que sirve como un parametro ajustable. En lo que sigue,



suponemos que los reactantes A y B se mantienen a concentraciones fijas y concentramos
nuestro andlisis en X, Y y Z. Las correspondientes ecuaciones de cambio son:

AX] _ g [A][Y] = ko X[Y] + ks[A][X] — 2k4[X]?

4] — _k3[A][Y] — ko[X][Y] + 5 fke[B][Z]

U2 — 9ks[A][X] — k[B][Z]

Donde k;, 1 = 2,...,5 y k. representan las constantes de reaccién respectivas.
El andlisis se simplifica bastante transformando estas ecuaciones a una forma adimensio-
nada. Los factores apropiados para la conversién son:

™

2k4[X] 2[Y] kcka[B][Z]
2= —F—— 5 t = k.B|T. 8
ko[A] ks[A) (ks[A)? A8 )
Introduciendo algunos pardmetros adimensionados, obtenemos una forma simple de la
ecuacion cinética:

€T Y

dv _ qy—zy—a(l—x)

dt €

dy _ —qy—zy+fz

dt — e’ (9)
dz _ ..

a X Z,

donde los valores tipicos para e =~ 1072, ¢/ = 10™° y ¢ ~ 107,

Como &' es mucho méas chico que e, uno puede considerar que la concentracién del ion
bromato esta en equilibrio y obtener y = qﬂ_—zm. Sustituyendo este resultado en el sistema

(9), nos quedamos con un sistema que nos da la tasa de cambio de la concentracién del
acido brémico y de la forma oxidada del catalizador:

et = z(l1-z)+ fEe»
dz (10)
dat = I —Z.

Este tltimo es el modelo reducido del Oregonator en su forma tipica. En [27], se estudia
la reaccién BZ sometida a una fuente de iluminacién periédica. Este proceso se modela
utilizando las ecuaciones (9) y anadiendo un término de forzamiento externo en el miembro
derecho. Esto implica la aparicién de un forzamiento externo en el miembro derecho de
la primera ecuacién del modelo reducido (10). Observemos, para mas adelante, que en
particular el forzamiento aparece como parte de un término no lineal.

El sistema (10) fue tomado como referencia en [20] para introducir el modelo de FitzHugh-
Nagumo modificado que presentaremos a continuacion.



2.2 El modelo FitzHugh-Nagumo modificado

En forma general, el modelo FitzZHugh-Nagumo modificado se escribe

v = f(v)—w
W = €[pv—o—uw] (11)
con ,
_ fcub(’um)qij_gl + k, v < Uy
flv) = { Jeun(v) + K, vV > U,
donde

feur(v) = —hv® + av? — bv + ¢,

U, €s el minimo de la funcién feup v p, 0, k, h, a, b y ¢ son constantes no negativas.

Este es el modelo que estudiaremos en este trabajo. Mas adelante nos referiremos a aspec-
tos cualitativos de su dindmica, y realizaremos simulaciones numéricas con forzamiento
externo en el espiritu mencionado en la seccién previa. Esto es, utilizando un forzamiento
peridédico en la primer ecuacion de (11) que es la que contiene la parte no lineal del sistema.
El modelo (11) tiene caracteristicas similares a las del Oregonator, y ademds, como vere-
mos, a una gran variedad de modelos pertenecientes a otras areas cientificas.

3 Sistemas dinamicos: definiciones y conceptos basicos

El estudio de los sistemas dindmicos es de interés en todas las ramas de las ciencias.
Los sistemas dindmicos representan fendmenos y procesos que cambian con el tiempo y
pueden ser modelados matemdticamente en términos de ecuaciones diferenciales y/o la
iteracién de mapeos. Las ecuaciones diferenciales describen la evolucién de sistemas en
tiempo continuo, a diferencia de la iteracién de mapeos o ecuaciones en diferencias finitas
que modelan sistemas que evolucionan en tiempo discreto. En las péaginas que siguen
nos vamos a dedicar a las ecuaciones diferenciales ordinarias (ODE’s), es decir, las que
involucran derivadas con respecto a una sola variable independiente: en nuestro caso, t, el
tiempo.

3.1 Sistemas auténomos en el plano

En esta seccién estudiaremos sistemas dindmicos bidimensionales (es decir, en el plano)
con el objeto de introducir los conceptos bédsicos que utilizaremos méas adelante en nuestro
estudio.

Consideremos un subconjunto abierto A C IR?. Recordemos que un campo vectorial
de clase C! en A es una aplicacién F : A — IR? de clase C!. También escribiremos



F = (f1, f2), con fi : A — R; (z1,22) — fi(x1,72) de clase C' para i = 1,2. Vamos a
estudiar sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias de la forma

{{El = fl(.’L‘l,fL'Q) (12)

gy = fa(wy, )

donde las z; : I — IR; i = 1,2, son funciones C'.

Este tipo de sistemas se denominan auténomos del plano debido a que las f; no dependen
explicitamente de ¢, y sus soluciones pueden interpretarse como curvas en el plano. Las
x; representan cantidades (voltaje en un circuito eléctrico, concentraciones de reactivos,
poblaciones de diferentes especies, etc.) mensurables o no, necesarias para la descrip-
cién del problema (fisico, quimico o biol6gico) considerado. Las funciones f; reflejan el
conocimiento que se tiene acerca de la relacién entre las variables y su tasa de cambio.
También escribiremos el sistema (12) de la manera equivalente

X = F(X) (13)

y entenderemos por una solucién de esta ecuacién, una funcién ¢ : I — A, p(t) =
(1(t), z2(t)) tal que

90 1) = F (). (14)

La ¢(t) se llama trayectoria del campo F.

El sistema (13) puede aparecer provisto de condiciones iniciales ¢(0) = xq para cierto
xo € IR?. En base al teorema de unicidad de soluciones que enunciaremos en breve pode-
mos utilizar la notacién ¢y, para definir dicha solucion.

Una trayectoria ¢x : I — A de F se llama solucidn mazimal si para toda trayectoria
Px +J = Atal que I C J y, px = 1x en I entonces se tiene que I = J y consecuente-
mente px = 1x. En este caso I se llama el intervalo maximal, y se denota I.

Una ecuacion del tipo (13) es significativa matematicamente y como representacién de un
problema fisico, quimico o bioldgico si sus soluciones estan bien definidas y caracterizadas.
Es importante entonces saber si tales soluciones existen, si son dnicas (que no haya am-
bigiiedades) y bajo qué condiciones esto ocurre, asi como también cémo es la dependencia
de ellas con respecto a los diferentes pardmetros del modelo. Los siguientes teoremas
brindan informacién en ese sentido.

Teorema 1 FEuxistencia y unicidad de soluciones mazimales.

a) Para cada x € A eziste un intervalo abierto Ix donde estd definida una tnica solu-
cion mazimal px de X = F(X) tal que px(0) = x.



b) Seay = @x(t) yt € Ix, entonces Iy = Ix —t ={r —t:r € Iy} y py(s) = px(t +s)
para todo s € Iy.

¢) El conjunto D = {(t,x) : x € At € I} es abierto en R? y la aplicacion ¢ : D — IR?
dada por p(t,x) = px(t) es de clase C*.

Observaciéon 2 De hecho, para asequrar la existencia y unicidad de solucion, basta con
que F sea Lipschitz, es decir, que verifique

[FX)-FY) <K [ X-Y]

para algin K < oco. La constante K se denomina la constante de Lipschitz de F. En
este caso solo se obtiene continuidad respecto de los datos iniciales. Mads especificamente
puede verse que

Fex(®) —ey® | < lx—y e

lo cual da una cota de “cudnto” pueden separarse las soluciones en un intervalo de tiempo
[0,%].

Observacion 3 El Teorema 1 vale en dimensionn. En consecuencia, de existir pardmetros
en el sistema pueden incorporarse como variables en un sistema de mayor orden y obtener
continuidad o derivabilidad respecto de dichos pardmetros.

Teorema 4 Sea ¢ una solucion mazimal de X = F(X) en I. Entonces se cumple alguna
de las siguientes condiciones:

a) ¢ es biyectiva.
b) I =TR y ¢ es constante.

¢) I =R y ¢ es periddica, es decir, existe 7 > 0 tal que ¢(t + 7) = @(t) para todo
t€R y p(t1) # @(ta) si |ty —ta |< 7.

3.2 Estudio geométrico

Un sistema dindmico puede pensarse como la descripcion de los distintos estados de cierto
proceso que evoluciona. La evolucién de dicho proceso implica el paso de un estado a otro
de manera univoca. Si el sistema es auténomo del plano, es decir si se representa por
medio de una ecuacién del tipo (12), los estados quedan definidos (gracias al Teorema 1)
por los valores que asumen las variables (z1,z2). De manera general llamaremos espacio
de fases, al espacio que describe los “estados” del proceso.

En la mayoria de los casos, encontrar soluciones analiticas de sistemas del tipo (12) es
muy dificil, de manera que se hace necesario utilizar herramientas matematicas que nos
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Figura 1: (a) Campo vectorial (b) es el diagrama de fases correspondiente a (a)

permitan entender aspectos cualitativos relevantes de las soluciones. Entre los métodos
geométricos posibles estd el estudio cualitativo del espacio de fases.

Para esto consideramos cada punto (z1,z2) como la posicién de una particula imaginaria
moviéndose en el plano IR? y (41, #2) como el vector velocidad de la particula. Para cada
punto del espacio de fases donde f; y fo estdn definidas, el lado derecho del sistema (12)
nos dice cudl es la velocidad de la particula en esa posicién. Si consideramos todos los
puntos con sus respectivas velocidades tenemos un campo vectorial F. Si evaluamos F en
algunos puntos podemos intuir el movimiento de todas las particulas al mismo tiempo y
pensarlo como un flujo de particulas. La Figura 1 da una idea de esto.

En términos mas formales, podemos definir:

Definicién 5 La aplicacién ¢ : D — A, definida en el Teorema 1, se llama el flujo
generado por F.

Definicién 6 El conjunto vp = {¢(t,p),t € Ip}, es decir, la imagen de la trayectoria de
F en el punto p, se llama la 6rbita de F en el punto p.

Definicion 7 Un conjunto abierto A provisto de todas las trayectorias ¢ se dice diagrama
de fases.

Los diagramas de fases se interpretan graficamente descomponiendo el abierto A en una
union de érbitas. Para empezar a dibujar el diagrama es muy 1til el estudio de las curvas de
nivel cero, definidas como las curvas donde 1 = 0 0 &9 = 0, es decir, donde fi(z1,22) =0
0 fo(z1,29) = 0. Estas curvas indican dénde el flujo es horizontal o vertical y ademads
separan el espacio de fases en regiones de acuerdo a los signos de £1 y Z2. Un ejemplo de
esto se puede observar en la Figura 2.

El siguiente paso es buscar los puntos donde la velocidad es nula, es decir, donde ambas
curvas de nivel cero se intersectan. Esos puntos nos dan también cierta informacién 1til
para determinar el diagrama de fases de un sistema y la direccion del flujo.



X )‘(1= (1]
X< 0
: .
X< 0 J x> 0
02< 0
. el \‘ -y
x=0 /
¢ >
D -— x1
e 1y
2> 0 / ;1> 0
x>0

Figura 2: Curvas de nivel cero para un sistema del tipo (12)

Definicién 8 Un punto xe € A se dice punto de equilibrio si F(xe) = 0, o de manera
equivalente f;(xe) =0, 1=1,2.

De acuerdo al comportamiento de las soluciones en un entorno apropiado del punto de
equilibrio, estos ultimos pueden ser clasificados en estables o inestables dependiendo de
si las soluciones con valores iniciales en un entorno del punto de equilibrio permanecen
en dicho entorno para siempre o no. Las definiciones precisas de estos conceptos son las
siguientes:

Definicién 9 Un punto de equilibrio xe del sistema (13) se dice estable si, para todo
entorno U de xe existe un entorno Uy de xe tal que toda solucion de (13) con ¢(0) €
Uy estd definida en U para todo t > 0. Si ademds limy_, o p(t) = Xe entonces Xe €s
asintéticamente estable. Un punto de equilibrio xe del sistema (13) se dice inestable si no
es estable.

3.3 Linealizacion

Las definiciones que dimos en la Seccién anterior caracterizan a un punto de equilibrio lo-
calmente. Para determinar la naturaleza de cada punto de equilibrio se puede aproximar
el campo vectorial F linealmente. La idea subyacente es que, como F(xe) = 0, cerca del
equilibrio F(X) ~ DF (xe)X.
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La diferencial DF queda definida por la matriz Jacobiana de F, que en el punto (z1,z9)
esta dada por

ofi N1
DF(ZBl,{L‘Q) = < gzjcc; gﬁ ) .
(21,72)

dr1 Oxa

Definicién 10 Si (z1,Z2) es un punto de equilibrio del sistema (12), decimos que el sis-

tema oh on
‘/‘El _ 811 am; I (15)
T - Ofs  0fs T9
Ozy  Oxa / (T1,%)

es la linealizacion del sistema (12) en el punto de equilibrio (%1, T2).

Es de esperar que la linealizacion de F resulte valida como aproximacién solo en los casos
en que la parte lineal sea “significativa”, esto es, que en algin sentido no se anule, ya que
en caso contrario los términos de mayor orden serian relevantes. Los puntos de equilibrio
para los cuales la aproximacion tiene validez son, como veremos en breve, los que se definen
a continuacién

Definicién 11 Un punto de equilibrio xp de un campo vectorial F de clase C! se dice
hiperbdlico si todos los autovalores de DF(xp) tienen parte real diferente de cero.

Para estudiar el impacto ocasionado en la dindmica al cambiar el campo original por su
linealizado, se requiere de algiin concepto que permita comparar los flujos resultantes. En
términos generales dos sistemas dindmicos poseen el mismo comportamiento cualitativo si
sus flujos son iguales salvo ciertas “deformaciones”. El concepto de conjugacién topolégica
formaliza esta idea.

Definicién 12 Sean ¢ : D1 — R? y @9 : Dy — IR? dos flujos generados por los campos
Fi: A — R? y Fy : Ay — IR? respectivamente. Se dice que F1 es topoldgicamente
conjugado a Fo cuando existe un homeomorfismo h : Ay — As tal que h(p1(t,x)) =
2 (t, h(x)) para todo (t,x) € D;.

Finalmente el Teorema de Hartman brinda condiciones suficientes bajo las cuales la lin-
ealizacién respeta la dindmica localmente.

Teorema 13 (Teorema de Hartman)

Sean F : A — IR? un campo vectorial de clase C' y Xp un punto de equilibrio hiperbélico.
Entonces, existen entornos V de xp en A y W de 0 en R? tal que F restringida a V es
topoldgicamente conjugado a DF(xp) restringida a W.

En consecuencia, en puntos de equilibrio hiperbélicos, la dindmica local se reduce al estudio
de sistemas lineales con coeficientes constantes. Estos pueden resolverse explicitamente, y

11



resulta sencillo describir el aspecto cualitativo de sus soluciones.

Un sistema dindmico lineal de dos dimensiones con coeficientes constantes es un sistema

de la forma
.7'31 = ari + b$2

To = cx1+ dxo (16)

o, matricialmente, X = AX, donde X = (&1,22)" y A= ( Ccl Z ) :

Buscando soluciones del sistema (16) de la forma
x(t) = eMv,

se llega a que el problema se reduce a encontrar autovalores de A [4], es decir, valores de
A tales que

Av = v, (17)
La naturaleza del punto de equilibrio (0,0) queda caracterizada por los autovalores:
e Si los autovalores tienen parte real menor o igual que cero, es estable.
e Si los autovalores tienen parte real menor que cero, es asintéticamente estable.

e En cualquier otro caso, es inestable.

Dependiendo del tipo de autovalores obtenemos los diagramas cualitativos de la Figura 3.

3.4 Estructuras que aparecen en el plano: ciclos limites

Definicién 14 Sea A un abierto de R? y sea F : A — IR? un campo vectorial de clase
C'. Una érbita periddica v de F se llama ciclo limite si existe un entorno V de vy tal que
v es la unica orbita cerrada de F que interseca V.

Existen los siguientes tipos de ciclos limites:

a) Estable, cuando lim; , dist(¢(¢,q),y) = 0 para todo q € V.
b) Inestable, cuando lim;_,  dist(¢(¢,q),y) = 0 para todo q € V.

¢) Semiestable, cuando lim;_, dist(¢(,q),y) = 0 para todo q € V N Ext(7)
y limy_,_ dist(p(t,q),y) = 0 para todo q € V N Int(y) o lo contrario.

12
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{a) Nodo inestable
X3 (b) Punto silla
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\\ o g_.z %

N\

d) Centro
(c) Nodo estable @
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)

*1

5

(e) Espiral estable (f) Espiral inestable

Figura 3: Diferentes caracteristicas cualitativas que puede tener un punto de equilibrio de
un sistema lineal en el plano
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. Ciclo Limite
Ciclo Limite estable Cliclo limite inestable medic estable

Figura 4: Ciclos limites

La Figura 4 muestra los diferentes casos.

Este fenémeno solo se puede dar en sistemas no lineales. Esto se debe a que un sistema
lineal X = AX puede tener Orbitas cerradas, pero éstas no pueden ser aisladas. Si x(t)
es una solucién periddica, entonces ¢x(t) también lo es para cualquier constante ¢ # 0.
Entonces x(t) estd rodeada de una familia de érbitas cerradas.

Un resultado que permite demostrar en ocasiones la existencia de ciclos limites es el Teo-
rema de Poincaré-Bendixson, que vamos a enunciar de manera conveniente para nuestros
propoésitos. Para enunciarlo necesitamos algunas definiciones previas.

Sea A un conjunto abierto de IR? y F : A — IR? un campo vectorial de clase C'. Sea
o(t) = @(t,p) una trayectoria de F que pasa por el punto p definida en su intervalo
maximal I, = (ap,bp). Si by = oo se define

w(p) ={¢ € A : I(tn)new tal que ¢, = 0o y ¢(tn) = g cuando n — oo}.
El conjunto w(p) se denomina w-limite de p.

Teorema 15 (Poincaré-Bendizon)

Sean A un conjunto abierto de R? y F un campo vectorial de clase C' en A. Sea v*
una semidrbita positiva de p, es decir, fy;“ = {¢(t,p) : t > 0}. Sea ¢(t) = ¢(t,p) una
trayectoria de F definida para todo t > 0 tal que v+ esté contenida en un compacto K C A.
Entonces, si w(p) no contiene ningin punto de equilibrio, w(p) es una orbita periddica.

La demostracién de este teorema y otros resultados relacionados se encuentran en [23].
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3.5 Teorema de Lienard

Cierto tipo de ecuaciones de Lienard se escriben como

{IU’, = f(v)—w (18)

w = w
donde

o f€C, f(-v)=~f(v)
e I B3>0 tal que f(8) =0y f es decreciente en (3, 00)

e limy, ;o f(v) = —o0.

Las ecuaciones que interesan en gran parte de este trabajo comparten caracteristicas cua-
litativas con las ecuaciones (18). Por esta razén dedicamos algunas lineas al estudio de
estas ecuaciones, que permiten un tratamiento sencillo debido en parte a la simetria de
sus soluciones, y que de paso ilustran el tipo de comportamiento esperado en casos més
complicados.

Teorema 16 (Lienard) El sistema (18) admite una tinica solucion periddica, estable y no
constante.

Dem. Observemos que el tinico punto de equilibrio del sistema es el (0,0) debido a que
f(0) = 0. Ademds para toda solucién (v(t),w(t)) se verifica que v crece si w < f(v) y
decrece en caso contrario. Del mismo modo w crece si v > 0 y viceversa. Ademads sobre
el eje w el campo (f(v) — w,v) es paralelo al eje v, y sobre la curva f(v) = w resulta
paralelo al eje w. Se sigue que una solucién que parta del punto A=(0, —wy), con wy > 0
suficientemente grande describe una trayectoria ABECD del tipo que se visualiza en la
Figura 5.

Como f es impar, es facil ver que si (v,w) es solucién, también debe serlo (—v, —w).
En consecuencia, la reflexién del arco ABECD respecto del (0,0) es una trayectoria del
sistema. La idea es probar que existe un wg suficientemente grande, de modo tal que
wg > wi, donde (0,wy) = D. Si esto fuera cierto resultaria que la curva de Jordan J
formada por ABECD, su reflexién, y los segmentos que unen sus extremos contendria
a la semidrbita positiva que pasa por A, ver Figura 6. Por ende w(A) C K donde K
es la region encerrada por J. FEl conjunto K es compacto, y verificando que el unico
punto de equilibrio (0,0) es una fuente (i.e. nodo inestable) resultaria que w(A) # (0,0),
y por Poincaré-Bendixon w(A) es una érbita periédica. Veamos primero entonces que
wo > wp para wy suficientemente grande. Para este fin, observemos que si wg — o0 y
w; permanece acotado entonces es facil tomar wg > wi, por ende podemos suponer que
ambos wg, w; — 0.
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Counsideremos entonces la funcién

R(v,w) = 5(1} + w?)
de (18) obtenemos
dR(v(t), w(t
00 (1) (o)
y con la notacion de la Figura 5, se tiene
1
St —u) =RD)-RA) = [ aR (19)
2 ABECD

pero

q)ABCDE(wO):/ dR:/ dR+/ dR + dR
ABECD AB cD BEC

donde usamos la notacién ® 4pcpE(wo) para resaltar la dependencia respecto del dato wy.
Ahora bien, decimos que [,zdR y [-pdR decrecen monétonamente a 0. En efecto,
consideremos

dR dt vf(v)
bas = [ an= [ MRy o0,
(to) AB AB dt dv AB f(v) —w

la integral es positiva pues lo es el integrando y también du. Sitomamos ahora wy > wg, la
trayectoria verifica la situacién de la Figura 7, y es claro que ® 4p(wq) > ®4p(w)) debido
a la monotonia del integrando en la variable w.

Por tltimo lim,, 00 ®4p(wo) = 0 pues w crece una cantidad fija en ese tramo de la curva,
debido a que 0 < v < By w’ = v por (18). De manera idéntica se trata el caso ®¢cp(wo).
La integral ®gcp(wo), también es mondtona, y verifica limy, oo Prop(wg) = —o0, en

efecto
dR ﬂ

) = ——dv = d
cep(wo) /EC’D dt dv”’ /CEDf(v) !

la monotonia se verifica facilmente de (ver Figura 7)
Pcpp(wo) > ®onpn(wp) > Perpr(wp)

la primer desigualdad vale, pues a derecha de 3, f es decreciente y ademéas dv > 0. La
segunda sigue del hecho de que en la curva considerada f < 0. Por ultimo, y volviendo a la
Figura 5, consideremos el segmento fijo a derecha de 8 que pasa por F' y K. Obtenemos
que
Ppro(wy) < Prr(wy) < —/ long(FJ)dv = —long(FJ)long(FK)
KD
donde la primer desigualdad se obtiene de f < 0, la segunda de la monotonia de f.
Entonces
l’imwO_)oo(bBEc(w(]) — —
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Figura 7:

ya que long(FK) — oc.
En consecuencia hemos probado que

limyy—o0c®aBECD (W) — —00

mondtonamente. De (19) se tiene que si wq es suficientemente grande wy > wq, como
queriamos ver.

Para probar que (0,0) es una fuente, basta notar que por las hipétesis sobre f, ‘fi—f =
vf(v) >0si —f < v < f,y por ende en un entorno del origen.

Por lo tanto queda probado que w(A) es necesariamente una drbita periédica. Para ver
la unicidad, notemos que por la simetria descripta al comienzo de la demostracion, las
6rbitas periddicas deben ser simétricas respecto del (0, 0), pero eso implica que si la 6rbita
pasa por A = (—wp,0) y D = (wy,0) entonces wy = wy, y entonces necesariamente
R(D) — R(A) = 0. Probemos entonces que existe un tnico wy cuya trayectoria verifica
esta propiedad. Utilizando la notacién de la Figura 8 llamemos E = (vg,0) al punto de
corte de la trayectoria con el eje v.

Si vg < 8 se tiene que

R(D) — R(A) = QABDEDf(U)d’U >0
pues alli f >0y dv > 0. Pero si ug > 8 obtenemos por el argumento previo

limyy—o0c®aBECD (W) = —00
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f(v)

Figura 8:

mondtonamente, por ende, existe un tnico wy tal que R(D) — R(A) = 0 y por lo tanto
una unica érbita periddica. De la unicidad se desprende inmediatamente la estabilidad.
O

Observaciéon 17 De la demostracion del Teorema de Lienard, se observa que todas las
orbitas del sistema (18) confluyen a la orbita periddica estable, que es el inico ciclo limite
del sistema. Los sistemas que estudiamos en este trabajo comparten esta caracteristica.

4 Oscilaciones de relajacion

Las ecuaciones diferenciales ordinarias que poseen ciclos limites estables son importantes
porque modelan sistemas que producen oscilaciones autosostenidas, es decir, que oscilan
aun ante la ausencia de fuerzas externas periddicas. En este trabajo aparecen diversos
modelos cuyas soluciones manifiestan este comportamiento. Un caso particular de oscila-
ciones autosostenidas son las oscilaciones de relajacién. La dindmica de un oscilador de
relajacién puede entenderse ficilmente con ayuda del ejemplo clasico [9] que mostramos
en la Figura 9: un sube y baja que tiene de un lado una masa y del otro, un tanque de
agua que se va llenando hasta que alcanza un punto en el que el peso del agua desequilibra
el sistema, elevando la masa en el lado izquierdo; esto vacia el tanque el cual vuelve a
elevarse y el ciclo comienza de nuevo. La dindmica del sistema puede ser descripta por
dos variables de estado: el volumen V' (¢) del agua en el tanque y la posicién angular ®(¢)
del sube y baja. Lo importante es notar que cada ciclo tiene dos escalas de tiempo: el
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Figura 9: Sube y baja con reservorio y su trayectoria cerrada en el plano de fases

de llenado y el de vaciado, ya que el sube y baja solo cambia de posicién una vez que el
tanque llega a un punto determinado. Esto es lo que caracteriza a este tipo de osciladores.

4.1 Ecuacién de Van der Pol

En 1920, Van der Pol experimenté con oscilaciones en un circuito eléctrico particular y
concluyé que para toda condicién inicial las trayectorias convergian a la misma érbita
periédica de amplitud finita. Como este comportamiento es diferente del de soluciones
de sistemas lineales, Van der Pol propuso la siguiente ecuacién diferencial no lineal para
modelarlo:

i+ —1)i+z=0, (20)

donde v es un parametro positivo.
Esta ecuacion se puede reescribir como un sistema de dos ecuaciones de primer orden. Si
T =1x1y &= 9, (20) queda escrita como

ilzmg

. 21
iy = —x1—v(2? —1)20. (21)

Van der Pol estudio este sistema y descubrié que cuando v es grande aparecen oscilaciones
de relajacién como resultado del mismo. Para entender heuristicamente la dindmica de
la ecuacion de Van der Pol podemos reescribir (20) mediante la transformacién que hizo
Lienard.

Sea f(zr) = —x + %—3 y hagamos un cambio de coordenadas (z,%) — (z,y), donde y se
define como vy = & + vf(x). Esto transforma la ecuacién (20) en

i = vly—f()
;-4 (22)
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Figura 10: Diagrama de fases de la ecuacién de Van der Pol

Este sistema tiene la forma (18), para la cual demostramos la existencia de ciclos limites.
Lo que nos interesa ahora es otro aspecto de la dindmica relacionado con las oscilaciones
de relajacién. Vemos que las trayectorias satisfacen la ecuacion

dr 127

[y — f(=)]

Cuando v es grande, el lado derecho es pequeno, sugiriendo que la ecuacion podria ser
aproximada por

dy

y— f@] 5 =o0. (23)
Si analizamos esta tltima ecuaciéon podriamos concluir que pasan dos cosas: Z—Z =0,y
entonces y(x) es constante, o y = f(z). En el primer caso la trayectoria es constante, en
el segundo caso la trayectoria es idéntica a la funcién f(z). En la Figura 10 podemos ver
el diagrama de fases correspondiente a la aproximacion del sistema (22). Ahi vemos que
el grifico de y = f(z) tiene 3 ramas, es decir 3 partes donde la funcién f es mondtona.
Para cada valor de y, las ramas de la derecha e izquierda, donde la f es creciente, son
estables y la rama del medio, donde f es decreciente, es inestable. Supongamos que la
condicién inicial del problema (22) estd lejos de la funcién y = f(z) (y — f(z) # 0) en
el diagrama de fases. Entonces, dy/dz = 0 y la trayectoria es constante con direccién a
algunas de las ramas de la izquierda o derecha. Cuando la trayectoria llega a un entorno
suficientemente pequenio de y = f(z) (rama derecha o izquierda), dado que son ramas
estables, la trayectoria permanece en esa rama subiendo, en la rama izquierda, o bajando,
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en la rama derecha. Cuando la trayectoria llega al méximo o minimo locales de f(x), se
aleja en direccién a la otra rama estable. Este proceso se sigue repitiendo y asi uno obtiene
un ciclo limite de la forma que se puede ver en la Figura 10.

Para poder entender matemaéaticamente la relacion entre las escalas de tiempo en problemas
del tipo de Van der Pol, y formalizar un poco més el argumento previo, es necesario estudiar
el sistema por medio de técnicas del tipo de perturbaciones singulares.

4.2 Problemas de perturbacién singular

Durante muchos afnios se han estudiado modelos matematicos en un intento de describir
este tipo de fenémenos encontrados en diferentes campos de la ciencia.

El oscilador de Van der Pol forma parte de una clase general de problemas denominados
de perturbacion singular cuyo sistema de ecuaciones diferenciales tiene la forma

1? = F(v,w)

= eG(v,w), (24)

donde € > 0 es un parametro muy pequeno (e < 1). Este sistema se conoce como sistema
rdpido.

Este tipo de problemas involucran dos escalas de tiempo. La variable v es conocida como
la variable rdpida y w como la variable lenta ya que generalmente v evoluciona a una tasa
O(1) dada por la funcién F' y w evoluciona més lentamente a una tasa proporcional a e.

Es 1til estudiar la reformulacién del sistema (24) en términos de la variable reescalada

t=ce€T
e0 = F(v,w)

w = G(v,w). (25)

Este sistema se conoce como sistema lento.

Ambos sistemas son equivalentes cuando € # 0. Sin embargo, la denominacién de per-
turbacién singular se refiere a la discontinuidad en el comportamiento entre los sistemas
cuando € — 0. Para ver esa discontinuidad, analicemos cada uno.

Por simplicidad vamos a estudiar los sistemas en los cuales F(v,w) = f(v) — w, donde
f(v) es una funcién de forma cibica que tiene un minimo local en v;,;, y un maximo local
en Upgz CON Upin < Umagz, €8 decir que f(v) es decreciente para v < Umin ¥ U > Umaz ¥
f(v) es creciente para v, < v < Umae. Consideremos ademas, G(v,w) = g(v) — w.

I) Andlisis del sistema rdpido
Con estas suposiciones, el sistema (24) con condiciones iniciales v(0) = wvg, w(0) = wy

queda escrito
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L= fw)—w,  o(0) =

(26)
& = elg(v) —w],  w(0) = wo.
Si € = 0, tenemos que
& =) —w,  v(0)=wy
(27)
% =0, w(0) = wo.

y entonces w = wq para distintos valores de wy. Sabiendo esto, la primera ecuacién del
sistema (27) queda

%= 70) —wo,  0(0) = . (28)

Para cada valor de wy tenemos una ODE que puede ser analizada. De acuerdo al valor de
wp esta ecuacion tiene

e 3 puntos de equilibrio, v; < v, < vg, 81 Wy > Wmin ¥ Wo < Winaz
e 1 punto de equilibrio v;, si wg < Wymin, O Vg, SI W > Winaz-

e 2 puntos de equilibrio, v; < v4, 81 Wy = Wipin 0 Wy = Winaz-

donde wyin = f(vmm) Y Wmaz = f(vma:c)-

W o<W <w
min o max

<
WoWrnin

"

Nétese que los valores de v;, v, y vg dependen del valor de wg considerado. Puede verse
claramente que v; y v4 son puntos de equilibrio estables en tanto que v, es un punto de
equilibrio inestable. Es decir, para valores de vy distintos de v;, v, y v4, las trayectorias
correspondientes convergen a v; 0 vg de acuerdo a que vy < v. 0 Vg > v, respectivamente.
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IT) Andlisis del sistema lento

El sistema (25) bajo las condiciones sobre F'y G queda

eg—ﬁ = f(v) —w, v(0) = g
(29)
‘Zl—?f = g(v) —w, w(0) = wy.
Sie=0,
0 = f(v)—w, v(0) = vy
(30)
% = g(v) —w, w(0) = wo.

En este caso w = f(v), ddndonos una funcién cibica de acuerdo a las suposiciones hechas
arriba. Por lo dicho en I) esta ctbica tiene 2 ramas estables y una rama central inestable.
Localmente, en un entorno de w = f(v), f es una funcién inversible, es decir v = f~!(w).
Podemos reemplazar en la segunda ecuacién y obtenemos

o = g(f Hw) —w,  w(0) = w. (31)

Dado que, como mencionamos antes, la dindmica descripta en I) ocurre en una escala de
tiempo rapida en tanto que la dindmica descripta aqui ocurre en una escala de tiempo
lenta, podemos suponer sin pérdida de generalidad que wq se encuentra en una de las ra-
mas estables de w = f(v), con lo cual el problema (31) estd bien definido. La trayectoria
es unidimensional con la particula moviéndose a lo largo de la rama correspondiente con

una velocidad dada por %2 = g(f~!(w)) — w.

Con la ayuda del analisis hecho en I) y IT) podemos tener una visién clara de la dindmica
de (26) en su aproximacién de orden cero: sila condicién inicial del sistema no se encuentra
en w = f(v) debemos utilizar la aproximacion dada en I), la trayectoria rapidamente se
dirige hacia una de las ramas estables de f(v) manteniendo el valor de w constante. Una
vez en una de estas ramas (o sea w = f(v)), la aproximacion valida es la dada en IT), y la
trayectoria se mantiene sobre ella, en direccién a (Vpmin, Wmin) 0 (Vmazs Wmae) dependiendo
de qué rama se trate hasta alcanzar dichos extremos. Esto ocurre en una escala de tiempo
lenta con respecto a la considerada en I). En ese momento, la aproximacién II) pierde
validez (f deja de ser inversible), y debe utilizarse nuevamente la aproximacién dada por
I). Este andlisis puede hacerse una y otra vez y asi obtener una aproximacién de orden
cero del ciclo limite (en negrita en la siguiente figura). Para 0 < e < 1, los ciclos limite se
encuentran dentro de un entorno de ancho e del ciclo de orden cero [11].
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4.3 Ejemplos

Los ejemplos 1 a 4 que describimos a continuacién fueron estudiados durante los tltimos
50 anos para modelar problemas que surgen en distintas areas de la ciencia (oscilaciones
quimicas oscilatorias, disparos de neurona, etc.). En esta seccién los presentamos como
ejemplos de problemas de perturbacién singular y mostramos gréaficos de las curvas de
nivel correspondientes a cada uno. Mirando estos graficos se puede observar también que
todos ellos estan relacionados dindmicamente al ejemplo 5, que es el de nuestro estudio.

En lo que sigue, consideramos € < 1.
Ejemplo 1: La ecuacién de Van der Pol

La ecuacién de Van der Pol fue presentada en la Seccién 4.1. como un sistema que
modela un circuito eléctrico particular. Un modelo mas general y que tiene el mismo
comportamiento es el siguiente:

Vo= —%'u3+v—w

w = €v—al. (32)

Las curvas de nivel cero con pardmetro a = 0 son
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Ejemplo 2: La ecuacidn clasica de FitzHugh-Nagumo (FHN)

En 1962, Nagumo model6 una neurona por medio de un circuito eléctrico. En 1969,
FitzHugh demostré que este modelo podia ser obtenido modificando el oscilador de Van
der Pol. La ecuacién propuesta fue

if = —hd+a’  —bv+c—w (33)
w = 6[50—7)—1”],

donde h, a, b, ¢, B y 1 son constantes no negativas [18].

Las curvas de nivel cero para esta ecuacién con pardmetros h = 1/3; a = 0; b = —1;

c=0,5; =1y n=-0,8 son

Ejemplo 3: La ecuacién sigmosoidal FHN

Este modelo [18] es una modificacién del anterior que fue estudiado con el mismo objetivo:
modelizar la dindmica de una neurona. El sistema es el siguiente:

0 = —hv4+av?—bv+c—w

= e[F(tanh(2) + 1) —w].

(34)

Sus curvas de nivel cero con pardmetros h =1/3; a =0; b= —-1;¢=0,5; =0y n = 0,05
son
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Ejemplo 4: El Oregonator

Este es modelo del Oregonator presentado en la Seccién 2.1. Se cree que oscilaciones
bioquimicas y biolégicas, las cuales son mucho mas complejas y no han sido explicadas
todavia, coinciden en muchos casos cualitativamente con la reaccién BZ.

v—q)

S 2 (
voo= 0T U - quiTy (35)
= ¢[pv — w]

donde p, ¢ y « son valores positivos.
Sus curvas de nivel cero con parametros a = 0.015, ¢ =1y p =1 son

Ejemplo 5: Modelo de FHN modificado

Este es el modelo presentado en la Seccién 2.2.

vo= flu)-w

W = €[pv—o—w]
con

_ fcub(vm)@ +k, v<ovup
v) = v
f( ) { fcub(v) + k, v > Ums
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donde
feur(v) = —hv® + av?® — bv + ¢,

U, €8 el minimo de la funcién fqup v p, 0, k, h, a, b y ¢ son constantes no negativas.

Se puede ver que pertenece a la familia de problemas de perturbacién singular y mirando
sus curvas de nivel, notamos que tiene caracteristicas similares a los ejemplos anteriores.
La siguiente figura muestra las curvas de nivel cero del sistema con los siguientes valores
de los parametros: € = 0,01; p = 10; 0 = 2,6; a = 4,32; h = 1,92; b = 1,8; ¢ = 0, 23;
vm =0,25y k=0,12.

5 El fendmeno Canard

En 1977, G. Reeb le sugirié a un grupo de estudiantes (Benoit, Callot, F. Diener y M.
Diener [3]) analizar la ecuacién de Van der Pol agregdndole un pardmetro A

Ftv(@?—Di4z=X\ (37)

donde v es una constante grande. Haciendo nuevamente el cambio de coordenadas (z, %) —
(v,w), donde w se define como vw = & +v f(z) y reescribiendo el sistema, nos encontramos
con el primer ejemplo presentado en la Seccién 4.3,

0 o= f(v)—w
W o= efv— A, (38)
donde f(v) = —%v3 + v. La dindmica de este sistema depende del valor de A, es decir,

de la posicién relativa de las curvas de nivel cero entre si. Su punto de equilibrio es
(0,w) = (A, f(A)). Sivmin es el minimo local de la funcién f(v) y Umas €s el maximo local,
para A < Umin O A > Umaz, €l punto de equilibrio es estable y para vy < A < Unez €8
inestable. Para ver esto ultimo calculemos los autovalores de la matriz Jacobiana de la
linealizacién del sistema (38) en el punto de equilibrio (A, f(\)):

28



Los autovalores de DF (A, f())) son
') £ V(N — 4e
5 .
Si f/(X) < 0, el punto de equilibrio (), f(\)) es estable y si no, inestable.

Para comprender la estructura global de sistemas de tipo (38) y més generales, considere-
mos un sistema de tipo (24) con un parametro A,

1'? =  F(v,w)

= eG(v,w, ). (39)

Supongamos que la matriz Jacobiana de la linealizacién de un sistema de tipo (39) tiene
autovalores con parte imaginaria distinta de cero. Cuando el pardmetro A varia, la lineal-
izacién del sistema cambia y en consecuencia también varian los autovalores de la matriz
Jacobiana. Puede ocurrir que al incrementar el valor del pardmetro A, cuando éste pasa
a través de un valor critico Ay, la parte real de los autovalores de la matriz Jacobiana
pasan de ser negativas a positivas, es decir, el punto de equilibrio pasa de ser estable a
inestable. Si se genera un ciclo limite estable que contiene al punto de equilibrio inestable
del sistema (39), entonces decimos que se produjo una bifurcacidn de Hopf supercritica.
Esto ocurre por ejemplo en el sistema (38), cuando A atraviesa el valor Ay = vpip. Estu-
diando cémo se comporta el sistema (38) para valores del pardmetro mas alld de A\p, en
[3] hallaron que existe un valor critico A, de A tal que, para valores de A en un entorno
pequeno de A., los ciclos limites se deforman de manera particular, como veremos mas ade-
lante en un ejemplo. Esto sucede no sélo para la ecuacién de Van der Pol, sino también
para problemas de perturbacién singular como los presentados en (39) que verifican:

e la curva de nivel cero F(v,w) = 0 es una funcién de forma cubica que tiene un
minimo local en (Vpin, Wmin) ¥y un maximo local en (Ve Wmaz) €ON Vmin < Umaz Y
Wmin < Wmax;

e la funcién G es una funcién no decreciente de w y la curva de nivel cero G(v, w,\) =0
es una funcién creciente de v para todo valor de A en un entorno dado de A=0y

e (G es también una funcién decreciente de A\ para todo valor de v en un entorno de
U«

Para mostrar el fendmeno encontrado, consideremos el modelo sigmoidal FHN presentado

en el Ejemplo 3 de la Seccién 4.3 y supongamos que para el valor Ay del pardmetro,

tenemos una bifurcacién de Hopf supercritica. Para un valor del pardmetro A > Ap,
estamos en presencia de un ciclo limite estable como se ve en la figura
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En un entorno exponencialmente pequeno del valor critico A, con A, > Ap, se produce
una deformacién repentina del ciclo limite, convirtiéndose en un oscilador de relajacion,
como se puede ver en la siguiente grafica:
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Este rdpido cambio de un ciclo limite de amplitud pequena a un ciclo limite de gran
amplitud se conoce como el fendmeno Canard. Se pueden encontrar distintos andlisis de
este fendmeno en [1], [6] y [15]. También es posible calcular el valor A, [16].

6 Métodos numéricos

En esta seccion discutimos algunos aspectos relacionados con los métodos numéricos uti-
lizados en las simulaciones. Los conceptos basicos de esquema numeérico, convergencia,
etc., se dan por conocidos y nos referimos sélo a cuestiones generales de estabilidad debido
a la rigidez de los sistemas considerados.

Los métodos numéricos utilizados en las simulaciones fueron las siguientes:
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e Método de Runge-Kutta 4 programado por nosotros en lenguaje C

e Método adaptivo CVODE, provisto por un paquete en lenguaje C (es en realidad
una versién en C que cubre las capacidades provistas por los paquetes para Fortran
VODE, y VODEPK)

e Método adaptivo ODE15s utilizando Matlab.

Los dos ultimos utilizan variantes de métodos multipaso BDF, con paso variable y resultan
de gran utilidad en la integracién de ecuaciones rigidas. Dedicamos més adelante algunas
palabras méas al CVODE.

6.1 Region de estabilidad absoluta

Consideremos el problema Test
2'(t) = Mz (t), z(0) =1 (40)
con X € C, Re(\) < 0. Observemos que lim;_, |z(t)| = 0.

Definicién 18 Un esquema numérico que aprozime (40) se dice absolutamente estable
8t
|tn| — 0 cuando t, — 00 (41)

donde uy, es la solucion aproximada a tiempo t,.

Definicion 19 La region de estabilidad absoluta de un esquema se define como
EA = {z = A\h tales que se verifica (41)}

donde h es el paso de tiempo utilizado en el esquema.

Observemos que para valores grandes de |A|, es de interés trabajar con regiones grandes
de EA, para que el esquema respete la dindmica trabajando con un paso razonable h.

Definicion 20 Un esquema se dice A estable si
EA = {z tales que Re(z) < 0}.

La situacién ideal para un esquema resulta ser evidentemente la A estabilidad. Sin embargo
esta situacién se encuentra rara vez en la practica. De hecho es bien conocido que:

Teorema 21 (Barrera de Dahlquist)
Ningun método explicito multipaso puede ser A estable. Mas aun, no existe método mul-
tipaso de orden mayor a 2 que sea A estable.
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La Barrera de Dahlquist nos indica que, en términos generales, con métodos multipa-
so, debemos “sacrificar” orden de convergencia o regién de estabilidad. Para métodos
explicitos lo mismo puede decirse de Runge-Kutta. La alternativa de utilizar métodos im-
plicitos de Runge-Kutta parece ser [19] que deja de ser conveniente si se pretende adaptar
el paso en rangos muy grandes, debido a que las estimaciones a posteriori tienden a subes-
timar el error (i.e. estimarlo por debajo) con lo cual el estimador deja de ser confiable
para pasos grandes hy,.

Estas cuestiones son de gran importancia cuando el esquema debe usarse para aproximar
ecuaciones rigidas, las que definimos a continuacién.

6.2 Ecuaciones rigidas

El fenémeno conocido como rigidez de sistemas de ecuaciones ordinarias aparece con fre-
cuencia en el campo de las reacciones quimicas, en la teoria de control, en la teoria de
circuitos eléctricos, en la semidiscretizacién de ecuaciones en derivadas parciales utilizando
el método de lineas, etc. Hablando en general, siempre que aparezcan cambios bruscos en
la dindmica de las soluciones, aparece la rigidez.

Vamos a restringirnos una vez mas a sistemas en el plano, aunque el concepto se aplica en
general en dimensién n.

Counsideremos el sistema
X' = AX +w(t), AcR*?yw(t)cR% (42)

Para simplificar supongamos que A posee 2 autovalores distintos A1, Ao, con autovectores
v, Vo respectivamente. La solucién de (42) se escribe entonces

x(t) = C1eMtvy + Coe*lvy + p(t),

donde p(t) representa una solucién particular de (42). Supongamos ademds que Re();) <
0, en ese caso p(t) puede interpretarse como una solucién estacionaria (en el sentido de que
en tiempos largos, el “transitorio” CieMtvy + Cherlvy desaparece y so6lo resulta visible
p(t)).

En esta situacién resulta que, si nuestra intencién es aproximar p(t), el esquema debe
poseer un paso h tal que maz;—12{|\i|}h € EA. En consecuencia, con regiones de es-
tabilidad pequenas, debemos avanzar lentamente para resolver el transitorio, cuando en
realidad nuestra intencién es aproximar la solucién asintética.

6.3 El CVODE

El algoritmo provisto por el paquete CVODE utiliza una conjuncién de dos métodos multi-
paso implicitos conocidos como Adams-Moulton (AM) y Backward Differentiation Formula
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(BDF). Como comentamos debajo, el propésito es que el método resultante trabaje con
ecuaciones rigidas y no rigidas simultdneamente. Recordemos que los métodos de Adams
para aproximar ecuaciones de la forma

2'(t) = f(z(t),1) (43)

aparecen al escribir

o(tas) = altn) = [ flalt),

e integrar aproximadamente el miembro derecho, con una integracién exacta de algin
polinomio interpolador de f(z(t),t). Sise utiliza el nodo superior z,11 en la interpolacién,
el método implicito resultante se denomina de Adams-Moulton. Las regiones de estabilidad
absoluta de algunos métodos de AM (de orden 3, 4 y 5) aparecen en la siguiente figura
representados por los dominios interiores a las curvas. El método de orden 2, no visible en
la figura, aparece al integrar el polinomio de grado 1 que interpola a f en t,11 y t, (regla
del Trapecio) y resulta ser A estable.

Regiones AM

Por su parte los métodos BDF van en otro sentido, aproximando directamente z'(t,41) al
derivar alguna interpolacién de f. Regiones de estabilidad absoluta para algunos métodos
BDF (de orden 3, 5 y 6)aparecen en la figura siguiente, representadas por las regiones
exteriores a las curvas.
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Regiones BDF

El CVODE combina ambos métodos explotando la “complementariedad” visualizada en
las figuras previas, para lograr un método capaz de trabajar en problemas rigidos y no
rigidos a la vez.

7 Simulaciones

Comenzamos describiendo la dinamica de un oscilador no sometido a forzamiento utilizan-
do el modelo FHN modificado (Ejemplo 5 de la Seccién 4.3.). Esta dindmica varia al variar
algin parametro en el sistema, es decir, varia al variar la forma o la posicion relativa de las
curvas de nivel cero entre si. Llamemos v, y wp a las coordenadas del punto de intersecciéon
entre las curvas de nivel cero. En las Figuras 11, 12 y 13 podemos ver que variando el
parametro ¢ u o de manera tal que vy crece, el fenémeno Canard puede ser inducido.

7.1 Oscilador auténomo
1) Ciclo limite de amplitud pequena
En las tres figuras que se encuentran a continuacién podemos ver el plano de fases y la

evolucién de v y w con respecto al tiempo para el caso del ciclo limite de amplitud pequena.
Lo que le sigue es una lectura de las mismas para comprender la dindmica del sistema.
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Figura 11-b: Grafico de v en funcién de ¢
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Figura 11-c: Grafico de w en funcién de ¢

En la Figura 11-a se observa un ciclo limite pequenio que se traduce en las Figuras 11-b y
11-c¢ como oscilaciones de amplitud pequena. En el plano de fases vemos que la trayectoria
una vez que pasa el valor minimo de f(v) sigue un poco por la rama inestable y retorna
a la rama estable izquierda.

2) Ciclo limite deformado
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Figura 12-a: Plano de Fases
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Figura 12-b: Grafico de v en funcién de ¢t
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Figura 12-c: Grafico de w en funcién de ¢

Consideremos el inicio del periodo de oscilacién cuando v asume su valor minimo en el
ciclo limite. En la Figura 12-b, podemos observar que al principio v crece lentamente,
luego crece muy rédpidamente hasta obtener su valor maximo. A partir de ahi comienza
a decrecer lentamente para luego decrecer rdpidamente hasta obtener su valor minimo y
completar su periodo. Esto corresponde a la trayectoria en el plano de fases avanzando
en un entorno de la rama estable izquierda de f(v) hasta llegar al minimo local de f(v),
luego permanece un tiempo en la rama inestable y después de un rato salta hacia la rama
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estable derecha de f(v), a partir de ahi sube lentamente por esta rama hasta llegar al
méaximo local de f(v) para luego desplazarse nuevamente hacia la rama estable derecha
de f(v) y asi completar su ciclo. Podemos observar de esta manera las dos escalas de
tiempo: la escala de tiempo lenta, que corresponde al desplazamiento de la trayectoria en
un entorno de las ramas derecha e izquierda de la curva de nivel cero correspondiente a
la funcién cibica, y la escala de tiempo rapida, que corresponde al desplazamiento de la
trayectoria entre dos ramas.

La diferencia en los tiempos puede ser también observada en el grifico de w respecto
de t. El valor de w crece y decrece a un ritmo mucho més lento que el que permanece
cerca de sus valores minimo y mdximo locales. Esto se traduce en que el crecimiento y
decrecimiento del valor de w representan en el plano de fases, el recorrido de la trayectoria
por las ramas de la funcién f(v). Y los picos que se pueden observar en la Figura 12-b
representan los saltos que se producen de una rama a la otra.

3) Ciclo limite de amplitud grande
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Figura 13-a: Plano de Fases
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Figura 13-b: Grafico de v en funcién de ¢t
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Figura 13-c: Grafico de w en funcién de ¢

Se puede hacer una lectura similar a la del ciclo limite deformado. La diferencia con
respecto a las Figuras nimero 12 es que en 13-a vemos que la trayectoria viene bajando
por la rama estable de la izquierda y antes de llegar al minimo de la funcién f se despega
hacia la rama estable de la derecha sin tomar en ningiin momento la rama inestable del
centro. En consecuencia, cuando alcanza la rama estable de la derecha lo hace para un
valor de w més chico al que tomaba en el ciclo limite deformado y entonces permanece
m4&s tiempo en la rama estable de la derecha lo que se traduce en las graficas de v respecto
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al tiempo (Figura 13-b) en un pico no tan pronunciado.

7.2 Oscilador no auténomo

Nuestro interés es ver como cambia el modelo ante fuerzas periddicas externas. Es decir,
queremos estudiar el siguiente modelo

Bo= o) —w—0s(t)

= ¢e[pv—o0—w] (44)
con 9
f= fcub(vm)z;_gL +k v<ovn
feun(v) + K, vV > Um
y

feus(v) = —hv® + av? — bv + ¢,

donde 6 es una constante y s(¢) es una funcién periédica de periodo T, que vale 1 para un
periodo de longitud TA y 0 para el periodo de longitud T-TA. La grafica de s(t) es

I I !
Q TA T T+TA 21 2T+ TA aT 3T+TA 4T

Esta funcién s ha sido motivada por resultados experimentales [23].

El modelo que proponemos es una modificacién del modelo FHN (Ejemplo 2 de la Seccién
4.3) con la caracteristica de que la rama izquierda de f(v) es asintética al eje w, tal como
ocurre en distintas versiones del Oregonator (ver curvas de nivel cero del Ejemplo 5 de la
Seccién 4.3). Esto permite, entre otras cosas, que los valores de v sean positivos, lo cual es
necesario ya que se trata de concentraciones quimicas. La constante k también fue elegida
para que los valores de w sean positivos ya que es también una concentracién quimica.

Las constantes de (44) utilizadas en el estudio fueron € = 0,01; p = 10; 0 = 2,6; a = 4, 32;
h=1,92; b=1,8; ¢=0,23; v, = 0,25 y k = 0,12 y las de la funcién s(¢) toman valores
T= 151y 8 = 0.045 y TA serd dejado como un pardmetro.

Las Figuras 14-a, 14-b y 14-c corresponden al modelo (44) cuando TA = 40. En la Figura

14-a se puede observar que la fuerza externa influye en la dindmica del sistema produciendo
la convivencia de dos ciclos limites de amplitud grande.
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Figura 14-b: Gréfica de v en funcién de ¢ y de la funcién 6s(t) con TA= 40
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Figura 14-c: Grafica de w en funcién de ¢ y de la funcién 6s(t) con TA= 40

En las Figuras 14-b y 14-c se puede ver que estos dos tipos de ciclos limites se van inter-
calando.
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Figura 15-a: Plano de Fases
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Las Figuras 15-a, 15-b, 15-c¢ y 15-d corresponden al modelo (44) cuando TA = 80. En la
Figura 15-a se puede observar que la fuerza externa produjo la aparicién de un ciclo limite
de amplitud pequena que convive con el ciclo limite de amplitud grande.

08 q

04 -

Ll R

0 h n A
1000 1100 1200 1300 1400 1500 1600

Figura 15-b: Grafica de v en funcién de t y de la funcién 6s(t) con TA= 80

En la figura 15-b se puede leer mejor que se produce un patrén de cuatro oscilaciones
pequenas y una oscilacion de amplitud mayor.
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Figura 15-c: Gréfica de w en funcién de ¢ y de la funcién 0s(t) con TA= 80
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Figura 15-d: Zoom de 15-a

En la Figura 15-d podemos ver mejor cudl es la influencia de la funcién #s(t) en la dindmica
del sistema. La funcién 0s(t) modifica la posicion relativa de las curvas de nivel cuando
toma valor distinto de cero. A partir de ese momento la trayectoria pasa a estar en una
posicién donde se produce una espiral de amplitud pequena. En el momento en que la
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funcién @s(t) vuelve a valer cero la trayectoria se encuentra en una posicién en que la
trayectoria se escapa hacia la otra rama estable de la funcién f y se vuelve a producir una
oscilacién de amplitud grande.
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Figura 16-a: Plano de Fases

Las Figuras 16-a, 16-b, 16-c y 16-d corresponden al modelo (44) cuando TA = 80. En la
Figura 16-a vemos que nuevamente conviven un ciclo limite de amplitud grande con espi-
rales pequenas. En las Figuras 16-b y 16-c tenemos una visién de cémo son las oscilaciones
pequenas correspondendientes a las mismas.

45



08 q

08 q
04 -

i J

a a— I I p—, I
1000 1100 1200 1300 1400 1500 1600

Figura 16-b: Grafica de v en funcién de ¢ y de la funcién s(t) con TA= 120
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Figura 16-c: Gréfica de w en funcién de ¢ y de la funcién 0s(t) con TA= 120
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Figura 16-d

La Figura 16-d nos muestra nuevamente la influencia de la funcién 6s(t). En este caso la
trayectoria ya estd influenciada por el valor de la funcién 6s(t) distinto de cero (como se
puede ver en la Figura 16-b o 16-c). Vemos que en el momento que la funcién 6s(t) toma
valor cero, la trayectoria se encuentra en una posicién donde hay una espiral y se produce
el “rulito”que vemos en la figura. Luego la funcién 6s(t) vuelve a tomar un valor distinto
de cero ddndonos una espiral, y en el momento que la funcién 0s(t) vuelve a valer cero, la
trayectoria se escapa hacia la otra rama volviendo a producirse el ciclo limite de amplitud
grande.

Luego de la realizacién de una cantidad razonable de simulaciones de las cuales resultan
paradigmaticas las Figuras 14, 15 y 16, el estudio se trasladé a buscar para qué valores de
TA y de 8 se repetian los patrones observados en dichas figuras. Con este fin, definimos
pico cuando la funcién v supera el valor 1,5. La Figura 17-a permite una busqueda rapida
de patrones. El eje horizontal es el tiempo y el eje vertical marca el valor de TA, es decir,
el intervalo de tiempo durante el cual la funcién 0s(t) vale §. En cada grafico se fija el
valor de 0 y lo que nos dice el grifico es cudndo se produce un pico para cada periodo TA.
Esto nos permite ver cémo influye TA en el tipo de patrones con un valor de 6 dado.
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Figura 17-a: Grafica de picos en funcién de t para valores de § = 0.045

Por ejemplo podemos ver que el patrén donde no se producen oscilaciones pequenas como
en la Figura 14-a aparece para valores de TA menores que 75. Patrones como la Figura
15-a aparecen para diferentes valores de TA, como por ejemplo para 75 < T'A < 85. Y el
patrén de la Figura 16-a aparece para valores alrededor de TA=100 y TA=120.

La Figura siguiente, también de utilidad a la hora de identificar patrones, muestra la
diferencia de tiempo entre dos picos consecutivos en funcion de ¢ para el valor de § = 0.045.
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8 Conclusiones

El propésito de este trabajo consistio en estudiar el modelo FHN modificado que representa
reacciones quimicas oscilatorias. A dicho modelo se le aplicé un término forzante sugerido
por experimentos realizados. Concluimos que este término forzante modifica la dinamica
del sistema. Dependiendo de las caracteristicas de este término forzante vemos que es
posible modificar la amplitud del oscilador. En el futuro con un mayor andlisis de este
forzante serd posible un control en la amplitud del mismo, es decir que, si el oscilador
auténomo es de amplitud grande se podra inducir a uno de amplitud pequena.
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