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Introducciéon

Dada X C P™ una variedad proyectiva compleja de dimensién n — 1, puede
hallarse siempre un polinomio F' € K|[z,...,z,] tal que su ideal I(X) = (F).
Sin embargo, no es cierto que dada cualquier variedad X de dimensién s existan
Fi,...,F, € Klzg,...,zn] que alcancen para genererar el ideal de X . Se
dice que una variedad es una interseccidn completa cuando estos polinomios si
existen.

Algunos resultados conocidos desde los *70 sugieren que es dificil hallar ejemplos
de variedades con codimensiones mucho menores que su dimensién que no sean
intersecciones completas. Concretamente, se tiene la conjetura de R.Hartshorne,

Conjetura sobre Intersecciones Completas. Si X C P™ es una variedad
proyectiva suave tal que

dim(X) > 2.codim(X),

entonces X es una interseccion completa.

Las intersecciones completas tienen una propiedad llamada linealidad normal,
que significa que la inmersion X C P™ no puede obtenerse de manera no trivial
como la proyeccién de una inmersion X C P™*!. Basandose en su conjetura
sobre intersecciones completas, Hartshorne propuso también que una variedad
X C P" de dimensiéon n debe ser linealmente normal si 3n > 2(r — 1). Esta
altima conjetura fue demostrada por F.L.Zak en 1979 con el siguiente resultado:

Teorema de Linealidad Normal de Zak. Dada una variedad suave X C
P™ de dimension n no contenida en ningin hiperplano tal que 3n > 2(m —2),
entonces la proyeccion por un punto p € P™ nunca resulta una inmersion.

Surge de este resultado la pregunta siguiente, ;qué pasa con las variedades tales
que 3n = 2(m — 2)? La respuesta encontrada por Zak a este interrogante es
que existen exactamente cuatro variedades proyectivas que siguen verificando el
Teorema de Linealidad Normal, a las que llamé Variedades de Severi. Es decir,
se tiene el siguiente resultado,

Teorema de Clasificacion de Zak. FEzisten exactamente cuatro variedades
de Severi salvo equivalencia proyectiva. Estas son

e de dimension n =2, X =V C P5 la superficie de Veronese,
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o de dimension n =4, X =P?2 x P2 C P® la variedad de Segre,

o de dimension n = 8, X = G(1,5) C P, la inmersion de Pliicker de la

grassmaniana,

o de dimension n =16, X = E C P?%, la variedad ‘Eg ’.

En el primer capitulo del presente seminario se hace un analisis de estas cuatro
variedades, demostrandose que son efectivamente variedades de Severi. En el
segundo se enuncian y demuestran resultados sobre las familias de espacios
lineales contenidos en una cuidrica suave, que se usaran en los capitulos 3 y
4. En el tercer capitulo se presenta una construcciéon alternativa de las cuatro
variedades standard, exhibiéndose morfismos birracionales entre cada una de
ellas y un espacio proyectivo de la dimensién correspondiente. Esta construcciéon
resulta necesaria para la demostracién de la unicidad planteada en el teorema.
Analizando la dimensién de los espacios lineales contenidos en las cuéadricas
secantes a una variedad de Severi, se demuestra en el cuarto capitulo que las
variedades de Severi solo pueden tener dimension 2, 4, 8 6 16. (Se precisan
para ello algunos resultados sobre espacios lineales maximales en cuddricas, que
se tratan en el capitulo 2.) El quinto capitulo consiste en una sintesis de los
razonamientos que se usan para demostrar que todad variedad de Severi es
birracionalmente equivalente con una de las presentadas en el primer capitulo.

Este trabajo esta basado en el libro ‘Topics in the Geometry of Projective Space,
Recent Works of F.L.Zak’ escrito por R.Lazarsfeld y A.Van de Ven en 1984; en
el que enuncian y esbozan una demostraciéon del Teorema de Calsificaciéon de
Zak, que no habia sido publicado atin. Posteriormente, Zak publico este y otros
resultados en el libro ‘Tangents and Secants of Algebraic Varieties’ (A.M.S.,
1993).
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Capitulo 1

Las cuatro variedades
standard

En este capitulo daremos una presentaciéon de las variedades de Severi de di-
mensiones 2, 4, 8 y 16, y demostraremos que son efectivamente variedades de
Severi.

Antes de pasar a esta presentaciéon, analicemos un poco la definicién de varie-
dades de Severi dada en la introduccion.

Definicion 1.1. Una variedad proyectiva suave no degenerada X C P™ de
dimension n se dice Variedad de Severi si n = %(m —2) y la proyeccion
desde un punto genérico p € P™ \ X es una inmersion.

Dada X C P™ una variedad proyectiva se define la variedad secante asociada a
X Sec(X) C P™ como la unién de las rectas secantes y rectas tangentes a X .

Precisaremos el siguiente resultado sobre proyecciones
Teorema 1.2. Dado un punto p € P™, la proyeccion m, es una inmersion si

y sélo si p ¢ Sec(X).

La demostracion de este hecho puede encontrarse en [Ha|, prop. 3.4, pag.309.

Usando este resultado, probemos la siguiente equivalencia para la definicién 1.1:

Proposicion 1.3. X C P™ es una variedad de Severi si y sdlo si m = %n +2
y dim Sec(X)=m —1.

Demostracion: Es claro por el teorema 1.2 que X es una variedad de Severi
siysolosi m=3n+2 ydim Sec(X) < m—1. Falta ver que si X es de
Severi, entonces dim Sec(X) =m—1. Si fuese Sec(X) <m—-2y m= 3n+2,
podria proyectarse a X por un punto p ¢ Sec(X) obteniéndose una variedad



X' c P™ ! que verifica
dimSec(X')=m—-2 y dimX' =n.

Como m—1< %n + 2, el teorema de linealidad normal de Zak asegura que no
existe ningtin punto ¢ tal que la proyeccién 7, sea una inmersién, pero esto se
contradice con la hipotesis dim Sec(X') <m —2. m

Pasemos ahora a analizar las variedades ‘standard’, es decir, la presentaciéon de
las Variedades de Severi que aparece en el enunciado del Teorema de Clasifica-
cién de Zak

Teorema 1.4 (Teorema de Clasificacién de Zak). FEzisten ezactamente cua-
tro variedades de Severi salvo equivalencia proyectiva. Estas son:

n=2, X =1V, la superficie de Veronese

n=4, X =1DP2xP?CP?8 lavariedad de Segre

n=28, X =G(1,5) CP¥ la inmersion de Plicker de G(1,5)
n=16, X =F C P28 lq variedad ‘E}.

1.1 La superficie de Veronese

La superficie de Veronese esta definida como imagen del siguiente morfismo

v
P? =2 PS
e 2. . c 2. . 2
(zo:m1:22) > (xf:@omy:Toza: 2] : 2122 : 23)
Identificando a P5 con la proyectivizacion del espacio de matrices simétricas de
3 x 3, podemos interpretar a v, como este morfismo

P2 2, P(Sim(3 x 3,C))
(o : @y :2) —> ($0,w1,$2)t-($0,$1,$2)

Con esta descripciéon de V =im (vs), es evidente que V se identifica con las
matrices simétricas de rango 1. Por lo tanto, las ecuaciones de los menores de
tamafio 2 X 2 de una matriz simétrica genérica describen a V. Ademaés puede
demostrarse que estas ecuaciones generan el ideal de V.

Nos interesa también saber que vy es una aplicacion birracional con su imagen.
En efecto, si consideramos el conjunto abierto en P® determinado por vectores
cuya primera coordenada es no nula, entonces la aplicaciéon s: P® --s P? dada
por proyectar en las primeras tres coordenadas es una inversa local para vs .

Por ser v, una aplicacién birracional, se deduce que dim(V) = dim(P?) =2,y
por lo tanto,

dim(P°) = 5 = gdim(V) + 2.

Para verificar que V es efectivamente una variedad de Severi, solo queda por
demostrar que la variedad secante asociada a V es una hipersuperficie en P®.



La forma maés sencilla de demostrar este hecho es volviendo a interpretar los
puntos de V' como clases de equivalencia de matrices simétricas de rango 1. Asi
un punto perteneciente a una recta secante a V se identifica con una combina-
cion lineal de matrices de rango 1, por lo tanto tiene rango menor o igual a 2.
De aqui se deduce que

Sec(V) C {A € P(Sim(3 x 3)) : detA = 0}.
Veamos que es cierta la igualdad.

Sea A una matriz simétrica tal que det(A) = 1. Si rg(A4) = 1, es claro que
A € Sec(V). Si rg(A) =2, A puede descomponerse como

A=PLAP

donde P es una matriz inversible y B una matriz diagonal de rango 2. Es
decir,

z 0 O
B=]|1 0y 0
0 0 O
Sean
z 0 0 0 0 O
By = 0 0 0 y By = 0 vy O
0 0 O 0 0 O
Entonces

A = PYB;y + B,)P = P'.B,.P + P*".B,.P

y P!'.B;.P, Pt*.B,.P son matricas simétricas de rango 1.

Esto demuestra que Sec(V) es igual a la hipersuperficie ctibica en P5 de ecua-
cién det( A)=0; con lo cual dim(Sec(V)) =4 y V es una Variedad de Severi.

Observacion 1.5. Los argumentos anteriores son vdlidos para aplicaciones de
Veronese mds generales. Si consideramos la aplicacion

P" 2% p(nt1)(n+2)/2-1
(Zo:.o.izn) — (.0 XT:ll)

donde X! recorre todos los monomios de grado 2 en variables zg,...x,, en-
tonces podemos representar su imagen como los ceros comunes de los menores
de tamanio 2 x 2 de la matriz simétrica de (n+ 1) X (n+ 1) con coeficiente
Zi_1,j—1 en su coordenada (i,j) para i < j.

Podemos calcular también la dimension de la variedad secante asociada a V,, =
v2.n(P™) para cada n como la dimension del espacio de matrices simétricas
de rango menor o igual que dos. Es decir, Sec(V,) estd determinada por
las ecuaciones de los menores de tamario 3 x 3 de la matriz (Z; ;). Luego

dim(Sec(V,)) = 2n.



1.2 La variedad de Segre

La variedad de Segre se define como la imagen del siguiente morfismo:

P2 x P2 %, PS8
((mo:m1:2),(yo:y1:y2)) — (ToYo: ToY1 : ToY2 : T1Yo : T1Y1 *
T1Y2 : T2Yo * T2Y1 * -1’23/2)

La variedad de Segre S = (P2 x P?) resulta ser también una variedad determi-
nantal, es decir, una variedad cuyas ecuaciones toman la forma de los menores
de una matriz.

En este caso puede identificarse a P® con el espacio proyectivo de matrices de
tamafio 3 x 3, y la aplicaciéon de Segre puede interpretarse como el siguiente
morfismo

P2 x P2 7 P(M(3 x 3,C))
((-’Co B 1$2), (yo 1 Iyz)) — ($0,$1,$2)t-(y0,y1,y2)

La imagen de esta aplicacién son las matrices de rango 1, luego S queda deter-
minada por los ceros comunes de los menores de tamano 2 X 2 de una matriz
genérica de tamano 3 x 3. Puede demostrarse ademéas que las ecuaciones de
estos menores generan el ideal de S .

La aplicacién o también resulta birracional. Por ejemplo, si consideramos nue-
vamente el abierto en P® donde la primera coordenada es no nula, la aplicacién

T P8 -3 P2 x P2
(z0:...:28) +—  ((z0:23:26),(20:21:22))

es inversa local para o .

Calculemos ahora la dimensién de S. Consideremos el abierto distinguido Uy =
{(z0:...:28): 20 #0}. La interseccién Uy NS es un abierto en S en el cual
la coordenada zgyq # 0. Por lo tanto ni g ni yg se anulan en este abierto, y
puede construirse un isomorfismo entre Uy N S y un abierto afin en P* de la
siguiente manera

(13911?/22361 T T1Y1 CX1Y2 T2 L T2Y1 :932!/2) = ($1 T2 Y1 1?/2)

Este argumento puede repetirse para los abiertos U; con i = 1,...,8, que
conforman un cubrimiento de S. Se deduce entonces que dim(S) = 4. Por lo

tanto,

dim(P®) = 8 = 34 +2= gdim(S) +2.

Luego para ver que S es una variedad de Severi basta con probar que Sec(S)
es una hipersuperficie en P®. Recordemos que S se identificaba con el espacio
de matrices de 3 x 3.

Identificando a un elemento de Sec(S) con una combinacién lineal de dos ma-
trices de rango 1, es claro que

Sec(S) C {A : det(A) =0}



ya que una combinacioén lineal de matrices de rango 1 tiene necesariamente rango
menor o igual que 2. Para demostrar la igualdad, solo resta probar que toda
matriz de tamano 3 X 3 de rango menor o igual a 2 puede descomponerse como
suma de dos matrices de rango 1. Esto es trivial para una matriz de rango 1.

Sea A una matriz de rango 2. Existe una descomposicién de A
A=P'AP

donde P es una matriz inversible, y B es la forma de Jordan asociada a la
matriz A. Como rg(A) =2 =rg(B), B tiene la forma

z t 0
B = 0 y O
0 00
donde z,y,t € C, t=160.
Sean
x t 0 0 0O
Bi=| 0 0 0 Bo=| 0 y 0
0 00 0 00

B = By + B>, entonces,
A=P By +By)P=P 'BiP+P 'B,P
y tanto P~'ByP como P~1B,P tienen rango 1. Por lo tanto,
dim(Sec(S)) = dim({A : det(A4) = 0}) = 7.
Luego S es una variedad de Severi.

Observacion 1.6. La importancia de las variedades de Segre.
El producto P™ x P™ no tiene definida a priori una estructura de variedad
algebraica. Sin embargo la inmersion de Segre

P" x Pm U"vm; P(n+1)(m+1)—1
((@o:eooi@n),(Wo:evtym)) +—  (oorziyje...)

le da una, la cual se adopta como definicion del producto como variedad. Del
mismo modo, si X CP" y Y CP™ son localmente cerrados, se define X xY
como la imagen o(X x Y) c PrDM+AD-1 " ge es un conjunto localmente
cerrado. (Se puede hallar una explicacion mds detallada de esta definicion en

[H],pdg.28.)

Observacion 1.7. Los argumentos usados para hallar ecuaciones para la varie-
dad de Segre pueden ser aplicados al caso general. Es mds, las cuddricas deter-
minanadas por los menores de tamanio 2 X2 de una matriz de (n+1) x (m+1)
generan el ideal de la variedad X,y = 0 m (P" x P™).



1.3 La inmersion de Pliicker de la Grassmaniana

G(1,5)

Denotaremos con G(k,n) al conjunto de k-planos en el espacio proyectivo P™.
A veces sera conveniente identificar a este conjunto con el cociente

M(k,n)/GI(k).

Las Grassmanianas pueden ser descritas como un subconjunto de un espacio
proyectivo de la siguiente manera: dado W C P™ un subespacio lineal k-
dimensional generado por los vectores vi,...vg+1, podemos asociar a W el
multivector
)\:vl/\.../\vk+1 G/\k+1(V)
Esta aplicacién
p: G(k,n) — P(AFFIC™H)

resulta ser una inmersion, llamada inmersion de Plicker.

Vamos a analizar esta aplicacién en el caso £k = 1 y n = 5. Consideremos
entonces

p:G(1,5) — P(A%CS)
< V1,V > +H—— V1 N\ Vg

Veamos primero que esta aplicacion esta bien definida sobre el espacio G(1,5).

Dados wq,ws € C® tales que < wq,ws >=< vq,vs >, debemos ver que w; A
wy = v1Avy en P(A2(CP)). Como < wy,ws >=< v1,vs >, existen a,b,c,d € C
tales que
w; = avy + bug
{ wy = cv1+dug

y tales que ad — ¢b # 0. Entonces
w1 Aws = (ad — be)(vy A va)

y como ad —bc # 0, v1 Avy = (ad — bec)(vy Avg) en P(A%(C®)). Luego p esta
bien definida.

Nos interesa analizar la imagen de p. La imagen de p en P(A%(C®)) esta
compuesta por los multivectores que se descomponen totalmente, es decir, que
admiten una escritura de la forma v A w.

Ademaés, la inmersion de Pliicker es inyectiva. Para demostrarlo necesitaremos
probar el siguiente resultado:

Lema 1.8. {w:vi Ava Aw =0} =< vy,v3 >

Demostracion: Si w = avi + bvs, se verifica trivialmente que v1 Avga Aw = 0.

Veamos la otra inclusién: Completamos {v1,v2} a una base {v;}1<i<gde CS.
w admite una escritura en esta base:
6
w = a1v1 + asv2 + Zaivi-
i=3



Si v;1 Ava Aw = 0, entonces

6 6

0=wv; Avg A (a1v1 + agvs + Zaivi) = Zai(vl A vy A ;)
i=3 1=3

y como {v1 Ava Av;}i=34,56 son linealmente independientes, esto implica que
ag =a4 =as =ag =0, con lo cual w = avy +bvy E<vi,v93 >. W

Podemos demostrar ahora la siguiente proposicion
Proposiciéon 1.9. p es inyectiva.
Demostracion: Basta con ver que si v Ave = Awi Aws , entonces < vy, vy >=<
Wy, W > .
Pero vy A vg = Awy A wo implica
’Ul/\’l)g/\’wlzo y ’Ul/\’Ug/\’LUQZO

Usando el lema anterior, se deduce que wi,ws €< v1,vy >. Analogamente, se
demuestra que vq,v2 €< wi,ws >,y por lo tanto < v1,vs >=< wi,we >. W

Fijando una base {ej,...,es} de C®, podemos definir un morfismo
]P)(/\Q((CG)) N ]P;14
Zl§i<j§6 a; ;e Nej (al,z 101,31 ---:Q16:023 " .- a5’6)

Para analizar G = p(G(1,5)) C P, precisaremos identificar P4 con la pro-
yectivizacion del espacio de matrices antisimétricas P(A(6,C)).

Proposicion 1.10. La imagen de la inmersion de Plicker en P(A(6,C)) estd
dada por las matrices de rango 2.

Demostracion: Dada una matriz A € PA(6,C) tal que rg(A) = 2, existe una

matriz inversible P € C%%6 de columnas {vi,...,vg} que verifica:
0 1 0
A= Pt -1 00 |P
0 00
Luego

S S R S PR
(A);; = viv) —wqv] sii<j.

Veamos que la matriz A se identifica con el multivector w = v1Avy € P(A%(CY)).

6 6
— § i _ § : %
v = V164 Yy v2 = Vo€;
i=1 i=1
luego

6 6
v Avg = (Zv’iei) A (Z vie;) =
=1 =1



6
Yo vivi(eine) = Y. (vivd —viv])(ei Aej)

i,j=1 1<i<j<6

Reciprocamente, dado un multivector que se descompone totalmente v1 Awvs, si
completamos {vi,vs} a una base {v;}1<i<¢ de C° y llamamos P a la matriz
que tiene por columnas a los vectores de esta base, se verifica

P,

b

I

i)

=

I

—
IO =
[en] el N anl]

donde A es la matriz asociada al multivector v; Avs. Como P es inversible,
esto demuestra que A tiene rango 2. m

Este calculo nos permite deducir ecuaciones para G: las ecuaciones de los
menores de tamafio 3 X 3 de una matriz genérica. (Necesitamos usar el hecho
que una matriz antisimétrica tiene necesariamente rango par, por lo cual una
matriz antisimétrica tiene rango menor o igual a 2 si y solo si tiene rango 2. Esto
se deduce de la forma standard de las matrices antisimétricas. Puede hallarse
una justificacién de este hecho en [L], p.587.)

Observacion 1.11. Estas ecuaciones no son las usuales para definir la varie-
dad G . Generalmente se utilizan las ecuaciones que se deducen de la condicion
“wAw =07 que ademds son generadores del ideal de G .

Para demostrar que G es una variedad de Severi necesitamos calcular su di-
mensién. Con este fin construiremos un cubrimiento de G por abiertos afines
de dimension 8.

. e e . 0 a
Sea A una matriz antisimétrica tal que el menor 0’

—asa # 0. Puede con-

siderarse directamente el representante que tiene a1 2 =1 y az; = —1. Dado
que la matriz A es antisimétrica y de rango 2, A queda determinada por los
coeficientes a1,3,0a1,4,01,5,01,6,a2,3,02,4,02,5, 2,6 , Y2 que

Qi = 015025 —a2;a1; Slt1<j), ¥y

a;j = —a1,02; —Q2,;01; S112>].

Luego queda definido un morfismo birracional, entre C8 y el abierto U C G(1,5)
de las matrices cuyo menor principal de tamano 2 x 2 es no nulo. Notar que este
abierto puede también describirse como las matrices cuyo coeficiente a; 2 # 0.

En general, dada una matriz A antisimétrica de rango 2 cualquiera, existe un
coeficiente a; ;, i < j no nulo. Entonces el menor ‘—ag,i aé’j‘ # 0, y eligiendo
el representante de A tal que a;; = 1, A queda univocamente determinada
por los coeficientes de sus filas ¢ y j distintos de a;;,a;;,a;4,a;;. Por lo

#0} =

0 ai,j
—a 0

tanto puedo definir un morfismo birracional entre C2® y {‘

{A L Qg5 7& 0}



Esto demuestra que dim(G) = 8, con lo cual G verifica la condicién
. mld 3 3
dimP :14:§8+2:§d1m(G)—+—2.

Para demostrar que G es una variedad de Severi falta demostrar que la variedad
secante asociada a G es una hipersuperficie.

Dado que los elementos de G se corresponden con matrices de rango 2, los
elementos de la variedad secante asociada a G se corresponderan con matrices
de rango menor o igual a 4. Queremos ver que Sec(G) estd determinada por la
ecuacién det(A) =0 (y por lo tanto, es una hipersuperficie en P14).

Dadas A, B matrices antisimétricas de rango 2, una combinacion lineal de ellas
tendra rango menor o igual a 4, y por lo tanto su determinante sera nulo. Luego,

Sec(G) C {A:detA =0}.

Sea ahora una matriz antisimétrica A tal que det(A) = 0. Luego, A tiene
rango menor o igual a 5; pero como las matrices antisimétricas tienen necesa-
riamente rango par, debe ser rg(A) = 2 6 4. Quiero ver entonces que dada

una matriz antisimétrica A de rango 2 6 4, existen B, C de rango 2 tales que
A = B + C. Existe una matriz inversible P tal que,

0 10
A=P'| -1 0 0 |P sirg(4)=2, ¥
0 00
0 I O
A=P'| -I, 0 0 |P sirg(A)=4.
0 0 0

Entonces, en el primer caso puede escribirse

0 10 0 10
A=P'| -3 0 0 |P+P'| —3 0 0 |P
0 0 0 0 0 0
y en el segundo,
0 I, 0 0 0 0
A=P'| 0 O O |P+P'| -, O O |P
0 0 O 0 00

Luego, Sec(G) = {A : detA = 0}; por lo tanto dim(Sec(G)) =13 y G es una
variedad de Severi.

Observacion 1.12. Los argumentos erpuestos en esta seccion pueden genera-
lizarse G(1,n) para cualquier n. Por lo tanto G(1,n) y Sec(G(1,n)) son
variedades determinantales. Puede calcularse con el mismo método utilizado
anteriormente que dim(G(1,n)) =2(n —1) y dim(Sec(G(1,n))) =4n — 7.



1.4 La variedad ‘Ej’

La variedad E=* Eg’ puede construirse explicitamente usando herramientas de
teoria de representaciones. Dado G un grupo algebraico simplemente conexo
de tipo Eg, y V la representaciéon irreducible cuyo peso méaximo es el primer
peso fundamental w; . E se construye como la proyectivizacion de la orbita de
un vector de V' de peso méaximo.

En el capitulo tres se dara otra construccién de la variedad E, como imagen
del morfismo determinado por un sistema de cuédricas.
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Capitulo 2

Espacios lineales en cuadricas

Dada @Q una cuadrica en un espacio proyectivo de dimensién impar P?*+1  nos
interesa estudiar los espacios lineales incluidos en @, es decir, s-planos A tales
que

Qlaxa =0.

Queremos demostrar el siguiente teorema,

Teorema 2.1. Dada una hipersuperficie cuddrica suave @ C P***! de dimen-
sion 2n, se verifican

(1) Los espacios lineales incluidos en Q de dimension mazimal tienen dimen-

sion n .

(2) Existen dos familias disjuntas de n-planos contenidas en Q, cada una

. . . . . . ., 1
parametrizada variedad proyectiva suave irreducible S, de dimension @

Dos de estos n-planos, A, A’ C Q pertenecen a la misma familia si y solo si
dim(AN A )=n(mod 2).

Esta variedad S,, se llama variedad Spinorial.

Vamos a demostrarlo analizando el caso afin. Las proposiciones que estin a
continuacién siguen el orden propuesto por [ACGH], p.100-103.

Sea V un espacio vectorial m-dimensional sobre C, sea Q : V. xV — C
una forma bilineal simétrica no degenerada y sea @ : V. — V* el isomorfismo
determinado por Q. Esto es,

Qv)(w) = Q(v, w).

Definicién 2.2. Un k-plano A se dice isotropico si Qaxa =0

Notaremos con G}, a la grassmaniana de k-planosen V G(k,V),y con X C
G a la variedad de subespacios isotropicos de dimensiéon k.
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Proposicion 2.3. X es vacio si k> T, y no vacio si k= [F].

Ademds si k' < k <[], todo espacio isotrépico k' -dimensional estd contenido
en uno k-dimensional.

Demostracion: Sea A € Xy . Como Q es isomorfismo, dim Q(A) = k. Para
todo v € A, Q(v)(A) =0, luego A esta incluido en el preanulador de Q(A), al

que notaremos °(Q(A)). Entonces se deduce que

m = dim(V) = dim(Q(A)) + dim °(Q(A)) > k + dim A = 2k.
Luego % >k, lo que implica que % es vaciosi k> 3.

Quiero construir ahora un subespacio A C X en el caso k = [F]. Elijo v € V
que verifique Q(v,v) =0.

(Un tal v existe : dados v, w linealmente independientes tales que Q(v,v) # 0
y Q(w,w) # 0, considero av + Bw € V. Como Q(awv + fw) = a?Q(v,v) +
204Q(v,w) + f?Q(w,w), tomando A = Q(v,v), B = Q(v,w), C = Q(w,w)
y o = 1, se obtiene la ecuacién A + 28B + $2C = 0, que tiene solucién para

BeC).

Sea v; € V tal que Q(v1,v1) = 0. Consideremos el subespacio
vi = ker(Q(v1)) C V.

La dimensién de vi es m-1.

Si m —1> 3, existen v,w € vi tales que {v,w,v;} es linealmente indepen-

diente. Entonces podemos construir vy € vi tal que Q(vz,v2) =0 y {v1,v2}
es linealmente independiente. Ademas, como v, w € kerQ(vi), Q(vi,vs) =0,
es decir, {v1,v2} € Xo.

Considero {vy,vs} = ker Q(v;) Nker Q(vs), dim({vy,va}*) >m —2.

Si m —2 > 4, existen v,w € {vy,vo}* tales que {v,w,vi,v2} es linealmente
independiente, y puedo construir vz € {v;,v2}* tal que {vy,vq,v3} € B3.

En general, si m—s > s+1, puedo construir vsy; tal que A = {vy,... ,v511} €
Yst1-

Este procedimiento puede repetirse hasta que m — s < s+ 1, es decir, hasta
que s > mT_l . De esto se deduce que si s <[], X, es no vacio.

Es claro por la construcciéon anterior que todo espacio isotrépico de dimension
k' < k esta incluido en uno de dimensién k. m

Proposicion 2.4. Si k <[], X es suave de codimension (kgl) .

Ademds si se identifica Tp(Gyr) = Hom(A,V/A), el espacio tangente a Xy en
A estd dado por

TA(Zk) = {¢ € Hom(A, V/A) : Q(¢d.v,w) + Q(v,p.w) = 0V v, w € A}.
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Demostracion: La identificacion
TA (Gk) = Hom(A, V/A)

surge de considerar un cubrimiento de las grassmanianas por los abiertos afines
que Uy definiremos a continuacion.

Dado A C V un subespacio de dimensiéon k, fijemos una base para V = C™ de
manera tal que A esta generado por los primeros k vectores ej,...,ep € C™.
Entonces Uy es el subconjunto de espacios I' dados por matrices Mr cuyo
primer menor de tamafno k X k es no nulo. Es claro entonces que todo T' € Uy
tiene una tnica representacién como el espacio generado por las columnas de
una matriz de la forma

1 0 0 0 ail 41,2 e Q1m
01 0 0 az1 a22 e Q2m
0O 0 .. 01 a1 G2 cee QEym

Este subespacio I" puede identificarse de manera biunivoca con un morfismo de
A en V/A, or(e;) =(0,...,1,...,0,a;1,...,a;%) =€l i-ésimo vector fila de
la matriz Mt .

Este isomorfismo Ux = Hom(A,V/A), induce un isomorfismo entre los espacios

tangentes.
Txr(Gg) = Hom(A,V/A)

Otra forma de pensar esta identificacion es describiéndola en términos de vec-
tores tangentes a arcos en Gj. Supongamos que {A(t)} C Gj es un arco
holomorfico en Gy, (esto es, una familia de planos parametrizados con ¢ en una
curva suave y A(0) = A), y sea v € A un vector cualquiera. Elegimos cualquier
arco holomoérfico {v(t)} € C™ con v(t) € A(t), y asociamos a v(0) = v el
vector

0

p(v) = v'(0) = 5 li=o v(t).

Como podria elegirse otro arco holomoérfico w(t) tal que w(t) € A(t) para
cada t y w(0) = v,la asignacién v — ¢(v) no es tnica, pero ¢(v) esta bien
definida como elemento del cociente C™/A (pues como v(0) = w(0), vale
w(t) —v(t) = t.u(t) con u(t) € A). Asiel arco {A(t)} determina una aplicacién
lineal ¢ : A — C™ /A, que es justamente el vector tangente al arco.

En este caso en particular, dados v, w € A, tomamos dos arcos holomoérficos

v(t) € A(t) v(0) = v,
w(t) € A(t) w(0)=w

y debe valer para cada ¢t que Q(v(t),w(t)) = 0. Derivando con respecto a t,
obtenemos

Qv'(t), w(t)) + Q(uv(t), w'(t)) = 0.
Evaluando en ¢ = 0, y recordando que se definia ¢(v) =v'(0) y p(w) = w'(0),

Qp(v),w) + Q(v,p(w)) =0 Vuv,w e A ()
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Ademas, dada ¢ : A — C™/A que verifique (*), puede obtenerse ¢ a partir
del arco holomoérfico

A(t) =< v +to(v;) >, donde A =< v; >1<i<k -

Por lo tanto, es claro que Th(Xg) = {¢ € Hom(A, V/A) : Q(¢.v,w)+Q(v, d.w) =
0Vo,weA}.

Calculemos ahora la dimension de

T = {¢ € Hom(A,V/A) : Q(¢.v,w) + Q(v, p.w) = 0}.

Sea {v1,...,v;} basede A, sea {wy,...,W,_r} base de V/A. Las ecuaciones
que definen a T pueden reescribirse de la siguiente manera:

Q(Qﬁ.vi,vj) =+ Q(vi,qb.vj) =0 para 7,5 =1,... ,k‘; 1< J (**)
Estas sz_k + k= (k;rl) ecuaciones determinan T, y de ser linealmente inde-
pendientes la codimensiéon de T seria (kgl) . Luego basta con demostrar que
estas ecuaciones son linealmente independientes.
Consideremos w1, ... ,w,—x € V que verifiquen 7(@1) = wy,... ,m(Wp_g) =

Wp_k . Entonces B = {v1,...,Vk,W1,... ,Wn_k} es base de V. Escribiendo
las ecuaciones de (**) en esta base se obtiene:

n—~k
$(vi) = ) ajwy,
=1

donde ([¢]{Uj}{ﬂ)r})st =a;.

Si ([Q]B)i,; = 4i,j » obtenemos las ecuaciones:

n—k ; n—k j _ n—k/ ; j _ .. .
Zl:;lk Qi Qrrij+ D1 GGkt = Doy (QjQkyij + ] qrt1i) =0 810 <]
n— ; . . .
Y1 @i qiki =0 sii=j

a las que corresponde un sistema de la forma:

C * *
0o cW *
D

donde (C);; = gitkj,y C% esla matriz de (n —k — i) x k formado por las
altimas n — k — ¢ filas de la matriz C.

t
Pero la matriz de QQ en base B tiene la forma: ( g C*' )

y como @ es no degenerada, rg(Q) = n, lo que implica que C tiene rango
méximo. Luego C,CW ... C®*~1) tienen rango maximo, y las ecuaciones de
A son linealmente independientes.
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Por lo tanto X}, es suave (pues los espacios tangentes a todos sus puntos tienen

la misma dimensién) y de codimensién (kgl) .

Proposicién 2.5. Si k < 3, X es irreducible.

Para demostrar esta proposicién precisaremos el siguiente resultado

Lema 2.6. Dado v €V tal que Q(v,v) =0 definimos
W =Q(v)*/C.,
entonces @ induce una forma no degenerada Qw en W tal que

Ek—l(QW) = {A €EXp:vE A}

Demostracion: : Sea Qw : W x W — C, definida por

Qw (01,72) = Q(v1,v2).

Veamos que Qw estd bien definida:
Si ©; ~ ¥}, entonces v, — v] = Av. Sea w € W . Entonces

Qw (1 — "_)ll’w) = Q(M,w) = AQ(v,w) =0
ya que w € Q(v)* = ker Q(v). Luego Qw (71,) = Qw (¥}, ®).

Veamos que Qw es no degenerada:
Queremos ver que si Qw(w,w') =0V @ € W, entonces w € C.v. Considere-

mos Q(w):V = C.
Q(w)(w/) = Q(waw/) = QW(’(II,U_JI) =0Vu' e kerQ(’v),
lo que implica que ker Q(v) C ker Q(w) .

Ahora existe v; € V tal que V = ker Q) ® < vy >. Sea v/ €V, v/ =
s+ Avg, s € kerQ(v).

Q()(v") = Q(v, s + Av1) = Q(v, 5) + AQ(v,v1) = AQ(v, v1)

Por otro lado,
Q(w)(v') = Q(wv s+ )‘vl) = Q(wv S) + Q('U),’Ul) = )\Q(’IU,’Ul)

Entonces Q(w)(v') = Q(v)(v’)g((;ﬂvi)) . Sea p = g((;”gi)) . Q(w) = pQ(v) , luego
0

Q(w — pv) =0 y como @ es un isomorfismo se deduce w = pw = 0.

Veamos ahora que Xp_1(Qw) = {A € X :v € A}:
Consideremos
T {A €EXp:vE A} — Ek—l(QW)

A =<wv,v1,...,05_1 >>< V1,...,0_1 >=A
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A e B 1(Qw) i Qw(d,tk) = Qvi,vx) = 0, pues vi,vp € A € T (y
Qlaxa =0).

Tengo reciprocamente la aplicaciéon
Ekflﬁ{AEEk:UEA}

A=< {'U,’l_)l,... ,7719—1} S< UV, V1, .. ,Vp—1 >= A

Ae Xy Q(’Uz’,l}j) = Qw('I_Ji,I_Jj) =0
y Q(vs,vj) = Q(v)(v;) = 0 pues v; € ker Q(v).

Ademés las aplicaciones no dependen de la eleccién de las bases {vi,... ,vp—1}
y {v1,...,0k—1} de A y A ya que m preserva combinaciones lineales. m

Pasemos ahora a la demostraciéon de la proposiciéon 2.5.
Veremos que si k < 3, ¥ es irreducible usando induccién en k:

Caso k =1: Consideremos X; C P(V), X1 =< Q(v,v) =0 >

2

Via un cambio de coordenadas, basta ver que < >.I" z? > es irreducible.

(Notar que m > 2k, por lo tanto m > 3)

Para ver que el polinomio z% +z2+...+ 22, es irreducible, supongo que puede
escribirse como producto de 2 polinomios de multigrado 1.

z2+...+ 22 = (axy +bxo +cx3s+ ...+ k)(axy + Bry + T3+ ...+ 5)

En particular, como m > 3 deben verificarse las ecuaciones:

ax =1
bs =1
cy =1
aB+ba = 0 = B+ba?2 = 0 = B2+a®2 = 0
ay+ca = 0 = y+ca® = 0 = 24+a® = 0
by+eB = 0 = y+B82 =0 = 2+82 =0
Luego a? = —f82 = 42 = —a?2; por lo tanto a = 0 lo que se contradice con la

ecuaciéon aa = 1.

Paso inductivo: Consideremos el conjunto
A={(v,A): veAeX} CP(V) x Gy.

Sea 7 : A — P(V) la proyeccioén a la primera coordenada. La fibra 7 !(v) =

{(v,A):ve A} 2 {A € X :v € A} esisomorfo a ¥j_1(Qw) . Luego para cada

v € P(V), ny*(v) es irreducible de dimension dim(7; ! (v)) = dim(Zx_1(Qw))
k+1

(que es suave de codimensiéon (*3=)). Por lo tanto, A es irreducible.
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Considero ahora 79 : A — Xj. ma es suryectiva (dado A € Xy, Fv € A = A =
m2(v,A)) y A es irreducible. Por lo tanto X es irreducible. m

Proposicion 2.7. Denotemos el grupo de automorfismos de Q con
Aut(Q) = {A € GL(V) : Q(Av, Aw) = Q(v,w) ¥V v,w € V}.
Aut(Q) actia sobre Xy, y esta accion es transitiva.

(Es decir, para A,N' € ¥}, eriste un A € Aut(Q) tal que AN =A")

Demostracion: Sean A, A’ € X, queremos demostrar que do € Aut(Q) tal
que o(A)=A'.

Si A = A’, entonces o = id verifica lo pedido.
Si A # A’, lo demostraremos por induccién en k:

Veamos el caso k =1: Sean A =< wv; >, y A =<v] >. Luego Q(v1,v1) =
Q(vh,v5) =0 y < vq1,v] > tiene dimension 2.

Si < w1,v] > es no degenerado (i.e., si Q(v1,v]) # 0), entonces vy,v] ¢ (<
v1,v} >)* . Entonces V =< vy,v] > L(< vy,v] >)*.

Podemos definir entonces o : V. — V por o(v1) = v}, o(v]) = v1, o(v) =
vV € (<, >)ty o€ Aut(Q).

Por otro lado, si < vy,v] > es degenerado, entonces Q| <y, v/>x <vy 01> = 0.
1

Como < v} >C< vy,v] >, entonces < v} >+D< vy,v} >

Existe entonces un elemento w € V tal que Q(w,v}) = 0 y Q(w,v1) # 0.
Consideremos el subespacio < vi,w >. Se pueden elegir o, € C,8 # 0
tales que wy = av; + Pw verifica Q(wy,v1) = 1 vy Q(wy,w1) = 0. Ademas
< v, w; >=< v, w > y es no degenerado.

Necesitamos hallar ahora w) €< vy, w; >+ tal que Q(w},v}) =1y Q(w},w}) =
0. Como @ es no degenerada, Ju; € V tal que Q(ug,v]) #0.

Sea uy = avy + bwy + wuq .

Q(u2,v1) = a.0+bQ(w1,v1)+Q(u1,v1), si Q(u1,v1) # 0, elijo b= % =
_Q(ulavl)'

Q(uz2,w) = aQ(vy,w1)+b.0+Q(ur,w1), st Q(ur,w1) # 0, tomo a = —Q(uy,w1).
Sea uz = u2/Q(uz,vq) (asi Q(us,v1) =1).

Sea w) = uz + M} . Eligiendo A = —Q(us,u3)/2 queda w} €< vy,w; >+
» Qwi,wh) =0y Quy,wh) =1.

Se define entonces
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c:V=<uv,w; > L <vj,w]>1Vs —<wv,w > 1L <vj,w]> 1V, por

olavy + fwi) = av] + Pw]
o(yv] +6wi) = v+ dw;
o(v) = v,VveV

. . . . ! /
o es una isometria, ya que oly, : Va = Va, 0l<pwy> 1< V1, w1 >—< vf, wi >
Y 0lcv) wl> i< vy, w) >—=< v, wy > lo son.

Paso inductivo: Sean A, A € Ty, A=< vq,...,0 >, A =<of,... A} >.

Con un razonamiento analogo al del paso k = 1, se deduce que existe un elemen-
to w €< vy,...,v; >L que verifica Q(vi,w) = 1, Q(w,w) = 0, y existe un
elemento w' €< v},... v, > tal que Q(vj,w') =1y Q(w',w') = 0. Como
<wvi,w >y <vj,w > no son degenerados, V admite dos descomposiciones
V=<uv,w>1<uv,w>"
V=<ovj,w > 1 <v,w >

Considero los espacios vectoriales Vi =< vy, w >+ y Vo =< v, w' >1 . Eli-
giendo una base ortogonal de V; y V5, pueden definirse isometrias

fi: (Vi Qlvixw) = (C™72,(, )
f2 : (‘/2’Q|V2><V2) - (Cm_2’< s >)

donde ( , ) denota el producto interno usual en C™~2.
Los subespacios < fi(v2),..., fi(vg) > y < fa(vh),..., f2(v})) > son subes-

pacios isotropicos de dimension k — 1 en C™ 2. Por hipotesis inductiva, se
sabe que existe una isometria

g:Cm 2 5 Ccm?
tal que (< f1(va), ..., f1(vk) >) =< fa(vh),..., fa(v}) >.
Definimos ¢ : V =< vy, w > L < vj,w >t =< vj,w' > L <vj,w >+,
o(avy +bw + ) = av) +bw' + fy 1 oG o fi(z)
Esta aplicacion o € Aut(Q), lo que concluye la demostracion. m
Proposicion 2.8. Si m = 2n y k = n, se verifica lo siguiente: dados dos
n -planos A, A', y dado o € Aut(Q) tal que a(A) = A’, entonces
dim(ANA")=n (mod2) < det(A) = +1.

Por lo tanto, si m = 2n, entonces X, tiene dos componentes irreducibles T'q
y I's determinadas por la condicion

A, A" pertenecen a la misma componente T'; < dim(A N A') = n (mod 2).
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Demostracion: Consideremos primero el caso A = A’. Tenemos entonces

a(A) =A, Q(o(v),o(w)) =Q(v,w) Vv,we V.

Sea {v1,...,v,} base de A. Queremos asignar a cada v; un elemento w; € V
tal que

Q(viawi) = 1, Q(wiawi) = 07 Q(wiavj) =0si1 75.7

Veamos como definir estos {w;}. Completamos {vi,...,v,} a una base de
V .Como
< V1,V2y 000 U >C< V2,0, Uy >,

entonces < vy,Va,...,Un >TO< U1,... Uy >

Luego existe w € V tal que Q(w,v1) #0 y Q(w,v;) =0V i # 1. Tomando
wy = aw + Pv;, y eligiendo «, B € C de forma conveniente se obtiene w; que

verifica Q(wy,w1) =0, Q(w1,v1) =1y Q(wy,v;) =0 si i #1.

Luego V =< v, w1 > 1 < vi,wy >J-, donde W =< wvy,w, >1 verifica
{va,..., v} CW y Q|lwxw es no degenerada.

Considero ahora < va,... ,vp >wC< v3,...,V, >w . lterando el razonamiento
anterior, se obtienen {w;}i1<;j<n que verifican lo pedido.

B = {v1,... ,Up,w1,...w,} es base de V (pues V =< vy,w; > L...1 <
Up, Wy, > ),y la matriz de @ en base B es de la forma

0 I,
@s=( 7 %)
Como o(A) C A, la matriz [o]p tiene la forma

[O’]B=<61 g)

Escribiendo la condiciéon Q(o(v),o(w)) = Q(v,w) en términos de matrices,
At 0 0 I, \(A B\ (0 I,
Bt ¢t I, 0 0o ¢) \IL 0

Se deducen las ecuaciones

AtC = T
CtA
CtA+C!'B = 0

Il
~

De la primera ecuacién se deduce que det(A)det(C) = det(A*C) =1

= det(o) = det(A)det(C) — det(B).0 = det(AC) =1

Consideremos ahora el caso A # A’.
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Veamos que basta con hallar una isometria o : V — V tal que o(A) = A’ y tal
que dim(A N A’) = n(mod 2) < det(c) =1:

Sea gy otra isometria tal que o3(A) = A’. Entonces o, ' oo € Aut(Q),y
(037 0 0)(A) = A

= det(oy ' o0) =1 = det(o, *)det(c) = 1 = det(o, ) = det(o).

Veamos que en el caso ANA" = {0}, existe o € Aut(Q) tal que o(A) =A" y
det(o) = (-1)™.

Sea {v1,...,v,} una base de A,y {ws,...,w,} una base de A’.

Considero el elemento v; € A. Usando el razonamiento mostrado en 2.7
puede construirse un elemento w € V tal que Q(vi,v1) =1, Q(w,w) =0y
Q(w,v;)) =0V v; # vy.

Como V = A@® A', w admite una descomposiciéon w = v + w', donde v €
A, w' € A'. Veamos que w’ también verifica las condiciones buscadas:

Q(w',w') =0, pues w' € A’
Q(w',v) = Q(w,v) — Q(v,v) =0, y (pues Q(w,w) =2Q(v,w') =0),y
Q(w',v;) = Q(w,v;) — Qv,v;) = 0.
Definimos w} = w'. Entonces
V =< v, w; > LW,
con Wy =< v,w) >t D< vgy... ,vp >.
Repitiendo este procedimiento n — 1 veces, se obtiene

V=<wv,w]>1L<v,wh>L... 1 <wv,,w, >

Definimos entonces o sobre la base B = {v1,... ,v,,w] ... ,w)} delasiguiente
forma
{ o(v;)) = wi
/ — .
g (w]) Vj

o es isometria, ya que

0 I

@a=( 7 5 ) @e=(] &)

y por lo tanto se verifica



Calculemos el determinante de o en esta base:

det(l.(i I )— (—1)"

Como n = (—1)" (mod 2), o verifica lo pedido.

Veamos finalmente que dim(A N A’) = s = n(mod 2) & Jo € Aut(Q) tal que
o(A)=A"y det(o)=1.

Lo demostraremos por inducciéon en n (donde 2n = m = dim(V)).

Caso n=1. Hay dos posibilidades, A = A’ y AN A’ = {0}, y ambas fueron
analizadas con anterioridad.

Paso inductivo.
Sean A, A’ € 3,,. Si ANA’ = {0}, ya esta demostrado. En caso contrario, sean

E={e1,...,es} base de ANA',

B ={vs41,... ,vn} conjunto que completa E a una base de A,y

B’ = {ws+1,... ,wp} conjunto que completa E a una base de A’.

Como < >lc< >1 | po-
omo €1,€25... €5, Ws41y::. ,Wn =< €250 ,€5,Wst1y -0y Wn ; PO

demos tomar b € < €g,... , €5, Weilyere , W >\ < €1,.0r €5, Weplyerr Wy >+

Sea b' = ab+ fe;, con a,B € C tales que Q(V',b') =0y Q(b',e1) =1.

V=<e,b>1<e,b>=<e,bl > 1V,

y {e2,...,es,vs+1,... v, ws+1,... ,w,} C Va.
—_ [ —
Sean As =< €9,...,€5,Ust1y.--,8n >y Ay, =< e€9,...,€5,Wsi1,...,Wn >.

Como Az, AL € X, 1(Qlvaxva) ¥ Qlvaxv, es no degenerada sobre Vo x Vs,
puede asegurarse por hipétesis inductiva que existe una isometria

o9 € Aut(Q|V2><V2)

que verifica
det(os) =1 & dim(As NAY) =n — 1(mod 2).

Sea F = {fi,...,fon_o} una base de Vo =< e;,b' >+. Entonces E =
{e1,V, f1,-.., fan—2} es una base de V. Defino ¢ : V — V como la apli-
cacién cuya matriz en base F es la siguiente matriz en bloques,

10 0

0 1 0

0 0 [UQ]F
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Entonces det(o) = det(o2), y esto implica
det(c) =1 & dim(A; NA}) =dim(ANA") —1=n— 1(mod 2)

& dim(ANA') = n(mod 2)

lo que concluye la demostracién.

Veamos que de esta propiedad se deduce que X, tiene dos componentes irre-
ducibles T'; y I's determinadas por la propiedad “ A pertenece a la misma
componente que A’ siy sélo si dim(A N A’) = n(mod 2)”.

Considero el subgrupo de Aut(Q) formado por las matrices de determinante
1, SAut(Q). Este subgrupo actiia sobre X,. Ademas, dado un subespacio
A € X, , el conjunto SAut(Q) - (A) es irreducible ya que SAut(Q) lo es.

Por otro lado, tomando o € Aut(Q) tal que det(c) = —1 y definiendo A’ =
a(A), se obtiene otra componente irreducible de X,,, SAut(Q)-(A'); y es claro
que SAut(Q) - (A)USAut(Q)- (A)=%,. =

Esto concluye la demostracién del teorema 2.1.

. . . ., 2n+2) . .
Observacién 2.9. Ademds se la inmersion en PUnis)=1 proveniente de la in-

clusion en la grassmaniana G(n,2n + 1), la variedad Spinorial S,, admite una
. .-, . . n__
inmersion en el espacio proyectivo P? ~1.

En el prozimo capitulo analizaremos esta iltima inmersion, que nos serd nece-
saria en el caso n =4.

Observacion 2.10. Analicemos ahora el caso de una cuddrica ) que posea
puntos singulares.

Toda cuddrica en un espacio vectorial V' puede escribirse, eligiendo una base
apropiada del espacio, de la forma

Q(z) =x5 + ... +z3.

Si consideramos una cuddrica que no sea suave, entonces k < dim(V). Es claro
que en este caso puede considerarse la proyeccion de la cuddrica Q a un espacio
de dimensién apropiada (en este caso, k+1) de forma que la imagen de Q sea
suave. Por lo tanto, la imagen de Q) wverificard el teorema 2.1, y los espacios
lineales maximales contenidos en ella serdn de dimension [k'gl] . Luego dado
un espacio lineal L contenido en ) de dimension mayor que [d‘%v
deducir que dim(Sing@Q N L) > dim(L) — [42YV] .

} , podemos
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Capitulo 3

Otra construccion de las
variedades de Severi

Es posible construir una equivalencia birracional explicita entre cada una de las
variedades standard de Severi y un espacio proyectivo de su misma dimension.

Concretamente, se tiene el siguiente resultado

Teorema 3.1. En cada uno de los casos n = 2,4,8,16 eziste una variedad
suave Y C P™ tal que el sistema lineal de cuddricas en P™ por Y definen una
aplicacion racional

p:P"— — > pini2

que aplica a P™ birracionalmente en la variedad standard de Severi de dimen-
ston n .

En cada caso (n = 2,4,8,16) puede construirse el siguiente diagrama:

¥ —Lx cpine (3.1)

W:bly l

Y C Pn—lC_) P

donde X denota el blowing-up de P" a lo largo de Y. Para demostrar que
una variedad de Severi de dimensién 2, 4, 8 6 16 debe ser birracionalmente
equivalente a la variedad standard correspondiente, R.Lazarsfeld y A.Van de
Ven (siguiendo las ideas de F.L.Zak) reconstruyen este diagrama y prueban que
X es de hecho el blowing-up de X a lo largo de una cuadrica contenida en X .
(concretamente, de una de las cuadricas @, definidas en el capitulo 3). (Puede
encontrarse una demostracién de este hecho en [LV], o en [Z]).

Para demostrar el teorema 2.1, construiremos la aplicacién ¢ y el diagrama 3.1
para cada uno de los casos anteriormente mencionados.
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Precisaremos el siguiente resultado de geometria algebraica

Proposicién 3.2. Dada una aplicacion racional f : X — P" regular sobre
U C X, y denotando con X al blowing-up de X a lo largo de X\ U, entonces
f se extiende a un morfismo f: X — P™.

(Puede hallarse una demostracion en [Ha|, Example 7.17.3, p.168).

e La variedad de Veronese

La subvariedad Y mencionada en el teorema 2.1 es en este caso el conjunto
vacio. Es maés, la aplicacién birracional ¢ existente es en realidad una
aplicacién regular: la misma aplicacién de Veronese. Asi el diagrama 3.1
se verifica trivialmente.

e La variedad de Segre

En este caso, la variedad Y es la unién de dos rectas disjuntas, ¥ =
Pl ITPL.
Para exhibir la aplicaciéon racional ¢, es preciso calcular una base del

espacio lineal de cuadricas en P*que se anulan sobre la unién de dos
rectas.

Consideremos las siguientes rectas, L1 = ((zg:21:0:0:0)) y
Ly ={((0:0:25:23:0)).

Sea @ una cuadrica suave, Q = 3.+

1<j, ,j=0
Para que ( se anule sobre L;, debe anularse sobre los puntos

A;jTiTj -

(1:0:0:0:0), (0:1:0:0:0)y(1:1:0:0:0),
de donde se obtienen las condiciones
ago = a1 =ag1 =0

Analogamente, de imponer la condicién @ |,= 0, se obtienen las condi-
ciones
azz = agz =az3 =0

Obtuvimos entonces un subespacio de cuadricas generado por
2
{zo®2, ToT3, T0T4, T1T2, T1T3, T1Ta, T2T4, T3T4, Ty}

y como todas ellas se anulan sobre L; y Lo, este es exactamente el
subespacio buscado.

Este sistema lineal de cuadricas determina una aplicacion racional (defi-
nida fuera de Lq II Ly ):

P4 — f > ]P)S
dada por

(330 PR 1134) -=2 (3}0332 XT3 I XQX4 1 X1XQ P XX 1 X1X4 : .. wi)
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Consideremos ahora la siguiente aplicacién racional:
4 (m1,m2) 2 o P2
P -3 P x P
(zo:x1:za:23:24) +—— ((m2:x3:24),(T0:T1:24))

Observemos que im(71,m2) = P2 x P? | ya que (P? x P?)\ im(7ry,m2) estd
incluido en la unién de cerrados

{(v:2) 92 =0} U {(y,2) : 22 = 0},

por lo tanto, tiene sentido componer (mq,73) con la aplicacion de Segre
o . Ademas, el siguiente diagrama de aplicaciones racionales conmuta:

I > P2 x P2
N
N
7] \§ /
P8
En particular, puede deducirse que im(¢) = im(c) = S. Usando la

propiedad 3.2, podemos construir a partir de ¢ el siguiente diagrama
(donde X denota el blowing-up de P* a lo largo de L; II Ly ):

X P? x P?
ﬂ.l X\la
PLIIPIC—Pt - — — > §——p8

Veamos finalmente que ¢ es birracional (asi S seria efectivamente birra-
cionalmente equivalente a P*), y por lo tanto 9 lo es también.

Consideremos el abierto U C P® definido por {(2g : ... : zg) : 28 # 0},
y sea v la aplicacién racional P® --» P* con dominio en U determinada
por (29 :...:28) --> (22 :25:26: 27 : 28). Entonces « es la inversa de

¢,y por lo tanto ¢ es birracional.

La Grassmaniana G(1,5)

En este caso es preciso calcular el sistema lineal de cuadricas que se anulan
en Y =Pl xP3Cc P’ cP8.

Como Y C P" = {(z : ... : 2z3) : 23 = 0}, cualquier monomio que
involucre a la variable zg se anulara sobre Y . Luego una cuadrica

8 8 7
Q= E Q;;T;xT; = E a;8%;Tg + E 0T = Q1+ Q2
1S]117.7=0 i=0 1S]1 4,7=0

se anula sobre Y si y s6lo si Q2 se anula sobre Y . Por lo tanto las cué-
. . 2
dricas buscadas son las generadas por los monomios {zgzs,--. ,272s, 23 }
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y por las cuadricas en variables {zp,...,27} (es decir, por las cuadricas
en P7) que se anulan sobre Y . Estas tiltimas pueden calcularse como los
menores de tamano 2 X 2 de la matriz (Z0 1z 23) . (Ver la observacién

Z4 25 26 27
1.7).

Por lo tanto, las cuadricas en P® que se anulan sobre Y tienen por base
al cojunto

{Zozs T R1%24, 2026 T 2224, 2027 T 2324, X126 — X225, X127 T Z325, X227 — zszﬁ}

U {Z()Zg, ce ,Zg}

Consideremos la aplicacién racional ¢ : P& --» P4 determinada por este
sistema, que tiene por dominio a P&\ (P! x P3), y sea f:P® --» G(1,5)
la aplicacion racional determinada por

(20:-..:28) ——»< (28,0, 20, 21, 22, 23), (0, 28, 24, 25, 26, 27) > -

Notar que los puntos en los cuales no esta definida f son aquellos en los
que los vectores no determinan un subespacio de dimensién 2, es decir, en
los que se anulan los menores de tamano 2 x 2 de la matriz

zs 0 29 21 2o 23

0 Z8 24 25 Zg¢ R7 ’
Estos son exactamente los puntos sobre los que no esta definida la aplica-
cién .

Ademas, se afirma que im(f) = G(1,5). Para probar esta afirmacion,
basta ver que G(1,5) \ im(f) esta contenido en el cerrado

—vy—

{S =< v1,v3 >: el primer menor 2x2 de la matriz (_02_) es nulo}.

Esto es cierto, ya que dada una matriz A de tamafio 2 X 6 cuyo menor
principal sea no nulo se la puede llevar via un cambio de base a la for-
ma (I : A"). Entonces los vectores fila de esta matriz generan el mismo
subespacio que los de la matriz A,y estan claramente incluidos en im(yp) .

Entonces puede considerarse el siguiente diagrama de aplicaciones racio-
nales:

Donde p es la inmersiéon de Pliicker.

En particular, im(¢) = X = im(p).

Aplicando el resultado citado en el caso 3.2, se puede construir el diagrama
siguiente:

Bly(®)  G(1,5)
wl K lp

YZ]P)1XP3(—>PS__;_>XC—>P14
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Resta verificar que la aplicacién ¢ es birracional. Consideremos en P4
el abierto

V={(z0:...:214) : 214 # 0}.

Sea f3: P4 -5 P? 1la aplicacién racional con dominio en V determinada
por
(z0:...:214) ——* (27 128 1 29t 210 t 211 : 212 : 213 © Z14)-

B es la inversa de ¢, luego ¢ es birracional.

La variedad ¢ Fg’

Lavariedad Y en este casoes S = S, la variedad Spinorial 10-dimensional
que parametriza una de las dos familias de 4-planos contenidos en una cué-
drica suave de dimension 8.

Para poder construir el diagrama 3.1 en este caso, necesitamos entender
la inmersién de S en P!®. Una vez definida esta inmersion, la variedad
‘Eg’ es la imagen de la aplicacion racional determinada por el sistema
lineal de cuadricas que se anulan en S C P5,

Precisaremos para ello algunas definiciones.
Definicién 3.3. Dada Q una forma bilineal simétrica no degenerada en

un espacio vectorial V de dimension m = 2n, se define el dlgebra de
Clifford C = C(Q) como el cociente

C=TV)/1(V)

del dlgebra tensorial T(V) por el ideal bildtero I(V) generado por los
elementos de la forma v ® v — Q(v,v) - 1.

El algebra de Clifford puede ser definida también como el dlgebra universal
con la siguiente propiedad: dada E un &lgebra asociativay j:V — FE
una aplicacién lineal que verifica que j(v)? = Q(v,v)-1 para todo v € V,
entonces existe un tinico morfismo de algebras j : C(Q) — E que extiende
aj.

Como el ideal I(Q) C T(V) esta generado por elementos de grado par, el
algebra de Clifford hereda una graduacién sobre Zs :

C = grer e Cimpar — C+ D C_,

y CT es una subélgebra generada por los productos de cantidades pares
de elementos de V.

Como C' es asociativa, (C,[ ]) es un algebra de Lie con el corchete
definido por [a,b]=a-b—b-a.

Como se vio en el capitulo 2, V' puede descomponerse como suma de dos
espacios isotropicos maximales,

V=weW.
Veamos que esta descomposicion determina un isomorfismo de algebras

C = End(AW).
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Por la propiedad universal de C', para determinar un morfismo entre C
y End(AW), necesitamos definir uno entre V=W @ W' y End(AW).

Consideremos los siguientes morfismos:

1:W — End(AW) 1(w)(€) =w A€

I': W' — End(AW) I'(w') = Dy,

donde Dy es la derivacién determinada por Dg(1) =0 y Dg(wy A ... A
wr) = (=1 10(w;) (wy A ... Atdg AL Aw,), con O(w) = 2Q(w', w) .

Sea ahora )
W oW &5 End(AW).

La extensién de este morfismo a C' es el isomorfismo buscado. (Los deta-
lles pueden hallarse en [FH], pag. 304-305).

Tenemos entonces una accién de C' en AW definida por c* (§) = (I
I'(c)(€)). Puede verse que la subalgebra CT acttia sobre la potencia

exterior par
ANW=""WeNWea.. \N*W

y sobre la impar
AW =A'Wa.. AW

C tiene una operacion llamada la anti-involucién, determinada por z —
z* con (vy-...-v.)*=(=1)"vp ... 0.

Se define

Definicién 3.4. Se llama grupo Spin al subgrupo (cerrado) de las unida-
des de C+

Spin(Q) ={zcCt:z-z*=1y2-V-2*CV}

Cada elemento z en Spin(Q) determina un endomorfismo de V
pz(v)=z-v-2", veV.

Este morfismo preserva  y es inversible. De hecho, vale el siguiente
resultado:

Proposicion 3.5. Dado = € Spin(Q), p. € SO(Q). La aplicacion
p : Spin(Q) — SO(Q)

es un homomorfismo que hace de Spin(Q) un cubrimiento conezo 2 a 1
de SO(Q) ; y su nicleo es el conjunto {1,—1}.

Demostracion: Dado z € Spin(Q), p. es inversible por ser z inversible.
Como z-z* =1, p, tiene determinante 1.

Veamos que p, € Aut(Q), es decir, que preserva a Q

2Q(pz(v), pz(w)) = 2Q(z-v-z*, z-w-z*) = zw-z* - zw-r*+rwzz' vz =
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zvw-zr+z-wv-zt=z-(v-w+tw- v) z¥=2Q(v,w).
El hecho de que p es suryectiva y que ker(p) = {1,—1} pueden hallarse
en [FH], pag. 308-309.

Puede darse otra definicion equivalente del grupo Spin(Q), que es la si-
guiente:

Spln(Q) = {iwl ot Wak W; € ‘/, Q(w“wl) = —1}

Nos interesa analizar la érbita del elemento 1 € AW C ATW por la
accion del grupo Spin(Q).

Proposicion 3.6. La drbita del elemento 1 por la accion del grupo Spin
es isomorfa a la variedad Spinorial S, _1 .

Demostracion: Sea s un elemento de la 6rbita del 1, s =z %1, = €
Spin(Q) -

Definamos A, = {v € V : v x s = 0}. Veamos primero que A, es un
espacio isotropico:

Dado v € A, O0=vx(v*s)= (v-v)*s=Q(v,v)*s,luego Q(v,v) =0.
Ademas, 0 = (v+w)*((v+w)*s) = 2Q(v, w)*s, por lo tanto Q(v,w) =0.
Entonces A, es isotropico.

Veamos ahora que A, tiene dimensién maximal, es decir, tiene dimensiéon
n. Notemos primero que A; = {v € V : v*s =0} = W', ya que dado
v €V, v se descompone como suma de un elemento de W y uno de W',

v=w+w.
Entonces v*1=(w+w')*1=w (pues w' *1=20), luego
vxl=0 < veW.

En particular, dim(A;) =n.

Consideremos ahora un elemento x € Spin cualquiera, queremos probar
que A, = z-W'-z*. Como A, esisotréopicoy W' es un espacio isotrépico
maximal, basta con ver que =z - W' -z* C A, .

Dado w' € W',
(z-w - -z*)xs=(z-w-2*)*x(zx1) =
=(z-w)*(z*-z)x 1=z (w x1)=0.

Tenemos entonces una correspondencia entre la érbita del elemento 1 por
el grupo Spin y la familia de planos isotropicos de dimensién n que cortan
a W en dimensién par:

s=xx1 — As
stalquev*s=0Y eV <+— A

Una forma de hallar, dado un n-plano A isotropico, un elemento s en la
orbita del 1 que se corresponda con A es la siguiente:
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El grupo Aut(Q) acttia transitivamente sobre la variedad de n-planos
isotrépicos X, (proposicién 2.7), y la proposicién 2.8 asegura que el sub-
grupo SAut(Q) = SO(Q) actta transitivamente sobre cada una de las
dos familias. Por lo tanto, existe una aplicacion ¢ € SO(Q) tal que
a(W') = A. Como el grupo Spin(Q) es un revestimiento de SO(Q),
existe un elemento = € Spin tal que o(v) = z-v-z* para todo v € V.
Entonces A = {v € V:v*s=0}, donde s =21 perteneciente a la 6r-
bita del 1. También puede tomarse s’ = (—z)* 1, pero la correspondencia
es biunivoca considerada en el espacio proyectivo.

Esta correspondencia determina una inmersion de la variedad Spinorial
en un espacio proyectivo P(A°W @ A2(W) & ... ® A"W), asignando a un
plano A = A, el elemento z € P(Spin(Q)) C P(C™).

El caso que nos interesa analizar es el de la variedad S4 que parametriza a
una de las dos familias de 4-planos incluidos en una cuadrica de dimensién
8 en P? (o equivalentemente, una de las familias de 5-planos incluidos en
una cuédrica de dimensién 9 en C!°). Podemos construir entonces, dado
W espacio isotropico de dimension 5, una inmersion

Sy — P(N'W @ AW @ A*W),

y P(A°W & AW @& A*W) es un espacio proyectivo de dimensién ((3) +
(3) + (3)) —1=15. Esta es la inmersiéon que buscabamos.
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Capitulo 4

Dimension de las variedades
de Severi

En este capitulo demostraremos que dada una variedad de Severi desconocida,
es decir, una variedad X C P™ de dimensién n = 2(m — 2) y tal que Sec(X)
es una hipersuperficie, esta debe tener necesariamente dimension 2,4,8 6 16.

Para dar esta demostracién tomaremos por ciertos algunos resultados sobre las
‘cuadricas secantes’ (), en una variedad de Severi. Las demostraciones de estos
resultados pueden hallarse en [LV].

Necesitaremos primero la siguiente definicion:

Definicién 4.1. Sea X C P™, m = %n—l— 2, una variedad de Severi. Dado un
punto p € Sec(X) \ X, definimos

Qp = {x € X : Tp es una recta secante o tangente a X},

Y,={reP":reczp, conz € Qp}.

Entonces ¥, es un cono sobre @, con vértice p.

Enunciaremos ahora los resultados que precisaremos en nuestra demostracion:

Teorema 4.2. Dado un punto p € Sec(X) \ X, se verifican

a) Qp es una cuddrica suave de dimension %, y X, es un espacio lineal de
dimension 3 + 1.

b) $,NX =Q,.

¢) Dado p' € Sec(X)\ X, se tiene Q, = Q, si y solo si p' € 3.
Proposicion 4.3. Sea p un punto genérico en Sec(X \ X), y sea Q = Q,.
Entonces Sec(X) = S(Q,X), donde S(Q,X) denota el joinde Q y X .
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Corolario 4.4. Para casi todos los puntos p,p’ € Sec(X)\X , Q,NQy consiste
de un solo punto.

Corolario 4.5. Dados dos puntos p,p' € Sec(X)\ X, la interseccion Q,NQ,y
es un espacio lineal salvo el caso en que Qp = Qp .

Observacion 4.6. Fijado un punto z € X, el conjunto de las cuddricas se-
cantes Qp (p € Sec(X)\ X) que pasan por x se parametriza naturalmente por
n

una cuddrica suave Q' de dimension % .

Concretamente, puede tomarse cualquier Q' = Q, con p' tal que x ¢ Ty (Sec(X)) .
Dada una cuddrica Q, tal que = € Q,, entonces @, N Q' = {y};y se asocia
Qp con y. A la inversa, dado z € Q' se elije cualquier 1 € Tz \ X y se asocia

z a la cuddrica Q. .

Pasemos ahora a la demostracion del teorema:

Teorema 4.7. Sea X C P™ una variedad de Severi de dimension n .
Entonces n =2,4,8 ¢ 16.

Sea X C P™ una variedad de Severi de dimensién n, con n > 4. Sea = un
punto en X ; y consideremos dos cuadricas secantes Q1 = Qp, , Q2 = Qp, que
tengan como interseccién exactamente a = (p1,p2 € Sec(X)\ X).

Para calcular las posibles dimensiones de X , buscamos estimar de dos maneras
distintas la dimensiéon de la familia de cuadricas secantes (), que pasen por
vy que corten tanto a 1 como a Q3 con dimensién positiva.

Queremos construir entonces cuadricas secantes que corten tanto a ); como a
@2 con dimensién positiva. Con este objetivo definimos

C;=T,(Q;)NQ; con i=1,2.

Observacion 4.8. Cada C; es un cono con vértice x sobre una cuddrica de
dimension § —2:

Demostracion: Para ver que C; es un cono, basta con comprobar que dado un
punto y € C;, toda la recta YT esta incluida en C;. Consideremos entonces
un punto y € T,,(Q;) N Q;. Entonces si Q; = (F =0) = (3", z7), y debe
verificar F(y) =0y Y.ivo Fe,(®).y;. Sea z € gz =0, z = 2+ Ay. Como
T.(Q;) es un espacio lineal, z € T,(Q;). Ademas,

F(z) = Y27 + X0 + 2. Ay = F(z) + F(Ay) + 2.3 Aziy; = 0+
AY yiFyp,(z) = Ay, VF(z)) =0

Luego z € C;.
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La cuadrica que se menciona en el enunciado se obtiene como interseccién entre
Q; y un (% —1)-plano incluido en T,Q; que no contenga a z. m

Consideremos ahora S(Cy,C5) = Join(Cy, Cs).
Observacién 4.9. Para cada p € S(C1,Cs), p ¢ X, se tiene que

(recordar que Q, N Q; es un espacio lineal - corolario 4.5), y ademds,
dim S(Cy, Cp) = 2 (g - 1) —n-2,

y S(C1,C5) es irreducible si cada C; lo es (i.e.,si n>6).

En general, la dimension esperada para el join de dos variedades V; y V5 de
dimensién d; y d» respectivamente es

di+dy+1

donde el uno corresponde al pardmetro de las rectas que unen un punto de

V1 con uno de V5. En este caso, sin embargo, la dimensién es menor. Esto

se debe a que S(C4,C2) puede construirse como el cono sobre S(R;,R2) con
n

vértice =, donde R; es la cuaddrica de dimensién 3 — 2 mencionada en la

observacion anterior para ¢ = 1 y 2. Como R;, Ry son cuadricas disjuntas,
Lema 4.10. Sean p,p' € S(C1,Co)\ X y L =Qp,NQ; para i =1,2.

Entonces Qp = Qp si y solo si p' € S(L1, Ls).

Demostracion: : Si p' € S(L1, L), entonces p' € %, (pertenece a una recta ab
tal que a € Ly, b€ Lo; luego a,b € Q). Luego por teorema 4.2, @, = Q, .

Reciprocamente, si p’ € 1,92 con y; € C; y Qp = Qp, entonces

Y €QiNQy =Q;NQp (yi € Qp pues la recta y;p’ es secante a X, ya que
interseca tanto en y; como en ys ). Luego y; € L; . m

Lema 4.11. La familia de todas las cuddricas por x que cortan a Q1 y a Q2
con dimension positiva tiene dimension menor o igual a % — 2.

Demostracion: La dimension de {Q, : = € Q,} = § (ver observacion 4.6) y
una cuéadrica secante genérica (), a través de z corta a cada @; solo en z.
Luego uno espera que se deduzcan por lo menos dos condiciones de pedir que

Qp corte tanto a (1 como a @2 con dimensién positiva.
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Proposicion 4.12. Asumiendo que n = dim(X) > 6, se verifica que

n = 0(mod4)

dim(Q, N Q;) = %

para todo p € S(C1,Cs) \ X .

Demostracion: Como n > 6, S(Cy,C5) es irreducible (pues C; y C> lo son).
Llamamos

a; = dlm(Qp N Q@) (l = 1, 2)
para un punto p genérico en S(C1,C3)\ X . Entonces para cada p genérico el
join S(L1,Ly) definido en el lema 4.10 , tiene dimensién a; + as .

Luego la familia T' de cuadricas @, que se obtiene al variar p sobre S(C1,C2)\
X tiene dimensién (n—2)—(a;+az) . Esto puede verse considerando la siguiente
correspondencia de incidencia:

U= {(Qpapl) 1 Qp = Qp’}

r S(C1,C2)\ X

Dado p € S(C4,Cs) \ X, su fibra 7, *(p) esta dada por un tinico punto en T':
el punto @, . Por lo tanto, podemos deducir que dim(S(C1,C2)\ X) =dim¥.

Por otra parte, dada una cuadrica @, € I', la fibra 1(Qp) estd dada por
lel conjunto de puntos p' € S(Cy,Cs) \ X que verifican @, = Q, . Pero el
lema 4.10 asegura que este conjunto es exactamente S(Lj,Ls), por lo cual
dim(77(Qp)) = a1 + 2.

Luego dim(S(C1,C2) \ X) = dim(¥) = dim(T') + a1 + a2, y por lo tanto
dim(S(C1,C2)\ X) = (n—2) — (a1 + a2) .

Usando el lema 4.11, puede deducirse entonces la siguiente desigualdad,

n
(n—2)— (a1 +ag) < 5—2,
o equivalentemente,
n
a1+ as > 5 (*)

Si n=4k+2, entonces a; < k para i = 1,2, ya que un espacio lineal contenido
en una cuadrica de dimensién 2k + 1 tiene a lo sumo dimensién k. (Recordar
la proposicién 2.3.) De esto se deduce,

()
2k+1 §a1—|—a2§2k

Lo que resulta en una contradiccion.
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Luego debe valer n = 4k, y por lo tanto,

(*) a) +as > 2k
a < k parai=1y 2

Luego a1 =as = k.
Finalmente, como dim(Q, N Q;) < k, se deduce de la semicontinuidad que
dim(Q, N Q;) = k para todo p € S(C1,C2)\ X . m

Observacion 4.13. La desigualdad del lema 4.11 es una igualdad si n > 4.

Por otro lado, volviendo a la parametrizacién mencionada en la observacion 4.6,
consideremos y;1, y2 € Q' puntos que parametrizan las cuadricas fijas Q1, Q2.
Se ve que si y € Q' corresponde a la cuadrica secante @, , entonces

dim(Q,NQ;) >0parai=1y2siysolosiy €T, Q' NT,Q".
Luego fijando y; y variando s, se deduce que
dim(Q, N Q;) > 0siy solosiy e T,,Q".

En particular, el conjunto de estos @, es irreducible si n > 4.

Corolario 4.14. Si n > 8, entonces n = 0(mod.8) .

Demostracion: Fijemos una cuadrica @, que corte tanto a J; como a Q2 en
un espacio lineal de dimensién % . Entonces el corolario 4.4 dice que

LlﬂLQZ{:L'}.

Veamos que usando los resultados de cuadricas expuestos en el capitulo 2, basta

ver que L; y L, pertenecen a la misma familia de 7 -planos contenidos en @, .

Consideremos @, C %, ~ P2*! dim@Q, = 2. Entonces L;, Ly pertenecen

2
a la misma familia de 7% -planos en @, siy solo si dim(L; N L) = % (mod 2).

4
Luego % = 0(mod 2), es decir, n = 0(mod 8) .

L, y L, pertenecen a la misma familia porque por la propiedad 4.12 y la
observacién anterior se sabe que la familia de cuadricas secantes

n
F = {Qp/ 12 EQy Yy Qy NQpesun Z—plano}
es irreducible si n > 4. Por lo tanto, si consideramos
0:F—->1= {g-planos contenidos en Q,},

L1 y Lo pertenecen a la imagen de 0, y por lo tanto estan en la misma
componente irreducible de IT. m
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Definicién 4.15. Supogamos n > 8, sean

F(Q1) la familia de % -planos en Q1 que contiene las intersecciones

{Q1 N Qp}pes(cy,ca)\ x>

y sea F'(Q1) la otra familia de 7% -planos contenidos en Q) .

Denotaremos F»(Q1) y F'=(Q1) alos § -planos de cada familia que pasan por
z.

De aqui en adelante, asumiremos n > 8.

Proposicién 4.16. Para todo 7 -plano A C Q1 que se corresponda con un
punto [A] € Fr(Q1), eziste un punto p € S(C1,C2) \ X tal que Q, N Q1 =A.

Veamos que la proposiciéon 4.16 implica el teorema 4.7

En primer lugar, notemos que vale que

im0 =3 (3) (5 1),

Queremos calcular para ello la dimensién del conjunto F,(Q1). Pero
n . .
Fa(Q1) = {Z-planos por x incluidos en T, Q1 N Ql} ,
y vimos que Q1 N 7T;Q1 es un cono con vértice z sobre una cuddrica suave

Q Cc Pz~! de dimensi6on 5 — 2. Por lo tanto, el conjunto de 7 — planos por =

en T,Q; N Q1 se corresponde con el conjunto de (% — 1)-planos incluidos en

Q , cuya dimensién conocemos.

Usando la proposiciéon y el lema 4.11, podemos deducir que
L)1 <3
2\4/ \4 2

(n—4)(n—16) <0

y por lo tanto,

lo que implica n < 16. m

Precisaremos el siguiente resultado elemental:

Observacion 4.17. Si M, N C X son dos espacios lineales de dimension d,
y si dim(M N N) = d — 1, entonces para todo p € (M,N)\ X se verifica
M,NCQ,.
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Es més, si m € M es un punto cualquiera, la recta mp corta necesariamente a
N.

Demostremos ahora la proposicién 4.16.
Fijemos un punto p € S(Cy,C2) \ X, y sean

A=QpNQ; (1=1,2)
L=ANA

a =dim L.

Podemos suponer que a < 7 (de lo contrario valdria L =A =A; y p=p1
verificaria la proposicién 4.16); y argumentando por inducciéon en a basta con
construir un punto p’ € S(C1,Cs) \ X tal que

dim(ANQy) > a.

Fijemos un punto zo € A\ L. Entonces vale

Existe un punto yo € As tal que <yo,L >C X y Toyo € X. (4.1)

Si aceptamos (4.1) y consideramos un p’ € Toyg \ X , entonces p' € S(Cy,C>),
y por la observaciéon 4.17 tomando M =< yo, L > y N =< x9, L >, se tiene
que N C Qp . Luego dim(Q, NA) > a. Por lo tanto basta con probar (4.1).

Consideremos el siguiente resultado:

Proposicion 4.18. A(zg) = {y € Q, : Toy C X} es un subespacio lineal en

Qp-

Demostracion: dados y,y’ € A(zo), supongamos que existe p' € yy', p' ¢ Q,.
Entonces p’ ¢ X, dado que p’' € £, (X, es lineal, y,y’ € ¥,). Pero las dos
rectas Toy y xoy' estan incluidas en X, luego por la observacion 4.17 deben
estar incluidas en @, . Pero Q, = @, (por 4.2, yaque p' €X,),y zo ¢ Qp,
y esto es contradictorio. m

Notemos que como A pertenece a la familia 7(Q;) y 7 = 0(mod 2), tenemos
a =dim(ANA;) = 0(mod 2).

Luego, como a < 7, debe valer 7 —a > 2.

Pero esto implica que

Existe un espacio lineal Ly C Ay de dimensién mayor o igual que 2

tal que < Lg, L >C Q. (4.2)

De hecho, si @ es una cuadrica suave de dimensiéon 2k, ysi L y A son espacios
lineales en @ de dimensiones a < k—2 y k respectivamente con LNA = {z},
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existe Ly C A de dimension mayor o igual que 2 tal que < Ly, L >C Q. (Si
consideramos Q = QN < L,A >, entonces @ es una cuadrica en un espacio
de dimension k+a < k+ (k—2) = 2k —2, y A es un espacio isotropico
de dimensién k. Pero esto implica -ver la observacién 2.10 de cuadricas- que

dim(SingQ N A) > 2).

Analogamente, podemos ver que si es una cuadrica suave de dimension 2k
b) b)
y si L y A son espacios lineales en @ tales que

dim(L) <k—s y dim(A) =k,
entonces existe Ly C A, dim(Ls) > s tal que < Lo, L >C Q.

Con este resultado, tomando L =< zy >, de dimensién 1 = 7 — (% — 1) ,y
A = Ay de dimensién 7%, podemos afirmar que

Existe un (% — 1) -plano L; C Ay tal que < Lq,z9 >C Q1 C X. (4.3)

Ahora podemos deducir (4.1). Como @, es suave, el espacio lineal A(z) tiene

dimensién menor o igual que % . Por otro lado, dim(A(zo N Ay)) > § — 1 por
(4.3), luego dim(A(zo) N A2) < 1. En particular, Ly ¢ A(z), luego podemos

elegir cualquier punto yo € Lo \ A(zp). ®

Esto completa la demostracién de la proposicién 4.1, y por lo tanto del teorema

4.7.
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Capitulo 5

Conclusion de la
demostracion

Hasta ahora hemos probado que si una variedad es de Severi, entonces tiene
cuatro dimensiones posibles, 2, 4, 8 6 16. Para demostrar el Teorema de Clasifi-
cacion de Zak nos faltaria demostrar que dada una variedad de Severi arbitraria
X de dimensién n = 2,4,8 6 16, entonces X es birracionalmente equivalente
a la variedad standard de dimensién n.

Sea entonces X una variedad de Severi de dimensién n, y sea @, una de las
cuédricas secantes definidas en 4.1 contenida en el (% + 1) -plano ¥ = ¥,. Sea
X el blowing-up de X alo largo de Q. Se tiene entonces un morfismo natural
X - Ppn , que es la extensién a X dela proyeccién de pin+2 por X, . Puede
construirse el siguiente diagrama

=bl
7 122 x  pine2 (5.1)
IP)'",

La idea es demostrar que este diagrama es el mismo que se construyé en el
capitulo 2 y que f es la extension de la aplicacién determinada por el sistema
lineal de cuadricas que se anulan en la variedad Y mencionada. Es decir, se
quiere demostrar lo siguiente

Teorema 5.1. La proyeccion w realiza a X como el blowing-up de P" a lo
largo de una copia de la subvariedad Y correspondiente (definida como en el
capitulo 2).

Para demostrar este teorema se precisa un resultado de A.Aeppli, que es el
siguiente:
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Teorema 5.2. Si m: X — P es un morfismo birracional propio entre varieda-
des suaves tal que tanto el ‘fundamental locus’ Z C P de ™ como el conjunto
excepcional F = 171(Z) C X son suaves, entonces 7 es el blowing-up de P a
lo largo de Z .

Para demostrar que Z y F son suaves en nuestro caso, Lazarsfeld y Van de
n

Ven analizan la variedad Spinor S que parametriza los (2)-planos A € F'(Q)
para n = 2,4,8,16. Luego, tomando

H = T,Sec(X),

y Z=T»XNXNH con z*¥e€ X\ H,

consideran el conjunto

W =A{(y,[A]: S(y,A) S X)} CZ xS

Z/W\\q{S

Estas proyecciones resultan tener las siguientes propiedades:

y sus proyecciones

i) p es biyectivo,
ii) Las fibras de ¢ son subespacios lineales de X ,
iii) En los casos n=4, 8 y 16, p es un isomorfismo.

Ademas g es isomorfismo en los casos n=4 y n=16;y para n =8, q es la
proyeccién P! x P3 TL P3|

Deducen entonces que el ‘fundamental locus’ de 7 es exactamente la subvarie-
dad suave Y C P"; y que 7! es el fibrado de dimension Pi*! sobre Y con
fibra sobre cada y dada por M, = S(y,A,) C X, donde A, denota el % -plano
en @ que corresponde a tomar g(p~l(y)) € S.

Aplicando ahora el teorema 5.2, basta mostrar que la aplicaciéon racional P™ --»
P2n+2 que se deduce del diagrama 5.1 estd definido por el sistema lineal de
cuédricas por Y .

Como 7 es el blowing-up de Y, la aplicaciéon P" --» P2n+2 esta definida por
un sistema lineal de hipersuperficies de grado k& que cortan r veces a Y . Basta
entonces con probar que k = 2, es decir, que la imagen de una recta L C P"
disjunta con Y es una cénica en P3+2.

Pero esto es claro, ya que dado = € @ se elige una curva cénica C C X que
corte a () exactamente en z y tal que T,,(X)NC = {z}. Entonces 7n(C) = L.
Y esto concluye la demostracion.
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