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Introduccion

El objetivo principal de esta tesis es el estudio de la teoria de homotopia de los complejos
simpliciales y su relaciéon con la teoria de homotopia clasica para espacios topoldgicos.

Los complejos simpliciales son objetos combinatorios que se utilizan para modelar y
analizar los espacios topolégicos llamados poliedros. Un poliedro es justamente un es-
pacio que admite una triangulacion por un complejo simplicial. Esta clase de espacios es
muy vasta e incluye, entre otros, a las variedades. Las propiedades combinatorias de los
complejos simpliciales determinan las propiedades topolégicas de los poliedros asociados.
Es sabido, por ejemplo, que la homologia (simplicial) de los complejos simpliciales coin-
cide con la homologia (singular) de sus poliedros, o que morfismos simpliciales contiguos
inducen funciones continuas homotdpicas (ver seccién 1.6).

Por lo tanto, resulta muy conveniente desarrollar herramientas que permitan, mediante el
calculo combinatorio, facilitar el calculo de los invariantes topoldgicos de los poliedros.

Las primeras nociones claras de complejos simpliciales aparecieron en un paper de 1925 de
Alexandroff [Ale], pero el desarrollo més importante de los métodos simpliciales comenzé
a partir de las décadas del 40 y del 50. Una de las ideas que se desarrollaron es la nocién
de morfismos contiguos y que equivale, en este contexto, al concepto clasico de homotopia.

En el articulo [Minl] se introduce una teoria de homotopia abstracta para categorias pro-
vistas de una familia de cilindros naturales. Esta teoria generaliza la teoria de homotopia
clésica (para un solo cilindro natural, como es el caso de los espacios topoldgicos) y es
aplicable en diversos contextos como son las categorias pequenas, las acciones globales y
los complejos simpliciales.

Siguiendo el enfoque sugerido en ese articulo, desarrollamos en esta tesis la teoria de homo-
topia para complejos simpliciales, utilizando una familia numerable de cilindros (modelos
combinatorios del intervalo real I') y analizando las relaciones entre los cilindros de distin-
tos tamanos. La nociéon de homotopia que definimos coincide con la nocién de contigiiidad
pero, dada la forma en que es definida y utilizada, se puede comparar mas facilmente
con la homotopia topoldgica de los poliedros asociados y permite el desarrollo de nuevas
técnicas combinatorias para el calculo.

La tesis estd diagramada de la siguiente manera. En el primer capitulo repasamos las
definiciones y resultados clasicos de los complejos simpliciales. Estudiamos las nociones
de triangulacion, subdivisién, contigiiidad y aproximacion simplicial. También analizamos
algunos ejemplos y construcciones originales (como la del complejo simplicial C(K) cuya



realizacién coincide con |K| x I) y hacemos un andlisis de los limites y colimites de com-
plejos simpliciales. Veremos, entre otras cosas, que la realizaciéon de un complejo simplicial
no preserva, en general, limites ni colimites. Para remediar este hecho, se realizan cons-
trucciones alternativas, como la del complejo C(K) que nombramos arriba.

En el segundo capitulo desarrollamos la teoria de homotopia en este contexto, utilizando
la familia de modelos combinatorios del intervalo topolédgico y en el ultimo capitulo, ejem-
plificamos como pueden ser utilizadas estas herramientas para calcular algunos grupos
fundamentales.

Quiero agradecer a todos las personas de la facultad que me ayudaron, como docentes o
como companeros, a llegar hasta aqui.

Especialmente quiero agradecer a Gabriel Minian por su tiempo, su dedicacién y su
contagioso entusiasmo.



Capitulo 1

Complejos simpliciales y poliedros

En este capitulo repasaremos las propiedades basicas de los complejos simpliciales.

Un complejo simplicial consiste de un esquema abstracto de vértices y simplices.

A cada complejo simplicial se le asocia un espacio topoldgico, llamado poliedro, que se
construye pegando convexos de R" de distintas dimensiones (segun indican los simplices
del complejo).

Como veremos, las propiedades topoldgicas de los poliedros quedan determinadas por las
propiedades de los complejos simpliciales y por esta razon el estudio de estos objetos es
una de las herramientas mas potentes de la topologia algebraica.

En este capitulo, estudiaremos las construcciones méas conocidas y veremos varios ejemplos
para ilustrar las ideas m&s importantes. Entre otras cosas, estudiamos los conceptos de
triangulacion y subdivisién y los teoremas de aproximacién simplicial.

Muchos de los resultados que exponemos aqui se pueden encontrar en [Spa] y en [Min2].
Sin embargo, mostramos aqui varias construcciones novedosas, como por ejemplo la del
complejo simplicial C'(K), cuyo espacio topoldgico asociado es |K| x I (ver paginas 26
a 30). También incluimos en este capitulo un estudio sobre los limites y colimites en
la categoria de complejos simpliciales y la relacién que existe entre éstos y los limites y
colimites de los poliedros correspondientes en la categoria de espacios topoldgicos, dado
que no hemos hallado un estudio similar en la literatura convencional.

1.1 Complejos simpliciales

Los complejos simpliciales se utilizan para modelar ciertos espacios topoldogicos llamados
poliedros. Por ejemplo, la circunferencia S*, como espacio topoldgico, es homeomorfa al
borde del tridangulo.



Podemos describir combinatoriamente a S' como el espacio que queda determinado por
tres vértices a, b, ¢ y por los segmentos (o aristas) ab, bc y ac.
El disco D?, que es homeomorfo al tridngulo lleno,

se describe como el espacio determinado por los vértices a, b, ¢, las aristas ab, bc y ac y el
A

‘2-simplex’ abc.

En general podemos describir a los poliedros determinando sus vértices, sus aristas (que

seran los 1-simplices), y sus n-simplices para todo n € N.

Esta descripciéon combinatoria de los espacios topolégicos se corresponde con la nocién de

complejo simplicial.

Definicion 1.1.1. Un complejo simplicial K consiste de un conjunto de vértices que
notaremos Vi y un conjunto Sk de subconjuntos finitos no vacios de Vi que llamaremos
simplices tal que

a) Todo subconjunto que consiste de un vértice es un simplex.
] q P
(b) Todo subconjunto no vacio de un simplex es un simplex.

Notaremos con las letras v, w a los vértices y con la letra s a los simplices de un complejo
simplicial.

Decimos que la dimensién de s es n si s tiene exactamente n + 1 vértices. En ese caso,
decimos también que s es un n-simplex.

Si s’ es un subconjunto de s se llama una cara de s. Si s’ es un subconjunto propio de s
se llama una cara propia de s y si es un m-simplex se llama una m-cara.

Como los vértices se corresponden biunivocamente con los 0-simplices, entonces un com-
plejo simplicial puede pensarse como el conjunto de sus simplices. Por abuso de notacién,



escribimos v € K si v es un vértice de K y s € K si s es un simplex de K.

Se define la dimensién del complejo simplicial K como el méaximo de las dimensiones de
los sfmplices de K, si este maximo existe. Si K es vacio definimos dim K = —1 y si K
contiene n-simplices para todo n € N definimos dim K = oo.

Por la condicién (b) de la definicién 1.1.1, si K tiene dimensién n entonces K tiene
simplices de dimensién m, para todo m < n.

Se dice que K es finito si contiene sélo un niimero finito de simplices o, lo que es lo mismo,
si contiene solo un numero finito de vértices.

Ejemplos 1.1.2.

(a) Para cualquier conjunto no vacio A se tiene un complejo simplicial cuyos vértices

son los elementos de A y sus simplices son todos los subconjuntos finitos no vacios
de A.

(b) Si s es un simplex de un complejo simplicial K, el conjunto de todas las caras de s
es un complejo simplicial que se notara s y el conjunto de todas las caras propias de
s es un complejo simplicial que se notard s. Los vértices de s y de $ son los vértices
de s. La dimensién de s es igual a la dimensién de s y la de s es la dimensién de s
menos 1.
Por ejemplo, si s es el 2-simplex, entonces

(c) Para cada n € N se tiene un complejo simplicial de dimensién uno que notaremos
I, cuyos vértices son 0,1,2,...,n y cuyo conjunto de simplices es

{{k}/k=0,1,2,--- ,n}U{{k,k+1}/k=0,1,2,--- ,n—1}



(d) Otro complejo simplicial de dimensién uno pero con infinitos vértices es el que tiene
como vértices a todos los nimeros enteros y como conjunto de simplices a

({k} Jk € Z} U {{k,k + 1} /k € Z}

(e) Hay un complejo simplicial de dimensién 2 que notamos Cj cuyos vértices son los
pares ordenados (7,7), con 0 <i <7y 0 < j <k y cuyos simplices son los conjuntos
de la forma {(i,7), (¢,7"), (", 7V coni < ¢ <", j <7 <3 " —i=061y
j"—=7=061.

Ca

(f) Dadon > 1 definimos el siguiente orden parcial en Z" : = < y si, para todo 0 < i < n,
x; < y;. Hay un complejo simplicial cuyo conjunto de vértices es Z™ y sus simplices
son los subconjuntos finitos totalmente ordenados {x°, ..., 29} de Z™ tales que, para
todo 0 <i<n,zf —2) =061

En los ejemplos anteriores los dibujos corresponden a los espacios topolégicos modelados
por los correspondientes complejos simpliciales. Mds adelante formalizaremos esto.

Definicion 1.1.3. Si K es un complejo simplicial, su esqueleto g-dimensional K? se define
como el complejo simplicial que consiste de todos los simplices de K de dimensién menor
o igual a q.

Ejemplo 1.1.4. Si s es un 2-simplex, el 2-esqueleto de § es el mismo s; su l-esqueleto es
$ y su 0-esqueleto es el complejo simplicial cuyos tinicos simplices son los vértices de s.



A V2 Vo

Vo Vi Vo Vi Vo vy

2-esqueleto de 1-esqueleto ds 0-esqueleto de

Observacion 1.1.5. Si K es finito entonces dim K < o0; sin embargo, dim K < 0o no
implica que K sea finito.

Los complejos simpliciales definidos en 1.1.2 (d) y (f) son ejemplos de complejos simpliciales
infinitos pero con dimension finita.

Definiciéon 1.1.6. Un morfismo simplicial ¢ : K1 — K3 es una funcién del conjunto de
vértices de K1 en el de K> tal que la imagen de todo simplex de K7 es un simplex de Ks.

Dados dos morfismos simpliciales, su composicién se define como la composicién de las
correspondientes funciones de vértices. Para todo complejo simplicial K hay un morfismo
simplicial identidad. Se tiene entonces una categoria, que notaremos CS, cuyos objetos
son los complejos simpliciales y sus flechas los morfismos simpliciales.

Un subcomplejo L de un complejo simplicial K es un complejo simplicial tal que S;, C Sk
(en particular, los vértices de L son vértices de K). Si L es un subcomplejo de K, notamos
LCK.

Observacion 1.1.7. Si L C K entonces la inclusién ¢ : L — K es un morfismo simplicial.

Ejemplos 1.1.8.

(a) Para todo s € K 5y $ son subcomplejos de K.

(b) El esqueleto g-dimensional K7 es un subcomplejo de K y, si p < g, KP es un sub-
complejo de K19.

(c) Si{Li};c; es una familia de subcomplejos de K entonces NL; y UL; son subcomplejos
de K (donde la unién y la interseccién de complejos simpliciales es la unién y la
interseccién de sus conjuntos de simplices).

Un par simplicial (K, L) consiste de un complejo simplicial K y un subcomplejo L C K,
posiblemente vacio. Un morfismo de pares simpliciales ¢ : (K1,L1) — (Ka2,L2) es un
morfismo simplicial tal que ¢(L1) C ¢(L2). Se tiene una categoria de pares simpliciales y
morfismos de pares simpliciales.

Un complejo simplicial punteado (K,vp) es un complejo simplicial con un vértice
distinguido vy llamado vértice base. Se tiene una categoria de complejos simpliciales
punteados y morfismos simpliciales que preservan vértices base.



La categoria de complejos simpliciales punteados es una subcategoria plena de la categoria
de pares simpliciales.

Un isomorfismo simplicial es un morfismo simplicial que es un isomorfismo en la categoria
de los complejos simpliciales, es decir, un morfimo simplicial que tiene un morfismo
simplicial inverso. Observar que un morfismo simplicial que es biyectivo en los vértices
no necesariamente es un isomorfismo. Por ejemplo la inclusién de $ en 5 es un morfismo
simplicial biyectivo en los vértices pero no es un isomorfismo.

Un morfismo simplicial es un isomorfismo si y sélo si es biyectivo en los vértices y en los
simplices.

Observacion 1.1.9. Si existe un morfismo simplicial de K en L, inyectivo en los vértices,
entonces es facil ver que dim K < dim L. FEn consecuencia, dos complejos simpliciales
isomorfos tienen la misma dimensién.

Como expusimos anteriormente, los complejos simpliciales se utilizan para modelar espa-
cios topolégicos. Formalizaremos ahora estas ideas.

Para ello, definimos un funtor covariante de la categoria de complejos simpliciales a la
categoria de espacios topolégicos. Este funtor se define de manera de asignarle a cada
n-simplex de un complejo simplicial, el n-simplex topoldgico.

Recordemos primero la definicién de los simplices topoldgicos.

Definiciéon 1.1.10. Dado n > 0, el n-simplex topoldgico es el conjunto
A" ={tostr, s ta) € R 2 000, =1}

con la topologia de subespacio de R**1.

N N N2

Notar que A™ puede ser descripto como el conjunto de las funciones
a:{0,1,...,n} = 1T
tales que Y i, (i) = 1, donde I es el intervalo [0, 1].

Definicién 1.1.11. Sea K un complejo simplicial no vacio. Definimos |K| como el con-
junto de las funciones « : Vi — [ tales que:

(a) {ve K/a(v) # 0} es un simplex de K.
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(b) 2pex alv) =1

Si K = ¢ se define |K| = ¢.
En |K]| se define la siguiente métrica

d(e,B) = > [a(w) - B@)?

veK

Esta métrica define una topologia en |K|. El conjunto | K| con esta topologia se nota |K]|.
En realidad, le daremos otra topologia a | K|, definida de la siguiente forma.
Si s es un simplex de K se define el simplex cerrado |s| C |K| como

|s| ={a€|K|/siv ¢ s= alv) =0}

El conjunto |s| con la topologia métrica que hereda como subespacio de |K|; es un espa-
cio métrico que notaremos |s|,;. Si dims = n entonces |s|; es homeomorfo al n-simplex
topolégico pues, la funcién |s|g — A™ definida por a — (a(vp), ..., a(v,)) es un homeo-
morfismo.

Le daremos a | K| la topologia coherente con todos sus simplices cerrados. Es decir, un
subconjunto A de |K| sera abierto (o cerrado) en |K| si y sélo si AN |s|,; es abierto (o
cerrado) en |s|; para todo s € K.

Denotamos también con |K| al conjunto |K| con esta topologia y lo llamamos el espacio
asociado al complejo simplicial K.

Observacion 1.1.12. Si s es un n-simplex |5]; = |5| = |s|;. El espacio |5| también se notara
|s| v el complejo simplicial 5§ también se notard s.

Observacion 1.1.13. Si K es un complejo simplicial finito entonces |K|; = |K|. En general,
la topologia coherente es mas fina que la topologia métrica. Se deduce que el espacio de
un complejo simplicial es un espacio Hausdorff.

Observacion 1.1.14. Todo simplex cerrado es un subconjunto cerrado de |K|.

Teorema 1.1.15. Una funcién f : |K| — X es continua si y sélo si f|s :[s| — X es
continua para todo s € K

Demostracion. Es inmediato a partir de la definicién de la topologia de |K]|.

Si ¢ : K1 — Ky es un morfismo simplicial, se define |p| : |[K;| — |K2| por la férmula

el(@) ()= Y a(v)

Si v/ no estd en la imagen de ¢ se define || (a)(v7) = 0.

11



Ejemplo 1.1.16. Sea s; el 1-simplex con vértices vg y v1 y sea sg el 2-simplex con
vértices wp, wy y we. Sea ¢ : Sy — s1 el morfismo simplicial definido por ¢(wp) = vy,
p(wr) = v1, e(wz) = vi. Entonces, si a € |sa|, [¢|(a) es el punto de |sq| definido por
[ol(@)(vo) = awo), [l(e)(v1) = awr) + e(w2).
Recordando el homeomorfismo entre un n-simplex y el n-simplex topolégico podemos
pensar a |¢| como la funcién A? — Al dada por

’§0|(CL'1,(L‘2,$3) — (-Tl, T9 + .’Eg).

Observemos que para todo morfismo simplicial ¢ la funcién |p| resulta continua. Para ver
esto, sea s = {vp,...,v,} un simplex de K y sea ¢(s) = {wp,...,wn}. La restriccién de
lo| a |s| se puede pensar como la funcién de A™ en A" definida por

ol (@(v0), s a(wa) = (Y a),..., > o)
o(v)=wo (v)=wm

Entonces \(p\‘ 5| €8 continua para todo s € K. Luego, por el teorema 1.1.15, || es continua.

De esta forma, hemos definido un funtor covariante
| [:CS — Top

de la categoria de complejos simpliciales a la categoria de espacios topoldgicos que
le asigna, a cada complejo simplicial K, el espacio |K| y, a cada morfismo simplicial
¢ : K — L la funcién continua |¢| : |[K| — |L|.

Si L C K, entonces la funcién continua inducida por la inclusién es la funcién
i + [L] — | K]

que a cada a € |L| le asigna la funcién @ € | K| que coincide con « en los vértices de L y
vale cero en los vértices de K que no son vértices de L.

Proposicién 1.1.17. Sea L un subcomplejo de K. La inclusion |i| : |L| — |K| es cerrada
y, por lo tanto |L| es un subespacio cerrado de |K]|.

Demostracion. Sea F' un subconjunto cerrado de |L|. Veamos que F' es cerrado en |K]|.
Para ello, notemos primero que dado s un simplex de K se tiene

Zinisl= |J s/

s'Cs
s’ simplex de L

Por lo tanto, para todo simplex s de K, se tiene

Fnlsi=FnlLin|si= | J Fnls,

s'Cs
s simplex de L

que resulta cerrado en |s| por ser unién finita de cerrados de |s|. De esto se deduce que F
es cerrado en |K|. O
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Definicién 1.1.18. Una triangulacién de un espacio topoldgico X es un par (K, f),
con K un complejo simplicial y f : |K| — X un homeomorfismo. Si X admite una
triangulacion se llama un poliedro. Una triangulacién de un par topoldgico (X, A) es un
par simplicial ((K,L), f) tal que f: (|K],|L]) — (X, A) es un homeomorfismo de pares.
Si (X, A) admite una triangulacién se llama un par poliédrico.

Ejemplos 1.1.19.

(a)

(b)

Sean > 1y sun (n+ 1)-simplex. El par topolégico (D"!, S™) es homeomorfo a
(]s|,|3]). Entonces (D"*1,8™) es un par poliédrico.

El intervalo [0, 1] es un poliedro pues es homeomorfo al 1-simplex. Otra triangulacién
de [0,1] es (I, f) donde r es un nimero natural y f : || — [0, 1] se define de manera
que f(i) =4y f||g ;413 es un homeomorfismo entre [{7,i + 1} y 2, £,
Claramente cualquier intervalo cerrado es un poliedro.

Sea K el complejo simplicial definido en el ejemplo 1.1.2(c). Se define f : |[K| — R
de manera que f(i) =14y f| g ;113 es un homeomorfismo entre |{i,i + 1}| y [i,i+1].
Entonces (K, f) es una triangulacién de R y R es un poliedro.

El espacio topoldgico I x I es un poliedro pues f : |C11] — I x I definida por
f(a) = a(0,1).(0,1) + «(1,0).(1,0) + a(1,1).(1,1) es un homeomorfismo.

Hay otras triangulaciones de I x I. Sean r,k numeros naturales; si definimos
f1Crk| — [0,7] x [0, k] por

r k

fla) = a(i, 7). (i, 4)

i=0 j=0

entonces para cada 2-simplex s = {(i,7), (¢',j), (1", ")} de Cpk, fl es un
homeomorfismo entre |s| y el tridngulo determinado por los puntos (4,7), (¢/,5") y
(i”,j”) en R2.

0O 1 2 3 4 5 6

[0,6] x[0,3]

13



Observar que cada punto de [0, 7] x [0, k] pertenece a uno de esos tridngulos. Entonces
f es un homeomorfismo entre C,j y [0,7] x [0, k].

Si h un homeomorfismo entre [0,7] x [0,k] e I x I, entonces (Cyi,h o f) es una
triangulacion de I x 1.

Obviamente, cualquier rectagulo [a, b] X [c, d] es también un poliedro.

(e) Sea K el complejo simplicial definido en el ejemplo 1.1.2 (f) y f : |K| — R la funcién
definida por f(a) = > c7n a(z)z. (K, f) es una triangulaciéon de R" y R™ es un
poliedro.

(f) Sea K el complejo simplicial con

Sk ={{k},k e No} U{{k,k+ 1}, k € No}

y sea
f K| —=10,1)CcR

definida de manera que f(k) = k—il y f || {kk+1}] €8 un homeomorfismo entre

{k,k+ 1}y [kiﬂ, ﬁ—i;] Entonces (K, f) es una triangulacién de [0, 1).

Observaciéon importante 1.1.20. Notar que un poliedro admite triangulaciones cuyos
complejos simpliciales subyacentes no son isomorfos entre si (ver items (b) y (d) del ejem-
plo anterior).

Para cada s € K definimos el simplex abierto (s) € K como
(s) ={ae K/a(v) A0 < v € s}

Observar que si s es un n- simplex entonces (s) es homeomorfo al siguiente subconjunto
de R*L,
{zeR™M/0<z; <1, z =1}

—~
~

n=1 n=2

Observacién importante 1.1.21. Un simplex abierto no necesariamente es un subcon-
junto abierto en |K|. Por ejemplo, si s es un n-simplex y s1 es una cara propia de s
entonces (s1) no es abierto en |s|. Sin embargo, el simplex abierto (s) es abierto en |s|
pues (s) = |s| - |3].
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Si a € |K]|, el conjunto s = {v € K/a(v) # 0} es un simplex de K (por definicién de |K]|).
Es mas, s es el inico simplex de K tal que a € (s). Entonces cada a € |K| pertenece a un
unico simplex abierto y la coleccién de simplices abiertos de K constituye una particion
de |K|. Teniendo esto en cuenta se prueba facilmente el siguiente lema.

Lema 1.1.22. Todo subconjunto A de |K| contiene un conjunto discreto que consiste de
un punto de cada simplex abierto de K que interseca a A.

Notar que, si K es finito, entonces su espacio asociado | K| es compacto. Como un conjunto
compacto no puede tener un subconjunto discreto e infinito, se tiene el siguiente resultado.

Corolario 1.1.23. Un subconjunto compacto de |K| estd contenido en la union de finitos
stmplices. En particular |K| es compacto si y sélo si K es finito.

Teorema 1.1.24. Una funcion F : |[K| x I — X es continua si y sélo si F'| ) es
continua para todo s € K.

Demostracion. Una funcién F : |K| x I — X es continua si y sélo si
F:|K|— X!

es continua, donde F (a)(t) = F(a,t) (por la ley exponencial, ya que I es localmente
compacto y Haussdorff).

Por el teorema 1.1.15, F' es continua si y solo si
= I
F | |S| . |S| — X

es continua para todo s € K. Nuevamente por ley exponencial ésto es equivalente a que
F :|s| x I — X sea continua para todo s € K O

1.2 Linealidad

El espacio asociado a un complejo simplicial tiene cierta estructura lineal. Para cada
n-simplex s de K, el subespacio |s| de |K| puede identificarse con un convexo de R"
asignandole, al conjunto de vértices de s, un conjunto de n + 1 puntos afinmente indepen-
dientes en R™ (ver 1.2.3).

Lema 1.2.1. Una combinacion convera de puntos de |K|, o =Y t;cu, con t; # 0 es un
punto de |K| si y sélo si todos los a; pertenecen a un mismo simplex cerrado.

Demostracion. Si aq, oo, ..., ay son puntos de un simplex cerrado |s| y t1, ta, ..., t, son
tales que 0 < t; < 1 parai = 1,2...,ny > t; = 1, entonces la funcién a = »_ t;a; es
también un elemento de |s|.

Reciprocamente, si o« = Y t;cv; es un elemento de | K| entonces hay un simplex s de K tal
que o €< s >. Como t; # 0 para todo 0 < i < n entonces cada «; € |s|. O
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Definicion 1.2.2. Si v es un vértice de K, se define la funcién caracteristica de v, que se

nota también v por:
0 si v#V
/ =
v(v) { 1 si v=1

Observaciéon importante 1.2.3. Si a € |K|, podemos escribir a o como una combi-
nacion convexa de funciones carateristicas.

o= Z a(v)v.

veK

De esta manera, identificamos los vértices de K con los correspondientes puntos de |K]|.
Por ejemplo,

Definicién 1.2.4. Una funcién f : |K;| — |K2| se dice lineal si, para todo a € |Kj| ,
ZveKl a(v)f(v) es un punto de |Ks| y f(a) = ZveKl a(v) f(v).

Claramente, una funcion lineal queda determinada por sus valores en los vértices de K.
Notar que, si ¢ : K1 — K>3 es simplicial entonces,

el (@) = ) a(v)e)

veEK
y por lo tanto |p| es lineal.

Definicién 1.2.5. Un complejo simplicial K se dice localmente finito si cada vértice de
K pertenece sélo a finitos simplices de K.

Es obvio que un complejo simplicial finito es localmente finito. Los complejos simpliciales
definidos en 1.1.2(d) y (f) son ejemplos de complejos simpliciales infinitos y localmente
finitos .

Definicion 1.2.6. Una realizacién de un complejo simplicial K en R™ es una inmersién
lineal de |K| en R™.
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Por ejemplo, si s es un n-simplex entonces, la funcién de |s| en R™! definida por
a — (a(vg),...,a(vy,)) es una realizacién del complejo simplicial 5 en R,

Veremos ahora que un complejo simplicial numerable, localmente finito y con dimensién
menor o igual que n tiene una realizacién en R**+1,
Se tiene el siguiente resultado (cf. [Spa]).

Lema 1.2.7. Una funcion lineal f : |s| — R™ es una inmersion si y sélo si la imagen del
conjunto de vértices de s es un conjunto afinmente independiente en R™.

Para probar este resultado, observemos primero que existe en R2**! una sucesién {pi} que
cumple lo siguiente:

(a) Todo conjunto de 2n + 2 de los p; es afinmente independiente.

(b) Para todo conjunto compacto C' C R?"*! existe jg tal que C' es disjunto del conjunto
convexo generado por {p;,i > jo}.

Por ejemplo, tomemos los conjuntos H; = {x € R?*"*1/x; > i}. Supongamos p; definidos
para i < q. Sea p, un punto de H, que no pertenezca a ninguna de las (finitas) variedades
afines determinadas por 2n + 1 puntos del conjunto {p;/1 < p; < ¢ — 1}. (Un tal punto
existe porque una variedad afin determinada por 2n 4+ 1 puntos tiene dimensién 2n y la
union finita de variedades afines de dimensién 2n no puede dar todo R?7+1).

Teorema 1.2.8. Si K es numerable y localmente finito y dim K < n entonces K tiene
una realizacion en R+,

Para demostrar esto se toma una sucesién {p;} C R?*"*! que cumpla las condiciones (a) y
(b) escritas més arriba, se numeran los vértices de K, {vi,ve,...} y se define la funcién
[ |K| — R2"*! como la funcién lineal que cumple f(v;) = p; para todo i € N. Esta
funcién resulta ser una inmersién de |K| como un subconjunto cerrado de R?"*!. Los
detalles de esta demostracién pueden encontrarse en [Spa].

1.3 Limites y colimites de complejos simpliciales

FEn esta seccién estudiaremos la construccion de algunos limites y colimites en la categoria
CS y sus relaciones con los limites y colimites en la categoria de espacios topolégicos.
Como veremos, el funtor

||:CS — Top

no preserva productos y, por la tanto, debemos hacer una construccién alternativa para
mostrar que | | preserva homotopias. Con este fin, definimos, para todo complejo simplicial
K, un complejo simplicial C(K) cuyo espacio asociado es |K| x I (Teorema 1.3.20).

Definicién 1.3.1. Sean K; y Ky complejos simpliciales, se define K7 x Ky como el com-
plejo simplicial cuyos vértices son los pares (v, w) con v € K7 y w € Ko y cuyos simplices
son los conjuntos {(vo, wp), (vi,w1),. .., (vn,wy)} tales que {vg,v1,...,v,} es un simplex
de Ky y {wo,w1,...,w,} es un simplex de K.
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Notar que, en la definicién anterior, los conjuntos {vg,v1,...,v,} v {wo,w1,...,w,} no
deben ser necesariamente n-simplices. Es decir, que los v; y los w; pueden repetirse.

Observacion 1.3.2. Sip; : K1 X Ko — K1 y ps : K1 x K9 — Ky son las proyecciones, la
definicién de K7 x Ko dice que

se K x Ky <=>p1(8) e Ky ypg(s) e Ky

Observacion 1.3.3. En general |K; x Ks| no es homeomorfo a |K1| x |Ka|.

Ejemplo 1.3.4. I; x I tiene como conjunto de vértices a

{(0,0),(0,1), (1,0), (1, 1)}

y todo conjunto de vértices es un simplex. Por lo tanto |I; x I;| es el 3-simplex. En
cambio, |I1| x |I;| es homeomorfo a I x I.

Proposicién 1.3.5 (Propiedad universal del producto). Ezxisten morfismos simpliciales
p1: Ki X Ko — Ky ypo: K1 x Ko —» Ko y K1 X Ky es universal con respecto a esta
propiedad. Es decir, para todo complejo simplicial W y para todo par de morfismos simpli-
ciales h1 : W — Kq y hy : W — Ky existe un unico morfismo simplicial h : W — K1 x Ko
tal que pyoh = hy y paoh = ho.

b1 b2

K,

K1XK2

Ko

Demostracion. Es claro que la Unica forma de definir h para que el diagrama conmute es
h(w) = (h1(w), he(w)). Para ver que h es simplicial, sea s un simplex de W y veamos
que h(s) es un simplex de K; x Ks. Como h; y he son simpliciales entonces p;(h(s)) y
p2(h(s)) son simplices de K y K» respectivamente. Luego, por la observacién 1.3.2, h(s)
es un simplex de K7 x Ko. ]

Proposicién 1.3.6. Si Ky y Ko tienen dimension finita, entonces
dim(K; x K2) = (dim Ky + 1)(dim Ky + 1) — 1.

Demostracion. Sean = dim Ky y m = dim K. Si s es simplex de K; x Ky entonces p1(s)
tiene a lo sumo n+1 vértices y pa(s) tiene a lo sumo m+1 vértices. Por lo tanto s tiene a lo
sumo (n+1)(m+1) vértices. Esto prueba que dim K; x Ky < (dim K7 +1)(dim Ko+1)—1.
Para ver que vale la igualdad, sea s; un simplex de K7 con n + 1 vértices y s un simplex
de Ky con m+1 vértices. Entonces s1 X s es un simplex de K1 x Ky y tiene (n+1)(m+1)
vértices. O
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La siguiente proposicién se deduce de la observacién 1.3.2.

Proposicion 1.3.7. 5i o1 : K1 — L1 y w2 : Ko — Lo son morfismos simpliciales y
w1 X e K1 X Ko — L1 X Ly es la aplicacion definida por p1 X @a(v1,v2) = (v1(v1), p2(v2))
entonces @1 X pa es un morfismo simplicial.

Mostraremos ahora construcciones para pullbacks, coproductos y pushouts. Empezamos
construyendo los pullbacks.
Dados complejos simpliciales K, L1, Lo y morfismos simpliciales f : L1 - Ky g: Lo — K

L,

Lo
g

definimos P como el complejo simplicial cuyo conjunto de vértices es

Vp ={(v,w)/v € L1,w € Ly y f(v) =g(w)}

y su conjunto de simplices es

{1, w1), ..y (Vn,wn)} T Vp/{vr,...,on} € L1y {wy,...,wy} € La}.

Observar que P es un subcomplejo de L; x Lo.
Veamos que P es el pullback del diagrama anterior.

Proposicion 1.3.8. Sean K,Li,Lo y P como antes. Existen morfismos simpliciales
p1:P — Ly, pa: P— Ly tales que fopy = gops.

Lo
g

y P es universal con respecto a esta propiedad. Es decir, para todo complejo simplicial W
y todo par de morfismos simpliciales hy : W — Ly, ha : W — Lo tales que fohy = gohy
existe un unico morfismo simplicial h : W — P tal que p1 oh = hy y po o h = ho.
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L2

g

Demostracion. Sean py : P — L1 y pa : P — Ly las proyecciones. Por definicién de P, p;
y p2 son morfismos simpliciales y f op; = g o ps.

Sea W un complejo simplicial y sean hy : W — Ly y ho : W — Ls morfismos simpliciales
tales que f ohy = g o hg. Definimos h : W — P por h(w) = (hi1(w), ha(w)). Claramente
proh="h1yproh=hoyh es tnica.

Para ver que h es simplicial, sea s un simplex de W. Como h; y hg son simpliciales
entonces p; o h(s) y p2 o h(s) son simplices de L; y Lo respectivamente. Por definicién de
P esto implica que h(s) es un simplex de P. O

Ejemplos 1.3.9. Pullbacks en CS

1) El producto K x L puede verse como el siguiente pullback.

2) Sea Lj = Iy, Ls el 2-simplex s con vértices {vg,v1,v2} y K = I;. Sea f: Iy — I
dado por f(0) = f(1) =0, f(2) =1y g:s — I dado por g(vg) = g(v1) = 0,
g(v2) = 1. El pullback resulta ser el complejo simplicial con vértices

Vp = {(v0,0), (v1,0), (vo, 1), (v1, 1), (v2,2)}
y simplices todos los subconjuntos de Vp salvo los que contienen a {(vg,0), (ve,2)}

6 a {(v1,0), (v2,2)}.
Es decir, P consiste de un 3-simplex

s = {(Uo,O), (Ulv 0)7 (UOa 1)7 (Ula 1)}7
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cinco 2-simplices dados por todas las 2-caras de s junto con

s' = {(vo, 1), (v1,1), (v2,2)}

y ocho 1-simplices dados por todas las 1-caras de s y de s'.

Notar que el espacio asociado al pullback no es en general homeomorfo al pullback de los
espacios asociados. Esto ya fue visto antes, al observar que el funtor | | no conmuta con
X. Veamos que lo mismo sucede en este ejemplo.

Observemos que |Iz| = |I1| =1, |s| = A% y |f| : I — I est4 dada por

no-{3

v |g| : A? — T estd dada por |g|(x1, 72, 23) = 23.
El pullback resulta ser el espacio topolégico

= O
— o=

<t<
<t<

1 1
X:{(m,t)/mGAQ,tEI,xgzOytg§ox3:2t—1yt2§}

con la topologia que hereda como subespacio de A% x I. Geométricamente, X es un
rectangulo cerrado pegado a un tridngulo por una de sus aristas.

Evidentemente X no es homeomorfo a |C].
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Definicién 1.3.10. Dados dos complejos simpliciales K7 y Ko definimos K; [[ K2 como
el complejo simplicial cuyo conjunto de vértices es la unién disjunta de los conjuntos de
vértices de K71 y Ko y su conjunto de simplices es la union disjunta de los conjuntos de
simplices de K1 vy Ko.

Es claro que K7 [ ] Ky verifica la propiedad universal del coproducto.

Proposicién 1.3.11. FEzisten morfismos simpliciales i1 : K1 — K [[Ky e
i9: Ko — K1 [[ Ko y K1 [] K2 es universal con respecto a esta propiedad. Es decir, para
todo complejo simplicial W y para todo par de morfismos simpliciales hy : K1 — W y
he : Ko — W eziste un unico morfismo simplicial h : K1 [[ Ko — W tal que hoiy = hy y
h (¢} i2 = hg.

il Z-2
Ki[] K2

Kl K2

Proposicién 1.3.12. Dados K1 y Ko € CS, se tiene | K1 [[ Ka| = |K1|]] | K2|

Definicion 1.3.13. Dado un diagrama de complejos simpliciales

f

L1

L>

definimos C' como el complejo simplicial cuyo conjunto de vértices es

Vi, H Vi,/ ~

donde ~ es la relacién de equivalencia generada por

f(v) ~ g(v)
y un subconjunto {wy,...,w,} de Vi es un simplex si y sélo si existe un simplex
{vo,...,vn} de L1 o de Lg tal que w; = [v;], para 0 < ¢ < n, donde denotamos [v] a

la clase del vértice v.
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Veamos que C es el pushout del diagrama anterior.

Proposicion 1.3.14. Existen i1 : L1 — C, i : Lo — C morfismos simpliciales tales que
irof=igog.

L>
i2

y C' es universal con respecto a esta propiedad. Es decir, para todo complejo simplicial W
y todo par de morfismos simpliciales hy : L1 — W, ho : Ly — W tales que hy o f = hgooyg
existe un unico morfismo simplicial h : C' — W tal que hoi; = hy y h o = ha.

Demostracion. Definimos i : Ly — C por i1(v) = [v] e i3 : Ly — C por is(v) = [v]. Por
definicién de C, i1 e iy son simpliciales y ademés i1 o f =iy 0 g.

Sea W un complejo simplicial y sean hy : L1y — W y hy : Lo — W morfismos simpliciales.
Para que el diagrama conmute debemos definir h : C' — W por h(w) = h1(v), si w = [v],
conv € K1y h(w) = ha(v), si w = [v], con v € K.

Veamos que h estd bien definida. Para ello, sean v y v’ vértices de Ly [ ] Lo tales que v ~ v'.
Esto implica que existen vy, ..., v, vértices de Ly [ L2 tales que v = vg, v/ = v, y, para
cada i existe z; € K tal que v; = f(2z;) y viy1 = g(z;) 6 v; = g(zi) y vit+1 = f(z;). Como
hiof = hgog, esto implica que hi(v;) = ha(v;i+1) en el primer caso y que ha(v;) = hi(vit1)
en el segundo. En cualquiera de los dos casos se concluye que h([v;]) = h([vit1]) v por lo
tanto h([v]) = h([v']).

Es claro que hoiy = hy, hois = hy y que h es Unica.
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Para ver que h es simplicial, sea s un simplex de C. Por definicién de C es s = i1(s1) para
algin s1 € L1 o bien s = ia(s2) para algin sg € Ly. En el primer caso

h(S) =ho il(sl) = hl(s)

y en el segundo
h(s) = hoia(s2) = ha(s).

Como h; y hs son simpliciales resulta que h(s) es un simplex de W. ]

Dado L C K podemos definir el complejo simplicial cociente K/L como el pushout del
diagrama

Ejemplos 1.3.15. Cocientes en CS

1) Sea ¢ : I1 — {w} el morfismo constante y sea i; : [} — C11 la inclusién
i1(0) = (0,1), i1(1) = (1,1). Se tiene el siguiente pushout.

C11 —_— A C

C' es el complejo simplicial con vértices [(0,0)], [(1,0)] v [w] = [(0,1)] = [(1,1)].
Todo conjunto de vértices es un simplex. Por lo tanto C' es el 2-simplex.
Comparemos con el pushout de los espacios topoldgicos asociados.

Recordemos que |s| = Iy |Ci1| = I x I. |{w}] es el espacio topoldgico con un solo
punto. |i1| = I — I x I eslainclusion |i1|(x) = (x,1) y |cw| es el morfismo constante
|cw|(z) = w. El pushout resulta ser el espacio topolgico X = I x I/ ~ donde ~ es la
relacién de equivalencia que identifica todos lo puntos de (s,1) € I x I. Por lo tanto
X es homeomorfo al 2-simplex y X = |C].
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2) Sea ¢y, : $ — {w} el morfismo constante y sea i : § — s la inclusién. Se tiene el
siguiente pushout.

. Cw w
LA

s /\ -

C es el complejo simplicial con un solo vértice [w] = [vg] = [v1] = [v2], es decir, C' es
el 0-simplex.

Comparemos con el pushout de los espacios topoldgicos asociados.

Observemos que |cy| : |$| — {w} es el morfismo constante y [i| : [$| — |s| es la
inclusién. El pushout resulta ser el espacio topoldgico X = |s|/ ~ donde ~ es la
relacién de equivalencia que identifica todos los puntos del borde de |s|. Por lo tanto
X es la esfera S2.

Con este ejemplo vimos que el funtor | | no preserva cocientes.

Ejemplo 1.3.16. Sea s el 2-simplex con vértices {vg,v1,v2}, sea f : I3 — s el
morfismo simplicial con f(0) = f(3) = v, f(1) =v1, f(2) =v2y g: I3 — Iy dado
por g(0) =0, g(1) = ¢g(3) = 1, g(2) = 2. El pushout resulta ser el 1-simplex con

vértices [vg] = [v1] = [0] = [1] ¥ [v2] = [2].
f
|3 [ t t t A S
g
I2 ' t —t— C

Para calcular el pushout de los espacios topoldgicos asociados, observemos que
|f] : |I3] — |s| es la funcién

tv; + (1 —t)vg si te|o,
[fI(t) =9 E=D)(v2) + (2 -ty si te(l,
(t—2)(vo) + (3—t)ve si te]2,3]
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v lg| : [I3| — |I2| es la funcién
ot si te€|0,2]
l91(®) _{ 4—t si te[2,3
El pushout es el espacio topolégico

x = s [ Ji0.21/ ~

donde ~ es la relacién de equivalencia generada por |f[(t) = |g|(t). Observar que
el segmento [0, 1] se identifica con [{vg,v1}| y el segmento [1,2] se identifica con
[{v1,v2}] y con [{vg,v2}|. El pushout resulta ser D?.

En lo que sigue, definiremos, para cada complejo simplicial K, un complejo simplicial
C(K) de tal forma que el espacio |C(K)| es homeomorfo a |K| x I.
Veamos primero un caso particular.

Ejemplo 1.3.17. Sea s el 1-simplex con vértices vg y v1. El complejo simplicial C/(s)
tiene como conjunto de vértices al conjunto {vp,v1} x {0,1} y los simplices (ademas de
los 0-simplices) son:

CU(S) = {(Uo,O), (007 1)’ (1)1, 1)} 01(8) = {(Uo,O), (1)1,0), (vlv 1)}
Co({vo}) = {(v0,0), (vo, 1)} Cr({vr}) = {(v1,0), (v1,1)}

s x {0} = {(v0,0), (v1,0)} s x {1} = {(vo, 1), (v1, 1)}
DO(S) = {(1}0,0), (v1, 1)}

(vp,1) (vo.1) (vp,1) (vp,1)
(VO1 0) (Vl, 0) (VO- O) (V01 0)
Ci(9 Co(9 Do (9)
(Vo, 1) (v,1)
Vol) — D
s x {1}
(Vo0) ———— (v,0)
(vo,0) (v,0)
s x {0}

Co({va}) Co({va})
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Observar que |C(s)| = |Co(s)| U|Cy(s)].

Es claro que |C(s)| es homeomorfo a |s| x I, pero de todas formas, veamos como definir
un homeomorfismo pues esto nos dara un idea del caso general.

Sea a € |C(s)| y supongamos que « € |Cy(s)|. Entonces

a = a(vg,0).(vo, 0) + a(vo, 1).(vo, 1) + a(v1,1).(v1, 1).

La idea es escribir a « como (o, t), con o € [s| y t € I.

al
Es decir, queremos hallar a, b, t € I tales que
a(vg, 0).(vo, 0) + a(vg, 1).(vo, 1) + a(v1,1).(v1, 1) = (a.vg + b.vy, t).

Debe ser entonces

o~
| |
/\
<
S o
—_
SN—
/-\
,_\
—_
SN—

S e
|| H
/\,—\
58
/\
O
~—

Definimos entonces o/ = (a(vg,0) + (vg, )).vo + a(vy, 1).0.
Inversamente, dado o’ € |s|, t € I, queremos ver a (a’,t) como un elemento a de |C(s)|.
Buscamos entonces a’, b, ¢ € I tal que

(! (vo).vo + &' (v1).v1,t) = a’.(v9,0) + V' .(v, 1) + .(v1,1).
Entonces debe ser
d =a(v)
b =t—a(v)
a =a(v) +(v1) —t

Definimos entonces
a = ((vg) + &' (v1) — t).(v,0) + (t — ' (v1))-(vo, 1) + ' (v1).(v1, 1).

La funcién que, a cada a € |C(K)|, le asigna (o, t) resulta un homeomorfismo entre |C(s)]
y |s| x I.

Definicién 1.3.18. Sea K un complejo simplicial. Definimos C'(K) de la siguiente ma-
nera.
El conjunto de vértices de C(K) es el conjunto K x I. Ahora, ordenamos los vértices de
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K. Para cada simplex s = {vg,v1,...,v,} de K, con vy < v1 < ...< v, para cada k, con
0<k<nyparacada j,con 0 <k <n-—1, sea

Ck(s) = {(’UQ,O),. s ( )7 (Uka ) (Uk-l—la 1)5 T (Una 1)}
Dj(s) = {(0070)7' (1)370)7 (UJ-H? ) i) (Un, 1)}

s x {0} = {(v0,0),.. ., (vn,0)}
§ X {1} = {(UO7 )7 7(7)71’ 1)}

El conjunto de simplices de K es el conjunto formado por todos los s x {0}, s x {1}, Ck(s)
y Dj(s)-

Observar que, si s = {vg,...,v,} vy 0 <k <n—1, entonces Di(s) estd contenido en Ci(s)
y s x {0} y s x {1} estdn contenidos en C,(s). Notar ademds que todo subconjunto de
Ck(s) es un simplex de C(K). Por lo tanto C'(K) es un complejo simplicial y se verifica
que dim C(K) = dim K + 1.

Observacion 1.3.19. Si K es un complejo simplicial entonces C'(K) es un subcomplejo de
K x 1.

Definimos ahora un homeomorfismo entre |C(K)| y |K| x I.
Sea a € |C(K)|. Existe 0 < k < n tal que o € |Ci(s)|. Supongamos que s = {v,...,vp}.

Entonces
k n
=5 a(v:,0).(0,0) + 3 awi, 1).(v3, 1).
=0 1=k

Queremos escribir a a como (o, t) con

=0
Debe ser entonces
a(v;,0) st i<k
o (v) =14 alv;,1) si 1>k

a(vg,0) + a(vg, 1) si i=k
yt=>1" alvl).

Se tiene entonces una aplicacién f : |C(K)| — |K| x I que, a cada a € |C(K)|, le asigna
(a/,t) € |K| x I . Para ver que f estd bien definida supongamos que « € |Ck(s)|N|Cy ()|
con k < k' y sean

a(v;,0) si 1<k
o (v) =14 alv;,1) si 1>k
a(vg,0) + a(vg, 1) si i=k
y
a(v;,0) st i<k
o’(v) =< afv;,1) st 0>k

a(vk/, 0) + Oé(?)k/, 1) st 1=F
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Como « € |Ck(s)| entonces a(v;,0) = 0 para todo ¢ > k. Por otro lado, como a € |Cy/(s)]
entonces a(v;, 1) = 0 para todo ¢ < k’. Entonces

oy ) av,0) st i<k
a(vl)_{a(vi,l) si 1>k

o/’(vi) _

a(v;,0) si i<k
{ alvi,1) si i >k
Entonces o/ = o y f esta bien definida. Observar que f resulta continua pues, para todo
s € K], flics) o es.
Sea ahora o' € |K|, t € I y supongamos que o €< s >, con s = {vg,...,v,}. Queremos
escribir a (o, t) = (371, &/ (v;).v;, t) como un elemento de algtin Ci(s). Es decir, como

n

a= Za(vi,O).(Ui,O) + Za(vi, 1).(v, 1) = (Z a(v;, 0).v; + Za(vi, 1).v;, Za(v,;, 1))
; prt ;

k k
1=0 =0 i=k i=k

para algin 0 < k < n.
Debe ser entonces
a(vi,0) = o' (v;) sii <k,

a(vi,1) =d'(v;) sii >k

a(vg,0) + avg, 1) = o' (vg).

Como ademds debe ser t = 31" afv;,1), elijo k tal que >, o'(v;) < ty

>k (vi) >t
Luego definimos

n

afvg,1) =1t — Z o (v;)

i=k+1
n
a(vg,0) = Zo/(vi) —t
i=k

Se tiene una funcién

g: K[ x I —|C(K)|

que asigna, a cada (o/,t), con o/ € |K|, t € I el punto o de |C(K)|. Se verifica que g estd
bien definida y es continua y que f y g son inversas.
Se probd el siguiente resultado.

Teorema 1.3.20. Si X es un poliedro y K es un complejo simplicial tal que X = |K|
entonces X x I es un poliedro con X x I = |C(K)]
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1.4 Subdivisién baricéntrica

En esta seccion describiremos diferentes triangulaciones de un mismo poliedro y las rela-
ciones entre ellas. Se probard que un poliedro se puede triangular por un complejo sim-
plicial con simplices arbitrariamente ‘pequenos’.

Definicién 1.4.1. El baricentro de un simplex s = {vg, v1,...v,} se define como

1
b(s)= > Ui € |K]|

0<i<n
\7]
b(s)
b (s)
Vo A Vo Vi
n=1 n=2

Claramente b(s) € (s).

Definicion 1.4.2. Dado un complejo simplicial definimos la subdivisién baricéntrica de
K, que notamos sd K, como el complejo simplicial cuyos vértices son los baricentros de
los simplices de K y cuyos simplices son los conjuntos {b(sg),...,b(s,)} tales que s;_1 es
una cara de s; parai=1,2,...,n.

Es claro que sd K es un complejo simplicial y que si L es un subcomplejo de K entonces
sd L es un subcomplejo de sd K.

Los vértices de sd K son puntos de |K| y, si s’ es un simplex de sd K entonces existe un
simplex s de K tal que s’ C |s| (si 8’ = {b(s0),...,b(sn)} basta tomar s = s, ).

Proposicién 1.4.3. Sea h : |sd K| — |K| la funcion lineal que asigna, a cada vértice de
sd K el correspondiente punto de |K|. Entonces h es un homeomorfismo.

Demostracion. Para ver que es sobreyectiva, sea a € |K| y sea s el simplex de K tal

que o €< s >. Supongamos que vy, . .., v, son los vértices de s, entonces o =y " 0;v;.
Ordenemos los coeficientes a; de mayor a menor: «o;, > «o;, > ...q;,. Paracada0 <k <n
sea sy la cara de s con vértices {vj,...,v; }. Se verifica facilmente que

n
a= Za;b(sj)
=0
con o = (j + 1)(ay; — ;) si0<j<n—1ya,=(n+1)a,.
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Se verifica que 0 < o) < 1 paratodo0 <i <1lyque) . a;=1. Como {b(sp),...,b(sn)}
es un simplex de sd K, entonces a € |sd K|.
Es claro que h es inyectiva y que es continua. Para ver que h es un homeomorfismo
definimos el siguiente subcomplejo de sd K:

K'(s) ={s € sd K/h(< s’ >) C< s1 > paraalgun si carade s}

Sea hg la restricciéon de h a K'(s). Como un simplex tiene finitas caras entonces K'(s) es
un subcomplejo finito de sd K y por lo tanto |K'(s)| es un espacio compacto.

Es facil verificar que hgs es una biyeccién entre |K'(s)| y |s|. Como |K'(s)| es compacto
resulta que hg : |[K'(s)| — |s| es un homeomorfismo.

Se tiene entonces una funcién continua g : [K| — |sd K| tal que g, = hyl. Como g es
la inversa de h se concluye que g es un homoeomorfismo.

O]

Ejemplo 1.4.4. Si I, es el complejo simplicial definido en 1.1.2(c) entonces sd I, es el
complejo simplicial de dimensién 1 que tiene como vértices a los nimeros racionales 5
con 0 <4 < 2ry como 1-simplices a los conjuntos de la forma {%, %}, con0 < <r—1.

Observar que sd I, es isomorfo a Io,.

Las subdivisiones baricéntricas iteradas se definen recursivamente por

sd(K) = K
sd"(K) = sd(sd"! K)

| K| | sdK|

Definicion 1.4.5. Un subcomplejo L de K se dice pleno si todo simplex de K que tiene
todos sus vértices en L es un simplex de L.
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K Lesp|en0 L’ nOSpIenO

Hay un subcomplejo N de K cuyos simplices son los simplices de K que no tienen ningin
vértice de L. Claramente N es el mayor subcomplejo de K que es disjunto con L.

Por ejemplo, si K y L son los complejos simpliciales de la figura entonces el mayor sub-
complejo de K que es disjunto con L es el subcomplejo {vp}.

Observar que todos los vértices de K que no son vértices de L son vértices de N pero
puede haber simplices de K que no sean simplices de L ni de N. Si s = {vg,v1,...,v,} es
un tal simplex entonces sus vértices se pueden ordenar de manera que v; € L para i < m
y v; € N para ¢ > m. Si L es pleno se tiene el siguiente resultado:

Lema 1.4.6. Si L es un subcomplejo pleno de K y N es el mayor subcomplejo de K
disjunto con L entonces para cada simplex de K se cumple una y solo una de las siguientes
posibilidades

a) s es un simplex de L
b) s es un simplex de K

c) s =slUsl para algin st € L y st € N

Ejemplos 1.4.7. :

(a) $ es un subcomplejo no pleno de §
(b) Si s1 es una cara de s entonces $7 es un subcomplejo pleno de s.
El siguiente resultado se deduce facilmente de la definicién de sd K

Proposicion 1.4.8. Si L es un subcomplejo de K entonces sd L es un subcomplejo pleno
de sd K
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$no es un subcomplejo pleno de s sd S es un subcomplejo pleno de sd s

Observacion 1.4.9. Si (X, A) es un par poliédrico entonces, podemos suponer que
(X,A) = (|K|,|L|) donde L es un subcomplejo pleno de K pues, si es necesario, podemos
reemplazar K por sd K y L por sd L.

Proposicién 1.4.10. Sea (X, A) un par poliédrico. Entonces A es un retracto por defor-
macion fuerte de algin entorno de A en X.

La demostraciéon de este resultado se puede encontrar en [Spal. La idea es tomar una
triangulacién del par (X, A) por un par (|K|,|L|) tal que L es pleno y usar el lema 1.4.6
para escribir cada a € |K| — (|N|U |L|) como aa/ + (1 — a)a” donde 0 < a < 1, o € |L],
o € I[N|y N es el mayor subcomplejo de K que es disjunto con L. Luego se prueba que

la funcién
L
Hiot) o' a € |L|
ta/ + (1 —t)a «a¢|L]

es la retraccién buscada.
En la figura se ilustra esta retraccién para el caso en que (X, A) = (B2, S!).

Definicién 1.4.11. Una métrica en | K| se dice lineal si coincide con la métrica inducida
por una realizacién de K en R™.

Un complejo simplicial localmente finito tiene una métrica lineal y una métrica lineal en
| K| también es lineal en |sd K|. Dado un complejo simplicial K, una métrica d lineal en
|K|y s={vo,...,v,} un simplex de K se verifica ficilmente que

diam |s| = max d(v;, v})
Z7j

Por ejemplo, si consideramos al 2-simplex s con la métrica inducida por la inmersién usual
de |s| en R? (como el 2-simplex topolégico) entonces diam |s| = /2 y si s’ es un simplex
de sd K entonces diam |s'| = @

El siguiente lema da una relacion entre el didmetro de un simplex de K y el de un simplex

de sd K.
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Lema 1.4.12. Dada una métrica lineal en un n-simplex s entonces para todo s’ € sd s

diam |s'| < D diam ||
n

+1
Dada un métrica en | K| definimos

mesh(K) = sup{diam |s|,s € K}
Los siguiente resultados son consecuencias directas del lema 1.4.12.

Corolario 1.4.13. Si K es un complejo simplicial m-dimensional y | K| tiene una métrica
lineal entonces

mesh(sd K) <

m mesh(K)
m+1

Corolario 1.4.14. lim mesh(sd" K) =0

n—oo

Estos resultados seran usados méas adelante para probar varios resultados conocidos sobre
aproximacion simplicial y contigiiidad.

Dado un vértice v € K se define su estrella como:

stv={a€ |K|/a(v)# 0}

—~
-+

sv
sw

La aplicacién g, : |K| — I definida por g(a) = «(v) es una funcién continua pues su

restriccién a cada simplex cerrado lo es. Por lo tanto st v es un subconjunto abierto de

| K.

De la definicién de st v se deduce inmediatamente que si v es un vértice de s, entonces

a € st v si y sdlo si el simplex abierto que contiene a « tiene a v como vértice. Como los

simplices abiertos forman una particién de |K| se tiene que:

stv:U<s>

vES

y se prueba facilmente el siguiente resultado:
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Lema 1.4.15. Sean vg,v1,...,v, vértices de K. Entonces vg,v1,...,U, Son vértices de
un mismo simplex de K si y solo si

ﬂ st v; #0

0<i<n

Sea K un complejo simplicial y & un cubrimiento abierto de |K|. Se dice que K es més
fino que U si para todo vértice v de K existe U € U tal que st v C U.

Teorema 1.4.16. Sea K un complejo simplicial finito y U un cubrimiento abierto de |K|.
Entonces existe ng € N tal que sd"K es mds fino que U para todo n > ng.

Demostracion. Como K es finito existe una métrica lineal en |K|. Sea € > 0 un nimero
de Lebesgue para el cubrimiento abierto ¢ de |K| (este nimero existe porque |K| es
compacto). Es decir, € es tal que si un subconjunto A de | K| tiene didmetro menor o igual
que € entonces A C U para algin U € U.

Si v es un vértice de K, y a € st v entonces existe un simplex s € K que tiene a v como
vértice y tal que a €< s >. Por lo tanto , si a, 3 € st v, entonces

d(a, B) < d(a,v) +d(B,v) < 2mesh(K)

y diam(st v) < 2mesh(K).
Esto implica que, si v € sd™ K, entonces

n
] <2—— K
diam(st v) < - 1mesh( )

Existe entonces ng € N tal que, si v es un vértice de sd” K y n > ng entonces diam(st v) <
€. Por lo tanto st v C U para algiin U € U y sd™ K es mas fino que U para todon > ng 0O

K no es mas fino que el cubrimiento sd K es mas fino que el cubrimie
1.5 Aproximacion simplicial

En la seccién 1 vimos que todo morfismo simplicial ¢ : K1 — K5 induce una funcién
continua |p| : |Ki| — |K2| que es lineal y verifica que |¢| (v) = ¢(v) para todo vértice
veK.

Es claro que no toda funcién continua entre poliedros proviene de un morfismo simplicial.
Sin embargo veremos que toda funcién continua puede aproximarse convenientemente por
un morfismo simplicial.
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Definicién 1.5.1. Sea f : |K;| — |K2| una funcién continua. Una aproximacién simplicial
a f es un morfismo simplicial ¢ : K1 — K3 tal que para todo o € |K1|y s € K3 se verifica

fla) € (s) = lel (@) € |s|

Notar que si v es un vértice de K tal que f(v) es un vértice de Ks entonces p(v) = f(v).
Esto implica que si ¢ es un morfismo simplicial entonces la tinica aproximacién simplicial
a || es la misma .

Ejemplo 1.5.2. Sea f : [0,3] — R definida por f(z) = 5. Sean I3 y K los complejos
simpliciales definidos en 1.1.2 cuyos espacios asociados son homeomorfos al intervalo [0, 3]
y a R respectivamente.

Si ¢ es una aproximacién simplicial a f entonces debe ser ¢p(0) =0, p(1) =061, p(2) =1
y ¢(3) =1 6 2. Hay por lo tanto 4 aproximaciones simpliciales distintas a f.

Por ejemplo, si ¢ es el morfismo

,,,,,,,, i i [ J e e e
0 1 2 3
entonces
0 si tel0,1]
lpl(t) =< t—1 si tel(l,2]
1 si tel2,3]
Si ¢’ es el morfismo
% 1 L I
0 1 2 3
,,,,,,,, % 1 [ b
0 1 2 3
entonces
t si tel0,1]
Plt) =4 1 si t€(l,2]
t—1 si tel2,3]



Ejemplo 1.5.3. Sea f : R2 — R definida por f(z,y) = xzﬁ Sean K1 y K5 los complejos
simpliciales definidos en 1.1.2 cuyos espacios son homeomorfos a R2yaR respectivamente.
La aplicacién ¢ : K9 — K definida por ¢(i,7) = [%] (la parte entera de %) es una
aproximacion simplicial a f.

De la definicién 1.5.1 se deduce que si ¢ es una aproximacion simplicial a f entonces, para
todo a € | K|, f(a) y |¢| (o) estdn en un mismo simplex cerrado. Por lo tanto el segmento
que une f(a) y |p| (o) estd contenido en |K2|. Con esto se prueba facilmente el siguiente
resultado.

Proposicién 1.5.4. Si ¢ es una aprozimacdn simplicial a f : |K1| — |K2| entonces |¢| y
f son funciones homotopicas.

Mas ain, si A es un subconjunto de |Ki| tal que |p||, = f|4 entonces |p| y f son
homotdpicas relativas a A.

Demostracion. La funcién F'(a,t) =tf(a) + (1 —t)(|¢| (@) es una homotopia entre |p| y
f relativa a A. O

Teorema 1.5.5. Una funcion ¢ : Vi, — Vg, es una aproximacion simplicial a
f K| — |Ka| siy sdlo si f(st v) C st p(v) para todo v € K;.

Demostracion. Sea ¢ una aproximacion simplicial a f, sea o € st v. Veamos que
f(@) € st p(v).

Como a(v) # 0 y [¢(@)(2(2)) = X)) ale) entonces [](@)(p(v)) # 0.

Sea sy € Ko tal que f(a) €< s9 >. Como ¢ es una aproximacién simplicial a f, en-
tonces |p|(a) € |s2|. Por lo tanto ¢(v) es un vértice de sa. Como f(a) €< s2 > entonces
Fl@)(p(v)) £ 0y f(a) € st p(v).

Reciprocamente, supongamos f(st v) C st ¢(v) para todo v € K;. Veamos primero que
 es simplicial.

Sean vy, . .., v, vértices de un simplex de K;. Por el lema 1.4.15, Nst v; # 0. Entonces

0 # f(Nst v;) CNf(stv;) CNst o(v;).

Nuevamente por el lema 1.4.15, se puede concluir que {¢(vp), ..., ¢(v,)} es un simplex de
Kos.

Para ver que ¢ es una aproximacion simplicial a f, supongamos que a €< s1 >y
f(a) €< sy >y veamos que |p|(a) € |sa].

Sea v € s1, entonces « € st v. Por hipdtesis, se tiene que f(«) € st (¢(v)). Entonces ¢(v)
es un vértice de so. Por lo tanto, |¢|(|s1]) C |s2| v |¢|(a) € |sa]. O

Corolario 1.5.6. Sean, (K1,L1) y (K2, L2) pares simpliciales. Sea f : |Ki| — |Ka| una
funcion continua tal que f(|L1]) C |La|, y sea ¢ : K1 — Ky una aproximacion simplicial
a f. Entonces p(L1) C Ly y ¢ |, es una aprorimacion simplicial a f | AL

Demostracion. Si v es un vértice de L; entonces, como f(|Li|) C |La|, existe un simplex
s € Lo tal que f(v) €< s >. Como f es una aproximacién simplicial a ¢, entonces
ll(v) € |s| y por lo tanto p(v) es un vértice de La. Para ver que | ~es una aproximacion
simplicial a f | L] observemos que, para todo v € Ly

f(str,v) C f(sti,v) N |La| C str,p(v) N |La| = str,p(v)
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Por lo tanto
Fliny (sto,v) Cstryel g, (v)

y @ |L1 es una aproximacion simplicial a f | IR O
El siguiente resultado se demuestra facilmente usando el teorema 1.5.5:

Corolario 1.5.7. La composicion de aprozimaciones simplicales a dos funciones continuas
es una aproximacion simplicial a la composicion de dichas funciones.

Corolario 1.5.8. Euxisten aproximaciones simpliciales sd K — |K| a la identidad

‘Sd K‘ —>‘K’

Demostracion. Por el teorema 1.5.5 basta probar que para todo vértice wg € sd K existe
un vértice vy € K tal que stggrwo C stxvg (Stsqxwo es la estrella de wg en |sd K|y stxuvp
es la estrella de vg en |K]) .

Sea entonces wg € sd K y a € stggrwy. Como {stgv,v € K} es un cubrimiento de |sd K|
entonces existe un vértice vg € K tal que wy € st vg. Como «a € |sd K| entonces

a(vg) = Z a(w)w(vo).
wesdK

Como a(wp)wp(vy) # 0 entonces a(vg) # 0y o € stgvy. O

Combinando el los teoremas 1.4.16 y 1.5.5 se obtiene el siguiente teorema de aproximacién
simplicial:

Teorema 1.5.9. Sea K; un complejo simplicial finito y f : |Ki| — |K2| una funcion
continua. FEntonces existe ng tal que para todo n > ng existe p, : sd"K; — Ka que
aproxima a f.

Ejemplo 1.5.10. Sea f : |[;| = I — |$| la funcién continua que ‘enrolla’ el intervalo I
alrededor de $. Es decir:

3tvy + (1 — 3t)vp si te|o, %]
f@) =< Bt—Duve+ (2—3t)vy si te [%, 2]
(3t —2)vo + (3 =3t)va si t€[5,1]

Claramente I no es més fino que el cubrimento {f~!(st v),v € s}. Por lo tanto no existe

@ : 11 — § que aproxime a f. Por la misma razén no hay aproximaciones simpliciales a f
de sd I a s.

o —— ———
3 23 Us 23 3 23
f {stvo) f {stvy) f st v2)

En cambio, f tiene 6 aproximaciones simpliciales ¢ : sd?I; — $. Una tal ¢ debe cumplir
0(0) = (1) = w0, ¢(3) = v0 6 v1, p(3) =v1 6 V2 y (F) = v2 6 vo.
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A7)

1(3/4)

I I ) f(1/2)
0 va 12 3/4 1

Vo f(u4) vy

Observemos que es necesario contar con todas las subdivisiones para poder aproximar
todas las funciones continuas entre dos poliedros. Por ejemplo, si f,, : [I1] — [$] es la
funcién que ‘enrolla’ el intervalo I alrededor de § n veces entonces para tener aproxima-
ciones simpliciales a f, serd necesario subdividir a I; una cantidad m de veces tal que
2™ > 3n.

1.6 Morfismos contiguos

La nocién de contigiiidad entre morfismos simpliciales es analoga a la de homotopia entre
funciones continuas. En esta seccién veremos la teoria cldsica de contigiiidad.
En el segundo capitulo de esta tesis mostaremos un nuevo enfoque a esta teorfa.

Definicién 1.6.1. Sean (K1, L1) y (K2, L2) pares simpliciales y
@, ¢+ (K1,L1) — (K2, Ly)

morfismos simpliciales. Los morfismos ¢ y ¢’ se dicen elementalmente contiguos si dado
un simplex s € K1 (0 s € L), p(s) U ¢'(s) es un simplex de Ks (o de Lo).

Esta relacién es reflexiva y simétrica pero no es transitiva.

Definiciéon 1.6.2. Decimos que dos morfismos simpliciales
@, ¢ (K1, L1) — (K3, L)

son contiguos si existe una sucesion finita ¢y, . . ., ¢, de morfismos simpliciales de (K7, L)
en (Ko, Ly) tal que ¢ = ¢o, ¢’ = on y , para i =1,2,...,n, los morfismos p;_1 y ¢; son
elementalmente contiguos.

Ejemplo 1.6.3. Sean I» y C1 los complejos simpliciales definidos en 1.1.2.

(0,2 (1)

(0,0) (1,0
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Sean o, ¢’ : Iy — Cq1 los morfismos simpliciales definidos por:

90(0) - (070) (p(l) (170) 90(2) - (17 1)
¢'(0) =(0,0) ¢'(1)=(0,1) ¢'(2)=(1,1)

¢ v ¢’ no son elementalmente contiguos porque ¢({0,1}) U ¢'({0,1}) no es un simplex de
C11 (tampoco ¢({1,2}) U¢'({1,2})). Sin embargo, ¢ y ¢’ son contiguos pues si definimos
@1 por ¢1(0) = (0,0), ¢1(1) = v1(2) = (1, 1) entonces ¢ y 1 son elementalmente contiguos
y también lo son 1 y ¢’

La contigiiidad es una relaciéon de equivalencia. El conjunto de clases de equivalencia de
morfismos simpliciales (K1, L1) — (K2, L2) se nota [K7, L1; Ko, L] y la clase de ¢ se nota

[sp]-
Es facil ver que la relacién de contigiiidad se lleva bien con la composicién. Explicitamente,

si o, ¢+ (K1,L1) — (Ko,Lo) y 1,9 : (Ka,Ly) — (K3, L) son morfismos simpliciales
contiguos entonces ¥y y 1'¢’ también lo son.

Por lo tanto, si (K7, L) LA (K3, L) kA (K3, L3), esta bien definida la composicién de
clases de contigiiidad por [p] o [¢] = [py].

Sean ¢, ¢’ : K1 — K5 morfismos simpliciales contiguos. Si s es un simplex de K entonces
s = p(s)U¢(s) es un simplex de Ks. Si a es un punto de |s| entonces |p|(a) v |¢'|(a) son
puntos de |s'|. Por lo tanto el segmento en |Ks| que une |p|(a) y |¢'|(a) estd contenido
en |Ks|. Es decir que, para todo o € |[Ky|yt el

(1 =t)|pl(e) +tl¢'[(a) € |K2l.
Se tiene entonces el siguiente resultado.

Proposicién 1.6.4. Si o, ¢ : (K1,L1) — (K2, L2) son morfismos simpliciales contiguos
entonces |p| y |¢'| son funciones homotdpicas relativas a |Lq].

Notar que queda definida una categoria [CS| cuyos objetos son los complejos simpliciales
y cuyas flechas son las clases de contigiiidad de morfismos simpliciales.
También se tiene un funtor

| [+ CS] — [Top]

que a cada complejo simplicial K le asigna su espacio asociado |K| y a cada clase de
contigiiidad [p] le asigna la clase de homotopia [|¢|].
Estos funtores también se pueden definir en la categoria de pares.

El siguiente resultado se puede probar facilmente usando el lema 1.4.15 y el teorema 1.5.5.

Proposicién 1.6.5. Dos aprozimaciones simpliciales (K1,L1) — (K2,L2) a la misma
funcion continua son elementalmente contiguas.

La reciproca de la proposicién 1.6.4 no es cierta, como muestra el siguiente ejemplo.
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Ejemplo 1.6.6. Sea s el borde del 2-simplex con vértices {vg,v1,v2} y C($) el complejo
simplicial definido en 1.3.18. Notar que |C(3)| es homeomorfo al cilindro S* x I.
Sea Lg el subcomplejo de I3 de dimension 0 con vértices 0 y 3 y sea Ly el subcomplejo de
C(5) de dimensién 1 con vértices (vg,0) y (vo, 1).
Sean ¢ y ¢’ los morfismos simpliciales de (I3, Lg) — (C($), L1) definidos respectivamente
por:

©(0) = ©(3) = (v0,0) (1) = (v1,0)  ©(2) = (v2,0)

¢'(0) =¢'(3) = (vo,1) ¢'(1) = (v1,1) ¢'(2) = (v2,1)
Claramente

ol 1] = (13], | Lol) — (IC(3)], | Lal)

son funciones homotdpicas. Sin embargo, ¢ y ¢’ no son morfismos contiguos. Para probar
esto, supongamos que

Y1 (I3, Lo) — (C(3), L)

es tal que ¢ y 1 son elementalmente contiguos y consideremos el simplex {0,1} de I5. El
conjunto

s = ({0,1}) Uy({0,1})

es un simplex de C($) que tiene entre sus vértices a (vp,0) y a (v1,0). Por definicién
de C(%) los tnicos simplices que contienen a dichos vértices son {(vg,0), (v1,0), (vi,1)}
y {(v0,0), (v1,0)}. Por lo tanto 1(0) = (vo,0) y (1) = (v0,0) 6 (v1,0) 6 (v1,1). Con-
siderando el simplex {1,2} de I3 y repitiendo el razonamiento anterior se llega a que
P(1) = (v1,0) 6 (v2,0) 6 (v2,1). Con esto se concluye que ¥(1) = (v1,0). De manera
andloga se prueba que ¥(2) = (v2,0) y que (1) = (v9,0). Por lo tanto ¢ = 1. Esto
implica que el unico morfismo simplicial (I3, Lg) — (C(s), L1) contiguo a ¢ es el mismo
©.

El siguiente teorema muestra la relacién entre contigiiidad y homotopia.

Teorema 1.6.7. Sea Ki un complejo simplicial finito y sean

£ f (K L) = (1Kl [ Le])

funciones homotdpicas. Entonces existe n € N tal que f y f' tienen, respectivamente,
aproximaciones simpliciales

0, ¢ 1 (sd"Ky,sd"L1) — (K, Lo)
tales que @ y ¢’ son contiguos.
Para demostrar este teorema se toma una homotopia
Fo (K[ X I | La| x ) = (| Kzl [La])

entre f y f/.Podemos tomar una particién 0 = tg,t1,...,t, = 1 del intervalo I tal que las
funciones f;(a) = F(a,t;) verifican que la coleccién

U={f(stv)n f (st v),v € Ko}
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es un cubrimiento abierto de |K1|. Luego se toma n € N tal que sd"K; es més fino que U
y se prueba que existen morfismos simpliciales

Plye-yPnt (SdnKl,SdnLl) — (KQ,LQ)

tales que cada ; es una aproximacién simplicial a f; y a f;—1. Se concluye entonces que
©i ¥ @i+1 son morfismos contiguos (pues ambos son aproximaciones simpliciales a f;). Por
lo tanto 1 y ¢, con contiguos. Como ¢ es una aproximacién simplicial a fo = f y ¢n
es una aproximacion simplicial a f, = f’ se llega al resultado deseado.

Ejemplo 1.6.8. Sean ¢, ¢ : (I3, Ly) — (C($), L1) los morfismos simpliciales definidos en
el ejemplo 1.6.6. La funcién

Fz (s x I, [ Lol x I) — (IC(3)], [L1])

dada por F(a,t) = t|¢'|(a) + (1 — t)|¢|(«) es una homotopia entre |p| y |¢'].
Sea

fil@) = Fla, ) = 1| (@) + lel(a).
| o
fi
[
Sean
@1, P2 ¢ (Sdlg,Lo) — (C(S),Ll)
dados por
©1(0) = (vo,0) ‘Pl(é) = (v0,0) @1(1) = (v1,0) @1(3) = (v1,0)
©1(2) = (v2,0) 91(5) = (v0,0) ¥1(3) = (v0,0)
02(0) = (v0,1) a(3) = (v1,1) wa(1) = (v1,1) @a(3) = (v2,1)
©2(2) = (v2,1) @a(3) = (v2,1) ¥2(3) = (w0, 1)

1 es aproximacion simplicial a || y a f1 y 2 es aproximacién simplicial a f1 y a |¢/].
Entonces @1 y 2 con contiguos y son aproximaciones simpliciales a |¢| y a |¢/| respecti-
vamente.

El siguiente corolario se usara en el capitulo 2.
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Corolario 1.6.9. Si ¢,¢' : K1 — Ky son morfismos simpliciales tales que |o| y |¢'|
son funciones homotdpicas entonces existe n € N tal que si X\ : sd"K1 — K es una
aprozimacion simplicial a id : |sd" K| — |K1| entonces p o X y ¢’ o X son contiguos.

Demostracion. Por el teorema anterior existe n € Ny 1,1’ : sd"K; — Ks aproximaciones
simpliciales a || y a |¢'| respectivamente que son contiguas entre si.

Sea A : sd"K; — K una aproximacién simplicial a id : |sd" K| — |Ki|. Entonces, por el
corolario 1.5.7 ¢ o \ es aproximacién simplicial a ¢ y ¢’ o XA es aproximacién simplicial a
¢©'. Entonces 1) y ¢ o A son dos aproximaciones simpliciales a la misma funcién continua.
Por la proposicién 1.6.5 se concluye que 1) y ¢ o A son contiguos. Por la misma razén 1)/
y ¢’ o X\ son contiguos y, por lo tanto, o A y ¢’ o A son contiguos. O

El siguiente teorema muestra que si K es finito, el conjunto de clases de homotopia
[|K1l, |L1]; | K2l,|L2|] es el limite directo de la familia de conjuntos de clases de contigiiidad

[sd"Ky,sd"Ly; Ko, Lo).
Por el corolario 1.5.8 existen aproximaciones (sd Ki,sd Ko) — (Ki1,L1) a
id : (|sd Ki|,|sd Ks|) — (|K1], |L1])
y por la proposicion 1.6.4 todas ellas son contiguas. Tenemos entonces una aplicacién
sd: [K1, L1; Ko, Lo] — [sd K1, sd Ly; Ko, Lo]
bien definida por sd[p] = [pA], donde
A:(sd Ky,sd Ly) — (K1, L)

es cualquier aproximacién simplicial a id : (|sd Ki|, |sd Ka|) — (| K1], |L1]).
Si n < m queda definida una aplicacion

Sd% . [SdnKl, SdnLl; KQ, LQ} — [Sdel, Sdle; KQ, LQ}

como la composicién de las sd.
La familia {[sd" K1, sd"Li; Ko, Lo], sd}’,} es un sistema dirigido de conjuntos.
El limite directo

lgn{[sd"Kl, sd"Ly; Ko, Lo}

es un funtor contravariante en (Ki, L1) y covariante en (Ky, Lg).
En el libro de Spanier se puede encontrar la demostracion del siguiente resultado.

Teorema 1.6.10. Si K1 es un complejo simplicial finito hay un isomorfismo natural entre
lim{[sd" Ky, sd"Li; Ka, Lo]} y [[Kul, |L1]; | Kal, [ La]-

En el capitulo 2 veremos cémo se prueba un resultado similar a este usando las técnicas
de homotopia que desarrollaremos.
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Capitulo 2

Homotopia simplicial

La teoria clasica de homotopia para espacios topoldgicos se basa en la existencia de un
cilindro natural. Més precisamente, para cada espacio topolégico X se puede construir un
cilindro X x I y definir una homotopia entre dos funciones f,g : X — Y como una funcién
que sale del cilindro y cuyas restricciénes a cada tapa del cilindro son, respectivamente, f
y g-

Una de las propiedades que tiene el cilindro topolégico es su flexibilidad. Por ejemplo,
podemos componer verticalmente dos homotopias (yendo al doble de velocidad en cada
una de ellas) y obtener una nueva homotopia. Esto se usa, por ejemplo, para probar que
la homotopia es una relacién de equivalencia.

En [Bau], Baues define la nocién de I-categoria o categoria con un cilindro natural. Una
I- categoria es una categoria C, junto con una clase Cof de morfismos, llamados cofibra-
ciones, y un funtor I : C — C llamado funtor cilindro, que cumple ciertos axiomas similares
a las propiedades del cilindro de espacios topoldgicos.

En una I-categoria se puede desarrollar completamente una teoria de homotopia (sus-
pension, espacios de lazos, grupos de homotopia, sucesiones exactas). Una de las ventajas
de esta teoria es que puede aplicarse en varios contextos y sirve para comparar distintas
teorias homotopicas.

Los complejos simpliciales no son una I- categoria. El problema es que no existe un tnico
cilindro natural en CS. Para cada n € N, tenemos un modelo simplicial I,, del intervalo
I. Como I,, es finito, pierde la flexibilidad del intervalo topoldgico antes mencionado.
Por ejemplo, para componer dos homotopias (y de esta forma probar que la homotopia
es una relacién transitiva), necesitariamos ‘agrandar’ el n. Por lo tanto, para desarrollar
la teoria de homotopia de complejos simpliciales, tenemos que valernos de toda la familia
{I,,n € N}.

En [Minl], Gabriel Minian desarrollé una teoria de homotopia para categorias provistas
de una familia arbitraria de cilindros naturales. Los cilindros de esta familia cumplen
ciertas relaciones entre si. Para desarrollar una teoria de homotopia se necesitan todos los
cilindros de esta familia y las relaciones entre ellos.

En este capitulo desarrollamos la teoria de homotopia para complejos simpliciales (que
coincide con la nocién de contigiiidad) pero con el enfoque sugerido en [Minl]. De esta
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forma, podemos comparar méas facilmente la teoria de homotopia de complejos simpliciales
y la teoria de homotopia clésica y desarrollar herramientas que permiten un calculo més
simple de los grupos de homotopia de poliedros.

2.1 Caminos

Comenzamos desarrollando las relaciones entre los distintos cilindros.

Recordemos que I, es el complejo simplicial que tiene como vértices a los nimeros enteros
0,1,2,...,ry como simplices (ademds de los vértices) a los conjuntos de la forma {i,i+1}
con0<s<r—1.

Recordemos también que |I| = I para todo r € N.

Definicion 2.1.1. Un camino de 0 a r en s pasos es un morfismo simplicial 4 : Iy — I,
tal que 75-(0) = 0y vsr(s) = 7.
Por ejemplo, 774 : I7 — Iy definido por 474(0) = 0, y74(l) = ~vu(2) = 1,

v74(3) = v7a(5) = 2, ya(4) = v74(6) = 3, ya(7) = 4 es un camino de 0 a 4 en 7
pasos. En la figura se ve una representaciéon grafica de y74.

W,

(a) Ysr(i) —vsr(i—1)=0,1,6 —1, para 1 <i < s.

(b) Ele Ysr (1) = Ysr(i — 1) = 7.

Observacion 2.1.2.

Por lo tanto s puede representarse como una (s + 1)-upla (ko kq ... ks) de ntimeros
enteros entre 0 y r tales que kg =0, ks =ry k; —k;—1=0,16 —1.
También puede representarse como la s-upla [p1,...,ps] de 0, 1 y -1 que indica, a cada

paso i, si Vs (i) —vsr(t —1) =0, 1, 6 —1. Notar que > p; = r. Por ejemplo, el camino 774
definido mas arriba se representa como la 8-upla (01123234) y también como la 7-upla
[1,0,1,1,—1,1,1].

Proposiciéon 2.1.3. Todo s es sobreyectivo como funcion de vértices. En particular
r <s.
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Demostracion. Sea i un vértice de I, y supongamos que no existe ningun vértice de I
cuya imagen sea i. Probaremos, por induccién en j, que 7s(j) < i para todo 0 < j < s.
Con esto quedarda demostrada la proposicién, pues se habra llegado a una contradiccién
con el hecho de que vs,-(s) = .

Como 7,(0) = 0 debe ser i > 1. Entonces se tiene 7,.(0) < i. Sea j tal que 0 < j <'s
y supongamos 7s.(j — 1) < i. Por la observacién 2.1.2 se tlene Yor(J) < vsr(j — 1)+ 1
Esto, junto con la hipdtesis inductiva implica que v5.(7) < i + 1. Como s (j) # 4 ebe
ser vsr(j) < i. O

Definicion 2.1.4.

(a) Decimos que ~s, repite el lugar i si existe un vértice j de I tal que
’Ysr(j) = ’Vsr(j + 1) =

(b) ~vsr es creciente si, para to 1 < i < s, se tiene que Vg (i) — ysr(2 — 1) =06 1. Es
decir v = [p1,...,ps] con p; =06 1.

Observacion 2.1.5. Si s, es creciente entonces s, repite lugares (s — r) veces. En parti-
cular, todo Y41, : Ir41 — I, repite exactamente un lugar una vez.

Observacion 2.1.6. Si un camino s, = (ko k1 ... ks) es creciente entonces
ko <k <...<k,.

Entonces v, queda determinado por la cantidad de veces que aparece cada nimero entre
0y ren la s-upla (koky ... ks). Como ademds s, es sobreyectivo resulta que v, queda
determinado por los lugares que repite junto con la cantidad de veces que repite cada uno.

Ejemplo 2.1.7. Sea g4 : Is — I dado por vg4 = (012223344).

N4

~g4 es creciente y repite dos veces el lugar 2, 1 vez el lugar 3 y 1 vez el lugar 4. Veamos
que g4 es composicién de cuatro v;; , cada uno de los cuales repite exactamente un lugar
una vez. Si g7 ¥ 76 repiten el lugar 2, vg5 repite el lugar 3 y 754 repite el lugar 4 entonces
se verifica y87Y767V65754 = 7Ys4. Gréaficamente,
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Observacion 2.1.8. Si v,41, repite el lugar ¢ y v.,._1 repite el lugar j, con j > ¢, entonces
Yrr—1 © Yr+1r repite los lugares ¢ y j. Si ¢ = j entonces ~,,—1 © Y41, repite dos veces el
lugar 1.

Proposicion 2.1.9. Si s, es creciente entonces hay una sucesion de caminos

Yr+lrs Vr42r+41y- -5 Vss—1
tal que Ysr = Yr1rVr+2r41 -+ Vss—1-
Demostracion. Sabemos que s, repite lugares s — r veces. Supongamos que
1 <ig<...<is

son esos lugares, cada una escrito tantas veces como ~s, lo repite. Paracadar <k < s—1,
sea Yr+1% €l camino que repite el lugar is_;. Las observaciones 2.1.6 y 2.1.8 implican que

Ysr = Vr4+1rVr4+2r+1---Vss—1-

2.2 Homotopia de morfismos simpliciales

En lo que sigue definiremos la nocién de homotopia de morfismos simpliciales, utilizando
los distintos cilindros I,y los caminos 7,5 : I, — Is. Probaremos luego que es equivalente
a la nocién clasica de contigiiidad definida en el capitulo 1.

Definicién 2.2.1. Dos morfismos simpliciales ¢, ¢’ : K — L se dicen elementalmente
homotépicos si la funcién H : K x I} — L definida por H(v,0) = ¢(v), H(v,1) = ¢'(v) es
un morfismo simplicial.

Proposicion 2.2.2. Dos morfismos simpliciales son elementalmente homotdpicos si y
solo si son elementalmente contiguos.
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Demostracion. Sean ¢, ¢’ : K — L morfismos simpliciales elementalmente homotdpicos
y sea H : K x I} — L una homotopia entre ellos. Para todo s € K, H(s x {0,1}) es
un simplex de L. Como H(s x {0,1}) = ¢(s) U ¢/(s) entonces ¢ y ¢’ son contiguos.
Reciprocamente, supongamos que para todo s; € K ¢(s1) U ¢'(s1) € L y veamos que ¢
y ¢’ son elementalmente homotdépicos. Sea s un simplex de K x I;. Como pa(s) es un
simplex de I; y I tiene exactamente tres simplices, se tienen tres casos: pa(s) = {0},
p2(s) = {1} y pa(s) = {0,1}. En el primer caso, H(s) = ¢(pi(s)), en el segundo caso
H(s) = ¢'(p1(s)). En ambos casos se deduce que H(s) € L por ser ¢ y ¢’ simpliciales.
En el tercer caso, se tiene s = {(vg,0), (v1,0),..., (vpn,0), (wo, 1), (w1,1),..., (wm,1)} vy
entonces H(s) = p({vo,v1,...,0n}) U ({wo,w1,...,wm}) C o(pi(s)) U (p1(s)). Como
¢y ¢ son contiguos entonces H(s) € L. O

Definicién 2.2.3. Dos morfismos simpliciales ¢, ¢’ : K — L se dicen homotépicos si
existen k& € N y un morfismo simplicial H : K x I}, — L tal que H(v,0) = ¢(v) y
H(v,k) = ¢'(v) para todo v vértice de K.

Proposicion 2.2.4. Dos morfismos simpliciales son homotdpicos si y sdlo si son con-
tiguos.

Demostracién. Sip, ¢’ : K — L son morfismos simpliciales homotépicos y H : K x I}, — L
es una homotopia entre ellos, definimos, para 0 <1i < k, ¢; : K — L por @;(v) = H(v,1).
Es claro que o9 = ¢ v pr = ¢'. Ademds ¢; es simplicial pues si s es un simplex de K
entonces ¢;(s) = H(s x {i}) y H es simplicial. Por tltimo, ¢; y ¢;+1 son elementalmente
contiguos ya que si s € K ¢;(s) U piyi1(s) = H(s x {i,i + 1}).

Reciprocamente, supongamos que ¢ y ¢’ son contiguos y veamos que son homotépicos.
Existen morfismos simpliciales g, ©1, ..., o, : K — L tales que pg = ¢, pr = ¢’ y, para
1<i <k, ¢; ¥y pi+1 son elementalmente contiguos.

Definimos H : K x I, — L por H(v,i) = ¢;(v). Veamos que H es simplicial. Dado
s € K x I, se tienen dos casos: pa(s) = {i} 6 pa(s) = {4,i + 1}.

En el primer caso s = p1(s) x {i} y por lo tanto H(s) = ¢;(p1(s)).

En el segundo caso

s ={(vo,1), (v1,7), ..., (v, 1), (wo, i+ 1), (w1,i+1),..., (wpy,i+ 1)}

H(S) = (pi({UO’ U1y - - ,Un}) U @i-i-l(wo’wlv s 7wm) C Soi(pl(s)) U Soi-i-l(pl(s))
En ambos casos H(s) € L. O

Los siguientes resultados se deducen inmediatamente de los resultados andlogos para con-
tigiiidad.

Corolario 2.2.5.

(a) La homotopia es una relacion de equivalencia.

(b) Composiciones de morfismos simpliciales homotépicos son homotdpicos.
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(c) Sip y ' son morfismos simpliciales homotdpicos entonces las funciones continuas
lo| v |¢'| inducidas por ellos son homotdpicas.

Sin embargo, veremos como probar estos resultados directamente usando nuestra definicién
de homotopfa.

Para probar (a) definimos la composicién de homotopias y la homotopia inversa.

Sean ¢, ¢’, " : K — L morfismos simpliciales, sea H : K x I, — L una homotopia entre ¢
y ¢’ ysea G : K x Iy — L una homotopia entre ¢’ y ¢”. Definimos H «G : K X I3 — L

como
~ | H(v,j) si 0<j<r
H*G(v’j)_{G(v,j—r) si r<j<r-+s

H * G estd bien definida pues H(v,r) = G(v,0) = ¢/'(v) y es simplicial pues, si s es un
simplex de K y 1 < j <r + s, entonces

H*G(sx{j—ld}):{ g((j:{{j__i’j}})) Z ;i:

Ademas se verifica que

H xG(v,0) = H(v,0) = ¢(v)
H*G(v,r—i—s):G( )zap (v)

Se tiene entonces que la homotopia es una relacién transitiva.

Para probar la simetria definimos H : K x I, — L por H(v,j) = H(v,r — j). Es claro
que, si H es una homotopia entre ¢ y ¢’ entonces H es una homotopia entre ¢’ y .

La reflexividad es inmediata pues la funcién H (v, j) = ¢(v) es una homotopia entre ¢ y

®.

Para probar (b), supongamos que p,¢' : K — Ly ¢,¢' : L — T son morfismos
simpliciales homotépicos. Sea H : K x I, — L una homotopia entre ¢ y ¢ y sea
G : L x I, — T una homotopia entre ¢ y 1)'.

Sea Fy : K x I — T definida por Fi(v,j) = G(¢(v),j). Es claro que Fj es simplicial y
que es una homotopia entre 1y y 9’'¢. De manera similar definimos una homotopia entre
Yoy ¢y’ por Fa(v, j) = ' (H(v, j)).

La composicién F) * Fy es una homotopia entre ¢¢ y ¢'¢/’.

Para demostrar (c¢) supongamos que ¢ y ¢’ son morfismos simpliciales de K en L ele-
mentalmente homotépicos y sea F' : K x I} — L una homotopia entre ellos. Sea C'(K)
el complejo simplicial definido en 1.3.18. Recordemos que C(K) es un subcomplejo de
K x I. Por lo tanto hay un morfismo simplicial inclusién

i:C(K)— K x I.
Como |C(K)| es homeomorfo a |K| x I entonces se tiene una funcién continua

=|Foi|:|K|xI—|L|
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Veamos que G es una homotopia entre || y |¢'].
Sea (o, t) € |K| x I con o = Y ;o(v;)v;. Recordando el homeomorfismo definido en la
demostracién de la proposicién 1.3.20 entre |C(K)| y |K| x I podemos escribir

Gla,t) = |F|(5 g avi)(vi, 0) + (1 — t — S5 a(wi)) (g, 0)+
+(t - Z?:k-l—l a(v;)) (v, 1) + Z?:k-‘,—l a(vi)(vi, 1))
con k tal que S Lo/ (v) <1 —ty SF o/ (v) > 1t

Se verifica facilmente que

3

G(a,0) = a(v;)F(v;,0)
0

(2

3

G(a,1) = > a(v)F(v;, 1).

=

0
Como F(v;,0) = ¢(v;) y F(v;,1) = ¢'(v;), podemos concluir que G(a,0) = |¢|(a) y
G(a,1) = |p|(«). Por lo tanto G es una homotopia entre || y |¢/].

Ejemplo 2.2.6. Sea s un n-simplex. Como todo subconjunto de s es un simplex, toda
funcién f : K x I, — s es simplicial y por lo tanto todos los morfismos ¢ : K — s son
homotopicos entre si.

Observacion 2.2.7. Una homotopia entre dos morfismos simpliciales
o, I, - K

se puede escribir como una matriz de (k4 1) x (r + 1)

H(0,0) H(1,0) H(r,0)

H(0,1) H(1,1) H(r,1)
H - ..

H(0,k) H(1,k) H(r k)

tal que
(a) La primera fila de H es (o ¢1,... ¢r) y la dltima fila de H es (¢ ¢) ... ©L).

(b) Los coeficientes de cada submatriz de H de 2 x 2 son vértices de un mismo simplex
de K.

Reciprocamente, cualquier matriz que cumpla (a) y (b) define una homotopia entre ¢ y
¢’

Una matriz con coeficientes en el conjunto de vértices de K que cumpla la condicién (b)
de la observacién anterior se dira simplicial.
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Ejemplo 2.2.8. Sea K el complejo simplicial

Vi

Vo

Sea ¢ : Ig — K el morfismo simplicial dado por
(vp V1 V2 V3 Vg V3 V5 V3 V2 V).

 es homotdpico al morfismo constante vyg.

La matriz
Vo V1 V2
V9 V1 v
H = 0 1 2
Vo V1 V2
Vo Vo Vo

es una homotopia entre ellos.

U3
U3
V2
Vo

Vo

V4
U3
U2
Vo

U3
U3
V2
Vo

Vs

Vg

Us
U3
V2
Vo

Vs

U3
U3
V2
Vo

V2 Vo
V2 Vo
V2 Vo
Vo Vo

Fl siguiente ejemplo es un caso particular de la proposicion que se demuestra a conti-
nuacién. En él se ilustra la idea que se utilizara en la demostracién de dicha proposicion.

Ejemplo 2.2.9. Sea 7194 dado por (0 1 01 2 3 4 3 2 3 4). 7104 es homotépico a

(01234444444).

Se puede construir una matriz de homotopia H de 5 filas y 11 columnas de la siguiente

manera.

Lafilales(01012343234). Lafila2 de H se construye reemplazando todos los ceros
que aparecen en la fila 1, salvo el primero, por unos. La fila 3 se construye reemplazando
todos los unos que aparecen en la fila 2, salvo el primero, por el niimero dos. Y asi se
sigue hasta que en la fila 5 se llegaa (01234444444).

La matriz H es:

Il
O OO OO
I = = =
NN = O

W W N = =

=W NN N

W W W Ww

[l S N ST N

W W w w

=W NN N

W Ww w w

NSNS

Notar que la homotopia deja fijos los extremos en cada paso.

o1



Proposiciéon 2.2.10. Todos los caminos de 0 a v en s pasos son homotopicos entre si con
una homotopia que deja fijos los extremos en cada paso.

Demostracion. Probaremos que todo <. es homotdpico al morfismo dado por
(012 ... 7—17 ... r). Para ello construimos una homotopia H = (v;;) inductiva-
mente con la misma idea que en el ejemplo 2.2.9.

La fila 1 de H es (7s-(0) vsr(1) ... vsr(s)). La fila 2 se define como

- Vij St Uij#o o j:1
K 1 si v;=0 1y j#1

En la fila 2 hay un solo cero, el correspondiente a la columna 1. Si habia mas ceros en la
fila 1, éstos fueron reemplazados por unos.
Si suponemos definida la fila 4, definimos la fila i + 1 como

- ’Uz'_lj st ’Ui_lj#’i—Q o j:’i—l
E 1—1 st Ui_lj:’i—Q Yy j;éi—l

Asi la fila i verifica que v;; = j — 1 para todo j < iy v;; > ¢ — 2 para j > i.

0 wvi2 vz ... Vi1 VL Vil .- Ulegl -e. Ulstl
0 1 weg ... w24-1 W2 V2itl .- V2941 ... V2541
H= 0 1 2 .1 —2 Vi—1: YVi—14i+1 -+ Uj—1r4+1 --- UVj—1s+1
0 1 2 o1 =2 1—1 Vii+1 Vir+1 Vi s+1
L0 1 2 ...oi—2 i—1 i ... v

Para ver que H es una homotopia, consideremos una submatriz de H de 2 x 2

S — [ Vi-15 Vi—1j+1 }

Vi 5 Vi j+1
L j—2 j—1 e .
Sij <i— 2 entonces S = oo o1 Si j > ¢ — 1 entonces v;; > 7 — 2 y tenemos
los siguientes tres casos:

Caso 1 vj—1j=1—2. EnestecasoS:[E:? z:?} (55:[2._2 i—1 }

Caso 2 v;1;>1—2y w1511 =1—2. Ahora S = {2:1 z:?]

Caso 3 vj—1; >1—2y vj_1j41 > 1 — 2. En este caso las dos filas de S son iguales.

En los tres casos los coeficientes de S son vértices de un mismo simplex de I y por lo
tanto H es una homotopia. O
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2.3 El grupo fundamental de un complejo simplicial

Definimos ahora el grupo fundamental de un complejo simplicial y probamos que es na-
turalmente isomorfo al grupo fundamental de su espacio asociado.

Definicién 2.3.1. Sean ¢, ¢’ : I, — K morfismos simpliciales tales que ¢(0) = ¢'(0) = vy
vy o(r) = ¢'(r) = v}, donde vy y v, son vértices de K. Decimos que ¢ y ¢’ son homotdpicos
con extremos fijos si son homotdpicos relativos al subcomplejo 0-dimensional de I, con
vértices 0 y 7.

Como ya hemos notado, la homotopia definida en la demostracién de la proposicién 2.2.10
es una homotopia con extremos fijos.

Observacion 2.3.2. La homotopia con extremos fijos es una relaciéon de equivalencia.

De ahora en mds trabajaremos con complejos simpliciales punteados (K, vg), donde vy es
un vértice fijo de K.

Notaremos |1, K],, al conjunto de clases de homotopia con extremos fijos de morfismos
simpliciales ¢, : (I;,{0,7}) — (K, vp). Notamos [¢], a la clase de ¢ en [I, K],,.

Como todos los caminos de 0 a r en s pasos son homotdpicos con extremos fijos, se tiene,
para todo par s > r, una aplicacién

fs [I””?K]UO - [IS?K]UO

bien definida por
fs (erlr) = lorvsrss
donde s, es cualquier camino de 0 a r en s pasos.

La familia {[I,, K],, f1 } forma un sistema dirigido de conjuntos. El limite directo de esta

familia es el conjunto de clases de equivalencia de |J [I,, K], respecto de la relacién de
r>0
equivalencia

[907’]7“ ~ [Sos]s & dm > 3/[<Pr7mr]m = [(Ps’Yms]m

Notamos [p,] a la clase de [¢,], en el colimite im[I,, K],y = U [Ir, Ko,/ ~-
- r>0

Definimos ahora una operacién en lim[/,, K], que define una estructura de grupo.
—

Dado ¢, : (I;,{0,7}) — (K,v) ¥ ¢s : (Is,{0,s}) — (K,vp) se define
@r * @5t (Irgs,{0,7 + s}) — (K, v0)

por
Or x s = (r(0) o r(r) @s(1) ... ps(s))

sis> 1y @p*xps =@, sis=0. Definimos [¢,] * [ps] = [¢r * ps].
Para ver que esta operacién estd bien definida supongamos que [p,] = [¢m] ¥y probemos

que [@or * ©s] = [Pm * @s].
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Si [pr] = [¢m] entonces existe n > r,m y caminos Yu, ¥ Ynm tal que [©mYnmln = [@rYnr)n-
Sean

Yntsr+s = (Ynr(0) oo Ypr(n) 7+ 1 ... 7+ 5)

y
Tn+mm+s = (’Ynm(o) - ’ynm(n) m+1...m+ S)
entonces
(QD’/‘ * 905) O Tntsrd+s = (@T’an(o) ce @T’an(n) 905(1) s (PS(S))
y

Pm * Ps O Vntsm+s = (‘Pm'Ynm(O) oo OmYnm(n) 903(1) s 903(8))

Ahora si H = (v;;) es una homotopia con extremos fijos entre ¢, Ynm ¥ @rynr entonces

Vi1 e Uimt1 ps(l) .o ps(s)
F =

Vg1l - Ukgime1 ©s(1) ... @s(s)

es una homotopia entre ., * ©s © Ynismis ¥ ©r * Qs © Ynisris- Lenemos entonces que
[907“ * ‘PS] = [907’ * Som]'

Es inmediato verificar que (¢, * ©s) * ©m = @r * (ps * pm) ¥ se deduce que el producto en
lim[I,, K], es asociativo.

Notamos ¢* = @ ... % .
Sea eq : Ip — K el morfismo definido por ey(0) = vg. Es claro que

Pr k€0 = €0 * Or = Pp

y [eo] es el elemento neutro para esta operacién. Sir > 0 notamos e, al morfismo constante
de I en K. Se tiene [e,;] = [eo] para todo r € N.

Veamos, por iltimo, que todo elemento de lim[I,, K], tiene inverso.

Definimos, para cada ¢, : (I, {0,7}) — (K, vp), el morfismo @, : (I,,{0,7}) — (K, vg) por
@r(i) = @r(r —i).

Para probar que [¢, * @;| = [eg], consideremos la siguiente matriz
[ Vo vr ... Uk Vg4l .- Up—1 Ur Up—1 v+ UVky1 Vg ... U1 Vo 1
Vo (%] oo Uk V41 oo Up—1 Up—1 Up—1 ... UVg41 Vg ... U1 Vo
H = Vo vr ... UV Vg1 .-+ Vk41 V41 Vg1 -+ UVk41 Vg ... U1 Vo
Vo v ... Uk Vk e VE Vk VE oo VE Vg ... U1 Vo
Vo V1 .o N U1 e (%1 V1 V1 NN (%1 V1 ... U1 Vo
L Vo Vo ... o Vo e Vo Vo Vo e Vo vo ... Vo Vo |

Como ¢, es simplicial el conjunto {v;, v;+1} es un simplex de K para todo 0 < i < r. Cada
submatriz de H de 2 x 2 tiene todos sus coeficientes en algin {v;,v;+1}. Por lo tanto H
es una homotopia entre @, * @, v ea,.

Definimos ¢ % = 3% y 0 = ¢y y asi, queda definido ¢* para todo k € Z.
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Observacion 2.3.3. [¢¥] = [¢]" para todo k € Z
El grupo lim[I,, K], es el grupo fundamental del complejo simplicial punteado (K, vg) y
se lo denota IIy (K, vg).

Ejemplos 2.3.4.

(a) De lo visto en el ejemplo 2.2.6 se deduce que si s es un n-simplex y vy es un vértice
de s entonces II; (s, vp) = 0.

(b) Si K es el complejo simplicial definido en el ejemplo 2.2.8 entonces 11 (K, vp) = 0.

Probamos ahora que el grupo fundamental de un complejo simplicial es naturalmente
isomorfo al grupo fundamental de su espacio asociado.

Teorema 2.3.5. Hay un isomorfismo natural entre I1;(K,vg) y I1(|K|,vp) definido en
la categoria de los complejos simpliciales punteados.

Demostracion. Definimos
@'r : [IT,K]UO — Hl(’K| ,’Ug)

por
Or([er]r) = llerll,

donde [|¢,|] denota la clase en II; (| K|, vo) de la funcién continua asociada a ¢,. Por el
corolario 2.2.5, O, estd bien definida.
Veamos que, si s > r, el siguiente diagrama conmuta

[IT,K]’UO &
Ir I, (|K| ,v0)
(L, Klp /@s

Recordemos que O f?([¢r]r) = [|orysr|]-
Sea F': I x I — | K| definida por

F(x,t) =[] (t|vsr| () + (1 = t)z).

Es claro que F' estd bien definida y que es continua. Ademds, se verifica facilmente que
F(z,0) = |¢r| () y F(x,1) = |prysr| (z). Por lo tanto F' es una homotopia entre |p,| y

lorysel ¥y Os £ ([er]) = Or([r])-
Por la propiedad universal del limite directo existe una tinica aplicacién

O : I (K,vg) — I (| K|, vo)
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que coincide con O, en cada [I,, K]y,.

Veamos que O es sobreyectiva. Para ello, sea w : I — |K| una curva cerrada en
vg. Por el teorema de aproximacion simplicial existe n € N y existe ¢ : sd"l1 — K
aproximacion simplicial a w. Como sd™ Iy = Ion, podemos pensar a ¢ : Ion — K y se tiene
o((6]) = [16]] = ]

Para ver que © es inyectiva supongamos que ¢, : (I,,{0,7}) — (K,v) y
vs © (Is,{0,s}) — (K,vg) son tales que |p,| es homotdpica a |ps| y supongamos
que s > r. Por la buena definicién de © tenemos que |¢7Vsr| ~ |¢r| para todo camino s,
y por lo tanto |¢,vsr| ~ |¢s|. Por el corolario 1.5.8 existe n € N tal que si A : sd"I; — I
es una aproximacién simplicial a id : |[sd"Is| — |Is| entonces ¢,y A ~ @sA. Como
sd"Is = Igon se tiene que A : I, — I, donde k = 5.2". Como A(0) = 0y A(k) = s
entonces A es un camino de 0 a s en k pasos y s A es un camino de 0 a r en k pasos. Por
la definicién de II; (K, vg) resulta que [¢,] = [@s].

La naturalidad de © se verifica facilmente.

2.4 Caminos de aristas

En esta secciéon recordamos las definiciones béasicas de caminos de aristas y probamos
que el grupo de caminos de aristas de un complejo simplicial punteado es naturalmente
isomorfo a su grupo fundamental. De esta manera, ejemplificamos la relaciéon entre
nuestro enfoque y el enfoque clésico.

Una arista de un complejo simplicial K es un par ordenado de vértices (v,v’) tal que
{v,v'} es un simplex de K (notar que puede ser v = v'). El vértice v se llama el origen
de la arista y v’ el fin. Un camino de aristas de K es una sucesién finita e; ex ... e, de
aristas de K tal que fine; = orige;y; para 1 < ¢ < r — 1. Se define orig( = orige; y
fin¢ = fine,. Un camino de aristas cerrado en vy € K es un camino de aristas de K que
tiene a vy como origen y fin.

Si (1 y (2 son dos caminos de aristas de K tales que fin (; = orig (3, se define el producto
(1 - (2 como la sucesion de aristas de (7 seguida por la la sucesion de aristas de (2. Es claro
que orig (1 - (o = orig (1 y fin(y - (o = fin (s y que el producto es asociativo.

Definicién 2.4.1. Dos caminos de aristas ¢ y ¢’ se dicen simplemente equi valentes si
existen vértices v,v’,v” de K que pertenecen a un mismo simplex de K tales que {(,(’}
es igual a alguno de los siguientes conjuntos.

(a) {(v,v"), (v, ") (v, ")}
(b) {¢(v,v"), ¢ (v,v")(v,0")} para algin camino de aristas (7 con fin; = v.

(¢) {¢i(v,v")Ca, C1(v,v")(v',v") (2} para dos caminos de aristas (1 y (2 en K con fin(; = v
y orig (o = v".
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Dos caminos de aristas ( y ¢’ se dicen equivalentes y se nota ¢ ~ ¢’ si hay una sucesién
finita de caminos de aristas (y, (1, ...,y tal que ¢ = (o, ¢’ = ¢ y (-1 v ¢ son simplemente
equivalentes para ¢ =1,2,...,n.

La equivalencia de caminos de aristas es una relacién de equivalencia y notamos [(] a la
clase de (.

Observacion 2.4.2.

1- Si ¢ ~ ¢ entonces ¢ y ¢’ tienen el mismo origen y el mismo fin.
2- Si (1~ (], G2~ Gy y fin(y = orig (2 entonces (1 - (2 ~ (] - (-
3- Siorig¢ = v y fin( = v entonces (vi,v1) ~ ¢ ~ ((ve,v2).

Si e = (v,v') es una arista de K definimos e™! = (¢v/,v) y si ( =e€;...e, es un camino de

aristas en K definimos (7' = et ..., .

Observacion 2.4.3.

1- orig¢~! =fin( y fin ¢~ = origC.
2- Si {4 ~ (o entonces Cl_l ~ CQ_I.
3- Si orig¢ = vy y fin ¢ = vy entonces (¢! ~ (vy,v1) ¥y (71 ~ (v, v3).

De las observaciones anteriores se deduce que si K es un complejo simplicial y vy es un
vértice de K el conjunto de los caminos de aristas en K cerrados en vy con el producto
definido por [(1][C2] = [C1(2] es un grupo.

Este grupo se llama el grupo de caminos de aristas de K con vértice base vg y se nota
E(K, Uo) .

Si (K1,v1) y (K2,v2) son dos pares simpliciales y ¢ : (Kj,v1) — (K2,v2) es un morfismo
de pares queda definida una aplicacién

(p* . E(Kl,vl) — E(K2,'U2)
por ¢*([¢]) = [p(C)] donde, si ¢ = (v1,v2) ... (Ur, Ury1),

P(Q) = (p(v1),¢(v2)) - - (p(vr), p(vry1))-

Para ver que ¢* estd bien definida observemos que, si v, v' y v” son vértices de un simplex
de K; entonces ¢(v), p(v) y ¢(v") son vértices de un simplex de K». Esto implica que
si ( y ¢’ son caminos de aristas en K7 cerrados en vy tales que ¢ y ¢’ son simplemente
equivalentes entonces p(¢) y ¢(¢') son caminos de aristas simplemente equivalentes en Ko.
Es facil verificar que ¢* es un morfismo de grupos.

Se tiene entonces que E(K,vp) es un funtor covariante de la categoria de los complejos
simpliciales punteados en la categoria de grupos.

Probaremos que hay un isomorfismo natural entre el grupo caminos de aristas y el grupo
fundamental de un complejo simplicial punteado. Para ello necesitamos una definicién y
un lema previo.
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Definicién 2.4.4. Dado un complejo simplicial punteado (K, vp) y un morfismo de pares
simpliciales ¢ : (I, {0,7}) — (K, vg) definimos el camino de aristas ¢, por

Co = (2(0), (1))((1),9(2)) - - - (@(r — 1), ¢(r)).

Lema 2.4.5. Sean ¢, ¢ : (I,,{0,7}) — (K,vg) morfismos de pares simpliciales. Si ¢ y
¢’ son homotdpicos, entonces G, y (v son equivalentes.

Demostracion. Por transitividad, basta probarlo para ¢ y ¢’ elementalmente homotdpicos.
/

Para cada i, con 1 <i <r,seae; = (p(i—1), (i), e = (¢'(i=1),¢'(9)) y & = (p(3), ¢'(i)).
Notar que €; es una arista de K porque ¢ y ¢’ son homotépicos. Por la definicién 2.4.4,
Cp=¢€1...6 ¥ Cu =€) ...€) ypor la definicién de equivalencia
€e1eg...ep ~ 616161_162 R ler.
Observemos que , como ¢(0) = ¢'(0) entonces
erer = (¢(0), (1)) (¢(1),¢'(1)) = (¥'(0),¢'(1)) = €
y, como como (1) = ¢'(r) entonces

a1 e = (' (r = 1),0(r = 1)) (p(r —1),0(r) = (¢'(r =1),¢'(r) = €.

Ademéds, como ¢ ~ ¢ entonces el conjunto {p(i — 1), (i), ¢’ (i —1),¢ (i)} es un simplex
de K para todo i con 1 <17 < r. Por lo tanto, si 1 <17 < r se tiene

a1 lee = (@' (i — 1), (i — 1) (p(i — 1),0(0)(¢(i), ¢ (1)) ~ (¢'(i = 1),¢/ (i) = €}

Luego

—1 —1 /! / /
( ~e1e1e] ~...€_16,_1 € ~e€jey...e. =( .

Teorema 2.4.6. Hay un isomorfismo natural entre E(K,vy) y I11 (K, vp).

Demostracion. Para cada r € Ny definimos
Ly I, K]y — E(K,v0)

por
Lr([pr]r) = Cor-

Por el lema anterior, esta aplicacién estd bien definida.
Veamos que la familia {I', },>¢ define una funcién

I : lim[l,,v9] — E(K,vp).

Para ello debemos probar que si s > ry f5: [I, K|y, — [Ls, K]u, es la funcién definida por
fi([erlr) = [rvsrls entonces s 2 ([r]r) = T ([ior]r) para todo ¢ : (1,{0,7}) — (K, vo).
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Es decir, que el siguiente diagrama es conmutativo:

[ImK]vo x
f;‘g E(K, ’Uo)
(I, K], /F

Sea s >ryvsy=(01... r—1r ... 7). Entonces

Corver = (9r(0),0r(1)) - (r(r = 1) 00(7)) - - - (01 (1) 00 (7)) ~ Cp,

Como Tsfi([er]lr) = Ts(lprsels) = [Csor'ysr] vy Te(fer]r) = [Csar] se concluye que

Ls f7([erlr) = Tr(lor]r).
Por la propiedad universal del limite directo hay una aplicacion

I : lim[],, v9] — E(K,vg)

que verifica I'([¢r]) = T ([¢r]r). Veamos que I' es un isomorfismo de grupos.
Observemos que

Fr-&—s([@r * (Ps]r—f—s) = Coprps = Cp,Cps = FT([@T]T)FS([SOS]S)

Por lo tanto I'([p, * vs]) = T'([¢r])T([¢s]) ¥y T' es un morfismo de grupos.

Es féacil ver que I es sobreyectiva pues si { = e; ... e, es un camino de aristas en K cerrado
en vy con e; = (v;_1,v;) para 1 < i < r entonces la funcién definida en el conjunto de
vértices de I, por ¢(i) = v; es un morfismo simplicial, ¢(0) = ¢(r) = vo y T'([¢]) = [{].
Ahora veamos que I' es inyectiva. Sean ¢, y ¢, tales que (,, y (p, son equivalentes y
veamos que [p,] = [ps].

Supongamos primero que (,, v (,, son simplemente equivalentes y supongamos que s > r
(notar que debe ser s = r + 1). Entonces el conjunto {(,,,(,,} es igual a alguno de los
siguientes:

(a) {(vo,v0), (vo,v)(v,v0)}
(b) {e1...er—1(vp_1,v0),€1...€r—1(vp—1,v)(v,00)}
(c) {e1...ex—1(Vk—1,Vk)€ks1--.€r €1 ...€5—1(Vk—1,0)(V,V)€ks1 . €}

Analizemos el caso (c). Los casos (a) y (b) son similares.
Por la definicién 2.4.4 es e; = (v;—1,v;), con ¢, (i) = v; y

V; si 1<i<k-1

ps(i) =< v si i=k
vic1 st k+1<i<s
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y por lo tanto es
or () si 1<i<k-—1
ws(i) =< v si 1=k
or(i—1) si k+1<i<s

Se tiene
s = (r(0) ... or(k = Dvpp(k) ... or(r))

Por la definicién de equivalencia y teniendo en cuenta que vi_1 = ¢ (k — 1) y vg = @, (k)
se tiene que {¢,(k —1),v,¢,(k)} es un simplex de K.
Sea - el camino que repite el lugar k — 1 y sea

I or(0) .. oork=1) or(k—=1) @p(k) ... @r(r)
er(0) ... wr(k—1) v er(k) .. en(r)
Claramente H es una homotopia entre ¢,vs, v ©s.
En el caso general se tiene que (,, y (p, son equivalentes entonces existe una sucesién
finita de caminos de aristas Cp,...,(, cerrados en vg tal que (,,. = (o, (o, = Ck ¥, para
todo 0 <i <k —1, (v (41 son simplemente equivalentes. Por la sobreyectividad de T,
para cada i, con 0 < i < k — 1 existe un morfismo simplicial

@i+ (Ir;,{0,7:}) — (K, vo)
tal que ¢; = (,,. Entonces para cada i =0,1,...,k—1 [p;] = [pi+1] v, por la transitividad

€S [‘PT] = [903]-
La naturalidad de I se verifica facilmente. O
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Capitulo 3

Calculo de grupos fundamentales
por métodos combinatorios

En este capitulo damos una demostracién original de que el grupo fundamental de S' es
isomorfo a Z y calculamos el grupo fundamental de la unién en un punto de varias copias
de S, siguiendo el enfoque introducido en el capitulo 2.

3.1 Preliminares

Empezamos probando algunos resultados preliminares.
Sea ¢, : I, — K un morfismo simplicial. Podemos representarlo como una (r + 1)-upla
(vo ... vy) de vértices de K.

Definiciéon 3.1.1. Decimos que ¢, es reducible si existe s < r y un morfismo simplicial
s : Is — K tal que [p,] = [ps]. Es decir, si existe m > r, s y caminos 7y, yms tales que
OrYmr Y ©sYms SON homotdpicos con extremos fijos.

Esto significa que un morfismo es reducible si es equivalente a un camino de menor longitud.

Definiciéon 3.1.2. Decimos que ¢, contiene una secuencia elemental si existe i, con
0 <i<r—1tal que v; =vi41 6 vVi—1 = vi41. Si v; = v;41 decimos que (v; vi+1) es
una secuencia elemental de tipo (v v). Si v;—1 = vj+1 # v; decimos que (v;—1 v; Vi+1) es
una secuencia elemental de tipo (v v’ v).

Proposicion 3.1.3. Si ¢, contiene una secuencia elemental entonces @, es reducible.

Demostracion. Supongamos que existe 0 < i < r —1 tal que ¢, (i) = ¢, (i+1) y sea v r—1
el camino que repite el lugar i. Sea

Gro1 = (r(0) o i = 1) o, (i+1) .. (1)) (3.1)

entonces @,_1 es un morfismo simplicial y ¢, = @,_17,,—1. Por lo tanto [p,] = [pr—1] ¥
oy es reducible.
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Supongamos ahora que existe 1 < i <r —1 tal que ¢, (i — 1) = ¢, (i + 1). Sea

o =(pr(0) ... or(i—1) r(i+1) (i 4+ 1) ... p(r)).

Entonces ¢). es simplicial, ¢ ~ ¢, v ¢l(i) = ¢l(i + 1). Entonces, si de nuevo definimos
©r—1 por la ecuacién 3.1 se tiene [¢,] = [¢]] = [@r—1] ¥ ¢r es reducible. O

Se prob6 que si ¢, contiene una secuencia elemental de tipo (v v), entonces [pr] = [pr_1],
donde ¢,_; es el morfismo definido por la (r — 1)-upla que resulta de eliminar v de la
secuencia (v v) y que, si ¢, contiene una secuencia elemental de tipo (v v’ v), entonces
[or] = [pr—1], donde ¢,_1 es el morfismo definido por la (r — 1)-upla que resulta de
eliminar v’ de la secuencia (v v’ v).

Por esta razén decimos que v y v’ son los elementos reducibles de las secuencias (v v) y
(v v" v) respectivamente.

La reciproca de esta proposicién no es cierta en general. Por ejemplo, si s es el 2-simplex,
entonces el morfismo I3 — s dado por (vgv;vavg) es reducible pues [p] = [ep]. Sin
embargo, ¢ no contiene secuencias elementales.

Probaremos que la reciproca de la proposicién 3.1.3 si es cierta para complejos simpliciales
de dimensién 1. Para probar esto necesitamos un lema previo.

Lema 3.1.4. Sea (K,vg) un complejo simplicial punteado. Si ¢ : (I, {0,7}) — (K, vg)
es un morfismo simplicial reducible no constante, entonces existe un morfismo simplicial
¢ (I1,{0,7}) — (K,vo) distinto de ¢ y elementalmente homotdpico a .

Demostracion. Supongamos que el tinico morfismo simplicial homotépico a ¢ es el mismo
© v que ¢ es reducible y llegaremos a una contradiccién.
Como ¢ es reducible, entonces existe s < r, existe un morfismo simplicial

(2 (Isv {075}) - (K7 UO)

y un camino v, tal que ¢ es homotdpico a 1,s. Entonces debe ser ¢ = ¢,.s. Podemos
suponer que s repite al menos un lugar y por lo tanto ¢ repite al menos un lugar.
Entonces, o bien existe 1 < ¢ < r —1 tal que ¢(i) = (i + 1) y ¢(i) # ¢(i — 1), o bien
existe 1 <j<r—1talque p(j—1)=p()y v()# ¢ +1). Sea v; = p(i). Entonces

Y = (7)077)17 ey Ui—1, V5, U3y Vit 1y - - - 77)7“)
Pero es claro que, en el primer caso, el morfismo
/— . . . .
SD - (/007 Ulu e 7UZ—17UZ—17U27 Ul-i-l) e 7UT)

es homotopico a ¢ y es distinto de .
Andlogamente, en el segundo caso, el morfismo

"
Y = (1}0,1}1, e ,Uj_l,’Uj,Uj_H, Uj+1, e ,U7~>

es homotoépico a ¢ y es distinto de ¢.
Se llega asi a una contradiccion y el lema queda probado. O
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Proposicién 3.1.5. Sea (K,vy) un complejo simplicial punteado de dimension 1 , sea
¢ : (I,{0,7}) — (K,v9) un morfismo simplicial. Si ¢ no contiene ninguna secuencia
elemental entonces el dinico morfismo simplicial homotdpico a @ con extremos fijos es el
mismo .

Demostracion. Basta probar que, si ¢ : ([;,0,r) — (K,vp) es un morfismo simplicial
elementalmente homotépico a ¢, entonces ¢’ = .

Supongamos que
oo [ 2(0) @) .. p(r) ]
¢'(0) ¢'(1) ... ¢(r)
es una homotopia y veamos que ambas filas son iguales.

Sea v; = ¢(i) y vj = ¢'(i). Como ¢ no contiene ninguna secuencia elemental entonces
viF v paral<i<r—1ywv_1 #viy1 paral <i<r—1.

Vo VU1 V2 V3 ...
H = / / /
UO 1)1 fU2 U3 [

En cada submatriz de 2 x 2 de H aparecen a lo sumo dos vértices de K. En particular

vy v v v
esto vale para 0 ,1 y ,1 ? . Como vy # v1, v1 # v2 ¥ vy F# v2 se deduce que
v = 1.
. . . v U v Y
Repitiendo este razonamiento para las submatrices } ? vy ? [,) se deduce que
vl Ug vy Vg
vh = va.
Repitiendo este razonamiento hasta llegar a la tltima columna de H se concluye que
r_
' =. O

Combinando los dos resultados anteriores se obtiene el siguiente corolario.

Corolario 3.1.6. Si (K,vg) es un complejo simplicial punteado de dimension 1 y
v : (I, {0,7}) — (K,vo) es un morfismo simplicial reducible entonces ¢ contiene al menos
una secuencia elemental.

En general, dos morfismos simpliciales ¢, ¢’ : I, — K que estdn en en la misma clase en
IT; (K, vp) no son necesariamente homotdépicos. Sin embargo, veremos que si K tiene di-
mension 1y ¢, : I, — K es tal que [p,] = [e,] entonces ¢, y e, son morfismos homotépicos.
Para probar esto necesitamos un lema previo.

Lema 3.1.7. Sea (K, vy) un complejo simplicial punteado de dimension 1. Sea e, : I, — K
el morfismo constante. Sea @, : I, — K un morfismo simplicial con ¢,(0) = ¢r(r) = vo.
Entonces o, y e, son homotopicos con extremos fijos si y solo si existe vy,11, tal que
OrYr+1r Y €1 SOn homotopicos con extremos fijos.

Demostracion. Si @, ~ e, v Yr+1r €s cualquier camino entonces

CrVr+1r ~ ErVrl1r ~~ Ep41.

Reciprocamente, veamos que Si ©rVr+1r ~ €r41 entonces ¢, ~ e.
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Sea H : I,41 x Iy — K una homotopia con extremos fijos entre ¢, Vrt+1,- v €r41. H se
representa como una matriz de s+ 1 filas y 7 + 2 columnas. Construiremos recursivamente
una matriz G de s+ 1 filas y 7 + 1 columnas eliminando, de cada fila de H, un elemento
reducible de una secuencia elemental elegida de manera que G resulte una homotopia entre
$r Yy €Er.

En la demostracién de este lema notaremos Hj a la submatriz de H que consiste de las
filasky k+1de H.

Sabemos que en la fila 1 de H hay una secuencia elemental de tipo (v v) porque Y41,
repite un lugar. Para construir la fila 1 de G eliminamos uno de los elementos de dicha
secuencia.

Supongamos que ya fue construida la fila k de G eliminando un elemento reducible de una
secuencia elemental.

Supongamos primero que de la fila k eliminamos v’ de una secuencia elemental de tipo

(v v v). Entonces
Hk:|: v v oW ]
ey 2.
Como v' # v y H es simplicial entonces z, y, y z pueden ser iguales a v 6 v’. Se tienen
8 secuencias posibles para (z y z). En todas ellas y es un elemento reducible de una

secuencia elemental.
La fila k 4+ 1 de G se construye eliminando y de la fila &k + 1 de H. Se tiene entonces

AR R R
Gk_[... T z }

Una submatriz de G de 2 x 2 es, o bien una submatriz de H, o bien [ Z Z ] Es claro

que en ambos casos entre sus coeficientes hay a lo sumo dos vértices de K.
Supongamos ahora que el elemento eliminado en la fila k pertenecia a una secuencia
elemental de tipo (vv). Se tienen cuatro casos:

Caso 1 La secuencia (vv) se encuentra entre dos vértices v’ y v” de K tales que v/ # v".

Entonces

Hk:|:’U v v v :|

Caso 2 A la derecha y a la izquierda de la secuencia (v v) aparece el mismo vértice v’ de K
y v # v. En este caso

Hk:|: v v v v :|



Caso 4 La secuencia (vv) estd en un extremo de la fila k& de H. Es decir,
/ /
Hk:[vvv "'}éHk:['”U vv]'
xT Yy z ... eoxy oz
Analizemos el caso 1.

Supongamos primero que v’ # v y v” # v. Como H es simplicial, debe ser x = v 6 z = v/,
y=vo6y=2v,2=v62z2=v"yw=0v06w=1". Ademds, no puede ser simultaneamente
y=vy z=1". Es decir, debe ser y = v 6 z = v. Se tienen entonces 12 secuencias
posibles para (z y z w). Construimos la fila £+ 1 de G eliminando y siy # vy z siy = v.
En todos los casos se habrd eliminado un elemento reducible de una secuencia elemental.
De esta manera,

U T I

G =
.o VoW

Cualquier submatriz de G}, es, o bien una submatriz de H, o bien una submatriz de
vov
r v ow |’

Por lo tanto toda submatriz de 2 x 2 de GG, es simplicial.

Si v/ = v puede ser x = v 6 x = U donde T es cualquier vértice de K tal que {v,7} es un
simplex de K. Algo similar ocurre si v/ = v. En ambos casos se verifica, igual que antes,
que y =v 6 z =wv. La fila k + 1 de G se construye nuevamente eliminando y siy #vy z
si y = v. En todos los casos se habra eliminado un elemento reducible de una secuencia
elemental y se verifica que toda submatriz de 2 x 2 de G, es simplicial.

En el caso 2 la secuencia (zy zw) puede ser cualquier secuencia formada con los vértices
vy v'. Se tienen 16 secuencias posibles y se verifica que en todas ellas y y z son elemen-
tos reducibles de una secuencia elemental. La fila k + 1 de G se construye eliminando
indistintamente y 6 z. Supongamos que eliminamos ¥y, entonces

v v

G = .oxT zZow

Es claro que cualquier submatriz de 2 x 2 de Gy, es simplicial.

En el caso 3 puede suceder que en la secuencia (xyzw) aparezcan 1,2, 6 3 vértices
distintos de K. Si aparecen a lo sumo 2 vértices de K la fila k + 1 de G se construye
como en el caso 2 , eliminando indistintamente y 6 z. Si, en cambio, aparecen 3 vértices
distintos de K entonces, como en el caso 1 necesariamente es y = v 6 z = v. La fila
k + 1 de G se construye como en el caso 1, eliminando y, si y # vy z si y = v. De la
misma forma que en los casos 1 y 2 se verifica que el elemento eliminado es una elemento
reducible de una secuencia elemental y que toda submatriz contenida en Gy es simplicial.
Finalmente, en el caso 4 observemos que, como H es una homotopia con extremos fijos
entonces la secuencia (zyz) consiste de a lo sumo 2 vértices de K. La fila k + 1 de G
se construye eliminando y de esta secuencia. Nuevamente se verifica que toda subma-
triz de 2x2 de G}, es simplicial y que y es un elemento reducible de una secuencia elemental.
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De esta manera queda definida inductivamente una matriz G cuya primera fila es la (r+1)-
upla correspondiente a ¢, y cuya ultima fila es la (r 4+ 1)-upla (vg ... vg). Como cada
submatriz de 2 x 2 de G es a su vez submatriz de Gy, para algin k y se prob6 que, para
todo 0 < k < s, G} es simplicial entonces queda demostrado que G es simplicial. Por lo
tanto G es una homotopia entre @, y e,.

O

Corolario 3.1.8. Sea K un complejo simplicial de dimension 1, sea vg € K. Sea
or + I, — K un morfismo simplicial con ¢.(0) = ¢.(r) = vo. Entonces p, y e, son
homotdpicos con extremos fijos si y solo si existe s > 1 y Ysr tal que ©rvsr Y €5 SON
homotdpicos con extremos fijos.

Demostracion. Podemos suponer que 7s, es creciente por la proposicién 2.2.10. Entonces
por la proposicién 2.1.9 se tiene @, Vsr = ©pYrt1r---Vss—1 y aplicando varias veces el lema
anterior se tiene una implicacion.

La otra implicacién es inmediata. O

Corolario 3.1.9. Sea K un complejo simplicial de dimension 1, sea vg € K. Sea

or + I, — K un morfismo simplicial con ¢,(0) = ¢.(r) = vo. Si [¢r] = [eo] entonces
pr es homotdpico a e, con extremos fijos.

3.2 El grupo fundamental del borde del 2-simplex

Calculamos ahora el grupo fundamental de $ con punto base vy, donde $ es el borde del
2-simplex.

V2

Vo Vi

Llamamos ¢ al morfismo simplicial de I3 en $ dado por g = (vg v1 v vg). Recordemos
que g¥ = gxgx...xg= (vo vy va Vo VL V2V ... Vg V1 V2 Vo). Notar que g* no contiene
secuencias elementales y por lo tanto no es reducible.

Proposicién 3.2.1. Dado un morfismo simplicial ¢, : (I,,{0,r}) — ($,v9) existe un
inico k € 7 tal que [¢,] = [¢¥].

Demostracion. Sea M el siguiente subconjunto de Njy.
M = {j € No/3g; : (1,{0,5}) — (K, v0)/les] = [¢r]}
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Observar que M # () pues r € M. Sea m = min M. Existe entonces un morfismo simplicial
Om : (Im,{0,m}) — (K,vp) que verifica [p,,] = [¢r]. Como m es minimo, entonces ¢,, no
es reducible. Por lo tanto, ¢, no puede contener ninguna secuencia elemental. Se probara
la siguiente afirmacién: si ¢,,(1) = v; entonces @, = ¢"™/3 y, si (1) = vy entonces
om =g /3.

Supongamos que ,,(1) = v1. Como ¢, no contiene ninguna secuencia elemental entonces
no puede ser ¢,,(2) = v1 y no puede ser ¢,,(2) = vg. Entonces debe ser ¢,,(2) = vy. Por
la misma razén debe ser ¢, (3) = vo.

De la misma manera se prueba que, si ¢, (3(k — 1)) = vy, om(3(k—1)+1) = v1 y
©em(3(k — 1) + 2) = vy, entonces ¢, (3k) = v, m(3k + 1) = v1 y pm(3k + 2) = vo.

Por tltimo observamos que, como ¢,,(m) = vg, entonces m = 3k y ¢, = g".

Probemos ahora la unicidad de k; es decir que, si [¢¥] = [¢'] entonces k = I. Observar que,
como 11 (8, vg) es un grupo, basta probar que, si [¢¥] = [esx], entonces k = 0.
Si [¢¥] = [es], entonces, por el corolario 3.1.9, ¢* ~ es;. y de la proposicién 3.1.5 se deduce

que es, = ¢gF. Claramente esta igualdad sélo es cierta para k = 0.
O

Para cada morfismo simplicial ¢, : (I, {0,7}) — ($,vg) llamamos el grado de ¢, y notamos
gr ¢, al tnico niimero entero k que verifica [¢,] = [¢¥].

Teorema 3.2.2. Sea $ el borde del 2-simplex y vo un vértice de s. Entonces I11($,v9) = Z.
Demostracion. Se tiene una aplicacion
O I1(8,v9) = Z

bien definida por
O([er]) = gron.

® es un morfismo de grupos pues, si grp = k y gr¢’ = [, entonces

]k

]k-H

o+ ¢']=[p] =[] =[9]" = 9] =g

Esto implica que gr (p x ¢') = gro +gr¢’.
® es biyectiva pues para todo k € Z el morfismo simplicial ¢g* verifica ®([¢F]) = k y si
gry =gry’ =k entonces [¢] = [¢*] = [ O

3.3 El grupo fundamental de la unién de esferas
Sea K el siguiente complejo simplicial.
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V3 \Z

Vy Vo vV,

Notar que dim K =1y |K| es la figura 8.
Llamamos ¢; y g2 a los morfismos simpliciales de I3 en K definidos respectivamente por
las 4-uplas (vg vy v2v9) v (vo V3 V4 V).

Proposicién 3.3.1. Dado un morfismo simplicial ¢, : (I;,{0,7}) — (K,vg) existen
Unicos i1, js €Z , i, 13, - -, is, J1, J25 -+ -, js—1 € Z — {0} tales que
lor] = g7 * g8 % g % ... % g° % g5 ).
Demostracion. Sea
M = {j € No/3p; : (1;,{0,4}) — (K, v0) con [p;] = [r]}

y sea m = min M.

Observar que M # () pues ¢, € M. Sea ¢n : (Im,{0,m}) — (K,vy) tal que
[om] = [pr]. Observar que ¢, no es reducible y por lo tanto ¢,, no contiene ninguna
secuencia elemental.

Probaremos por inducciéon que para todo 0 < n < m maultiplo de 3

(em(n) om(n+1) pm(n + 2) pm(n + 3)) = 93 (3:2)
cona=162yb=16—1.
Consideremos primero el caso n = 0. Supongamos que ¢n(l) = v; , Pn(2) = v y
©m(3) = vp. Como ¢y, no contiene ninguna secuencia elemental y ¢,,(0) = vy por

hipétesis, entonces vg, v; y v; deben ser 3 vértices distintos de K. Como ¢y, es sim-
plicial, {v;,v;} es un simplex de K y por lo tanto {v;,v;} es igual a {vi,v2} 0 a {v3,v4}.
Observemos ahora que {vj,v,} es un simplex de K y v, # v; y v, # v;. Esto implica que
vp = Vg y queda probado 3.2 para n = 0.

Sea ahora 3 < n < m; por hipdtesis inductiva tenemos

(em(n —=3) om(n = 2) m(n — 1) pm(n)) = g& = (vo vs v v0)-
Es decir que ¢,, se puede representar como una (m + 1)-upla de la forma
(Vo -+ Vo Vs VI VYV Vj Up ... V).

En particular {vs,v;} es un simplex de K. Como ¢, no contiene ninguna secuencia
elemental entonces v; # vo, v; # Vi, Vj # Vo, Vj # Vi , Up # V; ¥ Up # vj. Como ¢, es
simplicial {v;,v;} vy {vj,v,} son simplices de K. Esto implica que v, = vy y que

(@ (1) (1 + 1) @ (1 + 2) o (n + 3)) = (v v; v;v0) = go-
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Por tltimo, observar que, como v; # v; entonces, si ¢ = a debe ser b # —d. Esto quiere
decir que ¢, es un producto de morfismos g° en el cual g; y g» aparecen alternados. Es
decir

(pm:gil*ggl*g%*...*g’f*gés
como queriamos demostrar.
Para probar la unicidad basta observar que un morfismo de la forma

1 J1 12 i i
g1 ¥ gy * 917 k... % g" x gy

con i1, js € L , 02, 13, « -y lsy J15 J2, - - - Jjs—1 € Z — {0} no contiene secuencias elementales
y luego aplicar la proposicién 3.1.5.
O

Corolario 3.3.2. TI; (K, vg) es el grupo libre generado por g1 y go.

Recordemos que la figura 8 es la unién en un punto de dos copias de S', que se nota
Stvst.
En realidad, este resultado se puede generalizar facilmente para la unién en un punto de
una cantidad arbitraria de copias de S'.
Es sabido que

1 (VaeaS?, [20]) = *aerZ,

donde *,ecpZ denota el producto libre de tantas copias de Z como copias de S! tengamos
([Hat)).

Para demostrar este resultado con nuestros métodos, sélo basta probar la siguiente
proposicion, andloga a la proposicion 3.3.1.

Tomando K un complejo simplicial que triangula a VaexS* (podemos tomar, por ejemplo,
la unién en un punto de varias copias de $) se obtiene el siguiente resultado.

Proposicién 3.3.3. Dado un morfismo simplicial ¢, : (I;,{0,r}) — (K,vo) existen
unicos i1, i2, 13, ..., in € Z — {0}, a1, oo, ..., an € A, con «; # «; tales que
[or] = lga, * - - - * gar,]-

De esta proposiciéon se deduce inmediatamente el resultado deseado, siguiendo los pasos
descriptos arriba.

69



Bibliografia

[Ale] P.S. Alexandroff. Zur Begruendung der n-dimensionalen Topologie. Math. Ann. 94
(1925) 296-308.

[Bau] H.J.Baues. Algebraic Homotopy. Cambridge Studies in Advanced Mathematics 15.
Cambridge University Press (1989)

[Hat] A. Hatcher. Algebraic Topology. Cambridge University Press (2002).

[Minl] G.Minian. Generalized cofibration categories and global actions. K-Theory 20
(2000), 37-95.

[Min2] G.Minian Notas de topologia algebraica. Notas del II Encuentro Nacional de
Algebra (Vaquerias, Cérdoba). Publicacién de la FAMAF, Univarsidad Nacional de
Cérdoba(2004).

[Spa] E.Spanier. Algebraic Topology. Springer (1966).

70



