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Introducción

Una gran cantidad de problemas tanto de matemáticas como de otras disciplinas pueden
modelizarse utilizando sistemas de ecuaciones polinomiales en varias variables. Depen-
diendo de la información requerida para la resolución de dichos problemas, puede no ser
necesario resolver el sistema de ecuaciones asociado sino decidir si el sistema sólo tiene �ni-
tas soluciones o estimar la cantidad de estas soluciones. En particular, dados polinomios
f1, . . . , fn ∈ C[x1, . . . , xn] se busca estimar la cantidad de soluciones sobre C del sistema
de ecuaciones

F =





f1(x1, . . . , xn) = 0
...

fn(x1, . . . , xn) = 0

El Teorema de Bézout (ver [16, Capítulo IV, Sección 2.1]) relaciona la cantidad de solu-
ciones aisladas en Cn de un sistema F con los grados de los polinomios involucrados: si
f1, . . . , fn ∈ C[x1, . . . , xn] son polinomios genéricos de grados totales d1, . . . , dn respecti-
vamente, entonces la cantidad de soluciones del sistema F en Cn es

∏
1≤i≤n di. Más aún,

para polinomios arbitrarios de grados d1, . . . , dn, el teorema establece que la cantidad de
soluciones aisladas del sistema F (contadas con multiplicidad) es a lo sumo

∏
1≤i≤n di (ver,

por ejemplo, [9, Teorema 1] y [8, Capítulo 2]).
A pesar de que la cota dada por el Teorema de Bézout para la cantidad de soluciones
aisladas se alcanza genéricamente, en casos particulares esta cota suele ser mucho mayor
que la cantidad de soluciones del sistema. Por otro lado, estos casos particulares pueden
ser de interés ya que los sistemas de ecuaciones que surgen en las aplicaciones poseen, en
general, cierta estructura derivada del problema que modelan.
Un re�namiento del Teorema de Bézout en esta dirección es el Teorema de Bernstein ([1]),
que acota la cantidad de soluciones aisladas en (C∗)n de un sistema de n ecuaciones dadas
por polinomios de Laurent en n variables teniendo en cuenta cuáles son los monomios que
efectivamente aparecen en cada una de las ecuaciones del sistema. Dado un polinomio de
Laurent f ∈ C[x±1

1 , . . . , x±1
n ], se le asocia un polítopo en Rn (la cápsula convexa del con-

junto de exponentes de monomios en f cuyos coe�cientes son no nulos) llamado el polítopo

7



8 INTRODUCCIÓN

de Newton de f . El teorema de Bernstein relaciona la cantidad de soluciones en (C∗)n de
un sistema de ecuaciones dadas por f1, . . . , fn ∈ C[x±1

1 , . . . , x±1
n ] con la geometría de los

polítopos de Newton de dichos polinomios. Más precisamente, este teorema establece que,
en el caso genérico, la cantidad de soluciones del sistema en (C∗)n es igual al volumen mixto
de la familia de los polítopos de Newton de los polinomios y, en general, este número da
una cota superior para la cantidad de soluciones aisladas en (C∗)n (contadas con multipli-
cidad) de un sistema de ecuaciones del tipo considerado. Este número se conoce como la
cota BKK por los trabajos de Bernstein [1], Kushnirenko [12] y Khovanskii [11].
Recientemente, en [15], se obtuvo un re�namiento de la cota BKK para el caso de sistemas
de polinomios de Laurent no genéricos. Para la formulación de esta nueva cota se introdu-
jeron ciertas construcciones combinatorias adicionales asociadas al sistema de ecuaciones
considerado, análogas al polítopo de Newton de un polinomio de Laurent y al volumen
mixto de una familia de polítopos. Esencialmente, la cota está dada por el volumen mixto
de la familia de polítopos de Newton de los polinomios del sistema más una sumatoria de
términos no positivos que son integrales mixtas (ver [14]) de familias de funciones cóncavas
de�nidas a partir de los polinomios dados. Al igual que en el caso del teorema de Bernstein,
bajo ciertas condiciones de genericidad, la cota de [15] coincide con la cantidad exacta de
raíces aisladas del sistema contadas con multiplicidad y, en cualquier caso, da una cota
superior para esta cantidad.
En esta tesis se considera el problema de estimar la cantidad de soluciones aisladas en (C∗)n

de sistemas de ecuaciones polinomiales ralas, es decir, ecuaciones dadas por polinomios tales
que los monomios de cada uno de ellos están en conjuntos pre�jados.
En el Capítulo 1 se introducen algunas nociones y se establecen algunas propiedades que se
usan a lo largo de la tesis, en particular la de polítopo de Newton asociado a un polinomio
de Laurent y la de volumen mixto de una familia de polítopos.
En el Capítulo 2 se hace un análisis detallado del trabajo [1] donde se demuestra los
resultados de Bernstein mencionados sobre sistemas de polinomios ralos. A continuación,
se exhiben algunos ejemplos que ilustran las demostraciones antedichas.
Finalmente, el Capítulo 3 presenta una demostración alternativa de una variación del
resultado principal de [15] restringido al caso de dos polinomios en dos variables. En primer
lugar, se de�ne la noción de integral mixta de funciones cóncavas, que juega un papel
fundamental en la cota obtenida en [15]. También se muestra cómo asociar a cada τ ∈
C ∪ {∞} y cada polinomio f ∈ C[x, y] una función cóncava ρf,τ y se hace un análisis de
cómo calcular la integral mixta MI(ρf,τ , ρg,τ ) en el caso de dos polinomios f, g ∈ C[x, y]
primitivos. A continuación, se prueba una relación entre MI(ρf,τ , ρg,τ ) y la multiplicidad
de intersección de f y g en los puntos (0, τ) y (∞, τ) para cada τ ∈ C∗ que nos permite
deducir que, genéricamente, la cantidad de soluciones aisladas del sistema f = 0, g = 0
en (C∗)2 está acotada superiormente por MV2(NP(f),NP(g)) +

∑
τ∈C∗MI(ρf,τ , ρg,τ )
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donde MV2(NP(f),NP(g)) es el volumen mixto de los polítopos de Newton de f y g.
El capítulo concluye con el estudio de algunas familias de polinomios para las cuales se
prueba que la cota se alcanza genéricamente.





Capítulo 1

Preliminares

A lo largo de este capítulo se establecerán algunas de�niciones y teoremas sobre polítopos,
volumen mixto, series de Puiseux y multiplicidad de intersección que serán necesarios a lo
largo de todo este trabajo. Para más detalles, ver [4] y [17].

1.1. Polítopos

La primer noción que introduciremos es la de convexidad.

De�nición 1.1 Un conjunto C ⊆ Rn se dice convexo si contiene el segmento que une dos
cualesquiera de sus puntos.
Para un conjunto S ⊂ Rn, se llama combinaciones convexas de S a todas las combinaciones
lineales de la forma λ1.s1 + · · · + λm.sm tales que si ∈ S, λi ≥ 0 para todo 1 ≤ i ≤ m y∑

1≤i≤m λi = 1.

Como la intersección de convexos es convexo, dado un conjunto S ⊂ Rn tiene sentido decir
que P es el menor convexo que lo contiene si y sólo si P es convexo, contiene a S y para
todo Q convexo tal que S ⊆ Q vale que P ⊆ Q.

De�nición 1.2 Para un conjunto S ⊂ Rn, se de�ne Conv(S) la cápsula convexa de S
como el menor convexo que lo contiene.

Este conjunto puede caracterizarse como sigue:

Proposición 1.3 Sea S ⊂ Rn. La cápsula convexa de S es exactamente el conjunto de
todas sus combinaciones convexas, es decir Conv(S) = {λ1.s1 + · · · + λm.sm / si ∈ S,

λi ≥ 0 ∀ 1 ≤ i ≤ m y
∑

1≤i≤m λi = 1}.

11



12 CAPÍTULO 1. PRELIMINARES

Demostración: Dado un conjunto S ⊂ Rn si notamos

CS = {λ1.s1 + · · ·+ λm.sm / si ∈ S, λi ≥ 0 ∀1 ≤ i ≤ m y
m∑

i=1

λi = 1},

vale que S ⊂ CS pues ∀s ∈ S tomando λ = 1 tenemos que s = λ.s ∈ CS.

Veamos que CS es convexo: para todo a, b ∈ CS vale que a = λ1.s1 + · · · + λm.sm y
b = µ1.r1 + · · · + µk.rk con

∑m
i=1 λi = 1, λi ≥ 0, y

∑m
i=1 µi = 1, µi ≥ 0. Sea c ∈ ab.

Tenemos que c = t.a + (1− t).b con t ∈ [0, 1]. Por lo tanto

c = t.(λ1.s1 + · · ·+ λm.sm) + (1− t).(µ1.r1 + · · ·+ µk.rk)

= t.λ1.s1 + · · ·+ t.λm.sm + (1− t).µ1.r1 + · · ·+ (1− t).µk.rk,

donde si, rj ∈ S; t.λi ≥ 0, (1− t).µj ≥ 0 para todo 1 ≤ i ≤ m y 1 ≤ j ≤ k. Además,
m∑

i=1

t.λi +
k∑

j=1

(1− t).µj = t.
m∑

i=1

λi + (1− t).
k∑

j=1

µj = t.1 + (1− t).1 = 1.

Luego c ∈ CS para todo c ∈ ab, con lo cual ab ⊆ CS y esto vale para todo a, b ∈ CS. Por
lo tanto, CS es convexo. Entonces, como S ⊂ CS, Conv(S) ⊆ CS.

Por último, sea C convexo tal que S ⊆ C. Veremos que CS ⊆ C usando inducción en m, la
cantidad de elementos de S involucrados en la combinación lineal convexa.
Con m = 2, dados s1, s2 ∈ S ⊆ C, s1s2 ⊂ C por ser C convexo. Luego, para todos los
λ1 ≥ 0, λ2 ≥ 0 tales que λ1 + λ2 = 1 vale que λ1.s1 + λ2.s2 ∈ C.
Si vale para m, veamos que vale para m + 1: Sea λ1.s1 + · · ·+ λm.sm + λm+1.sm+1 ∈ CS

con
∑m

i=1 λi = 1, λi > 0 y si ∈ S. Entonces,
λ1

1− λm+1
.s1 + · · · + λm

1− λm+1
.sm es una

combinación convexa de m elementos de S, puesto que
λi

1− λm+1
> 0 y si ∈ S para todo

1 ≤ i ≤ m, y
m∑

i=1

λi

1− λm+1
=

1
1− λm+1

.
m∑

i=1

λi =
1

1− λm+1
.(1−λm+1) = 1. Por la hipótesis

inductiva,
λ1

1− λm+1
.s1 + · · · + λm

1− λm+1
.sm ∈ C. Como además sm+1 ∈ S ⊂ C, por ser

C convexo, vale que t.sm+1 + (1 − t).(
λ1

1− λm+1
.s1 + · · · + λm

1− λm+1
.sm) ∈ C ∀ t ∈ [0, 1].

Tomando t = λm+1 tenemos que

λ1.s1 + · · ·+ λm.sm + λm+1.sm+1 =

= λm+1.sm+1 + (1− λm+1).(
λ1

1− λm+1
.s1 + · · ·+ λm

1− λm+1
.sm) ∈ C.
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Entonces, CS ⊂ C para cualquier C convexo que contenga a S.
Por de�nición de Conv(S) concluimos que CS ⊆ Conv(S). Finalmente, vale que CS =
Conv(S). ¤

Consideraremos en particular el caso en que S sea un conjunto �nito. Si S = {sj}r
j=1,

entonces su cápsula convexa es Conv(S) = {λ1.s1 + · · · + λr.sr / λi ≥ 0 ∀ 1 ≤ i ≤ r y∑
1≤i≤r λi = 1}.

De�nición 1.4 Un polítopo es la cápsula convexa de un conjunto S ⊂ Rn �nito.
Los polítopos enteros son polítopos P = Conv(S) donde los puntos de S tienen todas sus
coordenadas enteras.
El volumen n-dimensional de un polítopo P está dado por Voln(P) =

∫
P 1 dx1 . . . dxn

donde x1, . . . , xn son coordenadas en Rn.

Nos interesarán en particular los polítopos de la forma Conv(A), donde A ⊂ Zn es �nito
y está formado por todos los vectores de exponentes de un conjunto de monomios. Por
ejemplo, Ad = {m ∈ Zn

≥0 / |m| ≤ d} es el conjunto de los vectores de exponentes de todos
los monomios de grado total menor o igual a d.

Lema 1.5 Sea Qd = Conv({m ∈ Zn
≥0 / |m| ≤ d}). Entonces Qd = {(a1, . . . , an) ∈ Rn /

ai ≥ 0 ∧ ∑n
i=1 ai ≤ d}.

Demostración: (⊆) Sea λ1.v1 + · · ·+ λr.vr un elemento de Conv({m ∈ Zn
≥0 / |m| ≤ d}) y

por lo tanto que cumple que
∑r

i=1 λi = 1, λi ≥ 0 y vi ∈ {m ∈ Zn
≥0 / |m| ≤ d} para todo

1 ≤ i ≤ r. Si escribimos cada vi como vi = (a1i, . . . , ani) para todo 1 ≤ i ≤ r,

λ1.v1 + · · ·+ λr.vr = (λ1.a11 + · · ·+ λr.a1r, . . . , λ1.an1 + · · ·+ λr.anr),

como λi ≥ 0 y vi ∈ Zn
≥0, resulta que λ1.ai1 + · · · + λr.air ≥ 0 ∀ 1 ≤ i ≤ n. Además,∑r

j=1 λj = 1 y
∑n

i=1 aij ≤ d con lo cual,

n∑

i=1

(λ1.v1 + · · ·+ λr.vr)i =
n∑

i=1

(λ1.ai1 + · · ·+ λr.air) =
n∑

i=1

(
r∑

j=1

λjaij)

=
r∑

j=1

λj .(
n∑

i=1

aij) ≤
r∑

j=1

λj .d = d.(
r∑

j=1

λj) = d.1 = d.

(⊇) Por inducción en n (donde Qd ⊆ Rn). Si n = 1 y a1 ∈ {a1 ∈ R≥0 / a1 ≤ d}, tenemos
que a1 ∈ 0d = Conv({m ∈ Z≥0 / |m| ≤ d}).
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Si vale para n − 1, queremos ver que vale para n: Sea (a1, . . . , an) ∈ {(a1, . . . , an) ∈ Rn /
ai ≥ 0 ∧ ∑n

i=1 ai ≤ d}. Entonces, si llamamos k =
∑n

i=1 ai, tenemos que k ≤ d, ai ≥ 0 y
k − an ≥ 0. Si k = an, (a1, . . . , an) = (0, . . . , 0, k) ∈ Conv{(0, . . . , 0); (0, . . . , 0, d)} ⊂ Qd.

Si no, vale que
ai.k

k − an
≥ 0 ∀ 1 ≤ i ≤ n − 1 y

∑n−1
i=1 (

ai.k

k − an
) =

k

k − an
.
∑n−1

i=1 ai =

k

k − an
(k − an) = k ≤ d, y usando la hipótesis inductiva,

(
a1.k

k − an
, . . . ,

an.k

k − an
) ∈ Conv({m ∈ Zn−1

≥0 / |m| ≤ d}),

con lo que existen s1, . . . , sr ∈ {m ∈ Zn−1
≥0 / |m| ≤ d} tales que (

a1.k

k − an
, . . . ,

an.k

k − an
) =

∑r
j=1 µj .sj con

∑r
j=1 µj = 1. Aquí, usando para cada sj = (sj

1, . . . , s
j
n−1), la notación

(sj , 0) = (sj
1, . . . , s

j
n−1, 0) ∈ {m ∈ Zn

≥0 / |m| ≤ d}, tenemos que (
a1.k

k − an
, . . . ,

an.k

k − an
, 0) =

∑r
j=1 µj .(sj , 0) con

∑r
j=1 µj = 1. Luego, (

a1.k

k − an
, . . . ,

an.k

k − an
, 0) ∈ Conv({m ∈ Zn

≥0 /

|m| ≤ d}). Como además (a1, . . . , an) =
an

k
.(0, . . . , 0, k) + (1− an

k
).(

a1.k

k − an
, . . . ,

an.k

k − an
, 0),

vale que (a1, . . . , an) ∈ Conv({m ∈ Zn
≥0 / |m| ≤ d}). ¤

Veamos un ejemplo de Qd:

Ejemplo 1.6 En R2 y en R3, tomando d = 2, obtenemos los siguientes polítopos:

-1 1 2 3

-1

1

2

3

Q2

1 2 3
1

2

3

1

2

3

Q2

El Lema 1.5 nos permite hallar el volumen de Qd.
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Proposición 1.7 Sea Qd de�nido como antes; entonces su volumen es

Voln(Qd) = dn/n!.

Demostración: Consideremos en primer lugar, el caso d = 1, es decir, Q1 = {(a1, . . . , an) ∈
Rn / ai ≥ 0 ∧ ∑n

i=1 ai ≤ 1}. Sea C = {(x1, . . . , xn) ∈ Rn / 0 ≤ xi ≤ 1}. Se de�ne la
función Φ : Rn → Rn,

Φ(x1, . . . , xn) = (1− x1, x1.(1− x2), x1.x2.(1− x3), . . . , x1.x2 . . . xn−1.(1− xn)).

Veamos primero que Φ(C) = Q1.
(⊆) Como 0 ≤ xi ≤ 1, se tiene que 0 ≤ 1− xi; esto implica que x1.x2 . . . xi−1.(1− xi) ≥ 0
∀1 ≤ i ≤ n. Además,

n∑

i=1

(Φ(x1, . . . , xn))i = 1− x1 + x1.(1− x2) + x1.x2.(1− x3) + · · ·+ x1.x2 . . . xn−1.(1− xn)

= 1− x1 + x1− x1.x2 + x1.x2− x1.x2.x3 + · · ·+ x1 . . . xn−1− x1 . . . xn = 1− x1 . . . xn ≤ 1.

Por lo tanto Φ(C) ⊆ Q1.

(⊇) Sea (a1, . . . , an) ∈ Q1. Si
∑n

i=1 ai < 1, de�niendo sucesivamente

x1 = 1− a1, x2 = 1− a2

x1
, . . . , xn = 1− an

x1 . . . xn−1

tenemos que Φ(x1, . . . , xn) = (a1, . . . , an). Veamos que (x1, . . . , xn) está bien de�nido: como
∑n

i=1 ai < 1, luego 1− a1 > 0 y por lo tanto podemos tomar x2 = 1− a2

x1
. Inductivamente,

si x1, . . . , xi están bien de�nidos, x1, . . . , xi−1 6= 0. Pero si xi = 0, entonces
∑i

j=1 aj =
1− x1 . . . xi = 1, que no puede ser. Luego xi 6= 0 con lo cual xi+1 está bien de�nido.
Además, (x1, . . . , xn) ∈ C: como 0 ≤ a1 < 1, se tiene que 0 < x1 ≤ 1. Inductivamente, si

0 < x1, . . . , xi−1 ≤ 1, se tiene que
ai

x1 . . . xi−1
≥ 0 y por lo tanto xi = 1 − ai

x1 . . . xi−1
≤ 1.

A su vez, 1 − x1 . . . xi =
∑i

j=1 aj < 1, por lo que x1 . . . xi > 0, y como x1 . . . xi−1 > 0,

también lo es xi.

Si en cambio
∑n

i=1 ai = 1, existe un m tal que
∑m−1

i=1 ai < 1 y
∑m

i=1 ai = 1. Luego vale
que ai = 0 para todo i > m. Si tomamos X = (x1, . . . , xm−1, 0, . . . , 0), donde x1, . . . , xm−1

están de�nidos como antes, tenemos que X ∈ C y Φ(X) = (a1, . . . , an). En efecto, como∑m−1
i=1 ai < 1, 0 < x1, . . . , xm−1 ≤ 1. Además,

1 =
m∑

i=1

ai =
m−1∑

i=1

ai + am = 1− x1 . . . xm−1 + am
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con lo cual x1 . . . xm−1 = am.

Ahora, sabiendo que Φ(C) = Q1 y usando el teorema de cambio de variable se tiene que

Voln(Q1) =
∫

Q1

1 da1 . . . dan =
∫

C
|J(Φ)|dx1 . . . dxn

donde

|J(Φ)| = det




−1 0 · · · 0 0

(1− x2) −x1 · · · 0 0

...
...

. . .
...

...
x2x3 . . . (1− xn−1) x1x3 . . . (1− xn−1) · · · −x1 . . . xn−2 0

x2x3 . . . (1− xn) x1x3 . . . (1− xn) · · · x1 . . . xn−2(1− xn) −x1 . . . xn−1




= |(−1).(−x1) . . . (−x1 . . . xn−1)| = xn−1
1 .xn−2

2 . . . xn−1.

Entonces

Voln(Q1) =
∫

C
xn−1

1 .xn−2
2 . . . xn−1dx1 . . . dxn

=
∫ 1

0
xn−1

1 dx1.

∫ 1

0
xn−2

2 dx2 . . .

∫ 1

0
xn−1dxn−1.

∫ 1

0
1 dxn

=
xn

1

n

∣∣∣∣
1

0

.
xn−1

2

n− 1

∣∣∣∣
1

0

. . . xn

∣∣∣∣
1

0

=
1
n
.

1
n− 1

. . .
1
2
.
1
1

=
1
n!

.

Por último, sea Ψ(x1, . . . , xn) = (d.x1, . . . , d.xn). Entonces Ψ(Q1) = Qd y por lo tanto

Voln(Qd) =
∫

Qd

1 dy1 . . . dyn =
∫

Q1

d . . . d︸ ︷︷ ︸
n

dx1 . . . dxn = dn.Voln(Q1) =
dn

n!
.

¤

Las caras de un polítopo serán subconjuntos de especial importancia.

De�nición 1.8 Sea P ∈ Rn un polítopo y sea v ∈ Rn − {~0}.

Si mv(P) = mı́nm∈P〈m, v〉, el hiperplano de apoyo de P es el hiperplano afín dado
por la ecuación 〈m, v〉 = mv(P).

Se llama la cara de P determinada por v a Pv = P∩{m ∈ Rn / 〈m, v〉 = mv(P)}. Se
llamará a v su normal interior. Si las coordenadas de v son enteras y tienen divisor
común máximo 1, se dirá que v es primitiva.

Si dimP = n, llamaremos faceta de P a toda cara Pv de P de dimension n− 1.
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Si P ⊂ Rn y dimP = n, toda faceta de P tiene una única normal interior primitiva, aunque
no sucede lo mismo con las caras de dimensión estrictamente menor a n− 1.

Ejemplo 1.9 Si tomamos P = Conv({(0, 0, 0); (0, 2, 0); (2, 0, 0); (2, 2, 0); (0, 0, 2)}), luego
el polítopo P es el siguiente:

1 2 3
1

2

3

1

2

3

cara

faceta

de dimensión 1

Polítopo

En el grá�co marcamos una cara y una faceta. Vamos a señalar también el hiperplano de
apoyo de P dado por la ecuación 〈(x, y, z), (0, 0, 1)〉 = m(0,0,1)(P) (es decir, z = 0):

1 2 3
1

2

3

1

2

3

v

Hiperplano de apoyo

Normal interior

z=0

Proposición 1.10 Si {m ∈ Rn / 〈m, v〉 = mv(P)} es un hiperplano de apoyo para P =
Conv(A), con A ⊂ Rn �nito, entonces Pv = Conv({m ∈ A / 〈m, v〉 = mv(P)}).
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Demostración: Recordemos que, por de�nición, Pv = P ∩ {m ∈ Rn / 〈m, v〉 = mv(P)}.
(⊇): Para cada m ∈ {m ∈ A / 〈m, v〉 = mv(P)} = A ∩ {m ∈ Rn / 〈m, v〉 = mv(P)},
como A ⊂ P, se tiene que m ∈ P ∩ {m ∈ Rn / 〈m, v〉 = mv(P)} = Pv. Entonces, como
Pv es convexo por ser intersección de convexos, concluimos que Conv({m ∈ A / 〈m, v〉 =
mv(P)}) ⊆ Pv.
(⊆): Sea p ∈ Pv. Entonces 〈p, v〉 = mv(P) y p =

∑r
i=1 λi.pi con pi ∈ A ∀ 1 ≤ i ≤ r. Por

la de�nición de mv(P), 〈pi, v〉 ≥ mv(P) ∀ 1 ≤ i ≤ r, y si para algún i0 la desigualdad es
estricta,

〈p, v〉 = 〈(
∑

λi.pi), v〉 =
∑

λi.〈pi, v〉
=

∑

i6=i0

λi.〈pi, v〉+ λi0 .〈pi0 , v〉 ≥
∑

i6=i0

λimv(P) + λi0 .〈pi0 , v〉

>
∑

i6=i0

λi mv(P) + λi0 mv(P) =
∑

λi mv(P) = mv(P) = 〈p, v〉

lo cual no puede ser. Luego 〈pi, v〉 = mv(P), es decir, pi ∈ {m ∈ A / 〈m, v〉 = mv(P)}
∀ 1 ≤ i ≤ r, y por lo tanto p =

∑
λi.pi ∈ Conv({m ∈ A / 〈m, v〉 = mv(P)}). ¤

Si F1, . . . ,Fs son las facetas de un polítopo n-dimensional P ⊂ Rn, y v1, . . . , vs sus re-
spectivas normales interiores, el polítopo P puede caracterizarse por sus facetas (ver la
demostración de [6, Teorema 1.4, Cap. II]):

P = {m ∈ Rn / 〈m, vj〉 ≥ mvj (P) ∀ 1 ≤ j ≤ s}. (1.1)

Necesitaremos también alguna manera de calcular el volumen de P a partir de sus facetas.

Proposición 1.11 Sean P ⊂ Rn un polítopo de dimensión n, r un elemento de P y
F1, . . . ,Fs las facetas de P. Entonces, si de�nimos Πi como la pirámide de base Fi y
altura determinada por r ∀ 1 ≤ i ≤ s, tenemos que

Voln(P) =
s∑

i=1

Voln(Πi).

Demostración: Basta ver que P =
⋃s

i=1 Πi y que dim(Πi ∩Πj) < n ∀i 6= j.

Como cada faceta de P está incluida en P y r ∈ P, por ser convexo, Πi ⊆ P. Luego, sólo
tenemos que ver que P ⊆ ⋃s

i=1 Πi.

Para todo x ∈ P, sea −→Lx la semirrecta de origen r que pasa por x. Por (1.1) sabemos
que P =

⋂s
l=1{q ∈ Rn / 〈q, vl〉 ≥ mvl

(P)} donde vl es la normal interior primitiva de Fl

∀ 1 ≤ l ≤ s. Luego 〈r, vl〉 ≥ mvl
(P) ∀l, pero como P es acotado y −→Lx no, existe un punto
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y ∈ −→Lx tal que para algún ix, 〈y, vix〉 < mvix
(P) (pues no será elemento de P). Entonces,

existe yx ∈ r y ∩ Fix (o sea que −→Lx ∩P = r yx). Pero como r, yx ∈ Πix y ésta es convexa,
r yx ⊂ Πix . Luego, x ∈ Πix ⊂

⋃s
i=1 Πi.

Para ver que dim(Πi ∩ Πj) < n ∀i 6= j, supongamos que no es así para algunos i, j �jos.
Luego, existen x ∈ Πi ∩ Πj y k > 0 tales que Bk(x) ⊂ Πi ∩ Πj (donde Bk(x) = {y ∈
Rn / ‖y − x‖ < k}). Ahora, tomando nuevamente −→Lx, como x ∈ Πi y x ∈ Πj , existen
yi, yj tal que yi ∈ −→Lx ∩ Fi y yj ∈ −→Lx ∩ Fj . Además, r no puede ser un elemento de Fi o
Fj pues si r ∈ Fi, r, yi ⊂ Fi. Luego, x ∈ Fi pero entonces Bk(x) * Πi (igual con Fj).

Si yi 6= yj , ‖r − yi‖ 6= ‖r − yj‖ (pues ambos se encuentran en la misma semirrecta de
origen r). Entonces, puedo suponer que ‖r− yi‖ < ‖r− yj‖. Luego existe t ∈ [0, 1] tal que
yi = t.r + (1− t).yj . Como dijimos antes que

P =
s⋂

l=1

{q ∈ Rn / 〈q, vl〉 ≥ mvl
(P)}

donde vl es la normal interior primitiva de Fl, 〈yj , vi〉 < mvi(P) (de lo contrario, mvi(P) =
〈yi, vi〉 = t.〈r, vi〉+(1− t).〈yj , vi〉 ≥ t.〈r, vi〉+(1− t).mvi(P) > mvi(P) pues r ∈ P\Fi, que
es absurdo). Pero esto implica que yj no puede ser un elemento de P lo cual no es cierto.
Luego, tiene que valer que yi = yj . De la misma forma, para todo z ∈ Bk(x), z ∈ Πi∩Πj con
lo cual existen yz,i ∈ −→Lz∩Fi y yz,j ∈ −→Lz∩Fj (de�niendo nuevamente −→Lz como la semirrecta
de origen r qe pasa por z). Pero, así como sucede para x, no puede ser que yz,i 6= yz,j .
Sea B = {z ∈ Bk(x) / 〈x, vi〉 = 〈z, vi〉}. Como dimBk(x) = n, entonces dim(B) = n − 1
(pues es intersecarlo con un hiperplano y x ∈ B). Llamemos A = {yz,i / z ∈ B}; luego vale
también que dim(A) = n− 1. Sin embargo, como dijimos que yz,i = yz,j para todo z ∈ B,
entonces A ⊂ Fi∩Fj . Por lo tanto, dim(A) ≤ dim(Fi∩Fj) < n−1 (de lo contrario, serían
la misma faceta) lo que es un absurdo. ¤

1.2. Sumas de Minkowski y volumen mixto

A continuación de�niremos dos operaciones con polítopos:

De�nición 1.12 Sean P,Q ⊂ Rn polítopos. Se de�ne la suma de Minkowski de P y Q
como el polítopo P + Q = {p + q / p ∈ P, q ∈ Q} (con la suma usual en Rn).

Además, para λ ≥ 0 se de�ne el polítopo λ.P como λ.P = {λ.p / p ∈ P} (también con el
producto usual en Rn).

Ejemplo 1.13 Dados los polítopos

P = Conv({(0, 0); (0, 2); (2, 0); (2, 2)})
Q = Conv({(0, 0); (1, 2); (2, 1)})
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P

-1 1 2 3

-1

1

2

3

Q

-1 1 2 3

-1

1

2

3

Como Q contiene al origen, P + Q puede obtenerse ubicando una copia de Q en cada
vértice de P y tomando la cápsula convexa del conjunto obtenido.

Q Q

QQ

P

-1 1 2 3 4 5

-1

1

2

3

5

4

Entonces

P + Q = Conv({(0, 0); (2, 0); (4, 1); (4, 3); (3, 4); (1, 4); (0, 2)})
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P+Q

-1 1 2 3 4 5

-1

1

2

3

5

4

Proposición 1.14 Sean P1, . . . ,Pr polítopos en Rn, λ1, . . . , λr ∈ R≥0, y v ∈ Rn − {−→0 }.
Entonces

mv(λ1.P1 + · · ·+ λr.Pr) = λ1.mv(P1) + · · ·+ λr.mv(Pr)

(λ1.P1 + · · ·+ λr.Pr)v = λ1.(P1)v + · · ·+ λr.(Pr)v.

Demostración: Primero se verá que vale mv(λP) = λ.mv(P) y (λ.P)v = λ.Pv. Para ver
esto, sea m ∈ λP tal que 〈m, v〉 = mv(λP). Entonces m = λ.p con p ∈ P y mv(λP) =
λ.〈p, v〉. Luego 〈p, v〉 = mv(λP)

λ y, en consecuencia, mv(λP)
λ ≥ mv(P), es decir mv(λP) ≥

λ.mv(P). Como además P = 1
λ .(λP), tenemos que mv(P) ≥ 1

λ .mv(λP) y, por lo tanto,
mv(λP) = λ.mv(P). Usando esto, (λP)v = λP ∩ {m ∈ Rn / 〈m, v〉 = λ.mv(P)} =
λP ∩ λ{q ∈ Rn / 〈q, v〉 = mv(P)} = λ.(P)v.
Veamos ahora que mv(P + Q) = mv(P) + mv(Q) y (P + Q)v = Pv + Qv. Por de�nición,
mv(P + Q) ≤ 〈(p + q), v〉 ∀ p ∈ P, q ∈ Q. En particular mv(P + Q) ≤ mı́np∈P(〈p, v〉) +
mı́nq∈Q(〈q, v〉) = mv(P) + mv(Q). Al mismo tiempo, existen p0 ∈ P y q0 ∈ Q tales
que mv(P + Q) = 〈(p0 + q0), v〉 = 〈p0, v〉 + 〈q0, v〉 ≥ mı́np∈P(〈p, v〉) + mı́nq∈Q(〈q, v〉) =
mv(P) + mv(Q). Entonces mv(P + Q) = mv(P) + mv(Q).

Para ver que (P + Q)v ⊆ Pv + Qv, sea m ∈ (P + Q)v. Sabemos que m = p + q con p ∈ P
y q ∈ Q. Luego 〈p, v〉 ≥ mv(P) y 〈q, v〉 ≥ mv(Q); pero como 〈m, v〉 = mv(P + Q) =
mv(P) + mv(Q), entonces deben valer las igualdades, y por lo tanto, p ∈ Pv y q ∈ Qv.
A su vez, vale que (P + Q)v ⊇ Pv + Qv, pues si m ∈ Pv + Qv, entonces m = p + q con
〈p, v〉 = mv(P) y 〈q, v〉 = mv(Q), y entonces 〈m, v〉 = mv(P) + mv(Q) = mv(P + Q), con
lo que m ∈ (P + Q)v.
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Por último, las igualdades del enunciado de la proposición se deducen procediendo por
inducción en la cantidad r de polítopos. ¤

La siguiente noción nos permitirá más adelante relacionar la geometría de polítopos con la
cantidad de soluciones de sistemas de ecuaciones polinomiales.

De�nición 1.15 Dados P1, . . . ,Pn ⊆ Rn polítopos, se de�ne el volumen mixto de Minkows-
ki de dichos polítopos como

MVn(P1, . . . ,Pn) =
n∑

i=1

(−1)n−i
∑

I ⊂ {1, . . . , n}
|I| = i

Voln(
∑

k∈I

Pk).

Ejemplo 1.16 Para los polítopos del Ejemplo 1.13 tenemos que, como Vol2(P) = 4,
Vol2(Q) = 3

2 y Vol2(P + Q) = 27
2 , entonces

MV2(P,Q) = Vol2(P + Q)− Vol2(P)− Vol2(Q) =
27
2
− 4− 3

2
= 8.

Dados polítopos P1, . . . ,Pn ⊆ Rn y dados (λ1, . . . , λn) ∈ Rn
≥0, la función (λ1, . . . , λn) 7→

Voln(λ1.P1 + · · · + λn.Pn) resulta ser un polinomio homogéneo de grado n en λ1, . . . , λn

(ver [4, Proposición (4.9), Capítulo 7]). Una de�nición alternativa del volumen mixto puede
darse de la siguiente forma (para la equivalencia de ambas de�niciones ver [4, Capítulo 7,
Teorema (4.12)d.]):

Teorema 1.17 Dados los polítopos P1, . . . ,Pn ⊆ Rn, su volumen mixto es el coe�ciente
del monomio λ1.λ2 . . . λn en Voln(λ1.P1 + · · ·+ λn.Pn).

Algunas propiedades a destacar en relación al volumen mixto son las siguientes (ver [4,
Capítulo 7, Teorema (4.12)]):

Proposición 1.18 El volumen mixto es simétrico y lineal en cada variable. Si P1, . . . ,Pn

son polítopos en Rn, MVn(P1, . . . ,Pn) ≥ 0; más aún, es 0 si alguno de los Pi tiene
dimensión 0, y positivo si todos tienen dimensión n. Además, si los n polítopos coinciden,
MVn(P, . . . ,P) = n!.Voln(P).

1.3. Genericidad

A lo largo de este trabajo trataremos muchas veces con propiedades que si bien no son
válidas para absolutamente todos los polinomios (o polinomios de Laurent), sí lo son para
lo que llamaremos el caso genérico.
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Dado un conjunto �nito de exponentes A = {α1, . . . , αr} ⊂ Zn, notaremos L(A) =
{c1.x

α1 + · · ·+cr.x
αr / ci ∈ C} al conjunto de los polinomios de Laurent en C[x±1

1 , . . . , x±1
n ]

cuyos monomios tienen exponentes en A.

De�nición 1.19 Sean A1, . . . ,Am subconjuntos �nitos de Zn. Una propiedad se dice que
vale genéricamente para polinomios de Laurent (f1, . . . , fm) ∈ L(A1) × · · · × L(Am) si
existe un polinomio no nulo P en los coe�cientes de los fi tal que la propiedad se cumple
para todos aquellos f1, . . . , fm cuyos coe�cientes no anulan al polinomio P .

La principal conexión entre polítopos y polinomios de Laurent está dada por la siguiente
noción:

De�nición 1.20 Sea f =
∑

α cαxα ∈ C[x±1
1 , . . . , x±1

n ]. Se de�ne el polítopo de Newton
de f como

NP(f) = Conv({α ∈ Zn / cα 6= 0}).

Ejemplo 1.21 Si tomamos el polinomio f ∈ C[x, y] tal que f(x, y) = 5−x2+2xy+3y3x2,

su polítopo de Newton es:

-1 1 2 3

-1

1

2

3

4

NP(f)

Notar que si f ∈ L(A), entonces NP(f) ⊆ Conv(A). Más aún, usando la De�nición 1.19
de propiedad genérica, podemos hablar de polinomios genéricos con polítopos de Newton
�jos:

Observación 1.22 Sea A = {α1, . . . , αr} ⊆ Zn y sea P = Conv(A). Entonces, para un
polinomio genérico f ∈ L(A), se tiene que NP(f) = Conv(A).
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1.4. Series de potencias racionales

En esta sección introducimos algunas nociones y propiedades básicas sobre series formales
y de Puiseux y su relación con la parametrización de curvas algebraicas que nos serán de
utilidad para el estudio de conjuntos de soluciones no aisladas de sistemas de ecuaciones
polinomiales. Un desarrollo más extenso del tema puede encontrarse en [17, Capítulo 4].

De�nición 1.23 Llamaremos conjunto de las series de potencias formales sobre C, y lo
notaremos C[[t]], al conjunto de todas las expresiones del tipo p(t) =

∑∞
n=0 antn con an ∈ C

para todo n ∈ N0.

Los elementos de C[[t]] se suman y multiplican como los polinomios, constituyendo así un
dominio que incluye a C[t]. El cuerpo de fracciones de C[[t]], que notaremos C((t)), puede
caracterizarse de la siguiente forma (ver la demostración de [17, Capítulo 4, Teorema (1.2)]):

Teorema 1.24 El cuerpo C((t)) es el conjunto de las series formales con �nitos exponentes
negativos, y todo f ∈ C((t)) puede escribirse en forma única como f(t) = th.

∑∞
n=0 antn

donde h ∈ Z y a0 6= 0.

Si f(t) = th.
∑∞

n=0 antn, con h ∈ Z y a0 6= 0, llamamos orden de f a ord(f) = h. De�nimos
también para la serie nula, ord(0) = ∞.

Para cualesquiera f, g ∈ C((t)) vale que ord(f.g) = ord(f) + ord(g) y ord(f ± g) ≥
mı́n{ord(f), ord(g)} (y son iguales si ord(f) 6= ord(g)).

Sea ahora F(x) = 0 la ecuación de una curva algebraica C en el plano proyectivo dada
por un polinomio homogéneo F ∈ C[x0, x1, x2]. Decimos que x0(t), x1(t), x2(t) ∈ C((t)) son
las coordenadas de una parametrización de C si X(t) =

(
x0(t) : x1(t) : x2(t)

)
cumple que

F
(
X(t)

)
= 0 y no existe e(t) 6= 0 en C((t)) tal que e(t).xi(t) ∈ C para todo 0 ≤ i ≤ 2.

Las parametrizaciones pueden considerarse como puntos de la curva C: si pensamos a la
ecuación F(x) = 0 como de�niendo una curva C′ en el plano proyectivo sobre el cuerpo
C((t)), los puntos de C′ consisten en todos los puntos de C y todas sus parametrizaciones.
Si x0(t) 6= 0,

(
x1(t)/x0(t), x2(t)/x0(t)

)
pueden considerarse como coordenadas a�nes de

la parametrización. A su vez, si f(x, y) = F(1, x, y) y x(t), y(t) ∈ C((t)) cumplen que
f
(
x(t), y(t)

)
= F

(
1 : x(t) : y(t)

)
= 0, y no pertenecen todos a C,

(
1 : x(t) : y(t)

)
son las

coordenadas proyectivas de una parametrización de C.
Si X(t) es una parametrización de C y h = −mı́n{ord(xi)}, podemos escribir esta misma
parametrización como

(
y0(t) : y1(t) : y2(t)

)
donde yi(t) = th.xi(t), de manera que existe al

menos un yi cuyo orden es cero. Luego, yi(0) = a0i 6= 0 para algún i. Llamaremos al punto
a = (a00 : a01 : a02) ∈ P2 el centro de la parametrización, que es único.
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Diremos que dos parametrizaciones X(t), Y(t) de una curva son equivalentes si Y(t) =
X

(
z(t)

)
con ord(z) = 1. Notar que dos parametrizaciones equivalentes de una curva tienen

el mismo centro.
Hasta aquí sólo trabajamos con parametrizaciones de curvas de P2. De igual forma, todas es-
tas nociones pueden generalizarse a n coordenadas a�nes x1, . . . , xn de una parametrización.
A partir de esa generalización, podemos enunciar el siguiente teorema cuya demostración
consiste en una generalización a n coordenadas de la prueba de [17, Capítulo 4, teorema
(2.2)]:

Teorema 1.25 En un sistema de coordenadas adecuado, cualquier parametrización es
equivalente a una de la forma





x1(t) = tm1

x2(t) = a21t
m21 + a22t

m22 + . . .
...

xn(t) = an1t
mn1 + an2t

mn2 + . . .

donde m1,mij ∈ N y 0 < mi1 < mi2 < . . . para todo 2 ≤ i ≤ n, ∀j.

A continuación, extenderemos la noción de series de potencias a series con exponentes
racionales:

De�nición 1.26 Llamaremos cuerpo de series de potencias racionales sobre C o series
de Puiseux al conjunto C(t)′ =

⋃
n∈NC((t

1
n )), donde, para cada n ∈ N, los elementos de

C((t
1
n )) son todos los de la forma p(t) = t

h
n

∑∞
j=0 ajt

j
n con h ∈ Z, aj ∈ C para todo j ∈ N0

y a0 6= 0.

Dado p(t) = t
h
n

∑∞
j=0 ajt

j
n ∈ C(t)′ con a0 6= 0, de�nimos ord(p(t)) =

h

n
. El conjunto de los

elementos de C(t)′ de orden no negativo se notará C[t]′.
Si x(t), y(t) ∈ C(t)′, existen m,n ∈ N tales que x ∈ C((t

1
m )), y ∈ C((t

1
n )). Luego, x, y ∈

C((t
1

mn )) y por lo tanto también pertenecen a C((t
1

mn )) su suma, producto y cociente (si
y 6= 0). Así, C(t)′ resulta un cuerpo.

El teorema básico sobre parametrizaciones de curvas algebraicas es el siguiente (ver [17,
Capítulo 4, Sección 3, Teorema (3.1)]):

Teorema 1.27 El cuerpo de las series de potencias racionales C(t)′ es algebraicamente
cerrado.

En la Sección 2.2 utilizaremos este teorema para hallar, dada una curva de raíces de un
sistema F, una parametrización de esta curva donde cada coordenada es una serie de
Puiseux.
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1.5. Multiplicidad de intersección

Dados polinomios f1, . . . , fn ∈ C[x1, . . . , xn] con �nitos ceros comunes en Cn, se dice que
el ideal I = < f1, . . . , fn > generado por los polinomios en C[x1, . . . , xn] es un ideal cero-
dimensional, o bien que f1(x) = 0, . . . , fn(x) = 0 es un sistema cero-dimensional.
Bajo estas condiciones, el cociente C[x1, . . . , xn]/I es un álgebra de dimensión �nita sobre
C (ver [3, Capítulo 5, Sección 3, Teorema 6]). La dimensión D de esta álgebra es mayor
o igual que la cantidad de ceros comunes de los polinomios (ver [4, Capítulo 2, Teorema
(2.10)]). Sin embargo, en forma análoga a lo que sucede en el caso de un polinomio en una
variable, es posible de�nir una multiplicidad algebraica para cada uno de estos ceros de
manera que la suma de estas multiplicidades sea igual a D.
Una forma de asignar multiplicidades a los ceros aislados de un sistema de ecuaciones
polinomiales es a través de ciertos anillos asociados al punto y el ideal generado por los
polinomios.

De�nición 1.28 Un anillo local es un anillo con exactamente un ideal maximal.

Dado (p1, . . . , pn) ∈ Cn notaremos C[x1, . . . , xn]<x1−p1,...,xn−pn> al conjunto de todas las

funciones racionales
f(x1, . . . , xn)
g(x1, . . . , xn)

∈ C(x1, . . . , xn) tales que g(p1, . . . , pn) 6= 0. Los anillos
de este tipo veri�can (ver [4, Capítulo 4, Proposición (1.2)]):

Proposición 1.29 Para cada (p1, . . . , pn) ∈ Cn, C[x1, . . . , xn]<x1−p1,...,xn−pn> es un ani-
llo local, y subanillo del cuerpo de funciones racionales de C(x1, . . . , xn) que contiene a
C[x1, . . . , xn].

Si I es un ideal de C[x1, . . . , xn] y (p1, . . . , pn) ∈ Cn, notaremos I<x1−p1,...,xn−pn> al ideal
generado por los elementos de I en C[x1, . . . , xn]<x1−p1,...,xn−pn>.
Ahora estamos en condiciones de de�nir la multiplicidad de una solución de un sistema de
ecuaciones polinomiales cero-dimensional:

De�nición 1.30 Sean f1, . . . , fn ∈ C[x1, . . . , xn] polinomios con �nitos ceros comunes en
Cn y sea I = < f1, . . . , fn >. Para cada p = (p1, . . . , pn) ∈ Cn raíz del sistema

F =





f1(x1, . . . , xn) = 0
...

fn(x1, . . . , xn) = 0

de�nimos la multiplicidad de intersección de f1, . . . , fn en p (o multiplicidad de p como
cero de F) como:

mult(f1, . . . , fn; p) = dimCC[x1, . . . , xn]<x1−p1,...,xn−pn>/I<x1−p1,...,xn−pn>.
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Observamos que la misma de�nición de multiplicidad puede también aplicarse en el caso en
que (p1, . . . , pn) ∈ Cn es una solución aislada de un sistema de n ecuaciones polinomiales
con n incógnitas (ver [8]).





Capítulo 2

El Teorema de Bernstein

El Teorema de Bernstein, cuya demostración analizaremos en este capítulo, nos permite,
dados n polinomios en n variables, hallar una cota para el número de sus raíces aisladas
comunes en (C∗)n contadas con su multiplicidad a partir de los polítopos de Newton de
los polinomios. Más aún, en el caso genérico nos dice exactamente cuántas son esas raíces
en función únicamente de dichos polítopos. También da información sobre las condiciones
de genericidad bajo las cuales la cota se alcanza.

En primer lugar introduciremos algunas notaciones que se usarán en lo sucesivo.
Dados f1, . . . , fn ∈ C[x±1

1 , . . . , x±1
n ], se de�ne L(F) como la cantidad de raíces aisladas en

(C∗)n del sistema

F =





f1(x1, . . . , xn) = 0
...

fn(x1, . . . , xn) = 0

(2.1)

contadas con su multiplicidad.
Sea S = (S1, . . . ,Sn) una colección de subconjuntos �nitos de Zn. Para i = 1, . . . , n

consideramos una familia (ciq)q∈Si de nuevas indeterminadas sobre C. Entonces, el sistema




∑
q∈S1

c1qx
q = 0

...
∑

q∈Sn
cnqx

q = 0

(2.2)

tiene �nitas soluciones en (C(ciq)
∗
)n, donde C(ciq) es una clausura algebraica del cuerpo

de fracciones de C[ciq]. A este número de soluciones lo notamos L(S).
Si especializamos los coe�cientes ciq del sistema (2.2) en valores genéricos en C∗, el sis-
tema obtenido tendrá �nitas soluciones aisladas en (C∗)n y, contadas con multiplicidad,

29
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su número resulta ser también L(S) (ver [9, Proposición 1], [16, Capítulo II, Sección 6,
Teorema 3]).

Notar que L(S) es simétrico ya que la cantidad o multiplicidad de las soluciones del sistema
no varía cambiando el orden de sus ecuaciones.

2.1. Cambios de variable y propiedades genéricas

Para la demostración del Teorema de Bernstein será especialmente útil el uso de ciertos
cambios de variables. Es necesario entonces ver que tanto L(F) como L(S) no cambian al
aplicarlos.

Para cada f(x1, . . . , xn) =
∑

cqx
q ∈ C[x±1

1 , . . . , x±1
n ] de�nimos el soporte de f como

sop(f) = {q ∈ Zn/cq 6= 0}.
Para toda matriz U = (uij)1≤i,j≤n ∈ Zn×n tal que det(U) = ±1, se de�ne el cambio de
variables x = yU de la siguiente manera: xj =

∏n
i=1 y

uij

i ∀ 1 ≤ j ≤ n. Este cambio de
variables induce un isomor�smo U∗ : C[x±1

1 , . . . , x±1
n ] → C[y±1

1 , . . . , y±1
n ], U∗(xq) = yUq.

Lema 2.1 Con las notaciones anteriores se tiene que si f ∈ C[x±1
1 , . . . , x±1

n ], entonces
sop(U∗(f)) = U(sop(f)). Además, para cada sistema de ecuaciones F del tipo (2.1), vale
L(F) = L(U∗(F)).

Demostración: Sea f(x1, . . . , xn) =
∑

q∈ sop(f) cqx
q, luego U∗(f) =

∑
q∈ sop(f) cqU∗(xq) =∑

q∈ sop(f) cqy
Uq. Esto implica que sop(U∗f) = {Uq / q ∈ sop(f)} = U(sop(f)).

Para ver que L(F) = L(U∗(F)), sea x0 ∈ (C∗)n tal que fi(x0) = 0 para todo 1 ≤ i ≤ n.
Así, tomando y0 = xU−1

0 tenemos que

U∗(fi)(y0) =
∑

q∈ sop(fi)

cqy
Uq
0 =

∑

q∈ sop(fi)

cqx
U−1Uq
0 =

∑

q∈ sop(fi)

cqx
q
0 = 0.

Con esto, y0 es raíz de U∗(F), y como y = xU−1 es un cambio de variables, esto implica
que L(F) = L(U∗(F)). ¤

También podemos observar que la traslación T : Zn → Zn de�nida por T(q) = q + p con
p ∈ Zn �jo induce un isomor�smo T∗ : C[x±1

1 , . . . , x±1
n ] → C[y±1

1 , . . . , y±1
n ], T∗(xq) = yq+p.

En este caso, para cada f ∈ C[x±1
1 , . . . , x±1

n ], se tiene que T∗(f) = ypf(y) y sop(T∗(f)) =
T(sop(f)). En consecuencia, para cada sistema de ecuaciones F del tipo (2.1), si T1, . . . ,Tn

son traslaciones, se tiene que L(F) = L(T∗
1(f1), . . . ,T∗

n(fn)).
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Corolario 2.2 Dada U ∈ Zn×n tal que det(U) = ±1, si US = (US1, . . . ,USn) vale que
L(S) = L(US). Si T1, . . . ,Tn son traslaciones en Zn y TS = (T1S1, . . . ,TnSn) entonces
L(S) = L(TS).

El siguiente lema nos permitirá hacer cambios de variables convenientes.

Lema 2.3 Dado α ∈ Zn primitivo (es decir, tal que mcd(α1, . . . , αn) = 1), existe U =
(uij)ij ∈ Zn×n tal que α es su primera �la y U−1 ∈ Zn×n.

Demostración: Seguiremos la idea para la demostración dada en [4, Capítulo 7, Sección
5, Ejercicio 9]. Para ver que existe U como la buscada, basta ver que existe una matriz
Ũ ∈ Zn×n con inversa entera y α como su primera columna (luego tomamos U = Ũt). A
su vez, alcanza hallar A ∈ Zn×n tal que A−1 ∈ Zn×n y A.α = (1, 0, . . . , 0) pues entonces
α = A−1.A.α = A−1.(A.α) = A−1.(1, 0, . . . , 0)t, que es la primera columna de A−1, y
tomando Ũ = A−1 conseguiríamos lo buscado.
Aplicaremos al vector columna α una cantidad �nita de operaciones elementales enteras de
�las (permutar dos �las, multiplicar una �la por −1 o sumar a una �la un múltiplo entero
de otra) de manera de obtener el vector (1, 0, . . . , 0)t. Dado que las operaciones de este tipo
se pueden interpretar como multiplicar por matrices elementales enteras cuyas inversas son
también enteras, el producto de las matrices elementales correspondientes a las operaciones
efectuadas será una matriz A ∈ Zn×n con inversa entera tal que A.α = (1, 0, . . . , 0)t.
Podemos suponer que todas las coordenadas de α son no negativas, pues de lo contrario,
multiplicamos por −1 cada una de las coordenadas negativas.
Como α es primitivo, existe αi 6= 0. Sea αi0 = mı́n{αi 6= 0}. Así, intercambiando las
coordenadas 1 e i0 obtenemos un vector b = (b1, . . . , bn)t donde bj ≥ 0 para todo j y
0 < b1 ≤ bi para todo i con bi 6= 0. Para cada i ≥ 2, aplicando el algoritmo de división,
tenemos que bi = qi.b1 + ri con qi ≥ 0 y 0 ≤ ri < b1.
Restándole qi.b1 a la coordenada i de b para cada 2 ≤ i ≤ n, se obtiene el vector
(b1, r2, . . . , rn), que resulta primitivo. Si ri = 0 para todo 2 ≤ i ≤ n, el vector obtenido
es (1, 0, . . . , 0)t. Si no, mı́n{b1, r2, . . . , rn} < b1 y, por lo tanto, repitiendo el procedimiento
anterior un número �nito de veces, obtendremos el vector (1, 0 . . . , 0)t. ¤

De�nición 2.4 Sean α = (α1, . . . , αn) ∈ Qn − {0}, S ⊂ Zn un conjunto �nito, mα(S) =
mı́n{〈α, q〉 / q ∈ S} y Sα = {q ∈ S / 〈α, q〉 = mα(S)} (ver la De�nición 1.8 del Capítulo
1). Si f(x) =

∑
q∈S cq.x

q, de�nimos

fα(x) =
∑

q∈Sα

cq.x
q
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y para cada sistema de ecuaciones F =





f1(x) = 0
...

fn(x) = 0

de�nimos Fα =





f1α(x) = 0
...
fnα(x) = 0

.

Proposición 2.5 Dado un sistema F de n ecuaciones en n variables, vía un cambio de
variables, Fα resulta ser equivalente a un sistema de n ecuaciones en a lo sumo n − 1
variables y, por lo tanto, sin raíces en el caso genérico.

Demostración: Sin perder generalidad podemos suponer que α ∈ Zn − {0} es primitivo,
pues ∀λ > 0 sabemos que mλα(S) = mı́n{〈λ.α, q〉 / q ∈ S} = λ.mı́n{〈α, q〉 / q ∈ S} =
λ.mα(S). De esta manera, resulta que Sλ.α = Sα para todo λ > 0. Así, si α = (α1

α0
, . . . , αn

α0
)

con αi ∈ Z, tomando λ = α0.mcd(α1, . . . , αn)−1, λα resulta entero y primitivo.
Usando el lema anterior, sea U = (uij) ∈ Zn×n tal que U−1 ∈ Zn×n y las coordenadas de
α son las de la primera �la de U. Si β = α.U−1 = (1, 0, . . . , 0) vale que para todo q ∈ Zn,

〈β, (U.qt)t〉 = 〈α.U−1, (U.qt)t〉 = α.U−1.U.qt = α.qt = 〈α, q〉.

Entonces

mı́n{〈α, q〉/q ∈ S} = mı́n{〈β, (U.qt)t〉/q ∈ S} = mı́n{〈β, p〉/p ∈ U.S}.

Esto implica que, si q ∈ Sα, entonces Uq ∈ (U.S)β , y vale la vuelta. Por lo tanto, U.(Sα) =
(U.S)β.

Con el cambio de variables U∗ inducido por x = yU, resulta entonces que U∗Fα = (U∗F)β .
Como β = (1, 0, . . . , 0), cada uno de los polinomios U∗(fi)β puede escribirse como una
potencia de y1 por un polinomio que no depende de la variable y1. Luego, las soluciones
en (C∗)n del sistema (U∗F)β coinciden con las de un sistema de n ecuaciones en n − 1
incógnitas. Por lo tanto, genéricamente, L(Fα) = L((U∗F)β) = 0. ¤

Otra propiedad que vale genéricamente para sistemas ralos es que todas sus raíces son
simples (ver [13, Corolario (3.2.1), Capítulo V]):

Proposición 2.6 Sean P1, . . . ,Pn polítopos en Rn. Si existen, todas las raíces de un sis-
tema genérico de n ecuaciones polinomiales en n variables con soportes P1, . . . ,Pn son
aisladas y de multiplicidad 1.

Los dos lemas siguientes relacionan la multiplicidad de una raíz de un sistema con su
jacobiano:
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Lema 2.7 Sean f1, . . . , fn ∈ C[x1, . . . , xn] tal que el sistema F =





f1 = 0
...

fn = 0

tiene �nitas

soluciones, y una de ellas es el origen. Si la multiplicidad de intersección de f1, . . . , fn en

el origen es 1, entonces JF(
−→
0 ) = det




∂f1

∂x1
(
−→
0 ) . . .

∂f1

∂xn
(
−→
0 )

... . . . ...
∂fn

∂x1
(
−→
0 ) . . .

∂fn

∂xn
(
−→
0 )



6= 0.

Demostración: Con las hipótesis del lema, y siendo I0 el ideal < x1, . . . , xn >, supongamos
que < x1, . . . , xn >I0*< f1, . . . , fn >I0 . Luego existe xi 6∈< f1, . . . , fn >I0 . Por lo tanto,
[xi] ∈ C[x1, . . . , xn]I0/ < f1, . . . , fn >I0 es no nula, con lo cual {1, [xi]} es linealmente inde-
pendiente en C[x1, . . . , xn]I0/ < f1, . . . , fn >I0 . Si no fuera así, existiría una combinación
lineal tal que [a+bxi] = 0, pero entonces a+bxi ∈< f1, . . . , fn >I0 . Esto nos dice que se an-
ularía en el origen, lo cual no puede suceder con a no nulo. Como {1, [xi]} es linealmente in-
dependiente, dimC[x1, . . . , xn]I0/ < f1, . . . , fn >I0≥ 2, lo cual es un absurdo pues el origen
es una raíz simple del sistema. Por lo tanto, vale que < x1, . . . , xn >I0⊂< f1, . . . , fn >I0 .
Usando esto, podemos escribir ∀ 1 ≤ i ≤ n :

xi =
n∑

j=1

gij(x1, . . . , xn).fj(x1, . . . , xn).

Entonces, derivando con respecto a xk tenemos que

1 =
n∑

j=1

∂gji

∂xi
(x1, . . . , xn).fj(x1, . . . , xn) +

n∑

j=1

gji(x1, . . . , xn).
∂fj

∂xi
(x1, . . . , xn) si k = i

0 =
n∑

j=1

∂gji

∂xk
(x1, . . . , xn).fj(x1, . . . , xn) +

n∑

j=1

gji(x1, . . . , xn).
∂fj

∂xk
(x1, . . . , xn) si k 6= i

y evaluándolo en el origen, tenemos que

1 =
n∑

j=1

gji(
−→
0 ).

∂fj

∂xi
(
−→
0 ) si k = i

0 =
n∑

j=1

gji(
−→
0 ).

∂fj

∂xk
(
−→
0 ) si k 6= i
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con lo cual



1 0 . . . 0
0 1 . . . 0
... ... . . . ...
0 0 . . . 1




︸ ︷︷ ︸
Id

=




g11(
−→
0 ) . . . g1n(

−→
0 )

g21(
−→
0 ) . . . g2n(

−→
0 )

... . . . ...
gn1(

−→
0 ) . . . gnn(

−→
0 )




.




∂f1

∂x1
(
−→
0 ) . . .

∂f1

∂xn
(
−→
0 )

... . . . ...
∂fn

∂x1
(
−→
0 ) . . .

∂fn

∂xn
(
−→
0 )




De esta manera, JF(
−→
0 ) 6= 0. ¤

Lema 2.8 Sean f1, . . . , fn ∈ C[x1, . . . , xn] tales que el origen es una solución aislada del

sistema F =





f1(x) = 0
...

fn(x) = 0

. Supongamos que JF(
−→
0 ) 6= 0. Entonces la multiplicidad del

origen como raíz del sistema es 1 (es una raíz simple).

Demostración: Buscamos hallar mult(f1, . . . , fn;
−→
0 ) = dimC[x1, . . . , xn]I0/< f1, . . . , fn >I0 ,

donde I0 =< x1, . . . , xn > . Usando el desarrollo de Taylor, podemos escribir a los poli-
nomios

fj(x1, . . . , xn) =
n∑

i=1

∂fj

∂xi
(
−→
0 ).xi +

∑

k≥2

fjk(x1, . . . , xn),

donde fjk es un polinomio homogéneo de grado k. La hipótesis JF(
−→
0 ) 6= 0 implica que la

matriz H =




∂f1

∂x1
(
−→
0 ) . . .

∂f1

∂xn
(
−→
0 )

... . . . ...
∂fn

∂x1
(
−→
0 ) . . .

∂fn

∂xn
(
−→
0 )




es inversible. Mediante las operaciones entre los

polinomios dadas por H−1.




f1(x1, . . . , xn)
...

fn(x1, . . . , xn)


, podemos suponer que

fj(x1, . . . , xn) = xj +
∑

k≥2

fjk(x1, . . . , xn) = xj(1 + xj .p
(1)
j (xj)) +

∑

i 6=j

xi.p
(1)
ji (x1, . . . , xn),

donde p
(1)
ji (0) = 0 y 1 + xj .p

(1)
j (xj) es una unidad en C[x1, . . . , xn]I0 . Luego, multiplicando

por el inverso de 1 + xj .p
1
j (xj) para cada j :

< f1, . . . , fn >I0=< x1 +
∑

i 6=1

xi.p
(2)
1i , . . . , xn +

∑

i6=n

xi.p
(2)
ni >I0 con p

(2)
ji (0) = 0.
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Llamando f
(2)
j = xj +

∑
i6=j xi.p

(2)
ji , uj = 1− p

(2)
jn .p

(2)
nj y p

(3)
ji = p

(2)
ji − p

(2)
jn .p

(2)
ni , tenemos que

para todo j entre 1 y n− 1 :

f
(2)
j − p

(2)
jn .f (2)

n = x1.p
(3)
j1 + · · ·+ xj−1.p

(3)
jj−1 + xj .uj + xj+1.p

(3)
jj+1 + · · ·+ xn−1.p

(3)
jn−1,

con p
(3)
ji (0) = 0. Luego, multiplicando para cada j por el inverso de uj tenemos que:

< f1, . . . , fn >I0=< {x1.p
(4)
j1 +· · ·+xj−1.p

(4)
jj−1+xj+xj+1.p

(4)
jj+1+· · ·+xn−1.p

(4)
jn−1}n−1

j=1 , f
(2)
n >I0

donde p
(4)
ji (0) = 0. Y notando para cada j entre 1 y n− 1

f
(4)
j = x1.p

(4)
j1 + · · ·+ xj−1.p

(4)
jj−1 + xj + xj+1.p

(4)
jj+1 + · · ·+ xn−1.p

(4)
jn−1;

podemos ver que no tienen un término que sólo dependa de xn. Repitiendo estos mismos
pasos en forma recursiva tenemos que existen pji ∀ 2 ≤ j ≤ n, 1 6= i < j que se anulan en
el origen, tales que

< f1, . . . , fn >I0=< x1, x2+x1.p21, x3+x1.p31+x2.p32, . . . , xn+x1.pn1+· · ·+xn−1.pnn−1 >I0

=< x1, x2, x3 + x2.p32, . . . , xn + x2.pn2 + · · ·+ xn−1.pnn−1 >I0= · · · =< x1, . . . , xn >I0 ,

con lo cual, mult(f1, . . . , fn;
−→
0 ) = dimC[x1, . . . , xn]I0/ < x1, . . . , xn >I0= 1. ¤

2.2. El Teorema de Bernstein

Con todo esto ya es posible enunciar el teorema de Bernstein que relaciona la cantidad
de soluciones en (C∗)n de un sistema genérico con soportes pre�jados con la geometría de
dichos soportes (ver [1, Teorema A]):

Teorema 2.9 Dada una colección de subconjuntos �nitos de Zn, S1, . . . ,Sn, se tiene que

L(S1, . . . ,Sn) = MVn(Conv(S1), . . . , Conv(Sn)).

El segundo de los teoremas de Bernstein (ver [1, Teorema B]) da condiciones de generi-
cidad bajo las cuales un sistema de ecuaciones polinomiales con soportes S1, . . . ,Sn tiene
MVn(Conv(S1), . . . , Conv(Sn)) soluciones en (C∗)n.

Teorema 2.10 Sean f1, . . . , fn ∈ C[x±1
1 , . . . , x±1

n ] tales que sop(fi) = Si para todo 1 ≤
i ≤ n, y sea

F =





f1(x1, . . . , xn) = 0
...

fn(x1, . . . , xn) = 0

.

Entonces, con la notación de la De�nición 2.4,
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a) si Fα no tiene raíces en (C∗)n para todo α ∈ Qn − {0}, todas las raíces de F son
aisladas y L(F) = L(S1, . . . ,Sn).

b) si Fα tiene alguna raíz en (C∗)n para algún α ∈ Qn − {0}, L(F) < L(S1, . . . ,Sn) si
L(S1, . . . ,Sn) 6= 0 y L(F) = 0 si L(S1, . . . ,Sn) = 0.

Observación 2.11 Un caso particular de una colección de subconjuntos �nitos de Zn es
S1 = · · · = Sn = {m ∈ Zn

≥0 / |m| ≤ d}. Entonces, se tiene que Conv(S1) = · · · =
Conv(Sn) = Qd. En este caso, el Teorema 2.9 nos dice que

L(S1, . . . ,Sn) = MVn(Qd, . . . ,Qd) = n!Voln(Qd).

Por la Proposición 1.7, sabemos que Voln(Qd) = dn/n! con lo cual la cota de Bernstein
para la cantidad de soluciones en (C∗)n de un sistema genérico con soportes pre�jados
S1 = · · · = Sn = {m ∈ Zn

≥0 / |m| ≤ d} es

L(S1, . . . ,Sn) = dn,

la misma que se obtiene con el Teorema de Bézout (ver [16, Capítulo IV, Sección 2.1]).

En lo que sigue, analizaremos paso por paso las demostraciones originales de los teoremas
de Bernstein.

2.2.1. Demostración del Teorema 2.10

Demostración: a) Supongamos primero que las raíces del sistema F no son aisladas.
Podemos entonces tomar una curva irreducible C de dimensión 1 en la variedad de las
raíces (para esto, basta intersecar el conjunto de las soluciones del sistema con su�cientes

hiperplanos genéricos y considerar una componente irreducible). Sea C(C) = {f

g
/ f, g ∈

C[x1, . . . , xn]/I(C) y g 6= 0} el cuerpo de funciones racionales sobre C. Como C(C)/C
es una extensión de cuerpos con grado de trascendencia 1, existe i tal que xi en C(C)
es trascendente y ∀j 6= i, xj es algebraico sobre C[xi]. Luego para todo j 6= i existe
gj(xi)(z) ∈ C[xi][z] − {0} tal que gj(xi)(xj) = 0. Entonces (gj ; j 6= i) ⊂ I(C) y, por lo
tanto, la inclusión también vale para los ideales extendidos a la clausura algebraica de
C(xi). En consecuencia, si para cada j 6= i, {xjk}dj

k=1 ∈ C(xi)′ son las raíces de gj , existen
k1, . . . , ki−1, ki+1, . . . , kn tales que (x1k1 , . . . , xi−1ki−1 , xi, xi+1ki+1 , . . . , xnkn) ∈ (C(xi)′)n

anula a todo polinomio que se anula sobre C, y por lo tanto, a todos los polinomios del
sistema F.
Por lo tanto, existe X (t) = (X1(t), . . . ,Xn(t)) donde Xj(t) = aj .t

αj + o(tαj ) es una serie
de Puiseux, aj ∈ C∗, αj ∈ Q ∀1 ≤ j ≤ n y o(tαj ) ∈ C(t)′ es una serie de Puiseux de orden
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mayor estricto que αj , tal que fi(X (t)) = 0 para todo 1 ≤ i ≤ n. Es importante notar que
α = (α1, . . . , αn) ∈ Qn − {0}.
Luego tenemos que, si

fi(x) =
∑

q∈Si

cq.x
q =

∑

q=(q1,...,qn)∈Si

cq.x
q1
1 . . . xqn

n

con q = (q1, . . . , qn), entonces

0 = fi(X (t)) = fi(X1(t), . . . ,Xn(t)) = fi(a1.t
α1 + o(tα1), . . . , an.tαn + o(tαn)) =

=
∑

q∈Si

cq.(a1.t
α1 + o(tα1))q1 . . . (an.tαn + o(tαn))qn =

=
∑

q∈Si

cq.(a
q1
1 . . . aqn

n .tα1.q1+···+αn.qn + o(tα1.q1+···+αn.qn)) =

=
∑

q∈Si

cq.(aq.t〈α,q〉 + o(t〈α,q〉)) =

=
∑

q∈Siα

cq.a
q.t〈α,q〉 +

∑

q∈Si\Siα

cq.a
q.t〈α,q〉 +

∑

q∈Si

cq.o(t〈α,q〉) =

= fiα(a).tmα(Si) +
∑

h>mα(Si)

c̃h.th.

Como cada coe�ciente de cada potencia de t es nulo, en particular vale

fiα(a) = 0 ∀1 ≤ i ≤ n. (2.3)

Con esto, a es raíz de Fα, pero esto no puede ser pues como α 6= 0, por hipótesis Fα no
tiene raíces en (C∗)n. Como el absurdo proviene de suponer que podemos tomar una curva
de raíces, éstas deben estar aisladas.

Supongamos ahora que las raíces del sistema F son aisladas, pero L(F) 6= L(S). Consid-
eremos un polinomio q en los coe�cientes de un sistema con soportes S1, . . . ,Sn cuya no
anulación en un vector dado de coe�cientes implica que el sistema asociado tiene L(S)
raíces aisladas en (C∗)n. Sea

Ft =





(1− t).f1(x1, . . . , xn) + t.p1(x1, . . . , xn) = 0
...
(1− t).fn(x1, . . . , xn) + t.pn(x1, . . . , xn) = 0

donde P =





p1 = 0
...
pn = 0

es un sistema dado por polinomios con soportes S1, . . . ,Sn tal que

q(P) 6= 0 (y por lo tanto con L(S) raíces aisladas).
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Visto como un sistema que depende de (t, x1, . . . , xn), Ft es un sistema de n ecuaciones
en n + 1 variables. Entonces cada componente irreducible del conjunto de soluciones tiene
dimensión al menos 1. Luego, cada raíz aislada de F = F0 no puede ser aislada en Ft(x)
y existe una curva que la contiene.
Como para t = 1, q(F1) 6= 0, entonces q(Ft) es un polinomio en una única variable t, que
evaluada en 1 es distinto de 0. Por lo tanto

q(Ft) 6= 0. (2.4)

y tiene �nitas raíces. En consecuencia, el sistema Ft tiene L(S) raíces en
(
(C(t)′)∗

)n y,
para casi todo t ∈ C, el sistema Ft es genérico y tiene L(S) raíces. Es decir, la curva
de�nida por Ft tiene L(S) ramas y, además, cada rama de la curva depende de t pues con
t = 1 la raíz es aislada, con lo cual la coordenada en t de esa curva no puede ser constante.
Veamos que L(F) < L(S): como Ft(x) es un sistema de n ecuaciones en n + 1 variables,
cada raíz aislada de F = F0 está contenida en una curva de raíces de Ft. Pero como con
t = 0 la raíz es aislada, la coordenada en t no puede ser constantemente 0 y por lo tanto,
está contenida en una rama de soluciones de Ft. Si tomamos dos raíces distintas de F, y
consideramos las ramas en las que están contenidas, resulta que para t0 su�cientemente
chico corresponden a raíces distintas de Ft0 y, por lo tanto, las ramas son distintas. Luego,
existen a lo sumo L(S) raíces aisladas distintas del sistema F, es decir

L(F) ≤ L(S). (2.5)

Con esto, como habíamos supuesto que L(F) 6= L(S), resulta L(F) < L(S).

Sea cada una de las ramas de la curva Ft = 0,

X (j)(t) = (aj1.t
αj1 + o(tαj1), . . . , ajn.tαjn + o(tαjn)) ∀1 ≤ j ≤ L(S)

y notemos a(j) = (aj1, . . . , ajn), α(j) = (αj1, . . . , αjn). Si α(j) = 0 ∀1 ≤ j ≤ L(S), Xj(0) =
a(j) ∀j, que es raíz de F0 = F. Esto implica que tenemos al menos L(S) raíces de F
contadas con su multiplicidad, lo cual es una contradicción. Luego, existe j tal que α(j) 6= 0
y repitiendo las cuentas de (2.3) vale que fiα(j)(a(j)) = 0 ∀ i. Entonces a(j) es raíz de
Fα(j) lo cual también contradice el enunciado del teorema. Por lo tanto, debe valer que
L(F) = L(S).

b) Sea α 6= 0 tal que a = (a1, . . . , an) es raíz de Fα. Haciendo un cambio de variables
como en la demostración de la Proposición 2.5, podemos suponer que α = (α1, 0, . . . , 0)
con α1 > 0 y mα(Si) = 0 para i = 1, . . . , n (vimos en el Lema 2.1 que estos cambios no
modi�can L(F)).



2.2. EL TEOREMA DE BERNSTEIN 39

Con dicho α y usando la notación a′ = (0, a2, . . . , an) y fi(x) =
∑

q∈Si
cq.x

q, tenemos que

fi(a′) =
∑

q∈Si

cq.(a′)q =
∑

cq.a
q2
2 . . . aqn

n

sumado sobre los q ∈ Si tales que q1 = 0 (pues la primera coordenada de a′ es nula). Como
〈α, q〉 = α1.q1 y mα(Si) = 0, entonces Siα = {q ∈ Si / α1.q1 = mα(Si) = 0} = {q ∈ Si /
q1 = 0}. Luego

fi(a′) =
∑

q∈Siα

cq.a
q2
2 . . . aqn

n = fiα(a) = 0.

Caso L(S) > 0 : Sea P =





p1 = 0
...

pn = 0

un sistema tal que q(P) 6= 0, donde (q) es el

polinomio en los coe�cientes del sistema que asegura que éste tenga L(S) raíces aisladas
en (C∗)n y que, además, cumpla que pi(a′) 6= 0 ∀1 ≤ i ≤ n y que existe una raíz b ∈ (C∗)n

de P tal que fi(b) 6= 0 ∀1 ≤ i ≤ n. Consideremos el segmento que une a′ con b: z(t) =
t.b + (1− t).a′, y

Ft =





f t
1(x) = f1(x).p1(z(t))− p1(x).f1(z(t))

...
f t

n(x) = fn(x).pn(z(t))− pn(x).fn(z(t))

t ∈ [0, 1].

Con t = 0 tenemos que f0
i (x) = fi(x).pi(a′) − pi(x).0 = fi(x).ei con ei constante no nula

∀i. De esta manera, el sistema F0 es equivalente al sistema F.
Para t = 1, como fi(b) 6= 0, f1

i (x) = fi(x).0 − pi(x).fi(b) = pi(x).di donde di es una
constante no nula. Por lo tanto, f1

i (x) = 0 si y sólo si pi(x) = 0 ∀i, y así el sistema F1

es equivalente al sistema P. Entonces q(F1) 6= 0, con lo cual para casi todo t tenemos
que q(Ft) 6= 0. Por lo tanto, para casi todo t, el sistema Ft tendrá también L(S) raíces
aisladas.
De la misma forma en que llegamos a la desigualdad (2.5), cuando t tiende a 0, las L(S)
raíces de Ft para casi todo t convergen a raíces aisladas de F con lo cual, L(F) ≤ L(S).
Pero Ft(z(t)) = fi(z(t)).pi(z(t)) − fi(z(t)).pi(z(t)) = 0 y z(0) = a′ = (0, a2, . . . , an), que
no pertenece a (C∗)n. Esto implica que L(F) < L(S), que es lo que queríamos ver.

Caso L(S) = 0: Sea a′ = (0, a2, . . . , an) y P =





p1 = 0
...
pn = 0

un sistema genérico (q(P) 6= 0)

con L(S) = 0 raíces aisladas y tal que pi(a′) 6= 0. Tomemos además b tal que fi(b) 6= 0
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∀1 ≤ i ≤ n. Así, consideremos nuevamente el segmento z(t) = t.b + (1− t).a′ y

Ft =





f t
1(x) = f1(x).p1(z(t))(1− t)− p1(x).f1(z(t))
...
f t

n(x) = fn(x).pn(z(t))(1− t)− pn(x).fn(z(t))

Tenemos entonces que, para t = 1 vale f1
i (x) = fi(x).pi(b).0− pi(x).fi(b) = pi(x).di donde

di es una constante no nula. De esta forma, F1 es equivalente al sistema P y cumple que
q(F1) 6= 0. Luego, para casi todo t, el sistema Ft no tiene soluciones. Por lo tanto, cada
componente irreducible del conjunto de soluciones de Ft visto como un sistema en las
n + 1 variables t, x está incluida en t = t0 para algún valor de t0. Como cada una de estas
componentes tiene dimensión por lo menos 1, las soluciones de F0, que es equivalente a F
(pues f0

i (x) = fi(x)pi(a′)), no pueden ser aisladas y, por lo tanto, L(F) = 0. ¤

2.2.2. Demostración del Teorema 2.9

Demostración: Se verá que, en el caso genérico, la cantidad de raíces de un sistema

F =





f1(x1, . . . , xn) = 0
...

fn(x1, . . . , xn) = 0

tal que sop(fi) = Si ∀1 ≤ i ≤ n es exactamente

L(S1, . . . ,Sn) = MVn(Conv(S1), . . . , Conv(Sn)).

La demostración se hará por inducción en la cantidad n de incógnitas y ecuaciones del
sistema. Para esto, se probará en primer lugar una fórmula de tipo

L(S1, . . . ,Sn) =
∑

Hα.L(S2α, . . . ,Snα),

donde Hα son enteros convenientes que dependen de S1, y la suma se hace sobre todas
las direcciones orientadas α, que relaciona la cantidad de soluciones de un sistema en n

variables con las de sistemas de ecuaciones en n − 1 variables (ver la demostración de la
Proposición 2.5).
Fijemos un elemento r de S1.
Sean S = (S1, . . . ,Sn) y α = (α1, . . . , αn) ∈ Zn − {0} primitivo. Se de�ne

Lα(S) = L(S2α, . . . ,Snα). (2.6)
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Observamos que Lα(S) no cambia por traslaciones ni automor�smos de Zn del tipo con-
siderado en la Sección 2.1.
Trasladando los Si, podemos suponer que mα(Si) = 0 y Siα ⊂ (Zn)α = {q ∈ Zn / 〈α, q〉 =
0} para todo 2 ≤ i ≤ n: para ver esto, para cada 2 ≤ i ≤ n �jo, y recordando que

Siα = {q ∈ Si / 〈α, q〉 = mα(Si)},

sea pi ∈ Zn tal que 〈α, pi〉 = −mα(Si) (por ejemplo pi = −qi donde qi ∈ Siα). Entonces
mα(pi + Si) = 〈α, pi〉+ mα(Si) = 0 (tomando P = {pi} y Q = Si en la Proposición 1.14).
Luego, (pi + Si)α ⊂ (Zn)α.

Llamamos (Zn)′ = Zn/(Zn)α. Este es un Z−módulo libre y unidimensional: si k ∈ Z y
k[v] = [0], entonces 〈kv, α〉 = 0. Luego si k 6= 0, 〈v, α〉 = 0, con lo cual [v] = [0]. Entonces
(Zn)′ es un Z-módulo sin torsión, y es �nitamente generado, luego es un Z−módulo libre.
Es unidimensional, pues dimZ((Zn)α) = n− 1.

Tomemos ahora un generador [e] ∈ (Zn)′ que cumpla 〈α, e〉 > 0, y consideremos el proyector
natural Ψ : Zn → (Zn)′, Ψ(x) = [x]. De�nimos Hα como el número entero que cumple

Hα.Ψ(e) = Ψ(r)−Ψ(S1α), (2.7)

donde r ∈ S1 fue �jado al principio de la demostración.

Veamos que Hα está bien de�nido y es no negativo:
Como para todo q ∈ S1α, 〈q, α〉 = mα(S1), tenemos que si p, q ∈ S1α, p − q ∈ (Zn)α y
entonces, [p] = [q] en (Zn)′, o sea que Ψ(p) = Ψ(q) con lo cual tiene sentido hablar de
Ψ(S1α).

Por otro lado, observamos que para todo x ∈ Zn se tiene que ‖α‖2x− 〈α, x〉α ∈ (Zn)α, lo
que implica que

‖α‖2Ψ(x) = 〈α, x〉Ψ(α).

Entonces, usando la igualdad a partir de la cual de�nimos Hα,

Hα 〈α, e〉Ψ(α) = Hα ‖α‖2Ψ(e) = ‖α‖2
(
Ψ(r)−Ψ(S1α)

)
= 〈α, r〉Ψ(α)−mα(S1)Ψ(α),

con lo cual (Hα.〈α, e〉 − 〈α, r〉+ mα(S1)
)
Ψ(α) = 0.

Por ser (Zn)′ un módulo libre y Ψ(α) 6= 0, esto implica que Hα〈α, e〉 = 〈α, r〉 −mα(S1) y,
como 〈α, e〉 > 0,

Hα =
〈α, r〉 −mα(S1)

〈α, e〉 . (2.8)

Finalmente, como r ∈ S1, vale que 〈α, r〉 ≥ mα(S1), y en consecuencia, Hα ≥ 0.
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A partir de la fórmula (2.8) es claro que Hα no cambia por traslaciones y, entonces, sin
perder generalidad, podemos suponer que S1α ⊂ (Zn)α y mα(S1) = 0. En este caso,

Hα =
〈α, r〉
〈α, e〉.

Con r �jo se observa que Hα depende sólo de α y es invariante por automor�smos:
Si [e′] es otro generador de (Zn)′, entonces [e′] = ±[e]. Si además 〈α, e′〉 > 0, vale que
[e] = [e′] y luego 〈α, e′〉 = 〈α, e〉.
Para ver que es invariante por automor�smos, sea U : Zn → Zn, U(x) = x.Ut automor�s-
mo. Para todo b ∈ U((Zn)α), b = q.Ut para algún q ∈ (Zn)α. Como 〈q, α〉 = 0, entonces
〈b, αU−1〉 = q.Ut.(Ut)−1.αt = 0 y por lo tanto b ∈ (Zn)αU−1 .

A su vez, si b ∈ (Zn)αU−1 , 〈b, αU−1〉 = 0. Usando esto b.(U−1)t.αt = 0 y como U es un
automor�smo, existe x ∈ Zn tal que b = x.Ut. Así, 〈x, α〉 = x.Ut.(U−1)t.αt = 0. Entonces,
b = U(x) con x ∈ (Zn)α, con lo cual b ∈ U((Zn)α).
Luego U((Zn)α) = (Zn)αU−1 y se tiene el siguiente diagrama conmutativo:

U
Zn −→ Zn

Ψα ↓ ↓ ΨαU−1

U
Zn/(Zn)α −→ Zn/(Zn)αU−1

es decir, U ◦Ψα = ΨαU−1 ◦U.
Tomamos como generador de Zn/(Zn)αU−1 a U(e) pues 〈U(e), αU−1〉 = 〈e.Ut, αU−1〉 =
〈e, α〉 > 0. ComoHαΨα(e) = Ψα(r)−Ψα(S1α), aplicandoU, se tiene queHαΨαU−1(U(e)) =
ΨαU−1(U(r))−ΨαU−1(U(S1α)). Pero HαU−1 es el que cumple esto. Luego, tiene que valer

Hα = HαU−1 .

Una vez de�nidos Hα y Lα(S) (como en (2.6)) veremos por un lado que vale que
∑

Hα.Lα(S) = L(S), (2.9)

donde la suma se hace sobre todas las direcciones orientadas; y por otro lado, que si la
igualdad (2.9) es válida, el Teorema 2.9 se cumple.
Supongamos primero que la igualdad (2.9) es cierta. Como Lα(S) no depende de S1 y Hα

sólo depende de S1 linealmente (pues Lα(S) = L(S2α, . . . ,Snα) y si S̃1 = a.S1 + b.S′1, r̃ =
a.r + b.r′ tendremos que H̃α.Ψ(e) = Ψ(a.r + b.r′)−Ψ

(
(a.S1 + b.S′1)α

)
= a.Ψ(r)+ b.Ψ(r′)−

a.Ψ
(
(S1)α

) − b.Ψ
(
(S′1)α

)
= (a.Hα + b.H′α)Ψ(e)), entonces L(S) depende linealmente de
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S1. Como no depende del orden de los Si resulta multilineal. Si notamos MVn(S) =
MVn(Conv(S1), . . . , Conv(Sn)), usando que por de�nición

MVn(S) =
n∑

j=1

(−1)n−j
∑

J ⊂ {1, . . . , n}
|J| = j

Voln(
∑

k∈J

Conv(Sk)),

que es multilineal y queMVn(Conv(S), . . . , Conv(S)) = n!.Voln(Conv(S)) (por el Teorema
1.17), entonces

MVn(S) =
1
n!

( n∑

j=1

(−1)n−j
∑

J ⊂ {1, . . . , n}
|J| = j

MVn(
∑

k∈J

Conv(Sk), . . . ,
∑

k∈J

Conv(Sk))
)
. (2.10)

También L(S) es multilineal y, por lo tanto, puede escribirse:

L(S) =
1
n!

( n∑

j=1

(−1)n−j
∑

J ⊂ {1, . . . , n}
|J| = j

L(
∑

k∈J

Sk, . . . ,
∑

k∈J

Sk)
)
. (2.11)

Entonces, si vale queMVn(Conv(S), . . . , Conv(S)) = L(S, . . . ,S) para todo S ⊂ Zn �nito,
igualando cada término de (2.10) y (2.11) tendremos que:

MVn(S) = L(S).

De esta manera, es su�ciente probar esta igualdad para S1 = S2 = · · · = Sn = S. Como
en este caso MVn(Conv(S), . . . , Conv(S)) = n!Voln(Conv(S)), veremos por inducción en
n que L(S) = n!Voln(Conv(S)).

Para el caso n = 1 tenemos un único f(x) = 0 en una variable. Después de multiplicar por
un monomio de Laurent apropiado, obtenemos la ecuación

0 = f̃(x) =
m∑

i=0

cix
i

con c0 6= 0 y cm 6= 0, y por el Teorema Fundamental del Algebra, L(S) = m =
1.Vol1([0, m]) = n!.Voln(Conv(S)).
Para probarlo para n ≥ 2, recordemos que para cada α ∈ Zn primitivo, mediante una
traslación podemos suponer que Sα ⊂ (Zn)α y, por lo tanto, un sistema de n−1 ecuaciones
con soportes Sα es, en realidad, un sistema con n− 1 incógnitas. Dado α ∈ Zn primitivo,
por hipótesis inductiva, podemos suponer entonces que

Lα(S) = (n− 1)!Voln−1(Conv(S)α).
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Sea Πα la pirámide de base Sα y altura h dada por el punto r. El volumen de Πα es

Voln(Πα) =
Voln−1(Conv(S)α).h

n
.

Sólo debemos calcular h, pero como Sα ⊂ (Zn)α, usando (2.8),

h = d(r, (Zn)α) =
〈r, α〉
‖α‖2

=
Hα.〈e, α〉
‖α‖2

. (2.12)

Realizando un cambio de variables dado por una matriz U ∈ Zn×n tal que det(U) = ±1
(que por lo tanto, no cambia volúmenes) podemos suponer que α = (1, 0, . . . , 0) (constru-
imos esta matriz como en el Lema 2.3). Entonces, ‖α‖2 = 1 y para este α, e = α es un
generador de Zn/(Zn)α con 〈α, e〉 > 0. Luego, h = Hα, lo que implica que,

Voln(Πα) =
Voln−1(Conv(S)α).Hα

n
.

Luego, usando la hipótesis inductiva, tenemos que

n!Voln(Πα) = (n− 1)!.n.
Voln−1(Conv(S)α).Hα

n
= Hα.Lα(S).

Entonces, por la ecuación (2.9) y la Proposición 1.11, concluimos que

L(S) =
∑

Hα.Lα(S) = n!
∑

Voln(Πα) = n!Voln(Conv(S)) =

= MVn(Conv(S), . . . , Conv(S)).

Sólo resta ver que la ecuación (2.9) es cierta. En primer lugar, observamos que para que
Lα(S) sea no nulo es necesario que la dimensión de Siα sea positiva para cada 2 ≤ i ≤ n,
porque si para algún i0 fuese 0, fi0α sería un monomio. En consecuencia, la sumatoria (2.9)
tiene una cantidad �nita de términos no nulos.
Sea q un polinomio cuya no anulación asegura que un sistema de ecuaciones con soportes
S1, . . . ,Sn tiene L(S) raíces simples, y sea

F =





f1(x1, . . . , xn) = 0
...

fn(x1, . . . , xn) = 0

un sistema tal que q(F) 6= 0 (con lo cual es genérico con L(S) raíces aisladas). Considere-
mos el sistema

Ft =





f t
1(x1, . . . , xn) =

1
t
.xr1

1 . . . xrn
n + f1(x1, . . . , xn) = 0

f t
2(x1, . . . , xn) = f2(x1, . . . , xn) = 0
...

f t
n(x1, . . . , xn) = fn(x1, . . . , xn) = 0

,
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donde (r1, . . . , rn) = r ∈ S1 es el que �jamos inicialmente.
El sistema Ft tiene L(S) ceros en (C(t)′)n sin coordenadas nulas: esto vale pues, si b0, . . . , bk

son los coe�cientes del sistema F (donde b0 es el coe�ciente en f1 de xr1
1 . . . xrn

n ), los

coe�cientes de Ft serán b0 +
1
t
, . . . , bk, y entonces

q(Ft) = q(b0 +
1
t
, . . . , bk) =

m∑

i=0

qi(b0, . . . , bk)
1
ti

,

que es no nulo pues q0(b0, . . . , bk) = q(b0, . . . , bk) 6= 0 por la elección del sistema F.
Cada uno de estos ceros es un vector de series de Puiseux

Xi(t) = (ai1.t
βi1 + o(tβi1), . . . , ain.tβin + o(tβin)) (2.13)

con ai = (ai1, . . . , ain) ∈ (C∗)n y βi = (βi1, . . . , βin) ∈ Qn ∀ 1 ≤ i ≤ L(S). Además, βi 6= 0
para todo i. Si fuera βi = 0, tendríamos que

0 = f t
1(Xi(t)) =

1
t
.ar1

i1 . . . arn
in + f1(ai1, . . . , ain) + o(t−1)

que, multiplicándolo por t, da lugar a la ecuación

0 = ar1
i1 . . . arn

in + t.f1(ai1, . . . , ain) + o(1).

Así, tendríamos que ar1
i1 . . . arn

in = 0, lo que no puede ser porque a ∈ (C∗)n. Entonces, cada
αi debe ser no nulo.
Veamos ahora que, para cada dirección orientada α, la cantidad de vectores (2.13) con
β = λ.α y λ > 0 es Hα.Lα(S). De esta manera, tendremos que vale la igualdad (2.9).
Haciendo un cambio de variables, podemos suponer que α = (1, 0, . . . , 0) y mα(Si) = 0.

Luego, usando (2.12), para dicho α la altura h resulta h =
〈r, α〉
‖α‖2

= r1 y h = Hα; entonces
r = (Hα, r2, . . . , rn).

Sea X (t) = a.tβ(1 + o(1)) un cero tal que β = λ.α y λ > 0. Entonces

X (t) = (a1.t
λ + o(tλ), a2 + o(1), . . . , an + o(1)).

Como para cada 2 ≤ i ≤ n, 0 = f t
i (X (t)) = fi(X (t)), esto implica que, para todo 2 ≤ i ≤ n,

vale que
0 = fi(0, a2, . . . , an) = fiα(a2, . . . , an),

con lo que a′ = (a2, . . . , an) es raíz del sistema

F′α =





f2α(x2, . . . , xn) = 0
...

fnα(x2, . . . , xn) = 0

.
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Para cada uno de los �nitos α con Lα(S) 6= 0, sea qα un polinomio cuya no anulación
en los coe�cientes de un sistema con soportes S1, . . . ,Sn asegura que el sistema Fα no
tiene soluciones en (C∗)n (ver Proposición 2.5) y que el sistema F′α tiene Lα(S) soluciones
simples (ver Proposición 2.6).
Si el sistema F elegido al principio de la demostración cumple que (q

∏
α qα)(F) 6= 0,

entonces

f1α(a′) 6= 0 (ver Proposición 2.5).

F′α es genérico con Lα(S) raíces simples.

Ahora, evaluando f t
1 en X (t) tenemos que

0 = f t
1(X (t)) = t−1.X (t)r + f1(X (t)) =

= f1(X (t)) + t−1.(a1t
λ.(1 + o(1)))Hα .(a2 + o(1))r2 . . . (an + o(1))rn =

= f1α(X (t))+(f1−f1α)(X (t))+aHα
1 .tλHα−1(1+o(1)).(ar2

2 +o(1)) . . . (arn
n +o(1)) (2.14)

y como f1α no depende de la primera coordenada de X (t)
(
o sea que podemos escribirlo

como f1α(X (t)) = f1α(a′) + o(1)
)
y en (f1 − f1α) toda potencia de x1 es mayor que cero

(o sea que todo término de (f1− f1α)(X (t)) tiene tξ con ξ ≥ λ), la ecuación (2.14) implica
que

0 = f1α(a′) + o(1) + tλ.Hα−1.aHα
1 .ar2

2 . . . arn
n (1 + o(1)).

Como f1α(a′) es una constante no nula, debe valer λ.Hα−1 = 0 y aHα
1 ar2

2 . . . arn
n = −f1α(a′).

Por lo tanto, si Hα 6= 0,

λ =
1
Hα

.

Notar que en el caso Hα = 0, no existe λ posible, es decir, no hay ceros con exponentes
dados por esa dirección; pero al mismo tiempo Hα.Lα(S) = 0 con lo cual sigue valiendo
que Hα.Lα(S) cuenta la cantidad de ceros asociados a esa dirección orientada.
Si Hα 6= 0, para la dirección orientada α hay un único β = λ.α (con λ > 0) para el cual
pueden existir raíces de la forma buscada. Para ese β la cantidad de términos iniciales
posibles a = (a1, . . . , an) es Hα.Lα(S), pues existen Lα(S) puntos a′ = (a2, . . . , an) ∈
(C∗)n−1 distintos entre sí (que son las raices de F′α), y, para cada uno de ellos, existen Hα

posibles (y diferentes) a1 ∈ C∗ soluciones de la ecuación

aHα
1 = − f1α(a′)

ar2
2 . . . arn

n
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pues f1α(a′) 6= 0. Así, para que X (t) = (a1.t
λ + o(tλ), a2 + o(1), . . . , an + o(1)) sea una

solución de Ft, existen Hα.Lα(S) posibles (a1, a2, . . . , an) ∈ (C∗)n distintos.
Veamos ahora que para cada uno de ellos existe exactamente una raíz X (t). Empezaremos
haciendo el siguiente cambio de variables:





y1 = x1.t
−λ

y2 = x2

...
yn = xn

.

Con este cambio,

t−1.xr = t−1.(y1.t
λ)Hα .yr2

2 . . . yrn
n = yHα

1 .yr2
2 . . . yrn

n .tλ.Hα−1 = yHα
1 .yr2

2 . . . yrn
n

y, para cada 1 ≤ i ≤ n,

fi(x1, . . . , xn) = fi(y1.t
λ, y2, . . . , yn) = fiα(y2, . . . , yn) + pt

i(y1, . . . , yn),

donde pt
i es un polinomio cuyos coe�cientes tienen potencias positivas de tλ. Con la notación

y′ = (y2, . . . , yn), el sistema Ft queda:

F̃t =





0 = f̃ t
1(y) = f1α(y′) + pt

1(y) + yHα
1 .yr2

2 . . . yrn
n

0 = f̃ t
2(y) = f2α(y′) + pt

2(y)
...

0 = f̃ t
n(y) = fnα(y′) + pt

n(y)

.

Tomando t = 0, queda el sistema

F0 =





0 = f1α(y′) + yHα
1 .yr2

2 . . . yrn
n

0 = f2α(y′)
...

0 = fnα(y′)

que sabíamos tiene HαLα(S) soluciones distintas. Además, las raíces de F0 son simples
pues, para cada (a1, a

′) raíz, se tiene que JF0(a1, a
′) = Hα.aHα−1

1 .ar2
2 . . . arn

n .JF′α(a′) donde
JF′α(a′) es el jacobiano de f2α, . . . , fnα en a′. Como a′ es raíz simple de F′α, por el Lema
2.7, JF′α(a′) 6= 0 y por lo tanto JF0(a1, a

′) 6= 0. Luego, por el Lema 2.8 las raíces de F0

son simples.
Para terminar, veremos que cada una de estas raíces se extiende de forma única a una
raíz de F̃t (y, en consecuencia, da lugar a una única raíz de Ft). Para extenderlas, la
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demostración de Bernstein usa el Teorema de la Función Implícita. Nosotros utilizaremos
la versión de [10, Lema 3], que las extiende por medio del algoritmo de Newton-Hensel.
Tomando s = tλ y llamando P s

i (y) a los polinomios que se obtienen haciendo este cambio
en los pt

i(y) ∀ 1 ≤ i ≤ n, el sistema F̃t queda




0 = f1α(y′) + P s
1 (y) + yHα

1 .yr2
2 . . . yrn

n

0 = f2α(y′) + P s
2 (y)

...
0 = fnα(y′) + P s

n(y)

.

Observar que este sistema tiene coe�cientes polinomiales en s. Además, al evaluar s = 0,
se obtiene el sistema F0, que tiene Hα.Lα(S) raíces en (C∗)n y, para cada una de ellas, el
jacobiano del sistema es no nulo. Por [10, Lema 3], para cada a raíz del sistema F0 existe
una única n-upla Ya(s) de series de potencias en C[[s]]n = C[[tλ]]n, que satisface:

Ya(0) = a

f̃ t
i (Ya(tλ)) = 0 para todo 1 ≤ i ≤ n.

Entonces, para cada a raíz de F0, X a(t) = (tλYa
1 (tλ),Ya

2 (tλ), . . . ,Ya
n(tλ)) es la única raíz

del sistema Ft asociada. Por lo tanto, el sistema Ft tiene exactamente Hα.Lα(S) raíces
asociadas a la dirección orientada α.
Como esto es cierto para cada dirección orientada α, resulta que L(S) =

∑Hα.Lα(S),
donde la suma recorre todas las direcciones orientadas α, como queríamos ver. ¤

2.3. Algunos ejemplos

A partir de este momento nos dedicaremos al caso de sistemas de dos ecuaciones en dos
variables. En esta sección vamos a ver, a través de algunos ejemplos, tanto de casos genéricos
como no genéricos, el desarrollo de las demostraciones de los Teoremas 2.9 y 2.10.

2.3.1. El Teorema de Bernstein en un caso genérico

En nuestro primer ejemplo, analizaremos la demostración tomando un sistema genérico:

Ejemplo 2.12 Consideremos el sistema



f(x, y) = 1 + 2x.y2 + 2x2.y

g(x, y) = 1− x2 − y2 + x2.y2
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Los polítopos de Newton de estos polinomios son exactamente los del Ejemplo 1.13:

NP(f) = Conv({(0, 0); (1, 2); (2, 1)}) = Q

NP(g) = Conv({(0, 0); (0, 2); (2, 0); (2, 2)}) = P.

P

-1 1 2 3

-1

1

2

3

Q

-1 1 2 3

-1

1

2

3

En dicho ejemplo calculamos que P + Q es:

P + Q = Conv({(0, 0); (2, 0); (4, 1); (4, 3); (3, 4); (1, 4); (0, 2)})

P+Q

-1 1 2 3 4 5

-1

1

2

3

5

4

Al mismo tiempo, en el Ejemplo 1.16 hallamos que MV2(Q,P) = 8.

Veamos siguiendo la demostración del Teorema 2.10, que estamos dentro del caso a).
Si las raíces del sistema no fueran aisladas, tendríamos una curva de raíces

σ(t) =
( ∞∑

i=s

ait
i
m ,

∞∑

j=d

bjt
j
n

)
.
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Luego, evaluando los polinomios en esta curva de raíces,

0 = f(σ(t)) = 1 + 2
( ∞∑

i=s

ait
i
m

)
.
( ∞∑

j=d

bjt
j
n
)2 + 2

( ∞∑

i=s

ait
i
m

)2
.
( ∞∑

j=d

bjt
j
n
)

= 1 + 2asb
2
dt

s
m

+ 2d
n +

+2ast
s
m

[
2bd

( ∑

j>d

bjt
d+j

n
)

+
(∑

j>d

bjt
j
n
)2] + 2

(∑

i>s

ait
i
m

)
.
( ∑

j≥d

bjt
j
n
)2 + 2a2

sbdt
2s
m

+ d
n +

+2bdt
d
n
[
2as

( ∑

i>s

ait
s+i
m

)
+

( ∑

i>s

ait
i
m

)2] + 2
( ∑

j>d

bjt
j
n
)
.
(∑

i≥s

ait
i
m

)2 = f(ast
s
m , bdt

d
n )+

+2t
s
m

+ 2d
n

(
as

[
2bd

( ∑

j>d

bjt
j−d

n
)

+
( ∑

j>d

bjt
j−d

n
)2] +

( ∑

i>s

ait
i−s
m

)
.
(∑

j≥d

bjt
j−d

n
)2

)
+

+2t
2s
m

+ d
n

(
bd

[
2as

( ∑

i>s

ait
i−s
m

)
+

(∑

i>s

ait
i−s
m

)2] +
( ∑

j>d

bjt
j−d

n
)
.
( ∑

i≥s

ait
i−s
m

)2
)

=

= f(ast
s
m , bdt

d
n ) + 2t

s
m

+ 2d
n .q1(t) + 2t

2s
m

+ d
n .q2(t)

donde q1 y q2 son series de Puiseux de orden positivo. De igual forma,

0 = g(σ(t)) = 1− ( ∞∑

i=s

ait
i
m

)2 − ( ∞∑

j=d

bjt
j
n
)2 +

( ∞∑

i=s

ait
i
m

)2
.(
∞∑

j=d

bjt
j
n )2 =

= 1− a2
st

2s
m − [∑

i>s

2asait
i+s
m +

( ∑

i>s

ait
i
m

)2]− b2
dt

2d
m − [∑

j>d

2bdbjt
j+d

n +
(∑

j>d

bjt
j
n
)2]+

+a2
sb

2
dt

2s
m

+ 2d
n + a2

st
2s
m .

[( ∑

j>d

2bdbjt
j+d

n
)

+
( ∑

j>d

bjt
j
n
)2]+

+
( ∑

i>s

2asait
i+s
m

)
.
( ∑

j≥d

bjt
j
n
)2 + (

∑

i>s

ait
i
m )2.

(∑

j≥d

bjt
j
n
)2 =

= g(ast
s
m , bdt

d
n ) +

(
t

2s
m

+ 2d
n .

[
a2

sbd

(∑

j>d

2bjt
j−d

n
)

+ a2
s

(∑

j>d

bjt
j−d

n
)2+

+2as

(∑

i>s

ait
i−s
m

)
.
(∑

j≥d

bjt
j−d

n
)2 +

(∑

i>s

ait
i−s
m

)2
.
(∑

j≥d

bjt
j−d

n
)2]−

−t
2s
m .

[
2as

( ∑

i>s

ait
i−s
m

)
+

( ∑

i>s

ait
i−s
m

)2]− t
2d
n .

[
2bd

( ∑

j>d

bjt
j−d

n
)

+
( ∑

j>d

bjt
j−d

n
)2]) =

= g(ast
s
m , bdt

d
n ) + t

2s
m

+ 2d
n .p1(t)− t

2s
m .p2(t)− t

2d
n .p3(t),

donde p1, p2 y p3 son series de Puiseux de orden positivo.
Tomando α =

(
s
m , d

n

)
, tenemos que

mα(P) = mı́n
{

0,
2s

m
,
2d

n
,
2s

m
+

2d

n

}
y mα(Q) = mı́n

{
0,

s

m
+

2d

n
,
2s

m
+

d

n

}
.
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Y como cada p1, p2, p3, q1, q2 es una serie con orden positivo, podemos re-escribir las igual-
dades anteriores como:





0 = f(ast
s
m , bdt

d
n ) + 2t

s
m

+ 2d
n .q1(t) + 2t

2s
m

+ d
n .q2(t) =

= fα(as, bd).tmα(Q) +
[(

f − fα

)
(ast

s
m , bdt

d
n ) + q(t)

]

0 = g(ast
s
m , bdt

d
n ) + t

2s
m

+ 2d
n .p1(t)− t

2s
m .p2(t)− t

2d
n .p3(t) =

= gα(as, bd).tmα(P) +
[(

g − gα

)
(art

r
m , bdt

d
n ) + p(t)

]

donde q(t) = 2t
s
m

+ 2d
n .q1(t) + 2t

2s
m

+ d
n .q2(t) y p(t) = t

2s
m

+ 2d
n .p1(t) − t

2s
m .p2(t) − t

2d
n .p3(t), y

el orden en t de
(
f − fα

)
(ast

s
m , bdt

d
n ) + q(t) es mayor que mα(Q), y el orden en t de(

g − gα

)
(ast

s
m , bdt

d
n ) + p(t) es mayor que mα(P).

Finalmente, cada coe�ciente de cada potencia de t debe ser nulo, y por lo tanto:

fα(as, bd) = 0 y gα(as, bd) = 0,

lo que nos daría una raíz (as, bd) ∈ (C∗)2 del sistema Fα =





fα(x, y) = 0

gα(x, y) = 0
.

Sin embargo, veremos ahora que los sistemas Fα no tiene raíces en C∗ para ningún α 6= 0.

Luego, las raíces deben de ser aisladas. Nos bastará chequearlo para un α normal interior
de una cara de P + Q para cada cara de dimensión mayor a cero (pues en los casos de
dimensión cero fα y gα resultan ser monomios, y por lo tanto no tienen soluciones en
(C∗)2). Si llamamos B1, . . . , B7 a los lados (facetas) de P + Q como en la siguiente �gura:

-1 1 2 3 4 5

-1

1

2

3

4

5

P+Q

B1

B3

B2

B4

B5

B6

B7
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entonces

αB1 = (0, 1) αB2 = (−1, 2) αB3 = (−1, 0)

αB4 = (−1,−1) αB5 = (0,−1) αB6 = (2,−1) αB7 = (1, 0).

Si ahora consideramos cada FαBi
nos encontramos con que fαB1

= 1, gαB2
= −x2, fαB3

=
2x2.y, gαB4

= x2.y2, fαB5
= 2x.y2, gαB6

= −y2 y fαB7
= 1, con lo que FαBi

no tiene raíces
en (C∗)2 para todo 1 ≤ i ≤ 7.

Luego, para todo α tenemos que Fα no tiene raíces en (C∗)2 y por lo tanto, estamos dentro
de las hipótesis de la parte a) del Teorema 2.10.
Si las raíces fueran menos que L(S) = 8, tomamos p, q ∈ C[x, y] de la siguiente manera:
p(x, y) = (x2 − 4)(y2 + 4), q(x, y) = 1 + 5xy2 + 5x2y, que tienen 8 raíces en común, y
consideremos ahora

Ft =





(1− t).f + t.q = 0

(1− t).g + t.p = 0
.

Como para t = 1 el sistema tiene 8 raíces, para casi todo t las tiene. Así, el sistema Ft

tiene 8 raíces en (C(t)′)2 de la forma:

σj(t) =
( ∑

i≥sj

ai,jt
i

mj ,
∑

i≥dj

bi,jt
i

nj

)
para 1 ≤ i ≤ 8.

Luego, si α =
( sj

mj
,
dj

nj

) 6= 0 para algún j,





f(σj(t)) + t.
(
(q − f)(σj(t))

)
= 0

g(σj(t)) + t.
(
(p− g)(σj(t))

)
= 0

con lo

cual



0 = fα(σj(t)) + (f − fα)(σj(t)) + t.
[(

q − f)(σj(t))
]

︸ ︷︷ ︸
orden en t mayor que mα(Q)

0 = gα(σj(t)) + (g − gα)(σj(t))︸ ︷︷ ︸
orden en t mayor que mα(P)

+ t.
[(

p− g)(σj(t))
]

︸ ︷︷ ︸
orden en t mayor o igual que mα(P)+1

Como cada coe�ciente de cada potencia de t es nulo,




fα(as, bd) = 0

gα(as, bd) = 0

que es un absurdo pues Fα no tiene raíces en (C∗)2. Luego, debe valer que sj = dj = 0
para todo 1 ≤ j ≤ 8. Pero como para cada 1 ≤ j ≤ 8, tenemos que





0 = (1− 0).f(σj(0)) + 0.q(σj(0)) = f(a0,j , b0,j)

0 = (1− 0).g(σj(0)) + 0.p(σj(0)) = g(a0,j , b0,j)
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los puntos σj(0) = (a0,j , b0,j) ∈ (C∗)2 con 1 ≤ j ≤ 8 dan 8 raíces del sistema F contadas
con multiplicidad. Esto es un absurdo, pues supusimos L(F) < 8.
Finalmente, las raíces del sistema F contadas con su multiplicidad son exactamente 8. En

efecto, las soluciones del sistema F =





f(x, y) = 0

g(x, y) = 0
son todas distintas:

{(1,
− 1 + i

2
); (1,

− 1− i

2
); (

− 1 + i

2
, 1); (

− 1− i

2
, 1);

(−1,
− 1 +

√
3

2
); (−1,

− 1−√3
2

); (
− 1 +

√
3

2
,−1); (

− 1−√3
2

,−1)}.

Vemos que son exactamente 8, y cada una de ellas de multiplicidad 1.

Veamos ahora la demostración de la igualdad L(S1,S2) =
∑

αHα.Lα(S1,S2) del Teorema
2.9, donde S1 = sop(f) y S2 = sop(g).
Tomamos r = (1, 1). Es importante notar que si bien r no está en el soporte de f , como
pedíamos en la prueba del Teorema 2.9, sí pertenece a Q = Conv(sop(f)), que es en
realidad todo lo que se usa en dicha demostración.

-1 1 2 3

-1

1

2

3

Q
r

Sea

Ft =





0 = f t(x, y) = f(x, y) +
1
t
.x.y = 1 +

1
t
.xy + 2.x.y2 + 2.x2.y

0 = gt(x, y) = g(x, y) = 1− x2 − y2 + x2.y2

.

Las únicas direcciones α para las cuales Hα.Lα(S1,S2) > 0 son aquéllas que de�nen facetas
de P (pues de lo contrario Lα(S1,S2) = L(gα) = 0).

Siendo los ceros de Ft de la forma σ(t) =
( ∑

i≥s ait
i
m ,

∑
j≥d bjt

j
n

)
, veamos cuántos hay

en cada dirección:
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Para α =
(
1, 0

)
= αB7 , tenemos que mα(P) = mα(Q) = mα(P + Q) = 0. Si σ(t) es un

vector de series de Puiseux en esa dirección,
( s

m
,
d

n

)
= λ.

(
1, 0

)
con λ ∈ Q>0. Luego, d = 0

y
s

m
∈ Q>0. Haciendo t tender a cero,

0 = gt
α

(
σ(0)

)
= gα(0, b0) = 1− b2

0.

Por lo tanto, existen dos posibles b0, b0 = 1 o b0 = −1, y son raíces simples de gα(0, b0).
Esto concuerda con que Lα(S1,S2) = L(S2α) = Vol1((0, 0); (0, 2)) = 2.

Además, fα(0, b0) = 1 6= 0 y

0 = f t
(
σ(t)

)
= 1 +

1
t
.
(∑

i≥s

ait
i
m

)
.
(∑

j≥0

bjt
j
n

)
+ 2.

(∑

i≥s

ait
i
m

)
.
(∑

j≥0

bjt
j
n

)2
+

+2.
(∑

i≥s

ait
i
m

)2
.
( ∑

j≥0

bjt
j
n

)
= 1+t

s
m
−1.asb0+

1
t
.

[(∑

i>s

ait
i
m

)
.b0+

(∑

i≥s

ait
i
m

)
.
(∑

j>0

bjt
j
n

)]
+

+2.

[(∑

i≥s

ait
i
m

)
.
( ∑

j≥0

bjt
j
n

)2
+

(∑

i≥s

ait
i
m

)2
.
(∑

j≥0

bjt
j
n

)]
= 1 + t

s
m
−1.asb0(1 + o(1)).

Luego, cada coe�ciente de cada potencia de t es nulo, y como as 6= 0 y b0 6= 0, as.b0 6= 0.

Por lo tanto, t
s
m
−1.asb0 debe anularse con el término 1. Entonces,

s

m
= 1, as =

− 1
b0

y
(
as, b0

)
= (−1, 1) o

(
as, b0

)
= (1,−1). Veamos que para cada uno de estos posibles

(
as, b0

)

tenemos un único vector de series de Puiseux, y por lo tanto existen dos en esa dirección
(que es justo el valor de Hα.Lα(S1,S2) para ese α, pues Hα = 1).

Con el cambio de variables





v =
x

t
w = y

, el sistema Ft queda





0 = f t(tv, w) +
1
t
.tv.w = 1 + v.w + 2t.v.w2 + 2t2.v2.w

0 = gt(tv, w) = 1− t2.v2 − w2 + t2.v2.w2

.

Y evaluando t = 0 tenemos que





0 = 1 + v.w

0 = 1− w2
con lo cual w = 1 o w = −1, y v =

− 1
w

.

Así, tenemos 2 raíces simples que se extienden (por [10, Lema 3]) de forma única a dos
vectores de series de Puiseux de dirección orientada α.

Para α = (0, 1) = αB1 , haciendo el cambio de variables inducido por el automor�smo
ϕ1(x1, x2) = (x2, x1) (es decir x ↔ y) volvemos al caso anterior, con lo cual
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HαB1
.LαB1

(S1,S2) = HαB7
.LαB7

(S1,S2) = 2. De la misma forma, si analizamos el caso
(−1, 0) = αB3 , entonces el caso αB5 = (0,−1) sale de ese mismo cambio de variables y
HαB3

.LαB3
(S1,S2) = HαB5

.LαB5
(S1,S2).

Para α = αB3 tenemos que mα(P) = −2 = mα(Q) y mα(P + Q) = −4.

Sea nuevamente σ(t) =
(∑

i≥s ait
i
m ,

∑
j≥d bjt

j
n

)
; veamos ahora cuántos ceros de esta

forma hay con
( s

m
,
d

n

)
= λ.

(− 1, 0
)
con λ ∈ Q>0 y por lo tanto, − s

m
∈ Q>0,

d

n
= 0.

Con α = αB3 , vale que e = (−1, 0),Hα =
< α, (1, 1) > −mα(Q)

< α, e >
=< α, (1, 1) > −mα(Q) =

−1− (−2) = 1 y Lα(S1,S2) = L(S2α) = Vol1((2, 0); (2, 2)) = 2. Así, HαB3
.LαB3

(S1,S2) =
2. Veamos que realmente podemos conseguir exactamente dos ceros asociados a esta direc-
ción orientada:

0 = gt
(
σ(t)

)
= 1−

(∑

i≥s

ait
i
m

)2
−

(∑

j≥0

bjt
j
n

)2
+

( ∑

i≥s

ait
i
m

)2(∑

j≥0

bjt
j
n

)2
=

= t
2s
m .

[
t−

2s
m −

(∑

i≥s

ait
i−s
m

)2
−

(∑

j≥0

bjt
j
n
− s

m

)2
+

(∑

i≥s

ait
i−s
m

)2(∑

j≥0

bjt
j
n

)2
]

con lo cual, multiplicando por t−
2s
m ,

0 = t−
2s
m −

(∑

i≥s

ait
i−s
m

)2
−

(∑

j≥0

bjt
j
n
− s

m

)2
+

(∑

i≥s

ait
i−s
m

)2(∑

j≥0

bjt
j
n

)2

y reemplazando en t = 0,
0 = −a2

s + a2
s.b

2
0.

Por lo tanto, tenemos que 0 = −a2
s

(
1 − b2

0

)
y como as es no nulo, b0 = 1 o b0 = −1 (dos

posibles b0, raíces simples de gα).

Ahora, evaluamos f t en σ(t) :

0 = f t
(
σ(t)

)
= 1 +

1
t

(∑

i≥s

ait
i
m

)(∑

j≥0

bjt
j
n

)
+ 2

(∑

i≥s

ait
i
m

)(∑

j≥0

bjt
j
n

)2
+

+2
(∑

i≥s

ait
i
m

)2(∑

j≥0

bjt
j
n

)
= t

2s
m

[
t
−2s
m + t−

s
m
−1

(∑

i≥s

ait
i−s
m

)(∑

j≥0

bjt
j
n

)
+

+2t
−s
m

(∑

i≥s

ait
i−s
m

)(∑

j≥0

bjt
j
n

)2
+ 2

(∑

i≥s

ait
i−s
m

)2(∑

j≥0

bjt
j
n

)]
= t

2s
m

(
t
−s
m
−1as.b0 + 2a2

s.b0+

+t−
s
m
−1

[(∑

i>s

ait
i−s
m

)( ∑

j≥0

bjt
j
n

)
+as

(∑

j>0

bjt
j
n

)]
+2

[(∑

i≥s

ait
i−s
m

)2(∑

j≥0

bjt
j
n

)
−a2

s.b0

]
+
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+t
−2s
m + 2t

−s
m

(∑

i≥s

ait
i−s
m

)(∑

j≥0

bjt
j
n

)2
)

= t
2s
m

[
t−

s
m
−1(as.b0 + o(1)) + 2a2

s.b0 + o(1)
]
.

Por lo tanto, debe valer que − s

m
− 1 = 0 y 0 = as.b0 + 2a2

s.b0 = a2
s.b0(1 + 2as) (es decir

( s

m
,
d

n

)
=

(− 1, 0
)
) y como b0 = ±1, luego as =

− 1
2

y tenemos que
(
as, b0

)
=

(− 1
2
, 1

)
o

(
as, b0

)
=

(− 1
2
,−1

)
.

Sólo nos queda ver que para cada
(
as, b0

)
existe un único cero de la forma σ(t) en esa

dirección. Con el cambio de variables





v = xt

w = y
y multiplicando por t2, el sistema queda:





0 = t2 + vw + 2tvw2 + 2v2w

0 = t2 − v2 − t2w2 + v2w2
.

Tomando t = 0 tenemos




0 = vw + 2v2w = vw(1 + 2v)

0 = −v2 + v2w2 = −v2(1− w2)

el cual tiene soluciones no nulas v =
− 1
2

, w = ±1. Esto nos da dos soluciones simples,
que se extienden de forma única por medio del algoritmo de Newton-Hensel (como en [10,
Lema 3]) a dos ceros en (C(t)′)2 del sistema Ft con la dirección orientada αB3 .
Finalmente, sumándo la cantidad de soluciones correspondientes a cada dirección orientada,
existen en total 8 soluciones de Ft.

Notar que también podríamos analizar este último caso haciendo el cambio de variables
dado por el automor�smo ϕ(x1, x2) = (−x1 + 2, x2) con el cual el sistema quedaría:





f̃(x, y)t = x2 +
1
t
x.y + 2y + 2x.y2

g̃(x, y)t = x2 − 1− x2.y2 + y2

con ϕ(1, 1) = (1, 1), m(1,0)(Q) = m(1,0)(P) = 0 y la dirección orientada sería (1, 0).
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2.3.2. Sistemas no genéricos

A continuación analizaremos dos ejemplos no genéricos.

Ejemplo 2.13 Consideremos el sistema





f(x, y) = (y − 1) + 2(y − 1)2.x− y.x2 = 0

g(x, y) = 2(y − 1) + (y − 1)2.x− y.x2 = 0

Observamos que sop(f) = sop(g) = S = {(0, 0), (1, 0), (0, 1), (2, 1), (1, 2), (1, 1)}.
Como (g−f)(x, y) = (y−1)(1−(y−1)x) y f(x, 1) = −x2, las soluciones en (C∗)2 serán de

la forma
( 1

y − 1
, y

)
donde y es solución de 3(y − 1)3 − y = 0. Luego, existen exactamente

3 soluciones del sistema en (C∗)2 y son simples, pues el jacobiano en
( 1

y − 1
, y

)
no tiene

raíces en común con 3(y − 1)3 − y. Esto nos dice que este sistema no es genérico, pues

NP(f) = NP(g) = P con Vol2(P) =
5
2
y por lo tanto MV2(P,P) = 2.Vol2(P) = 5.

-1 1 2 3

-1

1

2

3

P

Veamos que estamos en el caso b) del Teorema 2.10. Llamando Bi a las facetas de 2P y
αBi sus respectivas normales interiores primitivas como en el siguiente grá�co
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-1 1 2 3 4 5

-1

1

2

3

5

4

B1

B2

B3
B4

B5

2P

se puede calcular:

αB1 = (0, 1) αB2 = (−1, 1)

αB3 = (−1,−1) αB4 = (1,−1) αB5 = (1, 0).

El único de los sistemas Fα que tiene raíces en (C∗)2 es

FαB5
=





fαB5
(x, y) = y − 1 = 0

gαB5
(x, y) = 2(y − 1) = 0

.

Así, estamos dentro de las hipótesis de la parte b) del Teorema. Para facilitar la notación,
a partir de ahora escribiremos α = αB5 = (1, 0).

Sea

H =





p(x, y) = 1 + x + y − 2x2.y − x.y2 = 0

q(x, y) = −2 + x + y − x2.y + x.y2 = 0
.

Este sistema tiene 5 raíces distintas de la forma
( 5− y

1 + 3y2
, y

)
donde y es raíz de (y −

1)(6y4 + 3y3 + 4y2 + 22y − 3).
Tomando a′ = (0, 1), b = (1, 1) y z(t) = (t, 1) para todo t ∈ [0, 1], vale que a′ es solución
de F y Fα pero no de H y b lo es de H pero no de F. Tomando el nuevo sistema

Ft =





0 = f t(x, y) = f(x, y).p(z(t))− f(z(t)).p(x, y) =

= (3t2 − 2)− (3t2 − 4).x− (t2 − 2).y + 8(t2 − 1).x.y − (5t2 − 4).x.y2 − 2.x2.y

0 = gt(x, y) = g(x, y).q(z(t))− g(z(t)).q(x, y) = −2(2t− 1) + (2t− 1).x−
−(t2 − 4t + 2).y + 2(t− 1)2.x.y + (2t− 1)x.y2 − (2t− 1)x2.y
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se tiene que, con t = 1, F1 = H, y por lo tanto, Ft tiene 5 raíces para casi todo t. Notar

que z(t) es raíz de Ft para todo t. Haciendo t = 0, resulta el sistema F0 =





2.f(x, y)

−g(x, y)
,

que es equivalente a F. Como las raíces de Ft convergen a las raíces de F0, las raíces de F
son a lo sumo 5. Finalmente, z(0) = (0, 1) 6∈ (C∗)2 con lo cual la cantidad de raíces de F
es estrictamente menor a 5.

A continuación veremos cómo in�uye el hecho de que el sistema F tenga menos raíces
aisladas que un sistema genérico con los mismos soportes en la cantidad de raíces del
sistema que da la deformación en el Teorema 2.9.
La cantidad de vectores de series de Puiseux que consigamos depende entre otras cosas de
donde elijamos el punto r. Como el único de los sistemas Fα que tiene raíces en (C∗)2 es el
correspondiente a αB5 , si ubicamos el punto r sobre la faceta que tiene a αB5 como normal
interior, HαB5

= 0 con lo cual

∑
α

Hα.Lα(S,S) =
4∑

i=1

HαBi
.LαBi

(S,S),

donde la suma del término izquierdo es sobre todas las direcciones orientadas α. De esta
forma, con r sobre la faceta B5, la cantidad de soluciones de Ft es 5. Si en cambio, tomamos
r = (1, 1):

Ft =





0 = f t(x, y) = −1 + 2x + y + (
1
t
− 4)x.y + 2x.y2 − x2.y

0 = gt(x, y) = −2 + x + 2y − 2x.y + x.y2 − x2.y

.

-1 1 2 3
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r



60 CAPÍTULO 2. EL TEOREMA DE BERNSTEIN

Con α = (1, 0) = αB5 vale que Hα = 1. Si tomamos σ(t) =
(∑

i≥d ait
i
m ,

∑
j≥0 bjt

j
n

)
con

dirección orientada α (con ad, b0 6= 0, d, m, n > 0) vale que

0 = gt
(
σ(t)

)
= −2 +

( ∑

i≥d

ait
i
m

)
+ 2

( ∑

j≥0

bjt
j
n
)− 2

(∑

i≥d

ait
i
m

)
.
( ∑

j≥0

bjt
j
n
)
+

( ∑

i≥d

ait
i
m

)
.
(∑

j≥0

bjt
j
n
)2 − ( ∑

i≥d

ait
i
m

)2
.
( ∑

j≥0

bjt
j
n
)

y reemplazando en t = 0 tenemos que

0 = g
(
σ(0)

)
= −2 + 2b0.

Luego, 2(−1 + b0) = 0, o sea b0 = 1. Pero, además fα(1) = gα(1) = 0 y 0 = f t
(
σ(t)

)
con

lo cual vale

0 =
(
2f t − gt

)(
σ(t)

)
= 3

( ∑

i≥d

ait
i
m

)
+ (

2
t
− 6)

(∑

i≥d

ait
i
m

)( ∑

j≥0

bjt
j
n
)
+

+3
(∑

i≥d

ait
i
m

)( ∑

j≥0

bjt
j
n
)2 − ( ∑

i≥d

ait
i
m

)2(∑

j≥0

bjt
j
n
)

= 2adt
d
m
−1.b0 + o(t

d
m
−1).

Por lo tanto, 2adb0 = 2ad = 0 lo cual es un absurdo. Luego, no existe cero asociado a
esta dirección orientada. Como Lα(S,S) = L(Sα) = Vol1((0, 0); (0, 1) = 1, se tiene que
Hα.Lα(S,S) = 1 con lo cual tenemos una raíz menos que en el caso genérico.
Para las otras 4 direcciones orientadas, se puede ver que en efecto estamos bajo las condi-
ciones del teorema, que en cada uno de los casos HαBi

.LαBi
(S,S) = 1 y el único vector de

series de Puiseux asociado a la dirección αBi existe.

Para (0, 1) = αB1 , usando el cambio de variables





x = y

y = x
inducido por el isomor�smo

ϕ1(x1, x2) = (x2, x1); ϕ1(r) = r, la dirección orientada queda α = (1, 0) y

F̃t
1 =





0 = f̃ t
1(x, y) = −1 + x + 2y + (t−1 − 4)x.y − x.y2 + 2x2.y

0 = g̃t
1(x, y) = −2 + 2x + y − 2x.y − x.y2 + x2.y

.

Aquí, ϕ1(P) = P; con lo cual Hα.Lα(S,S) = 1. Pero si σ(t) =
(∑

i≥d ait
i
m ,

∑
j≥0 bjt

j
n

)

es raíz del sistema F̃t
1, con ad, b0 6= 0 y d,m, n > 0, entonces para t = 0

0 = g̃0
1

(
σ(0)

)
= g̃1

(
σ(0)

)
= −2 + b0.

Entonces, tenemos que b0 = 2. Además ad = −3
2
y

d

m
= 1 pues

0 = f̃ t
1

(
σ(t)

)
= −1 + 2.b0 +

1
t
.adt

d
m .b0 + o(t

d
m
−1) = 3 + 2adt

d
m
−1 + o(t

d
m
−1).
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Para ver que con (ad, b0) =
( − 3

2
, 2

)
existe un único cero, usamos el cambio de variables




x = tv

y = w
. El sistema queda entonces





0 = −1 + tv + 2w + vw − 4tvw + 2t2v2w − tvw2

0 = −2 + 2tv + w − 2tvw + t2v2w − tvw2

que con t = 0 da lugar a





0 = −1 + 2w + vw

0 = −2 + w
cuya única raíz simple es (v, w) =

(− 3
2
, 2

)
.

Por lo tanto, esta única raíz se extiende usando [10, Lema 3] a una única solución σ(t) =
(
− 3

2
t(1 + o(1)), 2(1 + o(1))

)
de F̃t

1. Luego, el único cero de Ft con dirección orientada
αB1 es

ω1(t) =
(
2(1 + o(1)),−3

2
t(1 + o(1))

)
.

De la misma forma, usaremos para αB2 , αB3 , αB4 respectivamente los cambios de variables
inducidos por

ϕ2(x1, x2) = (−x1 + x2 + 1, x2) =

(
−1 1
0 1

)(
x1

x2

)
+

(
1
0

)

ϕ3(x1, x2) = (−x1 − x2 + 3,−x2) =

(
−1 −1
0 −1

)(
x1

x2

)
+

(
3
0

)
y

ϕ4(x1, x2) = (x1 − x2 + 1,−x2) =

(
1 −1
0 −1

)(
x1

x2

)
+

(
1
0

)

donde cada una de estas tres matrices
(
−1 1
0 1

)
,
(
−1 −1
0 −1

)
y

(
1 −1
0 −1

)
se construyen

como en el Lema 2.3, y por cómo las elegimos cumplen que

αB2 .

(
−1 1
0 1

)−1

= (−1, 1).

(
−1 1
0 1

)
= (1, 0) = α,

αB3 .

(
−1 −1
0 −1

)−1

= (−1,−1).

(
−1 1
0 −1

)
= (1, 0) y

αB4 .

(
1 −1
0 −1

)−1

= (1,−1).

(
1 −1
0 −1

)
= (1, 0).

Podemos observar también grá�camente que estos cambios de variables nos sirven, pues
para el caso de αB2 (αB3 y αB4 se ven de la misma manera), ésta es la normal de la faceta
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de�nida por los puntos (1, 0) y (2, 1). Luego del cambio de variables, como ϕ2(1, 0) = (0, 0)
y ϕ2(2, 1) = (0, 1), la normal interior primitiva de la faceta determinada por ϕ2(1, 0) y
ϕ2(2, 1) es (1, 0).

Con estos cambios de variables tenemos que ϕ2(r) = (1, 1), ϕ3(r) = ϕ4(r) = (1,−1), y
para todo 2 ≤ i ≤ 4, m(1,0)(ϕi(P)) = 0 y ϕi(P) es:

φ2(P)

φ2(r)

α

-1 1 2 3

2

-1

1

3

φ3(P)

φ3(r)

-1 1 2 3

-2

-3

-1

1

α

φ4(P)

φ4(r)

-1 1 2 3

-2

-3

-1

1

α

En cada caso, entonces, podemos usar la dirección orientada α = (1, 0) y los nuevos sistemas
son:

F̃2
t
=





0 = f̃2
t
(x, y) = −x + 2 + x2y + (

1
t
− 4)xy + 2x2y2 − y

0 = g̃2
t(x, y) = −2x + 1 + 2x2y − 2xy + x2y2 − y

F̃3
t
=





0 = f̃3
t
(x, y) = −x3 + 2x2 +

x2

y
+ (

1
t
− 4)

x

y
− 1

y
+

2
y2

0 = g̃3
t(x, y) = −2x3 + x2 + 2

x2

y
− 2

x

y
− 1

y
+

1
y2
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F̃4
t
=





0 = f̃4
t
(x, y) = −x + 2x2 +

1
y

+ (
1
t
− 4)

x

y
+

2
y2
− x2

y

0 = g̃4
t(x, y) = −2x + x2 +

2
y
− 2

x

y
+

1
y2
− x2

y

.

En el caso de F̃3
t (y de igual forma para F̃4

t
), dada σ(t) =

(∑
i≥d ait

i
m ,

∑
j≥0 bjt

j
n

)
,

cuando evaluemos g̃t
3 en σ(t) tenemos que

0 = g̃t
3(σ(t)) = −2(

∑

i≥d

ait
i
m )3 + (

∑

i≥d

ait
i
m )2 + 2

(
∑

i≥d ait
i
m )2

∑
j≥0 bjt

j
n

−

− 2

∑
i≥d ait

i
m

∑
j≥0 bjt

j
n

− 1
∑

j≥0 bjt
j
n

+
1

(
∑

j≥0 bjt
j
n )2

.

Sabemos que, por [17, Capítulo 4, Teorema (1.1)] y como b0 6= 0, existe una serie de Puiseux
∑

k≥0 ckt
k
n tal que (

∑
j≥0 bjt

j
n ).(

∑
k≥0 ckt

k
n ) = 1 y c0 =

1
b0

. Luego

0 = g̃3(σ(t)) = −2(
∑

i≥d

ait
i
m )3 + (

∑

i≥d

ait
i
m )2 + 2(

∑

i≥d

ait
i
m )2(

∑

k≥0

ckt
k
n )−

− 2(
∑

i≥d

ait
i
m )(

∑

k≥0

ckt
k
n )− (

∑

k≥0

ckt
k
n ) + (

∑

k≥0

ckt
k
n )2.

Ahora podemos trabajar siguiendo los mismos argumentos que en los cálculos anteriores.
De esta manera conseguimos un único vector de series de Puiseux solución del sistema F̃i

t

para cada i = 2, 3, 4 :

ω̃2(t) =
(
− t(1 + o(1)), 1 + o(1)

)

ω̃3(t) =
(
− t(1 + o(1)), 1 + o(1)

)

ω̃4(t) =
(
3t(1 + o(1)),

−1
2

(1 + o(1))
)
.

Volviendo atrás nuestros cambios de variable, tenemos para cada Ft
i ∀2 ≤ i ≤ 4 un único

cero en (C(t)′)2 :

ω2(t) =
(
− t−1(1 + o(1)),−t(1 + o(1))

)

ω3(t) =
(
− t−1(1 + o(1)),−t−1(1 + o(1))

)

ω4(t) =
(
3t(1 + o(1)),

−2
3

t−1(1 + o(1))
)
.

Sin embargo, no siempre sucede que la cantidad de ceros en (C(t)′)2 del sistema Ft que
se pierden en una dirección orientada α, si Fα tiene raíces en (C∗)2, es exactamente
Hα.Lα(S,S). El siguiente es un ejemplo de esto:
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Ejemplo 2.14 Se considera el sistema:

F =





f(x, y) = a(y − 1) + bx + cyx2

g(x, y) = e(y − 1) + hx + kyx2

P

-1 1 2 3

-1

1

2

3

S = sop(f) = sop(g) = {(0, 0); (0, 1); (1, 0); (2, 1)}, P = NP(f) = NP(g) = Conv(S);

Vol2(P) =
3
2
y MV2(P,P) = 3.

Sea q ∈ C[a, b, c, e, h, k] el polinomio en los coe�cientes de f y g:

q(a, b, c, e, h, k) = a.b.c.e.h.k.(ak−ce).(bk−ch).(ah−be).[4(be−ha)(bk−ch)−(ak−ce)2].

Para cada sistema F tal que al evaluar el polinomio q en sus coe�cientes resulta no nulo,
veremos que tiene exactamente dos soluciones simples en (C∗)2 (y supondremos entonces
que nuestro sistema toma valores a, b, c, e, h, k en estas condiciones).
Como q(a, b, c, e, h, k) 6= 0, a, b, c, e, h, k 6= 0. Además, toda raíz de f y g, lo es también de(
kf − cg

)
(x, y) = (ka− ce)(y − 1) + (bk − ch)x.

Si y = 1, como (bk − ch) 6= 0 luego x = 0. Pero (0, 1) 6∈ (C∗)2.

Si y 6= 1, como (bk − ch) 6= 0 luego x =
(ce− ka)(y − 1)

bk − ch
. Como ka − ce 6= 0, entonces

x 6= 0. Evaluándolo en f,

0 = f
((ce− ak)(y − 1)

bk − ch
, y

)
=

c(y − 1)
bk − ch

[
(be− ah) +

(ce− ak)2

bk − ch
y.(y − 1)

]

y como
c(y − 1)
bk − ch

6= 0 y q(a, b, c, e, h, k) 6= 0, entonces llamando p(y) = (be − ah) +

(ak − ce)2

bk − ch
y.(y−1), éste tiene dos raíces distintas entre si, y que no son ni 0 ni 1. Luego, las
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dos raíces del sistema F son de la forma
((ce− ak)(y − 1)

bk − ch
, y

)
con y raíz de p, y están en

(C∗)2. Veamos que son simples: evaluando el jacobiano en
((ce− ak)(y − 1)

bk − ch
, y

)
obtenemos

j(y) = JF

((ce− ak)(y − 1)
bk − ch

, y
)

= (be− ha) +
(ce− ak)2

bk − ch
(y − 1)(3y − 1),

si y fuera raíz tanto de j como de p, lo sería también de (j−p)(y) =
(ce− ak)2

bk − ch
(y−1)(2y−1).

Entonces, y = 1
2 , con lo cual

0 = p(
1
2
) =

1
4(bk − ch)

[
4(be− ah)(bk − ch)− (ak − ce)2].

Sin embargo, esto no puede suceder si los valores que elegimos para a, b, c, e, h, k no anulan
q. Luego, como el jacobiano es no nulo en toda raíz de f y g, las raíces del sistema son
simples.

Para ver qué sucede con
∑HαLα(S,S), notar que tomando el punto r = (2, 1) el nuevo

sistema será

Ft =





0 = f t(x, y) = a(y − 1) + bx + (
1
t
+ c)yx2

0 = gt(x, y) = e(y − 1) + hx + kyx2

.

Como q(a, b, c, e, h, k) 6= 0, deberíamos poder encontrar dos raíces de Ft en ((C(t)′)∗)2.

Las direcciones orientadas que nos van a interesar son las normales interiores de facetas
de P : α1 = (0, 1); α2 = (0,−1); α3 = (−1, 1) y α4 = (1, 0). Para α2 y α3, vale que
HαiLαi(S,S) = 0 pues Hαi = 0 (i = 2, 3).

En el caso de α2, con el cambio de variables inducido por

ϕ2(x1, x2) = (−x2 + 1, x1) =

(
0 −1
1 0

)
.

(
x1

x2

)
+

(
1
0

)
tenemos que m(1,0)(ϕ2(P)) = 0

donde ϕ2(P) es:
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φ2(P)

φ2(r)

-1 1 2 3

-1

1

2

3

Notar que, como α2.

(
0 −1
1 0

)−1

= (0,−1).

(
0 1
−1 0

)
= (1, 0) = α, la nueva normal

interior será α. Podemos, como en el ejemplo anterior, verlo grá�camente ya que α2 es
la normal de la faceta determinada por los puntos r y (0, 1). Con el cambio de variables,
ϕ2(r) = (0, 2) y ϕ2(0, 1) = (0, 0) con lo cual la normal interior de la cara determinada por
ϕ2(r) y ϕ2(0, 1) es α.
Ahora bien, el sistema luego del cambio de variables nos queda:

F̃t
2 =





0 = f̃ t
2(x, y) = a(1− x) + by.x + (

1
t
+ c)y2

0 = g̃t
2(x, y) = e(1− x) + hy.x + ky2

y si σ2(t) =
(∑

i≥d ait
i
m ,

∑
j≥0 bjt

j
n

)
es un cero de F̃t

2, evaluándo en t = 0 tenemos que

0 = g̃0
2

(
σ2(0)

)
= e + k.b2

0.

Luego b2
0 =

− e

k

(
son dos, igual que en el caso genérico ya que Lα2(S,S) = L((ϕ2(S))α) =

Vol1((0, 0); (0, 2)) = 2
)
y reemplazando en f̃ t

2,

0 = f̃ t
2

(
σ2(t)

)
= a + (

1
t
+ c)b2

0 + o(t−1),

con lo cual 0 =
1
t
.b2

0 pero esto es absurdo pues b0 6= 0. Luego, no tenemos raíces en esta
dirección.

En el caso de α3, con el cambio de variables inducido por ϕ3(x1, x2) = (−x1 +x2 +1, x1) =(
−1 1
1 0

)
.

(
x1

x2

)
+

(
1
0

)
tenemos que α3.

(
−1 1
1 0

)−1

= (−1, 1).

(
0 1
1 1

)
= (1, 0) (que
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será entonces la normal luego del cambio de variables) y m(1,0)(ϕ3(P)) = 0 donde ϕ3(P)
es:

φ3(P)

φ3(r)

-1 1 2 3

-1

1

2

3

A partir del cambio de variables el sistema queda:

F̃t
3 =





0 = f̃ t
3(x, y) = a(x2 − x) + by + (

1
t
+ c)y2

0 = g̃t
3(x, y) = e(x2 − x) + hy + ky2

y si σ3(t) =
(∑

i≥d ait
i
m ,

∑
j≥0 bjt

j
n

)
es uno de sus ceros,

0 = g̃0
3

(
σ3(0)

)
= h.b0 + k.b2

0 = b0.(h + k.b0).

Y como b0 6= 0, tendremos que b0 =
− h

k
(una sola solución, que coincide con que

1 = Vol1((0, 1); (0, 2)) = L((ϕ3(S))α) = Lα3(S,S)
)
. Evaluando f̃ t

3 en σ3(t) tenemos que

0 = f̃ t
3

(
σ3(t)

)
= b.b0 + (

1
t
+ c)b2

0 + o(t−1).

Luego, 0 = b2
0. Pero esta a�rmación es falsa porque b0 6= 0. Entonces, en la dirección α3

tampoco tendremos ningun cero σ(t) posible.

Para α1 = (0, 1), el cambio de variables a usar es el inducido por ϕ1(x1, x2) = (x2, x1) y
con él nuestro sistema queda

F̃t
1 =





0 = f̃ t
1(x, y) = a(x− 1) + by + (

1
t
+ c)x.y2

0 = g̃t
1(x, y) = e(x− 1) + hy + kx.y2
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y si σ1(t) =
(∑

i≥d ait
i
m ,

∑
j≥0 bjt

j
n

)
es solución, reemplazando con t = 0

0 = g̃0
1

(
σ1(0)

)
= −e + h.b0.

Luego, b0 =
e

h
(sólo una solución y Lα1(S,S) = L((ϕ1(S))α) = Vol1((0, 0); (0, 1)) = 1). Si

ahora lo evaluamos en f̃ t
1(x, y)

0 = f̃ t
1

(
σ1(t)

)
= −a+b.b0+a.

( ∑

i≥d

ait
i
m

)
+b.

( ∑

j>0

bjt
j
n
)
+(

1
t
+c).

(∑

i≥d

ait
i
m

)
.
(∑

j≥0

bjt
j
n
)2 =

= −a + b.b0 +
1
t
.ad.t

d
m .b2

0 + o(t
d
m
−1) =

be− ah

h
+ ad.

e2

h2
.t

d
m
−1 + o(t

d
m
−1).

Luego, como be−ah 6= 0, debe valer que
d

m
= 1 y 0 =

be− ah

h
+ad.

e2

h2
=

1
h
.
[
be−ah+ad.

e2

h

]

y por lo tanto ad =
h(ah− be)

e2
.

Así, si existe un cero de F̃t
1 en esa dirección tendrá

d

m
= 1 y

(
ad, b0

)
=

(h(ah− be)
e2

,
e

h

)
.

Veamos que realmente existe un único cero que cumple con esto:

Haciendo el cambio de variables





v =
x

t
w = y

obtenemos el sistema:





0 = −a + atv + bw + vw2 + ctvw2

0 = −e + etv + hw + ktvw2

que, evaluando t = 0, da lugar al sistema





0 = −a + bw + vw2

0 = −e + hw
. Así, con t = 0, vale

w =
e

h
y v =

h(ah− be)
e2

(única solución simple con t = 0 que se extiende a un único vector
de series de Puiseux por medio del algoritmo de Newton-Hensel) y por lo tanto

τ1(t) =
(h(ah− be)

e2
t(1 + o(1)),

e

h
(1 + o(1))

)

es la única solución de F̃t
1 en dirección α = (1, 0), con lo cual la única solución asociada a

la dirección orientada α1 para Ft es

σ1(t) =
( e

h
(1 + o(1)),

h(ah− be)
e2

t(1 + o(1))
)
.

Como ϕ1(P) es
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φ1(P)

φ1(r)

-1 1 2 3

-1

1

2

3

podemos observar que Lα(ϕ1(S), ϕ1(S)) = Vol1((0, 0); (0, 1)) = 1, y dado que Hα = 1,

la cantidad de ceros que hallamos (uno) concuerda con Hα1 .Lα1(S,S) = 1, que es, por la
demostración del Teorema 2.9, la cantidad a hallar en el caso genérico.

Sólo nos resta ver qué sucede con α4 = (1, 0), que es justamente donde fα4 y gα4 tendrán
una raíz en común. Aquí no tenemos que hacer ningún cambio de variables, y buscamos
si existe σ4(t) =

(∑
i≥d ait

i
m ,

∑
j≥0 bjt

j
n

)
solución de Ft. Si existiera, 0 = gt

(
σ4(t)

)
, y

reemplazando con t = 0

0 = g
(
σ4(0)

)
= e(b0 − 1).

Luego, b0 = 1. Notar que 1 = Vol1((0, 0); (0, 1)) = L(Sα4) = Lα4(S,S), y Hα4 = 2, con lo
cual, Hα4 .Lα4(P,P) = 2. Veamos que sin embargo existe sólo un cero en esa dirección. Si

tomamos l = mı́n{j > 0 / bj 6= 0} y s = máx{j /
j

n
≤ 2d

m
− 1}, y seguimos los pasos de la

prueba del Teorema 2.9 tenemos que:

0 = f t(σ(t)) = a(
∑

j>0

bjt
j
n ) + b(

∑

i≥d

ait
i
m ) + (

1
t
+ c)(

∑

j≥0

bjt
j
n )(

∑

i≥d

ait
i
m )2 =

= ablt
l
n (1 + o(1)) + badt

d
m (1 + o(1)) + b0a

2
dt

2d
m
−1(1 + o(1)).

Pero esto no nos da información útil. El problema está en que f t
α4

(1) tambien es cero. Sin
embargo, si evaluamos en ef t − agt tenemos que

0 = (ef t − agt)
(
σ4(t)

)
= (eb− ah)

(∑

i≥d

ait
i
m

)
+ [e(

1
t
+ c)− ak]

( ∑

i≥d

ait
i
m

)2
.
(∑

j≥0

bjt
j
n
)

=

= (eb− ah)adt
d
m + ea2

db0t
2d
m
−1 + o(t

u
m ) con u = min{d, 2d−m}.
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Luego, (eb − ah)adt
d
m y ea2

db0t
2d
m
−1 deben tener la misma potencia de t, y su suma debe

ser nula, con lo cual
d

m
=

2d

m
−1 y ad =

ah− eb

e
. Tenemos entonces que

d

m
= 1, y hallamos

ya b0 y ad. Si además evaluamos en (hf t − bgt):

0 = (hf t− bgt)
(
σ4(t)

)
= (ha− be)

(∑

j≥0

bjt
j
n −1

)
+[h(

1
t
+ c)−kb]

(∑

i≥d

ait
i
m

)2
.
( ∑

j≥0

bjt
j
n
)

=

= (ha− be)
( s∑

j=l

bjt
j
n
)

+ h.b0.a
2
dt

2d
m
−1 + o(t

2d
m
−1).

Luego, como ha− be, ad, b0, h son todos no nulos, debe valer que l = s y
l

n
=

2d

m
− 1 = 1.

Con esto, 0 = (ha − be).bl + h.a2
d con lo cual bl = −h(ha− be)

e2
. Sólo resta ver que existe

una única σ(t) que cumple con esto. Para ello usaremos el cambio de variables




v =
x

t
w = y

con el cual el sistema queda:




0 = a(w − 1) + bvt + v2wt + cv2wt2

0 = e(w − 1) + hvt + kv2wt2
.

Evaluándolo en t = 0 tenemos que





0 = a(w − 1)

0 = e(w − 1)
. Entonces, w = 1 pero de v sólo

sabemos que pertenece a C. Como queremos ver que existe una solución
(
v(t), w(t)

)
=

(ha− eb

e
+

∑
i>d ait

i−d
d , 1 +

∑
j≥l bjt

j
l

)
, haciendo un nuevo cambio de variables





u = v

z =
w − 1

t

tendremos ahora el sistema en las variables u, z :

Ht =





0 = t
(
az +

(
b + u(1 + tz)

)
u + cu2(1 + tz)t

)

0 = t
(
ez + hu + ku2(1 + tz)t

)
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que es equivalente al sistema




0 = az +
(
b + u(1 + tz)

)
u + cu2(1 + tz)t

0 = ez + hu + ku2(1 + tz)t
.

Reemplazando con t = 0, este último nos queda:





0 = az + bu + u2

0 = ez + hu
cuya única raíz

simple en (C∗)2 es (ad, bl) (tiene multiplicidad 1 porque ha − be 6= 0). Luego, se extiende
a un único cero de Ht de la forma

τ(t) =
(
u(t), z(t)

)
=

(ha− be

e
+

∑

i>0

ad.(i+1)t
i,−h(ha− be)

e2
+

∑

j>0

bl.(j+1)t
j
)
.

Y volviendo atrás por nuestros cambios de variables nos da la única solucion de Ft:

σ4(t) =
(
t.u(t), 1 + t.z(t)

)
=

(ha− be

e
t +

∑

i>1

ad.it
i, 1− h(ha− be)

e2
t +

∑

j>1

bl.jt
j
)
.

Notar que es única pues σ4(t) =
(
x(t), y(t)

)
es una solución de Ft si y sólo si τ(t) =

(x(t)
t

,
y(t)− 1

t

)
es una solución de Ht.





Capítulo 3

Un re�namiento de la cota de
Bernstein

Para un sistema genérico de n ecuaciones en n variables con polítopos de Newton �jos, el
Teorema de Bernstein nos asegura cuántas soluciones tendrá el sistema en (C∗)n. Pero, en
el caso no genérico, el volumen mixto de la familia de soportes sólo nos da una cota superior
para la cantidad de soluciones aisladas del sistema. El objetivo de este capítulo es mostrar
un posible re�namiento a la cota dada por el Teorema de Bernstein. Este re�namiento se
basa en [15]. Nos limitaremos al caso de dos polinomios en dos variables.

3.1. Integral mixta

En esta sección introduciremos el concepto de integral mixta en el que se basa la nueva cota
que presentaremos. A tal �n, necesitamos de�nir la suma de Minkowski (o sup-convolución,
siguiendo la denominación en [15]) de funciones.

De�nición 3.1 Sean ρ : Iρ −→ R, σ : Iσ −→ R funciones cóncavas sobre intervalos
acotados Iρ, Iσ ⊂ R. Se de�ne ρ ¢ σ : Iρ + Iσ −→ R, la suma de Minkowski entre ρ y σ,
como

ρ ¢ σ(x) = máx{ρ(x1) + σ(x2) / x1 ∈ Iρ, x2 ∈ Iσ y x1 + x2 = x}.

Notar que ρ ¢ σ resulta una función cóncava sobre la suma de Minkowski Iρ + Iσ.

La suma de Minkowski de funciones puede relacionarse con la suma de Minkowski de
polítopos de la siguiente forma:

Lema 3.2 Sean Qρ y Qσ polítopos en R2 y sean ρ : Iρ → R y σ : Iσ → R dos fun-
ciones cóncavas, que parametrizan los techos de Qρ y Qσ respectivamente. Entonces, ρ¢σ

parametriza el techo de Qρ + Qσ.

73
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Demostración: Como para cada x ∈ Iρ +Iσ, ρ¢σ(x) = ρ(x1)+σ(x2) donde (x1, ρ(x1)) ∈
Qρ y (x2, σ(x2)) ∈ Qσ, (x, ρ ¢ σ(x)) ∈ Qρ + Qσ. Entonces, dada τ(x) parametrización del
techo de Qρ + Qσ, se tiene que ρ ¢ σ(x) ≤ τ(x). Veamos que no puede ser estrictamente
menor. Si (x, τ(x)) es un vértice del techo de Qρ +Qσ, (x, τ(x)) = (x1 +x2, y1 +y2) donde
(x1, y1) es un vértice del techo de Qρ y (x2, y2) es un vértice del techo de Qσ. Pero como
ρ y σ parametrizan sus techos, y1 = ρ(x1) y y2 = σ(x2). Luego, por la de�nición de ρ ¢ σ,
ρ ¢ σ(x) ≥ ρ(x1) + σ(x2) = τ(x).
Si (x, τ(x)) no es un vértice del techo de Qρ+Qσ, existen ξ1, ξ2 tales que (x, τ(x)) pertenece
al segmento del techo de Qρ + Qσ que une los vértices (ξ1, ρ ¢ σ(ξ1)) con (ξ2, ρ ¢ σ(ξ2)).
Luego, como ρ¢σ es cóncava, τ(x) ≤ ρ¢σ(x). De esta manera, ρ¢σ es la parametrización
del techo de Qρ + Qσ. ¤

A continuación de�niremos la integral mixta entre dos funciones cóncavas (ver [14]):

De�nición 3.3 Para ρ : Iρ −→ R, σ : Iσ −→ R funciones cóncavas de�nidas sobre
intervalos acotados en R, de�nimos la integral mixta entre ellas MI(ρ, σ) como

MI(ρ, σ) =
∫

Iρ+Iσ

ρ ¢ σ(x)dx−
∫

Iρ

ρ(x)dx−
∫

Iσ

σ(x)dx.

Notar que la integral mixta resulta ser simétrica (es decir, MI(ρ, σ) = MI(σ, ρ)).

Podemos observar que si ρ : Iρ −→ R es una función cóncava, Graf(ρ) = {(x, ρ(x)) / x ∈
Iρ} y c ∈ R es tal que c ≤ mı́n{0; ρ(x) / x ∈ Iρ}, de�niendo Iρ,c = Conv(Graf(ρ), Iρ×{c})
y usando que el volumen en dos variables de un convexo es el área entre su techo y su piso,
se tiene que:

∫

Iρ

ρ(x)dx =
∫

Iρ

ρ(x)− c dx

︸ ︷︷ ︸
Vol2(Iρ,c)

+
∫

Iρ

c dx

︸ ︷︷ ︸
c.Vol1(Iρ)

= Vol2(Iρ,c) + c.Vol1(Iρ). (3.1)

Con esta expresión de la integral de una función cóncava, podemos escribir a la integral
mixta en términos de volúmenes mixtos:

Proposición 3.4 Sean ρ : Iρ −→ R, σ : Iσ −→ R funciones cóncavas, y c, d ∈ R tales que
c ≤ mı́n{0; ρ(x) / x ∈ Iρ} y d ≤ mı́n{0;σ(x) / x ∈ Iσ}. Entonces,

MI(ρ, σ) = MV2(Iρ,c, Iσ,d) + c.MV1(Iσ) + d.MV1(Iρ).

Demostración: La demostración será una especialización al caso de dos variables de la
demostración hecha en [14, Proposición IV.5.d]. Sean





ρ : Iρ = [a, b] −→ R

σ : Iσ = [r, s] −→ R
funciones cóncavas
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y sean c ≤ mı́n{0; ρ(x) / x ∈ Iρ} y d ≤ mı́n{0;σ(x) / x ∈ Iσ} como en las hipótesis de la
proposición. Entonces,

Vol1(Iρ + Iσ) = Vol1([a + r, b + s]) = b + s− a− r.

Notar que c + d ≤ mı́n{0; ρ ¢ σ(x) / x ∈ Iρ + Iσ}. Luego, usando la ecuación (3.1) y el
Lema 3.2, tendremos que:

MI(ρ, σ) =
∫

Iρ+Iσ

ρ ¢ σ(x)dx−
∫

Iρ

ρ(x)dx−
∫

Iσ

σ(x)dx =

= Vol2(Iρ¢σ,c+d) + (c + d)Vol1(Iρ + Iσ)− Vol2(Iρ,c)− cVol1(Iρ)− Vol2(Iσ,d)− dVol1(Iσ) =

= Vol2(Iρ¢σ,c+d) + (c + d)(b + s− a− r)− Vol2(Iρ,c)− Vol2(Iσ,d)− c(b− a)− d(s− r) =

= MV2(Iρ,c, Iσ,d) + d(b− a) + c(s− r) = MV2(Iρ,c, Iσ,d) + c.Vol1(Iρ) + d.Vol1(Iσ).

¤

La Proposición 3.4 nos permite probar las siguientes propiedades de la integral mixta:

Proposición 3.5 Con las notaciones anteriores:

1. MI(ρ, σ) es lineal en ρ y σ con respecto a ¢.

2. Si ρ = σ, entonces MI(ρ, ρ) = 2.
∫
Iρ

ρ(x)dx.

3. Si ρ1 ≤ ρ2 y σ1 ≤ σ2, entonces MI(ρ1, σ1) ≤MI(ρ2, σ2). En particular, si ρ ≥ 0 y
σ ≥ 0, entonces MI(ρ, σ) ≥ 0.

Demostración: Para ver la linealidad, se usará que Iρ¢ρ′,c+c′ = Iρ,c + Iρ′.c′ donde c ≤
mı́n{0; ρ(x) / x ∈ Iρ} y c′ ≤ mı́n{0; ρ′(x) / x ∈ Iρ′} (pues, usando el Lema 3.2, ρ ¢ ρ′ es
la parametrización del techo de Iρ,c + Iρ′,c′). Con ello y la linealidad del volumen mixto, si
d ≤ mı́n{0;σ(x) / x ∈ Iσ}, tenemos que

MI(ρ ¢ ρ′, σ) = MV2(Iρ¢ρ′,c+c′ , Iσ,d) + (c + c′).MV1(Iσ) + d.MV1(Iρ¢ρ′) =

= MV2(Iρ,c + Iρ′,c′ , Iσ,d) + c.MV1(Iσ) + c′.MV1(Iσ) + d.MV1(Iρ + Iρ′) =

= MV2(Iρ,c, Iσ,d) +MV2(Iρ′,c′ , Iσ,d) + c.MV1(Iσ) + d.MV1(Iρ) +

+c′.MV1(Iσ) + d.MV1(Iρ′)

= MI(ρ, σ) +MI(ρ′, σ).

Si ρ = σ,

MI(ρ, ρ) = MV2(Iρ,c, Iρ,c) + 2c.Vol1(Iρ) = 2.Vol2(Iρ,c) + 2c.Vol1(Iρ) = 2.

∫

Iρ

ρ(x)dx.
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Para ver la monotonía, se usará asimismo la monotonía del volumen mixto con respecto
a la inclusión (ver, por ejemplo [6, Capítulo 4, Teorema (4.12)]). Luego, si c ≤ ρ1 ≤ ρ2 y
d ≤ σ1 ≤ σ2, tenemos que Iρ1,c ⊆ Iρ2,c y Iσ1,d ⊆ Iσ2,d. A partir de esto,

MI(ρ1, σ1) = MV2(Iρ1,c, Iσ1,d) + c.MV1(Iσ1) + d.MV1(Iρ1) ≤
≤MV2(Iρ2,c, Iσ2,d) + c.MV1(Iσ2) + d.MV1(Iρ2) = MI(ρ2, σ2).

Por último, para ver que con ρ, σ ≥ 0, se tiene que MI(ρ, σ) ≥ 0, basta notar que
MI(0, 0) = 0 y usar la monotonía. ¤

Observación 3.6 La de�nición de integral mixta es muy cercana a la del volumen mix-
to que fue introducido en la De�nición 1.15. En el caso de dos variables, para convexos
Q1,Q2 ⊂ R2, tenemos que

MV2(Q1,Q2) = Vol2(Q1 + Q2)− Vol2(Q1)− Vol2(Q2).

Así como el volumen mixto es simétrico, lineal en cada variable Qi respecto a la suma de
Minkowski y monótono respecto a la inclusión, en la Proposición 3.5 se vio que la integral
mixta veri�ca propiedades análogas.

3.2. Una nueva cota para la cantidad de raíces comunes

Sea f(x, y) =
∑

j∈Z αj(y).xj ∈ C[x, y] un polinomio primitivo, donde αj(y) ∈ C[y]. No-
taremos

If = Conv({j ∈ Z / αj 6≡ 0})
y para cada τ ∈ C,

Qf,τ = Conv
({(j,−ordτ (αj)) / αj 6≡ 0}) ⊆ R2

Qf,∞ = Conv
({(j, gr(αj)) / αj 6≡ 0}) ⊆ R2

donde ordτ (αj) es la multiplicidad de τ como raíz de αj y gr(αj) es el grado de αj(y).

De�nición 3.7 Para cada τ ∈ C∪{∞}, se de�ne la función cóncava ρf,τ : If −→ R como
la parametrización del techo de Qf,τ , es decir que ρf,τ (x) = máx{y / (x, y) ∈ Qf,τ}.

Observación 3.8 Como Qf,τ es un polítopo entero (ver la De�nición 1.4) para todo τ ∈
C∪{∞}, ρf,τ es lineal a trozos y las pendientes cambian en puntos de coordenadas enteras.
Entonces, para describir ρf,τ basta encontrar ρf,τ (x) ∀x ∈ If ∩ Z. Luego, si If = [0, h],
existen 0 = ξ0 < ξ1 < . . . < ξn = h, ξi ∈ Z ∀ 0 ≤ i ≤ n, y ai ∈ R para todo 1 ≤ i ≤ n− 1,
tales que

ρf,τ (x) =
{

ai(x− ξi−1) + ρf,τ (ξi−1) ξi−1 ≤ x ≤ ξi.

Además, las pendientes cumplen que ai > ai+1 para todo 1 ≤ i ≤ n− 1.
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Demostración: Supongamos que ai+1 > ai (si fueran iguales, lo escribimos como un sólo
segmento entre ξi−1 y ξi+1) y tomemos el segmento que une (ξi − 1, ρf,τ (ξi − 1)) con
(ξi + 1, ρf,τ (ξi + 1)) (y que por ser convexo está incluido en Qf,τ )

σ(t) = (t.(ξi − 1) + (1− t).(ξi + 1), t.ρf,τ (ξi − 1) + (1− t).ρf,τ (ξi + 1)).

Luego, vale que σ(
1
2
) = (ξi, ρf,τ (ξi) +

>0︷ ︸︸ ︷
ai+1 − ai

2
) ∈ Qf,τ , que es un absurdo pues ρf,τ (ξi) +

ai+1 − ai

2
> ρf,τ (ξi) que es el techo de Qf,τ en ξi. Entonces, tiene que valer ai > ai+1. ¤

Con las herramientas vistas hasta ahora, podemos enunciar una adaptación del resultado
principal de [15] en el caso particular de dos polinomios en dos variables,

Teorema 3.9 Sean f(x, y) y g(x, y) ∈ C[x, y] dos polinomios primitivos. Con las nota-
ciones anteriores, la cantidad L(f = 0, g = 0) de raíces aisladas en común de f y g en
(C∗)2 contadas con su multiplicidad satisface:

L(f = 0, g = 0) ≤
∑

τ∈C∪{∞}
MI(ρf,τ , ρg,τ ).

Más aún, es una igualdad para polinomios genéricos con funciones ρf,τ , ρg,τ �jas.

En el caso en que f y g ∈ C[x±1, y±1] sean polinomios de Laurent sin factores no constantes
en C[y±1], multiplicando cada uno de los polinomios por un monomio adecuado de forma
tal que los productos obtenidos f∗ y g∗ sean primitivos con respecto a y en C[x, y], el
resultado anterior nos permite hallar una cota para la cantidad de raíces comunes aisladas
de f y g en (C∗)2: comoMI(ρf∗,0, ρg∗,0)+MI(ρf∗,∞, ρg∗,∞) = MV2(NP(f∗),NP(g∗)) =
MV2(NP(f),NP(g)) (ver Lema 3.10 más adelante), la cota dada por el Teorema 3.9 puede
reescribirse como

L(f = 0, g = 0) ≤MV2(NP(f),NP(g)) +
∑

τ∈C−{0}
MI(ρf∗,τ , ρg∗,τ ).

Observando que MI(ρf∗,τ , ρg∗,τ ) ≤ 0 para todo τ ∈ C debido a la monotonía de la
integral mixta (ver Proposición 3.5) y a que las funciones involucradas son negativas o
cero, podemos entonces considerar al Teorema 3.9 como un re�namiento del Teorema de
Bernstein (ver Sección 2.2).
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Lema 3.10 Sean f y g ∈ C[x, y]. El volumen mixto de sus polítopos de Newton corresponde
a la suma de las integrales mixtas del cero y el in�nito. Con las notaciones anteriores,

MV2(NP(f),NP(g)) = MI(ρf,0, ρg,0) +MI(ρf,∞, ρg,∞).

Demostración: (Para el caso general de n variables, ver [15, Proposición 7.2]). Usaremos
la notación anterior para f, If , ρf,τ y Qf,τ . Llamaremos

σf (x) = mı́n{y / (x, y) ∈ NP(f)} a la parametrización del piso de NP(f);

ηf (x) = máx{y / (x, y) ∈ NP(f)} a la parametrización del techo de NP(f).

Lo primero que vamos a ver es que σf (x) = −ρf,0(x) y ηf (x) = ρf,∞(x) para todo x en If .

Como σf y ηf son las parametrizaciones del techo y el piso de NP(f), que es un polítopo
entero, basta ver que son iguales para todo k ∈ If ∩ Z.

−ρf,0(k) ≥ σf (k) (recíprocamente ρf,∞(k) ≤ ηf (k)) :

Es su�ciente probar que (k,−ρf,0(k)) ∈ NP(f). Si ρf,0(k) = −ord0(αk), (k,−ρf,0(k)) ∈
{(i, j) / cijx

iyj monomio de f , cij 6= 0} ⊂ NP(f) (igual en el caso ρf,∞(k) = gr(αk)).

Si no, como (k,−ρf,0(k)) ∈ Qf,0 existen k1, k2 ∈ If tales que (ki,−ρf,0(ki)) ∈ NP(f) y
(k, ρf,0(k)) pertenece al segmento que une (k1, ρf,0(k1)) con (k2, ρf,0(k2)). Pero entonces,
como NP(f) es convexo, (k, ρf,0(k)) ∈ NP(f). (La desigualdad ρf,∞(k) ≤ ηf (k) se prueba
análogamente.)

−ρf,0(k) ≤ σf (k) (recíprocamente ρf,∞(k) ≥ ηf (k)) :

Como σf es una parametrización del piso de NP(f), sabemos que no existe r < σf (k) tal
que (k, r) sea exponente de un monomio de f . Si (k, σf (k)) es un vértice de NP(f), es
también un exponente de un monomio f . Luego, σf (k) ≥ ord0(αk) ≥ −ρf,0(k).

Si (k, σf (k)) no es un vértice, existen k1, k2 ∈ If ∩ Z tales que (k, σf (k)) =
t (k1, σf (k1))︸ ︷︷ ︸

vértice
+(1−t) (k2, σf (k2))︸ ︷︷ ︸

vértice
= t(k1,−ρf,0(k1))+(1−t)(k2,−ρf,0(k2)) = (k,−tρf (k1)+

(t − 1)ρf (k2)) ∈ Qf,0 por ser convexo, con lo cual ρf,0(k) ≥ −tρf (k1) + (t − 1)ρf (k2) =
−σf (k). (De igual forma, se puede ver que ρf,∞(k) ≥ ηf (k).)

Además, como NP(f) es convexo, para calcular su área es su�ciente integrar la diferencia
entre la parametrización de su techo y la de su piso. Así,

Vol2(NP(f)) =
∫

If

ηf (x)− σf (x) dx =
∫

If

ρf,∞(x) + ρf,0(x) dx =

=
∫

If

ρf,∞(x)dx +
∫

If

ρf,0(x)dx.
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Finalmente, como ρf,∞ parametriza el techo de NP(f) y ρg,∞ parametriza el techo de
NP(g), entonces ρf,∞ ¢ ρg,∞ es una parametrización del techo de NP(f) + NP(g) (ver
Lema 3.2). De la misma forma, como −ρf,0 parametriza el piso de NP(f) (y −ρg,0 el de
NP(g)), ρf,0 y ρg,0 serán parametrizaciones de los techos de −NP(f) y −NP(g) respec-
tivamente. Entonces, ρf,0 ¢ ρg,0 es una parametrización del techo de −(NP(f) +NP(g)).
Por lo tanto, −(ρf,0 ¢ ρg,0) parametriza el piso de NP(f) +NP(g). Con todo esto,

MI(ρf,0, ρg,0) +MI(ρf,∞, ρg,∞) =
∫

If+Ig

ρf,0 ¢ ρg,0(x)dx−
∫

If

ρf,0(x)dx−

−
∫

Ig

ρg,0(x)dx +
∫

If+Ig

ρf,∞ ¢ ρg,∞(x)dx−
∫

If

ρf,∞(x)dx−
∫

Ig

ρg,∞(x)dx =

=
∫

If+Ig

(
ρf,∞ ¢ ρg,∞(x)︸ ︷︷ ︸

techo de NP(f)+NP(g)

− (−(ρf,0 ¢ ρg,0)(x))︸ ︷︷ ︸
piso de NP(f)+NP(g)

)
dx−

−
∫

If

(
ρf,∞(x)︸ ︷︷ ︸

techo de NP(f)

− (−ρf,0(x))︸ ︷︷ ︸
piso de NP(f)

)
dx−

∫

Ig

(
ρg,∞(x)︸ ︷︷ ︸

techo de NP(g)

− (−ρg,0(x))︸ ︷︷ ︸
piso de NP(g)

)
dx =

= Vol2

(
NP(f) +NP(g)

)
− Vol2

(
NP(f)

)
− Vol2

(
NP(g)

)
= MV2

(
NP(f),NP(g)

)
.

¤

Veremos ahora un ejemplo de esta situación:

Ejemplo 3.11 Se consideran los polinomios

f(x, y) = 3 + 6y + 3y2 + 2x + x.y + 2x2 + 2x2.y = 3(y + 1)2 + (y + 2).x + 2(y + 1).x2

g(x, y) = 6 + 6y + 2x + x.y + 4x2 = 6(y + 1) + (y + 2).x + 4x2

Los polítopos de Newton de estos polinomios (y la suma de Minkowski entre ellos) son los
siguientes:

NP (f)

-1 1 2 3

-1

1

2

3

NP (g)

-1 1 2 3

-1

1

2

3



80 CAPÍTULO 3. UN REFINAMIENTO DE LA COTA DE BERNSTEIN

NP (f)  +  NP (g)

-1 1 2 3 4 5

-1

1

2

3

4

Así, si el sistema estuviera dentro del caso genérico para el Teorema de Bernstein, la
cantidad de raíces en común de f y g en (C∗)2 sería exactamente el volumen mixto de
NP(f) y NP(g) :

MV2

(NP(f),NP(g)
)

= Vol2
(NP(f) +NP(g)

)− Vol2
(NP(f)

)− Vol2
(NP(g)

)
=

=
28
2
− 3− 3

2
= 5.

Sin embargo, la cantidad de raíces del sistema en (C∗)2 es sólo 4, pues si (x, y) es una raíz
en común, entonces 0 =

(
f − g

)
(x, y) =

(
y − 1

)
.
(
3(y + 1) + 2x2

)
, de donde se deduce que

y = 1 o y = −1− 2
3

x2.

Si y = 1, se tiene que f(x, 1) = g(x, 1) = 12 + 3x + 4x2 con lo cual las posibles raíces son(
−3−√183i

8 , 1
)
y

(
−3+

√
183i

8 , 1
)
.

Si y = −1 − 2
3
x2, entonces f(x,−1 − 2

3
x2) = (1 − 2

3
x2).x, que se anula para x = 0 (con

lo cual, y = −1) o x2 =
3
2
(y para ambas, y = −2). Así, conseguimos 3 raíces más (0,−1),(√

3√
2
,−2

)
y

(
−

√
3√
2
,−2

)
.

Sin embargo, la raíz (0,−1) no pertenece a (C∗)2 con lo que nos quedan sólo 4 raíces, cada
una de ellas de multiplicidad 1, lo que se puede veri�car usando el jacobiano (ver Lema
2.8):

J (x, y) = det

(
(y + 2) + 4(y + 1)x 6(y + 1) + x + 2x2

(y + 2) + 8x 6 + x

)
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Así, como J (−3+
√

183i
8 , 1) = 6

√
183i(1−29+

√
183i

32 ), J (−3−√183i
8 , 1) = −6

√
183i(1−29−√183i

32 ),
J (

√
3√
2
,−2) = −18 y J (−

√
3√

2
,−2) = −18 son todos no nulos, las cuatro raíces son simples.

De esta manera, podemos ver que el sistema no tiene cinco raíces aisladas en (C∗)2, como
sucede genéricamente.
Veamos ahora la cota dada por el Teorema 3.9. Calculemos para cada τ ∈ C−{0} las inte-
grales mixtas. Primero es importante notar que If = Ig = [0, 2] y que para todo τ distinto
de −1,−2, se tiene que ρf,τ ≡ ρg,τ ≡ 0, con lo cual ρf,τ ¢ ρg,τ ≡ 0 y MI(ρf,τ , ρg,τ ) = 0.

Luego, sólo nos queda hallar MI(ρf,−1, ρg,−1) y MI(ρf,−2, ρg,−2).

Para el caso de τ = −2, como ρf,−2 y ρg,−2 son las parametrizaciones de los techos de
Qf,−2 y Qg,−2, podemos observar que ρf,−2 ≡ ρg,−2 ≡ 0 :

Qg, -2

ρg, -2

Qf, -2

ρf, -2

-2

-1

1

-1 1 2 3 -1 1 2 3

-2

-1

1

De esta forma tenemos que MI(ρf,−2, ρg,−2) = 0.

Por último, para el caso τ = −1, ρf,−1 y ρg,−1 son las parametrizaciones de los techos de
Qf,−1 y Qg,−1 :

Qg, -1

ρg, -1

Qf, -1

ρf, -1

-2

-1

1

-1 1 2 3 -1 1 2 3

-2

-1

1

Calculemos ahora ρf,−1 ¢ ρg,−1(x) : Veremos más adelante que es su�ciente hallarla para
x enteros, y que para cada x entero, el máximo de las sumas ρf,−1(x1) + ρg,−1(x2) con
x1 + x2 = x se alcanza con x1 y x2 también enteros. Entonces,

• ρf,−1 ¢ ρg,−1(0) = máx{−2− 1} = −3

• ρf,−1 ¢ ρg,−1(1) = máx{−2 + 0,−1 + 0} = −1
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• ρf,−1 ¢ ρg,−1(2) = máx{−2 + 0, 0 + 0,−1− 1} = 0

• ρf,−1 ¢ ρg,−1(3) = máx{0 + 0,−1 + 0} = 0

• ρf,−1 ¢ ρg,−1(4) = máx{−1 + 0} = −1

Así, el grá�co de ρf,−1 ¢ ρg,−1 es:

-1 1 2 3 4 5

-2

-3

-1

1

-1 1 2 3 4 5

-2

-3

-4

-1

1

ρg, -1 + ρf, -1 

Con esto, podemos ver que vale:

MI(ρf,−1, ρg,−1) =
∫ 4

0
ρf,−1 ¢ ρg,−1(x)dx−

∫ 2

0
ρf,−1(x)dx−

∫ 2

0
ρg,−1(x)dx =

= −3 +
3
2

+
1
2

= −1.

Por lo tanto, tenemos que

L(f = 0, g = 0) = 4 = 5− 1 = MV2(NP(f),NP(g)) + MI(ρf,−1, ρg,−1) =

= MV2(NP(f),NP(g)) +
∑

τ∈C−{0}
MI(ρf,τ , ρg,τ ).

3.3. Cálculo de la integral mixta

A continuación veremos para qué valores de τ ∈ C − {0} se tiene MI(ρf,τ , ρg,τ ) 6= 0 en
función de f y g. En estos casos, hallaremos una fórmula general para esta integral mixta.
Sean f(x, y) =

∑h
j=0 αj(y).xj y g(x, y) =

∑e
j=0 βj(y).xj ∈ C[x, y] polinomios primitivos,

donde αj(y), βj(y) ∈ C[y] y sea τ ∈ C∗. Por la Observación 3.8, sabemos que ρf,τ y ρg,τ

son lineales a trozos.
Una forma de construir grá�camente ρf,τ ¢ ρg,τ y encontrar así MI(ρf,τ , ρg,τ ) es sabiendo
que ρf,τ ¢ ρg,τ es la parametrización del techo de Qf,τ + Qg,τ . Veámoslo en un ejemplo:
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Ejemplo 3.12 Sean f, g ∈ C[x, y] primitivos tales que las parametrizaciones ρf,τ y ρg,τ

son:

ρf, τ ρg, τ

-1 1 2 3 4 5 6 7

-2

-3

-1

1

-4

-5

-6

-1 1 2 3 4 5 6 7

-2

-3

-1

1

-4

-5

-6

Para hallar entonces ρf,τ ¢ ρg,τ , por medio de la traslación T (x, y) = (x, y + 6) el grá�co
de ρf,τ contiene al origen. De esta forma para hallar la suma sólo debemos pegarlo en
cada vértice del grá�co de ρg,τ (esta es la misma idea que usamos para hallar la suma de
Minkowski de polítopos, pero alcanza hacerlo sólo con el techo de Qf,τ porque sólo nos
interesa el techo de la suma conseguida). Luego, los unimos de forma tal que su techo sea
una función cóncava como en la siguiente �gura:

ρg, τ

-1 1 2 3 4 5 6 7

-2

-3

-1

1

-4

-5

-6

Y �nalmente, aplicando la traslación inversa a ese techo, conseguimos el grá�co de ρf,τ ¢
ρg,τ :
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ρg, τρf, τ

-1 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

-2

-3

-1

1

-4

-5

-6

-7

-8

-9

-10

-11

En nuestro ejemplo, marcamos con color las distintas áreas encerradas entre los grá�cos
de las funciones ρf,τ y ρg,τ y el eje x. De esta manera, podemos ubicar esas mismas áreas
en el grá�co de ρf,τ ¢ ρg,τ y el área que queda en blanco representa −MI(ρf,τ , ρg,τ ) = 15.

En el ejemplo se tiene que

MI(ρf,τ , ρg,τ ) =
∫ 12

0
ρf,τ¢ρg,τ (x)dx−

∫ 6

0
ρf,τ (x)dx−

∫ 6

0
ρg,τ (x)dx = −65

2
+

15
2

+10 = −15.

Nuestro próximo objetivo es calcular integrales mixtas analíticamente. Para esto, en primer
lugar veremos cómo calcular la suma de Minkowski de dos funciones.

3.3.1. Cálculo de la suma de Minkowski de funciones

En esta sección veremos cómo calcular la suma de Minkowski de las funciones cóncavas
involucradas en las integrales mixtas que aparecen en la cota del Teorema 3.9.

De acuerdo a la Observación 3.8, sean




ρf,τ (x) =
{

ai(x− ξi−1) + ρf,τ (ξi−1) ξi−1 ≤ x ≤ ξi

ρg,τ (x) =
{

bj(x− ξ̃j−1) + ρg,τ (ξ̃j−1) ξ̃j−1 ≤ x ≤ ξ̃j
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donde 0 = ξ0 < ξ1 < . . . < ξn = h y 0 = ξ̃0 < ξ̃1 < . . . < ξ̃m = e; ai > ai+1 y bj > bj+1

para todo 1 ≤ i ≤ n− 1, 1 ≤ j ≤ m− 1.

Lema 3.13 Con la notación anterior, para hallar ρf,τ ¢ ρg,τ basta calcularla para x ∈ Z.
Además, para cada x ∈ Z vale que ρf,τ ¢ ρg,τ (x) = máx{ρf,τ (x1) + ρg,τ (x2) / x = x1 + x2

y x1, x2 ∈ Z}.

Demostración: Como ρf,τ ¢ρg,τ es la parametrización del techo de Qf,τ +Qg,τ , que es un
polítopo entero, es una función lineal a trozos tal que los cambios de pendiente están en
puntos de coordenadas enteras. Luego, para hallar ρf,τ ¢ ρg,τ es su�ciente calcularla para
todo x ∈ (If + Ig) ∩ Z.

Además, sean x1, x2 tales que ρf,τ ¢ρg,τ (x) = ρf,τ (x1)+ρg,τ (x2), entonces podemos tomar-
los enteros. Para verlo, sean x1, x2 de�nidos así, y si notamos para todo x a dxe como el
mínimo entero mayor o igual a x, y bxc el máximo entero menor o igual a x, entonces
x1 = bx1c + x̃1, x2 = bx2c + x̃2 donde x̃1, x̃2 ∈ [0, 1). Más aún, como x = x1 + x2 ∈ Z,

x̃1 + x̃2 = 0 o x̃1 + x̃2 = 1.

Si x̃1 + x̃2 = 0, cada uno será nulo, y x1, x2 serán enteros. Si en cambio x̃1 + x̃2 = 1, sean
i, j ∈ N tales que ρf,τ (x1) = ai(x1−ξi−1)+ρf,τ (ξi−1) y ρg,τ (x2) = bj(x2−ξ̃j−1)+ρg,τ (ξ̃j−1).
Como ρf,τ y ρg,τ son parametrizaciones de techos de polítopos enteros,

ρf,τ (dx1e) = ai(dx1e − ξi−1) + ρf,τ (ξi−1)
ρf,τ (bx1c) = ai(bx1c − ξi−1) + ρf,τ (ξi−1)
ρg,τ (dx2e) = bj(dx2e − ξ̃j−1) + ρg,τ (ξ̃j−1)
ρg,τ (bx2c) = bj(bx2c − ξ̃j−1) + ρg,τ (ξ̃j−1).

Si ai ≥ bj , entonces

ρf,τ ¢ ρg,τ (x) ≥ ρf,τ (dx1e) + ρg,τ (bx2c) = ρf,τ (x1) + ρg,τ (x2) + (ai − bj)(1− x̃1) =

= ρf,τ ¢ ρg,τ (x) + (ai − bj︸ ︷︷ ︸
≥0

)(1− x̃1︸ ︷︷ ︸
>0

) ≥ ρf,τ ¢ ρg,τ (x).

Luego, ρf,τ ¢ ρg,τ (x) = ρf,τ (dx1e) + ρg,τ (bx2c) y sabemos que dx1e, bx2c ∈ Z. De la misma
manera, si ai < bj , entonces

ρf,τ ¢ ρg,τ (x) ≥ ρf,τ (bx1c) + ρg,τ (dx2e) = ρf,τ ¢ ρg,τ (x) + (bj − ai︸ ︷︷ ︸
≥0

)(1− x̃2︸ ︷︷ ︸
>0

).

Así, ρf,τ ¢ ρg,τ (x) = ρf,τ (bx1c) + ρg,τ (dx2e). ¤
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A lo largo de este capítulo nos será útil hacer ciertos cambios de variables. Por este motivo,
en lo que sigue veremos cómo estos cambios de variables modi�can la suma de Minkowski
de dos funciones.
Los automor�smos T , U y V : Z2 −→ Z2 de�nidos por T (x, y) = (−x + h, y), U(x, y) =
(−x+e, y) y V (x, y) = (−x+h+e, y) inducen isomor�smos T ∗, U∗ y V ∗ : C[x±1, y±1] −→
C[x±1, y±1] como en el Capítulo 2, que cumplen que T ∗(f) = f̃ y U∗(g) = g̃ donde





f̃(x, y) = xhf( 1
x , y) = xh

∑h
i=0 αi(y)x−i =

∑h
i=0 αh−i(y)xi =

∑h
i=0 α̃i(y)xi

g̃(x, y) = xeg( 1
x , y) = xe

∑e
j=0 βj(y)x−j =

∑e
j=0 βe−j(y)xj =

∑e
j=0 β̃j(y)xj

(3.2)

con α̃i(y) = αh−i(y) y β̃j(y) = βe−j(y).

Lema 3.14 Sea τ ∈ C. Bajo las hipótesis y de�niciones anteriores, T (Qf,τ ) = Q ef,τ
,

U(Qg,τ ) = Qeg,τ y V (Qf,τ + Qg,τ ) = Q ef,τ
+ Qeg,τ . Además, ρf,τ (h− x) = ρ ef,τ

(x), ρg,τ (e−
x) = ρeg,τ (x) y ρf,τ ¢ ρg,τ (h + e− x) = ρ ef,τ

¢ ρeg,τ (x).

Demostración: Se tiene que

T (Qf,τ ) = T (Conv{(i,−ordτ (αi)) / 0 ≤ i ≤ h}) = Conv{T (i,−ordτ (αi)) / 0 ≤ i ≤ h} =

= Conv{(h− i,−ordτ (αi)) / 0 ≤ i ≤ h} = Conv{(i,−ordτ (αh−i)) / 0 ≤ i ≤ h} = Q ef,τ
,

y de la misma manera U(Qg,τ ) = Qeg,τ .

Para ver que V (Qf,τ + Qg,τ ) = Q ef,τ
+ Qeg,τ , usando lo anterior resulta que Q ef,τ

+ Qeg,τ =
T (Qf,τ ) + U(Qg,τ ). Pero (a, b) ∈ T (Qf,τ ) + U(Qg,τ ) si y sólo si (a, b) = (h − x1, y1) +
(e − x2, y2) con (x1, y1) ∈ Qf,τ , (x2, y2) ∈ Qg,τ . Equivalentemente(a, b) = (h + e − (x1 +
x2), y1 + y2) con (x1 + x2, y1 + y2) ∈ Qf,τ + Qg,τ , es decir (a, b) ∈ V (Qf,τ + Qg,τ ). Por lo
tanto,

Q ef,τ
+ Qeg,τ = T (Qf,τ ) + U(Qg,τ ) = V (Qf,τ + Qg,τ ).

Por último, dado que T , U y V transforman simétricamente los polítopos, también lo hacen
con las parametrizaciones consideradas de sus techos. ¤

La estrategia para el cálculo de la suma de Minkowski ρf,τ ¢ ρg,τ se basa en el caso en
que las dos funciones son crecientes. Para poder hacer esta reducción, veremos en primer
lugar que para calcular la suma de Minkowski basta restringirse a dominios donde ambas
funciones tienen igual crecimiento.
Sean

i0 = mı́n{i ∈ If / αi(τ) 6= 0} i1 = máx{i ∈ If / αi(τ) 6= 0}
j0 = mı́n{j ∈ Ig / βj(τ) 6= 0} j1 = máx{j ∈ Ig / βj(τ) 6= 0}
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Así, ρf,τ (x) será estrictamente creciente para los 0 ≤ x ≤ i0, constantemente nula para
i0 ≤ x ≤ i1 y estrictamente decreciente para i1 ≤ x ≤ h por la Observación 3.8. De la
misma forma, ρg,τ (x) será estrictamente creciente para los 0 ≤ x ≤ j0, constantemente
nula para j0 ≤ x ≤ j1 y estrictamente decreciente para j1 ≤ x ≤ e.

Lema 3.15 Con la notación anterior, ρf,τ ¢ ρg,τ (x) = ρf,τ (x1) + ρg,τ (x2) donde:




0 ≤ x1 ≤ i0, 0 ≤ x2 ≤ j0 si 0 ≤ x < i0 + j0

i0 ≤ x1 ≤ i1, j0 ≤ x2 ≤ j1 si i0 + j0 ≤ x ≤ i1 + j1

i1 ≤ x1 ≤ h, j1 ≤ x2 ≤ e si i1 + j1 < x ≤ h + e

.

Demostración: Recordemos que, por el Lema 3.13, es su�ciente para calcular ρf,τ ¢ρg,τ (x),
hacerlo en los x ∈ Z, y que en ese caso, ρf,τ ¢ ρg,τ (x) = ρf,τ (x1) + ρg,τ (x2) donde x1 y x2

son enteros también.
Para 0 ≤ x < i0 + j0, como x1 + x2 = x, si x1 > i0 entonces x2 debe ser menor que j0 (las
cuentas son las mismas si empezamos suponiendo que x2 > j0). Entonces, ρf,τ (x1 − 1) ≥
ρf,τ (x1) y ρg,τ (x2 +1) > ρg,τ (x2). Luego, ρf,τ (x1−1)+ρg,τ (x2 +1) > ρf,τ (x1)+ρg,τ (x2) =
máx{ρf,τ (x̃1) + ρg,τ (x̃2) / x̃1 + x̃2 = x}. Pero (x1 − 1) + (x2 + 1) = x contradiciendo la
de�nición de ρf,τ ¢ ρg,τ . Por lo tanto, debe valer que 0 ≤ x1 ≤ i0 y 0 ≤ x2 ≤ j0.

Para i0 + j0 ≤ x ≤ i1 + j1, existen x1 ∈ [i0, i1], x2 ∈ [j0, j1] tales que x1 + x2 = x y con
ellos ρf,τ (x1) + ρg,τ (x2) = 0 + 0 ≥ ρf,τ (x̃1) + ρg,τ (x̃2) para todo x̃1, x̃2. Por lo tanto, x1 y
x2 sirven.
Para i1+j1 < x ≤ h+e, tomando f̃ y g̃ como en (3.2), y como h+e−x ∈ [0, h+e−i1−j1),
existen x̃1, x̃2 tales que ρf,τ ¢ ρg,τ (x) = ρ ef,τ

¢ ρeg,τ (h + e − x) = ρ ef,τ
(x̃1) + ρeg,τ (x̃2) con

0 ≤ x̃1 ≤ h− i1 y 0 ≤ x̃2 ≤ e− j1 (pues h + e− x ∈ [0, (h− i1) + (e− j1)]). Así, tomando
x1 = h− x̃1, x2 = e− x̃2, se cumple que ρf,τ ¢ρg,τ (x) = ρf,τ (x1)+ρg,τ (x2) con i1 ≤ x1 ≤ h

y j1 ≤ x2 ≤ e. ¤

Este resultado nos permitirá, haciendo cambios de variables como en el Lema 3.14, re-
stringirnos a estudiar el caso en que tanto ρf,τ como ρg,τ son crecientes.

Para F (x, y) =
∑k

i=0 γi(y)xi ∈ C[x, y] primitivo, notamos iF,0 = mı́n{i ∈ IF / γi(τ) 6= 0}
y iF,1 = máx{i ∈ IF / γi(τ) 6= 0}, y de�nimos

F0(x, y) =
iF,0∑

i=0

γi(y)xi y F1(x, y) =
iF,1∑

i=0

γk−i(y)xi.

Entonces, para los polinomios f y g que estamos considerando,

f0(x, y) =
∑i0

i=0 αi(y)xi, g0(x, y) =
∑j0

j=0 βj(y)xj

f1(x, y) =
∑h−i1

i=0 αh−i(y)xi, g1(x, y) =
∑e−j1

j=0 βh−j(y)xj .
(3.3)



88 CAPÍTULO 3. UN REFINAMIENTO DE LA COTA DE BERNSTEIN

Notar que, con la notación de (3.2), f1(x, y) = (f̃)0(x, y) y g1(x, y) = (g̃)0(x, y). De esta
forma, por el Lema 3.14,

ρf,τ (x) =





ρf0,τ (x) si 0 ≤ x ≤ i0

0 si i0 ≤ x ≤ i1

ρf1,τ (h− x) si i1 ≤ x ≤ h

y ρg,τ (x) =





ρg0,τ (x) si 0 ≤ x ≤ j0

0 si j0 ≤ x ≤ j1

ρg1,τ (e− x) si j1 ≤ x ≤ e.

Considerando que si el dominio de ρg,τ es un punto {η}, tenemos que ρf,τ ¢ ρg,τ (x) =
ρf,τ (x − η) + ρg,τ (η); entonces usando el lema anterior y nuevamente el Lema 3.14 con-
seguimos

ρf,τ ¢ ρg,τ (x) =





ρf0,τ ¢ ρg0,τ (x) si 0 ≤ x ≤ i0 + j0

0 si i0 + j0 ≤ x ≤ i1 + j1

ρf1,τ ¢ ρg1,τ (h + e− x) si i1 + j1 ≤ x ≤ h + e

. (3.4)

Esto nos permitirá, una vez hallada ρf,τ ¢ ρg,τ cuando ambas son crecientes, encontrar
ρf,τ ¢ ρg,τ en el caso general.

Para verlo grá�camente, sean ρf,0 : [0, 6] → R y ρg,0 : [0, 5] → R las siguientes funciones:

-1 1 2 3 4 5 6

-2

-3

-1

1

-4

-5

-1 1 2 3 4 5 6 7

-2

-3

-1

1

-4

-5

i0

ρf, 0

ρf0 , 0
ρf1 , 0

ρg, 0

ρg1 , 0
ρg0 , 0

i1 j0 j1

Entonces, hallando ρf,0 ¢ ρg,0 podemos observar como, hasta el punto i0 + j0 es igual a
ρf0,τ ¢ρg0,τ (x), desde i1+j1 es igual a ρf1,τ ¢ρg1,τ (h+e−x), y entre ellos, es identicamente
nula.
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-1 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

-2

-3

-1

1

-4

-5

-6

-7

-8

-9

++i0

ρf, 0 ρg, 0

ρf0 , 0 ρg0 , 0
ρf1 , 0 ρg1 , 0

i1j0 j1

La siguiente observación es un resultado técnico sobre funciones cóncavas lineales a trozos
que utilizaremos en el cálculo de la suma de Minkowski.

Observación 3.16 Sea ρ : I → R cóncava y lineal a trozos, y η1 < η2 en I tales que

ρ(x) =





a1x + b1 ∀ η1 ≤ x < η1 + ε

a2x + b2 ∀ η2 − ε < x ≤ η2

para algún ε > 0. Entonces, a2(η2 − η1) ≤ ρ(η2)− ρ(η1) ≤ a1(η2 − η1).

Demostración: Como ρ es una función cóncava, cumple para todo t ∈ (0, 1) que

ρ(t(η2 − η1) + η1) ≥ t(ρ(η2)− ρ(η1)) + ρ(η1).

Tomando t su�cientemente chico, t(η2−η1)+η1 ∈ (η1, η1+ε) con lo cual ρ(t(η2−η1)+η1) =
a1(t(η2 − η1) + η1) + b1. Entonces

a1t(η2 − η1) +»»»»»
a1η1 + b1 ≥ t(ρ(η2)− ρ(η1)) +»»»»»

a1η1 + b1.

Luego, dividiéndolo por t, tenemos que a1(η2−η1) ≥ ρ(η2)−ρ(η1). Con cálculos similares,
se consigue que a2(η2 − η1) ≤ ρ(η2)− ρ(η1). ¤
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Dadas ρf,τ : [0, h] → R y ρg,τ : [0, e] → R lineales a trozos y crecientes, para ver cómo
hallamos ρf,τ ¢ ρg,τ (x), usaremos la siguiente notación:

ρf,τ (x) =
{

ai(x− ξi−1) + ρf,τ (ξi−1) si ξi−1 ≤ x ≤ ξi

ρg,τ (x) =
{

bj(x− ξ̃j−1) + ρg,τ (ξ̃j−1) si ξ̃j−1 ≤ x ≤ ξ̃j

donde 0 = ξ0 < ξ1 < . . . < ξn = h y 0 = ξ̃0 < ξ̃1 < . . . < ξ̃m = e; ai > ai+1 ≥ 0 y
bj > bj+1 ≥ 0 para todo 1 ≤ i ≤ n− 1, 1 ≤ j ≤ m− 1.

Podemos suponer, sin perder generalidad, que a1 ≥ b1. De�nimos recursivamente ik, jk

para k ∈ N0:

i0 := 0, j0 := 0.

Para k ≥ 1, si jk−1 6= m, de�nimos

ik := máx{i / ai ≥ bjk−1+1}

jk :=





máx{j / bj > aik+1} si ik 6= n

m si ik = n
.

Si jk−1 = m, ik := n, jk := m.

La recursión termina cuando ik = n y jk = m.
Notar que [0, h + e] =

⋃
k≥1([ξik−1

+ ξ̃jk−1
, ξik + ξ̃jk−1

] ∪ [ξik + ξ̃jk−1
, ξik + ξ̃jk

]).

Proposición 3.17 Bajo las hipótesis y notaciones anteriores, para k ≥ 1,

ρf,τ ¢ ρg,τ (x) =





ρf,τ (x− ξ̃jk−1
) + ρg,τ (ξ̃jk−1

) si ξik−1
+ ξ̃jk−1

≤ x ≤ ξik + ξ̃jk−1

ρf,τ (ξik) + ρg,τ (x− ξik) si ξik + ξ̃jk−1
≤ x ≤ ξik + ξ̃jk

.

Demostración: Sea x ∈ [0, h+e] y supongamos primero que x ∈ [ξik−1
+ ξ̃jk−1

, ξik + ξ̃jk−1
].

Sean x1 ∈ [0, h], x2 ∈ [0, e] tales que x = x1 + x2. Si x2 < ξ̃jk−1
, entonces x1 > x− ξ̃jk−1

≥
ξik−1

. Luego, por la Observación 3.16,

ρf,τ (x1)− ρf,τ (x− ξ̃jk−1
) ≤ aik−1+1(x1 − (x− ξ̃jk−1

)) =

= aik−1+1(ξ̃jk−1
− x2) < bjk−1

(ξ̃jk−1
− x2) ≤ ρg,τ (ξ̃jk−1

)− ρg,τ (x2).

De esta manera, ρf,τ (x1) + ρg,τ (x2) ≤ ρf,τ (x− ξ̃jk−1
) + ρg,τ (ξ̃jk−1

).
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Si, en cambio, x2 > ξ̃jk−1
, entonces ξik−1

< x1 < x− ξ̃jk−1
≤ ξik . Por lo tanto, nuevamente

por la Observación 3.16,

ρf,τ (x− ξ̃jk−1
)− ρf,τ (x1) ≥ aik(x− ξ̃jk−1

− x1)) =

= aik(x2 − ξ̃jk−1
) ≥ bjk−1+1(x2 − ξ̃jk−1

) ≥ ρg,τ (x2)− ρg,τ (ξ̃jk−1
).

Así, ρf,τ (x− ξ̃jk−1
) + ρg,τ (ξ̃jk−1

) ≥ ρf,τ (x1) + ρg,τ (x2).

Luego, máx{ρf,τ (x1) + ρg,τ (x2) / x1 + x2 = x} = ρf,τ (x− ξ̃jk−1
) + ρg,τ (ξ̃jk−1

).

Veamos ahora qué sucede si x ∈ [ξik + ξ̃jk−1
, ξik + ξ̃jk

]. Sean nuevamente x1, x2 tales que
x = x1 + x2. Si x1 < ξik , entonces ξ̃jk−1

≤ x− ξik < x2. Luego,

ρf,τ (ξik)− ρf,τ (x1) ≥ aik(ξik − x1) = aik(x2 − (x− ξik)) ≥

≥ bjk−1+1(x2 − (x− ξik)) ≥ ρg,τ (x2)− ρg,τ (x− ξik).

Por lo tanto ρf,τ (ξik) + ρg,τ (x− ξik) ≥ ρf,τ (x1) + ρg,τ (x2).

Si, en cambio x1 > ξik , entonces x2 < x− ξik ≤ ξ̃jk
. Así

ρf,τ (x1)− ρf,τ (ξik) ≤ aik+1(x1 − ξik) < bjk
(x− ξik − x2) ≤ ρg,τ (x− ξik)− ρg,τ (x2).

De esta manera, ρf,τ (x1)+ρg,τ (x2) ≤ ρf,τ (ξik)+ρg,τ (x−ξik) y tenemos que máx{ρf,τ (x1)+
ρg,τ (x2) / x1 + x2 = x} = ρf,τ (ξik) + ρg,τ (x− ξik). ¤

Grá�camente, esto puede interpretarse como que ordenamos de mayor a menor las pen-
dientes de cada segmento de los grá�cos de ρf,τ y ρg,τ , y construimos el grá�co de ρf,τ ¢ρg,τ

pegándolas según ese orden a partir del punto (0, ρf,τ (0) + ρg,τ (0)). Si observamos las �-
guras del Ejemplo 3.12, podemos ver cómo en el grá�co de ρf,τ ¢ρg,τ , las pendientes están
justamente ordenadas de mayor a menor.

Ahora, dados cualesquiera f, g ∈ C[x, y] polinomios primitivos, τ ∈ C∗, podemos hallar
ρf,τ ¢ ρg,τ : por (3.4) sabemos (con la notación de (3.3)), que

ρf,τ ¢ ρg,τ (x) =





ρf0,τ ¢ ρg0,τ (x) si 0 ≤ x ≤ i0 + j0

0 si i0 + j0 ≤ x ≤ i1 + j1.

ρf1,τ ¢ ρg1,τ (h + e− x) si i1 + j1 ≤ x ≤ h + e

donde las funciones ρf0,τ , ρg0,τ , ρf1,τ y ρg1,τ son crecientes, y por lo tanto ρf0,τ ¢ ρg0,τ (x)
y ρf1,τ ¢ ρg1,τ (h + e− x) se calculan usando la Proposición 3.17.
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3.3.2. Cálculo de integrales mixtas

Utilizando los resultados sobre cálculo de sumas de Minkowski vistos en la sección anterior,
se calculará la integral mixta MI(ρf,τ , ρg,τ ).

Para hacerlo, consideraremos distintos casos, dependiendo de cómo sean los grá�cos de
ρf,τ y ρg,τ . En el último caso se verá qué sucede en general, para cualesquiera f(x, y) =∑h

j=0 αj(y).xj y g(x, y) =
∑e

j=0 βj(y).xj ∈ C[x, y] polinomios primitivos y τ ∈ C∗.

El primer caso que tendremos en cuenta es cuando α0(τ) 6= 0 y αh(τ) 6= 0. (Sin
pérdida de generalidad elegimos α0, αh, como podrían haber sido β0, βe los que no se
anulen en τ).

ρg, τ

ρf, τ

eh

Como α0(τ) 6= 0 y αh(τ) 6= 0, sus órdenes en τ son ordτ (α0) = ordτ (αh) = 0. Luego, Qf,τ =
Conv({(0, 0); (h, 0); {(j,−ordτ (αj)) / 1 ≤ j ≤ h − 1}}) y como αj ∈ C[y], ordτ (αj) ≥ 0.

De esta forma, Qf,τ ⊂ [0, h] × (−∞, 0]. Pero (0, 0), (h, 0) ∈ Qf,τ lo cual implica, por
convexidad, que {(x, 0) / 0 ≤ x ≤ h} ⊂ Qf,τ . Así, al ser el techo de [0, h] × (−∞, 0], debe
serlo también de Qf,τ . Luego, ρf,τ ≡ 0.

Ahora bien, para g sabemos que, por ser primitivo, existe j tal que βj(τ) 6= 0. Recordemos
que j0 = mı́n{j / βj(τ) 6= 0} y j1 = máx{j / βj(τ) 6= 0}. Entonces, por la fórmula (3.4)

ρf,τ ¢ ρg,τ (x) =





ρf0,τ ¢ ρg0,τ (x) = 0 + ρg0,τ (x) si 0 ≤ x ≤ 0 + j0

0 si j0 ≤ x ≤ h + j1

ρf1,τ ¢ ρg1,τ (h + e− x) = 0 + ρg1,τ (h + e− x) si h + j1 ≤ x ≤ h + e

Entonces, la integral mixta resulta:

MI(ρf,τ , ρg,τ ) =
∫ h+e

0
ρf,τ ¢ ρg,τ (x)dx−

∫ h

0
ρf,τ (x)dx−

∫ e

0
ρg,τ (x)dx =

= »»»»»»»»∫ j0

0
ρg0,τ (x)dx +

∫ j1+h

j0

0 dx +
∫ h+e

h+j1

ρg1,τ (h + e− x)dx−
∫ h

0
0 dx−»»»»»»»»∫ j0

0
ρg0,τ (x)dx−

−
∫ j1

j0

0 dx−
∫ e

j1

ρg1,τ (e− x)dx =
∫ h+e

h+j1

ρg1,τ (h + e− x)dx−
∫ e

j1

ρg1,τ (e− x)dx = 0.
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El segundo caso que tendremos en cuenta es cuando α0(τ) = 0, β0(τ) 6= 0 y αh(τ) 6=
0, βe(τ) = 0.

ρg, τ

ρf, τ

eh

En esta situación, ρf,τ es creciente con ρf,τ (h) = 0 y ρg,τ es decreciente, con ρg,τ (0) = 0.
Por lo tanto, usando la fórmula (3.4) debe valer que

ρf,τ ¢ ρg,τ (x) =





ρf,τ (x) + ρg,τ (0) si 0 ≤ x ≤ i0

0 si i0 ≤ x ≤ h + j1

ρf,τ (h) + ρg,τ (x− h) si h + j1 ≤ x ≤ h + e

=





ρf,τ (x) si 0 ≤ x ≤ h

ρg,τ (x− h) si h ≤ x ≤ h + e

De esta manera, la integral mixta será:

MI(ρf,τ , ρg,τ ) =
∫ h+e

0
ρf,τ ¢ ρg,τ (x)dx−

∫ h

0
ρf,τ (x)dx−

∫ e

0
ρg,τ (x)dx =

=
©©©©©©©∫ h

0
ρf,τ (x)dx +

∫ h+e

h
ρg,τ (x− h)dx−

©©©©©©©∫ h

0
ρf,τ (x)dx−

∫ e

0
ρg,τ (x)dx = 0.

El tercer caso que tendremos en cuenta es cuando α0(τ) = β0(τ) = 0 y αh(τ) 6=
0, βe(τ) 6= 0.
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ρg, τ

ρf, τ

eh

Usando la notación de la Proposición 3.17, sabemos que

ρf,τ ¢ ρg,τ (x) =





ρf,τ (x− ξ̃jk−1
) + ρg,τ (ξ̃jk−1

) si ξik−1
+ ξ̃jk−1

≤ x ≤ ξik + ξ̃jk−1

ρf,τ (ξik) + ρg,τ (x− ξik) si ξik + ξ̃jk−1
≤ x ≤ ξik + ξ̃jk

.

Suponiendo como allí que a1 ≥ b1, para k = 1, . . . , N (donde N es el primer natural tal
que iN = n, jN = m), sea

MIk =
∫ ξik

+eξjk

ξik−1
+eξjk−1

ρf,τ ¢ ρg,τ (x)dx−
∫ ξik

ξik−1

ρf,τ (x)dx−
∫ eξjk

eξjk−1

ρg,τ (x)dx. (3.5)

De esta manera, tenemos que

MI(ρf,τ , ρg,τ ) =
∫ h+e

0
ρf,τ ¢ ρg,τ (x)dx−

∫ h

0
ρf,τ (x)dx−

∫ e

0
ρg,τ (x)dx =

=
N∑

k=1

(∫ ξik
+eξjk

ξik−1
+eξjk−1

ρf,τ ¢ ρg,τ (x)dx−
∫ ξik

ξik−1

ρf,τ (x)dx−
∫ eξjk

eξjk−1

ρg,τ (x)dx
)

=
N∑

k=1

MIk.

Podemos observar queMIk = MI(ρf,τ |[ξik−1
,ξik

], ρg,τ |[eξjk−1
,eξjk

]
), es decir que hallar cualquier

integral mixta entre dos funciones cóncavas crecientes ρf,τ y ρg,τ consistirá en calcular la
suma de integrales mixtas más sencillas.
Hallemos entonces para cada 1 ≤ k ≤ N , MIk:

MIk =
∫ ξik

+eξjk

ξik−1
+eξjk−1

ρf,τ ¢ ρg,τ (x)dx−
∫ ξik

ξik−1

ρf,τ (x)dx−
∫ eξjk

eξjk−1

ρg,τ (x)dx =

=
∫ ξik

+eξjk−1

ξik−1
+eξjk−1

(
ρf,τ (x− ξ̃jk−1

) + ρg,τ (ξ̃jk−1
)
)
dx +

∫ ξik
+eξjk

ξik
+eξjk−1

(
ρf,τ (ξik) + ρg,τ (x− ξik)

)
dx−
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−
∫ ξik

ξik−1

ρf,τ (x)dx−
∫ eξjk

eξjk−1

ρg,τ (x)dx = (ξik − ξik−1
)ρg,τ (ξ̃jk−1

) + (ξ̃jk
− ξ̃jk−1

)ρf,τ (ξik).

Notar que construimos el grá�co de ρf,τ ¢ρg,τ en el intervalo del dominio [ξik−1
+ ξ̃jk−1

, ξik +
ξ̃jk

], pegando primero el grá�co de ρf,τ en [ξik−1
, ξik ] y luego el de ρg,τ , en [ξ̃jk−1

, ξ̃jk
], y la

integral mixta en esa sección del dominio resulta ser la suma entre el ancho de graf(ρf,τ )
multiplicado por donde comienza ρg,τ , y el ancho de graf(ρg,τ ) multiplicado por donde
termina ρf,τ .
Luego, la integral mixta de ρf,τ y ρg,τ es:

MI(ρf,τ , ρg,τ ) =
N∑

k=1

MIk =
N∑

k=1

(ξik − ξik−1
)ρg,τ (ξ̃jk−1

) + (ξ̃jk
− ξ̃jk−1

)ρf,τ (ξik). (3.6)

Si en el último paso (k = N) sólo quedan pendientes de ρf,τ , la notación elegida nos
permite considerarlo como que a ρf,τ le sumamos una función cuyo dominio es un punto.

En el Ejemplo 3.12, que está bajo las hipótesis de este caso,

MI(ρf,τ , ρg,τ ) =
2∑

k=1

MIk = (2−0).ρg,τ (0)+(5−0).ρf,τ (2)+(6−2).ρg,τ (5)+(6−5).ρf,τ (6) =

= 2.(−5) + 5.(−1) + 4.0 + 1.0 = −15.

El cuarto caso que tendremos en cuenta es cuando α0(τ) 6= 0, β0(τ) 6= 0 y αh(τ) =
βe(τ) = 0.

ρg, τ

ρf, τ

eh

En esta situación, tomando f̃ y g̃ como en (3.2), es decir




f̃(x, y) =
∑h

i=0 αh−i(y)xi =
∑h

i=0 α̃i(y)xi

g̃(x, y) =
∑e

j=0 βe−j(y)xj =
∑e

j=0 β̃j(y)xj
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con α̃i(y) = αh−i(y) y β̃j(y) = βe−j(y), estamos en el caso anterior pues entonces α̃0(τ) =
β̃0(τ) = 0 y α̃h(τ) 6= 0, β̃e(τ) 6= 0, y podemos calcularMI(ρ ef,τ

, ρeg,τ ). Sabemos por el Lema
3.14 que ρf,τ (h−x) = ρ ef,τ

(x); ρg,τ (e−x) = ρeg,τ (x) y ρf,τ ¢ρg,τ (h+e−x) = ρ ef,τ
¢ρeg,τ (x).

Veamos que MI(ρ ef,τ
, ρeg,τ ) = MI(ρf,τ , ρg,τ ).

MI(ρ ef,τ
, ρeg,τ ) =

∫ h+e

0
ρ ef,τ

¢ ρeg,τ (x)dx−
∫ h

0
ρ ef,τ

(x)dx−
∫ e

0
ρeg,τ (x)dx =

=
∫ h+e

0
ρf,τ ¢ ρg,τ (h + e− x)dx−

∫ h

0
ρf,τ (h− x)dx−

∫ e

0
ρg,τ (e− x)dx =

= −
∫ 0

h+e
ρf,τ ¢ ρg,τ (x)dx +

∫ 0

h
ρf,τ (x)dx +

∫ 0

e
ρg,τ (x)dx = MI(ρf,τ , ρg,τ ).

El quinto y último caso que tendremos en cuenta es cuando αh(τ) = βe(τ) = α0(τ) =
β0(τ) = 0.

Notar que como f y g son primitivos, existen i, j tales que αi(τ) 6= 0 y βj(τ) 6= 0.

ρg, τρf, τ

i0 i1 j0 j1 eh

Recordemos que si

i0 = mı́n{i ∈ If / αi(τ) 6= 0} i1 = máx{i ∈ If / αi(τ) 6= 0}
j0 = mı́n{j ∈ Ig / βj(τ) 6= 0} j1 = máx{j ∈ Ig / βj(τ) 6= 0}

con la notación dada en (3.3)

f0(x, y) =
∑i0

i=0 αi(y)xi g0(x, y) =
∑j0

j=0 βj(y)xj

f1(x, y) =
∑h−i1

i=0 αh−i(y)xi g1(x, y) =
∑e−j1

j=0 βh−j(y)xj

vimos en (3.4) que

ρf,τ ¢ ρg,τ (x) =





ρf0,τ ¢ ρg0,τ (x) si 0 ≤ x ≤ i0 + j0

0 si i0 + j0 ≤ x ≤ i1 + j1

ρf1,τ ¢ ρg1,τ (h + e− x) si i1 + j1 ≤ x ≤ h + e

.
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Por lo tanto, tenemos que

MI(ρf,τ , ρg,τ ) =
∫ i0+j0

0
ρf0,τ ¢ ρg0,τ (x)dx−

∫ i0

0
ρf0,τ (x)dx−

∫ j0

0
ρg0,τ (x)dx+

+
∫ h+e

i1+j1

ρf1,τ ¢ ρg1,τ (h + e− x)dx−
∫ h

i1

ρf1,τ (h− x)dx−
∫ e

j1

ρg1,τ (e− x)dx =

= MI(ρf0,τ , ρg0,τ ) +MI(ρf1,τ , ρg1,τ ) = MI(ρf0,τ , ρg0,τ ) +MI(ρ
( ef)0,τ

, ρ(eg)0,τ ).

Por último, las dos integrales mixtas MI(ρf0,τ , ρg0,τ ) y MI(ρ
( ef)0,τ

, ρ(eg)0,τ ) se calculan
como en el tercer caso.

Observación 3.18 Si f(x, y) =
∑h

j=0 αj(y).xj y g(x, y) =
∑e

j=0 βj(y).xj ∈ C[x, y] son
polinomios primitivos y τ ∈ C−{0}, la integral mixta entre ρf,τ y ρg,τ es no nula si y sólo
si α0(τ) = 0 y β0(τ) = 0, o αh(τ) = 0 y βe(τ) = 0.

3.4. Multiplicidad de intersección y la integral mixta

Para que la cota dada por el Teorema 3.9 para la cantidad de raíces aisladas en (C∗)n de
un sistema

F =





f(x, y) =
∑h

j=0 αj(y).xj = 0

g(x, y) =
∑e

j=0 βj(y).xj = 0

sea mejor que la dada por el Teorema de Bernstein, la integral mixta entre ρf,τ y ρg,τ debe
ser no nula para algún τ ∈ C−{0}. Lo visto en la sección anterior nos permite concluir que
esto sucede cuando α0(τ) = 0 y β0(τ) = 0, o que αh(τ) = 0 y βe(τ) = 0. En estos casos, la
cota superior para la cantidad las raíces en común bajará justamente en −MI(ρf,τ , ρg,τ ).
Podemos suponer (pues de lo contrario, el Teorema de Bernstein nos dice que la cantidad
de raíces es nula, y cualquier intento de mejorar esa cota sería trivial) que L(S) > 0 (como
fue de�nido al comienzo del Capítulo 2).
Si α0(τ) = 0 y β0(τ) = 0, tenemos que (x, τ) es una raíz de F(1,0) para cualquier x ∈ C∗ y
(0, τ) resulta una raíz del sistema F. Si en cambio αh(τ) = 0 y βe(τ) = 0, entonces (x, τ) es

raíz de F(−1,0) para todo x ∈ C∗ y (0, τ) resulta una raíz del sistema F̃ =





f̃(x, y) = 0

g̃(x, y) = 0
.

En ambas situaciones, el Teorema 2.10 de Bernstein nos dice que las raíces aisladas de F
en (C∗)2 contadas con su multiplicidad son menos que L(S), pues esto sucede si y sólo
si Fα tiene raíces en (C∗)2 para algún α 6= 0, lo cual sucede con (x, τ). A su vez, en la
demostración del Teorema 2.10, para ver que el sistema F tiene estrictamente menos raíces
que L(S), construíamos un sistema auxiliar Ft tal que al menos una de sus ramas de
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soluciones tendía (cuando t tiende a cero) a una solución que no pertenece a (C∗)2: en el
primer caso, será (0, τ) como raíz de F y, en el segundo, (0, τ) como raíz de F̃ que puede
pensarse como una raíz �en el in�nito� del sistema F. En lo que sigue relacionaremos la
integral mixta entre ρf,τ y ρg,τ con la multiplicidad de estas raíces.

Dado τ ∈ C−{0}, considerando los polinomios fτ (x, y) = f(x, y+τ) y gτ (x, y) = g(x, y+τ)
tendremos que mult(f, g; (0, τ)) = mult(fτ , gτ ; (0, 0)), mult(f̃ , g̃; (0, τ)) = mult(f̃τ , g̃τ ; (0, 0))
yMI(ρf,τ , ρg,τ ) = MI(ρfτ ,0, ρgτ ,0). Gracias a esto, podemos suponer que τ = 0 y estudiar
la relación entre la multiplicidad de intersección de f y g en el origen, y la integral mixta
entre ρf,0 y ρg,0.

El siguiente teorema caracteriza la multiplicidad de intersección de dos polinomios f y g

en C[x, y] en un punto p ∈ C2 a través de propiedades. La demostración de este teorema
es constructiva, de forma tal que nos da la idea para hallar mult(f, g; p) para f , g y p �jos
(ver [7, Capítulo 3, Sección 3, Teorema 3]).

Teorema 3.19 La multiplicidad de intersección cumple con las siguientes propiedades:

1. mult(f, g; p) = ∞ si y sólo si f y g tienen un factor común h ∈ C[x, y] que se anula
en p.

2. mult(f, g; p) = 0 si y sólo si f(p) 6= 0 o g(p) 6= 0.

3. Sea Ψ : C2 −→ C2 un isomor�smo afín, fΨ ∈ C[x, y] de�nido por: fΨ(x) = f(Ψ(x)).
Entonces mult(f, g; p) = mult(fΨ, gΨ; q = Ψ−1(p)).

4. mult(f, g; p) = mult(g, f ; p).

5. Si mp(f) es la multiplicidad de f en p (o sea ord(f(x − p1, y − p2)), entonces
mult(f, g; p) ≥ mp(f).mp(g) y vale la igualdad si y sólo si f y g no tienen tangentes
comunes en p.

6. Si f =
∏n

i=1 f ri
i y g =

∏m
j=1 g

sj

j , mult(f, g; p) =
∑

i,j risj mult(fi, gj ; p).

7. mult(f, g; p) = mult(f, g + h.f ; p) para todo h ∈ C[x, y].

Además, si I : C[x, y] × C[x, y] × C2 −→ N ∪ {+∞} que cumple las propiedades 1 a 7,
entonces I(f, g; p) = mult(f, g; p) para todo f, g, p. ¤

En lo que queda de esta sección, vamos a probar el siguiente resultado que establece la
relación fundamental entre multiplicidad de intersección e integral mixta:
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Teorema 3.20 Sean f(x, y) =
∑h

i=0 αi(y)xi y g(x, y) =
∑e

j=0 βj(y)xj ∈ C[x, y] primi-
tivos y genéricos con ρf,τ y ρg,τ �jas. Entonces,

mult(f, g; (0, τ)) + mult(f̃ , g̃; (0, τ)) ≥ −MI(ρf,τ , ρg,τ ).

Recordemos que, usando traslaciones, basta verlo para τ = 0. Una herramienta que usare-
mos para calcular la multiplicidad de intersección de dos curvas en el origen es la resultante
entre dos polinomios:

De�nición 3.21 Sean f, g ∈ C[x, y] de grado positivo en x,




f(x, y) = αh(y)xh + · · ·+ α0(y) con αh 6= 0

g(x, y) = βe(y)xe + · · ·+ β0(y) con βe 6= 0

donde αi, βj ∈ C[y]. De�nimos la resultante de f y g con respecto a x como el determinante

Resx(f, g)(y) = det




α0

α1 α0

α1
. . .

... . . . α0

... α1

αh

αh
...

. . .
αh︸ ︷︷ ︸

e columnas

β0

β1 β0

β1
. . .

... . . . β0

... β1

βe

βe
...

. . .
βe




︸ ︷︷ ︸
h columnas

Para el caso de polinomios genéricos f y g ∈ C[x, y] tales que ρf,0 y ρg,0 son ambas
crecientes, podemos aplicar el siguiente teorema (ver [17, Capítulo 4, Teorema (5.2)]) para
calcular la multiplicidad de intersección de f y g en el origen usando la resultante:

Teorema 3.22 Sean f(x, y) =
∑h

i=0 αi(y)xi y g(x, y) =
∑e

j=0 βj(y)xj ∈ C[x, y] sin ceros
comunes en el eje x salvo en el origen y tal que αh(0) 6= 0 y βe(0) 6= 0. Entonces Resx(f, g)
tiene al cero como raíz de multiplicidad igual a mult(f, g; (0, 0)).

En el caso de f y g genéricos, y ρf,0(x) y ρg,0(x) cualesquiera, consideraremos los polinomios
f0 y g0: 




f0(x, y) =
∑er0

i=0 αi(y)xi

g0(x, y) =
∑es0

j=0 βj(y)xj
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donde
r̃0 = máx{i ∈ If / αi(0) 6= 0}
s̃0 = máx{j ∈ Ig / βj(0) 6= 0}

Probaremos que en el caso genérico vale que mult(f, g; (0, 0)) = mult(f0, g0; (0, 0)) y de-
duciremos entonces la validez del Teorema 3.20 a partir del teorema anterior.

Observación 3.23 Notar que la de�nición de f0 y g0 varió levemente respecto a la que
dimos dos secciones antes en (3.3). Sin embargo, como la integral mixta entre ρf0,τ y ρg0,τ

como fueron de�nidas en (3.3) es la misma que la integral mixta entre ρf0,τ y ρg0,τ con la
nueva de�nición (ya que sólo estamos agregando a los dominios de ρf0,τ y ρg0,τ una sección
donde serán identicamente nulas), entonces sigue valiendo que

MI(ρf,τ , ρg,τ ) = MI(ρf0,τ , ρg0,τ ) +MI(ρ
( ef)0,τ

, ρ(eg)0,τ ).

El primer resultado que probaremos muestra que genéricamente para calcular la multipli-
cidad de intersección de dos polinomios en el origen, basta considerar sólo algunos de sus
monomios:

Lema 3.24 Sean f(x, y) =
∑r

i=0 αi(y)xi y g(x, y) =
∑s

j=0 βj(y)xj polinomios primitivos
genéricos con soportes pre�jados. Entonces, con la notación anterior, vale que

mult(f, g; (0, 0)) = mult(f0, g0; (0, 0)).

Demostración: Sean R, S ⊂ Z2 tales que R = sop(f) y S = sop(g). Como f y g son pri-
mitivos, f(x, 0) y g(x, 0) son no nulos. Más aún, si f(x, y) =

∑
(i,j)∈R aijx

iyj y g(x, y) =∑
(i,j)∈S bijx

iyj , tenemos que f(x, 0) =
∑er0

i=r0
ai0x

i y g(x, 0) =
∑es0

i=s0
bi0x

i.
Por la genericidad de f y g sabemos que mcd(f(x, 0), g(x, 0)) = xmı́n{r0,s0}. Usando el
algoritmo de división de Euclides (podemos suponer, sin perder generalidad que r̃0 ≥ s̃0)
y llamando r1 = mı́n{r0, s0} y u

(0)
0 (x) = g(x, 0) tenemos que:

f(x, 0) = q
(0)
1 (x)u(0)

0 (x) + u
(0)
1 (x)

u
(0)
0 (x) = q

(0)
2 (x)u(0)

1 (x) + u
(0)
2 (x)

... ...
u

(0)
n0−1(x) = q

(0)
n0+1(x)xr1 + 0

u(0)
n0

(x) = xr1

u
(0)
n0+1(x) = 0.
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Si ahora llamamos recursivamente:

h
(0)
0 (x, y) = g(x, y)

h
(0)
1 (x, y) = f(x, y)− q

(0)
1 (x)h(0)

0 (x, y)

h
(0)
2 (x, y) = h

(0)
0 (x, y)− q

(0)
2 (x)h(0)

1 (x, y)
... ...

h
(0)
n0+1(x, y) = h

(0)
n0−1(x, y)− q

(0)
n0+1(x)h(0)

n0
(x, y),

aplicando el Teorema 3.19

mult(f, g; (0, 0)) = mult(f, h
(0)
0 ; (0, 0)) = mult(h(0)

0 , h
(0)
1 ; (0, 0)) =

= mult(h(0)
1 , h

(0)
2 ; (0, 0)) = · · · = mult(h(0)

n0 , h
(0)
n0+1; (0, 0)),

(3.7)

Observamos que
h

(0)
i (x, 0) = u

(0)
i (x) ∀ 0 ≤ i ≤ n0 + 1. (3.8)

Esto último vale pues h
(0)
0 (x, 0) = g(x, 0) = u

(0)
0 (x) y h

(0)
1 (x, 0) = f(x, 0)− q

(0)
1 (x)g(x, 0) =

u
(0)
1 (x). Inductivamente, si vale para todo k ≤ i, h

(0)
i+1(x, 0) = h

(0)
i−1(x, 0)−q

(0)
i+1(x)h(0)

i (x, 0) =

u
(0)
i−1(x)− q

(0)
i+1(x)u(0)

i (x) = u
(0)
i+1(x).

Multiplicando por constantes apropiadas, de�nimos f (1)(x, y) = h
(0)
n0 (x, y) y g(1)(x, y) =

h
(0)
n0+1(x, y). Usando (3.8) (ya que h

(0)
n0 (x, 0) = xr1 y h

(0)
n0+1(x, 0) = 0) tenemos entonces que

f (1)(x, y) y g(1)(x, y) son de la forma




f (1)(x, y) =
∑r1−1

i=0 yF
(1)
i (y)xi + xr1 +

∑er1
i=r1

yF
(1)
i (y)xi

g(1)(x, y) = yk1 g̃(1)(x, y)

donde y no divide a g̃(1)(x, y) y g̃(1)(x, 0) =
∑es1

i=s1
b
(1)
i0 xi +

∑ee1
i=e1

b
(1)
i0 xi con s̃1 < r1 y

e1 ≥ r1. (En caso que el algoritmo de Euclides termine en un paso, es decir n0 = 0, los
polinomios son f (1)(x, y) = g(x, y) y g(1)(x, y) = h

(0)
1 (x, y).)

Hasta aquí podemos calcular, usando el ítem 6 del Teorema 3.19

mult(f, g; (0, 0)) = mult(f (1), g(1); (0, 0)) = mult(f (1), yk1 ; (0, 0))+
+mult(f (1), g̃(1); (0, 0)) = r1k1 + mult(f (1), g̃(1); (0, 0)).

(3.9)

Sean R = {(i, j) ∈ R / i ≤ r̃0} y S = {(i, j) ∈ S / i ≤ s̃0} los soportes de f0 y g0

respectivamente. Entonces, podemos escribir a f0 y g0 de la siguiente manera:




f0(x, y) =
∑

(i,j)∈R aijx
iyj

g0(x, y) =
∑

(i,j)∈S bijx
iyj
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los cuales son también primitivos. Y como f0(x, 0) = f(x, 0) y g0(x, 0) = g(x, 0), de�niendo
recursivamente

H
(0)
0 (x, y) = g0(x, y)

H
(0)
1 (x, y) = f0(x, y)− q

(0)
1 (x)H(0)

0 (x, y)

H
(0)
2 (x, y) = H

(0)
0 (x, y)− q

(0)
2 (x)H(0)

1 (x, y)
... ...

H
(0)
n0+1(x, y) = H

(0)
n0−1(x, y)− q

(0)
n0+1(x)H(0)

n0
(x, y),

tenemos que H
(0)
i (x, 0) = ui(x) = h

(0)
i (x, 0) ∀ 0 ≤ i ≤ n0 + 1 (como f0(x, 0) = f(x, 0) y

g0(x, 0) = g(x, 0), al aplicar el algoritmo de Euclides se obtienen los mismos cocientes, e
inductivamente como antes se obtiene esta igualdad). Además,




f
(1)
0 (x, y) := H

(0)
n0 (x, y) =

∑r1−1
i=0 yF

(1)
i (y)xi + xr1 +

∑er1
i=r1

yF
(1)
0i (y)xi

g
(1)
0 (x, y) := H

(0)
n0+1(x, y) = yk1 g̃

(1)
0 (x, y)

donde cada monomio de F
(1)
0i (o de g̃

(1)
0 ) lo es de F

(1)
i (respectivamente, de g̃(1)).

Para ver que podemos escribirlo así, primero debemos notar que cada monomio de f0 o g0

lo es de f o de g correspondientemente. Como hacemos exactamente las mismas cuentas
para obtener f

(1)
0 y g

(1)
0 que para f (1) y g(1), y los coe�cientes son genéricos (con lo que no

se cancelan monomios a menos que el paso del algoritmo de Euclides que estamos llevando
a cabo sea dirigido a eliminarlos, con lo cual desaparecerán en las dos cuentas), cada
monomio de f

(1)
0 o g

(1)
0 aparece en f (1) o g(1) respectivamente (podemos pensarlo como

que estamos especializando los coe�cientes genéricos {aij}(i,j) 6∈R, {bij}(i,j)6∈S en cero.) Por
lo tanto, cada monomio de F

(1)
0i (o de g

(1)
0 ) lo es de F

(1)
i (respectivamente, de g(1)) y como

la máxima potencia de y que divide a cada monomio de g(1) es k1, en particular yk1 divide
a g

(1)
0 (aunque no podemos asegurar que sea la máxima potencia en dividir a todos y cada

uno de sus monomios). De esta forma, también cada uno de los monomios de g̃
(1)
0 aparece

en g̃(1).

Además, f
(1)
0 (x, 0) = xr1 con lo cual éste es uno de los monomios de f

(1)
0 . Sólo nos falta ver

entonces que cada monomio cijx
iyj de f (1)(x, y) con i < r1 lo será también de f

(1)
0 (x, y) :

Lo haremos por inducción en el número de pasos. Por las de�niciones, es claro que todo
monomio de h

(0)
0 con exponente de x menor que r1 lo es de H

(0)
0 . Para h

(0)
1 , se tiene que

cijx
iyj = aijx

iyj − (
i∑

k=0

bkj(q
(0)
1 )i−k)xiyj = (aij −

i∑

k=0

bkj(q
(0)
1 )i−k)xiyj

(donde (q(0)
1 )i−k es el coe�ciente en q

(0)
1 de xi−k). Como cijx

iyj es tal que (i, j) ∈ R ∪ S,
aijx

iyj es un monomio de f0 y
∑i

k=0 bkj(q
(0)
1 )i−kx

iyj lo es de q
(0)
1 g0. De esta manera,

cijx
iyj es un monomio de H

(0)
1 = f

(1)
0 .
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De igual forma, si todo monomio cijx
iyj de h

(0)
n−1, h

(0)
n tal que i < r1 lo es de H

(0)
n−1,H

(0)
n

(respectivamente), sea ahora cijx
iyj monomio de h

(0)
n+1 tal que i < r1. Entonces,

cijx
iyj = ((h(0)

n−1)ij −
i∑

k=0

(h(0)
n )kj(q

(0)
n+1)i−k)xiyj .

Pero como i < r1, luego i− k < r1 ∀0 ≤ k ≤ i. De esta manera, (h(0)
n−1)ijx

iyj es monomio
de H

(0)
n−1 y (h(0)

n )k(q
(0)
n+1)i−kx

iyj de H
(0)
n .q

(0)
n+1, y por lo tanto cijx

iyj es monomio de H
(0)
n+1.

Como g(1) = h
(0)
n0+1 y g

(1)
0 = H

(0)
n0+1, de la misma demostración surge que todo monomio

dijx
iyj de g̃(1) tal que i < r1 lo es también de g̃

(1)
0 . Así podemos concluir que

mult(f0, g0; (0, 0)) = mult(f (1)
0 , g

(1)
0 ; (0, 0)) = mult(f (1)

0 , yk1 ; (0, 0))+
+mult(f (1)

0 , g̃
(1)
0 ; (0, 0)) = r1k1 + mult(f (1)

0 , g̃
(1)
0 ; (0, 0)).

(3.10)

De (3.9) y (3.10) vemos que

mult(f, g; (0, 0)) = r1k1 + mult(f (1), g̃(1); (0, 0)) y
mult(f0, g0; (0, 0)) = r1k1 + mult(f (1)

0 , g̃
(1)
0 ; (0, 0)).

Veamos entonces que pasa con mult(f (1), g̃(1); (0, 0)) y mult(f (1)
0 , g̃

(1)
0 ; (0, 0)) :

Sabemos que f (1)(x, 0) = xr1 y g̃(1)(x, 0) =
∑es1

i=s1
b
(1)
i0 xi+

∑ee1
i=e1

b
(1)
i0 xi. Llamando u

(1)
0 (x) =

f (1) y aplicando nuevamente el algoritmo de Euclides, tenemos que

g̃(1)(x, 0) =
ee1∑

i=e1

b
(1)
i0 xi−r1 .u

(1)
0 (x) + u

(1)
1 (x)

u
(1)
0 (x) = q

(1)
2 (x)u(1)

1 (x) + u
(1)
2 (x)

u
(1)
1 (x) = q

(1)
3 (x)u(1)

2 (x) + u
(1)
3 (x)

... ...
u

(1)
n1−1(x) = q

(1)
n1+1(x)xr2 + 0

u(1)
n1

(x) = xr2

u
(1)
n1+1(x) = 0

donde u
(1)
1 (x) =

∑es1
i=s1

b
(1)
i0 xi y r2 = s1 si éste existe, y si no r2 = r1. Así, 0 ≤ r2 ≤ r1 y si
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ahora llamamos recursivamente:

h
(1)
0 (x, y) = f (1)(x, y)

h
(1)
1 (x, y) = g̃(1)(x, y)−

ee1∑

i=e1

b
(1)
i0 xi−r1 .h

(1)
0 (x, y)

h
(1)
2 (x, y) = h

(1)
0 (x, y)− q

(1)
1 (x)h(1)

1 (x, y)

h
(1)
3 (x, y) = h

(1)
1 (x, y)− q

(1)
2 (x)h(1)

2 (x, y)
... ...

h
(1)
n1+1(x, y) = h

(1)
n1−1(x, y)− q

(1)
n1+1(x)h(1)

n1
(x, y).

donde, como antes, h
(1)
i (x, 0) = u

(1)
i (x) ∀ 0 ≤ i ≤ n1 + 1. Nuevamente multiplicando por

una constante apropiada, tenemos que




f (2)(x, y) := h
(1)
n1 (x, y) =

∑r2−1
i=0 yF

(2)
i (y)xi + xr2 +

∑er2
i=r2

yF
(2)
i (y)xi

g(2)(x, y) := h
(1)
n1+1(x, y) = yk2 g̃(2)(x, y)

donde y no divide a g̃(2)(x, y) y g̃(2)(x, 0) =
∑es2

i=s2
b
(2)
i0 xi +

∑ee2
i=e2

b
(2)
i0 xi con s̃2 < r2 y

e2 ≤ r2.
Usando (3.9) y en forma análoga a (3.7), podemos calcular que

mult(f, g; (0, 0)) = r1k1 + mult(f (1), g̃(1); (0, 0)) = r1k1 + mult(f (2), g(2); (0, 0)) =
= r1k1 + mult(f (2), yk2 ; (0, 0)) + mult(f (2), g̃(2); (0, 0)) =

= r1k1 + r2k2 + mult(f (2), g̃(2); (0, 0)).
(3.11)

Vamos a usar la notación b̃
(1)
i0 para referirnos al coe�ciente con el cual aparece el monomio

xi en g̃
(1)
0 . Notar que si s1 ≤ i ≤ s̃1, entonces b̃

(1)
i0 = b

(1)
i0 , y que para todo i tal que b̃

(1)
i0 6= 0,

entonces b
(1)
i0 6= 0 pues todo monomio que aparece en g̃

(1)
0 , aparece en g̃(1).

De la misma forma que antes, de�namos recursivamente

H
(1)
0 (x, y) = f

(1)
0

H
(1)
1 (x, y) = g̃

(1)
0 −

ee1∑

i=e1

b̃
(1)
i0 xi−r1H

(1)
0 (x, y)

H
(1)
2 (x, y) = H

(1)
0 (x, y)− q

(1)
2 (x)H(1)

1 (x, y)

H
(1)
3 (x, y) = H

(1)
1 (x, y)− q

(1)
3 (x)H(1)

2 (x, y)
... ...

H
(1)
n1+1(x, y) = H

(1)
n1−1(x, y)− q

(1)
n1+1(x)H(1)

n1
(x, y).
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Como h
(1)
0 (x, 0) = f (1)(x, 0) = f

(1)
0 (x, 0) = H

(1)
0 (x, 0) y vale que

g̃(1)(x, 0) =
es1∑

i=s1

b
(1)
i0 xi +

ee1∑

i=e1

b
(1)
i0 xi y g̃

(1)
0 (x, 0) =

es1∑

i=s1

b
(1)
i0 xi +

ee1∑

i=e1

b̃
(1)
i0 xi,

tenemos que H
(1)
1 (x, 0) = h

(1)
1 (x, 0). Inductivamente, H

(1)
i (x, 0) = h

(1)
i (x, 0) ∀ 0 ≤ i ≤

n1 + 1. De�nimos




f
(2)
0 (x, y) := H

(1)
n1 (x, y) =

∑r2−1
i=0 yF

(2)
i (y)xi + xr2 +

∑er2
i=r2

yF
(2)
0i (y)xi

g
(2)
0 (x, y) := H

(1)
n1+1(x, y) = yk2 g̃

(2)
0 (x, y)

donde cada monomio de F
(2)
0i (o de g̃

(2)
0 ) aparece en F

(2)
i (respectivamente g̃(2)) y los

monomios dijx
iyj de F

(2)
i (correspondientemente g̃(2)) tales que i < r2 aparece también

en F
(2)
0i (respectivamente, en g̃

(2)
0 ). Estas a�rmaciones se prueban usando los mismos ar-

gumentos que en el paso anterior pues todo lo que usamos es que todo monomio de f0 y
g0 (ahora f

(1)
0 y g

(1)
0 ) lo es de f y g (ahora f (1) y g(1)), que todo monomio de f y de g

con potencia de x menor que el mínimo entre r0 y s0 (ahora sería menor que el mínimo
entre r1 y s1) es monomio de f0 y g0, y que por ser los coe�cientes genéricos, al aplicar el
algoritmo de Euclides no se producen cancelaciones fuera de las buscadas. Luego,

mult(f0, g0; (0, 0)) = r1k1 + mult(f (1)
0 , g̃

(1)
0 ; (0, 0)) = r1k1 + mult(f (2)

0 , yk2 ; (0, 0))+
+mult(f (2)

0 , g̃
(2)
0 ; (0, 0)) = r1k1 + r2k2 + mult(f (2)

0 , g̃
(2)
0 ; (0, 0)).

(3.12)

Esta construcción se repite recursivamente. Como f y g son genéricos, mult(f, g; (0, 0)) <

∞, y como ki ∈ N y 0 ≤ ri+1 ≤ ri, para cada i, existe un m ∈ N tal que rm = 0. Entonces,
multiplicando por constantes apropiadas,





f (m)(x, y) = 1 +
∑erm

i=0 yF
(m)
i (y)xi

g(m)(x, y) = ykm g̃(m)(x, y)





f
(m)
0 (x, y) = 1 +

∑erm
i=0 yF

(m)
0i (y)xi

g
(m)
0 (x, y) = ykm g̃

(m)
0 (x, y)

Entonces, mult(f (m), g(m); (0, 0)) = 0 y mult(f (m)
0 , g

(m)
0 ; (0, 0)) = 0 y, por lo tanto,

mult(f, g; (0, 0)) =
m−1∑

i=1

riki = mult(f0, g0; (0, 0)).

¤

El siguiente resultado que muestra la relación entre integral mixta y multiplicidad de in-
tersección en el caso en que ρf,0, ρg,0 son crecientes servirá de base para probar el Teorema
3.20. La demostración sigue las ideas de [18, Teorema 3] (otra demostración de este resul-
tado en el caso general de n variables, pero para polinomios cuyas funciones asociadas ρf,0

coinciden, puede encontrarse en [5, Corolario 4.8]).
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Proposición 3.25 Sean f, g ∈ C[x, y] polinomios primitivos tales que ρf,0, ρg,0 son cre-
cientes. Entonces mult(f, g; (0, 0)) ≥ −MI(ρf,0, ρg,0).

Demostración: Usando la notación f(x, y) =
∑h

i=1 αi(y)xi y g(x, y) =
∑e

j=0 βj(y)xj

(podemos suponer que e ≥ h). Por el Teorema 3.22 sabemos que mult(f, g; (0, 0)) =
máx{k ∈ N / yk divide a Resx(f, g)}. Con la notación anterior, la matriz de Sylvester
entre f y g es

M(y) =




α0 0 . . . 0
α1 α0 . . . 0
... ... ...

αh−1 αh−2 . . . 0
αh αh−1 . . . 0
0 αh . . . 0
... ... ...
0 0 . . . α0

0 0 . . . α1

0 0 . . . α2

... ... ...
0 0 . . . αh︸ ︷︷ ︸

e columnas

β0 0 . . . 0
β1 β0 . . . 0
... ... . . . ...

βh−1 βh−2 . . . β0

βh βh−1 . . . β1

βh+1 βh . . . β2

... ... ...
βe−1 βe−2 . . . βe−h

βe βe−1 . . . βe−h+1

0 βe . . . βe−h+2
... ... . . . ...
0 0 . . . βe




︸ ︷︷ ︸
h columnas




e �las


h �las

.

Para todo x ∈ R notaremos dxe al mínimo entero mayor o igual a x, y bxc al máximo
entero menor o igual a x. Consideremos ahora la matriz M̃ que surge de efectuar sobre
M(y) las siguientes operaciones de columnas:

Multiplicar la columna i-ésima por yb−ρg,0(i−1)c para todo 1 ≤ i ≤ e.

Multiplicar la columna e + j-ésima por yb−ρf,0(j−1)c para todo 1 ≤ j ≤ h.

Luego, por las propiedades del determinante

det(M̃(y)) = y
Pe−1

i=0 b−ρg,0(i)c+Ph−1
j=0 b−ρf,0(j)c. det(M(y))

= y−(
Pe−1

i=0 dρg,0(i)e+Ph−1
j=0 dρf,0(j)e). det(M(y))

donde la matriz M̃ es:
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


yb−ρg,0(0)cα0 0 . . . 0 yb−ρf,0(0)cβ0 0 . . . 0

yb−ρg,0(0)cα1 yb−ρg,0(1)cα0 . . . 0 yb−ρf,0(0)cβ1 yb−ρf,0(1)cβ0 . . . 0

...
...

...
...

...
...

yb−ρg,0(0)cαh yb−ρg,0(1)cαh−1 . . . 0 yb−ρf,0(0)cβh yb−ρf,0(1)cβh−1 . . . yb−ρf,0(h−1)cβ1

0 yb−ρg,0(1)cαh . . . 0 yb−ρf,0(0)cβh+1 yb−ρf,0(1)cβh . . . yb−ρf,0(h−1)cβ2

...
...

...
...

...
...

0 0 . . . yb−ρg,0(e−1)cα1 yb−ρf,0(0)cβe yb−ρf,0(1)cβe−1 . . . yb−ρf,0(h−1)cβe−h+1

0 0 . . . yb−ρg,0(e−1)cα2 0 yb−ρf,0(1)cβe . . . yb−ρf,0(h−1)cβe−h+2

...
...

...
...

...
...

0 0 . . . yb−ρg,0(e−1)cαh 0 0 . . . yb−ρf,0(h−1)cβe




En lo que sigue, usaremos que

Si b ∈ Z y a ∈ R, entonces bac+ b = ba + bc y dae+ b = da + be.

Si a, b ∈ R, entonces mı́n{bac, bbc} = bmı́n{a, b}c y máx{dae, dbe} = dmáx{a, b}e.

Sabemos que si notamos ord(αi(y)) = ri y ord(βj(y)) = sj , entonces ri ≥ −ρf,0(i) y
sj ≥ −ρg,0(j). De esta forma, ∀ 0 ≤ i ≤ h, 0 ≤ j ≤ e vale que

b−ρg,0(j)c+ ri ≥ b−ρg,0(j)− ρf,0(i)c y b−ρf,0(i)c+ sj ≥ b−ρf,0(i)− ρg,0(j)c.

Así, comparando el orden en y de cada coordenada no nula en la primera �la de M̃, tenemos
que

mı́n
1≤j≤h+e

{ord((M̃(y))1j) / (M̃(y))1j 6= 0} = mı́n{b−ρg,0(0)c+ r0, b−ρf,0(0)c+ s0} ≥

≥ bmı́n{−ρg,0(0)− ρf,0(0),−ρf,0(0)− ρg,0(0)}c = −dρf,0(0) + ρg,0(0)e = −dρf,0 ¢ ρg,0(0)e.
Esto nos da una cota inferior para la máxima potencia de y que aparece como factor en la
primera �la. Comparando de la misma manera las potencias de y en cada coordenada no
nula de la �la k-ésima tenemos que

mı́n
1≤j≤h+e

{ord((M̃(y))kj) / (M̃(y))kj 6= 0} =

= mı́n{{b−ρg,0(j)c+ ri}j+i=k−1,i≤h,j≤e−1, {b−ρf,0(i)c+ sj}j+i=k−1,i≤h−1,j≤e} ≥
≥ mı́n{b−ρg,0(j)c+ ri, b−ρf,0(i)c+ sj / i + j = k − 1, i ≤ h, j ≤ e} ≥

≥ mı́n{b−ρg,0(j)− ρf,0(i)c / i + j = k − 1, i ≤ h, j ≤ e} =

= mı́n{−dρf,0(i) + ρg,0(j)e / i + j = k − 1, i ≤ h, j ≤ e} =

= −dmáx{ρf,0(i) + ρg,0(j) / i + j = k − 1, i ≤ h, j ≤ e}e = −dρf,0 ¢ ρg,0(k − 1)e.
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Así, podemos de�nir la matriz U(y) ∈ C[y](h+e)×(h+e) como aquélla que surge de multiplicar
cada �la k-ésima de M̃(y) por ydρf,0¢ρg,0(k−1)e, y cumple

det(M̃(y)) = y−
Ph+e−1

k=0 dρf,0¢ρg,0(k)e. det(U(y)).

Por lo tanto,

det(M(y)) = y−(
Ph+e−1

k=0 dρf,0¢ρg,0(k)e−Pe−1
i=0 dρg,0(i)e−Ph−1

j=0 dρf,0(j)e).det(U(y)).

Con lo cual, por el Teorema 3.22

mult(f, g; (0, 0)) ≥ −(
h+e−1∑

k=0

dρf,0 ¢ ρg,0(k)e −
e−1∑

i=0

dρg,0(i)e −
h−1∑

j=0

dρf,0(j)e).

A continuación, veremos que

h+e−1∑

k=0

dρf,0 ¢ ρg,0(k)e −
h−1∑

j=0

dρf,0(j)e −
e−1∑

i=0

dρg,0(i)e = MI(ρf,0, ρg,0),

de donde se deduce que mult(f, g; (0, 0)) ≥ −MI(ρf,0, ρg,0).

Usando la notación introducida en la Sección 3.3 para la Proposición 3.17 y en la ecuación
(3.5) y suponiendo como entonces que a1 ≥ b1, por la Proposición 3.17, ∀ 1 ≤ k ≤ N vale
que

ξik
+eξjk

−1∑

t=ξik−1
+eξjk−1

dρf,0 ¢ ρg,0(t)e −
ξik
−1∑

u=ξik−1

dρf,0(u)e −
eξjk
−1∑

v=eξjk−1

dρg,0(v)e =

=

ξik
+eξjk−1

−1∑

t=ξik−1
+eξjk−1

(
dρf,0(t− ξ̃jk−1

)e+ ρg,0(ξ̃jk−1
)
)

+
ξik

+eξjk
−1∑

t=ξik
+eξjk−1

(
ρf,0(ξik) + dρg,0(t− ξik)e

)
−

−
ξik
−1∑

u=ξik−1

dρf,0(u)e−
eξjk
−1∑

v=eξjk−1

dρg,0(v)e =
»»»»»»»»»»»»»»ξik

+eξjk−1
−1∑

t=ξik−1
+eξjk−1

dρf,0(t− ξ̃jk−1
)e+ (ξik−ξik−1

)ρg,0(ξ̃jk−1
)+

+(ξ̃jk
− ξ̃jk−1

)ρf,0(ξik) +

©©©©©©©©©©©©
ξik

+eξjk
−1∑

t=ξik
+eξjk−1

dρg,0(t− ξik)e −
©©©©©©©©ξik

−1∑

u=ξik−1

dρf,0(u)e−

−

½
½

½
½

½
½

½½eξjk
−1∑

v=eξjk−1

dρg,0(v)e = (ξik − ξik−1
)ρg,0(ξ̃jk−1

) + (ξ̃jk
− ξ̃jk−1

)ρf,0(ξik) = MIk.



3.4. MULTIPLICIDAD DE INTERSECCIÓN Y LA INTEGRAL MIXTA 109

De esta manera,

( h+e−1∑

t=0

dρf,0 ¢ ρg,0(t)e −
h−1∑

u=0

dρf,0(u)e −
e−1∑

v=0

dρg,0(v)e
)

=
N∑

k=1

( ξik
+eξjk

−1∑

t=ξik−1
+eξjk−1

dρf,0 ¢ ρg,0(t)e−

−
ξik
−1∑

u=ξik−1

dρf,0(u)e −
eξjk
−1∑

v=eξjk−1

dρg,0(v)e
)

=
N∑

k=1

MIk = MI(
ρf,0, ρg,0

)

donde la última igualdad es la identidad (3.6) probada en la sección anterior. ¤

Proposición 3.26 Sean f, g ∈ C[x, y] polinomios primitivos tales que ρf,0, ρg,0 son decre-
cientes. Entonces, con la notación (3.2), mult(f̃ , g̃; (0, 0)) ≥ −MI(ρf,0, ρg,0).

Demostración: Por lo visto en el cuarto caso analizado en la Sección 3.3,MI(ρ ef,τ
, ρeg,τ ) =

MI(ρf,τ , ρg,τ ). Como f̃ y g̃ son primitivos y ρ ef,0
y ρeg,0 son crecientes, por la Proposición

3.25, mult(f̃ , g̃; (0, 0)) ≥ −MI(ρ ef,0
, ρeg,0) que completa la demostración. ¤

Por último, dados f(x, y) =
∑h

i=0 αi(y)xi y g(x, y) =
∑e

j=0 βj(y)xj ∈ C[x, y] polinomios
primitivos y genéricos, ya podemos probar el Teorema 3.20 que enunciaba

mult(f, g; (0, τ)) + mult(f̃ , g̃; (0, τ)) ≥ −MI(ρf,τ , ρg,τ ). (3.13)

Demostración: Recordemos que, mediante una traslación, podemos suponer que τ = 0.
Por la Observación 3.23 sabemos que

MI(ρf,0, ρg,0) = MI(ρf0,0, ρg0,0) +MI(ρ
( ef)0,0

, ρ(eg)0,0).

Además, por el Lema 3.24, por ser f y g polinomios genéricos tenemos que

mult(f, g; (0, 0)) = mult(f0, g0; (0, 0)) y mult(f̃ , g̃; (0, 0)) = mult((f̃)0, (g̃)0; (0, 0)).

Finalmente, como ρf0,0, ρg0,0, ρ
( ef)0,0

y ρ(eg)0,0 son crecientes, aplicando la Proposición 3.25

mult(f0, g0; (0, 0)) ≥ −MI(ρf0,0, ρg0,0) y
mult((f̃)0, (g̃)0; (0, 0)) ≥ −MI(ρ

( ef)0,0
, ρ(eg)0,0).

Luego, con todo esto

mult(f, g; (0, 0)) + mult(f̃ , g̃; (0, 0)) = mult(f0, g0; (0, 0)) + mult((f̃)0, (g̃)0; (0, 0)) ≥

≥ −MI(ρf0,0, ρg0,0)−MI(ρ
( ef)0,0

, ρ(eg)0,0) = −MI(ρf,0, ρg,0).

¤
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Observación 3.27 El Teorema 3.20, teniendo en cuenta las observaciones hechas al co-
mienzo de esta sección y el resultado del Lema 3.10, permite obtener la cota superior
enunciada en el Teorema 3.9. Esto da un re�namiento a la cota de Bernstein (ver Teorema
2.9) en el caso de dos polinomios en dos variables en (C∗)2.

3.5. Algunos casos particulares

Si bien la cota del Teorema 3.9 es optimal bajo ciertas condiciones de genericidad, la
demostración de la igualdad escapa a los alcances de esta tesis. Sin embargo, en esta
última sección exhibiremos algunas familias particulares de polinomios para las cuales
mostraremos que se alcanza la igualdad en el Teorema 3.20. Para eso, necesitaremos algunas
nociones básicas de cálculo de multiplicidad usando anillos locales.

3.5.1. Anillos y órdenes locales

Una forma de calcular la multiplicidad introducida en la De�nición 1.30 del Capítulo 1
es usando órdenes locales y bases standard para obtener información sobre ideales de
C[x1, . . . , xn]<x1,...,xn> (análogamente a como se hace para órdenes monomiales y bases de
Gröbner para ideales de C[x1, . . . , xn]).

De�nición 3.28 Un orden > en Zn
≥0, o equivalentemente en el conjunto de monomios

xα1
1 . . . xαn

n , con (α1, . . . , αn) ∈ Zn
≥0, en C[x1, . . . , xn] o C[x1, . . . , xn]<x1,...,xn>

se dice total si para todo α, β ∈ Zn
≥0 vale una y sólo una de las siguientes condiciones:

xα1
1 . . . xαn

n > xβ1
1 . . . xβn

n , xα1
1 . . . xαn

n = xβ1
1 . . . xβn

n o xα1
1 . . . xαn

n < xβ1
1 . . . xβn

n .

es compatible con la multiplicación si para todo α, β, γ ∈ Zn
≥0 vale que

si xα1
1 . . . xαn

n > xβ1
1 . . . xβn

n entonces xα1+γ1
1 . . . xαn+γn

n > xβ1+γ1
1 . . . xβn+γn

n .

se dice bien ordenado si todo conjunto M ⊂ {xα / α ∈ Zn
≥0} no vacío tiene primer

elemento.

Cuando un orden es total y compatible con la multiplicación, vale que es bien ordenado si
y sólo si 1 < xα para todo α 6= 0 (ver [3, Capítulo 2, Sección 4, Corolario 6]).

De�nición 3.29 Un orden > en Zn
≥0

es monomial si es total, compatible con la multiplicación y bien ordenado.
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se dice local si es total, compatible con la multiplicación y 1 > xα para todo α 6= 0.

se dice antigraduado si es total, compatible con la multiplicación y cada vez que
α1 + · · ·+ αn < β1 + · · ·+ βn, entonces xα1

1 . . . xαn
n > xβ1

1 . . . xβn
n .

A continuación presentaremos algunos resultados relacionados con órdenes locales y cálculo
de multiplicidades. Estos resultados pueden encontrarse en [4, Capítulo 4] para el caso
general de n variables y órdenes de semigrupo. Sin embargo, nos restringiremos al caso de
dos variables y órdenes locales, ya que es el contexto en el que lo aplicaremos.

Observación 3.30 Notemos que para todo w ∈ Z2
>0 se puede construir un orden local >

para monomios en x, y de la siguiente manera: decimos que xα1 .yα2 > xβ1 .yβ2 si y sólo si
〈w, (α1, α2)〉 < 〈w, (β1, β2)〉 o 〈w, (α1, α2)〉 = 〈w, (β1, β2)〉 y xα1 .yα2>̃xβ1 .yβ2 ,

con >̃ algún orden monomial (por ejemplo lexicográ�co puro con x > y).

Veamos que el orden > así de�nido es un orden local:
Es un orden total pues 〈α, w〉 < 〈β, w〉 o 〈α, w〉 > 〈β,w〉 o en caso de ser iguales, se
compara xα1yα2 con xβ1yβ2 usando un orden >̃ que es un orden total.
Es compatible con el producto porque si xα1yα2 > xβ1yβ2 y 〈α, w〉 < 〈β, w〉, 〈α + δ, w〉 <

〈β + δ, w〉 para todo δ. Si xα1yα2 > xβ1yβ2 y 〈α, w〉 = 〈β, w〉, valdrá que xα1yα2>̃xβ1yβ2 .

Pero entonces 〈α + δ, w〉 = 〈β + δ, w〉 y como el orden >̃ es compatible con el producto,
xα1+δ1yα2+δ2>̃xβ1+δ1yβ2+δ2 para todo δ. Luego, xα1+δ1yα2+δ2>̃xβ1+δ1yβ2+δ2 .

El monomio 1 es el mayor pues como 1 = x0y0 y w ∈ Z2
>0, entonces 〈(0, 0), w〉 < 〈α, w〉

para todo α 6= (0, 0).

De�nición 3.31 Sea g(x, y) =
∑

α cαxα1yα2 ∈ C[x, y].

De�nimos el monomio de cabeza de g como M>(g) := máx>{xα1yα2 / cα 6= 0}.

Notaremos C>(g) al coe�ciente del monomio de cabeza de g, es decir C>(g) := cα

tal que xα1yα2 = M>(g).

De�nimos el término de cabeza de g (leading term) como LT>(g) = C>(g).M>(g).

De la misma forma que para órdenes monomiales e ideales de C[x, y], dado I ⊂ C[x, y]<x,y>

de�nimos LT>(I) como el conjunto de los términos de cabeza de I con el orden >, y notamos
< LT>(I) > al ideal generado por este conjunto en C[x, y]<x,y>.

Al trabajar con ideales cero-dimensionales I ⊂ C[x1, . . . , xn], para hallar la dimensión de
C[x1, . . . , xn]/I se usa el hecho de que ésta es igual a la dimensión del cociente
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C[x1, . . . , xn]/ < LT>(I) > para cualquier orden monomial >. El ideal < LT>(I) > puede
calcularse encontrando una base de Gröbner para I (ver la de�nición en [3, Capítulo 2,
Sección 5, De�nición 5]).
En el caso local, se desarrolla una extensión del algoritmo de división en C[x, y]<x,y> y
se extiende también la noción de bases de Gröbner para anillos y órdenes locales, lo que
permite hallar la dimensión dimC[x, y]<x,y>/ < f, g ><x,y> cuando < f, g > es cero-
dimensional. Esta dimensión es la multiplicidad de intersección de f y g en el origen.

Dado un orden local >, para cualquier g ∈< x, y >, vale que LT>(1 + g) = 1 y
1

1 + g
es

una unidad en C[x, y]<x,y>. De esta manera, podemos extender la noción de término de
cabeza a C[x, y]<x,y>:

De�nición 3.32 Sea > un orden local para monomios en las variables x, y. Sea h ∈
C[x, y]<x,y>, h =

f

1 + g
con f y 1 + g ∈ C[x, y] y LT>(1 + g) = 1. De�nimos

M>(h) = M>(f), C>(h) = C>(f) y LT>(h) = LT>(f).

Para todo h ∈ C[x, y]<x,y>, M>(h), C>(h), y LT>(h) estan bien de�nidos, por [4, Capítulo
4, Sección 3, Ejercicio 5]).

El algoritmo de división usual es un proceso que consiste en reducir repetidamente un poli-
nomio por miembros de un conjunto. La reducción de f por g, si LT>(f) = c.xα1 .yα2 .LT>(g)
es: Red(f, g) = f(x, y) − c.xα1 .yα2 .g(x, y). Los términos de cabeza sucesivos forman una
secuencia estrictamente decreciente y, por lo tanto, este algoritmo termina en �nitos pasos
en el caso de órdenes monomiales en C[x, y], pues los órdenes monomiales son bien ordena-
dos. En el caso de órdenes locales, podemos de�nir de igual forma la reducción de f por g,
pero la aplicación del algoritmo de división podría no terminar. Usando reducciones no sólo
por g si no también por resultados de reducciones anteriores, Mora desarrolló un algorit-
mo de división para órdenes locales. Lazard mostró cómo hacer lo mismo homogeneizando
los polinomios y usando un orden monomial apropiado de�nido a partir del orden local
original. A continuación describiremos brevemente estos procedimientos.

Si g ∈ C[x, y], g(x, y) =
∑

α cαxα1yα2 , su homogeneización con respecto a una nueva
variable t es

gh(x, y, t) =
∑
α

cαxα1yα2tm−α1−α2

donde m = máx{α1 + α2 / cα 6= 0} = gr(g).
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Observación 3.33 Cada orden local > de monomios en las variables x, y puede extenderse
a un orden >′ para monomios en las variables t, x, y como en [4, Capítulo 4, Sección 3,
De�nición (3.6)]:
ta.xα1 .yα2 >′ tb.xβ1 .yβ2 si ( a + α1 + α2 > b + β1 + β2 ) o ( a + α1 + α2 = b + β1 + β2, pero
xα1 .yα2 > xβ1 .yβ2 ).

El orden así de�nido resulta ser un orden monomial:

Es total pues si ta.xα1 .yα2 6= tb.xβ1 .yβ2 y a + α1 + α2 es mayor o menor que b + β1 + β2,
ta.xα1 .yα2 >′ tb.xβ1 .yβ2 (o <′ respectivamente). Si en cambio a + α1 + α2 = b + β1 + β2,
entonces xα1 .yα2 6= xβ1 .yβ2 , con lo cual xα1 .yα2 < xβ1 .yβ2 o xα1 .yα2 > xβ1 .yβ2 . Entonces,
por de�nición de >′, ta.xα1 .yα2 >′ tb.xβ1 .yβ2 o ta.xα1 .yα2 <′ tb.xβ1 .yβ2 .

Es compatible con el producto pues dado ta.xα1 .yα2 >′ tb.xβ1 .yβ2 y δ = (δ0, δ1, δ2), si
a+α1+α2 > b+β1+β2, tendremos que a+δ0+α1+δ1+α2+δ2 > b+δ0+β1+δ2+β2+δ2.
Si, en cambio a + α1 + α2 = b + β1 + β2, xα1 .yα2 > xβ1 .yβ2 . Entonces, tendremos que
a + δ0 + α1 + δ1 + α2 + δ2 = b + δ0 + β1 + δ2 + β2 + δ2 y como > es compatible con el
producto, xα1+δ1 .yα2+δ2 > xβ1+δ1 .yβ2+δ2 . Así, ta+δ0 .xα1+δ1 .yα2+δ2 >′ tb+δ0 .xβ1+δ1 .yβ2+δ2 .
Es bien ordenado pues 1 = t0x0y0 y 0+0+0 < a+α1 +α2 para todo monomio ta.xα1 .yα2

distinto del 1.

Podemos ahora enunciar el Teorema del Algoritmo de la Forma Normal de Mora Homogé-
neo (ver [4, Capítulo 4, Teorema (3.10)]):

Teorema 3.34 Dados F, F1, . . . , Fs ∈ C[t, x, y] polinomios homogéneos no nulos, y un
orden monomial >′ que extiende un orden local >. Entonces, existe un algoritmo para
producir polinomios homogéneos H, U,A1, . . . , As ∈ C[t, x, y] tales que

U.F = A1.F1 + · · ·+ As.Fs + H

con LT>′(U) = ta para algún a tal que a + gr(F ) = gr(Ai) + gr(Fi) = gr(H) cada vez que
Ai,H 6= 0, taLT>′(F ) ≥′ LT>′(Ai)LT>′(Fi), y ningún LT>′(Fi) divide a tb.LT>(H) para
ningún b ≥ 0 si H 6= 0.

Si f ∈ C[x, y], homogeneizar lleva el término de cabeza con el orden > de f al término de
cabeza de fh con el orden >′; y deshomogeneizar (es decir, especializar en t = 1) lleva el
término de cabeza con el orden >′ de un polinomio homogéneo F ∈ C[t, x, y] al término
de cabeza de f = F |t=1 con >.
Luego, homogeneizando, aplicando el algoritmo de la forma normal de Mora homogéneo,
y deshomogeneizando, el Algoritmo de la Forma Normal de Mora (ver [4, Capítulo 4,
Teorema (3.13)]) nos dice:
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Corolario 3.35 Sean f, f1, . . . , fs ∈ C[x, y] no nulos y > un orden local de monomios en
las variables x, y. Entonces, existe un algoritmo para producir polinomios u, a1, . . . , as, h ∈
C[x, y] tales que

uf = a1f1 + · · ·+ asfs + h,

donde LT>(u) = 1, LT>(ai)LT>(fi) ≤ LT>(f) para todo i con ai 6= 0, y o bien h = 0, o
bien LT>(h) no es divisible por ningún LT>(fi).

La siguiente noción generaliza la de base de Gröbner en el caso local.

De�nición 3.36 Sea I ⊂ C[x, y]<x,y> un ideal y sea > un orden local. Una base standard
de I para > es un conjunto {g1, . . . , gs} ⊂ I tal que < LT>(I) >=< LT>(g1), . . . , LT>(gs) >.

Todo ideal no nulo tiene una base standard, y al igual que con las bases de Gröbner y el
algoritmo de división usual, se puede ver que al dividir f por una base standard usando el
algoritmo de Mora obtenemos resto cero si y sólo si f pertenece al ideal generado por esa
base standard.
El cálculo de bases standard en el contexto local es análogo al de bases de Gröbner en un
anillo de polinomios. La de�nición de los S-polinomios y el algoritmo de Buchberger son
los mismos que en C[x1, . . . , xn]:

De�nición 3.37 Dado un orden > �jo, f, g ∈ C[x, y] tales que M>(f) = xα1yα2 , M>(g) =
xβ1yβ2 , si γi = máx{αi, βi} para i = 1, 2, se de�ne el S-polinomio entre f y g como

S(f, g)(x, y) = xγ1−α1yγ2−α2 .
f

C>(f)
− xγ1−β1xγ2−β2 .

g

C>(g)
.

El algoritmo de Buchberger consiste en dado un input F = {g1, . . . , gs}, hallar los S-
polinomios de todos sus elementos, los restos de divisiones por F, sumarlos al input e
iterar este proceso. El test de Buchberger nos dice que si > es orden monomial �jo e
I =< g1, . . . , gs >⊂ C[x1, . . . , xn], G = {g1, . . . , gs} es una base de Gröbner de I si y sólo
si para todo i 6= j existen {q(i,j)

k }1≤k≤s ⊂ C[x1, . . . , xn] tal que S(gi, gj) =
∑s

k=1 q
(i,j)
k .gk

con M>(q(i,j)
k .gk) ≤ M>(S(gi, gj)) si q

(i,j)
k 6= 0. Entonces, como un orden monomial es bien

ordenado, el algoritmo de Buchberger termina, y el criterio de Buchberger garantiza que el
output es una base de Gröbner. El siguiente teorema (ver [4, Capítulo 4, Teorema (4.2)])
nos provee de un análogo para órdenes locales:

Teorema 3.38 Sea S = {g1, . . . , gs} un conjunto �nito de polinomios, > un orden local,
I ⊂ C[x, y]<x,y> el ideal generado por S.
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S es una base standard de I si y sólo si aplicando el algoritmo de la forma normal de
Mora, para todo S-polinomio formado por elementos del conjunto S, el resto obtenido
es cero.

El algoritmo de Buchberger, usando el algoritmo de la forma normal de Mora en
lugar del algoritmo de division de polinomios usual, permite hallar una base standard
de polinomios para el ideal generado por S, y termina en �nitos pasos.

Una aplicación importante de las bases de Gröbner es el cálculo de dimC[x1, . . . , xn]/I
cuando es �nita. Para la versión local de este resultado, usaremos la siguiente notación:
dado un orden local > y un ideal I de C[x, y]<x,y>, se dice que un monomio xαyβ es
standard si xαyβ /∈ 〈LT (I)〉.
El siguiente teorema (ver [4, Capítulo 4, Teorema (4.3)]) nos permite calcular la multipli-
cidad mediante el uso de bases standard:

Teorema 3.39 Sea I un ideal de C[x, y]<x,y> y sea > un orden local. Entonces, son equi-
valentes:

dim(C[x, y]<x,y>/I) es �nita.

dim(C[x, y]<x,y>/ < LT (I) >) es �nita.

la cantidad de monomios standard es �nita.

Además cuando se satisface alguna de estas condiciones, las tres cantidades coinciden.

Usando los Teoremas 3.38 y 3.39, una forma de calcular la multiplicidad de intersección en-
tre f y g en el origen es hallando una base standard {f0, . . . , fs} del ideal generado por f y g

en C[x, y]<x,y>. Luego, por el Teorema 3.39, si dim(C[x, y]<x,y>/< LT (f0), . . . , LT (fs) >)
es �nita, será exactamente la multiplicidad de intersección entre f y g en el origen.

A continuación, probaremos un resultado que da condiciones su�cientes para que dos poli-
nomios sean una base standard del ideal que generan en C[x, y]<x,y>. La demostración
utiliza el siguiente lema:

Lema 3.40 Sea > un orden local de monomios en C[x, y] y sea >′ el orden monomial
inducido por > en C[x, y, t]. Sean f, g ∈ C[x, y] dos polinomios tales que sus homogeneiza-
ciones fh, gh ∈ C[x, y, t] cumplen que el divisor común máximo entre M>′(fh) y M>′(gh) es
tn con n ∈ N0. Entonces, si S(f, g) 6= 0, existen polinomios u, p, q ∈ C[x, y] con LT>(u) = 1
(de esta forma u resulta una unidad en C[x, y]<x,y>) tales que

u.S(f, g) = p.f + q.g, (3.14)

donde LT>(p).LT>(f) ≤ LT>(S(f, g)) y LT>(q).LT>(g) ≤ LT>(S(f, g)).
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Demostración: Dado que el divisor común mayor entre M>′(fh) y M>′(gh) es tn, podemos
suponer que 




fh(x, y) = xa.tr+n + h(x, y, t)

gh(x, y) = yb.tn + k(x, y, t)

donde LT>′(fh) = xa.tr+n, gr(fh) = a + r + n, LT>′(gh) = yb.tn y gr(gh) = b + n. Así, su
S-polinomio es

S(fh, gh) = yb.fh − xa.tr.gh = yb.h(x, y, t)− xa.tr.k(x, y, t).

Multiplicando por tn,

tn.S(fh, gh)(x, y, t) = yb.tn.h(x, y, t)− xa.tr+n.k(x, y, t)

= (gh(x, y, t)− k(x, y, t)).h(x, y, t)− (fh(x, y, t)− h(x, y, t)).k(x, y, t)

= −k(x, y, t).fh(x, y, t) + h(x, y, t).gh(x, y, t).

Tenemos dos casos posibles:

LT>′(h).yb 6= LT>′(k).xa.tr o LT>′(h).yb = LT>′(k).xa.tr.

Si LT>′(h).yb 6= LT>′(k).xa.tr, entonces M>′(tn.S(fh, gh)) = máx{M>′(yb.h),M>′(xa.tr.k)}.tn
y deshomogeneizando, resulta que M>(S(f, g)) = máx{M>(yb.h|t=1),M>(xa.k|t=1)} =
máx{yb.M>(h|t=1), xa.M>(k|t=1)} = máx{M>(g).M>(h|t=1),M>(f).M>(k|t=1)}. Enton-
ces, LT>(S(f, g)) ≥ LT>(g).LT>(h|t=1) y LT>(S(f, g)) ≥ LT>(f).LT>(k|t=1). Tomando
u = 1, p = −k|t=1 y q = h|t=1 vale la igualdad (3.14).
Si, en cambio, LT>′(h).yb = LT>′(k).xa.tr, sean

M>′(h) = xh1,1 .yh2,1 .th3,1 con h1,1 + h2,1 + h3,1 = a + r + n (hi,1 ≥ 0)

M>′(k) = xk1,1 .yk2,1 .tk3,1 con k1,1 + k2,1 + k3,1 = b + n (ki,1 ≥ 0).

Como yb.M>′(h) = xa.tr.M>′(k), xh1,1 .yh2,1+b.th3,1 = xk1,1+a.yk2,1 .tk3,1+r. De esta forma,




h1,1 = a + k1,1

h2,1 + b = k2,1

h3,1 = r + k3,1

Si notamos
k(x, y, t) = c1.x

k1,1 .yb+h2,1 .tk3,1 + k̃1(x, y, t)
h(x, y, t) = c1.x

a+k1,1 .yh2,1 .tr+k3,1 + h̃1(x, y, t)

entonces

tn.S(fh, gh)(x, y, t) = −k(x, y, t).fh(x, y, t)+h(x, y, t).gh(x, y, t) = −k̃1(x, y, t).fh(x, y, t)+
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+h̃1(x, y, t).gh(x, y, t)− c1.x
k1,1 .yb+h2,1 .tk3,1 .

(
fh(x, y, t)− LT>′(fh)(x, y, t)

)
+

+c1.x
a+k1,1 .yh2,1 .tr+k3,1 .

(
gh(x, y, t)− LT>′(gh)(x, y, t)

)
= −k̃1(x, y, t).fh(x, y, t)+

+h̃1(x, y, t).gh(x, y, t)− c1.x
k1,1 .yh2,1 .tk3,1 .

(
yb.h(x, y, t)− xa.tr.k(x, y, t)

)

= −k̃1(x, y, t).fh(x, y, t) + h̃1(x, y, t).gh(x, y, t)− c1.x
k1,1 .yh2,1 .tk3,1 .S(fh, gh)(x, y, t),

y por lo tanto,

(tn + c1.x
k1,1 .yh2,1 .tk3,1).S(fh, gh)(x, y, t) = −k̃1(x, y, t).fh(x, y, t) + h̃1(x, y, t).gh(x, y, t).

Si suponemos por inducción en i que

(tn + c1.x
k1,1 .yh2,1 .tk3,1 + · · ·+ ci.x

k1,i .yh2,i .tk3,i)S(fh, gh)(x, y, t) =

= −k̃i(x, y, t).fh(x, y, t) + h̃i(x, y, t).gh(x, y, t)

y que LT>′(h̃i).yb = LT>′(k̃i).xa.tr (para i = 0, k̃0(x, y, t) = k(x, y, t) y h̃0(x, y, t) =
h(x, y, t)), de�nimos

k̃i+1(x, y, t) = k̃i(x, y, t)− LT>′(k̃i)(x, y, t),

h̃i+1(x, y, t) = h̃i(x, y, t)− LT>′(h̃i)(x, y, t)

LT>′(k̃i)(x, y, t) = ci+1.x
k1,i+1 .yk2,i+1 .tk3,i+1 , y

LT>′(h̃i)(x, y, t) = c̃i+1.x
h1,i+1 .yh2,i+1 .th3,i+1 .

Entonces, vale que cj = c̃j ∀ 1 ≤ j ≤ i + 1 y LT>′(ybh̃i) = LT>′(xa.trk̃i.) Por lo tanto,
xh1,i+1 .yh2,i+1+b.th3,i+1 = xk1,i+1+a.yk2,i+1 .tk3,i+1+r, con lo cual





h1,i+1 = a + k1,i+1

h2,i+1 + b = k2,i+1

h3,i+1 = r + k3,i+1

.

Como antes, podemos calcular

(tn + c1.x
k1,1 .yh2,1 .tk3,1 + · · ·+ ci.x

k1,i .yh2,i .tk3,i)S(fh, gh)(x, y, t) =

= −k̃i(x, y, t).fh(x, y, t) + h̃i(x, y, t).gh(x, y, t) =

= −k̃i+1(x, y, t).fh(x, y, t) + h̃i+1(x, y, t).gh(x, y, t)−
−ci+1.x

k1,i+1 .yb+h2,i+1 .tk3,i+1 .
(
fh(x, y, t)− LT>′(fh)(x, y, t)

)
+

+ci+1.x
a+k1,i+1 .yh2,i+1 .tr+k3,i+1 .

(
gh(x, y, t)− LT>′(gh)(x, y, t)

)
=

= −k̃i+1(x, y, t).fh(x, y, t) + h̃i+1(x, y, t).gh(x, y, t)−
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−ci+1.x
k1,i+1 .yh2,i+1 .tk3,i+1 .S(fh, gh)(x, y, t).

Por lo tanto

(tn + c1.x
k1,1 .yh2,1 .tk3,1 + · · ·+ ci+1.x

k1,i+1 .yh2,i+1 .tk3,i+1)S(fh, gh)(x, y, t) =

= −k̃i+1(x, y, t).fh(x, y, t) + h̃i+1(x, y, t).gh(x, y, t).

Como h y k tienen �nitos monomios, repitiendo �nitas veces el paso anterior tendremos
que existe j ∈ N tal que en la iteración j-ésima

LT>′(h̃j).yb 6= LT>′(k̃j).xa.tr.

Si no existiera, sea j ∈ N tal que k̃j = 0. Como LT>′(h̃i).yb = LT>′(k̃i).xa.tr para todo
0 ≤ i ≤ j, sumándolos, tenemos que yb.fh = xa.tr.gh y entonces, S(fh, gh)(x, y, t) =
yb.fh − xa.tr.gh = 0.
Sea ahora j ∈ N0 tal que el paso j-ésimo es el primero tal que LT>′(h̃j).yb 6= LT>′(k̃j).xa.tr.

Entonces, la igualdad

(tn + c1.x
k1,1 .yh2,1 .tk3,1 + · · ·+ cj .x

k1,j .yh2,j .tk3,j )S(fh, gh)(x, y, t) =
= −k̃j(x, y, t).fh(x, y, t) + h̃j(x, y, t).gh(x, y, t)

implica que M>′((tn + c1.x
k1,1 .yh2,1 .tk3,1 + · · ·+ cj .x

k1,j .yh2,j .tk3,j )S(fh, gh)) =
máx{M>′(ybtn.h̃j),M>′(xa.tr+n.k̃j)}, y deshomogeneizando tenemos que

M>((1 + · · ·+ cj .x
k1,j .yh2,j ).S(f, g)) = máx{M>(k̃j |t=1.f(x, y)), M>′(h̃j |t=1.g(x, y))}.

Notar además que para ningún i puede suceder simultáneamente que k1,i = h2,i = 0 pues,
en ese caso, por ser polinomios homogéneos, k3,i = n y M>′(fh) > M>′(−k̃i−1)(x, y, t) =
x0.yb.tn = M>′(gh), M>′(gh) > M>′(−h̃i−1)(x, y, t) = xa.y0.tr+n = M>′(fh). Entonces,
por ser un orden local, 1 > ci.x

k1,i .yh2,i ∀1 ≤ i ≤ j.

Con todo esto

LT>(S(f, g)) ≥ xa.LT>(k̃j |t=1) y LT>(S(f, g)) ≥ yb.LT>(h̃j |t=1).

Por lo tanto, tomando u = 1 + c1.x
k1,1 .yh2,1 + · · ·+ cj .x

k1,j .yh2,j , p = −k̃j |t=1 y q = h̃j |t=1

vale que LT>(p).LT>(f) ≤ LT>(S(f, g)) y LT>(q).LT>(g) ≤ LT>(S(f, g)). ¤

Usando este lema y basándonos en las demostraciones de [4, Capítulo 4, Teorema (4.2)] y
[3, Capítulo 2, Sección 6, Teorema 6], probaremos:
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Proposición 3.41 Sea > un orden local de monomios en C[x, y] asociado a un vector
w ∈ Z2

>0 (ver Observación 3.30) y sea >′ el orden monomial inducido por > en C[x, y, t]
(ver Observación 3.33). Sean f, g ∈ C[x, y] dos polinomios tales que sus homogeneizaciones
fh, gh ∈ C[x, y, t] cumplen que el divisor común máximo entre M>′(fh) y M>′(gh) es tn

con n ∈ N0. Entonces {f, g} es una base standard.

Demostración: Si S(f, g) = 0, por el Teorema 3.38, {f, g} es una base standard. Si no,
veamos que < LT>(< f, g >) > ⊆ < LT>(f), LT>(g) > (la otra inclusión es obvia).
Dado un elemento cualquiera v ∈< f, g > en C[x, y]<x,y>, existen polinomios ũ, pv, qv ∈
C[x, y] con ũ una unidad en C[x, y]<x,y> tales que

ũ.v = pv.f + qv.g.

Si existen Ũ , Pv, Qv polinomios, donde Ũ tiene término de cabeza 1, y

Ũ .v = Pv.f + Qv.g, (3.15)

que cumplen además M>(Pv.f) ≤ M>(Ũ .v) = M>(v) y M>(Qv.g) ≤ M>(Ũ .v) = M>(v),
como M>(v) ≤ máx{M>(Pv.f),M>(Qv.g)} ≤ M>(v) resulta que M>(v) = M>(Pv.f) o
M>(v) = M>(Qv.g). Como consecuencia, M>(f)|M>(v) o M>(g)|M>(v) y, por lo tanto,
M>(v) ∈< M>(f),M>(g) > que es lo que queríamos ver.
Supongamos entonces que máx{M>(Pv.f),M>(Qv.g)} > M>(v) para toda escritura de
tipo (3.15) y tomemos

xδ1 .yδ2 = mı́n
{
xγ1 .yγ2 / ∃U unidad, A, B ∈ C[x, y] tales que U.v = A.f + B.g

y máx{M>(A.f),M>(B.g)} = xγ1 .yγ2
}
.

Dicho mínimo existe ya que si M>(v) = xv1yv2 , para todo xγ1 .yγ2 > M>(v), tenemos
que < w, (γ1, γ2) > ≤ < w, (v1, v2) >, pero existen �nitos elementos (γ1, γ2) en Z2

≥0 que
cumplen esta condición pues w ∈ Z2

>0. Esto implica que el conjunto considerado tiene
�nitos elementos distintos. Como además v ∈< f, g >, el conjunto es no vacío, y por lo
tanto existe un elemento minimal.
Ahora, siguiendo la demostración de [3, Capítulo 2, Sección 6, Teorema 6], tomemos

ũ.v = pv.f + qv.g, (3.16)

donde máx{M>(pv.f),M>(qv.g)} = xδ1yδ2 > M>(v). Luego, LT>(pv.f) = −LT>(qv.g). Si

fh(x, y) = xa.tr+n + h(x, y, t) y gh(x, y) = yb.tn + k(x, y, t)

tendremos que
LT>(pv) = c.xδ1−a.yδ2 pv = c.xδ1−a.yδ2 + p2
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LT>(qv) = c.xδ1 .yδ2−b qv = −c.xδ1 .yδ2−b + q2

y reemplazando en (3.16),

ũ.v = c.xδ1−a.yδ2−b.(yb.f − xa.g) + p2.f + q2.g

= c.xδ1−a.yδ2−b.S(f, g) + p2.f + q2.g.

Por el Lema 3.40, existen polinomios u, p, q ∈ C[x, y] tales que

u.S(f, g) = p.f + q.g

con LT>(u) = 1, LT>(p).LT>(f) ≤ LT>(S(f, g)) y LT>(q).LT>(g) ≤ LT>(S(f, g)). En-
tonces

u.ũ.v = c.xδ1−a.yδ2−b.u.S(f, g) + u.p2.f + u.q2.g

= (c.xδ1−a.yδ2−bp + u.p2).f + (c.xδ1−a.yδ2−bq + u.q2).g

donde M>(u.p2.f) = M>(p2.f) < M>(pv.f) = xδ1yδ2 y M>(u.q2.g) = M>(q2.g) <

M>(qv.g) = xδ1yδ2 . Además,

M>(c.xδ1−a.yδ2−b.p.f) = xδ1−a.yδ2−b.M>(p.f) ≤ xδ1−a.yδ2−b.M>(S(f, g)) =

= xδ1−a.yδ2−b.M>(yb.f − xa.g) < xδ1−a.yδ2−b.xayb = xδ1yδ2 .

Con todo esto,

(u.ũ).v = (c.xδ1−a.yδ2−b.p + u.p2).f + (c.xδ1−a.yδ2−b.q + u.q2).g,

donde u.ũ es una unidad y

máx{M>((c.xδ1−a.yδ2−b.p + u.p2).f);M>((c.xδ1−a.yδ2−b.q + u.q2).g)} < xδ1 .yδ2 .

Esto contradice la minimalidad de xδ1 .yδ2 . ¤

3.5.2. Casos particulares

Para algunas familias de f, g primitivos, incluyendo el caso de los binomios, veremos que
en el Teorema 3.20 vale la igualdad. Sin embargo, esto no sucede para todos los polinomios
primitivos f y g.

Ejemplo 3.42 Consideremos los polinomios

f(x, y) = yn(1 + y2) + a(1 + y)x y g(x, y) = yn(1 + y + y2) + a(1 + y)x
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con a 6= 0. La única raíz en común es (0, 0). La multiplicidad de intersección de f y g

en el origen es mult(f, g; (0, 0)) = mult(f, g − f ; (0, 0)) = mult(f, yn+1; (0, 0)) = (n +
1).mult(f, y; (0, 0)) = (n + 1).mult(ax, y; (0, 0)) = n + 1. Sin embargo, la integral mixta
entre ρf,0 y ρg,0 es

MI(ρf,0, ρg,0) = (1− 0).n + (1− 0).0 = n.

Veamos ahora algunas familias de polinomios f, g ∈ C[x, y] primitivos para las que vale
que:

mult
(
f, g; (0, 0)

)
+ mult

(
f̃ , g̃; (0, 0)

)
= −MI(

ρf,0, ρg,0

)
.

Recordemos que, si f(x, y) =
∑h

i=0 αi(y)xi y g(x, y) =
∑e

j=0 βj(y)xj ,




f̃(x, y) = xh.f( 1
x , y)

g̃(x, y) = xe.g( 1
x , y)

(3.17)

Sean f y g polinomios primitivos en C[x, y] con �nitas raíces en común, tales que
ρf,0 y ρg,0 son:





ρf,0(x) =
{

ai(x− ξi−1) + ρf,0(ξi−1) ξi−1 ≤ x ≤ ξi 1 ≤ i ≤ n

ρg,0(x) =
{

bj(x− ξ̃j−1) + ρg,0(ξ̃j−1) ξ̃j−1 ≤ x ≤ ξ̃j 1 ≤ j ≤ m

con a1 > . . . > an−1 > b1 > b2 > . . . > bm−1 > 0 y an = bm = 0. Esto nos dice que
ρf,0 y ρg,0 son crecientes, aunque podrá suceder que ξn−1 = ξn o que ξ̃m−1 = ξ̃m (es
decir, que alguna de ellas, o ambas, sean estrictamente crecientes).

De esta manera los grá�cos de ρf,0, ρg,0 son por ejemplo:

ρf, 0 ρg, 0

r+q

-s-k

-k

rh+a+ph+ah

-b
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Y llamamos como en el grá�co

h := ξn−2 h + a := ξn−1

−b := ρf,0(ξn−2) h + a + p := ξn
y r := ξ̃1 r + q := ξ̃m

−s− k = ρg,0(0) −k = ρg,0(ξ̃1)
.

Por un lado,

MI(ρf,0, ρg,0) = (ξn−1 − ξ0).ρg,0(ξ̃0) + (ξ̃m−1 − ξ̃0).ρf,0(ξn−1)

= (a + h− 0).ρg,0(0) + (ξ̃m−1 − 0).ρf,0(a + h)

= (a + h).(−s− k) + ξ̃m−1. 0 = −(a + h).(s + k).

Para calcular la multiplicidad de intersección de f y g en el origen, observamos en primer
lugar que la hipótesis an−1 > b1 implica que as < br. Entonces, teniendo en cuenta que

a(s− as− br

2a
) = as− a

2a︸︷︷︸
<1

(as− br︸ ︷︷ ︸
<0

) < as− as + br = br,

de�nimos el orden >′ para monomios en las variables x, y, t a partir del orden inducido por
w =

(
2as − (as − br), 2ar

)
. Esta manera de elegir w está basada en la demostración de

[2, Teorema (3.5)] para resolver el caso de binomios en n variables, y cumple en particular
que 2as− (as− br), 2ar ∈ N.
Con este orden monomial, y homogeneizando f y g tenemos que

M>′(fh)(x, y, t) = xa+htm−a−h y M>′(gh)(x, y, t) = ys+ktn−s−k

donde m y n son los grados totales de fh y gh respectivamente. Como fh, gh son homogé-
neos, es lo mismo ver que M>(f) = xa+h y M>(g) = ys+k. Para ver esto, sea xα1yα2

un monomio de f , entonces (α1,−α2) ∈ Qf,0. Como ρf,0(x) =
b

a
(x − a − h) para todo

h ≤ x ≤ a+h, se tiene que −α2 ≤ ρf,0(α1) ≤
b

a
(α1−a−h)

(
es decir α2 ≥

b

a
(a+h−α1)

)
.

Si α1 < a + h, entonces

〈(α1, α2), w〉 = α1.(2as− (as− br)) + α2.(2ar) =

= 2a.
[
α1(s−

as− br

2a
) + α2.r

] ≥ 2a.
[
α1(s−

as− br

2a
) +

b

a
r(a + h− α1)

]
=

= 2a.
[
α1(

as− br

a
− as− br

2a︸ ︷︷ ︸
<0

) +
br

a
(a + h)

]
> 2a.

[
(a + h).

as− br

2a
+ (a + h)

br

a

]
=
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= 2a.
[
(a + h)

as + br

2a

]
= 2a.

[
(a + h)(s− as− br

2a
)
]

= 〈(a + h, 0), w〉.

En consecuencia, xa+h > xa+h.yα2 .
Si α1 = a + h, entonces α2 > 0, con lo cual por ser un orden local xa+h > xa+h.yα2 .

Si en cambio α1 > a + h,

〈(α1, α2), w〉 = α1.(2as− (as− br)) + α2.(2ar) ≥

≥ α1.(2as− (as− br)︸ ︷︷ ︸
>0

) > (a + h).(2as− (as− br)) = 〈(a + h, 0), w〉,

con lo cual xα1yα2 < xa+h.

De la misma forma, si xα1yα2 es un monomio de g distinto de ys+k, si α1 = 0, α2 > s + k

con lo cual, por ser un orden local, yα2 < ys+k. Si en cambio α1 6= 0, α2 ≥
s

r
(r − α1) + k

y por lo tanto
〈(α1, α2), w〉 = α1.(2as− (as− br)) + α2.(2ar) ≥

≥ 2a.
[
α1(s−

as− br

2a
) + r(

s

r
(r − α1) + k)

]
= 2a.

[
α1(−

as− br

2a︸ ︷︷ ︸
>0

) + sr + kr
]

>

> 2a(s + k)r = 〈(0, s + k), w〉.
Luego, si xα1yα2 es un monomio de g distinto de ys+k, resulta que xα1yα2 < ys+k.

Así, tenemos que M>′(fh)(x, y, t) = xa+htm−a−h y M>′(gh)(x, y, t) = ys+ktn−s−k (donde
m y n eran los grados totales de fh y gh respectivamente). Aplicando la Proposición 3.41,
concluimos que {f, g} es una base standard y

mult(f, g; (0, 0)) = dimC[x, y]<x,y>/ < xa+h, ys+k >= (a + h).(s + k).

Luego, como mult(f̃ , g̃; (0, 0)) = 0,

mult(f, g; (0, 0)) + mult(f̃ , g̃; (0, 0)) = (a + h).(s + k) = −MI(ρf,0, ρg,0)

como queríamos ver.

Un ejemplo particular de este caso es cuando f y g son binomios primitivos con �nitas
soluciones en común, tales que ρf,0 y ρg,0 tienen ambos pendientes positivas y distintas.

Con la notación anterior,





f(x, y) = c1x
a − c2y

b

g(x, y) = d1x
r − d2y

s
con a, b, r, s > 0 y det

(
a b

r s

)
6= 0.
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Sean f y g polinomios primitivos en C[x, y] con �nitas raíces en común, tales que
ρf,0 y ρg,0 son:





ρf,τ (x) =
{

ai(x− ξi−1) + ρf,τ (ξi−1) ξi−1 ≤ x ≤ ξi 1 ≤ i ≤ n

ρg,τ (x) =
{

bj(x− ξ̃j−1) + ρg,τ (ξ̃j−1) ξ̃j−1 ≤ x ≤ ξ̃j 1 ≤ j ≤ m

con a1 = b1 = 0 y 0 > b2 > . . . > bm > a2 > . . . > an. Esto nos dice que ρf,0 y ρg,0

son decrecientes, aunque podría suceder que ξ1 = 0 o que ξ̃1 = 0 (es decir, alguna
sería estrictamente decreciente).

De esta manera los grá�cos de ρf,0, ρg,0 son por ejemplo:

ρf, 0 ρg, 0

r+q

-s-k

-k

qh+a+pp+ap

-b

Llamamos en este caso

p := ξ1 p + a := ξ2

−b := ρf,0(ξ2) h + a + p := ξn
y q := ξ̃m−1 r + q := ξ̃m

−k = ρg,0(ξ̃m−1) −s− k = ρg,0(ξ̃m)
.

La condición bm > a2 implica que as < br.

Aquí mult(f, g; (0, 0)) = 0 y si tomamos como anteriormente f̃(x, y) = xa+h+pf( 1
x , y) y

g̃(x, y) = xr+qg( 1
x , y), estamos en el caso anterior. Por lo tanto

mult(f̃ , g̃; (0, 0)) = dimC[x, y]<x,y>/ < xa+h, ys+k >= (a + h).(s + k).

A su vez, calculando MI(ρ ef,0
, ρeg,0) como en el caso anterior resulta que

MI(ρf,0, ρg,0) = MI(ρ ef,0
, ρeg,0) = −(a + h).(s + k).

Así,
mult(f, g; (0, 0)) + mult(f̃ , g̃; (0, 0)) = (a + h).(s + k) = −MI(ρf,0, ρg,0).
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Un ejemplo particular de este caso es cuando f y g son binomios primitivos con �nitas
soluciones en común, tales que ρf,0, ρg,0 tienen ambas pendientes negativas y distintas. En

este caso,





f(x, y) = 1− cxayb

g(x, y) = 1− dxrys
con det

(
a b

r s

)
6= 0 y a, b, r, s > 0.

Sean f y g polinomios con �nitas soluciones en común, tal que las pendientes de ρf,0

son todas mayores o iguales a cero, y las de ρg,0 son todas menores o iguales a cero.

De esta manera los grá�cos de ρf,0, ρg,0 son por ejemplo:

ρf, 0 ρg, 0

r+q

-s-k

-k

qh+a+ph+ah

-b

En este caso, tenemos que mult
(
f, g; (0, 0)

)
= mult

(
f̃ , g̃; (0, 0)

)
= 0. Por otro lado, como

vimos en la Sección 3.3.2, MI(
ρf,0, ρg,0

)
= 0. Por lo tanto

mult
(
f, g; (0, 0)

)
+ mult

(
f̃ , g̃; (0, 0)

)
= 0 = MI(

ρf,0, ρg,0

)
.

Sean f y g binomios genéricos con �nitas soluciones en común y ρf,0 y ρg,0 con pen-

dientes positivas iguales. Podemos escribirlos entonces como





f(x, y) = xa − cyb

g(x, y) = xr − dys
,

a, b, r, s ∈ N y det

(
a b

r s

)
= 0 (o sea as = br).

Es fácil ver, por nuestros calculos de integrales mixtas, que −MI
(
ρf,0, ρg,0

)
= a.s = b.r.

Calculemos ahora la multiplicidad de intersección de f y g en el origen.
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Como por hipótesis b/a = s/r ∈ Q>0, existen α, β ∈ N coprimos tales que b/a = s/r =
β/α. Sean k, l ∈ N tales que b = β.k, a = α.k, s = β.l y r = α.l. Entonces

f(x, y) = xα.k − cyβ.k

g(x, y) = xα.l − dyβ.l.

Llamemos γ1, . . . , γk a las raíces de la ecuación tk = c y δ1, . . . , δl a las de tl = d. Luego

f(x, y) = xα.k − cyβ.k = yβ.k
((xα

yβ

)k − c
)

= (yβ)k
∏

1≤i≤k

(
xα

yβ
− γi) =

∏

1≤i≤k

(xα − γi y
β).

Procediendo análogamente con el polinomio g, obtenemos las siguientes factorizaciones:

f(x, y) =
∏

1≤i≤k

(xα − γi y
β)

g(x, y) =
∏

1≤j≤l

(xα − δj yβ).

Observamos que para cualesquiera c, d ∈ C∗ tales que cl 6= dk, se cumple que γi 6= δj para
todo i, j, pues si γi = δj para alguna elección de i, j, entonces cl = (γk

i )l = (δl
j)

k = dk.

Además, en este caso, si (x, y) es raíz del sistema, xa = cyb y xr = dys; por lo tanto,

xα.l.k = (dyβ.l)k = dk(yβ.k)l =
dk

cl
(cyβ.k)l =

dk

cl
.xα.l.k.

Luego, x = 0 (e y = 0). Esto nos dice que el sistema es cero-dimensional y su única raíz es
(0, 0).
A partir de la factorización de f y g y usando las propiedades 6 y 7 de la Proposición 3.19,
podemos calcular la multiplicidad de intersección entre f y g en el origen:

mult(f, g; (0, 0)) =
∑

k,l

mult(xα − γi y
β, xα − δj yβ; (0, 0)) =

=
∑

k,l

mult(xα − γi y
β, (γi − δj)xα; (0, 0)) =

∑

k,l

mult(−γi y
β, xα; (0, 0)) =

=
∑

k,l

mult(yβ, xα; (0, 0)) =
∑

k,l

βα mult(y, x; (0, 0))︸ ︷︷ ︸
=1

= k.l.α.β = as.

De esta manera, para cualesquiera c, d ∈ C∗ tales que cl 6= dk vale que mult(f, g; (0, 0)) =
a.s.
Así, en este caso, mult(f, g; (0, 0)) = a.s = −MI(ρf,0, ρg,0) y como además sucede que
mult(f̃ , g̃; (0, 0)) = 0, valdrá la igualdad

mult(f, g; (0, 0)) + mult(f̃ , g̃; (0, 0)) = −MI(ρf,0, ρg,0).
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Si f y g son binomios primitivos genéricos con �nitas soluciones en común y ρf,0, ρg,0

con pendientes negativas iguales, podemos suponerlos




f(x, y) = 1− cxayb

g(x, y) = 1− dxrys

con det

(
a b

r s

)
= 0 (o sea as = br) y a, b, r, s ∈ N.

En este caso, tomando f̃ , g̃ como en (3.17), estamos en el caso anterior, y por lo tanto,

mult(f, g; (0, 0)) + mult(f̃ , g̃; (0, 0)) = −MI(ρ ef,0
, ρeg,0) = −MI(ρf,0, ρg,0).
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