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Introduccion

Una gran cantidad de problemas tanto de matematicas como de otras disciplinas pueden
modelizarse utilizando sistemas de ecuaciones polinomiales en varias variables. Depen-
diendo de la informacién requerida para la resoluciéon de dichos problemas, puede no ser
necesario resolver el sistema de ecuaciones asociado sino decidir si el sistema, sélo tiene fini-
tas soluciones o estimar la cantidad de estas soluciones. En particular, dados polinomios
fiy.ooy fn € Clzy, ..., x,] se busca estimar la cantidad de soluciones sobre C del sistema

de ecuaciones
fl(:L‘l, . ,SL‘n) = 0

fo(x1,..oy2n) =0

El Teorema de Bézout (ver [16, Capitulo IV, Seccion 2.1]) relaciona la cantidad de solu-
ciones aisladas en C™ de un sistema F con los grados de los polinomios involucrados: si
fiy.ooy fn € Clz1,...,xy,] son polinomios genéricos de grados totales dy, ..., d, respecti-
vamente, entonces la cantidad de soluciones del sistema F en C" es [[,.,-,, di;. Mas atn,
para polinomios arbitrarios de grados dy, ..., d,, el teorema establece qt_le_la cantidad de
soluciones aisladas del sistema F (contadas con multiplicidad) es a lo sumo [ [, -, ., d; (ver,
por ejemplo, [9, Teorema 1] y [8, Capitulo 2]). o

A pesar de que la cota dada por el Teorema de Bézout para la cantidad de soluciones
aisladas se alcanza genéricamente, en casos particulares esta cota suele ser mucho mayor
que la cantidad de soluciones del sistema. Por otro lado, estos casos particulares pueden
ser de interés ya que los sistemas de ecuaciones que surgen en las aplicaciones poseen, en
general, cierta estructura derivada del problema que modelan.

Un refinamiento del Teorema de Bézout en esta direccion es el Teorema de Bernstein ([1]),
que acota la cantidad de soluciones aisladas en (C*)™ de un sistema de n ecuaciones dadas
por polinomios de Laurent en n variables teniendo en cuenta cuales son los monomios que
efectivamente aparecen en cada una de las ecuaciones del sistema. Dado un polinomio de
Laurent f € (C[acfl, ...,z se le asocia un politopo en R™ (la capsula convexa del con-

junto de exponentes de monomios en f cuyos coeficientes son no nulos) llamado el politopo
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8 INTRODUCCION

de Newton de f. El teorema de Bernstein relaciona la cantidad de soluciones en (C*)™ de
un sistema de ecuaciones dadas por fi,..., fn € (C[xicl, e :z:,fl] con la geometria de los
politopos de Newton de dichos polinomios. Més precisamente, este teorema establece que,
en el caso genérico, la cantidad de soluciones del sistema en (C*)" es igual al volumen mizto
de la familia de los politopos de Newton de los polinomios y, en general, este nimero da
una cota superior para la cantidad de soluciones aisladas en (C*)" (contadas con multipli-
cidad) de un sistema de ecuaciones del tipo considerado. Este nimero se conoce como la
cota BKK por los trabajos de Bernstein [1|, Kushnirenko [12| y Khovanskii [11].
Recientemente, en [15], se obtuvo un refinamiento de la cota BKK para el caso de sistemas
de polinomios de Laurent no genéricos. Para la formulacién de esta nueva cota se introdu-
jeron ciertas construcciones combinatorias adicionales asociadas al sistema de ecuaciones
considerado, andlogas al politopo de Newton de un polinomio de Laurent y al volumen
mixto de una familia de politopos. Esencialmente, la cota estd dada por el volumen mixto
de la familia de politopos de Newton de los polinomios del sistema més una sumatoria de
términos no positivos que son integrales miztas (ver [14]) de familias de funciones concavas
definidas a partir de los polinomios dados. Al igual que en el caso del teorema de Bernstein,
bajo ciertas condiciones de genericidad, la cota de [15] coincide con la cantidad exacta de
raices aisladas del sistema contadas con multiplicidad y, en cualquier caso, da una cota
superior para esta cantidad.

En esta tesis se considera el problema de estimar la cantidad de soluciones aisladas en (C*)"
de sistemas de ecuaciones polinomiales ralas, es decir, ecuaciones dadas por polinomios tales
que los monomios de cada uno de ellos estan en conjuntos prefijados.

En el Capitulo 1 se introducen algunas nociones y se establecen algunas propiedades que se
usan a lo largo de la tesis, en particular la de politopo de Newton asociado a un polinomio
de Laurent y la de volumen mixto de una familia de politopos.

En el Capitulo 2 se hace un anélisis detallado del trabajo [1] donde se demuestra los
resultados de Bernstein mencionados sobre sistemas de polinomios ralos. A continuacion,
se exhiben algunos ejemplos que ilustran las demostraciones antedichas.

Finalmente, el Capitulo 3 presenta una demostraciéon alternativa de una variacién del
resultado principal de [15] restringido al caso de dos polinomios en dos variables. En primer
lugar, se define la nocion de integral mixta de funciones concavas, que juega un papel
fundamental en la cota obtenida en [I5]. También se muestra céomo asociar a cada 7 €
C U {oo} y cada polinomio f € Clz,y| una funcién concava ps, y se hace un anélisis de
como calcular la integral mixta MZ(ps.r, pgr) en el caso de dos polinomios f,g € Clz,y]
primitivos. A continuacion, se prueba una relacion entre MZ(py -, pg,-) y la multiplicidad
de interseccion de f y g en los puntos (0,7) y (00, 7) para cada 7 € C* que nos permite
deducir que, genéricamente, la cantidad de soluciones aisladas del sistema f = 0, g = 0
en (C*)? esta acotada superiormente por MVo(NP(f),NP(9)) + > cc- MZ(pys.r, pgr)
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donde MVo(NP(f),NP(g)) es el volumen mixto de los politopos de Newton de f y g.
El capitulo concluye con el estudio de algunas familias de polinomios para las cuales se
prueba que la cota se alcanza genéricamente.






Capitulo 1

Preliminares

A lo largo de este capitulo se establecerdn algunas definiciones y teoremas sobre politopos,
volumen mixto, series de Puiseux y multiplicidad de interseccién que seran necesarios a lo

largo de todo este trabajo. Para mas detalles, ver [4] y [17].

1.1. Politopos

La primer nocién que introduciremos es la de convexidad.

Definicion 1.1 Un conjunto C C R"™ se dice convexo si contiene el segmento que une dos
cualesquiera de sus puntos.
Para un conjunto S C R™, se llama combinaciones convexas de S a todas las combinaciones

lineales de la forma A1.81 + -+ + Ap.Sm tales que s; € S, A\; > 0 para todo 1 <1 < m y
Elgigm Ai =1

Como la interseccion de convexos es convexo, dado un conjunto S C R” tiene sentido decir
que P es el menor convexo que lo contiene si y s6lo si P es convexo, contiene a S y para
todo Q convexo tal que S C Q vale que P C Q.

Definiciéon 1.2 Para un conjunto S C R", se define Conv(S) la cépsula convexa de S

como el menor convexo que lo contiene.
Este conjunto puede caracterizarse como sigue:

Proposicion 1.3 Sea S C R"™. La capsula convexa de S es exactamente el conjunto de
todas sus combinaciones convezas, es decir Conv(S) = {A1.s1 + -+ + ApSm /S € S,
)\i ZOVl Szgm y21<i<m)‘i:1}'

11



12 CAPITULO 1. PRELIMINARES
Demostracion: Dado un conjunto S C R™ si notamos

Cs={Msi+ +Ansm [/ 5€S, N>0VI<i<my Y M=1},
i=1

vale que S C Cg pues Vs € S tomando A = 1 tenemos que s = A.s € Cg.

Veamos que Cg es convexo: para todo a,b € Cg vale que a = A\1.s1+ -+ + AnoSm ¥
b=+ -+ pprg con Yoy N =1, 0 >0,y Y, =1, i > 0. Sea ¢ € ab.
Tenemos que ¢ =t.a + (1 —t).b con t € [0,1]. Por lo tanto

c = t(A.s1+ A+ Amsm) + (1 —t)(ur.m + -+ pg.Tx)
= ths1+ o+t Amsm+ (A =t + o+ (1 —t).pper,

donde s;,7; € S;t.A; >0, (1 —t).u; >0 paratodo 1 <i<myl<j <k Ademas,

m k m k
DTEAAD A=ty = Y N+1—8).> py = t1+(1-1t)1 = L
i=1 J=1 i=1 j=1

Luego ¢ € Cg para todo ¢ € ab, con lo cual ab C Cg y esto vale para todo a,b € Cg. Por
lo tanto, Cg es convexo. Entonces, como S C Cg, Conv(S) C Cs.

Por ultimo, sea C convexo tal que S C C. Veremos que Cg C C usando induccién en m, la
cantidad de elementos de S involucrados en la combinacion lineal convexa.

Con m = 2, dados s1,s2 € S C C, 5153 C C por ser C convexo. Luego, para todos los
A1 >0, Ay > 0 tales que A1 + A2 = 1 vale que A1.s1 + Aa.59 € C.

Si vale para m, veamos que vale para m + 1: Sea A1.51 + -+ + Am-Sm + Am+1-Sm+1 € Cs

A A
con Zzn:l Ai=1 X >0y s; €8S. Entonces, ———.s1 +--- + 7m.sm es una
1-— )\m+1 1- )\m—l—l
combinaciéon convexa de m elementos de S, puesto que - >0y s; €8 para todo
- Am+1
1<i< i A ! i)\ ! (1= Ams1) = 1. Por Ia hiptesi
<i<m, = . = —(1— 1) = 1. Por la hipétesis
Y 1= 1=y = 1= A mt
. . A Am
inductiva, S1+ -+ ———s;m € C. Como ademas s;p1 € S C C, por ser
1-— )\m+1 1- >\m+1
)\1 )\m
C convexo, vale que t.s;41 + (1 —t).(—————s1+ -+ ———.5) € C Vit € [0,1].
1— A1 1= Am1

Tomando ¢ = A\,4+1 tenemos que
A1 4+ AmSm + Amt1-Sma1 =

A1 Am

= )‘m-i-l-sm—i-l + (1 — Am+1).(7_31 + o+

1= A4t 1- >\m+1'8m) €C
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Entonces, Cg C C para cualquier C convexo que contenga a S.

Por definicion de Conv(S) concluimos que Cg C Conv(S). Finalmente, vale que Cg =
Conv(S). O

Consideraremos en particular el caso en que S sea un conjunto finito. Si S = {Sj}gzv
entonces su capsula convexa es Conv(S) = {A\.s1+ -+ A5y /N >0V <i<ry

219‘9 Ai =1}

Definicion 1.4 Un politopo es la cdpsula conveza de un conjunto S C R"™ finito.
Los politopos enteros son politopos P = Conv(S) donde los puntos de S tienen todas sus

coordenadas enteras.

El volumen n-dimensional de un politopo P estd dado por Vol,(P) = fP 1 dxy...dx,
donde x1,...,x, son coordenadas en R™.

Nos interesaran en particular los politopos de la forma Conv(A), donde A C Z™ es finito
y estd formado por todos los vectores de exponentes de un conjunto de monomios. Por
ejemplo, Ag = {m € ZZ, / |m| < d} es el conjunto de los vectores de exponentes de todos

los monomios de grado total menor o igual a d.

Lema 1.5 Sea Qq = Conv({m € Z%, / |m| < d}). Entonces Qq = {(a1,...,a,) € R" /
a; >0 A Z?:l a; < d}

Demostracion: (C) Sea A1.v1 + -+ -+ Ar.vp un elemento de Conv({m € Z%, / |m| < d}) y
por lo tanto que cumple que > . ;A =1, \; >0y v; € {m e Z%, / |m| < d} para todo
1 <4 < r. Si escribimos cada v; como v; = (ay;, ..., an;) para todo 1 <i <,

AU1+ Ay = ()\1.0,11 4 AQip, ey AR )\T.anr),

como A\; > 0y v € Zgo, resulta que Aj.a;1 + -+ + Ar.ay > 0 V1 < ¢ < n. Ademas,
> =1 Aj =1y >3l ai;; < d conlo cual,

n n n (s

Z()\l.m + -+ /\r.?},«)i = Z(x\l.ail +--+ )\T.air) = Z(Z )\jaij)
=1 i=1 i=1 j=1
= Z/\j(z aij) S Z)\j.d = d(z )\j) =d.l1 =d.
j=1 i=1 j=1 j=1

(D) Por induccion en n (donde Qg CR™). Sin =1y a; € {a1 € R>p / a1 < d}, tenemos
que a; € 0d = Conv({m € Zx¢ / |m| < d}).
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Si vale para n — 1, queremos ver que vale para n: Sea (a1, ...,a,) € {(a1,...,a,) € R" /
a; > 0 A D" a; <d}. Entonces, si llamamos k = > | a;, tenemos que k < d, a; >0y
k—an>0.Sik=ay, (a,...,a,) = (0,...,0,k) € Conv{(0,...,0);(0,...,0,d)} C Qq.
ai.k k

i 1 o> o0vVi<i<n-—1 n-l = Sta =
Si no, vale que k_an_OV <i<n yz’zl(k—an) k—anZZzlaZ
k
k: (k —an) = k < d, y usando la hipdtesis inductiva,
“a,
al,k an.k n—1
(k—an"”’k‘—an) € Conv({m € Z%;" / Im| < d}),
. 1 ay.k an.k
con lo que existen sq,...,s. € {m € Z%;" / |m| < d} tales que ( ey ) =
< o k—a, k—ay,
> i—1 Hj-8j con E;Zl pj = 1. Aqui, usando para cada s; = (s],...,s’ ), la notacion
. . al.k an.k
(85,0) = (s7,...,5)_1,0) € {m € Z%, / |m| < d}, tenemos que ( e ——0) =
= k—ay, k—ay,
ai.k an.k
> py-(85,0) con Y0 p; = 1. Luego, ( e, — ,0) € Conv({m € 2%, /
J J k—an k—an =
an Ap, ai.k an.k

|m| < d}). Como ademés (a1, ...,a,) = ?.(O, 0k +(1—

?)'(kj_anw"?k_anao),
vale que (ag,...,a,) € Conv({m € Z%, / |m| < d}). O

Veamos un ejemplo de Qg:

Ejemplo 1.6 En R? y en R?, tomando d = 2, obtenemos los siguientes politopos:

34
3 1L
2+
QZ
2 9 1+
Q.
'S
1+ + + }
1 2 3
1
-
1 b 1
1 ) g g 1 5
-1 1 2 3
1 4+ 3

El Lema 1.5/ nos permite hallar el volumen de Qgq.
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Proposicion 1.7 Sea Qg definido como antes; entonces su volumen es
Vol,(Qq) = d"/n!.

Demostracion: Consideremos en primer lugar, el caso d = 1, es decir, Q1 = {(a1,...,a,) €
R™ /a; > 0A Y7 a; <1}. Sea C = {(z1,...,2,) € R" / 0 < x; < 1}. Se define la
funciéon @ : R” — R"™,

O(z1,...,2n) = (1 —2z1,21.(1 — x2),z1.22.(1 — x3),...,21.22. .. Tp_1.(1 — xy)).

Veamos primero que ¢(C) = Q;.

(C) Como 0 < x; <1, se tiene que 0 < 1 — x;; esto implica que z1.x2 ... z;—1.(1 — ;) >0
V1 <7 < n. Ademas,

n

Z(@(ml, centpn))i=1l—x1+21.(1 —22) + x1.22.(1 —23) + -+ 21.22 ... Tp1.(1 — zp)
i=1

=l—-z1+z1—x1. 22+ 2122 —T1. 2223+ -+ T1...Tp1—X1...xpn=1—x1...2, < 1.

Por lo tanto ®(C) C Q.

(D) Sea (a1,...,an) € Q1. S1 Y 1" 4 a; < 1, definiendo sucesivamente
a2 Qn
rn=1-a, x9=1—-——,...,2p=1— ————
1 T1...Tp-1
tenemos que ®(x1,...,2z,) = (ai,...,a,). Veamos que (21, .. ., Ty) esta bien definido: como

a2
Yo a; < 1,luego 1 —a; > 0y por lo tanto podemos tomar x5 = 1 — —. Inductivamente,

T )
si x1,...,2; estan bien definidos, x1,...,z;-1 # 0. Pero si z; = 0, entonces 23‘21 aj =
1—21...2; =1, que no puede ser. Luego z; # 0 con lo cual x;41 esta bien definido.
Ademas, (z1,...,2,) € C: como 0 < a1 < 1, se tiene que 0 < 1 < 1. Inductivamente, si
) a; g
0<zp,...,2i—1 <1, se tiene que —— > 0 y por lo tanto z;, =1 — ——— < 1.
r1...L5-1 X1...X5-1

)

Asuvez, 1l —x1...2; = ijlaj < 1,porloquezxi...2; >0,y como x1...25—1 > 0,

también lo es x;.

Si en cambio Y7, a; = 1, existe un m tal que 7" a; < 1y S a; = 1. Luego vale
que a; = 0 para todo ¢ > m. Si tomamos X = (z1,...,%mn-1,0,...,0), donde x1,...,Tpm_1
estan definidos como antes, tenemos que X € C y ®(X) = (ay,...,a,). En efecto, como

S tai < 1,0< @y, @,y < 1. Ademas,

m m—1
1:§ a; = E a;i+am=1—21...Tm_1+am
i=1 i=1
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conlocual £1...Zm_1 = Q.

Ahora, sabiendo que ®(C) = Q; y usando el teorema de cambio de variable se tiene que

VOln(Ql):/ 1dal---dan=/ |J(®)|dxy . .. dzy
C

1

donde
—1 0 . 0 0
(1—=z2) —x1 0 0
|J(®)] = det :
z2x3...(1—xp—1) x1x3...(1—xp_1) - —T1...Tp_2 0
2223 ... (1 —xp) 123 ... (1 — xp) ooy xp—2(l —xp) —T1...Tpo1
n—1 _n—2
= [(-1).(—z1)...(—21...2p1)| =27 @y 7.
Entonces

Vol (Q1) = /1’1‘_1.:672‘_2...xn_ld:cl...dacn
C

1 1 1 1
= / x?_ldacl./ a:g_deg.../ xn_ldxn_l./ 1 dx,
0 0 0 0

af |t af ! L 1

.. T

1
ol

1
1

niyn—1|, O_E'n—l'”§

Por ultimo, sea V(z1,...,z,) = (d.x1,...,d.z,). Entonces ¥(Q1) = Qg y por lo tanto

n

Vol,(Qq) = / ldy...dy, = / d...ddxy...dx, =d"Vol,(Q1)

= 7'.
d Q1 n:

n

Las caras de un politopo seran subconjuntos de especial importancia.

Definicion 1.8 Sea P € R" un politopo y sea v € R" — {0}.

» Si my(P) = min,,cp(m,v), el hiperplano de apoyo de P es el hiperplano afin dado
por la ecuacion (m,v) = m,(P).

» Se llama la cara de P determinada por v a P, = PN{m € R" / (m,v) = m,(P)}. Se
llamard a v su normal interior. St las coordenadas de v son enteras y tienen divisor

comiin mdzimo 1, se dird que v es primitiva.

s S dim P = n, llamaremos faceta de P a toda cara P, de P de dimension n — 1.
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SiP C R" ydim P = n, toda faceta de P tiene una tnica normal interior primitiva, aunque

no sucede lo mismo con las caras de dimensién estrictamente menor a n — 1.

Ejemplo 1.9 Si tomamos P = Conv({(0,0,0);(0,2,0);(2,0,0);(2,2,0);(0,0,2)}), luego

el politopo P es el siguiente:
34

2 -+

Politopo 1-

faceta

cara
de dimension 1

En el grafico marcamos una cara y una faceta. Vamos a senalar también el hiperplano de

apoyo de P dado por la ecuacion ((x,y, 2), (0,0,1)) = m,1)(P) (es decir, z = 0):

31

2+

IN
o

Normal interior

¥ z=0
Hiperplano de apoyo

Proposicion 1.10 Si {m € R" / (m,v) = m,(P)} es un hiperplano de apoyo para P =
Conv(A), con A CR™ finito, entonces P, = Conv({m € A / (m,v) = m,(P)}).
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Demostracion: Recordemos que, por definicion, P, = P N {m € R" / (m,v) = m,(P)}.
(D): Para cada m € {m € A/{(m,v) = m,(P)} = AN {m € R"/(m,v) = m,(P)},
como A C P, se tiene que m € PN {m € R* / (m,v) = m,(P)} = P,. Entonces, como
P, es convexo por ser interseccion de convexos, concluimos que Conv({m € A/ (m,v) =
my(P)}) C Py.

(C): Sea p € P,. Entonces (p,v) = my(P)yp=>;_;Ni.piconp; € AVl <i<r. Por
la definicion de my(P), (p;,v) > m,(P) V1 < i < r, y si para algun ig la desigualdad es

estricta,
po) = (O Xipi)v) = ZX- Di, V)
= > XD v) + Xig-(Pigs v) = > Aim(P) + Nig . (pig, v)
i#£ig i#ig
> Z/\ my(P) + Xiy my(P) = Z/\i my(P) = my(P) = (p,v)
1#£i0
lo cual no puede ser. Luego (pi,v) = my(P), es decir, p; € {m € A/ (m,v) = m,(P)}
V1 <i<r, yporlotanto p = > A\i.p; € Conv({m € A/ (m,v) = m,(P)}). O
Si Fi,...,Fs son las facetas de un politopo n-dimensional P C R", y vq,...,vs sus re-

spectivas normales interiores, el politopo P puede caracterizarse por sus facetas (ver la
demostracion de [6, Teorema 1.4, Cap. II]):

P={meR" / (m,vj) >m,,(P)V1<j<s} (1.1)
Necesitaremos también alguna manera de calcular el volumen de P a partir de sus facetas.

Proposicion 1.11 Sean P C R" un politopo de dimension n, r un elemento de P y
Fi,...,Fs las facetas de P. Entonces, si definimos Il; como la pirdmide de base F; y

altura determinada por r V1 <1 < s, tenemos que

Vol ( Z Vol (

Demostracion: Basta ver que P = J;_, II; y que dim(IL; N1I;) < n Vi # j.

Como cada faceta de P esta incluida en P y r € P, por ser convexo, II; C P. Luego, s6lo
tenemos que ver que P C Ule II;.

—
Para todo x € P, sea L, la semirrecta de origen r que pasa por z. Por (1.1) sabemos
que P =(_,{qg € R" / {(q,v1) > my,(P)} donde v; es la normal interior primitiva de F;
—
V1 <1 <s. Luego (r,u) > my, (P) VI, pero como P es acotado y L, no, existe un punto
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ES IT;; tal que para algtn iz, (y,vi,) < my, (P) (pues no serd elemento de P). Entonces,
existe y, € Ty N Fi, (0 sea que IT;,: NP =77y;). Pero como r,y, € II;, y ésta es convexa,
7Yz C II;,. Luego, z € II;, C |J;_; IL,.

Para ver que dim(II; NII;) < n Vi # j, supongamos que no es asi para algunos i, j fijos.
Luego, existen z € II; NII; y k > 0 tales que By(z) C II; N1II; (donde By(z) = {y €

el
R™ / |ly — z|| < k}). Ahora, tomando nuevamente L,, como = € II; y x € II;, existen

vi,y; tal que y; € IT; NF v y; € IT;,: N Fj. Ademas, r no puede ser un elemento de F; o
Fj pues si r € F;, 7,y; C F;. Luego, x € F; pero entonces Bi(z) € II; (igual con F;).

Siyi # yj, I — will # |7 — yjl| (pues ambos se encuentran en la misma semirrecta de
origen 7). Entonces, puedo suponer que || — y;|| < |7 — y;||. Luego existe t € [0, 1] tal que

y; = t.r+ (1 —t).y;. Como dijimos antes que
S
P =g eR" / (gu)>m,(P)}
I=1

donde v es la normal interior primitiva de 7, (y;,vi) < my, (P) (delo contrario, m,,(P) =
(Yi, vi) = t.(r,v;) + (1 —1).(yj,v;) > t.(r,v;) + (1 —t).my, (P) > my, (P) pues r € P\F;, que
es absurdo). Pero esto implica que y; no puede ser un elemento de P lo cual no es cierto.
Luego, tiene que valer que y; = y;. De la misma forma, para todo z € By(z), z € II;NII; con
lo cual existen y, ; € IT;OE Y Yz € IT;H}"]— (definiendo nuevamente ITZ) como la semirrecta
de origen r qge pasa por z). Pero, asi como sucede para x, no puede ser que y.; # Yz j.
Sea B = {z € Bi(x) / (z,v;) = (z,v;)}. Como dim By(x) = n, entonces dim(B) =n — 1
(pues es intersecarlo con un hiperplano y « € B). Llamemos A = {y.; / z € B}; luego vale
también que dim(A) = n — 1. Sin embargo, como dijimos que y.; = y. ; para todo z € B,
entonces A C F;NF;. Por lo tanto, dim(A) < dim(F;NF;) < n—1 (de lo contrario, serfan
la misma faceta) lo que es un absurdo. (]

1.2. Sumas de Minkowski y volumen mixto

A continuacion definiremos dos operaciones con politopos:

Definicion 1.12 Sean P,Q C R" politopos. Se define la suma de Minkowski de P y Q
como el politopo P+ Q={p+q / peP,qe Q} (con la suma usual en R™).
Ademds, para A > 0 se define el politopo \.P como \.P = {\.p / p € P} (también con el

producto usual en R™).

Ejemplo 1.13 Dados los politopos
P = COHU({(0,0);(O, 2); (270); (272)})
Q = COTLU({(0,0);(LQ};(2,1)})
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34 34
2 2 +
1+ P 14+ Q
] J ] ] ] ] ]
T I T T T T T
-1 1 2 3 -1 1 2 3
14 14

Como Q contiene al origen, P + Q puede obtenerse ubicando una copia de Q en cada
vértice de P y tomando la capsula convexa del conjunto obtenido.

51
4 1+
3L Q Q
2
P
1 Q
[l } [l [l [l
T T T T T
-1 1 2 3 4 5
14+

Entonces

P+Q= CO’I’L’U({(O, 0); (27 0); (47 1); (473); (374); (174); (Oa 2)})
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-1
14

Proposicion 1.14 Sean Py, ... P, politopos en R™, A\i,..., A\ € R>g, y v € R” — {6)}

Entonces

my(AM.P1+--+XP) = Amy(Py)+ -+ Xoomy(Py)
()\1~P1+"‘+)\T-P7‘)'u = )\I(Pl)v‘i“i‘Ar(PT)v

Demostracion: Primero se vera que vale my,(AP) = Am,(P) y (A.P), = A\.P,. Para ver
esto, sea m € AP tal que (m,v) = m,(AP). Entonces m = A.p con p € P y m,(A\P) =

AA(p,v). Luego (p,v) = mu(AP) y, €n consecuencia, mu(AP) > my(P), es decir my,(AP) >
A A
A.my(P). Como ademéds P = }.(AP), tenemos que m,(P) > f.m,(AP) y, por lo tanto,

my(AP) = A.my(P). Usando esto, (AP), = AP N {m € R” / (m,v) = Am,(P)} =
AP Mg eR™ / (q,v) =my(P)} = A(P)y.

Veamos ahora que m,(P + Q) = my,(P) + my,(Q) y (P + Q) = Py, + Q,. Por definicion,
my(P+ Q) < {((p+4q),v) Vp € P,q € Q. En particular m,(P + Q) < min,cp({p,v)) +
mingeq((¢,v)) = my(P) + my,(Q). Al mismo tiempo, existen pg € Py go € Q tales
que my(P + Q) = ((po + q0),v) = (po,v) + {go,v) > minyep((p,v)) + mingeq((g,v)) =
my(P) +my(Q). Entonces m,(P 4+ Q) = my(P) +m,(Q).

Para ver que (P +Q), C P, + Q,, seam € (P + Q),. Sabemos que m =p+qcon p € P
Y4 € Q. Luego (p,v) = mu(P) y (g,0) = my(Q); pero como (m,v) = my(P + Q) =
my(P) + my(Q), entonces deben valer las igualdades, y por lo tanto, p € P, y ¢ € Q.
A su vez, vale que (P + Q), 2 P, + Q,, pues si m € P, + Q,, entonces m = p + ¢ con
(p,v) = my(P) v (g, v) = my(Q), y entonces (m,v) = my(P) + m,(Q) = my,(P + Q), con
lo que m € (P + Q).
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Por dltimo, las igualdades del enunciado de la proposicién se deducen procediendo por

induccién en la cantidad r de politopos. O

La siguiente nocién nos permitird mas adelante relacionar la geometria de politopos con la
cantidad de soluciones de sistemas de ecuaciones polinomiales.

Definicion 1.15 Dados Py, ..., P, CR" politopos, se define el volumen mixto de Minkows-

ki de dichos politopos como

MVL(Py,. . P =) (D)™ > Vol (Y Py).

i=1 Ic{l,....,n} kel
1| =

Ejemplo 1.16 Para los politopos del Ejemplo [1.13 tenemos que, como Vola(P) = 4,
Vol2(Q) = % y Volo(P 4+ Q) = %, entonces

27 3
MVy(P, Q) = Vola(P + Q) — Vola(P) — Vols(Q) = — —4 — - = 8.

2 2
Dados politopos Py,..., P, C R" y dados (A1,...,A,) € RY, la funcion (Ai,...,A,) —
Volp,(A1.P1 + -+ + \,.Py,) resulta ser un polinomio homogé;eo de grado n en Aq,..., Ay
(ver [4, Proposicién (4.9), Capitulo 7]). Una definicién alternativa del volumen mixto puede
darse de la siguiente forma (para la equivalencia de ambas definiciones ver [4, Capitulo 7,
Teorema (4.12)d.]):

Teorema 1.17 Dados los politopos Py, ..., P, C R™ su volumen mizto es el coeficiente
del monomio A\ A2 ... Ay en Vol,(A\.P1+ -+ X\,.Py).

Algunas propiedades a destacar en relacion al volumen mixto son las siguientes (ver |4,
Capitulo 7, Teorema (4.12)]):

Proposicion 1.18 El volumen mizto es simétrico y lineal en cada variable. Si Pq,... Py
son politopos en R", MV, (P1,...,P,) > 0; mds ain, es 0 si alguno de los P; tiene
dimension 0, y positivo si todos tienen dimension n. Ademds, si los n politopos coinciden,

MVy(P,...,P) = nl.Vol,(P).

1.3. Genericidad

A lo largo de este trabajo trataremos muchas veces con propiedades que si bien no son
validas para absolutamente todos los polinomios (o polinomios de Laurent), si lo son para

lo que llamaremos el caso genérico.
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Dado un conjunto finito de exponentes A = {ai,...,a,} C Z", notaremos L(A) =
{e1.2 4+ 2% [ ¢; € C} al conjunto de los polinomios de Laurent en Clz7™!, ..., ;1]

cuyos monomios tienen exponentes en A.

Definicion 1.19 Sean A1, ..., A, subconjuntos finitos de Z7". Una propiedad se dice que
vale genéricamente para polinomios de Laurent (fi,...,fm) € L(A1) X -+ x L(Ap) si
existe un polinomio no nulo P en los coeficientes de los f; tal que la propiedad se cumple
para todos aquellos fi1,..., fm cuyos coeficientes no anulan al polinomio P.

La principal conexién entre politopos y polinomios de Laurent estd dada por la siguiente

nocién:

Definicion 1.20 Sea f = 3, cox® € Clzi, ..., 2. Se define el politopo de Newton
de f como

NP(f)=Conv({a € Z" | co # 0}).

Ejemplo 1.21 Si tomamos el polinomio f € Clz, ] tal que f(z,y) = 5— 22 +2zy+3y32?,
su politopo de Newton es:

4 +
3+ Py
2 4+
1+ ° W(Pm
s
-1 1 2 3
14+

Notar que si f € L(A), entonces NP(f) C Conv(A). Méas atn, usando la Definicion 1.19
de propiedad genérica, podemos hablar de polinomios genéricos con politopos de Newton
fijos:

Observacion 1.22 Sea A = {a1,...,a.} C Z" y sea P = Conv(A). Entonces, para un
polinomio genérico f € L(A), se tiene que N'P(f) = Conv(A).
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1.4. Series de potencias racionales

En esta seccion introducimos algunas nociones y propiedades basicas sobre series formales
v de Puiseux y su relacién con la parametrizacion de curvas algebraicas que nos seran de
utilidad para el estudio de conjuntos de soluciones no aisladas de sistemas de ecuaciones
polinomiales. Un desarrollo mas extenso del tema puede encontrarse en [17, Capitulo 4].

Definicion 1.23 Llamaremos conjunto de las series de potencias formales sobre C, y lo
notaremos C[t], al conjunto de todas las expresiones del tipo p(t) = > 72 ant™ con a, € C

para todo n € Ny.

Los elementos de C[t] se suman y multiplican como los polinomios, constituyendo asi un
dominio que incluye a Clt]. El cuerpo de fracciones de C[t], que notaremos C((¢)), puede
caracterizarse de la siguiente forma (ver la demostracion de [17, Capitulo 4, Teorema (1.2)]):

Teorema 1.24 EIl cuerpo C((t)) es el conjunto de las series formales con finitos exponentes

[e.9]

n
n=0 ant

negativos, y todo f € C((t)) puede escribirse en forma tnica como f(t) = th.
donde h € Z y ag # 0.

Si f(t) =t". 3% jant"™, con h € Zy ag # 0, llamamos orden de f a ord(f) = h. Definimos

también para la serie nula, ord(0) = oo.

Para cualesquiera f,g € C((t)) vale que ord(f.g) = ord(f) + ord(g) y ord(f + g) >
min{ord(f),ord(g)} (y son iguales si ord(f) # ord(g)).

Sea ahora F(xz) = 0 la ecuaciéon de una curva algebraica C en el plano proyectivo dada
por un polinomio homogéneo F € C|xg, z1, z2]. Decimos que zo(t), z1(t), z2(t) € C((t)) son
las coordenadas de una parametrizacion de C si X(t) = (zo(t) : z1(t) : 2(t)) cumple que
F(X(t)) = 0 y no existe e(t) # 0 en C((t)) tal que e(t).z;(t) € C para todo 0 < i < 2.
Las parametrizaciones pueden considerarse como puntos de la curva C: si pensamos a la
ecuacion F(z) = 0 como definiendo una curva C’ en el plano proyectivo sobre el cuerpo
C((t)), los puntos de C’ consisten en todos los puntos de C y todas sus parametrizaciones.

Si zo(t) # 0, (z1(t)/xo(t), z2(t)/x0(t)) pueden considerarse como coordenadas afines de
la parametrizacion. A su vez, si f(z,y) = F(l,z,y) y x(t),y(t) € C((t)) cumplen que
f(z(@),y(t)) =F(1:z(t) : y(t)) = 0, y no pertenecen todos a C, (1 : z(t) : y(t)) son las
coordenadas proyectivas de una parametrizacion de C.

Si X(t) es una parametrizacion de C y h = — min{ord(x;)}, podemos escribir esta misma
parametrizacion como (yo(t) : y1(t) : y2(t)) donde y;(t) = t".z;(t), de manera que existe al
menos un y; cuyo orden es cero. Luego, y;(0) = ap; # 0 para algtn ¢. Llamaremos al punto

a = (ago : a1 : az) € P? el centro de la parametrizacion, que es tnico.
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Diremos que dos parametrizaciones X(t), Y(¢) de una curva son equivalentes si Y (t) =
X(z(t)) con ord(z) = 1. Notar que dos parametrizaciones equivalentes de una curva tienen
el mismo centro.

Hasta aqui s6lo trabajamos con parametrizaciones de curvas de P2. De igual forma, todas es-
tas nociones pueden generalizarse a n coordenadas afines x1, . . ., £, de una parametrizacion.
A partir de esa generalizacion, podemos enunciar el siguiente teorema, cuya demostracion

consiste en una generalizacion a n coordenadas de la prueba de [17, Capitulo 4, teorema
(2.2)]:

Teorema 1.25 En un sistema de coordenadas adecuado, cualquier parametrizacion es

equivalente a una de la forma
$1(t> =tm™m

l‘g(t) = @91t + agot22 + ...

Tp(t) = anit™m + apat™2 4+ ...

donde my,m;; € N y 0 <mi; <mg <... para todo 2 <1 <n, Vj.

A continuacién, extenderemos la nocion de series de potencias a series con exponentes

racionales:

Definicion 1.26 Llamaremos cuerpo de series de potencias racionales sobre C o series
de Puiseux al conjunto C(t) = U,ey C((t%)), donde, para cada n € N, los elementos de
C((t%)) son todos los de la forma p(t) = tn >0 ajt% con h € Z, aj € C para todo j € Ny
y ag # 0.

Dado p(t) = tn Z?io ajt% € C(t) con ag # 0, definimos ord(p(t)) = : El conjunto de los
elementos de C(t)" de orden no negativo se notara C[t].

Si z(t),y(t) € C(t), existen m,n € N tales que = € (C((ti)), y € (C((tle)) Luego, z,y €
C((tﬁ)) y por lo tanto también pertenecen a (C((tﬁ)) su suma, producto y cociente (si
y #0). Asi, C(¢)’ resulta un cuerpo.

El teorema bésico sobre parametrizaciones de curvas algebraicas es el siguiente (ver [17,
Capitulo 4, Secciéon 3, Teorema (3.1)]):

Teorema 1.27 El cuerpo de las series de potencias racionales C(t) es algebraicamente

cerrado.

En la Seccion 2.2] utilizaremos este teorema para hallar, dada una curva de raices de un
sistema F, una parametrizaciéon de esta curva donde cada coordenada es una serie de

Puiseux.
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1.5. Multiplicidad de intersecciéon

Dados polinomios f1,..., fn € Clx1,...,zy] con finitos ceros comunes en C"; se dice que
el ideal I = < fi,..., f,, > generado por los polinomios en C[zy,...,x,] es un ideal cero-
dimensional, o bien que fi(x) =0,..., fu(x) = 0 es un sistema cero-dimensional.

Bajo estas condiciones, el cociente C[xy, ..., x,]|/I es un algebra de dimensién finita sobre
C (ver [3, Capitulo 5, Secciéon 3, Teorema 6]). La dimension D de esta algebra es mayor
o igual que la cantidad de ceros comunes de los polinomios (ver |4, Capitulo 2, Teorema
(2.10)]). Sin embargo, en forma analoga a lo que sucede en el caso de un polinomio en una
variable, es posible definir una multiplicidad algebraica para cada uno de estos ceros de
manera que la suma de estas multiplicidades sea igual a D.

Una forma de asignar multiplicidades a los ceros aislados de un sistema de ecuaciones
polinomiales es a través de ciertos anillos asociados al punto y el ideal generado por los

polinomios.

Definicion 1.28 Un anillo local es un anillo con exactamente un ideal maximal.

Dado (p1,...,pn) € C" notaremos Clz1,...,ZTn)<zi—p1....2n—pn> al conjunto de todas las
. . f(-Tl,.--,J?n) .
funciones racionales P € C(zxy,...,x,) tales que g(p1,...,pn) # 0. Los anillos

g(z1,. .., Tn
de este tipo verifican (ver [4, Capitulo 4, Proposicion (1.2)]):
Proposicion 1.29 Para cada (p1,...,pn) € C*, Clz1, ..., Tn)<zi—p1,..zn—pn> €S UN aNi-
llo local, y subanillo del cuerpo de funciones racionales de C(x1,...,x,) que contiene a
C[:El, N ,xn].
SiIes unideal de Clzy,...,25] vy (P1,...,pn) € C”, notaremos Iey, —p, . zn—p.> al ideal
generado por los elementos de I en Clz1, ..., Zn]<czi—p1,.2n—pn>-

Ahora estamos en condiciones de definir la multiplicidad de una solucién de un sistema de

ecuaciones polinomiales cero-dimensional:

Definicién 1.30 Sean fi,..., f, € Clz1,...,x,] polinomios con finitos ceros comunes en

C"yseal=< f1,..., fn>. Para cada p = (p1,...,pn) € C" raiz del sistema

fl(ml,...,xn) =0

fn(:cl,...,xn) =0

definimos la multiplicidad de interseccion de fi,..., f, en p (o multiplicidad de p como
cero de F) como:

mult(fi,..., fu;p) = dimc Clz1, ..., Tnl<a—prozn—pn>/L<zi—protin—pn>-
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Observamos que la misma definicién de multiplicidad puede también aplicarse en el caso en
que (p1,...,pn) € C" es una solucion aislada de un sistema de n ecuaciones polinomiales

con n incognitas (ver [8]).






Capitulo 2

El Teorema de Bernstein

El Teorema de Bernstein, cuya demostracién analizaremos en este capitulo, nos permite,
dados n polinomios en n variables, hallar una cota para el niimero de sus raices aisladas
comunes en (C*)" contadas con su multiplicidad a partir de los politopos de Newton de
los polinomios. Mas atin, en el caso genérico nos dice exactamente cuéntas son esas raices
en funcién tnicamente de dichos politopos. También da informacién sobre las condiciones
de genericidad bajo las cuales la cota se alcanza.

En primer lugar introduciremos algunas notaciones que se usaran en lo sucesivo.

Dados fi,..., fn € ClzE!, ... 2!, se define L(F) como la cantidad de raices aisladas en
(C*)™ del sistema

fl(iﬁl,...,l‘n) =0
F={ : (2.1)

contadas con su multiplicidad.

Sea & = (Sy,...,S,) una coleccion de subconjuntos finitos de Z". Para ¢ = 1,...,n

consideramos una familia (c;q)qes, de nuevas indeterminadas sobre C. Entonces, el sistema
q _
qusl Cqu =0
: (2.2)

q _
>_qes, Cng®?! =0

tiene finitas soluciones en ((C(ciq)*)”, donde C(cjq) es una clausura algebraica del cuerpo
de fracciones de Clegq). A este namero de soluciones lo notamos £(S).

Si especializamos los coeficientes c¢;; del sistema (2.2) en valores genéricos en C*, el sis-
tema obtenido tendra finitas soluciones aisladas en (C*)" y, contadas con multiplicidad,

29
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su namero resulta ser también £(&) (ver [9, Proposicion 1], [16, Capitulo II, Secciéon 6,

Teorema 3|).

Notar que £(S) es simétrico ya que la cantidad o multiplicidad de las soluciones del sistema

no varia cambiando el orden de sus ecuaciones.

2.1. Cambios de variable y propiedades genéricas

Para la demostraciéon del Teorema de Bernstein serd especialmente 1til el uso de ciertos
cambios de variables. Es necesario entonces ver que tanto L(F) como £(&) no cambian al

aplicarlos.

Para cada f(z1,...,7,) = Y. ce? € Clzi',... ;"] definimos el soporte de f como
sop(f) = {q € Z"/cq # 0}.

Para toda matriz U = (u;j)1<ij<n € Z"*" tal que det(U) = £1, se define el cambio de
variables © = yU de la siguiente manera: z; = [, y?” V1 < j < n. Este cambio de

variables induce un isomorfismo U* : Clz!, ... ] — C[yil,...,yt"], U (2?) = yY2.

rrn

Lema 2.1 Con las notaciones anteriores se tiene que si f € (C[ﬂjid,... 1, entonces

r'n

sop(U*(f)) = U(sop(f)). Ademds, para cada sistema de ecuaciones ¥ del tipo (2.1), vale
L(F) = L(U*(F)).

Demostracion: Sea f(x1,...,2n) = 3 e sop(f) Ca®?s Tuego UT(f) = 3 csop() CaU™(29) =
> e sop(f) cqyV?. Esto implica que sop(U*f) = {Uq / q € sop(f)} = U(sop(f)).

Para ver que L(F) = L(U*(F)), sea xg € (C*)™ tal que fi(z9) = 0 para todo 1 < i < n.

, -1
Asi, tomando yo = $([]J tenemos que

% -1
U*(fi)(yo) = Z qu(l)jq: Z Cq”U(I)J v = Z cqug = 0.

qesop(fi) g€ sop(fi) g€ sop(fi)

Con esto, yo es raiz de U*(F), y como y = 2Y™" es un cambio de variables, esto implica

que L(F) = L(U*(F)). O

También podemos observar que la traslacion T : Z" — Z" definida por T(q) = ¢+ p con

p € Z" fijo induce un isomorfismo T* : ClzT, ...,z — Clyi, ... ¥y, T*(29) = y?*P.
En este caso, para cada f € ClzE,... ], se tiene que T*(f) = y”f(y) y sop(T*(f)) =
T (sop(f)). En consecuencia, para cada sistema de ecuaciones F del tipo (2.1), si Ty,..., Ty,

son traslaciones, se tiene que L(F) = L(T5(f1),..., T5(fn)).
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Corolario 2.2 Dada U € Z™*" tal que det(U) = 1, si US = (USy,...,US,,) vale que
L(6)=L(UG). Si Ty,..., T, son traslaciones en Z" y TS = (T1S1,...,T,S,) entonces
L(6)=L(TS).

El siguiente lema nos permitird hacer cambios de variables convenientes.

Lema 2.3 Dado « € Z" primitivo (es decir, tal que mcd(a,...,an) = 1), existe U =
(uij)ij € Z™™ tal que v es su primera fila y U™t € Zm<n,

Demostracion: Seguiremos la idea para la demostracion dada en |4, Capitulo 7, Seccién
5, Ejercicio 9]. Para ver que existe U como la buscada, basta ver que existe una matriz
U € Z™™ con inversa entera y « como su primera columna (luego tomamos U = ﬁt) A
su vez, alcanza hallar A € Z™" tal que A~! € Z"" y A.a = (1,0,...,0) pues entonces
a=A1Aa=A"1(Aa)=A"1(1,0,...,0), que es la primera columna de A~} y
tomando U = A~! conseguiriamos lo buscado.

Aplicaremos al vector columna « una cantidad finita de operaciones elementales enteras de
filas (permutar dos filas, multiplicar una fila por —1 o sumar a una fila un multiplo entero
de otra) de manera de obtener el vector (1,0,...,0)". Dado que las operaciones de este tipo
se pueden interpretar como multiplicar por matrices elementales enteras cuyas inversas son
también enteras, el producto de las matrices elementales correspondientes a las operaciones
efectuadas serd una matriz A € Z"*" con inversa entera tal que A.a = (1,0,...,0)".
Podemos suponer que todas las coordenadas de o son no negativas, pues de lo contrario,
multiplicamos por —1 cada una de las coordenadas negativas.

Como « es primitivo, existe a; # 0. Sea «;, = min{a; # 0}. Asi, intercambiando las
coordenadas 1 e ip obtenemos un vector b = (b1,...,b,)" donde b; > 0 para todo j y
0 < by < b; para todo ¢ con b; # 0. Para cada ¢ > 2, aplicando el algoritmo de division,
tenemos que b; = ¢;.b1 +r; con ¢; >0y 0 <r; <b.

Restandole ¢;.b1 a la coordenada ¢ de b para cada 2 < ¢ < n, se obtiene el vector

(b1,72,...,m), que resulta primitivo. Si r; = 0 para todo 2 < i < n, el vector obtenido
es (1,0,...,0)% Sino, min{by,r2,...,7,} < by y, por lo tanto, repitiendo el procedimiento
anterior un nimero finito de veces, obtendremos el vector (1,0...,0)%. O

Definiciéon 2.4 Sean a = (aq,...,a,) € Q" — {0}, S C Z™ un conjunto finito, mq(S) =
min{(o,q) / ¢ €S} ySa={q€8S / (a,q) = ma(S)} (ver la Definicion 1.8 del Capitulo
1). Si f(x) =3 e g2, definimos

falz) = Z cq- 21

q€Sa
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fi(x) =0 fra(z) =0

y para cada sistema de ecuaciones F = : definimos Fqo =

fn(m) =0 fna(w) =0

Proposicion 2.5 Dado un sistema F de n ecuaciones en n variables, via un cambio de
variables, ¥ resulta ser equivalente a un sistema de n ecuaciones en a lo sumo n — 1
variables y, por lo tanto, sin raices en el caso genérico.

Demostracion: Sin perder generalidad podemos suponer que o € Z™ — {0} es primitivo,
pues YA > 0 sabemos que my(S) = min{(\.o,q) / ¢ € S} = A min{(«a,q) / ¢ € S} =
A.my(S). De esta manera, resulta que Sy, = S, para todo A > 0. Asi, si o = (g—;, e 3—;)
con o; € Z, tomando A = ag.med(aq, ..., a,) "L, Aa resulta entero y primitivo.

Usando el lema anterior, sea U = (u;;) € Z™" tal que U™t € Z"*" y las coordenadas de

a son las de la primera fila de U. Si f = a.U~1 = (1,0,...,0) vale que para todo q € Z",
(B,(U.g"") = (U1, (U.g)) =aU 1 Ug = aq =(a,q).
Entonces

min{(a, q)/q € S} = min{(8, (U.¢")")/q € S} = min{(3,p)/p € U.S}.

Esto implica que, si ¢ € S,, entonces Ug € (U.S)g, y vale la vuelta. Por lo tanto, U.(S,) =
(U.S);.

Con el cambio de variables U* inducido por = = yY, resulta entonces que U*F,, = (U*F)5.
Como = (1,0,...,0), cada uno de los polinomios U*(f;)s puede escribirse como una
potencia de y; por un polinomio que no depende de la variable y;. Luego, las soluciones
en (C*)™ del sistema (U*F)g coinciden con las de un sistema de n ecuaciones en n — 1
incognitas. Por lo tanto, genéricamente, L(F,) = L((U*F)g) = 0. O

Otra propiedad que vale genéricamente para sistemas ralos es que todas sus raices son
simples (ver |13, Corolario (3.2.1), Capitulo V|):

Proposicién 2.6 Sean Pq,..., P, politopos en R™. 5i existen, todas las raices de un sis-
tema genérico de n ecuaciones polinomiales en n variables con soportes P1,..., Py son
aisladas y de multiplicidad 1.

Los dos lemas siguientes relacionan la multiplicidad de una raiz de un sistema con su

jacobiano:
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Ji=0
Lema 2.7 Sean fi,..., fn € Clz1,...,x,] tal que el sistema F = : tiene finitas
fn =0
soluciones, y una de ellas es el origen. Si la multiplicidad de interseccion de fi,..., fn en
afl — 8f1 —
—(0) ... =—(0)
ox O0xy,
|20
afn Ofn
5—(0) ... 5—(0)
axl 81‘n

-
0) = det

el origen es 1, entonces Jp(

— —
0 0

Demostracion: Con las hipotesis del lema, y siendo I el ideal < z1, ..., z, >, supongamos
que < Ti,...,Tp >1,E< fi,..., fa >1,- Luego existe x; €< fi,..., fn >1,- Por lo tanto,
[zi] € Clz1,..., 201,/ < f1,---, fn >1, €s no nula, con lo cual {1, [z;]} es linealmente inde-
pendiente en Clz1,...,2n]1,/ < fi,---, fa >1,- Si no fuera asi, existiria una combinacion
lineal tal que [a+bx;] = 0, pero entonces a+bx; €< fi,..., fn >1,. Esto nos dice que se an-
ularia en el origen, lo cual no puede suceder con a no nulo. Como {1, [z;]} es linealmente in-
dependiente, dim C[z1, ..., 2|1,/ < fi,-- -, fn >1,> 2, lo cual es un absurdo pues el origen

es una rafz simple del sistema. Por lo tanto, vale que < z1,...,zy >1,C< f1,..., fn >I,-

Usando esto, podemos escribir V.1 <i:<n:
n
Tr; = Zgij(xl, ey xn).fj(xl, e ,J}n).
j=1

Entonces, derivando con respecto a xj; tenemos que

1 = ' 8?;(:51,...,xn).fj(acl,...,:z:n)—|—Zgﬁ(m1,...,xn).aic]i(xl,...,xn) si k=1
Jj=1 J=1
0 = 2 aijk(;gl,,..,xn).fj(xl,...,xn)—l—jz;gji(m,...,xn).agc(arl,...,xn) si k#1i

y evaluandolo en el origen, tenemos que

N = Of - ,
1 = Zgji(O).a—;(O) si k=1
=1 ‘

0 = Y (0 P2@T) s kA
=1
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con lo cual
0\ (0 .. g0\ (g . g
iy iy 6901 890”
of g21( 0 g2n(0) . _ .
: — — | ot - Ofn —
00 ... 1 n1(0) .. Gun(0 —(0) ... =—(0
. (D) 9] \GET) o 5HO)
Id
—
De esta manera, Jr(0) # 0. O
Lema 2.8 Sean fi,..., fn € Clz1,...,zy] tales que el origen es una solucion aislada del
fi(z) =0
sistema F = : . Supongamos que jp(ﬁ) % 0. Entonces la multiplicidad del
fu(x) =0
origen como raiz del sistema es 1 (es una raiz simple).
Demostracion: Buscamos hallar mult(fi, ..., fn; H) =dimClzy, ..., 201, /< fi,- ) fn >Tos
donde Iy =< z1,...,2, > . Usando el desarrollo de Taylor, podemos escribir a los poli-

nomios

filwe, . an) =Y af»( 0).2i+ Y fin(z1,- ., 2n),
i=1 "

k>2

donde f;), es un polinomio homogéneo de grado k. La hipotesis jp(ﬁ)) # 0 implica que la

afl — afl —
—(0) ... =—(0)
(91‘1 axn
matriz H = : - : es inversible. Mediante las operaciones entre los
Ofn, — Ofn —
—(0) ... =—(0)
ox1 Oxy,
fl(xl, e ,.Qj'n)
polinomios dadas por H™!. : , podemos suponer que
fn(xla cee 7xTL)

fi(@r,.. zpn) = o5+ ijk(ml, sy y) = 2(1+ xj.pgl)(:vj)) + in.pﬁ)(ml, cey Ty,
k>2 i#]

donde pﬁ)(O) =0y 1l+ua; .pg-l)(xj) es una unidad en C[zy,...,Zy,]1,. Luego, multiplicando

por el inverso de 1 + x; .p} (xj) para cada j :

2 2 2
< fiyoois fu>1,=< 71+ in.pgi), cey T+ Z$i.p£”») >, con péi)(O) =0.
i#1 i#n
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2 2 2) (2 3 2 2) (2

Llamando f]( ) = i+ Z#]‘ xi.pg.i), uj =1- g-n) .pflj) y pg-i) = pgi) — §n) .pgn), tenemos que

para todo jentre lyn—1:

2 2 3 3 3 3

J pjnn

(

con p-‘?) (0) = 0. Luego, multiplicando para cada j por el inverso de u; tenemos que:

j
4 4 4 4 1 (2

< fryeeonfu >10=< {orp$ g e S a5 1L B >

donde pﬁ) (0) = 0. Y notando para cada j entre 1 y n — 1

4 4 4 4 4
f]( ) — -1'1-27;1) +-+ $j—1-p§-j),1 + x5+ xj—i—l-p;j)Jrl +--- l'n—l-p§n)71§

podemos ver que no tienen un término que sélo dependa de z,. Repitiendo estos mismos
pasos en forma recursiva tenemos que existen pj; V2 < j <n, 1 # 1 < j que se anulan en

el origen, tales que

< f1y oy fn >10=< @1, Ta+T1.p21, T3FT1.P31FT2.P32, - - TpHT1Ppit T 1-Pan—1 >,
=<T1,T2,T3 +X2.P32,---,Tn +X2.Pp2 + -+ Tp—1.Pnn—1 >Ip= " =< L1,.-.,Tn >y,
_> .
con lo cual, mult(fi,..., fn; 0) =dimClzy, ..., zn)1,/ < T1,. .., Tn >1,= 1. O

2.2. El Teorema de Bernstein

Con todo esto ya es posible enunciar el teorema de Bernstein que relaciona la cantidad
de soluciones en (C*)"™ de un sistema genérico con soportes prefijados con la geometria de

dichos soportes (ver [1, Teorema Al):

Teorema 2.9 Dada una coleccion de subconjuntos finitos de Z'™, S1,...,Sn, se tiene que
L(S1,...,S,) = MV, (Conv(S1),...,Conv(S,)).

El segundo de los teoremas de Bernstein (ver [1, Teorema B]) da condiciones de generi-
cidad bajo las cuales un sistema de ecuaciones polinomiales con soportes Sq,...,S, tiene
MV, (Conv(Sy),...,Conv(S,)) soluciones en (C*)".

Teorema 2.10 Sean f1,...,[fn € (C[xlﬂ,...,xfl] tales que sop(f;) = S; para todo 1 <
1< n, y seq
fl(.f[,‘l, e ,l’n) =0

fn('wl’"')xn) =0

Entonces, con la notacion de la Definicion 2.4,
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a) si Fo no tiene raices en (C*)" para todo o € Q™ — {0}, todas las raices de F son
aisladas y L(F) = L(S1,...,S,).

b) si Fy tiene alguna raiz en (C*)" para algin o € Q" — {0}, L(F) < L(S1,...,Sy) si
L(S1,...,S,) #0 y L(F) =0 si L(S1,...,S,) =0.

Observacion 2.11 Un caso particular de una coleccion de subconjuntos finitos de Z" es
Sy =+ =8y, = {m € Z% / |m| < d}. Entonces, se tiene que Conv(S1) = -+ =
Conv(Sy) = Qq. En este caso, el Teorema 2.9 nos dice que

,C(Sl, ceey Sn) = /\/an(Qd, ey Qd) = n'Voln(Qd)

Por la Proposicion [1.7, sabemos que Vol,,(Qq) = d"*/n! con lo cual la cota de Bernstein
para la cantidad de soluciones en (C*)" de un sistema genérico con soportes prefijados
Sy = =8, = (meZ / |m| <d} es

L(Sy,...,Sy) =d",

la misma que se obtiene con el Teorema de Bézout (ver [16, Capitulo IV, Seccion 2.1]).

En lo que sigue, analizaremos paso por paso las demostraciones originales de los teoremas
de Bernstein.

2.2.1. Demostracion del Teorema 2.10

Demostracion: a) Supongamos primero que las raices del sistema F no son aisladas.
Podemos entonces tomar una curva irreducible C de dimensién 1 en la variedad de las
raices (para esto, basta intersecar el conjunto de las soluciones del sistema con suficientes

fo_
hiperplanos genéricos y considerar una componente irreducible). Sea C(C) = {= / f,g €
g

Clzi,...,zn]/I(C) y § # 0} el cuerpo de funciones racionales sobre C. Como C(C)/C
es una extension de cuerpos con grado de trascendencia 1, existe i tal que @; en C(C)
es trascendente y Vj # i, T; es algebraico sobre C[z;]. Luego para todo j # i existe
9i(@i)(z) € C[zi][z] — {0} tal que g;(77)(z;) = 0. Entonces (g;; j # i) C I(C) v, por lo
tanto, la inclusién también vale para los ideales extendidos a la clausura algebraica de
C(7;). En consecuencia, si para cada j # 1, {asjk}zjzl € C(z;)’ son las raices de g;, existen
ki,oo kicy kigr, ..o by tales que (@igy, .oy @itk ps Tis Titlhisrs - - Tnky) € (Clai)")"
anula a todo polinomio que se anula sobre C, y por lo tanto, a todos los polinomios del
sistema F.

Por lo tanto, existe X (t) = (Xi(t),..., Xn(t)) donde X;(t) = a;.t% + o(t*) es una serie
de Puiseux, a; € C*, o; e Q V1 < j <ny o(t*) € C(t)’ es una serie de Puiseux de orden
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mayor estricto que a;, tal que f;(X(t)) = 0 para todo 1 < i < n. Es importante notar que
a=(ag,...,an) € Q" —{0}.

Luego tenemos que, si

— q _ q1 dn
x) = g cq.x! = g cqxit ...k

q€S; q=(q1,--,9n)€S;

con ¢ =(q1,---,qn), entonces
0 = fi(X(t) = fi(X(@), ..., Xa(t)) = filar .t +0(t™), ..., ant™ +o(t*")) =

= 2 @t o(t)T - (@t + oft)) " =

q€S;
— Zcq q1_ aqn $or-qittan. qn+0(ta1 -q1t-tom. qn>):
q€S;
— Zcq ad 00 4 o(>a))
q€S;
= anqtaq—i— Z cq-att ’q—l—Zco
qE€S;ia qesi\Sm qES
= fia(a).t™ (S:) + Z ch, th

Como cada coeficiente de cada potencia de t es nulo, en particular vale
fiala) =0 V1<i<n. (2.3)

Con esto, a es raiz de F,, pero esto no puede ser pues como « # 0, por hipétesis F, no
tiene raices en (C*)"™. Como el absurdo proviene de suponer que podemos tomar una curva
de raices, éstas deben estar aisladas.

Supongamos ahora que las raices del sistema F son aisladas, pero L(F) # £(&). Consid-
eremos un polinomio q en los coeficientes de un sistema con soportes Si,...,S, cuya no
anulacion en un vector dado de coeficientes implica que el sistema asociado tiene L£(6)
raices aisladas en (C*)". Sea

(1 _t)'fl(xlv"- 7xn) +t'p1(x17~"7$n) =0

F' =
(I —=t).fulx1, .. ,zn) +tpn(xy,. .. y2n) =0
p1 =0
donde P =< es un sistema dado por polinomios con soportes Sq,...,S,, tal que
pn =10

q(P) # 0 (y por lo tanto con L(&) raices aisladas).
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Visto como un sistema que depende de (¢,z1,...,2,), F! es un sistema de n ecuaciones
en n + 1 variables. Entonces cada componente irreducible del conjunto de soluciones tiene
dimensién al menos 1. Luego, cada raiz aislada de F = F° no puede ser aislada en F!(x)

v existe una curva que la contiene.

Como para t = 1, q(F') # 0, entonces q(F?) es un polinomio en una tnica variable ¢, que
evaluada en 1 es distinto de 0. Por lo tanto

a(F") # 0. (2.4)

y tiene finitas raices. En consecuencia, el sistema F? tiene £(&) raices en ((C(t)")*)" v,
para casi todo t € C, el sistema F! es genérico y tiene £(&) raices. Es decir, la curva
definida por F! tiene £(&) ramas y, ademas, cada rama de la curva depende de ¢ pues con
t = 1 la raiz es aislada, con lo cual la coordenada en t de esa curva no puede ser constante.

Veamos que L(F) < £(&): como F!(z) es un sistema de n ecuaciones en n + 1 variables,
cada raiz aislada de F = F? est4 contenida en una curva de raices de F*. Pero como con
t = 0 la raiz es aislada, la coordenada en ¢ no puede ser constantemente 0 y por lo tanto,
est4 contenida en una rama de soluciones de F?. Si tomamos dos rafces distintas de F, y
consideramos las ramas en las que estdn contenidas, resulta que para to suficientemente
chico corresponden a raices distintas de F y, por lo tanto, las ramas son distintas. Luego,
existen a lo sumo L£(&) raices aisladas distintas del sistema F, es decir

L(F) < L(&). (2.5)

Con esto, como habiamos supuesto que L(F) # L(&), resulta L(F) < L(6).

Sea cada una de las ramas de la curva F! = 0,
XO(t) = (@142 + o(t¥1), ... ajn.t%" + o(t%m)) Y1 < j < L(S)

y notemos a'?) = (aj1,...,a;n), a9 = (aj1,..., ). Sial?) =0V1 < j < L(&), &;(0) =
a9 Vj, que es raiz de FO = F. Esto implica que tenemos al menos £(&) raices de F
contadas con su multiplicidad, lo cual es una contradiccién. Luego, existe j tal que ald) £ 0
y repitiendo las cuentas de (2.3) vale que fm(]-)(a(j)) = 0 Vi. Entonces al) es raiz de

F_ ) lo cual también contradice el enunciado del teorema. Por lo tanto, debe valer que
L(F)=L(6).

b) Sea a # 0 tal que a = (ai,...,a,) es raiz de F,. Haciendo un cambio de variables
como en la demostracion de la Proposicion 2.5, podemos suponer que o = («,0,...,0)
con a; > 0y my(S;) =0 parai=1,...,n (vimos en el Lema 2.1 que estos cambios no

modifican L(F)).
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Con dicho a y usando la notacién a’ = (0,as,...,a,) y fi(x) = >_ cg, ¢q-79, tenemos que
fi(a") = Z cq-(a)? = z:cq.ag2 coal
q€S;

sumado sobre los ¢ € S; tales que g1 = 0 (pues la primera coordenada de a’ es nula). Como
(a,q) = a1.q1 'y ma(S;) = 0, entonces Sip = {¢ € Si / a1.q1 = ma(S;) =0} ={q€8S;/
¢1 = 0}. Luego

fild) = Z cq-08 .. adn = fin(a) = 0.

qesia
p1=0

Caso L(6) > 0 : Sea P = : un sistema tal que q(P) # 0, donde (q) es el
pn=20

polinomio en los coeficientes del sistema que asegura que éste tenga L£(&) raices aisladas
en (C*)" y que, ademas, cumpla que p;(a’) # 0 V1 < i < n y que existe una raiz b € (C*)"
de P tal que f;(b) # 0 V1 < i < n. Consideremos el segmento que une a’ con b: z(t) =
tb+(1—t).d,y

fi(@) = fi(z).p1(2(t)) — pr(z).f1(2(1))
F! = : t€10,1].

fr(@) = fu(@)pn(2(t) = Pa(2).fu(2(2))

Con t = 0 tenemos que f2(x) = f;(z).pi(d’) — pi(z).0 = fi(x).e; con e; constante no nula
Vi. De esta manera, el sistema F° es equivalente al sistema F.

Para t = 1, como fi(b) # 0, fi(z) = fi(z).0 — pi(z).fi(b) = pi(z).d; donde d; es una
constante no nula. Por lo tanto, f!(z) = 0 si y solo si p;(x) = 0 Vi, y asi el sistema F!
es equivalente al sistema P. Entonces q(F!) # 0, con lo cual para casi todo ¢ tenemos
que q(F!) # 0. Por lo tanto, para casi todo ¢, el sistema F? tendra también £(&) raices
aisladas.

De la misma forma en que llegamos a la desigualdad (2.5), cuando ¢ tiende a 0, las £(S)
raices de F! para casi todo ¢ convergen a raices aisladas de F con lo cual, L(F) < L(&).

Pero F'(2(t)) = fi(2(t)).pi(2()) — fi(2(t))-pi(2(t)) = 0y 2(0) = @’ = (0, az,...,an), que

no pertenece a (C*)™. Esto implica que L(F) < L(&), que es lo que queriamos ver.
p1=0

Caso L(6) =0: Sea d’ = (0,az,...,a,) yP=<": un sistema genérico (q(P) # 0)

Pn = 0
con L(G) = 0 raices aisladas y tal que p;(a’) # 0. Tomemos ademés b tal que f;(b) # 0
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V1 < i < n. Asi, consideremos nuevamente el segmento z(t) =t.b+ (1 —t).a’ y

fi(@) = fi(@).p1(2()(1 — 1) — p1().f1(2(t))
Ft=/!¢:
fr(@) = fu(@)pn(2(t)(1 — 1) — pu(2).fu(2(1))

Tenemos entonces que, para t = 1 vale f}(z) = fi(z).pi(b).0 — p;(z).f;(b) = pi(x).d; donde
d; es una constante no nula. De esta forma, F! es equivalente al sistema P y cumple que
q(F') # 0. Luego, para casi todo t, el sistema F! no tiene soluciones. Por lo tanto, cada
componente irreducible del conjunto de soluciones de F! visto como un sistema en las
n + 1 variables ¢, x esté incluida en ¢t =t para algun valor de tp. Como cada una de estas

componentes tiene dimensién por lo menos 1, las soluciones de FY, que es equivalente a F
(pues f2(z) = fi(x)pi(a’)), no pueden ser aisladas y, por lo tanto, L(F) = 0. O

2.2.2. Demostracion del Teorema 2.9

Demostracion: Se verd que, en el caso genérico, la cantidad de raices de un sistema

fl(.’L‘l,.. . ,ZL‘n) =0

fo(x1,...;2n) =0
tal que sop(f;) = S; V1 <i < n es exactamente
L(S1,...,Sn) = MV, (Conv(Sy),...,Conv(S,)).

La demostracion se hard por induccién en la cantidad n de incognitas y ecuaciones del

sistema. Para esto, se probarad en primer lugar una férmula de tipo
L(S1,---,8n) =Y Ma-L(S2a:- -, Sna),

donde H, son enteros convenientes que dependen de Si, y la suma se hace sobre todas
las direcciones orientadas «a, que relaciona la cantidad de soluciones de un sistema en n
variables con las de sistemas de ecuaciones en n — 1 variables (ver la demostracion de la
Proposicion 2.5).

Fijemos un elemento r de S;.

Sean & = (Sy,...,S,) y a=(aq,...,ap) € Z™ — {0} primitivo. Se define

Lo(S) = L(S2a, - -, Sna)- (2.6)



2.2. EL TEOREMA DE BERNSTEIN 41

Observamos que L,(6) no cambia por traslaciones ni automorfismos de Z" del tipo con-
siderado en la Seccion 2.1L

Trasladando los S;, podemos suponer que mq(S;) =0y Sijo C (Z")q ={q¢ € Z" / (o, q) =
0} para todo 2 < i < n: para ver esto, para cada 2 < i < n fijo, y recordando que

Sia = {q €S; / <a7Q> = ma(si)}a

sea p; € Z" tal que (o, p;) = —mq(S;) (por ejemplo p; = —¢; donde ¢; € S;,). Entonces
ma(pi +Si) = (o, p;) + ma(S;) =0 (tomando P = {p;} y Q = S; en la Proposicion [1.14).
Luego, (pi + Si)a C (Z")q4.

Llamamos (Z™)" = Z"/(Z")4. Este es un Z—modulo libre y unidimensional: si k € Z y
k[v] = [0], entonces (kv,a) = 0. Luego si k # 0, (v,a) =0, con lo cual [v] = [0]. Entonces
(Z™)" es un Z-modulo sin torsion, y es finitamente generado, luego es un Z—modulo libre.
Es unidimensional, pues dimyz((Z"),) =n — 1.

Tomemos ahora un generador [e] € (Z™)" que cumpla («, e) > 0, y consideremos el proyector

natural ¥ : Z" — (Z")', U(x) = [z]. Definimos H, como el nimero entero que cumple

Ho¥(e) =¥(r) — ¥(Sia), (2.7)

donde r € S; fue fijado al principio de la demostracion.

Veamos que H, estd bien definido y es no negativo:

Como para todo ¢ € S, (¢, ) = ma(S1), tenemos que si p,q € S1a, 0 —q € (Z™)a y
entonces, [p] = [q] en (Z™), o sea que ¥(p) = ¥(q) con lo cual tiene sentido hablar de
U(Sia)-
Por otro lado, observamos que para todo = € Z" se tiene que ||a*r — (o, x)a € (Z")4, lo
que implica que

lo*¥ () = (o, 2)¥(a).

Entonces, usando la igualdad a partir de la cual definimos H,,
Ho (o, €)¥(a) = Ha [la]*¥(e) = [lal* (¥(r) = ¥(Sia)) = (@, 7)¥(a) = ma(S1)¥(a),

con lo cual
(Ha- (o, €) — (a,7) + ma(S1)) ¥(a) = 0.
Por ser (Z™)" un modulo libre y () # 0, esto implica que Hq (o, €) = {(a, 1) —ma(S1) v,
como (a,e) >0,
(@, 1) —ma(S1)
(e)

Finalmente, como r € Sy, vale que (a,7) > m,(S1), y en consecuencia, H, > 0.

Hy = (2.8)
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A partir de la formula (2.8) es claro que H, no cambia por traslaciones y, entonces, sin
perder generalidad, podemos suponer que S1, C (Z")a vy ma(S1) = 0. En este caso,
(o, 7)
(a,e)

Con r fijo se observa que H,, depende s6lo de « y es invariante por automorfismos:

a =

Si [¢'] es otro generador de (Z")’, entonces [¢/| = +£[e]. Si ademéas («,€’) > 0, vale que
[e] = [€] y luego (a, €'y = (o, €).

Para ver que es invariante por automorfismos, sea U : Z" — Z" U(x) = 2.U" automorfis-
mo. Para todo b € U((Z"),), b = ¢.U" para algtin q € (Z"),. Como {(q,a) = 0, entonces
(b,aU™t) = . UL (U L.al =0y por lo tanto b € (Z"),y-1-

A su vez, si b € (Z"),u-1, (b,aU™1) = 0. Usando esto b.(U!)\.a’ =0 y como U es un
1y

automorfismo, existe z € Z" tal que b = 2. U, Asi, (x,a) = .U . (U 1)L.a’ = 0. Entonces,

b="U(z) con x € (Z")q, con lo cual b € U((Z"),).

Luego U((Z")a) = (Z™)u-1 vy se tiene el siguiente diagrama conmutativo:

U
" — AL
o | I Yy
U

("o — Z"[(Z")qu-

es decir, Uo ¥, = ¥ -1 0 U.

Tomamos como generador de Z"/(Z"),uy-1 a U(e) pues (U(e),aU™!) = (e U, aU™!) =
{e,a) > 0. Como Ha¥u(e) = Uulr)—¥4(S1a), aplicando U, se tiene que Ho V-1 (U(e)) =
U, g-1(U(r)) = ¥,u-1(U(S1a)). Pero Hoy-1 es el que cumple esto. Luego, tiene que valer

Ha - HQU_l .
Una vez definidos Hy y L4(6) (como en (2.6)) veremos por un lado que vale que
S Mo La(S) = £(8), (29)

donde la suma se hace sobre todas las direcciones orientadas; y por otro lado, que si la
igualdad (2.9) es valida, el Teorema 2.9/ se cumple.

Supongamos primero que la igualdad (2.9) es cierta. Como L, (&) no depende de S; y H,
solo depende de S; linealmente (pues L4(6) = L(S2q, ..., Sna) y si Si1 =a.S; + b.Sy, 7=
a.r+b.r' tendremos que Hqa.¥(e) = U(a.r +b.r') — U((a.814b.8))a) = a.¥(r)+b.0(r") —
a.¥((S1)a) — b.¥((S))a) = (a.Ha + b.H,)¥(e)), entonces L£(S) depende linealmente de
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S;. Como no depende del orden de los S; resulta multilineal. Si notamos MV, (&) =
MV, (Conv(Sy),...,Conv(S,,)), usando que por definicion

MVL(&) =D "(=1)"7 Y Vol(d_ Conuv(Sy)),
Jj=1 JcA{l,...,n} ked
=3

que es multilineal y que MV,,(Conv(S),...,Conv(S)) = n!.Vol,(Conv(S)) (por el Teorema

1.17), entonces

MV, (6) = f(Z(—n"—j S MV Conu(Sy). ..., ZConU(Sk))). (2.10)
j=1 Jc{1,...,n} kel kel
9=

También £(&) es multilineal y, por lo tanto, puede escribirse:

1,2 )
E(G):E(Z(—l)”ﬂ 3 E(Zsk,...,ZSk)). (2.11)
R ES Jc{1,...,n} Kk€J keJ
9=

Entonces, si vale que MV, (Conv(S),...,Conv(S)) = L(S,...,S) para todo S C Z" finito,
igualando cada término de (2.10) y (2.11) tendremos que:

MV (6) = L(S).

De esta manera, es suficiente probar esta igualdad para S; = S = --- = S,, = S. Como
en este caso MV, (Conv(S),...,Conv(S)) = n!Vol,(Conv(S)), veremos por induccién en
n que L(&) = n!Vol,(Conv(S)).

Para el caso n = 1 tenemos un tnico f(z) = 0 en una variable. Después de multiplicar por

un monomio de Laurent apropiado, obtenemos la ecuacién

con ¢g # 0y ¢, # 0, y por el Teorema Fundamental del Algebra, £(G) = m =
1.Vol1 ([0, m]) = nl.Vol,(Conv(S)).

Para probarlo para n > 2, recordemos que para cada o € Z" primitivo, mediante una
traslacion podemos suponer que S, C (Z™)4 y, por lo tanto, un sistema de n— 1 ecuaciones
con soportes S, es, en realidad, un sistema con n — 1 incognitas. Dado a € Z™ primitivo,

por hipétesis inductiva, podemos suponer entonces que

Ly(6) = (n—1)Vol,—1(Conv(S),).
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Sea Il la piramide de base S, y altura h dada por el punto 7. El volumen de II, es

Vol,—1(Conv(S)q).h

n

Vol,(I1,) =

Solo debemos calcular h, pero como S, C (Z")4, usando (2.8),

r,Q Hea (e,
h=d(r,(Z")a) = <H04H2> = H;HQ > (2.12)

Realizando un cambio de variables dado por una matriz U € Z™*" tal que det(U) = £1

(que por lo tanto, no cambia volimenes) podemos suponer que o = (1,0,...,0) (constru-
imos esta matriz como en el Lema 2.3). Entonces, ||a||> = 1 y para este a, e = a es un
generador de Z"/(Z"™)q con {(a,e) > 0. Luego, h = Hy, lo que implica que,

Voly,—1(Conv(S)a) . Ha
Vol () = 2 1(Conv(S)a)- Ha

n
Luego, usando la hipétesis inductiva, tenemos que

Vol,—1(Conv(S)a) Ha
nWVol,(Il,) = (n — 1)l.n. - =Ho.Lo(6).

Entonces, por la ecuacion (2.9) y la Proposiciéon [1.11, concluimos que
LB) = Y Hala(®)=n!> Voly(Ila) = nlVol, (Conv(S)) =
= MV, (Conv(S),...,Conv(8S)).

Solo resta ver que la ecuacion (2.9) es cierta. En primer lugar, observamos que para que
L, (6) sea no nulo es necesario que la dimension de S;, sea positiva para cada 2 < i < n,
porque si para algun i fuese 0, f;,q serfa un monomio. En consecuencia, la sumatoria (2.9)
tiene una cantidad finita de términos no nulos.

Sea q un polinomio cuya no anulacién asegura que un sistema de ecuaciones con soportes

Si,...,S, tiene L(&) raices simples, y sea

fl(l'l, . ,.’L'n) =0

fn(xl,... ,:En) =0

un sistema tal que q(F) # 0 (con lo cual es genérico con £(&) raices aisladas). Considere-

mos el sistema

fixy, .. o) = ;x? x4+ fi(zr, .o, 2n) =0
— f2(1:17 7l'n)—f2($1, xn):O

¢
t =
F ’ )

thL(:Clv"'vxn) — fn(il?l,. ..,l‘n) =0
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donde (r1,...,7r,) =1 € S1 es el que fijamos inicialmente.

El sistema F! tiene £(&) ceros en (C(t)")" sin coordenadas nulas: esto vale pues, si bg, . . . , by,
son los coeficientes del sistema F (donde by es el coeficiente en fi de zi'...z}"), los

coeficientes de F? seran by + e , b, v entonces

m

1 1
F') =q(bo+ —...,bx) = i(boy -+ bg) =
a(F’) =albo+ 4., bx) ;fﬂoa o) 5

que es no nulo pues qo(bo, - .., bx) = q(bo, ..., bx) # 0 por la eleccion del sistema F.

Cada uno de estos ceros es un vector de series de Puiseux
Xi(t) = (a1 .17 + o(tP1), ..., agm.tPm + o(t%n)) (2.13)

con a; = (ail, ce ,am) S (C*)n y B = (ﬁﬂ, ce ,ﬁm) ceQrvi<i< E(G) Ademas, §; #0
para todo . Si fuera 3; = 0, tendriamos que

1
0= ff()(l(t)) = ;aﬁ coapt + filaa, .., ain) F o(t_l)

que, multiplicidndolo por ¢, da lugar a la ecuacion
0= afll e a:;{ + t.fl(ail, ce ,am) -+ 0(1)

Asi, tendriamos que a;j ...a." = 0, lo que no puede ser porque a € (C*)". Entonces, cada

i
a; debe ser no nulo.
Veamos ahora que, para cada direccion orientada «, la cantidad de vectores (2.13) con
B=AXayA>0es HqyLo(S). De esta manera, tendremos que vale la igualdad (2.9).

Haciendo un cambio de variables, podemos suponer que a = (1,0,...,0) y mq(S;) = 0.
T, Q

Luego, usando (2.12), para dicho « la altura h resulta h = <””2> =11y h = Hg; entonces
a

r=(HaT2,--,Tn).
Sea X (t) = a.t’(1 + o(1)) un cero tal que # = A\.a y A > 0. Entonces

X(t) = (a1.t* + o(t"), a2 + o(1), ..., an + o(1)).

Como para cada 2 <i <n, 0= fI(X(t)) = f;(X(t)), esto implica que, para todo 2 < i < n,
vale que
0= fz(07 ag, ... 7an) = fia(a27 ey an)v

con lo que @’ = (ag, ...,a,) es raiz del sistema

fga(xg, . ,J)n) =0
F, =<

[0}

fna({[)z, e ,l’n) =0
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Para cada uno de los finitos o con L£,(S) # 0, sea g, un polinomio cuya no anulacién
en los coeficientes de un sistema con soportes Si,...,S, asegura que el sistema F, no
tiene soluciones en (C*)™ (ver Proposicion 2.5) y que el sistema F7, tiene L, (&) soluciones
simples (ver Proposicion 2.6)).

Si el sistema F elegido al principio de la demostracion cumple que (q[], ¢o)(F) # 0,

entonces

» fia(a’) # 0 (ver Proposicion 2.5).

» F/, es genérico con L,(S) raices simples.

Ahora, evaluando f} en X(t) tenemos que
0=fi(X(t) =t7".X()" + f1(X(t) =

= fi(X () + (@t (1 +o(1))) (a2 + 0(1))"2 ... (an + o(1))™ =
= Fa(X () + (fi = fa) (X (D) +af 77 (14 0(1)- (a3’ +0(1)) ... (af +0(1)) (2.14)

y como f1, no depende de la primera coordenada de X'(t) (o sea que podemos escribirlo
como fi1a(X(t)) = fia(a’) +0(1)) y en (f1 — fia) toda potencia de 21 es mayor que cero
(0 sea que todo término de (f1 — fia)(X(t)) tiene & con € > A), la ecuacion (2.14) implica
que

0= fia(a') +o(1) + tAHa=L g 22 a (1 4 o(1)).

Como f14(a’) es una constante no nula, debe valer \. Ho—1 =0y a;"a5? ... a)" = — fia(d).
Por lo tanto, si H # 0,
1
A= H—a.

Notar que en el caso H, = 0, no existe A posible, es decir, no hay ceros con exponentes
dados por esa direccion; pero al mismo tiempo Hy.Lo(&) = 0 con lo cual sigue valiendo
que Hq-Lo(S) cuenta la cantidad de ceros asociados a esa direccion orientada.

Si Hq # 0, para la direccion orientada « hay un tnico § = A.a (con A > 0) para el cual
pueden existir raices de la forma buscada. Para ese § la cantidad de términos iniciales
posibles a = (ay,...,a,) es Ho.Lao(S), pues existen L,(S) puntos @’ = (ag,...,a,) €
(C*)"~! distintos entre si (que son las raices de FY,), y, para cada uno de ellos, existen H,
posibles (y diferentes) a; € C* soluciones de la ecuacion

v fral@)

gHo — __21\7/)
1 ay? ...ap
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pues fia(a’) # 0. Asi, para que X (t) = (a1.t* + o(t*), a2 + o(1),...,a, + o(1)) sea una
solucién de F?, existen H,.Lo (&) posibles (ai,as, ..., a,) € (C*)™ distintos.

Veamos ahora que para cada uno de ellos existe exactamente una raiz X' (t). Empezaremos
haciendo el siguiente cambio de variables:

Yy = xl.t’)‘
Y2 = T2
Yn = Tn

Con este cambio,

-1 -1 MHa n — o, Ha n tANHa—=1 _  Ha n
o =t () e yh oyl = ylte gyl Lyl A e = g e gt g

n
y, para cada 1 < i <n,
filzr, . mn) = fiyrt yas o oyn) = fiaW2, s yn) + DLW, - Yn),s

donde pﬁ es un polinomio cuyos coeficientes tienen potencias positivas de t*. Con la notacion
v = (y2,-..,yn), el sistema F! queda:

s}
I
=R
—
<
N—
I
)
i

Q
—~
<
\;
+
3
—k
—~
<
~—
+
<
=

)
<
N 3
M
@1
33

0= fL(y) = fua(¥') + 0L ()

Tomando t = 0, queda el sistema

0= fna(y/)

que sabiamos tiene HoLq (&) soluciones distintas. Ademas, las raices de F son simples
pues, para cada (ay,a’) raiz, se tiene que Jgo(a1,a’) = Ha.al tab? .. -apr. Jyr (a') donde
Jr: (a') es el jacobiano de foq,. .., fna en a’. Como d es raiz simple de F,, por el Lema
2.7, Jpi, (a') # 0 y por lo tanto Jpo(a1,a’) # 0. Luego, por ¢l Lema 2.8 las raices de F°

son simples.

Para terminar, veremos que cada una de estas raices se extiende de forma tnica a una

raiz de F! (y, en consecuencia, da lugar a una tnica raiz de F!). Para extenderlas, la
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demostracion de Bernstein usa el Teorema de la Funcién Implicita. Nosotros utilizaremos
la version de [10), Lema 3|, que las extiende por medio del algoritmo de Newton-Hensel.

Tomando s = t* y llamando P?(y) a los polinomios que se obtienen haciendo este cambio
en los pl(y) V1 <i < n, el sistema F' queda

0= fia(¥)+ P (y) + >y .y

)
I
o

Q
—~
<
—
_|_
T
»
—~~
<
~

0= faa(y') + Pys(y)

Observar que este sistema tiene coeficientes polinomiales en s. Ademas, al evaluar s = 0,
se obtiene el sistema F°, que tiene Hy.Lo (&) raices en (C*)" y, para cada una de ellas, el
jacobiano del sistema es no nulo. Por [10, Lema 3], para cada a raiz del sistema F? existe
una tinica n-upla Y(s) de series de potencias en C[[s]]” = C[[t*]]", que satisface:

» V'0)=a
. ff()ﬂa(t)‘)) = 0 para todo 1 <7 < n.

Entonces, para cada a rafz de FO, x(t) = (A V¢(tY), V§(t), ..., V4(t")) es la tnica raiz
del sistema F! asociada. Por lo tanto, el sistema F' tiene exactamente Hy.Lq (&) raices

asociadas a la direccién orientada o.

Como esto es cierto para cada direccion orientada «, resulta que L£(6) = > Hq.Lo(6),

donde la suma recorre todas las direcciones orientadas «, como queriamos ver. ([l

2.3. Algunos ejemplos

A partir de este momento nos dedicaremos al caso de sistemas de dos ecuaciones en dos
variables. En esta seccién vamos a ver, a través de algunos ejemplos, tanto de casos genéricos

como no genéricos, el desarrollo de las demostraciones de los Teoremas 2.9y 2.10L

2.3.1. El Teorema de Bernstein en un caso genérico

En nuestro primer ejemplo, analizaremos la demostracién tomando un sistema genérico:

Ejemplo 2.12 Consideremos el sistema
flz,y) = 142292 + 222y
glw,y) =1 -2 —y* + 2%y’
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Los politopos de Newton de estos polinomios son exactamente los del Ejemplo [1.13:

NP(f) = Conv({(0,0);(1,2);(2,1)}) = Q
Np(g) = COTLU({(O, 0); (Oa 2); (27 O); (27 2)}) =P.

3+ 3 1

2 2 1+

1+ P 1 4 Q
| | | ! ! ! !
T I T T T T T
-1 1 2 3 -1 1 2 3

-1 4 1 4

En dicho ejemplo calculamos que P 4+ Q es:

P +Q = Conv({(0,0); (2,0); (4,1); (4,3); (3,4); (1,4); (0,2)})

-1

Al mismo tiempo, en el Ejemplo [1.16] hallamos que MV5(Q,P) = 8.
Veamos siguiendo la demostracion del Teorema 2.10, que estamos dentro del caso a).

Si las raices del sistema no fueran aisladas, tendriamos una curva de raices

o(t) = (iaité, ]f;i bﬁ).

49



50 CAPITULO 2. EL TEOREMA DE BERNSTEIN

Luego, evaluando los polinomios en esta curva de raices,

0= o) =1+2(d atm).(3bit%)” +2( D aitw)™ (D bjte) = 1+ 2abjtn 4
i=s j=d i=s j=d
205t (260 bt ™) 4+ (D0 bgtn)* +2( Y aati). (D byth)” 4 2aZbat o+

j>d j>d i>s j>d
+2bgt 7 [2a5( S at ™) + (Y aitm)’] +2( bitw). (Y aitw)® = flagtn, batn )+
1>s i>s j>d 1>s
ot n(as 260> 0t %) + (Dbt )+ (Dt ). (Dbt ) )
Jj>d Jj>d i>s j>d
26540 (ba20, (D ait =) + (3 ait=)?) + (Y0t ) (Y at™)*) =
i>s 1>s j>d 1>s

s d s 2d 25, d
= flastm, batn) + 2tm ™ qi(t) + 2tm T qo(t)

donde g1 y g2 son series de Puiseux de orden positivo. De igual forma,

0=glo() =1 (3 atm)® = (3 bjtv)* + (D aitm) (> bjtn)? =
i=s j=d i=s j=d
=1-a2tm — [ 2agat’w + (D agtw)®] =03t — 3 2babjt + (Y bitn)’]+

i>s i>s j>d j>d
a2ttt a2t (3 20abit )+ (D bitn) ]+

j>d j>d

+(22asaiti+ﬁs).(2bjt%)2 + (Zait%)Q.(ijt%)Q =

1>8 j>d 1>5 j>d

= glastm, batn) + (% % [a2ba( Zzbtn +a? thn

j>d j>d

1205 (Y apt® ). (Y0t ")+ (Yt ) (Dbt )] -

1>s j>d 1>s8 j=>d

3 20, (D 0t ) + (™)) e 2t ) + (bt =

i>s i>s j>d j>d
s d 25, 2d 2s 2d
= glastm bgtn) +tm 0 pi(t) — tm.po(t) —t .pa(t),

donde p1,p2 vy p3 son series de Puiseux de orden positivo.

— S
Tomando a = (m, n) tenemos que
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Y como cada p1, p2, P3, 1, g2 €s una serie con orden positivo, podemos re-escribir las igual-
dades anteriores como:

2d

0 = flagtm,bgtn) +2tmt o .qi(t) + 2t T i.go(t) =
s d
= fa(asabd)'tma(Q) + [(f - fa) (astﬁabdt%) + q(t):|
2d

0 = glastm, bgtn) +tm 5 py(t) — tm pa(t) — tn ps(t) =
T d
= ga(a5,b2)-"®) + [(g = ga) (ot bat ) + p(1)]

2d

s 2d 2s , d 2s 2s 2d
donde q(t) = 2tm " .qu(t) + 20 Twga(t) y p(t) =t pa(t) =t pa(t) — £ ps(t), ¥
el orden en t de (f — fa)(asti,bdﬁ) + q(t) es mayor que mq(Q), y el orden en t de
s d
(9 — ga) (astm, bgtn) + p(t) es mayor que mq(P).

Finalmente, cada coeficiente de cada potencia de ¢ debe ser nulo, y por lo tanto:
foc(a& bd) =0 y ga(a87 bd) =0,

fa(z,y) =0

Ja(z,y) =0
Sin embargo, veremos ahora que los sistemas F,, no tiene raices en C* para ningin « # 0.
Luego, las raices deben de ser aisladas. Nos bastara chequearlo para un « normal interior
de una cara de P 4+ Q para cada cara de dimensién mayor a cero (pues en los casos de
dimension cero fo v ¢o resultan ser monomios, y por lo tanto no tienen soluciones en
(C*)?). Si llamamos By, ..., By a los lados (facetas) de P + Q como en la siguiente figura:

lo que nos darfa una raiz (as,bg) € (C*)? del sistema F, =
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entonces

ap, = (0,1) ap, = (—1,2) ap, = (—1,0)

ap, = (—1,—1) apBs = (O,—l) apgs = (2,—1) ap, = (1,0).
Si ahora consideramos cada F p, 110S encontramos con que fa 5, =1, Gap, = —22, fa By =
222y, Jap, = 2.2, foéB5 = 22.92, Jap, = —y%y faB7 =1, con lo que Fqo 5 no tiene raices

en (C*)? para todo 1 <4 < 7.

Luego, para todo o tenemos que F, no tiene raices en (C*)? y por lo tanto, estamos dentro
de las hipotesis de la parte a) del Teorema 2.10.

Si las raices fueran menos que £(&) = 8, tomamos p,q € C[z,y] de la siguiente manera:
p(z,y) = (22 —4)(y?> +4), q(x,y) = 1+ dzy? + 522y, que tienen 8 raices en comin, y
consideremos ahora

(1—t).f+tqg=0

(1—t).g+tp=0

F! =

Como para t = 1 el sistema tiene 8 raices, para casi todo t las tiene. Asi, el sistema F?

tiene 8 raices en (C(t)’)? de la forma:

o(t) = (Z ait™i, Z bm-tni) para 1 <7 <8.

i>s; i>d;

s; dj
Luego, si a = (E]]’ n—j) # 0 para algun j,
cual
(0= falos(0) + (F = fa)(o5(0) + .| (a = N)(o;()]
orden en t m;;ryor que mq(Q)
0=galosM)+  (9—ga)(os(1)  + t] (0 = 9)(0;1))
—_——

orden en t mayor que ma(P)  grden en t mayor o igual que ma(P)+1

Como cada coeficiente de cada potencia de ¢ es nulo,
fa(a37 bd) - 0
9a(as, ba) =0

que es un absurdo pues F, no tiene raices en (C*)?. Luego, debe valer que s; = d; = 0
para todo 1 < j < 8. Pero como para cada 1 < j < 8, tenemos que

0=(1-0).f(c5(0)) + 0.q(c;(0)) = f(ao,j,bo,;)
0= (1-0).9(¢5(0)) + 0.p(c;(0)) = g(ao,j, bo,;)
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los puntos ¢(0) = (agj,boj) € (C*)? con 1 < j < 8 dan 8 raices del sistema F contadas
con multiplicidad. Esto es un absurdo, pues supusimos L(F) < 8.

Finalmente, las raices del sistema F contadas con su multiplicidad son exactamente 8. En

. . f(z,y) =0 .
efecto, las soluciones del sistema F = son todas distintas:
g9(z,y) =0
— 141 —1—-4 =141 —1—3

(L ——) =) (5 i (—5—1);
—1+3 —-1-V3  —1+3 —-1-3
(-1, #)5 (-1, 5 ); ( 5 ,—1); (f

Vemos que son exactamente 8, y cada una de ellas de multiplicidad 1.

=1}

Veamos ahora la demostracion de la igualdad £(S1,S2) = >, Ha-La(S1,S2) del Teorema
2.9, donde S; = sop(f) y S2 = sop(g).

Tomamos r = (1,1). Es importante notar que si bien r no esté en el soporte de f, como
pediamos en la prueba del Teorema 2.9, si pertenece a Q = Conv(sop(f)), que es en
realidad todo lo que se usa en dicha demostracion.

3 4+
2 1
Q
1 + re
I I I I
-1 1 2 3
-1+

Sea,
¢ 1 1 2 2
pt_J0=/ (x,y) = f(z,y) + LY = 1+ T2y + 2.z 4 2.2%y
0=g'(z,y) = g(z,y) =1 — 2% —y* + 229
Las tinicas direcciones a para las cuales Hy.L4(S1,S2) > 0 son aquéllas que definen facetas
de P (pues de lo contrario £,(S1,S2) = L(g,) = 0).
Siendo los ceros de F! de la forma o(t) = (ZiZs aitm disd bjt%), veamos cuantos hay

en cada direccion:



54 CAPITULO 2. EL TEOREMA DE BERNSTEIN

Para a = (1,0) = ag,, tenemos que mq(P) = mq(Q) = mo(P 4+ Q) = 0. Si o(t) es un
s

vector de series de Puiseux en esa direccidn, (—, —) = )\.(1, O) con A € Q. Luego, d=10
mn

s
v — € Qs¢. Haciendo t tender a cero,
m
0 =g (c(0)) = ga(0,bo) = 1 — bj.

Por lo tanto, existen dos posibles by, bp = 1 0 by = —1, y son raices simples de g,(0, bo).
Esto concuerda con que L£4(S1,S2) = L(S24) = Vol1((0,0);(0,2)) =2
Ademas, fo(0,bp) =1#0y

Ozft(U( —1+ (2:0,Z m> (ijt%)+2.<Zait%)_(zbjt%>2+

i>8 7>0 1>8 7>0

+2.<Zait%) (Zb tn) = 1+tmLagbot+— [(Z“l ) b0+<zaz ) (ijti)}r

i>s >0 i>s i>8 3>0
i i\ 2 i\ 2 j s
+2. [(Zaztm)<z bjt%) n (Zaﬂ%) (Z bjti)] = 1+ tmLagbo(1 + o(1)).
i>s >0 i>s >0

Luego, cada coeficiente de cada potencia de t es nulo, y como as # 0y by # 0, as.bg # 0.

s S —1
Por lo tanto, tm '.asby debe anularse con el término 1. Entonces, — = 1, a, = 5 Y
m 0

(as, bo) =(-1,1)o (as, bo) = (1,—1). Veamos que para cada uno de estos posibles (as, bo)
tenemos un tnico vector de series de Puiseux, y por lo tanto existen dos en esa direccién
(que es justo el valor de Hy.L4(S1,S2) para ese «, pues Hy = 1).
x
Con el cambio de variables { © t el sistema F! queda
w=y

1
0= fi(tv,w) + g.tv.w =1 +v.w+ 2tvaw? + 2620w

0 =gl(tv,w) =1 — t2.0% — w? + 202 w?

0=1+vw -1
Y evaluando ¢ = 0 tenemos que conlocualw=1low=-1,yv=—.

0=1—w? w
Asi, tenemos 2 raices simples que se extienden (por |10, Lema 3|) de forma tnica a dos

vectores de series de Puiseux de direccién orientada o.

Para a = (0,1) = ap,, haciendo el cambio de variables inducido por el automorfismo

1(z1,22) = (w2, 21) (es decir x < y) volvemos al caso anterior, con lo cual
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HOéBl‘EOCBl(S]JSQ) = HQB7.EQB7 (S1,S2) = 2. De la misma forma, si analizamos el caso
(—=1,0) = ap,, entonces el caso ap, = (0,—1) sale de ese mismo cambio de variables y
Hap, Lag, (S1,52) = Hap. -Lay, (S1.S2).

Para a = ap, tenemos que mqy(P) = =2 =my(Q) y mo(P + Q) = —

Sea nuevamente o(t) = (ZiZS ait%,ZjZd bjt%); veamos ahora cuantos ceros de esta
s d s d

forma hay con (—, —) = )\.( -1, 0) con A € Qs¢ y por lo tanto, —— € Qsg, — = 0.
m’ n m n

Con o = 1 L (1,0), My = D =@
ona = ap,, valequee = (—1,0), Hy = oS =<a,(1,1) > —my(Q)
—1 - (—2) =1 y Ea(Sl, Sg) = E(SQQ) = Voll((Q,O); (2,2)) = 2. ASi, HQB3.£a33 (Sl, Sg) =

2. Veamos que realmente podemos conseguir exactamente dos ceros asociados a esta direc-

cion orientadas:

0=g'(a(t)) =1— (Zait%)Q - (ijt%f T (Zait%)Q(Zbﬂg%f -

i>s 7>0 i>s j>0
— i - (L) - (ZM—)+(zmwf@yﬁﬂ
i>s i>s Jj=0

con lo cual, multiplicando por t‘?f,

o= (Sa®) - (Surt ) 4 (Ta®) (Toe)

i2s 320 i2>s Jj=0

y reemplazando en ¢t = 0,
0= —a?+a2.b3.

Por lo tanto, tenemos que 0 = —ag(l — b%) y como as es no nulo, by = 1 0 by = —1 (dos

posibles by, raices simples de g4 ).

Ahora, evaluamos f! en o(t) :

0= fo(t)) =1+ <Za ) (Ctt) 2 ars) (Lt ) +

i>s j>0 i>s Jj=0
i L =2s —
+4§W@(;M) e () (S
ot (;M = )(;Ob ith ) +2<izzsal-t7) (Zb th )} =t ( t L ag.bo + 202 b+

() () oo (St (S () - i]

i>s i>s §>0
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w2t (Z aiti;f) (Z bjtfé)2> — [t*#l(as.bo +o(1)) + 2a2.by + o(1)} :

i>s §>0

s
Por lo tanto, debe valer que —— — 1 =0y 0 = as.by + 2a2.bg = a2.bo(1 + 2a;) (es decir
m

—1

s d 1
(—, —) = (— 1,0)) y como by = £1, luego a5 = 5 y tenemos que (as,bg) = (— - 1) 0

27

1
(assb0) = (5 =1)-
So6lo nos queda ver que para cada (as, bo) existe un unico cero de la forma o(t) en esa

v=uxat
direccion. Con el cambio de variables y multiplicando por ¢2, el sistema queda:
w=y

0 = t2 + vw + 2tvw? + 202w

0=12— 0?2 — t2w? + v2w?
Tomando t = 0 tenemos

0 = vw + 2v%w = vw(1 + 2v)

0= —v? +v*w? = —v2(1 — w?)
el cual tiene soluciones no nulas v = _T’ w = *+1. Esto nos da dos soluciones simples,
que se extienden de forma unica por medio del algoritmo de Newton-Hensel (como en [10,
Lema 3]) a dos ceros en (C(t)')? del sistema F? con la direccién orientada o p,.

Finalmente, suméando la cantidad de soluciones correspondientes a cada direccién orientada,
existen en total 8 soluciones de F?.

Notar que también podriamos analizar este tltimo caso haciendo el cambio de variables
dado por el automorfismo ¢(x1,x2) = (—x1 + 2,x2) con el cual el sistema quedaria:

_ 1
fla,y)t = a® + Sy + 2y + 20y

gz, y) =2 —1—22y? +¢°

con p(1,1) = (1,1), m1,0)(Q) = m(1,0)(P) = 0 y la direccion orientada seria (1,0).
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2.3.2. Sistemas no genéricos

A continuacion analizaremos dos ejemplos no genéricos.

Ejemplo 2.13 Consideremos el sistema

flry) =@ —-1)+2y -1z —-ya*=0
g(z,y) =2y - 1)+ (y— 1)z —ya’=0

Observamos que sop(f) =sop(g) =S = {(0,0),(1,0),(0,1),(2,1),(1,2),(1,1)}.
Como (g—f)(z,y) = (y—1)(1—(y—1)2) y f(x,1) = —22, las soluciones en (C*)? seran de

la forma <71, y) donde y es solucion de 3(y — 1) — y = 0. Luego, existen exactamente

1
3 soluciones del sistema en (C*)? y son simples, pues el jacobiano en (71, y) no tiene
Yy

raices en comin con 3(y — 1)® — 5. Esto nos dice que este sistema no es genérico, pues

5
NP(f)=NP(g) =P con Voly(P) = 5 ¥ por lo tanto MVa(P,P) = 2.Vola(P) = 5.

3 1

2 4+

1 < °

P

l l l
T T T
-1 1 2 3

14

Veamos que estamos en el caso b) del Teorema 2.10. Llamando B; a las facetas de 2P y

ap, sus respectivas normales interiores primitivas como en el siguiente gréfico
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-1 5
14
se puede calcular:
ap;, = (0’1) aB, = (_1’1>
By = (-1,-1) OBy = (1,-1) aps = (1,0).

El tnico de los sistemas F,, que tiene raices en (C*)? es

Jap (@) =y—-1=0
gaB5 (x,y) = 2(3/7 1) =0

Asi, estamos dentro de las hipotesis de la parte b) del Teorema. Para facilitar la notacion,

F =

OéB5

a partir de ahora escribiremos a = ap, = (1,0).

Sea
H— pry)=1+z+y—222y—29’=0
glz,y) = 2+z+y—a*y+azy* =0
. . . —Y
Este sistema tiene 5 raices distintas de la forma <W’ y) donde y es raiz de (y —
Yy

1)(6y* + 3y3 + 4y% + 22y — 3).
Tomando o' = (0,1), b = (1,1) y 2(t) = (¢,1) para todo t € [0,1], vale que a’ es solucion
de F y F, pero no de Hy blo es de H pero no de F. Tomando el nuevo sistema
0 = fia,y) = fla,y).p(=(t) — f(=(t)).p(z,y) =
=(Bt2-2) - 32 —4)x— (2 -2).y +8(t2 - 1).z.y — (58> — 4).2.9y* — 2.2%y
0 =g'(z,y) = g(z,y)-q(2(t) — g(2(t)).q(x,y) = =2(2t — 1) + (2t — 1).a—
—(t2 =4t +2)y +2(t — )22y + (2t — Dzy? — (2t — 1)’y

F' =
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se tiene que, con t = 1, F! = H, y por lo tanto, F? tiene 5 raices para casi todo t. Notar
2.f(z,y)

—9(z,y)
que es equivalente a F. Como las raices de F! convergen a las raices de F, las raices de F

que z(t) es raiz de F? para todo t. Haciendo t = 0, resulta el sistema F° =

son a lo sumo 5. Finalmente, z(0) = (0,1) ¢ (C*)? con lo cual la cantidad de raices de F

es estrictamente menor a 5.

A continuacién veremos coémo influye el hecho de que el sistema F tenga menos raices
aisladas que un sistema genérico con los mismos soportes en la cantidad de raices del

sistema que da la deformacion en el Teorema 2.9.

La cantidad de vectores de series de Puiseux que consigamos depende entre otras cosas de
donde elijamos el punto r. Como el tnico de los sistemas F,, que tiene raices en (C*)? es el
correspondiente a a;, si ubicamos el punto r sobre la faceta que tiene a ap, como normal

interior, H =0 con lo cual
bl OLB5

4
> MaLalS,8) =Y Hap Lag (S,9),

=1

donde la suma del término izquierdo es sobre todas las direcciones orientadas a. De esta
forma, con r sobre la faceta Bs, la cantidad de soluciones de F? es 5. Si en cambio, tomamos
r=(1,1):

1
Ft — 0= flz,y)=—-1+22+y+ (; — 4y +22.y° — 22y

0= gt(x,y) =-24z+2y—229y+ x.y2 — x2.y

3 1
2 4+
1 r\
P
1 1 1
I I I
-1 1 2 3
-1 4+
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Con a = (1,0) = ap, vale que H, = 1. Si tomamos o(t) = <Zi2d ait%,zjzo bjtvlz> con
direccion orientada « (con ag, by # 0, d,m,n > 0) vale que

0=g'(a(t) = =2+ (D aitin) +2( D bytn) —2( D aitwn). (Y bit)+

i>d 3>0 i>d 3>0
(X ati)(Dbth)? - (Cati)% (X byt
i>d j>0 i>d 320

v reemplazando en ¢t = 0 tenemos que
0=g(c(0)) = —2+ 2bo.

Luego, 2(—1+by) = 0, o sea by = 1. Pero, ademés fo(1) = go(1) =0y 0 = f*(o(t)) con
lo cual vale

:<2ft_g) ) =3(> aitw) 7—6 Zait%)(ijt%)+

i>d i>d >0
+3( D aitm) (3o bit*)* = (D ait™) (D byth) = 244t bo + oftn ).
= 720 i2d 720

Por lo tanto, 2a4bg = 2a4 = 0 lo cual es un absurdo. Luego, no existe cero asociado a
esta direccion orientada. Como L4(S,S) = L(S,) = Vol1((0,0); (0,1) = 1, se tiene que
Ha-La(S,S) =1 con lo cual tenemos una raiz menos que en el caso genérico.

Para las otras 4 direcciones orientadas, se puede ver que en efecto estamos bajo las condi-
ciones del teorema, que en cada uno de los casos Hap, Lo B, (S,S) =1y el tnico vector de

series de Puiseux asociado a la direccion ap, existe.

Para (0,1) = ap,, usando el cambio de variables Y inducido por el isomorfismo
y=x

v1(x1,x2) = (x2,21); p1(r) = r, la direccion orientada queda a = (1,0) y

7t _ -1 _ a2 2

Hz,y) I4+x+2y+(t DHry —xy” +2x°y

(v,y) = —2+20+y— 20y —2.y° + 2y

I
)

— 0
F%:
0

I
Sﬁ

Aqui, ¢1(P) = P; con lo cual Hy.L4(S,S) = 1. Pero si o(t) = (Zz‘zd ait%,zjzo bjt%>
es raiz del sistema, ﬁ, con agq,bg # 0y d,m,n > 0, entonces para t =0
0=37(c(0)) = g1(c(0)) = —2 + by.

3 d

Entonces, tenemos que by = 2. Ademaés ag = 5y = 1 pues
m

~ 1
0=f] (G(t)) =—1+42.by + E.adt%.bo + o(tw%_l) =3+ 2adt%_1 + o(t%_l).
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3
Para ver que con (ag,by) = ( % 2) existe un tinico cero, usamos el cambio de variables

T =1tv .
. El sistema queda entonces
y=w
0= —1+tv+ 2w+ vw — 4tvw + 2t>v%w — tvw?
0= -2+ 2tv+w — 2tvw + 20w — tvw?
0=—-1+2w+vw ] .
que con t = 0 da lugar a cuya tnica rafz simple es (v, w) = (— > ).

0=-2+4+w
Por lo tanto, esta tnica raiz se extiende usando [10), Lema 3| a una tnica solucién o(t) =

3 N
(— §t(1 +0(1)),2(1 + 0(1))) de Fi. Luego, el tinico cero de F! con direccién orientada
ap, €5

3
wi(t) = (21 +0(1), =31 +0(1))).

De la misma forma, usaremos para ag,, ap;, @, respectivamente los cambios de variables

() ()}
e — s (2 ) () )
e = a0 ) ()

-1 1 -1 -1 1 -1
donde cada una de estas tres matrices 0 ), ( ) y ( ) se construyen

inducidos por

wa(z1,x2)

1 0 -1 0 -1
como en el Lema 2.3, y por como las elegimos cumplen que

—1
a32.<_01 1) = (=1,1). (_01 1)2(1,0)2(1,
-1
a33.<_01 j) = (-1,-1). <_01 _11>:(1,0) y
-1
1 -1 1 -1
T () IR (e Y

Podemos observar también graficamente que estos cambios de variables nos sirven, pues
para el caso de ap, (ap, y ap, se ven de la misma manera), ésta es la normal de la faceta
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definida por los puntos (1,0) y (2,1). Luego del cambio de variables, como ¢2(1,0) = (0,0)

y v2(2,1) = (0,1), la normal interior primitiva de la faceta determinada por ¢2(1,0) y
902(27 1) €8 (170)

Con estos cambios de variables tenemos que pa(r) = (1,1), p3(r) = wa(r) = (1,-1), y
para todo 2 < i <4, m )(¢i(P)) =0y ¢i(P) es:

-1

En cada caso, entonces, podemos usar la direccion orientada av = (1,0) y los nuevos sistemas
son:

. 1
Fl = d0=Fa(@y) = —w+24a%y+ (- —day + 2%y —y

0= Qvgt(x,y) = 20+ 1+22%y — 22y + 2%y% —y

2

., |o=REy) =+ 27+ —+ (- -4 — -+

Fs = y oty oy
~ 1 3 2 xz X 1 ]_
0=g'(z,y) =223 +22+2——2-— —+ —

y oy vy
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>t 2 1 1 e 2 ;1;2
0=fy (z,y) = —x+ 2z +——|—(E—4)7+72_7

—t

F, = y vy vy
_y 5 2 r 1 22
O0=gs(z,y)=—20+a"+-—2-+ 35— —
Yy y oy Yy

—~t —~ i j
En el caso de F3 (y de igual forma para Fy ), dada o(t) = (Zz‘zd ait™, > i~ bjt%),
cuando evaluemos g en o(t) tenemos que

~ i3 i (Zizd ait%)Q
0=g4(c(t)) = =20 aitm)®+ (O aitm)’ +2-==0—2 —
i>d i>d >0 bitn
_aitm 1 1
9 Zde i _ - 4 —
ijo bjt" ijo bjt" (ijo bjt")2

Sabemos que, por [17, Capitulo 4, Teorema (1.1)] y como by # 0, existe una serie de Puiseux

2 okso ekt tal que (32,50 bjt%).(zkzo cptn) =1y o= o Luego
~ . . . k
0=33(c(t)) = =20 atm)®+ (O aitw)®+20> aitm)*(O_extn) -
i>d i>d i>d k>0
i k k k
— 200 " atm) - artn) = O artn) + O ertn )
i>d k>0 k>0 k>0

Ahora podemos trabajar siguiendo los mismos argumentos que en los calculos anteriores.

~t
De esta manera conseguimos un tnico vector de series de Puiseux solucién del sistema F;
para cada 1 = 2,3,4:

Dat) = (—t(1+o(1)),1+o(1)>
Gs(t) = (—t(l—l—o(l)),l—i—o(l))
Gu(t) = <3t(1+o(1)),_71(1+0(1))).

Volviendo atras nuestros cambios de variable, tenemos para cada F! V2 < i < 4 un tnico
cero en (C(t)")? :

wrt) = (=711 +0(1), ~t(1 +o(1)))
ws(t) = (=171 +0(1),~t71(1+0(1)))

wilt) = (301 +0(1)), %Qt—lu +o(1))).

Sin embargo, no siempre sucede que la cantidad de ceros en (C(t)')? del sistema F! que
se pierden en una direcciéon orientada «, si F, tiene raices en (C*)?, es exactamente

Ha-La(S,S). El siguiente es un ejemplo de esto:
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Ejemplo 2.14 Se considera el sistema:

P f(z,y) = aly — 1) + bz + cyz?
g9(z,y) = e(y — 1) + ha + kya®
3 4
P
1 -07
P
I ¢ I I
-1 1 2 3
14+

S = sop(f) = sop(g) = {(0,0);(0,1);(1,0);(2,1)}, P = NP(f) = NP(g) = Conu(S);

3
Voly(P) = 5y MVy(P,P) = 3.
Sea q € Cla, b, c, e, h, k] el polinomio en los coeficientes de f y g:

q(a, b, ¢, e, h, k) = a.b.ce.h.k.(ak—ce).(bk—ch).(ah—be).[4(be—ha)(bk—ch)—(ak—ce)?].

Para cada sistema F tal que al evaluar el polinomio q en sus coeficientes resulta no nulo,

veremos que tiene exactamente dos soluciones simples en (C*)? (y supondremos entonces

que nuestro sistema toma valores a, b, ¢, e, h, k en estas condiciones).

Como q(a,b,c,e,h, k) #0, a,b,c,e, h,k # 0. Ademas, toda raiz de f y g, lo es también de

(k:f — cg) (z,y) = (ka —ce)(y — 1) + (bk — ch)z.

Siy =1, como (bk — ch) # 0 luego = = 0. Pero (0,1) & (C*)2.

(ce — ka)(y — 1)
bk — ch

Si y # 1, como (bk — ch) # 0 luego = =
x # 0. Evaluandolo en f,

. Como ka — ce # 0, entonces

(ce —ak)(y — 1) c(y—1) (ce — ak)?
0_f< bk —ch ) - bk—ch[(be_ah)+ bk — ch y(y_l)}
y—1)
y como -y # 0y q(a,b,c,e,h, k) # 0, entonces llamando p(y) = (be — ah) +
—c
(ak — ce)?

ﬁy.(y —1), éste tiene dos raices distintas entre si, y que no son ni 0 ni 1. Luego, las
—c
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(ce —ak)(y —1)
dos raices del sistema F son de la forma ( —— 7y) con y rafz de p, y estéan en
ce —ak)(y —1
(C*)2. Veamos que son simples: evaluando el jacobiano en (( o )<yh ), y) obtenemos
—c
(ce —ak)(y — 1) (ce — ak)?

) = T (=) = (b~ o) + TGty = DGy - ),

(ce — ak)?

o Wm(2y-1).

si y fuera raiz tanto de j como de p, lo seria también de (j—p)(y) =

Entonces, y = %, con lo cual

0 Zp(l) !

3) = T — o [A(be = ah) Ok — ch) = (ak — ce)?)

Sin embargo, esto no puede suceder si los valores que elegimos para a, b, ¢, €, h, k no anulan
q. Luego, como el jacobiano es no nulo en toda raiz de f y g, las raices del sistema son

simples.

Para ver qué sucede con > HaLq(S,S), notar que tomando el punto r = (2,1) el nuevo

sistema sera

1
pt— ) 0=/"(z,y) = aly = 1) + bz + (5 + Jya”
0=g'(z,y) =e(y — 1) + hx + kyz?

Como q(a, b, c,e, h, k) # 0, deberiamos poder encontrar dos raices de F! en ((C(t)')*)2.

Las direcciones orientadas que nos van a interesar son las normales interiores de facetas
deP:a; =(0,1); az=(0,-1); az=(-1,1) y a4 =(1,0). Para aa y a3, vale que
Ha, Lo, (S,S) =0 pues Ho, =0 (i = 2,3).

En el caso de asg, con el cambio de variables inducido por

po(r1,22) = (—x2 + 1,21) = (0 _1> . <x1> + (é) tenemos que m(q g)(p2(P)) = 0

1 0 i)
donde ¢3(P) es:
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3
, 100
1 +— »
?.(P)
4 12 3
-1

1 0 -1 0
interior serd a. Podemos, como en el ejemplo anterior, verlo graficamente ya que as es

—1
0 —1 0 1
Notar que, como «s. ( ) = (0,-1). ( > = (1,0) = «, la nueva normal

la normal de la faceta determinada por los puntos 7 y (0,1). Con el cambio de variables,
wa(r) = (0,2) v 2(0,1) = (0,0) con lo cual la normal interior de la cara determinada por

wa(r) vy ¢2(0,1) es a.

Ahora bien, el sistema luego del cambio de variables nos queda:
1 2
(z,y) = a(l —2) + by + (; +c)y

) =e(l —z)+ hy.x + ky?

Y
Y
y si o2(t) = (Zz‘zd aitom, 22i>0 bjt%> es un cero de f‘g, evaluando en ¢t = 0 tenemos que

e
Luego b2 = (son dos, igual que en el caso genérico ya que Lq,(S,S) = L((¢2(S))a) =

0k N
Vol1((0,0);(0,2)) = 2) y reemplazando en f3,

0= f;(az(t)) =a-+ (1+ )b +o(t™),

con lo cual 0 = E'bg pero esto es absurdo pues by # 0. Luego, no tenemos raices en esta

direccién.

En el caso de as, con el cambio de variables inducido por ¢3(z1,22) = (—z1+22+1,21) =

-1
-1 1 1 1 -1 1
( ) 0) ) (m) + <0> tenemos que ag. ( ) O) ( ) ,0) (que
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seré entonces la normal luego del cambio de variables) y m( 0y(¢3(P)) = 0 donde ¢3(P)

5 1P:(r)
1 4\ O,P)
! A

A partir del cambio de variables el sistema queda:

1
Ft— 0= Ji@y) = ale® —2) + by + (5 + )y

3

0=g%(z,y) = e(z? — x) + hy + ky?
y si os(t) = (Eizd aitm, >j>0 bjt%) es uno de sus ceros,

0= g9(03(0)) = h.bo + kb3 = bo.(h + k.bo).

Y como by # 0, tendremos que by = i (una sola solucién, que coincide con que

1 =Y0l1((0,1);(0,2)) = L((¢3(8S))a) = Las (S, S)) Evaluando f?f en o3(t) tenemos que

7 L2
0= f3(o3(t)) = b.bo + (¥+ c)bg +o(t™).
Luego, 0 = b3. Pero esta afirmacion es falsa porque by # 0. Entonces, en la direccién ag
tampoco tendremos ningun cero o(t) posible.

Para oy = (0,1), el cambio de variables a usar es el inducido por ¢1(z1,22) = (x2,21) ¥y

con él nuestro sistema queda,

1
alr — 1)+ by + <E+ c)z.y?
0=g!(z,y) =e(x — 1)+ hy + kx.y?

2l
|
o
I
=
=
s
I
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ysioi(t) = <Zi2d ait%,zjzo bjt%> es solucion, reemplazando con ¢t =0

e -
Luego, by = 7 (s6lo una solucion y Lq, (S,S) = L((¥1(S))a) = Vol1((0,0);(0,1)) = 1). Si

ahora lo evaluamos en ﬁ(m, Y)

0= fi(or(t)) = a+b.b0+a.(zaitﬁé)+b.(ijtf%)+(1+c).(2ait$).(2bjti)2 -

i>d 7>0 i>d §>0
1 , be — ah e?
= —a+bby + —ag.tm b +o(tm ) = +ag.—stm ot ).
t h h?
L be—ah # 0, debe val o= e ahay S
ego, como be—a ebe valer que — = = a4.— = —. |be—ah+aqg.—
uego, com 7é7 quum y h +dh2 h[ +dh]
h(ah — be)
y por lo tanto ag = ———5——-
e
o ~ o d h(ah — be) e
Asi, si existe un cero de Fﬁ en esa direcciéon tendrd — =11y (ad, bo) = <72, E)
e
Veamos que realmente existe un tinico cero que cumple con esto:
T
Haciendo el cambio de variables { © ~ +  obtenemos el sistema:
w=1y
0= —a + atv + bw + vw? + ctow?
0= —e+ etv + hw + ktow?
i 0= —a+ bw + vw?
que, evaluando ¢ = 0, da lugar al sistema . Asi, con t = 0, vale
0=—e+ hw
e h(ah —be) L . .
wW=—yuv= 3 (inica solucion simple con t = 0 que se extiende a un tnico vector
e

de series de Puiseux por medio del algoritmo de Newton-Hensel) y por lo tanto

h(ah — be) e

n(t) = (=1 +o(1)), (1 +o(1)))

es la tinica solucién de F! en direccion o = (1,0), con lo cual la tinica solucién asociada a

e

la direccién orientada o para F? es

e h(ah — be)

71(t) = (1 -+ 0(1), ——5—t(1 +0(1))).

Como ¢1(P) es
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3 4
Ll e
1 =<
?.(P)
1 P2 3
a4

podemos observar que Lq(¢1(S), ¢1(S)) = Vol1((0,0);(0,1)) = 1, y dado que Hy = 1,
la cantidad de ceros que hallamos (uno) concuerda con He,.Lq,(S,S) = 1, que es, por la
demostracion del Teorema 2.9, la cantidad a hallar en el caso genérico.

So6lo nos resta ver qué sucede con oy = (1,0), que es justamente donde fo, vy g, tendran
una raiz en comin. Aqui no tenemos que hacer ningin cambio de variables, y buscamos
si existe o4(t) = (Zizd aiti,zjzo bjt%) solucion de F!. Si existiera, 0 = g'(04(t)), ¥
reemplazando con t = 0

0= g(a4(0)) = e(bo — 1).

Luego, by = 1. Notar que 1 = Vol;((0,0);(0,1)) = L(Sqa,) = L4,(S,S), y Ha, = 2, con lo
cual, Ho, Lo, (P,P) = 2. Veamos que sin embargo existe solo un cero en esa direccion. Si

'y ] 2 _
tomamos [ = min{j >0 / b; # 0} y s = max{j / =~ < — — 1}, y seguimos los pasos de la
n- m
prueba del Teorema 2.9 tenemos que:

0= fo(t)) = al>_ bjtw) + b3 aitw) + (1+ A bt )Y aitm)? =

Jj>0 i>d 7=>0 i>d

= abytn (1 + o(1)) + bagtm (1 + o(1)) + boatm (1 + o(1)).

Pero esto no nos da informacion 1til. El problema esté en que ff, (1) tambien es cero. Sin

embargo, si evaluamos en ef! — ag’ tenemos que

0 = (eff —ag")(o4(t)) = (eb— ah)(Zait%) + [e(i—i— c) — ak](Zait#)z.(ijt%) =

i>d i>d §>0

= (eb— ah)adt% + ea%bot%_l +o(tm)  con u=min{d,2d —m}.
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Luego, (eb — ah)adt% y eaflbot%fl deben tener la misma potencia de ¢, y su suma debe
d 2d ah —eb

ser nula, conlocual —= ——1yaq =
m m

e
va by y aq. Si ademas evaluamos en (hf* — bg'):

d
. Tenemos entonces que — = 1, y hallamos
m

j 1 i J
0= (hf' —bg")(04(t)) = (ha—be) (D _bjth — 1)+ [h(5+c) =kb)(D_astm)*.(Dbjtn) =

>0 i>d >0

2d _q

= (ha —be)( S bjtw) + hubp.aBtm ' 4 oftm ).
j=l

2d
Luego, como ha — be, aq,bg, h son todos no nulos, debe valer que [ =sy —= ——1=1.
n m
h(ha — be)
Con esto, 0 = (ha — be).b; + h.ajj con lo cual by = ————5——. Solo resta ver que existe
e

una tnica o(t) que cumple con esto. Para ello usaremos el cambio de variables

con el cual el sistema queda:

0= a(w — 1) + but + v2wt + cv?wt?
0 =e(w — 1) + hvt + kv2wt?

0=a(w—-1)
Evaluandolo en t = 0 tenemos que . Entonces, w = 1 pero de v sélo
0=e(w—1)

sabemos que pertenece a C. Como queremos ver que existe una soluciéon (v(t),w(t)) =

ha — eb i j
( + D isd aitTd, 1+ Zpl bjt%), haciendo un nuevo cambio de variables
e >
u="v
w—1
z2=—
t

tendremos ahora el sistema en las variables u, z :

0= t(az + (b+u(l+tz))u+ cu?(1 + tz)t)

H' =
0= t(ez + hu + ku?(1 + tz)t)
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que es equivalente al sistema

0=az+ (b+u(l +tz))u+ cu?(1 + t2)t
0= ez + hu+ ku?(1 + t2)t

) 0=az+bu+u? ]
Reemplazando con ¢ = 0, este dltimo nos queda: cuya Unica raiz
0=ez+ hu

simple en (C*)? es (aq,b;) (tiene multiplicidad 1 porque ha — be # 0). Luego, se extiende
a un tnico cero de H de la forma

r(t) = (u(t), =) = (ha e DL TTIY LU S VA v).

>0 7>0

Y volviendo atras por nuestros cambios de variables nos da la tnica solucion de F?:

ha — be
oa(t) = <t.u(t), 1+ t.z(t)) - ( t+Y gt 1 - hiha =be), . Zbl]tﬂ)
i>1 i>1
Notar que es tnica pues o4(t) = (z(t),y(t)) es una solucién de F* si y solo si 7(t) =

t 7t

(%(t) y() -1

) es una solucion de HY.






Capitulo 3

Un refinamiento de la cota de
Bernstein

Para un sistema genérico de n ecuaciones en n variables con politopos de Newton fijos, el
Teorema de Bernstein nos asegura cuantas soluciones tendra el sistema en (C*)™. Pero, en
el caso no genérico, el volumen mixto de la familia de soportes s6lo nos da una cota superior
para la cantidad de soluciones aisladas del sistema. El objetivo de este capitulo es mostrar
un posible refinamiento a la cota dada por el Teorema de Bernstein. Este refinamiento se
basa en [15]. Nos limitaremos al caso de dos polinomios en dos variables.

3.1. Integral mixta

En esta seccién introduciremos el concepto de integral mixta en el que se basa la nueva cota
que presentaremos. A tal fin, necesitamos definir la suma de Minkowski (o sup-convolucion,
siguiendo la denominacién en [15]) de funciones.

Definicion 3.1 Sean p : I, — R, o : 1, — R funciones céncavas sobre intervalos
acotados 1,, I, C R. Se define pBHo : 1, +1, — R, la suma de Minkowski entre p y o,
como

pHBo(r) =max{p(r1) +o(x2) / 21 €1), v2 €15 y 21 + 22 = x}.

Notar que p H o resulta una funcién céncava sobre la suma de Minkowski I, + L.
La suma de Minkowski de funciones puede relacionarse con la suma de Minkowski de

politopos de la siguiente forma:

Lema 3.2 Sean Q, y Qo politopos en R? y sean p : 1, - R y o : I, — R dos fun-
ciones concavas, que parametrizan los techos de Q, y Qs respectivamente. Entonces, pHo

parametriza el techo de Q, + Q.

73
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Demostracion: Como para cada x € I,+1,, pBo(x) = p(x1) + o(x2) donde (z1, p(x1)) €
Q, v (z2,0(x2)) € Qo, (x,pHo(x)) € Q, + Q.. Entonces, dada 7(x) parametrizacion del
techo de Q, + Qq, se tiene que pHo(x) < 7(x). Veamos que no puede ser estrictamente
menor. Si (z,7(z)) es un vértice del techo de Q,+ Qq, (z, 7(x)) = (1 + x2, y1 +y2) donde
(x1,y1) es un vértice del techo de Q, y (x2,y2) es un vértice del techo de Q.. Pero como
p vy o parametrizan sus techos, y1 = p(x1) y y2 = o(x2). Luego, por la definicién de p B o,
pBo(z) 2 p(a1) +o(22) = 7(x).

Si (z,7(x)) no es un vértice del techo de Q,+Q,, existen &;, & tales que (z, 7(z)) pertenece
al segmento del techo de Q, + Qo que une los vértices (&1, p B o (£1)) con (&2, p B o(&2)).
Luego, como pHo es concava, 7(x) < pHo(x). De esta manera, pHo es la parametrizacion
del techo de Q, + Q.. O

A continuacion definiremos la integral mixta entre dos funciones concavas (ver [14]):

Definiciéon 3.3 Para p : I, — R, o : I, — R funciones concavas definidas sobre
intervalos acotados en R, definimos la integral mixta entre ellas MZ(p,o) como

MI(p, o) = /IpHUpEEa(x)d:r— / o(z)dz — / o () da.

I, I,
Notar que la integral mixta resulta ser simétrica (es decir, MZ(p,0) = MZ(o,p)).
Podemos observar que si p : I, — R es una funcion concava, Graf(p) = {(z,p(x)) / = €
Iy} y ¢ € Res tal que ¢ < min{0; p(x) / « € 1}, definiendo I, . = Conv(Graf(p), 1, x {c})

y usando que el volumen en dos variables de un convexo es el area entre su techo y su piso,

se tiene que:

/Ip p(x)dr = /I p(x) —c¢ dw—l—/ ¢ dx = Vola(1,.) + c.Voli(1,). (3.1)

p I,
VOIQ(Ip,c) C.Voll(lp)

Con esta expresion de la integral de una funcién concava, podemos escribir a la integral

mixta en términos de volimenes mixtos:

Proposicion 3.4 Sean p:1, — R, 0 : I, — R funciones concavas, y c,d € R tales que
c <min{0; p(z) / z €1,} yd <min{0;0(x) / € I,}. Entonces,

MZI(p,0) ZMVQ(ijc,IU’d) + e MV(L,) + d.MVl(Ip).

Demostracion: La demostracion serd una especializacion al caso de dos variables de la
demostracion hecha en [14, Proposicion IV.5.d]. Sean

p:l,=[a,b] — R _ .
funciones coéncavas
o:1l,=1[r,s] —R
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y sean ¢ < min{0; p(x) / x € I,} y d < min{0;0(x) / € I} como en las hipétesis de la
proposicién. Entonces,

Voli(I,+1,) =Voli([a+7r,b+s]) =b+s—a—r.

Notar que ¢+ d < min{0;pHBo(z) / € I, + I5}. Luego, usando la ecuacion (3.1) y el
Lema 3.2, tendremos que:

MI(p. o) = / o8 o () do — / o(z)ds — / o(z)dz =

1,41, 1, I,

= Voly(Lymy,cta) + (¢ + d)Voli (1, + 1,) — Vola(1,.) — cVoli(1,) — Vola(15q) — dVoli(I5) =

=Volo(Lgycra) + (c+d)(b+s—a—1) = Vola(I,.) — Vola(I,4) — c(b—a) —d(s — 1) =
= MVo(I,c,15q) +d(b—a)+c(s—1) = MVa(l, e, 154) + c.Voli(I,) + d.Voli(I5).

La Proposiciéon [3.4/ nos permite probar las siguientes propiedades de la integral mixta:

Proposicion 3.5 Con las notaciones anteriores:

1. MZ(p,0) es lineal en p y o con respecto a .
2. Si p = o, entonces MZ(p, p) = 2. pr p(x)dx.

3. Sip1 < pg y o1 < o9, entonces MZ(p1,01) < MZ(p2,02). En particular, si p >0y
o >0, entonces MZ(p,o) > 0.

Demostracion: Para ver la linealidad, se usard que I,@y cto = Ipec + Iy donde ¢ <
min{0; p(z) / z € I,} y ¢ < min{0;p'(x) / « € I} (pues, usando el Lema 3.2, p B p’ es
la parametrizacion del techo de I, + 1y ). Con ello y la linealidad del volumen mixto, si
d <min{0;0(x) / = € I, }, tenemos que

MI(pBp,0) = MVo(lmycresloa) + (c+ ). MVi(IL,) + dMV1(Lgy) =
= MVo(Le+ 1y 0, 154) + e MVI(Ls) +  MVi(L;) + dMV1(1, + 1) =
= MVo(Lc,1pq) + MVo(1y o, 154) + e MV1(Is) + d. MVi(1,) +
+d MV (L;) + d.MV1(1y)
= MIZI(p,0) + MZ(p,0).

Sip=o,

MZ(p,p) = MVa(l,c,1,c) +2¢.Voli(1,) = 2.Volo(I,c) + 2¢.Voli(I,) = 2./ p(x)dz.

Ip
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Para ver la monotonfa, se usaré asimismo la monotonia del volumen mixto con respecto

a la inclusion (ver, por ejemplo [6, Capitulo 4, Teorema (4.12)]). Luego, si ¢ < p1 < pa y

MI(pl, 01) = MVQ(Ipl’C, Ighd) + C.le(lgl) + d.MVl(Ipl) <
< MVQ(IPQ’C, IO’Q,d) + C.MV1(IU2) + d.MVl(IPQ) = MI(pQ, 02).

d < o1 < 03, tenemos que I, c €1y, 0y Iy a € Iy, g A partir de esto,

Por ultimo, para ver que con p,0 > 0, se tiene que MZ(p,0) > 0, basta notar que
MZ(0,0) =0 y usar la monotonia. O

Observacion 3.6 La definicion de integral mizta es muy cercana o la del volumen miz-
to que fue introducido en la Definicion [1.15. En el caso de dos variables, para convexos
Q1, Q2 C R?, tenemos que

MV2(Q1,Qz2) = Vol2(Q1 + Q2) — Vol2(Q1) — Vol2(Qz2).

Ast como el volumen mixto es simétrico, lineal en cada variable Q; respecto a la suma de
Minkowski y mondtono respecto a la inclusion, en la Proposicion 3.5 se vio que la integral

mizta verifica propiedades andlogas.

3.2. Una nueva cota para la cantidad de raices comunes

Sea f(z,y) = X ez a;j(y).2? € C[z,y] un polinomio primitivo, donde «;(y) € Cly]. No-
taremos

I =Conv({j €Z ] aj #0})
y para cada 7 € C,

Q- = Conv({(j, —ord-(e)) | aj # 0}) C R?
Qe = Conv({(Ggr(ay) / aj #0}) € B2

donde ord; (o) es la multiplicidad de 7 como raiz de a; y gr(c;) es el grado de a;(y).

Definicién 3.7 Para cada 7 € CU{o0}, se define la funcidn concava pf . : 1y — R como
la parametrizacion del techo de Qg -, es decir que pr.(x) = max{y / (z,y) € Qr-}.

Observacion 3.8 Como Qy - es un politopo entero (ver la Definicion 1.4) para todo T €
CU{oo}, psr es lineal a trozos y las pendientes cambian en puntos de coordenadas enteras.
Entonces, para describir ps, basta encontrar py.(x) Va € Iy NZ. Luego, si Iy = [0, ],
eristen 0 =6 <& < ... <& =0, €ZV0<i<n,ya, ER para todo 1 <i<n-—1,
tales que

prr(x) = {ai(l’ —&i1) Fppr(&ic1) L1 <x < ¢

Ademds, las pendientes cumplen que a; > a;+1 para todo 1 < i <n—1.
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Demostracion: Supongamos que a;+1 > a; (si fueran iguales, lo escribimos como un sélo
segmento entre &1 y &41) y tomemos el segmento que une (§ — 1,p7-(§ — 1)) con
(& +1,pr-(& 4+ 1)) (v que por ser convexo estd incluido en Qy ;)

o(t) = (& =1+ (1 =0)(&+ 1), tpsr(& = 1) + (1= 1).ppr (& + 1))

>0
—~

Qi+1 — a4

5 ) € Q.+, que es un absurdo pues py (&) +

1
Luego, vale que 0(5) = (&, ppr(&) +

5 > pr-(&) que es el techo de Qyf; en &. Entonces, tiene que valer a; > a;11. 0O

Con las herramientas vistas hasta ahora, podemos enunciar una adaptacién del resultado
principal de [15] en el caso particular de dos polinomios en dos variables,

Teorema 3.9 Sean f(z,y) y g(z,y) € Clz,y| dos polinomios primitivos. Con las nota-
ciones anteriores, la cantidad L(f = 0,9 = 0) de raices aisladas en comin de f y g en

(C*)? contadas con su multiplicidad satisface:

Lf=0,g=0)< > MI(pfr;pgr).

T7€CU{oo}

Mads ain, es una igualdad para polinomios genéricos con funciones pyr.r, pgr fijas.

En el caso en que f y g € Cla™!, yil] sean polinomios de Laurent sin factores no constantes
en C[y™!], multiplicando cada uno de los polinomios por un monomio adecuado de forma
tal que los productos obtenidos f* y ¢* sean primitivos con respecto a y en Clz,y], el
resultado anterior nos permite hallar una cota para la cantidad de raices comunes aisladas
de  y g en (C*)%: como MZ(pf- 0, pye0) + MI(pj+ s g 0) = MVa(NP(F), NP(g")) =
MVo(NP(f),NP(g)) (ver Lema3.10/més adelante), la cota dada por el Teorema 3.9/ puede

reescribirse como

L(f = 0,9 = 0) < MVNP(I)LNP(9) + 3 MI(pgers pyer).
T7eC—{0}

Observando que MZ(ps« 7, pg*7) < 0 para todo 7 € C debido a la monotonia de la
integral mixta (ver Proposicion 3.5) y a que las funciones involucradas son negativas o
cero, podemos entonces considerar al Teorema 3.9 como un refinamiento del Teorema de

Bernstein (ver Seccion 2.2).
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Lema 3.10 Sean f y g € Clz,y|. El volumen mixto de sus politopos de Newton corresponde
a la suma de las integrales miztas del cero y el infinito. Con las notaciones anteriores,

MVo(NP(f),NP(g)) = MZ(ps.0, pg.0) + MZI(pf 00, Pg,0)-

Demostracion: (Para el caso general de n variables, ver [15, Proposicion 7.2|). Usaremos
la notacion anterior para f, I, psr y Qf-. Llamaremos

of(z) =min{y / (z,y) € NP(f)} ala parametrizacion del piso de N'P(f);

ng(x) =méx{y / (z,y) € NP(f)} a la parametrizacion del techo de N'P(f).
Lo primero que vamos a ver es que of(x) = —pro(x) y nf(x) = pfoc(x) para todo x en I¢.
Como oy y 1y son las parametrizaciones del techo y el piso de NP(f), que es un politopo
entero, basta ver que son iguales para todo k € Iy N Z.

» —pro(k) > op(k) (reciprocamente pfoo(k) < ng(k)) :

Es suficiente probar que (k,—pso(k)) € NP(f). Si pro(k) = —ordo(ax), (k,—pro(k)) €
{(i,4) / cijz'y? monomio de f, ¢;j # 0} C NP(f) (igual en el caso pfoo(k) = gr(ax)).

Si no, como (k,—pro(k)) € Qo existen ky, ky € Iy tales que (kj, —pro(ki)) € NP(f) y
(k,pro(k)) pertenece al segmento que une (ki, pro(k1)) con (k2, pro(k2)). Pero entonces,
como N'P(f) es convexo, (k, pso(k)) € NP(f). (La desigualdad pf.o(k) < ns(k) se prueba
analogamente.)

= —pro(k) <op(k) (reciprocamente pfoo(k) > ng(k)) :

Como o es una parametrizacion del piso de N'P(f), sabemos que no existe r < o¢(k) tal
que (k,r) sea exponente de un monomio de f. Si (k,o¢(k)) es un vértice de N'P(f), es
también un exponente de un monomio f. Luego, o¢(k) > ordo(ax) > —pyro(k).
Si (k,of(k)) no es un vértice, existen ki,ko € Iy N Z tales que (k,o¢(k)) =
t (k1,08(k1)) +(1=1) (ka, 04 (k2)) = t(k1, —pg,0(k1))+(1—t)(k2, —pso(k2)) = (k, —tps(k1)+
———— ————
vértice vértice

(t —1)pr(k2)) € Qfo por ser convexo, con lo cual pro(k) > —tpp(kr) + (t — 1)pyp(ke) =
—os(k). (De igual forma, se puede ver que proo(k) > ns(k).)
Ademés, como N'P(f) es convexo, para calcular su area es suficiente integrar la diferencia

entre la parametrizacion de su techo y la de su piso. Asi,

Volo(NP(f)) = / np(z) — op(x) dz = / proo(@) + prole) dz =

Iy Iy

_ / proo()da + / prol)da.

Iy Iy
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Finalmente, como pf parametriza el techo de NP(f) y pgoo parametriza el techo de
N'P(g), entonces pf oo B pg oo €s una parametrizacion del techo de N'P(f) + NP(g) (ver
Lema [3.2). De la misma forma, como —pyo parametriza el piso de NP(f) (y —pg0 €l de
NP(g)), pro y pgo seran parametrizaciones de los techos de —NP(f) y —N'P(g) respec-
tivamente. Entonces, psoH pgo es una parametrizacion del techo de —(NP(f) + NP(g)).
Por lo tanto, —(pyo B pg0) parametriza el piso de NP(f) + NP(g). Con todo esto,

MZI(ps.0,pg,0) + MI(pf00, Pg,c0) :/I _Pi0 B pg,o(z)dx _/1 pro(r)dr—
rtlg f

[ oo+ [ o Bpplalde— [ ppo()dn [ ppocla)de =
I Ip+1,

4 If Ig
[ preBoamln) — CloroBpn0)le) Jdo-
Ii+1g —

techo de NP(H)+NP(g) piso de NP(f)+NP(g)

[ ple) = o) Yo [ pue)  — (Copol) o=
Iy N—— S—— Iy N—— N——
techo de NP(f) piso de NP(f) techo de NP(g) piso de NP(g)

— Vols (/\/P( )+ /\/73@)) ~ Vol (/\/P( f)) ~Voly (NP(g)) = MV, (/\/7?( f),NP(g)).

O
Veremos ahora un ejemplo de esta situacion:

Ejemplo 3.11 Se consideran los polinomios

flz,y) =346y +3y> +2x+ 2.y + 222+ 222y =3y +1)2 + (y + 2).x + 2(y + 1).22
g(z,y) =6+ 6y + 2z + 2.y + 42 =6(y+1) + (y+2).x+ 422

Los politopos de Newton de estos polinomios (y la suma de Minkowski entre ellos) son los

siguientes:
3+ 3 4
2 < 2 1
1+ ° 1 =
NP (1) NP ()
-1 1 2 3 -1 1 2 3
14+ 14
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- NP(f) + MP(g)

14

Asi, si el sistema estuviera dentro del caso genérico para el Teorema de Bernstein, la
cantidad de raices en comin de f y g en (C*)? seria exactamente el volumen mixto de

NP(f) y NP(g) :

MVg(NP(f),NP(g)) = Volg(NP(f) —i—/\/P(g)) — Volg(/\/P(f)) — Volg(/\/'P(g)) =

Sin embargo, la cantidad de raices del sistema en (C*)? es sélo 4, pues si (x,%) es una raiz

en comin, entonces 0 = (f - g)(sc, y) = (y - 1).(3(y +1)+ 23:2), de donde se deduce que
2 ,

yzloy:—l—gx.

Siy =1, se tiene que f(z,1) = g(z,1) = 12 + 3z + 422 con lo cual las posibles raices son

<73fg/@i’1> v (73+\8/@i’1>‘

2
Siy=-1-— §$2, entonces f(z,—1 — §1'2) =(1- §x2).x, que se anula para x = 0 (con
3
locual, y = —1) 0 2% = 3 (y para ambas, y = —2). Asi, conseguimos 3 raices mas (0, —1),

(%-2)y(-%-2)

Sin embargo, la raiz (0, —1) no pertenece a (C*)? con lo que nos quedan sélo 4 raices, cada
una de ellas de multiplicidad 1, lo que se puede verificar usando el jacobiano (ver Lema
2.8):

(y+2)+4y+ Dz 6(y+1)+ x + 222
(y+2)+ 8z 6+

J(z,y) = det (
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Asf, como J (=318 1) = 6/183i(1— 24y1831) | 7(=3=YI831 1) = _,/183(1— 22=1830),
j(%, —-2)=—-18y j(_T‘ég, —2) = —18 son todos no nulos, las cuatro raices son simples.
De esta manera, podemos ver que el sistema no tiene cinco raices aisladas en (C*)?, como
sucede genéricamente.

Veamos ahora la cota dada por el Teorema 3.9, Calculemos para cada 7 € C— {0} las inte-
grales mixtas. Primero es importante notar que Iy = I, = [0, 2] y que para todo 7 distinto
de —1, -2, se tiene que pr, = pyr =0, con lo cual pr, Bpyr =0y MI(psr,pg:) = 0.
Luego, s6lo nos queda hallar MZ(pf 1, pg,—1) y MZ(pf,—2,pg,—2)-

Para el caso de 7 = —2, como py_2 y pg,—2 son las parametrizaciones de los techos de

Q2 vy Qg 2, podemos observar que py_2 = pg_2=0:

14 14+
-1 2 3 -1 1 2 3
l pf 2 + ] l pg 2 +- l
T T T T T T T T
Qf 2 Qg,-l
a4 . 14 .
2 4+ 2 4+

De esta forma tenemos que MZ(py 2, pg—2) = 0.

Por altimo, para el caso 7 = —1, py 1 y pg,—1 son las parametrizaciones de los fechos de
Qr-1yQg-1:
1+ 1 4+
: ? ; ety
1 4/Qg’ 1
2 4

Calculemos ahora py 1 B pg—1(x) : Veremos més adelante que es suficiente hallarla para
x enteros, y que para cada x entero, el maximo de las sumas py_1(z1) + pg,—1(x2) con

r1 4+ x2 = x se alcanza con x1 y x2 también enteros. Entonces,

® pj-18Bpg1(0) = méx{-2 -1} = -3

o pr_1Hpg_1(1) =mix{-2+0,-14+0} = -1
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® Pf—1 H pg,—1(2) = méx{—Q + 0,0 + 0, -1 ].} =0
o pj_1 B pg_1(3) = max{0+0,—1+0} =0
o pr_1Hpg_1(4) = max{-1+0} = -1

Asi, el grafico de py,_1 Hpy, 1 es:

n +—

Con esto, podemos ver que vale:

2

4 2
MI(pf,hpg,—l):/O pf,lﬂﬂpg,—l(x)drc—/o pf,l(ﬂf)dw—/o pg.—1(x)dr =

3 5,1 1
= -3+ §+ 5= L
Por lo tanto, tenemos que
L(f=0,9g=0) =4 =5-1= MV,NP(f),NP(g9) + MI(ps-1,p9-1) =

= MVy(NP(f),NP(g)) + Y. MI(psr,pgr)-
T7eC—{0}

3.3. Calculo de la integral mixta

A continuacion veremos para qué valores de 7 € C — {0} se tiene MZ(pyr,pgr) # 0 en
funcién de f y g. En estos casos, hallaremos una formula general para esta integral mixta.
Sean f(x,y) = Z?:o aj(y).a? y g(z,y) = > =0 Bi(y).x? € C[z,y] polinomios primitivos,
donde «a;(y),B;(y) € Cly] y sea 7 € C*. Por la Observacion 3.8, sabemos que psr y pg.r

son lineales a trozos.

Una forma de construir graficamente py, B py - y encontrar ast MZ(py ;, pg,r) es sabiendo

que pyr H pgyr es la parametrizacion del techo de Qg + Qg,-. Vedmoslo en un ejemplo:
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Ejemplo 3.12 Sean f,g € Clx,y] primitivos tales que las parametrizaciones prr y pgr
son:

Para hallar entonces pyr B py -, por medio de la traslacion T(x,y) = (x,y + 6) el grifico
de pyr contiene al origen. De esta forma para hallar la suma sélo debemos pegarlo en
cada vértice del grifico de pgr (esta es la misma idea que usamos para hallar la suma de
Minkowski de politopos, pero alcanza hacerlo solo con el techo de Qjf, porgue sélo nos
interesa el techo de la suma conseguida). Luego, los unimos de forma tal que su techo sea
una funcion céncava como en la siguiente figura:

Y finalmente, aplicando la traslacion inversa a ese techo, consequimos el grifico de py . B
Pg,r *
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-5 + pf,TEpg,T

-10 +

-1 F

En nuestro ejemplo, marcamos con color las distintas dreas encerradas entre los grdficos
de las funciones pyr Yy pgr y el eje . De esta manera, podemos ubicar esas mismas dreas
en el grifico de py B py - y el drea que queda en blanco representa —MI(py -, pgr) = 15.
En el ejemplo se tiene que

12 6 6 65 15
MI(pgrs pgr) = /0 Pf,TEHPgJ(x)dm_/O Pfﬁ(x)dz_/o pg,r(x)de = _?"‘?‘HO = —15.

Nuestro proximo objetivo es calcular integrales mixtas analiticamente. Para esto, en primer

lugar veremos cémo calcular la suma de Minkowski de dos funciones.

3.3.1. Calculo de la suma de Minkowski de funciones

En esta seccién veremos como calcular la suma de Minkowski de las funciones concavas

involucradas en las integrales mixtas que aparecen en la cota del Teorema 3.9
De acuerdo a la Observacion [3.8) sean

prr(x) = {ai(fﬂ —&im1) +ppr(&ic1) G <z <&

pgr(x) = {bj(il” — &)+ pgr(€o1) Eo1<a<§
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donde 0 =& < & < ... <& =hy0=£§ <& <...<&n=ea >ay41yb; >bi
paratodo 1<i:<n—1, 1 <3< m—1.

Lema 3.13 Con la notacion anterior, para hallar ps - B py - basta calcularla para x € Z.
Ademds, para cada x € Z vale que pyr B pgr(2) = max{ps(x1) + pgr(r2) / © =1+ 22
Y T1,T2 € Z}.

Demostracion: Como pyHp, r es la parametrizacién del techo de Qy r + Qg -, que es un
politopo entero, es una funcién lineal a trozos tal que los cambios de pendiente estdn en
puntos de coordenadas enteras. Luego, para hallar py - H py - es suficiente calcularla para
todo x € (Iy +1,) N Z.

Ademés, sean x1, x2 tales que prBpy - (x) = prr(21)+ pgr(x2), entonces podemos tomar-
los enteros. Para verlo, sean x1,x2 definidos asi, y si notamos para todo = a [z] como el
minimo entero mayor o igual a x, y |z]| el maximo entero menor o igual a x, entonces
x1 = |z1]| + Z1, x9 = |w2]| + T2 donde Z1,72 € [0,1). Mas atn, como z = x1 + x2 € Z,
T1+ 22 =007 +T9 = 1.

Si 1 + 22 = 0, cada uno serd nulo, y x1, 2 seran enteros. Si en cambio Z1 + Z3 = 1, sean

i,J € Ntales que py,r (1) = ai(z1—&i—1) +p,r(§i-1) ¥ pgr(w2) = bj(@2—&5-1) +pg,r(§5-1).
Como pyr v pg,r son parametrizaciones de techos de politopos enteros,

prr([z1]) = ai([z1] — &—1) + prr(&i-1)
prr(lz1)) = ai(lz1] = &im1) + prr(§iv1)
pgr([z2]) = bj([22] — &i-1) + pg.r(§-1)
pgr([z2]) = bj(lz2] — &=1) + pg,r(&-1)

Si a; > bj, entonces
ps- B Pg,T(x) > Pf,‘r([xﬂ) + P%T(Wﬂ) = Pf,‘r(xl) + pgr(z2) + (ai — bj)(1 — T1) =

= pyr B pgr(x) + (a; — b)) (1 — 1) > prr B pg - (z).
>0 >0

Luego, ptrBpgr(x) = pr([21]) + pg,r(|22]) y sabemos que [z1], [z2] € Z. De la misma
manera, si a; < b;, entonces

pfr B pgr() = prr([21]) + pgr([22]) = prr B pgr(z) + (b5 — a;) (1 — T2).
>0 >0

Asi, Pfr E pg,T(x> = pf,T(\_le) + pg,T((‘rﬂ)' O
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A lo largo de este capitulo nos sera 1til hacer ciertos cambios de variables. Por este motivo,
en lo que sigue veremos c6mo estos cambios de variables modifican la suma de Minkowski
de dos funciones.

Los automorfismos T, U y V : Z? — Z? definidos por T(z,y) = (—x + h,y), U(z,y) =
(—z+e,y)y V(z,y) = (—z+h+e,y) inducen isomorfismos 7%, U* y V* : C[z*!, y*] —
Clz®!, y*!] como en el Capitulo 2, que cumplen que T*(f) = fy U*(g) = g donde

fla,y) =af(Ly) =2 S jai(y)a= = S0 g ap_i(y)a’ = S0y dily)a?

. , ~ , (3.2
gl,y) = 2°9(5y) = 2 35 B (W)™ = 35 Bej(W)a? = Y25 Bj(y)a? )

con a;(y) = ap—i(y) y g](y) = Be—j ().

Lema 3.14 Sea 7 € C. Bajo las hipdtesis y definiciones anteriores, T(Qy,) = er’

U(Qg,’r) = Qﬁ,f Yy V(Qf,f + Qg,T) = Qfﬂ. + Qﬁ,r' Ademds; pf,T(h - 1‘) = pﬁf(x)f pg,T(e -
) = pgﬂ-(a:) y prr B pgr(h+e—x)= P7r & Pg,r@?)-

Demostracion: Se tiene que
T(Qy,r) = T(Conv{(i, —ord-(c;)) / 0 <i < h}) = Conv{T(i,—ord;(a;)) /] 0<i < h} =

= Conv{(h —i,—ord.(c;)) / 0 <i < h} = Conv{(i,—ord;(an—;)) / 0<i<h}= Q5.
y de la misma manera U(Qg ;) = Qg

Para ver que V(Qs -+ Qgr) = Qf,r + Qg -, usando lo anterior resulta que Qf,T +Q5-=
T(Qyr) + U(Qq,r). Pero (a,b) € T(Qyr) + U(Qgq,r) siy solo si (a,b) = (h —x1,y1) +
(e —x2,y2) con (x1,y1) € Qpr, (2,y2) € Qq,r. Equivalentemente(a,b) = (h +e — (1 +
x2),y1 + y2) con (x1 4+ x2,y1 + y2) € Qfr + Qq,r, €s decir (a,b) € V(Qy, + Qq,-). Por lo
tanto,

Qf,f + Q5= T(Qf,r) +U(Qq,r) = V(Q,fﬂ' + Qg,r)-

Por ultimo, dado que T', U y V transforman simétricamente los politopos, también lo hacen

con las parametrizaciones consideradas de sus techos. ]

La estrategia para el célculo de la suma de Minkowski ps B py - se basa en el caso en
que las dos funciones son crecientes. Para poder hacer esta reducciéon, veremos en primer
lugar que para calcular la suma de Minkowski basta restringirse a dominios donde ambas

funciones tienen igual crecimiento.

Sean
io = min{i € Iy / oy(7) # 0} iy =max{i € Iy / o;(7) # 0}
jo=min{j €I, / B;j(r) #0}  j1i =max{jel, / B;(r) # 0}
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Asi, pfﬂ—(.%) serd estrictamente creciente para los 0 < x < i, constantemente nula para
10 < x < 41 y estrictamente decreciente para i; < z < h por la Observacion 3.8. De la
misma forma, pg,T(:r) serd estrictamente creciente para los 0 < z < jg, constantemente
nula para jo < x < j1 y estrictamente decreciente para j; < x < e.

Lema 3.15 Con la notacion anterior, py, B py -(x) = pp (1) + pg,r(x2) donde:

0<z1<ip, O0<z2<jo s 0<2x<ip+Jjo
to<T1 <1, jo<w2<j1 st dgtjo<x<1i1+7
in<x1<h, ji<z2<e s i1tji<z<h+te

Demostracion: Recordemos que, por el Lemal3.13| es suficiente para calcular pg-Bpg - (x),
hacerlo en los & € Z, y que en ese caso, psr B py () = prr(x1) + pg,r(z2) donde 1 y x2

son enteros también.

Para 0 < x < ig + jo, como =1 + x5 = x, si £1 > 1o entonces xo debe ser menor que jg (las

v

(
cuentas son las mismas si empezamos suponiendo que x2 > jo). Entonces, ps,(x1 — 1)
Pf,r(xl) y Pgr(2+1) > pgr(x2). Luego, Pf,r(xl —1)+pgr(w2+1) > pf,T(xl) + pgr(T2) =
max{ps-(z1) + pgr(T2) / T1 + T2 = x}. Pero (1 — 1) + (x2 + 1) = x contradiciendo la
definicién de py - H pgy . Por lo tanto, debe valer que 0 < x1 <igy 0 < 22 < jo.
Para ig + jo < z < i1 + j1, existen 1 € [ig, 1], X2 € [jo,j1] tales que 1 + 2 = x y con
ellos pfr(x1) + pgr(x2) =0+0 > pr(T1) + pg,r(T2) para todo Z1,T2. Por lo tanto, 1 y
To sirven.
Paraii+7j1 < ¢ < h+e, tomando fy g como en (3.2), y como h+e—x € [0,h+e—i1—J1),
existen Z1, T2 tales que ps, B py-(z) = Py, H pg(h+e—1x) = ,of~7T(51) + pg.-(T2) con
0<z1<h—i1y0<Z3<e—ji (puesh+e—xz€l0,(h—i1)+ (e—j1)]). Asi, tomando
1 = h—21, x2 = e— T, se cumple que psBpg () = prr(21)+pgr(x2) coniy <z < h
yji <z <e. O

Este resultado nos permitird, haciendo cambios de variables como en el Lema [3.14, re-

stringirnos a estudiar el caso en que tanto py, como p, , son crecientes.

Para F(x,y) = Zfzo vi(y)x® € C[z,y] primitivo, notamos irp =min{i € Zp / vi(1) # 0}
v ip1 =max{i € Zr / v;(7) # 0}, y definimos

1,0 (3281
Fo(z,y) =Y _vwa' vy Filey) =Y iy’
=0 1=0
Entonces, para los polinomios f y g que estamos considerando,

folz,y) = ?:0 Oéi(y)xiv‘ go(z,y) = ?é:o Bi(y)=? |
fi@,y) =X ansi)at,  gi(z,y) = Y500 Buji(y)ad.
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Notar que, con la notacion de (3.2), fi(x,y) = (fo(z,y) v g1(x,y) = (§9)o(z,y). De esta
forma, por el Lema 3.14),

Pfor () si0<x<ig Pgo,r () si0 < < jo
pfr(x) =140 siig<ax<i; ¥y Pgr(®)=<0 sijo <<t
prr(h—z) siit<az<h pgrle—x) siji<z<e.

Considerando que si el dominio de py - es un punto {n}, tenemos que ps, B py-(z) =
ptr(x —n) + pgr(n); entonces usando el lema anterior y nuevamente el Lema 3.14 con-

seguimos

Pfo,r B pgo.r (@) si0 <z <o+ Jjo
pfrBpgr(®) =40 sido+Jjo <z <i1+Ji- (3.4)
P Bpgr(h+e—x) siiit+jp<z<h+te

Esto nos permitird, una vez hallada py, B pyr cuando ambas son crecientes, encontrar
pfr B pgr en el caso general.

Para verlo graficamente, sean pso : [0,6] — Ry pgo : [0,5] — R las siguientes funciones:

Entonces, hallando pyo H pg0 podemos observar como, hasta el punto ig + jo es igual a
Pfo.rBpgo,r(x), desde i1+ j1 esigual a py, rBpy, -(h+e—x), y entre ellos, es identicamente
nula.



3.3. CALCULO DE LA INTEGRAL MIXTA 89

i0+j0
6

La siguiente observacién es un resultado técnico sobre funciones céncavas lineales a trozos

que utilizaremos en el célculo de la suma de Minkowski.

Observacion 3.16 Sea p: 1 — R céncava y lineal a trozos, y n1 < n2 en I tales que

ar+by Vm <z <mte
px) =
agx +by Vi —e<ax<n

para algin € > 0. Entonces, as(ne —n1) < p(n2) — p(m) < ai(nz —m).

Demostracion: Como p es una funcion céoncava, cumple para todo t € (0,1) que

p(t(nz —m) +m) = tp(n2) — p(m)) + p(m)-

Tomando t suficientemente chico, t(n2—mn1)+m € (n1,m1+€) con lo cual p(t(ne—m)+n1) =
a1 (t(n2 —m1) +n1) + b1. Entonces

art(nz —m) + amr+01 > t(p(n2) — p(m)) + armpr—01.

Luego, dividiéndolo por ¢, tenemos que ai(n2 —n1) > p(n2) — p(n1). Con calculos similares,
se consigue que as(n2 —m) < p(n2) — p(n). O



90 CAPITULO 3. UN REFINAMIENTO DE LA COTA DE BERNSTEIN

Dadas psr : [0,h] = Ry pgr : [0,e] — R lineales a trozos y crecientes, para ver cémo

hallamos ps - B py - (), usaremos la siguiente notacion:
prr(r) = {ai(w — &)+ ppr(&ic1) st <ax<§

por() = L@ = G) + pur Go1) siEa <2<

dondeOz{o<§1<...<§n:hy0:go<§~1<...<gm:e;ai>ai+120y
bj >bjy1 >0paratodo 1<i<n—-1, 1<j<m-—1.

Podemos suponer, sin perder generalidad, que a; > by. Definimos recursivamente 7, jg
para k € Ny:

u ’L'o = O, jo =0.
» Para k> 1, si jg_1 # m, definimos

’ik = méx{i / a; Z bjk71+1}

méX{j / bj > aik+1} Sl g 7é n

m Slip=n

Jk =

m Sijp_1=m, ig:=mn, j:i=m.

La recursién termina cuando iy =n y jr = m.

Notar que [07 h+ e} = ngl([éﬁ;a + &iprs Gin T gjk—l] U [glk + & Gin T gjk])
Proposicion 3.17 Bajo las hipdtesis y notaciones anteriores, para k > 1,

pfvT(:B - éjk—l) + pg,‘r(fjkﬂ) $t iy T &p o S @ < &ip &Gy

prr B pgr(z) = . _ N
pfﬂ'(é-ik) + pg,T(x - flk) st iy, T &gy S @ < &y + &y

Demostracion: Sea x € [0, h+e] y supongamos primero que z € [§;, +§~jk_1,§ik +§~jk_1].
Sean 1 € [0, h], z2 € [0, €] tales que x = 1 + x2. Si z3 < §j,_,, entonces 1 > —§j, | >
&, - Luego, por la Observacion 3.16,

prr(@1) = prr(e — &) < a1 (w1 — (@ — &) =

= aik71+1(§jk71 - .’Eg) < bjkfl((sjk—l - x2) < pgﬂ'@jk&) - pgﬂ'(x2)'

De esta manera, ps.-(71) + pg,r(v2) < psr( — gjk—l) + Pgﬁ(gjk_1)~
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Si, en cambio, w2 > §;, |, entonces &, | < x1 <z —§j, , <&, . Por lo tanto, nuevamente
por la Observacion [3.16)

pro(@ =& y) = pro(@1) > a(z — &, —21)) =

= ai (02 = &5 ) 2 b 1 (2 = &) 2 Por(2) = Py (€ )
Asi, pr7(# = &)+ Por(Eie)) Z ppr(@1) + pg.r(w2).
Luego, méx{py.-(x1) + pgr(r2) / 21+ 22 = 2} = pre(w = &) + por (Eis).
Veamos ahora qué sucede si x € [5% + &, &, + &) Sean nuevamente x, o tales que
T = w1 + 2. S1 21 < &, entonces §;, | < x — &, < x2. Luego,

pfﬂ'(fik) - pfﬂ'(xl) > a‘zk(é.lk - ‘7;1) = aik(x2 - (.%' - glk)) >

> bj 112 = (2 = &) 2 pg.r(22) = pg.r (T = &iy)-

Por lo tanto py (&) + pg,r(x = &ip) = prr(21) + pgr(T2).

Si, en cambio x1 > &, , entonces x3 < x — §;, < &, . Asi

prr(1) = prr(&i) < aigr1(z1 — &) < b (2 = &if, — 22) < pgr(® — &) — pgr(T2).

De esta manera, p¢ (1) +pgr(22) < prr(&ip)+pgr(x—E),) v tenemos que max{py - (z1)+
pgr(2) [ 21+ 20 =2} = pr (&) + pgr(T = &if)- g

Gréaficamente, esto puede interpretarse como que ordenamos de mayor a menor las pen-
dientes de cada segmento de los gréficos de py - y pg,r, y construimos el grafico de py .Hp, -
pegandolas segtin ese orden a partir del punto (0, pf.-(0) + pg(0)). Si observamos las fi-
guras del Ejemplo 3.12, podemos ver cémo en el grafico de py - H pgy -, las pendientes estan

justamente ordenadas de mayor a menor.

Ahora, dados cualesquiera f,g € Clz,y] polinomios primitivos, 7 € C*, podemos hallar
ptr B pgr: por (3.4) sabemos (con la notacion de (3.3)), que

Pioir B pgo,r () 510 < @ <o + Jjo
prrBpgr(r) =10 siio +Jjo < @ < i1+ 1.
prirBpgr(h+e—x) siig+j<axz<h+e

donde las funciones pfy , Pgo,7s Pfi,7 ¥ Pgi,7 SO crecientes, y por lo tanto pg, - B pg, ~(2)
v pf . B pg +(h+ e — ) se calculan usando la Proposicion 3.17.
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3.3.2. Calculo de integrales mixtas

Utilizando los resultados sobre calculo de sumas de Minkowski vistos en la seccién anterior,
se calculara la integral mixta MZ(ps .7, pg,r)-

Para hacerlo, consideraremos distintos casos, dependiendo de coémo sean los graficos de
pfr Y Pgr- En el altimo caso se verd qué sucede en general, para cualesquiera f(z,y) =
Z?:O aj(y).al y g(z,y) = > 5=0D5 (y).#? € C[z,y] polinomios primitivos y 7 € C*.

= El primer caso que tendremos en cuenta es cuando ao(7) # 0y ap(r) # 0. (Sin
pérdida de generalidad elegimos aq, ap, como podrian haber sido (g, B los que no se

anulen en 7).

Pt

Como a(7) # 0y ap(7) # 0, sus 6rdenes en 7 son ord,(ag) = ord,(ap) = 0. Luego, Qfr =
Conv({(0,0); (h,0); {(j, —ords(0)) / 1< j < h—1}}) y como a; € Clyl, ords(ag) > 0.
De esta forma, Qg C [0,h] X (—00,0]. Pero (0,0),(h,0) € Q- lo cual implica, por
convexidad, que {(z,0) /0 <z < h} C Q. Asi, al ser el techo de [0, h] x (—o0,0], debe
serlo también de Qy ;. Luego, py, = 0.

Ahora bien, para g sabemos que, por ser primitivo, existe j tal que 8;(7) # 0. Recordemos
que jo =min{j / B;(7) # 0} y j1 = max{j / B;(7) # 0}. Entonces, por la formula (3.4)

Piosr B Pgo.r(2) = 0+ pgor(2) 510 <z <0+ jo
P B pgr(x) =40 sijo<x<h+j
phirBpgr(h+e—2)=0+pg(h+e—z) sih+j<x<h+e

Entonces, la integral mixta resulta:

h

h-+e e
MZ(psrs po) = /0 prr B por () — /0 ppa(@)dz — /O porr(@)dz =

Jo Jit+h h+e h Jo
:W—i—/ 0d:L'+/ pgm(h—i-e—x)dx—/ de—m—
0 Jo h+j1 0 0

J1 e h+e e
—/ 0 da:—/ pglyT(e—x)dm—/ pgm(h—i—e—x)da:—/ pgr~(e —x)dz = 0.
J J1 h j

0 +Jj1 J1
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» El segundo caso que tendremos en cuenta es cuando ao(7) =0, Bo(7) # 0y an(r) #
0, 8e(1) = 0.

En esta situacion, py, es creciente con pgr(h) = 0y pyr es decreciente, con pg(0) = 0.
Por lo tanto, usando la formula (3.4) debe valer que

prr() + pg,r(0) si 0<x <1
prrBpgr(r) =40 siip <z < h+ji
prr(h) +pgr(@—h) si h+j<z<h+e

prr(x) si 0<x<h
pgr(x—h) si h<x<h+e
De esta manera, la integral mixta sera:

h

h+e
MI(pf,Tapg,T) = /O pfr B pg,'r(w)dx - /0

=li%%6ﬁ;+[fm%ﬁw—th—li%46ﬁ;—[f%JWMx=&

» El tercer caso que tendremos en cuenta es cuando ag(7) = Bo(7) = 0y ap(r) #

0, Be(1) # 0.

pro@its = [y ()i =
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Usando la notacion de la Proposicion 3.17, sabemos que

pfrf(x - gjk—l) + pgfr(é.jkq) S1&i s + &y <o <&, +&,

prr B pgr(z) = ) ~ -
pf,T(flk) + Pg,‘r(iv - glk) S1 glk + gjkfl <z< Elk + gjk

Suponiendo como alli que a; > by, para k = 1,..., N (donde N es el primer natural tal
que iy =mn, jy =m), sea

Sik+§jk &y, é}k

Mz= [ g Bpeade = [ pa@do— [ g 35)
Sy HEip_y Sy Eik—1

De esta manera, tenemos que

h

h+e e
MI(psr ) = [ o1 B purlalda = [ ppataddn = [ pyota)de =

N 3 +gjk

&ip, g]k N
- Z </§ P B pgr(r)dz / pfr(x)de /~ pg,T(:c)dx> = ZMIk.
k=1 i 1

ik—1+£jk—1 g'kfl Jk—1
Podemos observar que MZ;, = MZ(py, .| (€ o] ParT ] & & ]), es decir que hallar cualquier
—1°%0k dp—150k

integral mixta entre dos funciones concavas crecientes py . y pg,r consistird en calcular la

suma de integrales mixtas mas sencillas.

Hallemos entonces para cada 1 < k < N, MZy:

Sip1 T8k Sip_y Sik—1

_ /;ik ik _y (Pf,r(x _ gjk_l) + pg,‘r(gjk—l))dl‘ + /Eik‘i_ﬁ;k (pfﬂ'(é-ik;) + pg,r(z— fik)>dx_

i1 TEin_1 Sip Tk 1
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i, ggk -~ ~ ~
—/ pfr(z)de — /~ pgr()dr = (&i\, — &ir_1)Pgr (Eior) + (i — i) P (Gi)-

Sy Eik—1

Notar que construimos el grafico de psrHBpg ; en el intervalo del dominio [&;, 4 —|—§ dh-1) &+

§jk] pegando primero el grafico de pys, en [&, ,,&,] v luego el de py -, en [{M 1,§jk] y la
integral mixta en esa seccién del dominio resulta ser la suma entre el ancho de graf(py;)

multiplicado por donde comienza p, -, y €l ancho de graf(py-) multiplicado por donde

termina py -

Luego, la integral mixta de ps . y pgr es:

MZ(pf.rs pg.r) ZM@—Z&k—&k_1>pg,T<Ejk_l>+<€jk—Ejk_npf,x&k). (3.6)
k=1

Si en el altimo paso (k = N) sélo quedan pendientes de py -, la notacion elegida nos

permite considerarlo como que a py; le sumamos una funcién cuyo dominio es un punto.

En el Ejemplo 3.12, que estd bajo las hipotesis de este caso,

MI(pf,’T>pg,T) = ZMIk = (2_0)'log,‘r(0)+(5_0)'pf,7'(2)+(6_2)'pg,T(5)+(6_5)'pf,T(6) =
k=1

=2.(—5) +5.(—1) + 4.0 + 1.0 = —15.

» El cuarto caso que tendremos en cuenta es cuando ag(7) # 0, 80(7) # 0y ap(7) =

Be(T) = 0.

En esta situacion, tomando fy g como en (3.2), es decir

flay) =Yl gani(y)a’ = i, Gi(y)a’
g(z,y) =25 Be—j(y)al = >0 Bj(y)x?
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con a;(y) = ap—i(y) y ﬂ] (y) = Be—j(y), estamos en el caso anterior pues entonces o (7) =
Bo(T) =0y an(r) # 0, Bo(7) # 0, y podemos calcular MI(pf , Pg,r)- Sabemos por el Lema

314lque ppr(h—x) = p7_(2); pgrle—x) = pg-(x) vy prrBpgr(hte—z)=ps Hpg.(2).
Veamos que MI(pf s Pgr) = MI(pmeg, )-

h+e h e
MI(og 050 = [ 07, Bt = [ o @ido— [ ()i -
h+e h e
= /0 ptrBpgr(h+e—x)dr — /0 ptr(h—x)dr — /0 pgr(e —x)dx =

0 0 0
= —/h pfr B pgr(x)de + /h pfr(x)dr + / Py (x)dx = MI(pf.r, pgr)-
+e €

» El quinto y dltimo caso que tendremos en cuenta es cuando ap (1) = Be(7) = ap(7) =
Bo(r) =
Notar que como f y g son primitivos, existen 4, j tales que a;(7) # 0y 5;(7) # 0

Recordemos que si
iop =min{i € Iy / o4(7) # 0} iy =max{i € Iy / a;(7) # 0}
jo=min{j €1y / Bi(r) #0}  j1 =max{j €y / B;(7) # 0}
con la notacion dada en (3.3)
fol,y) = 212 aily)a’ go(z,y) = Y1 Bi(y)a?
filz,y) = 2 51 an-i(y)r' gie,y) = 50 Buj(y)a?

vimos en (3.4) que
Pior B Pgor(2) si 0 <@ <o+ jo

prrBpgr(r) =10 sido +Jo <@ < i1+ 1 -
prirBpgr(h+e—x) siiir+j<axz<h+e
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Por lo tanto, tenemos que

10

i0+Jjo 7o
MI(psripgr) = /0 Pfo.r B pgor(x)d — /0 Pfor(x)dx — /0 Pgo,r(T)dz+

h+-e h e
+/ pthBﬂpghT(h-i—e—x)da:—/ pth(h—z)daz—/ pgr (e —x)dx =
t14+]1 i1 J

= Mz(pfoﬂ" pgoﬁ) + Mz(pflﬂ'7 pglﬂ') = Mz(pfo,ﬂ pgoﬂ') + Mz(p(f)o,r’ p(ﬁ)O,T)'

Por dltimo, las dos integrales mixtas MZ(ps, 7, Pgo,r) ¥ ./\/ll'(p(f)o > P(§)o,) Se calculan

como en el tercer caso.

Observacion 3.18 Si f(x,y) = E?:U aj(y).al y g(z,y) = > i=0 Bi(y).x? € Clz,y] son
polinomios primitivos y T € C— {0}, la integral mizta entre psr y pgr es no nula siy sélo

si ag(7) =0y fo(1) =0, 0 an(r) =0y fe(r) = 0.

3.4. Multiplicidad de interseccion y la integral mixta

Para que la cota dada por el Teorema 3.9 para la cantidad de raices aisladas en (C*)™ de

un sistema

flz,y) = Z?:o a;(y).a’
9(x,y) =35 Bi(y).a?

sea mejor que la dada por el Teorema de Bernstein, la integral mixta entre ps y pg , debe

=0
F—
=0
ser no nula para algun 7 € C—{0}. Lo visto en la seccién anterior nos permite concluir que
esto sucede cuando ap(7) =0y Go(7) =0, 0 que ap(7) =0y Be(7) = 0. En estos casos, la
cota superior para la cantidad las raices en comin bajara justamente en —MZ(py -, pg.r).
Podemos suponer (pues de lo contrario, el Teorema de Bernstein nos dice que la cantidad
de raices es nula, y cualquier intento de mejorar esa cota seria trivial) que £(&) > 0 (como
fue definido al comienzo del Capitulo 2)).
Si ap(1) =0y Bo(7) = 0, tenemos que (z,7) es una raiz de F(; o) para cualquier z € C* y
(0, 7) resulta una raiz del sistema F. Si en cambio ap(7) = 0y Be(7) = 0, entonces (x,7) es

flzy)=0

g(@,y) =0
En ambas situaciones, el Teorema 2.10/ de Bernstein nos dice que las raices aisladas de F

raiz de F(_ gy para todo x € C* y (0, 7) resulta una raiz del sistema F =
(=1,0) y

en (C*)? contadas con su multiplicidad son menos que £(&), pues esto sucede si y s6lo
si Fy tiene raices en (C*)? para algtin a # 0, lo cual sucede con (z,7). A su vez, en la
demostracion del Teorema 2.10), para ver que el sistema F tiene estrictamente menos raices

que L£(S&), construiamos un sistema auxiliar F! tal que al menos una de sus ramas de
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soluciones tendfa (cuando t tiende a cero) a una solucién que no pertenece a (C*)?: en el
primer caso, serd (0,7) como raiz de F y, en el segundo, (0,7) como raiz de F que puede
pensarse como una raiz “en el infinito” del sistema F. En lo que sigue relacionaremos la

integral mixta entre ps . y pg, con la multiplicidad de estas raices.

Dado 7 € C—{0}, considerando los polinomios f-(x,y) = f(x,y+7) v g-(z,y) = g(z,y+7)
tendremos que mult(f, g; (0, 7)) = mult(fr, g-; (0,0)), mult(f,g; (0,7)) = mult(f, : (0, 0))
y MZ(pfr,pgr) = MZI(pf, 0, pg.0)- Gracias a esto, podemos suponer que 7 = 0 y estudiar
la relacion entre la multiplicidad de interseccién de f y g en el origen, y la integral mixta

entre pro y Pg,0-

El siguiente teorema caracteriza la multiplicidad de interseccién de dos polinomios f y g
en C[x,y] en un punto p € C? a través de propiedades. La demostracion de este teorema
es constructiva, de forma tal que nos da la idea para hallar mult(f, g; p) para f, g y p fijos

(ver |7, Capitulo 3, Seccion 3, Teorema 3|).
Teorema 3.19 La multiplicidad de interseccion cumple con las siguitentes propiedades:

1. mult(f, g;p) = oo si y sdlo si fy g tienen un factor comin h € Clx,y] que se anula
en p.
2. mult(f, g;p) =0 si y sdlo si f(p) #0 o g(p) #0.

3. Sea W : C? — C? un isomorfismo afin, f¥ € Clx,y| definido por: f¥(z) = f(¥(z)).
Entonces mult(f, g;p) = mult(f¥, g%;q = ¥ 1(p)).

4. mult(f, g;p) = mult(g, f;p).

5. St myu(f) es la multiplicidad de f en p (o sea ord(f(x — p1,y — p2)), entonces
mult(f, g;p) > my(f).mp(g) y vale la igualdad si y sdlo si f y g no tienen tangentes

comunes en p.
6. Si f =Tl fi" yg=Tl1 g, mult(f,g;p) = 3, ;risj mult(fi, gj; p)-

7. mult(f, g;p) = mult(f, g+ h.f;p) para todo h € Clz,y].

Ademds, si T : Clx,y] x Clz,y] x C?> — N U {+oco} que cumple las propiedades 1 a 7,
entonces Z(f,g;p) = mult(f, g;p) para todo f,g,p. O

En lo que queda de esta seccién, vamos a probar el siguiente resultado que establece la

relacién fundamental entre multiplicidad de intersecciéon e integral mixta:
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Teorema 3.20 Sean f(x,y) = Z?:o a;(y)rt y g(z,y) = > =0 Bi(y)z? € Clx,y| primi-
tiwos y genéricos con pyrr Y Pgr fijas. Entonces,

mult(f, g; (0,7)) + mult(f,5; (0,7)) > —MZ(py.7, pg,r)-

Recordemos que, usando traslaciones, basta verlo para 7 = 0. Una herramienta que usare-
mos para calcular la multiplicidad de intersecciéon de dos curvas en el origen es la resultante

entre dos polinomios:
Definicion 3.21 Sean f,g € Clz,y] de grado positivo en x,

con ap #0

con Be # 0

flz,y) = an(y)z" + - + ao(y)
9(z,y) = Be(y)z® + -+ + Bo(y)

donde oy, B; € Cly]. Definimos la resultante de f y g con respecto a x como el determinante

Qo Bo
ar ag B Bo
ap e b1
ag Bo
Res.(f, 9)(y) = det ay 8
ap, Be
ap, : Pe
ap Be
e columnas h columnas

Para el caso de polinomios genéricos f y g € Clz,y| tales que pro y pgo son ambas
crecientes, podemos aplicar el siguiente teorema (ver [17, Capitulo 4, Teorema (5.2)]) para
calcular la multiplicidad de interseccion de f y g en el origen usando la resultante:

Teorema 3.22 Sean f(z,y) = Z?:o a;(y)rt y g(x,y) = ijo B;(y)z! € Clz,y] sin ceros
comunes en el eje x salvo en el origen y tal que ap(0) # 0 y Be(0) # 0. Entonces Res,(f,g)

tiene al cero como raiz de multiplicidad igual a mult(f, g; (0,0)).

En el caso de fy g genéricos, y pro(x) y pg,0(x) cualesquiera, consideraremos los polinomios
Jo'y go:

fola,y) = Yoi2g cuily)a’

golx,y) = X320 8(y)?
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donde
7:/0 = méx{z' S If / OAZ(O) 7é 0}
%0 = méx{j €1y / 5(0) # 0}

Probaremos que en el caso genérico vale que mult(f, g;(0,0)) = mult(fo, go; (0,0)) y de-
duciremos entonces la validez del Teorema 3.20] a partir del teorema anterior.

Observacion 3.23 Notar que la definicion de fo y go varid levemente respecto a la que
dimos dos secciones antes en (3.3). Sin embargo, como la integral mizta entre pg, + Y Pgo,r
como fueron definidas en (3.3) es la misma que la integral mizta entre pr, + y pgyr con la
nueva definicion (ya que sdlo estamos agregando a los dominios de pg, + Yy pgo.r Una seccion

donde serdn identicamente nulas), entonces sigue valiendo que

MI(,Of,Ta pg,T) = MI(pfo,Ta Pgo,r) + MI(p(f)oﬂ—v p(ﬁ)o,’r)'

El primer resultado que probaremos muestra que genéricamente para calcular la multipli-
cidad de interseccién de dos polinomios en el origen, basta considerar s6lo algunos de sus

mMonomios:

Lema 3.24 Sean f(z,y) =Y i_qai(y)a’ y g(z,y) = > 5=0 Bi(y)z? polinomios primitivos
genéricos con soportes prefijados. Entonces, con la notacion anterior, vale que

mult(f, g; (0,0)) = mult(fo, go; (0,0)).

Demostracion: Sean R, S C Z2 tales que R = sop(f) y S = sop(g). Como f y g son pri-
mitivos, f(x,0) y g(x,0) son no nulos. Mas aun, si f(z,y) = Z(i,j)eR aijr'y y g(x,y) =
2 (ij)eS bijz'y’, tenemos que f(z,0) = A a0z’ y g(z,0) = 2 bioz’.

Por la genericidad de f y g sabemos que med(f(x,0),g(x,0)) = z™™{ros0} Usando el
algoritmo de division de Euclides (podemos suponer, sin perder generalidad que 79 > 5)

(0)

y llamando r; = min{rg, so} y vy (z) = g(x,0) tenemos que:

F(2,0) = ¢”@)ul (@) + o\ ()

u@) = @l (@) + ul ()
u (@) = ¢V (@) +0
uf) (@) = a”
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Si ahora llamamos recursivamente:

,©

O @y = Y (@) — d e (@)n (2, y),

aplicando el Teorema 3.19

mult(f,g: (0,0) = mult(/, " (0,0)) = mult(hé“%h& 5 (0,0)) = 57)
=t 10 (0,0)) = - = mult (A2 K, (0,0)),
Observamos que
W (2,0) = ul(x) VO<i<ng+1. (3.8)

Esto ultimo vale pues h[()o) (2,0) = g(x,0) = u(()o) () y hgo) (2,0) = f(x,0)— g )(x) (w 0) =
ugo) (). Inductivamente, si vale para todo k < i, hl(-i)l (x,0) = hl@l (,0)— qf?r)l( ) - (:U, 0) =

0 0 0 0
u? (@) = gfh (@) () = (o).
Multiplicando por constantes apropiadas, definimos f(I)(z,y) = h%%) (z,9) y gV (x,y) =
L@

noa1(T,y). Usando (3.8) (ya que h%%) (x,0) =2z y hfm)ﬂ( ,0) = 0) tenemos entonces que

fO(z,y) y gV (x,y) son de la forma

fO(,9) = T gD )at + a7 + T,y ()
9P (,y) = yF1 g (x,y)

donde y no divide a g (z,y) y g (z,0) = Zfl s lé) s Zl o 10 V2t con 1 < y

e1 > r1. (En caso que el algoritmo de Euclides termine en un paso, es decir ng = 0, los

polinomios son f(z,y) = g(z,y) vy ¢ (z.y) = b (2,7).)

Hasta aqui podemos calcular, usando el item 6 del Teorema [3.19

mult(f, g; (0,0)) = mult(f1), gM; (0,0)) = mult (Y, y*1; (0,0))+
1

3.9
nle(FD, 505 (0,0)) = 1k + mule(FD, 305 (0, 0)). (3.9)

Sean R = {(i,j) e R /i <7}y S ={(i,j) €S /i < 30} los soportes de fo v go
respectivamente. Entonces, podemos escribir a fo y go de la siguiente manera:

folz,y) = 3 jyer aijr'y’
90(z,y) =D j)es bijx'y’
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los cuales son también primitivos. Y como fo(x,0) = f(z,0) y go(x,0) = g(z,0), definiendo

recursivamente

HO(O)(x7y) = gO(:C7y>
HOy) = folz,y) — ¢ @) B (2,y)
H2,y) = HO(@y) - @) H" (,y)

HY (2y) = HY (2.y) — ¢\ (@) HO (2,y),

tenemos que Hi(o)(x,O) = u;(x) = hz(.o)(a;,O) V0 <i<mny+1 (como fo(z,0) = f(z,0) y
go(x,0) = g(z,0), al aplicar el algoritmo de Euclides se obtienen los mismos cocientes, e
inductivamente como antes se obtiene esta igualdad). Ademaés,

f @, y) = B (2,y) = S5 g ()t + am + 0 yFY ()
oV (@,y) = H;L?))Jrl(xv y) = v g5 (z,y)

donde cada monomio de Fo(z»l) (o de ﬁél)) lo es de Fi(l) (respectivamente, de gM).

Para ver que podemos escribirlo asi, primero debemos notar que cada monomio de fy o go
lo es de f o de g correspondientemente. Como hacemos exactamente las mismas cuentas
para obtener fél) y g(()l) que para f() y ¢ v los coeficientes son genéricos (con lo que no
se cancelan monomios a menos que el paso del algoritmo de Euclides que estamos llevando
a cabo sea dirigido a eliminarlos, con lo cual desapareceran en las dos cuentas), cada
monomio de f(gl) ) g((Jl) aparece en f(1) o g respectivamente (podemos pensarlo como
que estamos especializando los coeficientes genéricos {as;}; jom> {bij}(; ;)¢5 en cero.) Por
lo tanto, cada monomio de Fo(il) (o de g(()l)) lo es de Fi(l) (respectivamente, de g™ y como
la maxima potencia de y que divide a cada monomio de ¢(V) es ki, en particular y*! divide

1 .. . o
a g(() ) (aunque no podemos asegurar que sea la maxima potencia en dividir a todos y cada

uno de sus monomios). De esta forma, también cada uno de los monomios de ﬁ(()l) aparece
en gb.

Ademas, f(gl)(:v, 0) = 2™ con lo cual éste es uno de los monomios de fél). S6lo nos falta ver
entonces que cada monomio ¢;jz'y’ de fW(x,y) con i < ry lo serd también de fél)(x, NE
Lo haremos por induccién en el namero de pasos. Por las definiciones, es claro que todo

monomio de héo) con exponente de x menor que 71 lo es de H(()O). Para hgo), se tiene que

% 7

o o 0 o 0 o

cia'y’ = agaty’ — (3 biy(@)imn)z'y’ = (a3 big(a@™)imi)a'y’
k=0 k=0

(donde (qgo))i,k es el coeficiente en q&o) de 27%). Como ¢y’ es tal que (i,5) € RUS,

aijz'y’ es un monomio de fo v Yp_o bkj(qgo))i,kxiyj lo es de qgo)gg. De esta manera,

cijz'y’ es un monomio de Hl(o) = fo
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De igual forma, si todo monomio c¢;jx iyl de hf1 )1, h(o) tal que ¢ < r1 lo es de H,(LOJI, H,SO)

(0)

(respectivamente), sea ahora c;jz ‘49 monomio de h, {1 tal que @ < rq1. Entonces,

cize'y = (W Dis = S () (@)) i)y’
k=0

Pero como i < r1, luego i — k < r1 VO < k < i. De esta manera, (hflo_)l)ija:iyj es monomio
de Hflo_)l y (h( )) (qflil) gty de HY qﬁgzl, y por lo tanto ¢;jz'y’ es monomio de wazl
Como g1 = h,(lo)ﬂ y g(() ) = H,(lgll, de la misma demostraciéon surge que todo monomio

(1)

dijxiyj de §(1) tal que @ < 71 lo es también de gy . Asi podemos concluir que

mult( fo, go; (0,0)) = mult(fol),gol),(o 0)) = mult(fo ,y¥15(0,0))+

N N ’ (3.10)
Fmult (£, 555 (0,0)) = riky + mute(£$Y, 505 (0, 0)).

De (3.9) y (3.10) vemos que

mult(f, ¢;:(0,0)) = riks +mult(fP,31:(0,0)) v
mult(fo, go: (0,0)) = riky +mult(£", 55" (0,0)).

Veamos entonces que pasa con mult(f, g(: (0, 0)) y mult(fO ,go ), (0,0)) :

Sabemos que f)(z,0) = 2™ y gV (z,0) = Zl s 20 )z +Zz o 10 )2, Llamando u(()l)(:c) =
M) v aplicando nuevamente el algoritmo de Euclides, tenemos que

7V (z,0) = szo:cz ) (z) +ul (@)
u$ (@) = q£><x> Mz) + u ()
W) = ¢ @u (@) + i) (@)

(1)

u,! 4 (x) = qp (7)™ +0
W) = o
“Sl)ﬂ(x) =0

donde u(l)( ) = Zf151 bgé)x y T = 81 si éste existe, y sino rg =r1. Asi, 0 <1y <71y ysi
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ahora llamamos recursivamente:
1
W (e,y) = O,y

Wy = g0 szo R ()

i=eq
Wy = b y) — V@)V (@, y)
Wy = 2P y) — V@) (@, y)

WYy = () — o (@)hD) (2, y).

donde, como antes, hl(l)(x,O) = ugl)(a:) V0 < i < nj + 1. Nuevamente multiplicando por

una constante apropiada, tenemos que

FO(,y) = hid) (@,y) = X720 yFP ()2t + 27 + T2, yF (y)af
9@ (z,y) = b (@, y) = v (2, y)

donde y no divide a §®(z,y) y §?(z,0) = Zfz - zo Vo 4+ ZZ o 10 )2 con So < T2y
€9 S T9.

Usando (3.9) y en forma analoga a (3.7), podemos calcular que

mult(f, g; (0,0)) = riky + mult(f1, gM: (0,0)) = r1k; + mult(f@, ¢3);(0,0)) =
= 71k + mult(f3), y*2:(0,0)) + mult(£?, 53 (0,0)) = (3.11)
= 11k + roky + mult(f®),5®; (0,0)).

()

Vamos a usar la notacion b,,” para referirnos al coeficiente con el cual aparece el monomio

z' en 5((]1). Notar que si s1 <14 < 81, entonces bz%) = bz%), y que para todo i tal que bl(-é) #0,
(1) : ~(1) ~(1)

entonces b;,” # 0 pues todo monomio que aparece en g; *, aparece en g' /.

De la misma forma que antes, definamos recursivamente

Oy = A

@) = &) - 3 e B )

i=e1
H Y (z,y) = HV(z,9) — ¢V (@)HD (2,y)
O (zy) = HOY(2,y) - V(@) (2,y)

1 1
(2,y) = HY (2,9)— ¢\ @) HD (2,y).
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Como h(()l)(:z,O) = fW(z,0) = fél)(x, 0) = Hél)(x,()) y vale que

Zb (Wi 4 Zb Yy y g((] )(:r 0) = sz%)a:" + Zggé)xi,

=81 i=eq =81 i=eq
tenemos que Hfl)(x,()) = hgl)(x,()) Inductivamente, H( )(SL‘ 0) = hl(l)(:c,()) V0o < i <
n1 + 1. Definimos

ﬁmwzﬂﬁ@wzxwwﬁkn+w+zwﬂ<@w

982)(957?;) = Hffﬂl(w,y) =y g(() \(x,y)

(2) ( ~(2 ))

donde cada monomio de F{;

(2) (

o de gy ') aparece en F; respectivamente §(2)) y los

monomios dijaciyj de Fi(z) (correspondientemente §(2)) tales que ¢ < ro aparece también
en Fé? ) (respectivamente, en 5(()2)). Estas afirmaciones se prueban usando los mismos ar-
gumentos que en el paso anterior pues todo lo que usamos es que todo monomio de fy y
go (ahora f(g y g(() )) lo es de f y g (ahora fO) y ¢M), que todo monomio de f y de g
con potencia de x menor que el minimo entre 79 y so (ahora seria menor que el minimo
entre 71 y $1) es monomio de fy v go, y que por ser los coeficientes genéricos, al aplicar el

algoritmo de Euclides no se producen cancelaciones fuera de las buscadas. Luego,

mult( fo, go; (0,0)) = r1k1 + mult( m,gé ), (0,0)) = riks + mult(féQ),ka; (0,0))+

3.12
Fmult (2,591 (0,0)) = riky + roky + mult(£7, 5875 (0,0)). (312)

Esta construccion se repite recursivamente. Como f y g son genéricos, mult(f, g; (0,0)) <
00, y como k; € Ny 0 < ;41 <r;, para cada i, existe un m € N tal que r,,, = 0. Entonces,

multiplicando por constantes apropiadas,

P (@) =1+ Sy F et | S @) = 14+ X yFy (y)a
g™ (z,y) = yFm g™ (z,y) o™ (x,y) = yFmgs" )(w,y)

Entonces, mult(f(™, ¢(™):(0,0)) =0y mult(fém),gém); (0,0)) =0y, por lo tanto,

m—1

mult(f,g; (0,0)) = > rik; = mult(fo, go; (0,0)).
=1

O

El siguiente resultado que muestra la relacién entre integral mixta y multiplicidad de in-
terseccion en el caso en que py, Pg,0 SOn crecientes servird de base para probar el Teorema
3.20. La demostracion sigue las ideas de [18, Teorema 3| (otra demostracion de este resul-
tado en el caso general de n variables, pero para polinomios cuyas funciones asociadas py

coinciden, puede encontrarse en |5, Corolario 4.8]).
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Proposicion 3.25 Sean f,g € Clz,y] polinomios primitivos tales que pyo,pg0 son cre-
cientes. Entonces mult(f,g;(0,0)) > —MI(py0,pg0)-

Demostracion: Usando la notacion f(x,y) = Z?Zl ai(y)xt y glx,y) = ijoﬂj(y)a:j
(podemos suponer que e > h). Por el Teorema 3.22/ sabemos que mult(f,g;(0,0)) =
méx{k € N / y* divide a Res,(f,g)}. Con la notaciéon anterior, la matriz de Sylvester
entre f v g es

a0 0O ... 0 By 0 ... 0 ]
(6751 (671) e 0 ﬂl ,30 e 0
ap-1 ap2 ... 0 Bp1 Brpo ... Bo
e filas
ap  Qp_1 0 Bn Bra .- B1
0 ap, 0 Bhyr Bn ... B2
M(y) = . . . .
0 0 coo g Bee1 Pe—2 ... Be—h
0 0 ... a1 Be Beer - Be—ny1 |7
0 0 ... ay O Be v Be_nio
. . : . : . . h filas
0 0 ... an O 0o ... Oe |
e colarmnas h cohTmnas

Para todo z € R notaremos [z] al minimo entero mayor o igual a z, y |x] al maximo
entero menor o igual a x. Consideremos ahora la matriz M que surge de efectuar sobre

M(y) las siguientes operaciones de columnas:

» Multiplicar la columna i-ésima por yl=o.0(—D] para todo 1 < i < e.

= Multiplicar la columna e + j-ésima por yL_pf*O(j_l)J para todo 1 < j < h.

Luego, por las propiedades del determinante

det(M(y)) = ny;olt—pg,o(i)H ;‘L;(}L_”f’O(j)J.det(M(y))
=y EalreoOHE50 o@D | get(M(y))

donde la matriz M es:
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yl=ra.0(0)] g 0 . 0 yl=rr.0@lg, 0 o 0
yl=rg.0(0] gy yl=ra.0W g 0 yl=rPr0©lg; yl=rroMWlg, 0
yl=ra. 0], yl=rgoMlq, | .. 0 yl=rr0®lg, ylt=rroMlg, . yl=rroh=1lg,
0 yl=rg0M] g, 0 yL*Pf,O(O)JBh_'_l yL*Pf,O(l)Jﬁh yL*pf,o(hfl)Jﬁ2
0 0 L gleeoeDlay  ylorro@lg,  ylopreMig, . ylosrot-Dig, .,
0 0 ... yl=rgole=Dlg, 0 yL*Pf,o(l)J/ge yL*Pf,o(hfl)J56_h_~_2
0 0 ... ylmegole=Dlq, 0 0 yl=rroth=1]g,

En lo que sigue, usaremos que
» SibeZyaecR, entonces |a| +b=|a+b|y [a] +b=[a+Db].
» Sia,be€ R, entonces min{|al, |b|} = [min{a,b}]| y max{[a], [0]} = [max{a,b}].

Sabemos que si notamos ord(a;(y)) = r; y ord(B;(y)) = s;, entonces r; > —pro(i) y
sj > —pg.0(j). De esta forma, V0 < i < h, 0 < j <e vale que

| =pg0(3)] +1i > [=pgo(i) — pro@)] v [=pro(i)] +s; > |=proli) — pgold)]-

Asi, comparando el orden en y de cada coordenada no nula en la primera fila de M, tenemos

que

1§5¥gg+6{0rd((ﬁ(y))1j) / (M(y)hj # 0} = min{[—pg,0(0)] + 70, [=p70(0)] + s0} >

> [min{—pg,0(0) = p£.0(0), =p£.0(0) = pg0(0)}] = =[p£0(0) + pg0(0)] = =[p1.0 B pg0(0)]-

Esto nos da una cota inferior para la maxima potencia de y que aparece como factor en la
primera fila. Comparando de la misma manera las potencias de y en cada coordenada no

nula de la fila k-ésima tenemos que

min_{ord(M(u)y) / (M) # 0} =

= min{{|—pg,0(j)] + ri}jrimk—1,i<hj<e—1, LL=Pr0(0)] + 8} jtimk—1,i<h—1j<e} >
> min{[—pg0(j)] +7i; [=po(@d)] +s5 /i+i=k—-1Li<hj<e}>
> min{|—pg0(j) — pro(i)] /i+j=k—-1i<hj<e}=
=min{—[pso(i) +pg0(j)] /i+j=k—1,i<hj<e}=
= —[max{pro(i) + pgo(j) /i+j=k—14i<hj<e}] =—[proBpgolk—1)].
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Asi, podemos definir la matriz U(y) € C[y](+e)*("+€) como aquélla que surge de multiplicar
cada fila k-ésima de M(y) por y/ProBeo*=D1 v cymple

det(M(y)) = y~ Z“e "Tps,08pg,0(k)] det(U(y)).

Por lo tanto,

det(M(y)) =y~ >k w25 TP r.0Bpg,0 (k)1 =220 [0g.0()1 =520 [o.0()T) det(U(y)).

Con lo cual, por el Teorema [3.22

h+e—1

e—1
mult(f, g; (0,0)) > —( Z [P0 8 pgo(k)] — Z Pg0(i Z(ﬁfo
k=0 =0

A continuacién, veremos que

h+e—1

h—1
Z [pro B pgo(k)] — Z prolJ Zfﬂg, = MZI(pf0, Pg0);
k=0 7=0

de donde se deduce que mult(f,g; (0,0)) > —MZ(pt0, pg0)-

Usando la notacién introducida en la Secciéon 3.3 para la Proposicion 3.17 y en la ecuacién
(3.5) y suponiendo como entonces que a; > by, por la Proposicion 3.17, V1 < k < N vale

que N N
i, +&5,—1 i, —1 &1
> T Bpgo®l— D Terow)]— Y [pgo(v)] =
t=tij,_ 1+ u=tiy 1 v=Ej,,
€ +E, -1 &, +Ej, 1
= > (Il =G )T+ 000 )+ D0 (prolé) + Tegolt = &)1) -
t:&kq"'gjkq t:&k"'gjkq
&, —1 € —1 € +Ep_1—1
— > Tero@)]= Y Tpgo(v)] = T &0 )]+ (e —Ei )00 (Ejy) T
u=Sij_y “:gjk—1

+<gjk - Ejkﬂ)ﬂf@(gik) +

= (Elk - gikfl)pgﬂ(gjkq) + (Ejk - gjkfl)lofao(gik) = MIy.
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De esta manera,

h+e—1 h—1 e—1

N
(3 ToroBrgo® = oo =Y leo@ 1) =D (> [oroBpgo(t)]-

t=0 u=0 v=0 k=1 t_fik 1+gjk )

€ip—1 & —1 N
= Y Toro@] = Y Tego(®)]) = 3 MTi = MZ(pg0, py0)
c k=1

u=Eiy_y v=Ej 4 B

donde la tdltima igualdad es la identidad (3.6) probada en la secciéon anterior. O

Proposicion 3.26 Sean f, g € Clz,y] polinomios primitivos tales que py o, pgo son decre-
cientes. Entonces, con la notacion (3.2), mult(f,g;(0,0)) > —MI(pto,pg,0)-

Demostracion: Por lo visto en el cuarto caso analizado en la Seccién 3.3, ./\/lI(pr, Pgr) =
MZI(ps.r, pgj). Como fy g son primitivos y PFo ¥ Pgo son crecientes, por la Proposiciéon
3.25, mult(f,g;(0,0)) > —/\/lI(pﬁO, pg0) que completa la demostracion. O

Por ultimo, dados f(x,y) = Z?:o ai(y)rt y g(z,y) = ijo B;(y)z? € Clz,y] polinomios
primitivos y genéricos, ya podemos probar el Teorema 3.20/ que enunciaba

mult(f, g; (0,7)) + mult(f, 3; (0,7)) > —MZ(ps.r, pg.r)- (3.13)

Demostracion: Recordemos que, mediante una traslacién, podemos suponer que 7 = 0.

Por la Observacion 3.23 sabemos que
MZ(p10,g.0) = MI(pfo,0, Pg0.0) + MI(p( 7y, 02 P(3)0,0)-
Ademsés, por el Lema 3.24, por ser f y g polinomios genéricos tenemos que
mult(f, g5 (0,0)) = mult(fo, go; (0,0) y mult(f,g: (0,0)) = mult((f)o, ()o; (0,0))-

Finalmente, como pf, 0, Pgo,0 P(F)o,0 Y P(@)o,0 SO crecientes, aplicando la Proposicion [3.25

mult(fo, go; (0,0)) > —MZ(pg,0,p900) ¥

mult((Fo, @0: (0,0)) = ~MZ(p7,, 0+ P(@00)-

Luego, con todo esto
mult(f, g; (Oa 0)) + mlﬂt(]?v g; (Oa 0)) - mUIt(f(]v 90; (07 0)) + mlﬂt((f)()a @)0; (Oa 0)) >

> =MI(pfo.,0, Pg0.0) = MI(p 5y, 00 P@)0.0) = —MI(P1,0,P90)-
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Observacion 3.27 El Teorema |5.20, teniendo en cuenta las observaciones hechas al co-
mienzo de esta seccion y el resultado del Lema |3.10, permite obtener la cota superior
enunciada en el Teoremal3.9. Esto da un refinamiento a la cota de Bernstein (ver Teorema

2.9) en el caso de dos polinomios en dos variables en (C*)2.

3.5. Algunos casos particulares

Si bien la cota del Teorema 3.9/ es optimal bajo ciertas condiciones de genericidad, la
demostracion de la igualdad escapa a los alcances de esta tesis. Sin embargo, en esta
dltima seccion exhibiremos algunas familias particulares de polinomios para las cuales
mostraremos que se alcanza la igualdad en el Teorema|3.20. Para eso, necesitaremos algunas

nociones bésicas de calculo de multiplicidad usando anillos locales.

3.5.1. Anillos y 6rdenes locales

Una forma de calcular la multiplicidad introducida en la Definicion [1.30) del Capitulo 1
es usando Ordenes locales v bases standard para obtener informacién sobre ideales de
Clz1,...,%n]<z,...an> (andlogamente a como se hace para 6rdenes monomiales y bases de

Grobner para ideales de Clxy, ..., zy]).

Definiciéon 3.28 Un orden > en Z%, o equivalentemente en el conjunto de monomios

it oxln, con (o, ..., o) € 7, en Clz1,...,zn] 0 Clay, ..., Tnl<ay . zn>

» se dice total si para todo o, 3 € Z%, vale una y sdlo una de las siguientes condiciones:

aq Qn 1 Bn (051 Qn __ 1 Bn al (679 51
Ty ... >x] e xyt, T X =2 LT 0 Xy ...yt < Ty

/671,
n ° n . "ETL ‘

= es compatible con la multiplicacion si para todo «, 3,7 € ZY, vale que

1 ﬁn

...xn" entonces JJ?IJWI I AR LIS mflﬂl gt

ey | (e 7%
51 Ty R >:c1

» se dice bien ordenado si todo conjunto M C {z® / a € ZZ,} no vacio tiene primer

elemento.

Cuando un orden es total y compatible con la multiplicacién, vale que es bien ordenado si
y solo si 1 < 2% para todo a # 0 (ver [3, Capitulo 2, Seccion 4, Corolario 6]).

Definicion 3.29 Un orden > en Zgo

= e¢s monomial si es total, compatible con la multiplicacion y bien ordenado.
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= se dice local si es total, compatible con la multiplicacion y 1 > % para todo o # 0.

» se dice antigraduado si es total, compatible con la multiplicacion y cada vez que
B1

ay+ -+ ap < P14+ + B, entonces 7t ..zl > a) b
A continuacion presentaremos algunos resultados relacionados con 6rdenes locales y calculo
de multiplicidades. Estos resultados pueden encontrarse en [4, Capitulo 4| para el caso
general de n variables y érdenes de semigrupo. Sin embargo, nos restringiremos al caso de
dos variables y 6rdenes locales, ya que es el contexto en el que lo aplicaremos.

Observacion 3.30 Notemos que para todo w € ZQ>0 se puede construir un orden local >

para monomios en x,y de la siguiente manera: decimos que z®.y*? > % y% iy sélo si

<w7 (041, a2)> < <w7 (61762» 0 <w7 (051,052» = <w7 (61752» y .y ;lﬁl-yma

con > algin orden monomial (por ejemplo lexicogrdfico puro con x > y).

Veamos que el orden > asi definido es un orden local:

Es un orden total pues (a,w) < (B,w) o (o,w) > (B,w) o en caso de ser iguales, se
compara 'y con 274 usando un orden > que es un orden total.

Es compatible con el producto porque si 2y > 281922 v (o, w) < (B,w), (a+5w) <
(B4 d,w) para todo 6. Si zy®2 > 2Py’ v (o, w) = (B, w), valdra que 1y >zl1yd2,
Pero entonces (o + §,w) = (B3 + 6, w) y como el orden > es compatible con el producto,

xal+51ya2+52 ;xﬁ1+51y52+52 para todo S Luego, xa1+51ya2+52 ;xﬂ1+51y52+52.

El monomio 1 es el mayor pues como 1 = 2%° y w € Z2%,, entonces ((0,0),w) < {(a, w)
para todo a # (0,0).

Definicion 3.31 Sea g(z,y) = >, cax™y** € Clz,y].

» Definimos el monomio de cabeza de g como M=(g) := max={z“y*? / ¢, # 0}.

» Notaremos Cs(g) al coeficiente del monomio de cabeza de g, es decir Cs(g) = cq
tal que x™'y*? = M~ (g).

» Definimos el término de cabeza de g (leading term) como LT (g) = Cs(g).M=(g).

De la misma forma que para 6rdenes monomiales e ideales de Clz, y], dado I C Clz, y]<z >
definimos LT~ (I) como el conjunto de los términos de cabeza de I con el orden >, y notamos
< LT-(I) > al ideal generado por este conjunto en Clz, y|<z y>-

Al trabajar con ideales cero-dimensionales I C Clz1,...,z,], para hallar la dimension de
Clx1,...,zp]/T se usa el hecho de que ésta es igual a la dimension del cociente
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Clx1,...,zn]/ < LTS (I) > para cualquier orden monomial >. El ideal < LT (I) > puede
calcularse encontrando una base de Grébner para I (ver la definicion en |3, Capitulo 2,
Seccién 5, Definicion 5)).

En el caso local, se desarrolla una extension del algoritmo de divisién en Clz,yl<zy> y
se extiende también la nocion de bases de Grobner para anillos y 6rdenes locales, lo que
permite hallar la dimension dimClz, yl<z >/ < f,9 ><zy> cuando < f,g > es cero-

dimensional. Esta dimension es la multiplicidad de interseccion de f y g en el origen.

Dado un orden local >, para cualquier g €< x,y >, vale que LT~ (1 +g) =1y es

1+
una unidad en C[z,y|<z,~. De esta manera, podemos extender la nocién de término de

cabeza a Clz, y|<z y>:

Definicion 3.32 Sea > un orden local para monomios en las variables x,y. Sea h €

Clz,yl<zy>, h = con fyl+ge€Clz,y] y LT>(1+ g) = 1. Definimos

14+g¢

M (h) = M= (f), Cs(h)=Cs(f) y LI-(h) = LT-(f).

Para todo h € Clz, yl<z,y>, M= (h),Cx(h), y LT (h) estan bien definidos, por [4, Capitulo
4, Seccion 3, Ejercicio 5]).

El algoritmo de divisién usual es un proceso que counsiste en reducir repetidamente un poli-
nomio por miembros de un conjunto. La reduccion de f por g, si LT (f) = c.x®t.y*2. LT (g)
es: Red(f,9) = f(z,y) — c.x®t.y*2.g(x,y). Los términos de cabeza sucesivos forman una
secuencia estrictamente decreciente y, por lo tanto, este algoritmo termina en finitos pasos
en el caso de 6rdenes monomiales en C[z, y], pues los 6rdenes monomiales son bien ordena-
dos. En el caso de o6rdenes locales, podemos definir de igual forma la reduccién de f por g,
pero la aplicacién del algoritmo de division podria no terminar. Usando reducciones no s6lo
por ¢ si no también por resultados de reducciones anteriores, Mora desarrollé un algorit-
mo de division para érdenes locales. Lazard mostré cémo hacer lo mismo homogeneizando
los polinomios y usando un orden monomial apropiado definido a partir del orden local

original. A continuacion describiremos brevemente estos procedimientos.

Si g € Clz,y], g(z,y) = >, cax™y*?, su homogeneizaciéon con respecto a una nueva
variable t es
gh(m? v, t) _ Z Caxalyaztmfalfaz

«

donde m = méx{a1 + ag / co # 0} = gr(g).
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Observacion 3.33 Cada orden local > de monomios en las variables x,y puede extenderse
a un orden >' para monomios en las variables t,x,y como en [4, Capitulo 4, Seccion 3,
Definicion (3.6)]:

1220 y02 S0 2P 482 o (a4 a1+ an > b+Br+ P2 ) o (a+ oy +as =b+ By + P, pero
oy > g gf )

El orden asi definido resulta ser un orden monomial:

Es total pues si t%.2%1.y%2 #£ t*. 201 4”2 v 4 4+ a1 + ay es mayor o menor que b+ 31 + 3o,
.20 yo2 >0 2P B2 (o </ respectivamente). Si en cambio a 4+ ay + g = b+ B1 + Bo,
entonces .y*? % 0 4% con lo cual 2™ .y?2 < 2% .y®2 o 21 .y > 2% 4% Entonces,
por definicion de >/, t%.x% y@2 >/ 0 201 yP2 o 1020 yo2 < b 2B yP2,

Es compatible con el producto pues dado t%.x%.y%2 >/ tP. 2P 4% v § = (8¢, 61,09), si
a+aq+ag > b+ 1+ Fo, tendremos que a+ g+ a1 + 01 +ag + 02 > b+ 0o+ 31 + o + B2+ do.
Si, en cambio a + a; + ag = b+ f1 + fa, x4y > 2% .9y% . Entonces, tendremos que

a+d+ar+d+as+ 68 =b+ 3§+ 01+ 62+ P2 + 02 y como > es compatible con el
producto, xa1+51_ya2+52 > xﬂ1+51_yﬂ2+52. Asi, ta+5o_x011+51_y012+52 >/ tb+6o.$51+61.yﬁ2+52.

Q1,02

Es bien ordenado pues 1 = t°%2%" y 04+0+0 < a+ a1 + as para todo monomio t%.x
distinto del 1.

Y

Podemos ahora enunciar el Teorema del Algoritmo de la Forma Normal de Mora Homogé-
neo (ver [4, Capitulo 4, Teorema (3.10)]):

Teorema 3.34 Dados F,Fy,...,Fs € C[t,x,y] polinomios homogéneos no nulos, y un
orden monomial >' que extiende un orden local >. Entonces, eriste un algoritmo para

producir polinomios homogéneos H U, Ay, ..., As € C[t,z,y| tales que
UF=A1F+ ---+A;Fs+H

con LT</(U) = t* para algin a tal que a + gr(F) = gr(A;) + gr(F;) = gr(H) cada vez que
Ay H # 0, LT (F) > LTo/(A;) LT (F), y ningin LTs/(F;) divide a t°.LT<(H) para
ningtin b > 0 si H # 0.

Si f € C[x,y], homogeneizar lleva el término de cabeza con el orden > de f al término de
cabeza de f" con el orden >'; y deshomogeneizar (es decir, especializar en ¢ = 1) lleva el
término de cabeza con el orden >’ de un polinomio homogéneo F € Clt,z,y| al término
de cabeza de f = F'|;—1 con >.

Luego, homogeneizando, aplicando el algoritmo de la forma normal de Mora homogéneo,

y deshomogeneizando, el Algoritmo de la Forma Normal de Mora (ver |4, Capitulo 4,
Teorema (3.13)]) nos dice:
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Corolario 3.35 Sean f, f1,...,fs € Clx,y] no nulos y > un orden local de monomios en
las variables x,y. Entonces, existe un algoritmo para producir polinomios u,aq,...,as,h €
Clzx,y] tales que

uf =a1fi+---+asfs +h,

donde LT~ (u) = 1, LT>(a;)LT>(f;) < LT~ (f) para todo i con a; # 0, y o bien h =0, o
bien LT~ (h) no es divisible por ningin LT~ (f;).

La siguiente nocién generaliza la de base de Grobuner en el caso local.

Definicion 3.36 Sea I C Clz, yl<y,y> un ideal y sea > un orden local. Una base standard
de I para > es un conjunto {g1,...,9s} C1tal que < LT~ (1) >=< LT~ (1), ..., LT>(gs) >.

Todo ideal no nulo tiene una base standard, y al igual que con las bases de Grobner y el
algoritmo de division usual, se puede ver que al dividir f por una base standard usando el
algoritmo de Mora obtenemos resto cero si y solo si f pertenece al ideal generado por esa

base standard.

El célculo de bases standard en el contexto local es analogo al de bases de Grobner en un
anillo de polinomios. La definicién de los S-polinomios y el algoritmo de Buchberger son

los mismos que en Clz1, ..., zy]:

Definicién 3.37 Dado un orden > fijo, f,g € Clz,y| tales que M~ (f) = z*y*2, M= (g) =
Py siy; = méax{oy, B;} para i = 1,2, se define el S-polinomio entre f y g como

f _ x’Yl—,Bl 9372_52.

S(f,9)(z,y) = x“‘o‘ly”""”-m eata)

El algoritmo de Buchberger consiste en dado un input F = {g1,...,gs}, hallar los S-
polinomios de todos sus elementos, los restos de divisiones por F, sumarlos al input e
iterar este proceso. El test de Buchberger nos dice que si > es orden monomial fijo e
I=<g1,...,9s >C Clz1,...,2p], G = {g1,...,9s} es una base de Grébner de I si y sélo
si para todo i # j existen {q,(j’j)}lgkgs C Clz1,...,zy) tal que S(94,95) = > 1y q,(j’j).gk
con M>(q,(j’j).gk) < M~ (S(gi, g5)) si q,gi’j) # 0. Entonces, como un orden monomial es bien
ordenado, el algoritmo de Buchberger termina, y el criterio de Buchberger garantiza que el
output es una base de Grobner. El siguiente teorema (ver [4, Capitulo 4, Teorema (4.2)])

nos provee de un anélogo para 6rdenes locales:

Teorema 3.38 Sea S = {g1,...,9s} un conjunto finito de polinomios, > un orden local,

I C Clz,yl<z,y> el ideal generado por S.
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= S es una base standard de 1 si y sdlo si aplicando el algoritmo de la forma normal de
Mora, para todo S-polinomio formado por elementos del conjunto S, el resto obtenido

€s cero.

= Fl algoritmo de Buchberger, usando el algoritmo de la forma normal de Mora en
lugar del algoritmo de division de polinomios usual, permite hallar una base standard
de polinomios para el ideal generado por S, y termina en finitos pasos.

Una aplicacion importante de las bases de Gribner es el célculo de dim Clzy, ..., z,]/1
cuando es finita. Para la versién local de este resultado, usaremos la siguiente notacién:
dado un orden local > y un ideal I de Clz,y|<s >, se dice que un monomio %P es
standard si x%y® ¢ (LT(I)).

El siguiente teorema (ver [4, Capitulo 4, Teorema (4.3)|) nos permite calcular la multipli-
cidad mediante el uso de bases standard:

Teorema 3.39 Sea I un ideal de Clx,y|<yy> y sea > un orden local. Entonces, son equi-
valentes:

v dim(Clz, yl<zy>/1) es finita.
v dim(Clz, Y]z ys/ < LT(I) >) es finita.
» o cantidad de monomios standard es finita.

Ademds cuando se satisface alguna de estas condiciones, las tres cantidades coinciden.

Usando los Teoremas 3.38y 3.39, una forma de calcular la multiplicidad de interseccién en-
tre f y g en el origen es hallando una base standard { fo, . .., fs} del ideal generado por fy g
en Clz, y|<z,y>. Luego, por el Teorema 3.39, si dim(Clx, yl<z,y>/< LT(fo),..., LT(fs) >)
es finita, serd exactamente la multiplicidad de interseccién entre f y g en el origen.

A continuacién, probaremos un resultado que da condiciones suficientes para que dos poli-
nomios sean una base standard del ideal que generan en Clz,y|<y,~. La demostracion

utiliza el siguiente lema:

Lema 3.40 Sea > un orden local de monomios en Clz,y] y sea >' el orden monomial
inducido por > en Clz,y,t]. Sean f,g € Clx,y] dos polinomios tales que sus homogeneiza-
ciones f, g" € Clz,y,t] cumplen que el divisor comin mdzimo entre M<:(f*) y M<:(g") es
t" conn € Ny. Entonces, si S(f,g) # 0, existen polinomios u,p,q € Clz,y] con LT (u) = 1

(de esta forma u resulta una unidad en Clx,y|<zy>) tales que
uS(f,9) =p-f +ag, (3.14)

donde LT (p).LT>(f) < LT5(S(f,9)) y LT>(q)-LT>(g9) < LT-(S(f. 9))-
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Demostracion: Dado que el divisor comtn mayor entre M~/ (f*) y M<:(¢g") es t", podemos
suponer que

Mz, y) = 2t 4 h(z, y, t)

9" (@,y) = 9" + k(z,y,1)
donde LTu/(f") = 204", gr(f") = a+r +n, LT>/(g") = y°.t" v gr(g") = b+ n. Asi, su
S-polinomio es

S(ff ") = 9P — 24" g = P b,y t) — 20" k(x, y, t).

Multiplicando por t",

t".S(fh, gh)(x, y,t) yb.tn.h(x, y,t) — " k(x, y,t)
= (gh(xaya t) - k(l’,y,t)).h(.%’,y,t) - (fh($7y7t) - h((lﬁ,y,t)).k(.%’,y,t)

= —k(z,y,t).f (x5, t) + bz, y,t).9" (2,5, 1).

Tenemos dos casos posibles:
LT (h).y® # LT (k).2%t" o LTs/(h).y® = LTs/(k).x%t".

Si LTs:(h).y® # LTs:(k).x%.t", entonces M~/ (t".S(f", ")) = max{ M~/ (y®.h), M~/ (2. k) }.t"
y deshomogeneizando, resulta que Ms(S(f,g)) = méax{M-s (y°.hli=1), M= (2*.k|i=1)} =
max{y’ M (hl=1), 2 M (k[t=1)} = max{Ms(g). M= (hlt=1), M (f).M> (k|i=1)}. Enton-
ces, LT (S(f,9)) > LTs(9).LT(Hleer) v LTo(S(f, ) > LTo(f)-LTs (Kli—1). Tomando
u=1,p=—kli=1 y ¢ = hli=1 vale la igualdad (3.14).

Si, en cambio, LTs/(h).y® = LTs:(k).x%.t", sean

Moi(h) = ahaghzathsn con hyy 4 hoy +hgr=a+r+n (hiy >0)
M>/(k) = xkl’l.yk2’1.tk3’l con k1,1 + k2,1 + k371 =b+n (k@l > 0).

Como yb.M>/(h) —_ l‘a.tr.M>/(k‘), $h1’1-yh2’1+b.th3’1 — $k1,1+a‘yk2,1‘tk3,1+r' De esta, forma,

hi1=a+ ki1
hoi+b=koy
h31=r+ks31

Si notamos -
k(x,y,t) = cp.abitgybthea thsn ok (2, y,t)

h(z,y,t) = cp.x®thia yhza grtksn 4 El(:v,y,t)

entonces

S 9" (@, y,t) = —k(z,y, t).f" (@, y, ) +h(z, y,1).0" (2, y,t) = —k1 (2,9, 8).f" (2, y,t)+
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+ﬁ1(x, v, t).gh(x, y,t) — cl.xklvl.yb+h2’1.tk3vl.(fh(x, y,t) — LT>/(fh)(x, v, t))—i—
+erattR g R (gM @y, 1) — LTS (g") (2, y,)) = =i (2, g, 6)- " (2,9, 6)+
—|—7L1(ac, Y, t).g"(x,y,t) — cl.xh’l.yhz*l.tk3’1.(yb.h(x, y,t) — 21" k(z,y,1))
= —Fi(2,y,0)- " (2,9, 1) + ha(@,y,).9" (@, 9, 1) — cr.a?t g2 90 S (7 gM) (2,9, 0),

y por lo tanto,

(tn + Cl'xkl’l 'yhz’l .tk3,1)'5(fh, gh)(xv Y, t) = _/];1 (33’, Y, t)fh(l', Y, t) + 7L1($, Y, t)gh(x> Y, t)

Si suponemos por induccién en i que
p p q
(t" 4 cp.afrr yhzs ghsn oo R ghei tRsaS(fh gty (1 y,t) =

= —%i($,y,t>.fh($,y,t) +7L’L(x7y7t)gh(m7 yut)

y que LTs(hi)y? = LToi(ki).z®t" (para i = 0, ko(z,y,t) = k(z,y,t) y ho(z,y,t) =
h(z,y,t)), definimos

kivi(z,y,t) = ki(z,y.t) — LT (ki) (2,9, 1),

hiva(z,y,t) = hi(z,y,t) — LTs (h)(z,y, t)
LT (ki) (z,y,t) = cpppaitt gyl ghain oy
LTo (hi)(z,y,t) = Cipp.altitt gyhzitt ghassn,

Entonces, vale que ¢; =¢; V1 <j<i+1y LT>/(yb?Li) = LT>/(xa.tTEi.) Por lo tanto,
ghiitt yhei b thsi — ghvivitae ghoic ghsiitr con 1o cual

hii+1 = a+kii+1
hai1 4+ b= koit1
h3iv1 =1+ k3it1
Como antes, podemos calcular
(t" 4 cp.afrr yhzn ghsn oo gk ghei R S(fh gt (2 y,t) =
= —ki(x,y,t).fh(m,y,t) —i—zi(x,y,t).gh(x,y,t) =
= _ki-‘rl(ma Y, t)fh(xa Y, t) + hi+1($, Y, t)gh(x7 Y, t)_
*Ci+1-$k1’i+1 .yb+h2,i+1 ‘tk3,i+1 ) (fh (m, v, t) o LT>/(fh)(I, n t))+
+Cz‘+1.$a+kl’i+1 -th’i-H -tr+k3’i+l . (gh(xa Y, t) - LT>’ (gh)(x7 Y, t)) =

= _E'i-‘y-l(xayvt)'fh(xv yut) + Ei-l—l(xv y,t).gh(.%',y,t)—
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_Ci+1.xk1,i+1 'yh24,i+1 thain 'S(fh, gh)(x, y,t).
Por lo tanto

(t" + Cl.mkl’l.th’l.tkS’l NI Ci+1_xkl,i+l_yh2,i+1.tk3,i+1>8(fh7 gh)(x, y,t) =

= _Ei+1(xv Y, t)fh(SC, Y, t) + %iJrl (:Ca Y, t)gh(x’ Y, t)

Como h y k tienen finitos monomios, repitiendo finitas veces el paso anterior tendremos

que existe 7 € N tal que en la iteracién j-ésima
LTor(hy).y® # LTs(kj).a®.t".

Si no existiera, sea j € N tal que Ej = 0. Como LT>/(?Li).yb = LT>/(%i).m“.t" para todo
0 < i < j, sumandolos, tenemos que y°.f" = 2%.t".g" v entonces, S(f", ¢")(x,y,t) =
Yo fh— et g = 0.

Sea ahora j € Ny tal que el paso j-ésimo es el primero tal que LT>/(i~lj).yb #* LT>/(%j).x“.tT.

Entonces, la igualdad

(t" + cl.xklﬁl.yfm.tk&l +-+ cj.xklvjw.yhlj.tki”vf)S(fh,gh)(m, y,t) =
= —]fj(.’,lf, Y, t).fh(l', Y, t) + hj(l'? Y, t).gh(:t, Y, t)

implica que Ms/((#" + cy.xFityhz ks oo cp abri yhzi thsa)S(fh gh)) =
max{ M (y*t".h;), M= (z*.#"T" k;)}, y deshomogeneizando tenemos que

Mo (14 + cj.a™9 y"23) S(f, g)) = max{Ms (kjle=1.f (z,1)), Msr(hjle=1.9(z,y))}.

Notar ademds que para ningtn ¢ puede suceder simultidneamente que k1; = ha; = 0 pues,
en ese caso, por ser polinomios homogéneos, k3 ; = ny Ms/(f") > Moi(—ki_1)(x,y,t) =
20447 = Mos(gh), Mar(g") > Mar(—him)(2,5,8) = 205047+ = Mei(f"). Entonces,
por ser un orden local, 1 > ¢;.z*i.yM24 V1 < i < 5.

Con todo esto

LT-(S(f.9)) = 2. LT (kjli—1) v LT(S(f,9)) = y*. LT (hjli—1).

Por lo tanto, tomando u = 1 + ¢j.z¥ut.yf21 4 ... 4 cj.:z:klvj.yhli, p= —%j|t:1 yq= Ej|t:1
vale que LT (p). LT (f) < LT-(S(f,9)) vy LT>(q).LT>(g) < LT>(S(f, 9))- O

Usando este lema y basdndonos en las demostraciones de |4, Capitulo 4, Teorema (4.2)] y
[3, Capitulo 2, Seccion 6, Teorema 6], probaremos:
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Proposicion 3.41 Sea > un orden local de monomios en Clx,y] asociado a un vector
w € Z2 (ver Observacion |3.30) y sea > el orden monomial inducido por > en Clz,y,1]
(ver Observacion'3.33). Sean f, g € Clz,y| dos polinomios tales que sus homogeneizaciones
', g" € Cla,y,t] cumplen que el divisor comin mdzimo entre M:(f") y M</(g") es t"
con n € No. Entonces {f,g} es una base standard.

Demostracion: Si S(f,g) = 0, por el Teorema 3.38, {f, g} es una base standard. Si no,
veamos que < LT~ (< f,g>) > C < LT~ (f), LT~ (g) > (la otra inclusion es obvia).

Dado un elemento cualquiera v €< f,g > en Clz,y|<zy>, existen polinomios @, py, ¢y €
Clz,y] con @ una unidad en Clz, y]<z > tales que

UV = py.f + qu.g.
Si existen (,7, P,, @, polinomios, donde U tiene término de cabeza 1,y

Uw = P,.f+Qy.g, (3.15)
que cumplen ademds Ms (P,.f) < Ms(U.v) = Ms(v) y M= (Qy.9) < Ms(U.v) = M (v),
como M= (v) < max{Mx (P,.f), M= (Qy.9)} < Ms(v) resulta que M~ (v) = M= (P,.f) o

M- (v) = M= (Qy.g). Como consecuencia, M~ (f)|M=(v) o M= (g)|M=(v) y, por lo tanto,
M- (v) €< M<(f), M=(g) > que es lo que queriamos ver.

Supongamos entonces que max{Ms (P,.f), M=(Qy.9)} > M- (v) para toda escritura de
tipo (3.15) y tomemos

2% 4% = min {ZL‘M.y’m / 3U unidad, A, B € C[z,y] tales que Uv = A.f + B.g
y méx{M(A.f), M>(B.g)} =a™.y™}.

Dicho minimo existe ya que si Ms(v) = z"y"2, para todo x".y7? > M- (v), tenemos
que < w, (y1,72) > < < w, (v1,v2) >, pero existen finitos elementos (y1,72) en Z2, que
cumplen esta condicién pues w € Z2>0. Esto implica que el conjunto considerado tiene
finitos elementos distintos. Como ademas v €< f,g >, el conjunto es no vacio, y por lo

tanto existe un elemento minimal.

Ahora, siguiendo la demostracion de [3, Capitulo 2, Seccion 6, Teorema 6], tomemos
v =py.f + q.g, (3.16)
donde méax{M-s (py.f), M= (qv.9)} = 2°19°2 > M- (v). Luego, LT (py.f) = —LT-(qy.g). Si
fMay) =2 h(a,y,t) oy g (wy) = g0t 4 Ry, t)

tendremos que
d1—a

LT< (py) = c.$51_a.y62 Py = C.T y‘s2 + pa
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LT (q) = et y0270 go = —c.ax Yyl 4 ¢y
y reemplazando en (3.16)),
o = ca 20 (b f — 2% ) 4+ po.f +q2.9
= ca® "y S(f,9) +p2f + @29

Por el Lema 3.40), existen polinomios u, p, q € Clz,y] tales que
uS(f,9) =p.f+4q.9

con LT.(u) = 1, LTs (p).LT5 (f) < LT=(S(f.9)) v LTs(q)-LT5(g) < LTo(S(f,g)). En-

tonces
wiw = a2 wS(f,g) + ups.f +u.qog

= (ca® "y Pptupy).f + (ca® Yy g+ u.gn).g

donde M- (u.ps.f) = Ms(pa.f) < Ms(po.f) = 299°2 v Ms(u.q2.g) = Ms(ga.9) <
M= (qy.9) = x%19°2. Ademaés,

M (ca® "y bp f) =2 "y P Mo (p.f) < 2y P Mo (S(f,9) =
= $51_“.y52_b.M> (yb.f —z%.9) < J:al_a.y‘b_b.x“yb = x51y52.

Con todo esto,

(u@).v = (a2 ptups).f + (ca® 2 g+ u.q).g,
donde u.u es una unidad y
méx{ Ms ((c.™ "y " p 4+ wps). f); M ((c.2” .y g + w.g2).9)} < 2.y
Esto contradice la minimalidad de 201.y% O

3.5.2. Casos particulares

Para algunas familias de f, g primitivos, incluyendo el caso de los binomios, veremos que
en el Teorema [3.20) vale la igualdad. Sin embargo, esto no sucede para todos los polinomios

primitivos f y g.

Ejemplo 3.42 Consideremos los polinomios

fly) =y"1+y)+al+y)z v g@y) =y"(1L+y+y) +al+ya
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con a # 0. La tnica raiz en comun es (0,0). La multiplicidad de interseccién de f y g
en el origen es mult(f,g;(0,0)) = mult(f,g — f;(0,0)) = mult(f,y"*';(0,0)) = (n +
1).mult(f,y;(0,0)) = (n + 1).mult(az,y; (0,0)) = n + 1. Sin embargo, la integral mixta
entre pro y Pg,0 €S

MZ(pso,pg0) = (1 =0).n+ (1-10).0=n.

Veamos ahora algunas familias de polinomios f,g € Clx,y] primitivos para las que vale
que:

mult (f, g; (0,0)) + mult(f,; (0,0)) = —MZ(ps0, pgo)-

Recordemos que, si f(z,y) = Y1 g i(y)a’ y g(x,y) = 35— Bj(y)a’,

f(may) = th(%ay)

3.17
9(z,y) = 2°.9(2,y) 10

= Sean f y g polinomios primitivos en C[z,y] con finitas raices en comin, tales que
Pf0 Y Pg,0 SOM:

pro(z) = {ai(fﬂ —&i1) +pro(&ic1) &1 <z <§ 1<i<n

Pgo0(x) = {bj(fv - gjfl) +pg0(i-1) &1 <x < EJ I1<j<m

conap > ...>ap-1 >by >by>...>bp_1 >0y a, = by = 0. Esto nos dice que
Pfo Y Pgo son crecientes, aunque podrd suceder que &§,—1 = &, 0 que &n_1 = &y (es
decir, que alguna de ellas, o ambas, sean estrictamente crecientes).

De esta manera los graficos de py, pg,0 son por ejemplo:

h  h+a h+a+ r r+
} I : : p } } i i i i i i 4 :q
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Y llamamos como en el gréifico

h =&, 2 h+a:=¢& 1 . ri=§ T+q::§~@
—b:=pro(én2) h+a+p=£& ° —s—k=pg0(0) —k=pgo(&1)

Por un lado,

MI(Pf,Oa Pg,O) = (fn—l - fo)ﬁg,o(go) + (gm—l - go)-ﬂf,o(ﬁn—l)
(@+h —0).p0(0) + (Em—1 — 0).p70(a + h)
= (a+h).(—=s—k)+&n1.0=—(a+h).(s+k).

Para calcular la multiplicidad de intersecciéon de f y g en el origen, observamos en primer

lugar que la hipdtesis a,—1 > by implica que as < br. Entonces, teniendo en cuenta que

as — br a
a(s — 5 ):as—%(as—br)<as—as+br:br,
7 <o

definimos el orden >’ para monomios en las variables x, y,t a partir del orden inducido por
w = (2@3 — (as — br), 2a7“). Esta manera de elegir w estd basada en la demostracion de
[2, Teorema (3.5)] para resolver el caso de binomios en n variables, y cumple en particular
que 2as — (as — br), 2ar € N,

Con este orden monomial, y homogeneizando f y g tenemos que
M>/(fh)(x, n t) — xa+htmfa7h y M>/(gh)(:c, v, t) — strktnfsfk

donde m y n son los grados totales de f* y ¢” respectivamente. Como f", g" son homogé-

neos, es lo mismo ver que Mx(f) = 2%t y M- (g) = y***. Para ver esto, sea x%1y®?2
b

un monomio de f, entonces (a1, —a2) € Qyo. Como pro(x) = —(xr — a — h) para todo
a

b b
h <x < a+h, se tiene que —an < pro(ar) < E(al —a—h) (esdecir ag > E(a—i—h—al)).

Si a1 < a + h, entonces

(a1, a2),w) = a1.(2as — (as — br)) + as.(2ar) =

as — br as — br b
= 2a.[aq (s — o ) + ag.r] > 2a.[aq(s — g )-l—ar(a-l-h—al)] =
as —br as—br br as — br br
:2(1.[@1( . 2 )—l—;(a—l—h)] >2a.[(a—|—h). 50 —|—(a—|-h)g] =

<0
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as + br as — br
» | =2a.[(a+h)(s— 5

a+h

= 2a.[(a+ h) )] = {(a+ h,0),w).

En consecuencia, %" > z Y2,

Si a1 = a + h, entonces ap > 0, con lo cual por ser un orden local x0+" > xoth yoz,

Si en cambio a1 > a + h,
(a1, 0),w) = a1.(2as — (as — br)) + as.(2ar) >

> aj.(2as — (as — br)) > (a + h).(2as — (as — br)) = ((a + h,0),w),
>0

con lo cual z*1y®2 < g%th,

De la misma forma, si 2%y es un monomio de ¢ distinto de y*T*, si a; =0, ag > s+ k

s
con lo cual, por ser un orden local, y®2 < y***. Si en cambio a1 #0, ap > —(r —a1) + k
T
y por lo tanto
(a1, 9),w) = a1.(2as — (as — br)) + as.(2ar) >

as — br s as — br

5 )+ r(;(r —aq) + k)] = 2a. [041(—

> 2a.[oq (s — )+ s+ kr] >

>0

> 2a(s+ k)r = ((0,s + k), w).

Luego, si 242 es un monomio de g distinto de y***, resulta que 1y < y5t*,

Asi, tenemos que Ms/(f?)(z,y,t) = z¢Thtm=ah v Mo, (") (x,y,t) = y*TF¢" == (donde
m y n eran los grados totales de f* y ¢" respectivamente). Aplicando la Proposicion 3.41),
concluimos que {f, g} es una base standard y

mult(f, g; (0,0)) = dim Clz, yl <z y»/ < 27", 5" >= (a + h).(s + k).
Luego, como mult(f,g; (0,0)) =0,
mult(f, g; (0,0)) + mult(f, 3 (0,0)) = (a+h).(s + k) = =MZ(py,0, p4,0)

como queriamos ver.

Un ejemplo particular de este caso es cuando f y ¢ son binomios primitivos con finitas
soluciones en comun, tales que pro y pg,0 tienen ambos pendientes positivas y distintas.

z,y) = c1x® — ey’ a b
Con la notacién anterior, f(@y) ! 2 con a,b,r,s >0y det ( ) # 0.
r s

9(z,y) = dix” — day®
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= Sean f y g polinomios primitivos en C[z,y] con finitas raices en comin, tales que

PFO Y Pg0 SON:

prr(x) = {%‘(96 &) Fppr(&ic1) &1L 1<isn

par(@) = {bj(e ~&_1) + por(§o1) Gua<w<§ 1<j<m

cona; =b; =0y 0>by>...>by >a2>...> a, Estonos dice que pro y pgo
son decrecientes, aunque podria suceder que £ = 0 o que & = 0 (es decir, alguna

seria estrictamente decreciente).

De esta manera los graficos de py, pg,0 son por ejemplo:

+a h+a+ r+
PP L L L L " L L L g L q
t t t t t t + + t t t t t

Pgo

-s-k |

Llamamos en este caso

p==& pta:=~& . q:=&m-1 T+q1=gm~ .
—b:= pf,0(52) h+a +p:i= gn —k = pg,O(gmfl) —s—k= Pg,O(gm)

La condiciéon by, > ag implica que as < br.

Aqui mult(f, g; (0,0)) = 0 y si tomamos como anteriormente f(z,y) = gt f(L )y

g(z,y) = 2""g(L,y), estamos en el caso anterior. Por lo tanto

mult(f,g; (0,0)) = dim Clz, y]<zys/ < 2% 4" >= (a + h).(s + k).

A su vez, calculando MZ(p 7o pg,0) como en el caso anterior resulta que

Asi,

MZ(ps0,pg0) = MZ(p74, p50) = —(a + h).(s + k).

mult(f, g; (0,0)) + mult(f, g (0,0)) = (a + h).(s + k) = —MZ(ps0, pg.0)-
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Un ejemplo particular de este caso es cuando f y ¢ son binomios primitivos con finitas
soluciones en comun, tales que pyo, pg,0 tienen ambas pendientes negativas y distintas. En

z,y) =1 — cay’ b
este caso, f(,y) Y con det (a ) #0ya,brs>0.
r s

g(z,y) =1—dx"y*

= Sean f y g polinomios con finitas soluciones en comin, tal que las pendientes de py g
son todas mayores o iguales a cero, y las de pg0 son todas menores o iguales a cero.

De esta manera los graficos de pfo, pg,0 son por ejemplo:

h h+ta  h+a+p ) ) q +q

En este caso, tenemos que mult(f, g; (0,0)) = mult(f, 9;(0,0)) = 0. Por otro lado, como
vimos en la Secci6on 3.3.2, ./\/ll'(pf,o, pg70) = 0. Por lo tanto

mult (f, g; (0,0)) + mult(f,; (0,0)) =0 = MZ(ps0,pg0)-

= Sean f y g binomios genéricos con finitas soluciones en comtn y pso y pg,0 con pen-
. L L flz,y) =2 —cy’
dientes positivas iguales. Podemos escribirlos entonces como ,
g(@,y) = 2" —dy’
a b
a,b,r,s € Ny det =0 (o sea as = br).
r s

Es facil ver, por nuestros calculos de integrales mixtas, que —MI(pf,o, pg,0> =a.s = b.r.

Calculemos ahora la multiplicidad de interseccion de f y g en el origen.
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Como por hipotesis b/a = s/r € Qsq, existen «, 5 € N coprimos tales que b/a = s/r =
B/a. Sean k,l € N tales que b = .k, a = a.k, s = .l y r = a.l. Entonces

flayy) = a®F =yt

g(z,y) = x> —dy’.

Llamemos 71, ..., a las raices de la ecuacion t* = ¢y 61,...,8; a las de t! = d. Luego
a.k B.k B.k %\ k Bk z® a 8
fay) =t = =y ((5)" ) =" T (5w =TI "~
1<i<k 1<i<k

Procediendo andlogamente con el polinomio g, obtenemos las siguientes factorizaciones:
fay) = ] @ =%y
1<i<k

glz,y) = ] @ -6¢7).

1<j<i

Observamos que para cualesquiera ¢, d € C* tales que ¢ # d¥, se cumple que 7; # 0; para
todo i, 4, pues si v; = J; para alguna eleccion de i, j, entonces ¢ = ()l = (5;)”C = d*.
Ademas, en este caso, si (x,%) es raiz del sistema, 2% = cy® y 2" = dy*; por lo tanto,

dF dk
:Eoz.l.k — (dyﬂ'l)k — dk(yﬁ.k)l ( yﬁ k) 7‘$a.l‘k‘

Luego, x = 0 (e y = 0). Esto nos dice que el sistema es cero-dimensional y su Unica raiz es
(0,0).

A partir de la factorizacion de f y ¢ y usando las propiedades 6 y 7 de la Proposicion [3.19,
podemos calcular la multiplicidad de interseccion entre f y g en el origen:

mult(f, g; (0,0)) Zmult — vy — ]y (0,0)) =

—Zmult — % y?, (i — 6))x Zmult —vi P, 2%(0,0)) =

= Zmult(yﬁ, z%;(0,0)) = Zﬂa mult(y, x; (0,0)) = k.l.a.f = as.

k.l

=1
De esta manera, para cualesquiera ¢, d € C* tales que ¢ # d* vale que mult(f, g; (0,0)) =
a.s.

Asi, en este caso, mult(f,g;(0,0)) = a.s = —MZI(pso,pg0) ¥y como ademés sucede que
mult(f,g; (0,0)) = 0, valdra la igualdad

mult(f, g; (0,0)) + mult(f, g (0,0)) = —MZ(py.0, £g,0)-
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= Si fy g son binomios primitivos genéricos con finitas soluciones en comtn y py, Pg,0
con pendientes negativas iguales, podemos suponerlos

f(z,y) =1—cay
g(z,y) =1—dx"y*

b
con det (a )—0(oseaa8—br)ya,b,r,s€N.
r s

En este caso, tomando f,g como en (3.17), estamos en el caso anterior, y por lo tanto,

mult(f, g; (0,0)) + mult(f,; (0,0)) = —MZ(p5, pg0) = —MZ(p1.0, Pg.0)-
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