UNIVERSIDAD DE BUENOS AIRES
Facultad de Ciencias Exactas y Naturales

Departamento de Matematica

Tesis de Licenciatura

Transformaciones estabilizadoras de la varianza para
datos de experimentos de microarreglos

Pablo Delieutraz

Directora: Dra. Diana Kelmansky

Octubre de 2008



II



Indice general

1. Experimentos de microarreglos 3
1.1. Tecnologia de microarreglos . . . . . .. .. ... .. .. .... 3
1.2. Descripcion de experimento de microarray de ADN . . . . . .. 5)

2. Modelo 9
2.1. Deduccién teoérica del modelo aditivo - multiplicativo . . . . . . 11
2.2. Modelo aditivo-multiplicativo . . . . .. .. ... ... ... .. 12
2.3. Dependencia varianza vs. media . . . . . . . ... ... ... .. 14

3. Transformaciones estabilizadoras de varianza 15
3.1. Método general . . . . . .. .. Lo 15
3.2. Transformacion arco-seno hiperbélico . . . . . . .. .. ... .. 18
3.3. Propiedades de la transformacién arco-seno hiperbolico . . . . . 19
3.4. Otras transformaciones . . . . . . . .. ... ... ... ..... 21

4. Estimaciéon de parametros 23
4.1. Método de maxima verosimilitud . . . . . ... ... ... ... 23
4.2. Least Trimmed Squares . . . . . . . . . . .. .. .. .. ..... 25
4.3. C-step y la idea basica del algoritmo FAST-LTS . . . . . . . .. 26
4.4. Regresion resistente VSN . . . . .. ..o oo 27

4.4.1. Estimacion de maxima verosimilitud . . . . . . ... .. 28
4.4.2. Estimacion resistente . . . . . . ... ... 30

5. Simulaciones 33
5.1. Generacion dedatos . . . . .. . ... .. L. 33
5.2. Nimerodesondasn . ... ... ... ... ... .. ...... 36
5.3. Nuamero de arreglosd . . . . .. .. ... ... ... 38
5.4. Genes expresados diferencialmente. . . . . . .. .. .. .. ... 40
5.5. Nivel maximo de expresion diferencial . . . . . . .. .. ... .. 43

A. Distribucién log-normal 45

B. Implementacién del método 47
B.1. Ejemplo . . . . .. . . ol



C. Coédigo para la simulacién de intensidades de microarreglos. 53



Introduccion

El objetivo de la mayoria de los experimentos con microarreglos es analizar
los niveles de expresion de cientos a decenas de miles de genes en un solo ensayo.
Muchos de estos experimentos investigan relaciones entre muestras biolégicas
buscando genes que estén expresados diferencialmente, es decir, genes que pre-
senten cambios significativos en los niveles de expresion en las distintas mues-
tras.

En la mediciéon de la expresion de un gen lo que se trata de medir es que
tan activo estd ese gen. Como es dificil identificar una escala absoluta para
medir y por varios motivos mas, se suele utilizar una referencia para obtener
una escala relativa. Incluso genes de una misma muestra no son directamente
comparables por lo cual cada gen tiene su propia referencia. De esta forma, se
pueden obtener relaciones de expresion (gene expression ratios) que pueden ser
utilizadas para testear si un gen (en la muestra testeada) esté diferencialmente
expresado (comparado con el gen de la muestra de referencia) o no.

Los valores de expresion de genes obtenidos en los experimentos de mi-
croarreglos presentan varianzas que dependen de la media. Por este motivo
muchos métodos estadisticos tradicionales no pueden aplicarse directamente
a los datos obtenidos. Una solucién a este problema es aplicar una transfor-
maciéon a los datos de forma tal que los datos transformados tengan varianza
aproximadamente independiente de la media.

En el capitulo 1 se describe en qué consiste la tecnologia de microarreglos
y como se realiza un experimento tipico.

En el capitulo 2 presentamos el modelo utilizado para describir las rela-
ciones que existen entre los valores medidos en un experimento de microarreglos,
los verdaderos valores de expresion y la influencia de otros factores (ruido y
sesgos), incorporando parametros de normalizacion. Este modelo permite ex-
plicar la relacion entre la varianza y la media de las intensidades de los spots
de un microarreglo y de esta forma se puede deducir una transformacion que
estabiliza aproximadamente la varianza, la cual se presenta en el capitulo 3.

El tema principal de esta tesis es la estimacion de los pardmetros de nor-
malizacion, el cual se desarrolla en el capitulo 4. En primer lugar, en la secciéon
4.4.1, se supone que las intensidades transformadas tienen distribucion nor-
mal y no hay genes expresados diferencialmente y se obtienen los estimadores
de méxima verosimilitud de dichos parametros. Luego, en la seccién 4.4.2, se
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considera la presencia de genes expresados diferencialmente y distribuciones
simétricas aproximadamente normales y se describe un método de estimaciéon
robusto bajo estas condiciones. Por ultimo, en el capitulo 5 se muestran los re-
sultados de la aplicacion de dicho método a datos de microarreglos simulados,
donde se analiza como afectan distintas variables a la estimacion.



Capitulo 1

Experimentos de microarreglos

En este capitulo daremos una vision general de la tecnologia de microar-
reglos y los experimentos que producen datos de expresion de genes.

1.1. Tecnologia de microarreglos

El microarreglo es un soporte solido, generalmente de vidrio o silicio, al
que se le ha adherido cierto tipo de material genético formando una matriz
de miles de puntos equiespaciados. Cada punto contiene millones de clones
de una secuencia especifica asociada a un gen. El nimero de puntos (también
llamados spots) en un microarreglo puede llegar a alcanzar varias decenas de
miles.

Figura 1.1: Imagen de un microarreglo de vidrio.

Llamaremos sonda (probe) al material inmovilizado sobre el vidrio y tar-
get al material que se agrega luego sobre el arreglo. Esta es la nomenclatura
que se usa en la actualidad, aunque inicialmente se utilizaba la nomenclatura
contraria.

Existen distintos tipos de microarreglos dependiendo del material que se
utilice como sonda. Los tipos més comunes son:

1. Microarreglos de ADNc.
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El ADNc (ADN complementario) es una molécula de acido nucleico
derivada del ARNm (ARN mensajero). Los niveles de ARNm en una
célula reflejan la actividad metabolica del gen particular del cual fue
transcripto.

Los experimentos con este tipo de microarreglos permiten realizar anali-
sis cuantitativos del ARN transcripto desde un gen especifico y la prin-
cipal ventaja sobre otros métodos utilizados para medir niveles de ex-
presion de genes, es que los microarreglos permiten analizar miles de
genes simultdneamente. Entre los problemas que se presentan en los mi-
croarreglos de ADNc estd la posibilidad de hibridacion cruzada entre
ARNm y otros elementos no especificos de los clones de ADNc. Otro de
los problemas que surgen es el gran esfuerzo que requiere mantener las
grandes librerias de ADNc. Estos problemas pueden ser eludidos en gran
parte mediante el uso de microarreglos de oligonucléotidos.

. Microarreglos de oligonucleétidos. Los oligonucle6tidos son secuen-
cias cortas de nucledtidos de ARN o ADN. Estas secuencias pueden tener
unas 20 o menos bases o pares de bases. Muchas veces los oligonucle6ti-
dos son referidos simplemente como oligos. Cuando la secuencias son de
50-70 nucleotidos hablamos de oligonucledtidos largos.

El uso de oligonucleotidos tiene la ventaja de no requerir grandes librerias
de ADNc para su fabricacion; sin embargo su precio es méas elevado.

En este tipo de microarreglo las sondas se sintetizan directamente sobre
el chip en vez de sintetizarlas in vitro y adherirlas luego al chip. Cada
gen esta representado por un grupo de sondas (probe set) que investigan
distintas partes de la secuencia de un mismo gen.

Se utilizan dos tipos de sondas: PM (Perfect Match) y MM (Miss Match).
Las sondas PM son secuencias de 25 bases perfectamente complemen-
tarias a una region especifica de un gen. Las sondas MM coinciden con
una PM salvo en una unica base (la central).

Affymetrix es la compania lider en la fabricacion de este tipo de chips.

. Microarreglos de proteinas. Estos microarreglos consisten en chips
de proteinas inmovilizadas en una posicién concreta sobre una superficie
solida, dispuestas en una forma similar a como se disponen las sondas en
los microarreglos de ADN.

El desarrollo de microarreglos de proteinas ha sido técnicamente com-
plicado debido a la complejidad y diversidad estructural de las protei-
nas. Al contrario de los acidos nucleicos, las proteinas no tienen una
estructura homogénea ni un patrén de uniéon especifico, sino que cada
proteina tiene unas caracteristicas bioquimicas particulares. Ademas el



1.2. DESCRIPCION DE EXPERIMENTO DE MICROARRAY DE ADN 5

1.2.

Figura 1.2: Microarreglos de Affymetrix.

plegado tridimensional de las secuencias de aminoacidos hace que sea
dificil preservarlas sobre superficies planas.

Microarreglos de tejidos. Los microarreglos de tejidos (TMAs, Tissue
Microarrays) consisten en colecciones miniaturizadas de hasta 1000 mues-
tras de tejidos inmovilizadas sobre un soporte que permiten el analisis
de ADN, ARN y proteinas. Practicamente la mayoria de los articulos
publicados sobre microarrays de tejidos estan relacionados con el analisis
de tumores, aunque se ha utilizado con éxito en otro tipo de patologias
relacionadas con el sistema nervioso.

Descripcién de experimento de microarray
de ADN

En esta seccién haremos una breve descripcion de como se realiza un ex-
perimento tipico de microarray de ADN.

De acuerdo con el tipo de experimento los microarreglos de ADN se clasifican
en dos grandes grupos:

A

Arreglos de dos canales (o dos colores). Los arreglos de dos canales
permiten comparar, en la misma laminilla, material proveniente de dos
tejidos bajo distintas condiciones. Por ejemplo, se puede comparar un
tejido sano con uno enfermo, o tejidos sometidos a distintos tratamientos,
etc.

Arreglos de un canal. Affymetrix es la compania que fabrica este tipo
de microarreglos usando una combinaciéon de fotolitografia y reacciones
quimicas para sintetizar los oligonucle6tidos in situ.

continuacion se mencionan los pasos a seguir en un experimento de mi-

croarreglos.



CAPITULO 1. EXPERIMENTOS DE MICROARREGLOS

Diseno del microarreglo.

En esta etapa se selecciona el tipo y cantidad de material biol6gico que
se va a inmovilizar sobre la superficie, que variara en funcion del tipo de
experimento que se desee llevar a cabo. Se determina también la densidad
de integracion, es decir, el nimero de sondas que se desean inmovilizar
sobre la superficie del chip, que se vera limitada por el método de fabri-
cacion que se desee emplear.

Fabricacion del arreglo.

Este paso estd muy diversificado como consecuencia de la gran cantidad
de soluciones tecnologicas presentes en el mercado. En general las grandes
empresas que comercializan los microarreglos ya listos son capaces de
ofrecer mayores densidades de integracion que las que se pueden alcanzar
empleando los robots para la fabricacién de microarreglos personalizados
en laboratorio.

Extraccion y marcado del ARN de cada una de las muestras.

Los procesos a seguir son la extraccion y purificacion del material a
analizar, un proceso de amplificaciéon en el caso de tratarse de mate-
rial genético y por ultimo el etiquetado de la muestra para permitir su
deteccion en el proceso de revelado. Los marcadores mas cominmente
empleados son los fluorescentes.

Hibridacion, en el arreglo, de los ADNc marcados.

Resulta un paso clave ya que en él se produce la reacciéon de afinidad en
la que se hibridan las hebras de ADN de las muestras marcadas para per-
mitir su posterior identificacion, con sus complementarias inmovilizadas
en la superficie del microarreglo. Segtn las condiciones en las que se pro-
duzca esta reaccion de afinidad se obtendran, posteriormente, mejores
o peores resultados en el proceso de revelado. El lavado se realiza para
eliminar las interacciones no especificas que se dan entre la muestra y el
material inmovilizado o la superficie del arreglo.

Lectura del arreglo.

Es un proceso que viene condicionado por la gran variedad de alternati-
vas tecnologicas disenadas para esta funcion. Entre estas soluciones las
mas comunes son la utilizaciéon de scanners laser y camaras CCD para
la deteccion de marcadores fluorescentes con los que se ha marcado la
muestra.

Cuantificacion de la imagen.

Consiste en la localizacion de los puntos en la imagen y la obtencion de
sus intensidades de fluorescencia. En este paso se analizan las imagenes
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de 16 bits obtenidas para cada una de las longitudes de onda en la cuales
se pueden apreciar los puntos en los que la reaccién de hibridaciéon ha
sido positiva y los puntos en los que no ha habido tal hibridacién.

7. Analisis estadistico de los datos obtenidos.
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Figura 1.3: Pasos de un experimento tipico de analisis comparativo de expresion
de genes utilizando microarreglo de ADN.
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Capitulo 2

Modelo para el error de mediciéon
de expresion de genes en
microarrays

La construccion de un modelo mateméatico permite describir la influencia
de las diferentes fuentes de variabilidad que intervienen en una medicion y
explicar la relacion entre el valor verdadero que se desea medir y los resultados
obtenidos en las mediciones. En el caso de los experimentos con microarreglos,
la magnitud que se desea medir es la abundancia de moléculas especificas
presentes en un conjunto de muestras biolégicas y las cantidades que se miden
son las intensidades de fluorescencia de los diferentes spots del arreglo (Huber
et al., 2004).

El proceso de medicién consiste en una serie de reacciones bioquimicas y un
sistema de deteccion optica con un scanner laser o una cadmara CCD. En dicho
proceso intervienen una gran cantidad de factores que afectan a los valores
obtenidos.

Hay muchos tipos de ruido que pueden afectar la senial final producida por
el scanner que pueden ser clasificados en dos categorias: ruido de fuente y ruido
de deteccion.

= Ruidos de la fuente: ruido de fotones, polvo en los vidrios, tratamiento
de los vidrios.

= Ruidos de detecciéon: estan vinculados al proceso de amplificacion y di-
gitalizacion.

Una imagen perfecta deberia reflejar inicamente medidas de la intensidad de
fluorescencia de los tintes de interés. Sin embargo en la practica el sistema
es imperfecto y las imégenes son combinaciones de senales no deseadas (tales
como ruido fotonico, ruido electronico, luz laser reflejada y fluorescencia de
fondo) con las senales de fluorescencia deseadas.

9
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Ademés del ruido, que es la componente aleatoria de la variabilidad, la
senal esta afectada por errores sistematicos provenientes de las diferencias en
ciertas propiedades de los tintes utilizados:

» El tamaifio diferente de las moléculas de Cy3 y Cyb.

» La eficiencia de la emision de fotones (quantum yield) en el proceso de
fluorescencia.

» El blanqueado por la luz (photo bleaching).

La importancia de construir un modelo para los errores de medicién en
experimentos de microarrays se debe a las siguientes cuestiones (Huber et al.,
2004):

1. Es necesario conocer como es la distribucion de los posibles resultados
de las mediciones para poder realizar inferencias basadas en un ntamero
pequeno de mediciones.

Si tuviéramos una cantidad suficiente de mediciones podriamos utilizar
las distribuciones empiricas para comparar el nivel de expresion de los
genes en estudio. Desgraciadamente, obtener varias mediciones de todos
los genes bajo todas las condiciones de interés no siempre es posible
o resulta muy costoso. Pero si tenemos confianza en un modelo para el
error, entonces estamos en condiciones de sacar conclusiones significativas
con unas pocas replicaciones.

2. Un modelo del error es una herramienta eficiente para el resumen y re-
porte de los resultados experimentales. Si tenemos razones para creer que
los resultados de las mediciones tienen una cierta distribucion, entonces
los parametros de la distribucion (por ejemplo la media y el desvio)
describen bastante bien a los valores obtenidos en los experimentos.

3. Un modelo del error es un resumen de la experiencia y de nuestro en-
tendimiento del sistema de medicion. También puede ser utilizado para
control de calidad: si la distribucién de un nuevo conjunto de datos se
desvia considerablemente del modelo, entonces podriamos cuestionar la
calidad de estos datos.

Se han propuesto varios modelos para explicar la relacion que existe entre
los valores obtenidos en experimentos de microarreglos y los diversos factores
involucrados. En la secci6én 2.1 mostramos una deduccion teérica del modelo
aditivo-multiplicativo. Este modelo fue introducido en el contexto de los datos
de microarreglos en dos versiones distintas, una propuesta por Ideker et al.
(2000) y otra por Rocke y Durbin (2001).

En la seccién 2.2 presentamos la version del modelo aditivo-multiplicativo
en la que esti basado el resto de este trabajo.
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2.1. Deduccion teérica del modelo aditivo - mul-
tiplicativo

Consideremos una observacion genérica y llamemos y al valor obtenido en
la medicién, x a la cantidad que se desea medir y representemos todos los otros
parametros de los cuales puede depender el valor medido por medio del vector
r = (ry,...,r,). Podemos describir la relacion que existe entre estos valores
por medio de una funciéon (Huber et al., 2004):

y=f(z,7) (2.1)

Si el aparato de medicion estd bien construido entonces podemos suponer
que f es una funcion suave y escribir la ecuacion (2.1) en la siguiente forma:

y= f(0,7)+ f(0,7)x + O(z?) (2.2)

donde f’ es la derivada de f respecto de z y O(x?) representa los efectos
no lineales.

Idealmente, los parametros r podrian estar fijos en un valor 7 = (7q,...,7,).
En la préactica estos valores fluctian alrededor de 7 en distintas repeticiones
del experimento. Si las fluctuaciones no son muy grandes, podemos aproximar
los valores de f(0,7) y f'(0,r) por medio del polinomio de Taylor de orden 1:

r0n) ~ 0.0+ LR -5 (2.3)
P = pom+ 3 2R -y (2.4

j=1

Las sumas en las ecuaciones (2.3) y (2.4) son combinaciones de una gran
cantidad de variables aleatorias con media cero. Por lo tanto, es una aprox-
imacion razonable suponer que f(0,7) y f'(0,7) son variables aleatorias nor-
malmente distribuidas con medias a = f(0,7) y b = f'(0,7) y varianzas o2 y
o? respectivamente. Entonces, omitiendo el término no lineal en la ecuacion

(2.2), tenemos el siguiente modelo:
Y =a+ 08X (2.5)

con a ~ N(a,02)y 8~ N(b,a?).

Si escribimos

a = a-+¢€
B = b+(¢ = b(l+n)
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cone ~ N(0,02),¢ ~ N(0,02)yn = N(0,02/b%), el modelo (2.5) quedaria
expresado de la siguiente forma:

y=a+e+bz(1+n) (2.6)

cone ~ N(0,02)yn ~ N(0,07/b%). Este es el modelo aditivo-multiplicativo
propuesto por Ideker et al. (2001) para las mediciones en experimentos de mi-
croarreglos.Rocke y Durbin ( 2001) propusieron el siguiente modelo:

y=a+e+bxe’ (2.7)

que es equivalente a (2.6) hasta los términos de primer orden en 7. Los modelos
(2.6) y (2.7) difieren significativamente solo si el coeficiente de variacion o3,/b es
grande. Para los datos de microarreglos este coeficiente tipicamente es menor
que 0.2, con lo cual la diferencia entre los dos modelos es de poca relevancia
practica.

2.2. Modelo aditivo-multiplicativo

En esta seccion presentaremos el modelo propuesto por Huber et al. (2003),
en el cual estd basado el resto de este trabajo.

Un microarray consiste de un conjunto de sondas inmovilizadas sobre un
soporte solido. Las sondas se eligen de forma tal que se unan a moléculas
especificas. La muestra biologica de interés se prepara en solucién, se etiqueta
con tintura fluorescente y se aplica sobre el arreglo permitiendo la hibridacion
con las sondas ubicadas sobre el mismo. La abundancia de moléculas de la
muestra puede ser comparada a través de la comparacion de la intensidad de
fluorescencia en los sitios donde se encuentran las sondas correspondientes.

La intensidad medida y; de la sonda £ = 1,...,n para la muestra ¢ =
1,...,d puede ser descompuesta en una parte especifica y una parte no especi-
fica:

Yki = ki + BriTri (2.8)

donde x;; es la abundancia de transcripcion representada por la sonda k en la
muestra 7, Ox; es un factor de proporcionalidad y ay; son las contribuciones de
senal no especifica que pueden ser causadas por efectos tales como hibridacién
no especifica, hibridaciéon cruzada o fluorescencia del background.

Generalmente los valores de ay; vy (x; no son conocidos, pero la tecnologia
de microarreglos esté disenada de tal forma que estos valores estan relacionados
para distintos k e i. Esto hace posible que se puedan hacer inferencias acerca
de las concentraciones xy; a partir de los datos yx; obtenidos en las mediciones.
Las relaciones entre los valores de ay; y Ok para diferentes k e ¢ pueden ser
expresados en términos de otra descomposicion:

Bri = Biyke™
a; + Vi

(093
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Por lo tanto, el factor [;; es el producto de una afinidad de la sonda 4,
que es la misma para todas las mediciones que involucran a las sondas del tipo
k, multiplicado por un factor de normalizacién (;, el cual se aplica a todas las
mediciones de la muestra 7.

El resto Gy /(Bivk) se explica por medio de €. Se pueden elegir las unidades
de B; y v de forma tal que >, ng; = >, ki = 0.

La contribucion de senal no especifica ay; puede ser descompuesta en una
contribucion por muestra a; y un resto 7y; con Zk U = 0.

La afinidad de la sonda v, puede depender, por ejemplo, de la secuencia
de la sonda, de la estructura secundaria y de la abundancia de moléculas de la
sonda en el arreglo. El factor de normalizaciéon puede depender, por ejemplo,
de la cantidad de ARNm en la muestra, de la eficiencia del etiquetado y del
rendimiento cuantico del tinte.

La idea detréas de esta descomposicion es que mientras que los valores indi-
viduales de n; v 7k pueden fluctuar alrededor de cero, lo hacen en una forma
no sistematica y aleatoria. Asi, por ejemplo, suponemos que no hay efectos
sistematicos no lineales, lo cual podria implicar tendencias en los valores de
Nki O Vg dependiendo de los valores de xy;.

Con esta nueva descomposicion el modelo (2.8) queda de la siguiente forma:

Yri = @; + Upi + Biye™ xp (2.9)

Ahora uno puede reducir la complejidad de los parametros de esta ecuacion
a través de los siguientes 3 pasos de modelado:

1. No tratar de determinar explicitamente la afinidad de las sondas ~;.
Estas pueden ser absorbidas en my; = Ypxi;, que se puede considerar
como una medida de la abundancia de la transcripcion k en la muestra
7 en unidades especificas de la sonda.

2. Tratar a ng; y Vg; como “términos de ruido” provenientes de distribu-
ciones de probabilidad apropiadas.

3. Estimar los valores de (3; y a;, asi como los parametros de la distribucion
de probabilidad de los datos.

Asi, la ecuacion (2.9) da lugar al siguiente modelo estocéstico:

Yii —a;
Bi
iid

con Ny, G L, vk ~ L,. Aqui, vy = Uk /F; es el ruido aditivo dividido por
el factor de normalizacién ;.

El miembro derecho de la ecuacion (2.10) es una combinacion de dos tér-
minos de error, uno aditivo y otro multiplicativo. Este modelo fue propuesto
por Rocke y Durbin(2001), usando distribuciones normales £, = N(O,JTQ]) y

= mye™ + vy, (2.10)
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L, = N(0,02). En lo que sigue, consideraremos distribuciones £, y £, uni-
modales, aproximadamente simétricas y que tienen media cero y varianzas 0727
y 02 respectivamente, pero no supondremos por ahora distribucién normal.

El miembro izquierdo describe la calibracién de las intensidades del mi-
croarreglo Y.

2.3. Dependencia varianza vs. media

Segin el modelo (2.10) la varianza de las intensidades normalizadas de-
pende de la media de la siguiente forma:

Yii — a; Yii — a;
Var(k a>202E2<k a>+03

Bi Bi
donde ¢? = \éa;((j)) es un parametro de la distribucion de n ~ £,. En efecto:
Yii — a;
E( ’“ﬁ ¢ ) — g E(e") (2.11)

Como nx; v Vg son independientes:

Y — a
Var( klﬂ a,) my, Var(e™) 4 o2

2 Var(e")
B R e
|:mk? (6 ) EQ(en) UV

Y — a
= 02E2< i Z) +J§
7

En el capitulo siguiente presentaremos algunas transformaciones estabi-
lizadoras de la varianza que surgieron en el contexto de los microarreglos.



Capitulo 3

Transformaciones que estabilizan
la varianza

Varias metodologias estadisticas tradicionales estan basadas en el supuesto
de que los datos tienen varianza constante independiente de la media. En
el caso que este supuesto no se cumpla, una soluciéon posible es aplicar una
transformacion adecuada a los datos de forma tal que la varianza de los datos
transformados sea aproximadamente independiente de la media.

En el capitulo anterior vimos que las intensidades medidas en un experimen-
to de microarreglo no cumplen con dicho supuesto. Ademés vimos, basandonos
en el modelo aditivo-multiplicativo, como depende de la varianza de la media.
Esto sugiere que debemos aplicarle una transformacion a los datos obtenidos
en experimentos de microarreglos para estabilizar la varianza.

En la secciéon 3.1 presentamos un método general para encontrar transfor-
maciones que estabilizan la varianza. En la seccién 3.2 obtenemos la trans-
formacioén que estabiliza la varianza para las variables aleatorias del modelo
aditivo-multiplicativo (2.10) y en la secciéon 3.3 mostramos que dicha transfor-
macion efectivamente estabiliza la varianza.

En la seccion 3.4 mostramos otras transformaciones que se han propuesto
en el contexto de microarreglos.

3.1. Meétodo general para encontrar transforma-
ciones que estabilizan la varianza

Consideremos una variable aleatoria X con E(X) = pyseah : I — R
una funciéon diferenciable, donde I es un intervalo que contiene al rango de X.
Haciendo el desarrollo de Taylor de h alrededor de u tenemos:

A(X) = ho)+ ) (X — ) + 08

Resulta entonces que la varianza de h(X) es:

15
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Var(h(X)) = h'(u)? Var(X) + Var(h”(g) (X — p)?) +2Cov (h’(u)(X —HW); () (X — M)Z)

2
Como E(X — p) = 0, entonces

h'(€)

Cox (W (1) (X — 1)

(X —p)?) = ' (n) E(

y la ecuacion anterior queda:

1 ) iy

Si dentro de los valores tipicos de X, h es una funcion aproximadamente
lineal, entonces el término de segundo orden del desarrollo de Taylor es pequeno
v los términos que lo involucran en la ecuacién anterior son despreciables.

Luego, tenemos que:

Var(h(X)) = K (u)? Var(X) + Var( (X — p)?) + 2K (n)E(

Var(h(X)) ~ h'(1)? Var(X) (3.1)

Supongamos ahora que {Y),} es una familia de variables aleatorias tales que
E(Y,) = p y cuyas varianzas dependen de la media, es decir Var(Y},) = g(p).

Si queremos encontrar una funcién h tal que Var(h(Y))) sea aproximada-
mente independiente de ;1 y suponemos que vale la siguiente aproximacion

Var(h(Y,,)) = I (1) g(n) (3.2)
podriamos pedir que h verifique

B (1)* g(n) = cte

Una funcién h que tenga esta propiedad se llama funcion estabilizadora de
varianza.

Notar que si h estabiliza la varianza y 71, 72 € R entonces v h + 7, también
es una funciéon estabilizadora. Por lo tanto, podemos obtener una transforma-
cién h que estabilice la varianza integrando h/(p) = g(u)~ /2

Y 1
uw:/’ rtl (3.3)

Si h es una transformacion obtenida de esta forma se tiene que Var(h(Y),)) ~

1.

Notar que este método se basa fuertemente en la aproximacion (3.2). En
la seccion (3.2) aplicaremos este método para deducir una transformacion que
estabiliza aproximadamente la varianza de las intensidades de microarreglos.

Luego estudiaremos la validez de la aproximacion (3.2) para la transformacion
hallada.
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Ejemplo 1

Si {Y,} es una familia de variables aleatorias tales que E(Y,) = py Var(Y,) =
ku®, con k,a € Ry, entonces obtenemos una transformaciéon que estabiliza la
varianza de la siguiente forma:

Yy 1 \/LEyl—a/Q Si a7é2
hy) :/ N B

7 In(y) si a=2

Por simplicidad podriamos considerar la siguiente transformacion:

Y2 s a#£2

fly) =
In(y) si a=2

ya que al ser un miltiplo escalar de h también estabiliza la varianza, es
decir la varianza de f(Y),) es aproximadamente independiente de p. Més pre-
cisamente:

E(1—a/2)* si a#2
Var(f(Y,)) =
k si a=2

Ejemplo 2

Si X ~ P()) entonces E(X) = Ay Var(X) = \. Este es un caso particular del
ejemplo anterior (k = a = 1) , por lo tanto una transformacion que estabi-
liza aproximadamente la varianza para una familia de variables aleatorias con
distribucién Poisson es:

hy) =y
Ejemplo 3

Si X ~ g()) entonces E(X) = § y Var(X) = 55. Este es otro caso particular del

ejemplo 1 (k =1, a = 2), por lo tanto una funcion estabilizadora de varianzas
para una familia de variables aleatorias con distribucion exponencial es:

h(y) = In(y)
Ejemplo 4

Si X ~ Bi(n,p) entonces E(X) = np y Var(X) = np(1l — p). En este caso la
varianza depende de la media en la forma: Var(X)=E(X)(1-E(X)/n). Luego
una transformacion estabilizadora de varianza en el caso binomial sera:

y 1
) = [ s
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Haciendo la sustitucion z = y/p/n tenemos:

h(y) =2/ / v % dz — 2/ arsin (\/g)

3.2. Transformacioén arco-seno hiperboélico

En el capitulo anterior vimos que la varianza de las intensidades norma-
lizadas de los spots de microarreglos Z; = Y’”ﬁ—_“ dependen de su media de la
siguiente forma:

Var(Zy;) = 2 E*(Zy;) + o2

Si aplicamos el método descripto en la seccidon anterior para estabilizar la
varianza, en este caso obtenemos la transformacion h integrando:

z 1
h(z) = —d
=) / 2?4+ o2 a

donde ¢ = ?YT(::)) y 02 son parametros de las distribuciones £, y £, respectivamente.
Por lo tanto:

1 [ 1
(2) +1
Luego de hacer la sustitucion v = 2£ queda:

1 (& 1
h(z) = - —dv
(2) c vui+1
1 . cz
= - arsmh(—)

c o,

Tenemos entonces que a las intensidades obtenidas en experimentos de
microarreglos debemos aplicarles la siguiente transformacion para normalizar
y estabilizar la varianza:

hi(y) = arsinh(y , ‘”) (3.4)
con b; = f3;0,,/c. Asi, el modelo (2.10) en escala transformada toma la siguiente
forma:

iid

Yii —a;
i a>:/~5ki+5ki» Eri ~ L (3.5)

bi

arsinh (
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donde uy; representa el verdadero nivel de expresion del gen £ en la muestra ¢
en escala transformada y £. es una distribucién con media cero y varianza c?.

Recordando el modelo (2.10) se puede ver que py; v my; estan relacionados
de la siguiente forma:

Hi = E(arsinh(i(mmenki + sz)))

Oy

Ademas se puede ver que E(arsinh(i(mkiem i y,m))) ~ arsinh(imki).
En efecto, seann ~ L,, v~ L,y

#(n,v) = arsinh (i(me" + u)>

Oy

Haciendo el desarrollo de Taylor de orden 1 de esta funcion alrededor del
(0,0), obtenemos el siguiente polinomio:

P(y,v) = arsinh(~—m) + ——— +
,V — arsin —m 1%
K oy o2+ cPm? Vo2 + c2m? 7

Como f(n,v) ~ P(n,v) y ademas n y v tienen media cero, entonces:

E(f(n,v)) ~ E(P(n,v))
E(arsinh(i(me”_|_y))> ~ E(arsinh(im)+ c cm )

/52 2 21/+ ) 22!
Oy Ov o5+ cem o5+ c'm

E (arsinh(i(me?7 + 1/))) =~ arsinh(im)

Oy Oy

3.3. Propiedades de la transformacién arco-seno
hiperbdlico

Para hallar la transformacion estabilizadora de la varianza h(y) = arsinh (%)

nos basamos en la aproximacion (3.1). En esta seccion veremos que dicha trans-
formacion efectivamente estabiliza la varianza para una familia Y,, de variables
aleatorias distribuidas de acuerdo a:

Y, =me"+v  n~N(0,07),v~N(01) (3.6)

con m > 0. Esto corresponde al modelo (2.10) con a; =0y 3; = 1.
Recordando que b; = (0, /¢, en este caso la transformacion estabilizado-
ra serd h(y) = arsinh(¥) = arsinh(cy), donde ¢* = \éa;((::)).
distribucion log-normal tenemos que ¢ = %7 — 1 (ver apéndice).
Para valores grandes de m, Y, estd dominada por el término me” y ademas
la funcion arsinh es parecida al logaritmo, por lo tanto h(Y,,) ~ log(Y,,) +
log(c) ~ log(Y;,). Tenemos entonces que:

Como €" tiene
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Var(h(Y,)) =~ Var(log(me")) = Var(log(m) + 1)) = o, (3.7)

Como E(Y,,) = men/ 2, comparamos para distintos valores de m el desvio
de h(Y,,) con el desvio asintdtico o,. Para esto se generé una muestra de Y,, de
tamario 105 y se calcul6 es desvio muestral de h(Y,,) paracadam = 1,2, ..., 60.

Los valores de Y, se generaron de la siguiente forma: primero se gener6é una
muestra de v con una distribucion N(0, 1) y 4 muestras de 7 con distribuciones
N(0,0’%) para o, =0.05, 0.1, 0.2 y 0.4. Luego obtenemos los valores de Y, =
m e 4+ v para cada m entre 1 y 60.

En la figura 3.1 se puede observar que el cociente entre el desvio de h(Y,,)
y 0y no es superior a 1.035.

ag = =
7, =0.05 T, =01
= =t
j= R S
™~ ™~
o 4 o 4
B 5 8 5
e e B e B e e I et
E 7 E 7
> >
= 2w
o o 5 o -
(2] o (2] o
w w
@» @»
2 T T T T T T T 2 T T T T T T T
0 10 20 30 40 50 60 0 10 20 30 40 50 60
m m
g = =
n =02 a n =04
=+ =+
{ =0 - { =0 -
o™~ o™~
o 4 o 4
£ o SO
B e T e b e T e P B
e T E T
> >
o - T .
g o g o
w o w o
(e} (e}
o 4 o 4
= T T T T T T T = T T T T T T T
0 10 20 30 40 50 60 0 10 20 30 40 50 60
m m

Figura 3.1: Validacion de la transformacion estabilizadora.
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3.4. Otras transformaciones

Las funciones arco-seno hiperbolico y logaritmo estan relacionadas de la
siguiente forma:

arsinh(z) = In(x + Va2 +1)

o) — w5 1))

Ademas:

lim (arsinh(z) —In(z) —In(2)) =0

r—00

En la figura 3.2 se muestra el grafico de la funcion arsinh ((y — a;)/b;) para
a; = 0 y tres valores distintos de b;.

© 7 asinh(x/b)
b=0.5
o~ -
b=1 o
>
- b
,/ log(x)
(=]
o -
T T T
2 0 2 4

Figura 3.2: Gréfico de la funcion (3.4) para a; = 0 y tres valores distintos de
b;. También se muestra el grafico de la funciéon logaritmo para comparar con
estas curvas.

En el contexto de los microarreglos se han propuesto otras funciones que,
dentro del rango de los datos, tienen graficos similares a arsinh ((y — a;)/b;),
entre ellas estan las siguientes:
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i) = tog (=7) 539
log(y/b) si y>a

h(y) = ) (3.9)
y/a+log(a/b)—1 si y<a

Mientras que la transformacion (3.4) corresponde a una dependencia varianza-
media de la forma v(u) o (@ — a)?*+const., donde v(u) es la varianza como
funcion de la media, las dos transformaciones (3.8) y (3.9) corresponden a
dependencias varianza-media de la forma

al si p<a

respectivamente. Nosotros utilizaremos, como Huber et al. (2003), la trans-
formacion (3.4) por conveniencia computacional y por su interpretabilidad en
términos del modelo (2.10).



Capitulo 4

Estimacion de parametros

El modelo (3.5) relaciona las intensidades medidas Yj; con los valores de
expresion verdaderos (en escala transformada) py; en términos de los parame-
tros de calibracion y estabilizacion de la varianza a; y b; y de la distribucion
L.. Nuestro objetivo sera estimar dichos parame-tros. Primero describiremos
los métodos de estimacion de maxima verosimilitud y LTS (Least Trimmed
Squares) para luego aplicar estas ideas al caso que nos interesa. En la seccion
4.4 mostraremos un método resistente propuesto por Huber et al. (2003), basa-
do en méaxima verosimilitud y LTS, para la estimacion de los parametros de
calibracién y estabilizacion de la varianza de las intensidades de microarreglos.

4.1. Método de maxima verosimilitud

Sea Xi,...,X, una muestra aleatoria de una distribucion Dy, donde 0 €
© C R* es un vector de parametros desconocidos que se desea estimar y sea
fo la funcion de densidad 6 probabilidad asociada.

Para x, ..., x, fijos la funcion fy(z,...,x,,0) depende solo de 0. Esta fun-
cion se llama funcion de verosimilitud y la notaremos £(6) = fp(z1, ..., 2y, 0).

En el caso discreto fy(xy,...,x,,0) representa la probabilidad de observar
el vector (z1,...,2,) cuando el valor del parametro es 6.

Si Xi,...,X, son independientes e idénticamente distribuidos, la funcion
de verosimilitud se puede escribir como producto de n funciones de densidad
6 probabilidad univariadas:

00) = H fo(zi,0)

Definicién 4.1 Diremos que 0 es un estimador de mdzima verosimilitud de 0
st se cumple:

0(0) = méx 0(0)

23
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Ejemplo 5

Sea 1, ...,T, una muestra aleatoria de una distribucion N(u,c?), donde los
parametros p y o2 son desconocidos. En este caso el vector de parametros a
estimar es 0 = (u,0?). La funcion de densidad de cada variable es:

1 ()2
flxip,0) = ( 27m2) o~ 207 (@i—h)

Luego tenemos que:

- 1 1 2
00) = folz,... a0, 0) = ( )6_202(“_“)
(6) = Jo =1( 5
Como la funcién In(x) (logaritmo natural) es monotona creciente, max-
imizar £(f) serd equivalente a maximizar In(¢(f)). En este caso la funcion
In(¢()) es diferenciable, por lo tanto el estimador de méaxima verosimilitud
(f1,6%) debe verificar:

o =0
9In(é(a, 6%)) 0
do?

Este sistema tiene la siguiente solucion:

n

N Z; _
M = — =
- n
i=1
6_2 — i (:El B E)2
- n
=1

Este es el inico punto critico de In(£(f)) pero falta ver que efectivamente
es un maximo.
La matriz jacobiana de la funcion In(£4(0)) es:
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1
5 ;Zm 0
1 — 1
Fz(aji o _62 04
=1

Ademas se puede verificar que esta matriz evaluada en (ji,6?%) es definida
negativa y de esta forma queda demostrado que (fi,62%) es el estimador de
maxima verosimilitud de (u, o?).

4.2. Least Trimmed Squares

Least Trimmed Squares (LTS) es un método de estimacion de parametros
propuesto por Rousseeuw (1985) como una alternativa robusta al método clasi-
co de minimos cuadrados. A continuacion definimos el estimador LTS para el
caso general.

Definiciéon 4.2 Consideremos el modelo:
yi = h(z,0)+e, 1,....n (4.1)

donde y; representa la variable dependiente y h(x;,0) es una funcion de los
datos x; € RP y del vector de pardmetros 6 € RP. Dada una muestra (y;, x;), el
estimador LTS estd definido por:

k
Q(LTS k) = arg min Z (4.2)

0eB

donde B € RP es el espacio de pardametros, 7"[@.](9) representa la muestra de

los cuadrados de los residuos r2(0) = (y; — h(x;,0))? ordenados y k es una
constante que satisface § <k < n.

Una definicién equivalente es:

é(LTS k) = arg min mlnz T (4.3)
0cB
iEK
donde la minimizacion sobre K recorre los subconjuntos de {1,...,n} de k

elementos, con § < k < n.

La constante k determina la robustez del estimador LTS, ya que la igual-
dad (4.2) implica que las n — k observaciones con mayores residuos no tienen
influencia directa sobre el estimador. El mayor nivel de robustez se alcanza para
k=1[n/2]+[(p+1)/2] (Rousseeuw y Leroy, 1987), mientras que para k = n el
nivel de robustez es minimo. En este caso el estimador LTS es equivalente al
estimador de minimos cuadrados.
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Rousseeuw y Van Driessen (1999) proponen un algoritmo llamado FAST-
LTS que mejora el tiempo computacional del calculo del estimador LTS para
modelos lineales.

4.3. C-step y la idea béasica del algoritmo FAST-
LTS

El proposito de esta seccion es dar una idea del algoritmo para calcu-
lar el estimador LTS en modelos lineales. Los detalles pueden consultarse en
Rousseeuw y Van Driessen (1999).

Consideremos el modelo lineal

yi::cﬂQl—i—---—l—xip@p—}—ei izl,...,n

donde los datos son de la forma (x;,v;) = (21, ..., %, i) con x;, = 1 para
regresion con término de intercepcion.

Una de las claves del algoritmo propuesto por Rousseeuw es el hecho de
que empezando desde cualquier estimacion de los coeficientes de regresion,
es posible calcular otra estimaciéon de los parametros que dan un valor de la
funcion objetivo ain menor.

Proposicién 4.1 Consideremos un conjunto de datos (x1,y1),. .., (Tn, Yn)-

Sea Ky C {1,...,n} con |Ky| =k, sean O,= (01,6}, ... ,é;) e R? yri(i) el
residuo del i-ésimo dato, i.e. 71(i) = y; — (0 x4+ 030+ . . .+é;xip) . Llamemos
Q= Tier, (@)

Sea Ky el conjunto de indices de aquellos k residuos con menores valores
absolutos. Calculemos ahora el estimador de minimos cuadrados 0 COTTESPOTN-
diente a las k observaciones cuyo indice pertenece a Ko. Esto da lugar a nuevos
residuos ro(i) para i =1,....,n y Q2 =Y .k, (7"2(7;))2. Entonces se tiene que

Q2 <

Demostracion. Como Ky corresponde a los k residuos de menor valor ab-
) 2 2 A
soluto, tenemos que Y. . (r1(4))” < Dk, (11(i))” = Q1. Como 6 es el
estimador de minimos cuadrados correspondiente a las k£ observaciones en Ko,
se tiene que:

Q2 = Z (T2(i)>2 < Z (T‘l(mz <@ =

1€Ko €K

Aplicando esta proposicion a un subconjunto de indices K se obtiene K,
con (Yo < 1. En su algoritmo, Rousseeuw llama a este paso el C-step, donde
C se refiere a concentracion ya que K, estd mas concentrado (la suma de
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los cuadrados de los residuos es menor) que K;. En términos algoritmicos, el
C-step se puede describir de la siguiente forma:
Dado un k-subconjunto H,g:

s calcular 8,,4:= el estimador de minimos cuadrados basado en H,q4
= calcular los residuos roq(i) parai=1,...,n

= ordenar los valores absolutos de estos residuos, o equivalentemente, bus-
car una permutacion 7 para la cual |roq(m(1))] < |rog(m(2))] < -+ <
|rora(m(n2))|

w definir Hpey, := {7(1),7(2),...,7(k)}
= calcular énewz: el estimador de minimos cuadrados basado en H,.,,

Repeticiones del C-step generan un proceso iterativo. Si () = ()1 paramos,
sino aplicamos otra vez este paso, obteniendo ()3, (04, etc. La sucesion ()1 >
Q2 > Q)3 > ... es no negativa y por lo tanto converge. Mas atin, como hay una
cantidad finita de k-subconjuntos existe un indice m para el cual Q,, = Q.1
( en la practica m suele ser menor que 10), por lo tanto, la convergencia se
alcanza siempre después de una cantidad finita de iteraciones. Esta no es una
condiciéon suficiente para que @, sea el minimo global de la funcién objetivo
del estimador LTS, pero si es una condicién necesaria.

Esto provee una idea parcial para un algoritmo:

Tomar varias conjuntos iniciales H, y aplicar el C-step a cada uno hasta
alcanzar la convergencia y quedarse con la solucién con menor valor de Zle r[gi]

Para poner en practica esta idea, hay varios puntos a tener en cuenta: c6mo
generar los conjuntos iniciales Hp, cuantos de estos conjuntos se necesitan,
como evitar la duplicacion de trabajo ya que varios H; podrian llevar a la
misma solucién, etc. Estos temas son tratados por Rousseeuw y van Driessen

(1999).

4.4. Regresion resistente VSN

Para estimar los parametros a; y b; del modelo (3.5) supondremos en primer
lugar que no hay genes expresados diferencialmente, es decir, el nivel de expre-
sion de cada gen es el mismo para todas las muestras analizadas. En este caso
tendremos que py; = pg para todo i. Ademas supondremos que la distribucion
L. es normal, por lo tanto tenemos que:

. Y — a; N
arsmh(%) =+ enis  Exi S N(0,E) (4.4)
i

Bajo estas hipotesis, en 4.4.1, aplicaremos el método de maxima verosimi-
litud para estimar los parametros a; y b;. Luego, en 4.4.2, presentaremos el
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método robusto propuesto por Huber et al. (2003) para el caso en el que haya
una fraccién minoritaria de genes expresados diferencialmente y la distribucion
L. sea aproximadamente normal en el centro.

En 4.4.1 ademas de suponer que ¢; tiene distribucién normal, hacemos uso
de los siguientes teoremas para deducir la funcion de densidad de Yj;:

Teorema 4.1 Sea g : R — R una funcion estrictamente creciente y sea Y una
variable aleatoria. Entonces si Z = g(Y') tiene funcion de distribucion Fyz, la
funcion de distribucion de 'Y serd:

Fy(y) = Fz(9(y)) (4.5)

Demostraciéon. Como ¢ es estrictamente creciente se tendra

Fy(y)=P(Y <y) =P(g(Y)<g(y) =P(Z < gly)) = Fz(9(y)) =

Teorema 4.2 Sea g : R — R una funcion derivable con ¢'(y) > 0 y sea Y
una variable aleatoria. Si Z = g(Y') es absolutamente continua con funcion de
densidad 7, entonces la funcion de densidad de Y serd:

fr() = fz(9(v)) g (v)

Demostracién. Se deduce derivando (4.5) =

4.4.1. Estimacion de maxima verosimilitud

Supongamos que h;(Yy;) = arsinh(y"#:‘“) tiene distribucién normal con
media p; independiente de ¢ y desvio c. Los pardmetros de este modelo son
{ai,bi}iz1...a, {t k=1, n ¥y c. Los valores que se observan son las intensidades
Yii v queremos estimar a; y b; (i =1,...,d).

Si g(Yii) = M, entonces g(Y};) tiene distribucion normal estandar y
de acuerdo con el teorema 4.2 la funcion de densidad de Y}, es:

5 (hi(ymg - Mk) hi(Yki) (4.6)

C

donde ¢ es la densidad de una variable aleatoria con distribucién normal
estandar.

Por lo tanto, los estimadores de maxima verosimilitud de los parametros
del modelo ({a;} {b;}, {px} y ¢) son los que maximizan la siguiente funcion:

n d
hi(yri) — R (Yri
f(al,bl,...,ad,bd,,ul,...,un,c):Hngﬁ( (ykz uk) (i) (4.7)

. &
k=1 i=1
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n d
Los parametros a; y b; son parametros de las transformaciones h;. Si fijamos
estos valores y hacemos una cuenta similar a la del ejemplo 5 obtenemos los

valores de {jg k=1, y ¢ que maximizan (4.7):

.....

R 1
e = ;hi(ym) (k=1,...,n) (4.9)
1 n

2 L N A2

& = — Z(hz(ykz) ) (4.10)
k=1 i=1

Definimos:
pl(ay, by, ..., aq,bq) = ( max )E(al, b1,y @y bay i1y - -y fin, C)

K1y Hn,C

= E(al,bl,...,ad,bd,ﬂl,...,ﬂn,é)

Ahora los estimadores de a; y b; son aquellos que maximizan la denominada
"profile likelihood"pl(ay, by, . . ., aq, bg) que se obtiene reemplazando y, y ¢ por
sus estimadores i, y ¢2.

Reemplazando fix v ¢ en ¢ tenemos:

n d
1 —(hi(yri) — f11)* /
pl(a1, by, ..., aq4,bq) H - ( d(yk) fi) P (Yi)
k=1i=1 27TC 2 . (h( ) N )2
nd : i\Uki Hi

k=1 i=1

n d A~ \2
1 —(hi(yri) — fu)

—=

(27T)nd/2 ond €Xp

—_

k=1 i=1

M o
—
=
S
e
<
E~l
z
S—r
=
SN—
(Y]
ol
Il
I
-

fnd/2 n

- (271' nd/2 éond H H h ykz

k=1 i=1
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El logaritmo de esta expresion (profile log-likelihood) esta dado por:

pll(ay, by, ..., aq,bq) = —ndlog (¢ +ZZlog (Ri(yri)) + Cte

k=1 i=1

n d n d
= ——log < Z i(Yki) — fur) ) Zlog Ri(yr:)) + Cte  (4.11)
k=1

k=1 i=1 i=1

donde Cte = —24(1 + log(2n)).

Los estimadores de méaxima verosimilitud de (aq,bq,. .., aq4,bq) pueden ha-
llarse maximizando esta tltima expresion. Esta funciéon puede maximizarse
numéricamente con la restriccion de que b; > 0.

4.4.2. Estimacion resistente

El estimador de maxima verosimilitud que se obtiene maximizando (4.11)
es sensible a desviaciones de la normalidad y a la presencia de genes expresados
diferencialmente, para los cuales no vale pg; = fig.

Huber et al. (2003) propuso un procedimiento heuristico donde utiliza el
método de regresion LTS para hacer mas robusta la estimacion bajo la presen-
cia de genes expresados diferencialmente y con L. unimodal y simétrica pero no
necesariamente normal. Basicamente, el procedimiento consiste en reemplazar
en la expresion (4.11) las sumas sobre k = 1,...,n por sumas sobre k € K,
eligiendo en cada iteracion el subconjunto K de tamano [ng| de forma tal
que los residuos mas chicos sean aquellos r; con k£ € K, donde 0,5 < qs < 1y
[x] es el menor entero mayor o igual que x. En realidad, en la eleccion de K
se tiene en cuenta el contexto y no se descartan exactamente los valores con
mayores residuos. Aqui se supone que la fraccion de outliers deberia ser apro-
ximadamente la misma a lo largo de todo el rango de intensidades promedio
fir v por lo tanto se particiona el conjunto {1,...,n} en 10 partes de forma
tal que la particion 1 corresponde a los datos para los cuales fix es menor que
el 10 %-cuantil de los fi, la particion 2 corresponde a los datos para los cuales
i, esta entre el cuantil del 10% y el del 20 %, etc. Luego se eligen dentro de
cada particion los datos con menores residuos.

A continuaciéon describimos el procedimiento en términos algoritmicos.

En lo que sigue utilizaremos la siguiente notacion:

pMK(al,bl,---,ad,bd)———log (ZZ i(Yki) )+Zzlog (Yri))

keK i=1 keK =1

Algoritmo:
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1. Hacer K ={1,...,n}
2. Hallar 6 = (a1, bi, ..., dd, l;d) que maximiza pllk (), es decir:

0 = argmax plly(0)

. 2
3. Parak =1,...,ncalcular y guardar los residuos r, = Z?:1 (hi(yki) - /lk>

4. Ordenar los valores de fig, es decir, hallar una permutacion IT: {1,... . n} —
{1,...,n} tal que:

A~

fray < ey < - < i)

5. Particionar el conjunto {1,...,n} en diez partes 11, ..., T}y de forma tal
que T contenga aquellos k para los cuales [, es menor que el 10 %-cuantil
de los fix, T3 contenga aquellos £ para los cuales i esta entre el cuantil
del 10% y el del 20 %, ete. Es decir:

n n
T, ={ Il(z ) —1)— < j—  =1,...,1
6. Definir Q, = qs-cuantil de {ry / k € Ty} s=1,...,10

7. Blegir K = J!2 {k € T\ /i < Q.}

8. Mientras no se alcance la cantidad maxima de iteraciones predeterminada
volver a 2

Para lograr un algoritmo maés eficiente el criterio de finalizacién podria
depender también de algtn criterio de convergencia.
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Capitulo 5

Simulaciones

Para analizar el comportamiento del algoritmo en distintas situaciones hici-
mos varias simulaciones generando datos a partir del modelo (2.10) para dife-
rentes valores de parametros tales como cantidad de sondas, cantidad de arre-
glos, proporcion de genes expresados diferencialmente, etc.

Para generar los datos y estimar los parametros del modelo en base a dichos
datos se utilizo el software R, el cual se puede descargar gratuitamente de la
pagina www.r-project.org y el paquete vsn version 3.2.1 desarrollado por el
grupo de Huber, disponible en www.bioconductor.org.

En la seccién 5.1 se describe la forma en que se generaron los datos. En el
resto del capitulo aplicamos el algoritmo a los datos generados y analizamos
su performance.

5.1. Generacion de datos

El proposito de la simulacién es generar datos que reflejen ciertas propiedades
de las intensidades de las sondas de microarreglos obtenidas experimental-
mente. En nuestro caso, las simulaciones fueron realizadas segin el modelo:

. Y ¢ — a .
arsmh(%) = lgi + Ehi,  Eki n L. (5.1)
i

definido en los capitulos anteriores, suponiendo £. = N(0, ¢?).

Segin Newton et al. (2001) los valores reciprocos de los niveles de expresion
se pueden modelar con una distribuciéon gamma. Por lo tanto, los valores de
los parametros uy; fueron generados de la siguiente forma. En primer lugar,
para cada gen k se generd un valor uy de acuerdo a:

wr = arsinh(my), 1/my ~IT(1,1) (5.2)

Para modelar la mezcla de genes expresados diferencialmente y genes no
expresados diferencialmente, se generan indicadores py € {0,1} con P(py =
1) = paiy, donde pg;s es la proporcion de genes expresados diferencialmnete que

33
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se quiere simular. Luego, para cada gen expresado diferencialmente (aquellos
con pp = 1) y para cada muestra ¢ > 2 se genera un factor sy; € {—1,1}
para simular genes sub-regulados y sobre-regulados, con P(sy; = 1) = py,,
donde p,, es la proporciéon de genes expresados diferencialmente que estan
sobre-regulados (p,, = 0,5 indica que hay la misma cantidad de genes sobre-
regulados y sub-regulados). También se simula la amplitud de la expresion
diferencial en estos genes z;, generada a partir de una distribucion U(0, 2,4z )-

Tenemos entonces que py indica si el gen k se expresa diferencialmente en
las distintas muestras; sj; indica si esta sub-regulado o sobre-regulado en la
muestra ¢ comparado con la muestra 1; z; indica la diferencia de expresion
entre la muestra ¢ y la muestra 1 en valor absoluto. Combinando ésto obte-
nemos:

Hk1 = Hg
Pri = Mk + Dk Skizki (0> 2)

El paquete vsn trabaja con el siguiente modelo equivalente a (5.1):

arsinh(Ai + BBiYki) = ki + Eri (53)

Aqui los parametros A; y B; no tienen restricciones mientras que en el
modelo (5.1) b; debia ser positivo.

La relacion entre los parametros de calibracion de (5.1) y los de (5.3) es la
siguiente:

a; = —Aie*Bi

bi = G_Bi

Para la simulacién se generaron los valores de A; y B; a través de una
distribucion uniforme en (-2,2):

Con los valores de ug;, A; v B;, obtenemos los datos simulados de las
intensidades por medio de:

yri = —Aje P + e Pisinh (g 4+ e)  ewi ~ N(0,¢P) (5.4)

Con los datos simulados yy; se estimaron los parametros mediante la funcion
vsn2 del paquete vsn, obteniendo de esta forma una estimacion de los datos
transformados:

i = arsinh Py + A;) (5.5)
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Nota: la funcion vsn2 devuelve, entre otras cosas, los parametros estimados
A;, B; vy los datos transformados, pero los datos devueltos estan sujetos a la
transformacion:

arsinh (eé Yri flz>

h i —
g log(2) e
log (6Biyki + A+ \/1 + (eBiyp + Ai)Q)
- log(2) e

donde ¢ es una constante calculada a partir de los valores de B; de forma
tal que para valores grandes de 1, la transformacion corresponda aproximada-
mente a la funcién logaritmo en base 2. Esta constante se debe a que a muchos
usuarios les gusta ver los datos en un rango de valores con los cuales estén
familiarizados y la funciéon logaritmo en base 2 es utilizada frecuentemente en
el contexto de los microarreglos.

Mas precisamente,

¢ = —logy(2) — Blog,(e)

donde B = %1 2?21 B;. Efectivamente, para valores grandes de y;; tenemos:

hyi = log, (6Bi?/ki + A+ \/1 + (ePigpi + Ai)2) t+c

= log, | "y |1+ B +\/<—2+(1+ 2| | +c

eBiygy eBiyy,) eBiggy
A 1 A\
= logy(yk:) + Bilogy(e) +logy | 1+ ———+ | ——— + [ 1+ — +c
eBiyy; (eBiym')z eBiyy,

logy (Yki) + B log,(e) + log, (2) + ¢
10%2(%1)

Q

Q

La comparacion entre los verdaderos datos transformados y las estimaciones
de éstos se realiz6 por medio de:

5= ﬁ i 3 <ABM . Ahki)z (5.6)

=1 k€kr
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donde £ es el conjunto de los k para los cuales p, = 0, es decir, se tienen en
cuenta solamente los genes no expresados diferencialmente, Ahy; esta definido
por:

Ahys = by —

SH

d
> hiy (5.7)
j=1

y Ahyg; son los valores verdaderos:

d
1
Ahgi = hii = = > i (5.8)
j=1

En las proximas secciones analizamos los resultados obtenidos en las simu-
laciones, donde para cada conjunto de datos simulado se estimaron los parame-
tros por medio de vsn2 y se calcul6 de valor de 4.

5.2. Numero de sondas n

Para analizar como influye el nimero de sondas n en la estimacion de
los parametros de calibracién y estabilizacion de la varianza se simularon las
intensidades de los spots de dos microarreglos (d = 2) sin genes expresados
diferencialmente (pgr = 0). Los valores de n utilizados son 250, 500, 1000,
2000, 4000, 8000, 16000 y 32000.

Para cada valor de n se generaron 30 conjuntos de datos para los cuales
se estimaron los parametros utilizando distintos valores de ¢y, los resultados
obtenidos se muestran en la figura 5.1.

Para comparar la eficacia del método utilizando distintos valores de ¢, se
realiz6 un grafico que muestra el 6 promedio para los distintos valores de n en
escala semi-logaritmica, figura 5.2.
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Figura 5.1: Los datos fueron generados para distintos valores de n, cond =2y
pair = 0. Para cada n se generaron 30 conjuntos de datos y se calcul6 el valor
de 9, la linea pasa por los valores promedio de § para cada n.

En la figura 5.2 se observa que a medida que la cantidad de spots n au-
menta las estimaciones son mejores. En este caso al no haber genes expresados
diferencialmente, las estimaciones mejoran al aumentar ¢;s. Por otro lado, para
valores grandes de n la diferencia entre las estimaciones con distintos ¢;s no
es tan grande.
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Errores en la estimacion de parametros
en funcion de la cantidad de genes "n "
para distintos valores de q.lts
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Figura 5.2: Comparacion de resultados para distintos valores de qs.

5.3. Numero de arreglos d

Para analizar como influye el ntimero de arreglos d en la estimacion de los
parametros se realizaron simulaciones de las intensidades de 8064 spots sin
genes expresados diferencialmente (pgir = 0). Los valores de d utilizados son
2,4,8 16y 32.

Para cada valor de d se generaron 30 conjuntos de datos para los cuales
se estimaron los parametros utilizando distintos valores de ¢y, los resultados
obtenidos se muestran en la figura 5.3.

Para comparar la eficacia del método utilizando distintos valores de ¢, se
realiz6 un gréafico que muestra el § promedio para los distintos valores de d en
escala semi-logaritmica, figura 5.4.
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Figura 5.3: Los datos fueron generados para distintos valores de d, con n = 8064
v pais = 0. Para cada d se generaron 30 conjuntos de datos y se calcul6 el valor
de 9, la linea pasa por los valores promedio de § para cada d.

Se puede observar que los errores en la estimacion permanecen aproximada-
mente constantes para los distintos valores de d, esto se debe a que la cantidad
de parametros a estimar es proporcional a la cantidad de arreglos.
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Errores en la estimacion de parametros
en funcién de la cantidad de muestras "d "
para distintos valores de q.lts
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Figura 5.4: Comparacion de resultados para distintos valores de qs.

5.4. Genes expresados diferencialmente.

Para estudiar las estimaciones bajo la presencia de genes expresados dife-
rencialmente se simularon las intensidades de 8064 spots de 2 microarreglos con
un valor de 2,,,, = 2, donde z,,,, es el valor maximo de expresion diferencial en
escala transformada. El paquete vsn permite simular datos de microarreglos a
través de la funciéon sagmbSimulateData pudiendo variar distintos pardmetros.
El valor de z,,4, no es un parametro que se pueda modificar en esta funcion y
su valor esta fijo en 2. En la secciéon siguiente mostraremos los resultados que
obtuvimos para distintos valores de z,,4..

Las proporciones de genes expresados diferencialmente que se analizaron
son 0, 0.1, 0.2, 0.3, 0.4 y 0.5.

Cuando la proporcién de genes expresados diferencialmente aumenta las
estimaciones mejoran con valores de g, cercanos a 0.5.
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Figura 5.5: Para cada valor de pg;s se generaron 30 conjuntos de datos.
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Errores en la estimacion de parametros
en presencia de genes expresados diferencialmente
para distintos valores de q.lts
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Figura 5.6: Comparacion de las estimaciones con distintos valores de qys.
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5.5. Nivel maximo de expresion diferencial

Para simular distintos valores del nivel méximo de expresiéon diferencial se
generaron las intensidades de 8064 spots de 2 microarreglos con una propor-
cion de 30 % de genes expresados diferencialmente. Los valores de z,,., que se
utilizaron son 2, 2.5, 3.5, 4.5, 5.5 y 6. Las estimaciones se realizaron con un
valor de gy, =0.7.

Los resultados obtenidos se muestran en la figura 5.7.
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Figura 5.7: Para cada valor de z,,,, se generaron 30 conjuntos de datos.

Como era de esperar, a medida que aumenta el valor de z,,,, los errores en
la estimacién también aumentan.
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Apéndice A
Distribuciéon log-normal

Definiciéon A.1 Si X es una variable aleatoria tal que In(X) ~ N(p,o0?)
entonces diremos que X tiene distribucion lognormal y escribiremos X ~
LN (p,0?).

Proposicion A.1 Si X ~ LN(u,0?) entonces la funcion de densidad de X
es:

g

Fr(z) = — eXp< - awy) I(0.00)()

Demostracién. Como Y = In(X) ~ N(u, 0?) tenemos que:

50 = g =552

Entonces la funcion de distribucién de X resulta:

Fx(x) = P(X < x) S P(ey < x) =

Es decir:

Fx(z) = In(z) 1 ( 1

—§<%>2> dy si x>0

Derivando esta tltima expresion obtenemos la funcién de densidad de X:

Fi() = fula) = —= exp< - %(W}) Tooo (). =

—00 2mo
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Proposicion A.2 Si X ~ LN(u,0?) entonces el momento de orden n es:
E(X") = elrmno?/2)

Demostracion.

E(X") = R exp<—1<w)2) dx

0 2rox

Haciendo el cambio de variable ¢t = In(x) nos queda:

B - oo exp(nt) exp( B l(t — M)2> Y

—00 2mo 2 o

T 1 1
E(X") = 27mexp(—ﬁ<t2—2t(u+n02)+u2>> dt

400 1 1 )
B(X") = exp(np +n*0”/2) 5 P ( ~ 53 (t —(u+ n02)> ) dt
—00 ™o

El integrando en la ultima expresion es la funcion de densidad de una
variable aleatoria con distribucion normal de media i+ no? y desvio o, por lo
tanto el valor de la integral es 1 y la proposicién queda demostrada. m

Corolario A.1 Si X ~ LN(p,0?) entonces:
E(X) =Wty Var(X) = @) (e”Q — 1)

Demostracion. Usando la proposicién anterior con n = 1,2 y teniendo en
cuenta que Var(X) = E(X?) — E?(X), el resultado es inmediato. m



Apéndice B
Implementacion del método

A continuaciéon se muestra el codigo de la implementacion del método en
lenguaje R y una aplicaciéon al dataset kidney incluido en el paquete vsn.

library(vsn) #Carga el paquete vsn

##Ejemplo "Kidney"

data(kidney)

A<-getIntensityMatrix (kidney)

##matriz con las intensidades (n filas correspondientes a n genes
##y d columnas correspondientes a d arreglos)

n<-dim(A) [1]

d<-dim(4) [2]

####Funciones de los parametros "a'" y "b" #####H#HHHHRHIH
#itH#
##i## Los pardmetros "b_i" del texto aqui los cambiamos por
#### exp(b_i) para asegurar que sean positivos
HHH R Transformacion afin HHAHHHR AR R
afin<-function(a,b){
B<-matrix(NA, dim(A)[1] , dim(A)[2] )
for(i in 1:d){
B[,il<-(A[,il-alil)/exp(b[il)
##Con exp me aseguro que el denominador es distinto de cero
b
return(B)

}
B R R g R g R R

HHHH RS> Funcion h (asinh) #HHHHHHH SR HHH RS S
h<-function(a,b){
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return( asinh(afin(a,b)) )

}
B B R L R i g R g R R g

#H#HHHE##E . mu sombreros (en funcion de "a' y"b") #####
mu<-function(a,b){

return( apply(h(a,b),1,mean) ) #es el promedio de hi(yki)

} #tomado por fila

B B R R R R R R R S

HHHH R Residuos
res<-function(a,b){

return( h(a,b)-mu(a,b) )

+

HESHHEF RS HESH U R RS H AR H RS R AR ARG R AR RS

#it#######  Derivadas de hi respecto a yki
dh<-function(a,b){

#matriz donde guardo los resultados

deriv<-matrix(NA , dim(A)[1] , dim(A)[2] )

#aplico la derivada a cada columna con sus resp. parametros
for(i in 1:d){

deriv[,i]l<-1/sqrt( (A[,i]l-ali])~2 + exp(b[i])~2 )

b

return(deriv)

}
B s e g R R R R R R

#it#Hr# s Profile log-likelihood HEFHHAFH AR H RS HY
pll<-function(a,b)q{

return( -n*d/2*log(sum(res(a,b)~2))+sum(log(dh(a,b))) )

}

HESHHEH R R R R R AR R R R R R

HudddS#H#AEE Funcidn a minimizar  ##H#SaREHERAEY
f<-function(x){ # x es un vector donde las primeras

a<-x[1:d] # d coordenadas corresponden a parametros "a"
b<-x[(d+1):(2*%d)] # y las restantes corresponden a parametros "b"
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return(-pll(a,b))
}

###### Cuadrados de residuos
rk<-function(a,b){

return( apply(res(a,b)~2,1,sum) )
}

B L L L R B R R R R
#i#t##### Iteraciones

estimacion_robusta<-function(Datos = A , par_iniciales,
iter = 10 , glts= 0.9){

T<-vector ("numeric",n)

A<-Datos

a<-par_iniciales[1:d]

b<-par_iniciales[(d+1):(2*d)]

#titeraciones
for(j in 1:iter){

for(i in 1:10){ ##Particién del conjunto 1,...,n

Ti<-(1:n) [(0.1%x(i-1)#*n)<sort.list(sort.list(mu(a,b))) &
sort.list(sort.list(mu(a,b)))<=(0.1*n*i)]

TLTil<-1i

+

T1<-(1:n) [T==1]
Qi<-quantile(rk(a,b) [T1],qlts)
ind1<-T1i[rk(a,b) [T11<=Q1] #indices

T2<-(1:n) [T==2]
Q2<-quantile(rk(a,b) [T2],qlts)
ind2<-T2[rk(a,b) [T2]<=Q2]

T3<-(1:n) [T==3]
Q3<-quantile(rk(a,b) [T3],qlts)
ind3<-T3[rk(a,b) [T3]<=Q3]

T4<-(1:n) [T==4]
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Q4<-quantile(rk(a,b) [T4],qlts)
ind4<-T4[rk(a,b) [T4]<=Q4]

T5<-(1:n) [T==5]
Q5<-quantile(rk(a,b) [T5],qlts)
ind5<-T5[rk(a,b) [T5]<=Q5]

T6<-(1:n) [T==6]
Q6<-quantile(rk(a,b) [T6],qlts)
ind6<-T6[rk(a,b) [T6]<=Q6]

T7<-(1:n) [T==7]
Q7<-quantile(rk(a,b) [T7],qlts)
ind7<-T7[rk(a,b) [T7]1<=Q7]

T8<-(1:n) [T==8]
Q8<-quantile(rk(a,b) [T8],qlts)
ind8<-T8[rk(a,b) [T8]<=Q8]

T9<-(1:n) [T==9]
Q9<-quantile(rk(a,b) [T9],qlts)
ind9<-T9[rk(a,b) [T9]<=Q9]

T10<-(1:n) [T==10]
Q10<-quantile(rk(a,b) [T10],qlts)
ind10<-T10[rk(a,b) [T10]<=Q10]

## nuevo conjunto K
K<-c(indl,ind2,ind3,ind4,ind5,ind6,ind7,ind8,ind9, ind10)

A<-Datos[K,] #nuevos datos para la iteracion
opt<-optim(x,f,method="L-BFGS-B")

a<-(opt$par) [1:d]

b<- (optépar) [(d+1) : (2xd)]
x<-c(a,b)

A<-Datos

}

return( x )

}
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B.1. Ejemplo

Aplicacién a kidney:
Datos de intensidades de un slide de ADNc con dos muestras de tejidos

adyacentes obtenidos de una nefrectomia (extirpacion quirtargica del rinén).

El chip fue producido en el ano 2001 por Holger Sueltmann en la Division

de Analisis Molecular del Genoma del Centro Aleman de Investigacion del
Cancer en Heidelberg.

A\ vV V V V

+

>

#### Parametros iniciales aleatorios
a<-runif(d)

b<-runif (d)

x<-c(a,b)

#i#### Optimizacidn
opt<-optim(x,f,method="L-BFGS-B")

parametros<-estimacion_robusta(A,par_iniciales = opt$par,
iter = 10 , glts= 0.9)

par_vsn<-vsn2(A,lts.quantile=0.9)

vsn: 8704 x 2 matrix (1 stratum). 100% done.

vV VV V V V V V YV V YV V.YV

##Datos crudos

canall<-A[,1]

canal2<-A[,2]

##Datos transformados con mi implementacidn del método
v<-h(parametros[1:2],parametros[3:4])[,1]
r<-h(parametros[1:2],parametros[3:4]) [,2]

##Datos transformados por funcidén vsn2 del paquete vsn
v.vsn<-par_vsn@hx[,1] #datos del canal 1 transformados por vsn
r.vsn<-par_vsn@hx[,2] #datos del canal 2 transformados por vsn
par (mfrow=c(3,1))
plot(rank(canall+canal?),canall-canal2,ylim=c(-1000,1000) ,pch=".")
plot(rank(v+r) ,r-v,ylim=c(-4,4) ,pch=".")
plot(rank(v.vsn+r.vsn),r.vsn-v.vsn,ylim=c(-4,4) ,pch=".")
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Datos crudos
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Figura B.1: La figura de arriba muestra en el eje y la diferencia de intensidades
entre ambos canales y en el eje x el rango de su suma. El grafico del medio
muestra la diferencia de los datos transformados con nuestra implementacion
versus el rango de h(yg1) + h(yk2). El dltimo grafico muestra la diferencia de
los datos transformados con el paquete vsn versus el rango de h(yg1) + h(yxa)-



Apéndice C

Codigo para la simulaciéon de
intensidades de microarreglos.

##Funcion similar a sagmbSimulateData del paquete vsn
##pero con la posibilidad de cambiar zmax
SimulacionDatos<-function (n = 8064, d = 2, de = 0, up = 0.5, zmax=2) {
sigsq = 0.04
#Genero expresiones en escala transformada
mu = asinh(1/rgamma(n, shape = 1, scale = 1))
#Genero los coeficientes
coeficientes = array(runif(d * 2, min = -2, max = +2), dim = c(d , 2))
#Decido cuales son los genes expresados diferencialmente
is.de <- (runif(n) < de)
#Matriz de datos transformados
#primer columna generada segun el modelo,
#a las demds les agrego un término para la expresidn diferencial
hy <- matrix(as.numeric(NA), nrow = n, ncol = d)
hy[, 1] <- mu + rnorm(n, sd = sqrt(sigsq))
for (j in 2:d) {
s <- 2 * as.numeric(runif(n) < up) - 1
hy[, j] <- mu + as.numeric(is.de) * s * runif(n, min = O,
max = zmax) + rnorm(n, sd = sqrt(sigsq))
}
offs <- coeficientes[ , 1]
facs <- coeficientes[ , 2]
#Genero datos "crudos"
y = (sinh(hy) - offs)/exp(facs)
return(list(y = y, hy = hy, mu = mu, sigsq = sigsq,
coeficientes = coeficientes,
is.de = is.de))
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