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Introduccion

El objetivo principal de esta tesis es desarrollar la teoria de colapsabilidad de com-
plejos simpliciales finitos y establecer algunos resultados originales en el contexto de las
variedades combinatorias y de la teoria de Morse discreta.

La teorfa de homotopia simple de J.H.C. Whitehead es una de las herramientas mas
importantes de la topologia algebraica y combinatoria. Esta teoria estudia la topologia de
los poliedros basandose en ciertos movimientos elementales (colapsos y expansiones) que
pueden realizarse sobre los complejos simpliciales subyacentes. La relacién de equivalencia
que estos movimientos determinan en los complejos simpliciales resulta méas fuerte que la
relacién de tipo homotépico (del espacio topolégico determinado) y permite estudiar de
una manera combinatoria la topologia del poliedro.

Esquematicamente, un colapso simplicial en un complejo K consiste en remover un
simplex y su tunica cara (borde) libre en K (figura 1).

K

—>

Figura 1: Colapso simplicial elemental

Si continuamos de esta manera colapsando simplices de K, obtenemos otro complejo
simplicial con el mismo tipo homotdpico que K. Si podemos continuar realizando colapsos
hasta que s6lo quede un vértice entonces el complejo K se dice colapsable.

Para las variedades combinatorias, que constituyen los andlogos combinatorios de las
variedades topoldgicas, la teoria de colapsos simpliciales acarrea consecuencias muy im-
portantes. Una de ellas es un Teorema de Whitehead, que establece que una variedad
combinatoria colapsable es necesariamente una bola combinatoria (es decir, combinatoria-
mente equivalente a un simplex).

Como una generalizacion del concepto de colapso simplicial surge la teoria de colapsos
geométricos. Aqui, en lugar de remover un simplex con un unico borde libre en el complejo
K, un colapso geométrico remueve una bola combinatoria B C K que interseca al resto
del complejo en una bola combinatoria de dimensién menor.

En esta tesis introducimos el concepto de colapso completo de un simplex en un com-
plejo simplicial homogéneo. Los colapsos completos son un tipo particular de colapsos
geométricos en los que la homogeneidad del complejo no se ve alterada. Lo interesante
de estos movimientos es que cobran especial importancia en el contexto de las variedades
combinatorias. En este ambito y en dimension 2, probamos el importante resultado que
si K puede colapsarse a una subvariedad L entonces puede hacerlo por medio de colapsos



Figura 2: Colapso geométrico

completos entre variedades combinatorias (Teorema 3.4.3). De este resultado se desprende
el Teorema de Whitehead para el caso 2-dimensional.

Una herramienta muy ttil para el estudio de la colapsabilidad de los complejos sim-
pliciales es la teoria de Morse discreta, que fue introducida por R. Forman en los afios 90.
Basado en la esencia combinatoria de la Teoria de Morse para variedades diferenciables,
Forman desarrolla una teoria discreta para complejos simpliciales en la que ciertas defor-
maciones son codificados por funciones definidas sobre los simplices. Ademads de sostener
los andlogos discretos a los teoremas principales de la teoria de Morse clésica, la teoria de
Morse discreta de Forman provee un método muy conveniente para interpretar los colapsos
simpliciales como valores de un campo vectorial (discreto).

Las deformaciones sobre poliedros consideradas en la teoria de Morse discreta son, de
alguna manera, generalizaciones de los colapsos simpliciales en complejos. Estas consis-
ten en deformar un simplex del poliedro desde uno de sus bordes hacia el resto. Estas
deformaciones pueden representarse como flechas que indican desde que parte del borde
de un simplex se lleva a cabo (Figura 3). Las funciones de Morse combinatorias son las
encargadas de codificar numéricamente estas flechas y constituyen el objeto primordial de
estudio de la teoria.

Figura 3: Diagrama de deformaciones

En esta tesis definimos ciertas funciones de Morse que poseen propiedades combina-
torias muy utiles e interesantes. Son llamadas funciones de Morse normalizadas y surgen
como representantes distinguidos de las clases de una relacion de equivalencia sobre el
conjunto de funciones de Morse combinatorias para un complejo K fijo. Més atn, el con-
junto de las funciones normalizadas sobre K resulta un poset con caracteristicas especiales
que lo relacionan con un complejo simplicial M(K) que hemos llamado espacio de defor-
maciones de K. Este espacio refleja muchas de las propiedades del complejo simplicial
original y probamos, en uno de los teoremas principales de este trabajo, que lo determina
univocamente en el caso 1-dimensional.

La Tesis estda organizada de la siguiente manera. En el capitulo 1 introducimos las
definiciones y resultados bésicos de la teoria de complejos simpliciales que seran utilizadas
a lo largo de todo el trabajo. Los contenidos no son presentados siguiendo a un libro en
particular. Entre los utilizados para su desarrollo podemos citar a [Spal, [Mun], [Vic],
[Gla], [Gru] y [HY].

En el capitulo 2 presentamos la teoria de variedades combinatorias y variedades este-



lares. Los resultados mas importantes de este capitulo estdn contenidos en ultima seccion
y cumplen un rol fundamental en el desarrollo de la teoria del capitulo 3. Alli se prueban
dos de los teoremas mas importantes de esta teorfa, 2.3.13 y 2.3.14, y se establece la equi-
valencia entre la teoria estelar y la teorfa combinatoria de complejos simpliciales (Teorema
2.3.15). Este capitulo fue desarrollado siguiente principalmente a [Gla] y a [Lic].

El capitulo 3 esta dedicado al estudio de la teoria de colapsabilidad en complejos
simpliciales. Definimos los colapsos simpliciales y los colapsos geométricos y establecemos
los resultados fundamentales de la teorfa siguiendo principalmente [Gla]. Introducimos a
continuacién el concepto novedoso de colapso completo y presentamos sus propiedades
caracteristicas en el contexto de las variedades combinatorias. La tltima seccién estd ded-
icada al estudio del caso 2-dimensional, demostrando uno de los teoremas centrales de la
tesis (3.4.3) y deduciendo de él el Teorema de Whitehead para las variedades combina-
torias de dimensién 2. Los resultados que aparecen en las iltimas dos secciones de este
capitulo son originales.

En el capitulo 4 desarrollamos la teoria de Morse discreta para complejos simpliciales
finitos. Introducimos la nocién de funcién de Morse combinatoria y campo vectorial com-
binatorio y probamos los teoremas principales 4.3.1 y 4.3.1. En la seccién 4 estudiamos el
gradiente de una funciéon de Morse combinatoria y determinamos condiciones necesarias y
suficientes para que un campo vectorial combinatorio resulte gradiente de una tal funcién.
Las referencias de este capitulo son [Forl] y [For2].

En el capitulo 5 presentamos la teoria de funciones de Morse normalizadas y espacios
de deformaciones. Introducimos una relacion de equivalencia en el conjunto de las funciones
de Morse combinatorias y definimos el concepto de funcién normalizada. Mostramos las
propiedades caracteristicas de estas funciones y determinamos la unicidad de sus valores.
En la secciéon 3 definimos el espacio de deformaciones asociado a un complejo simplicial
y establecemos algunas de sus caracteristicas bésicas. La tesis concluye con un estudio
detallado de los espacios de deformaciones de grafos en el que se prueba otro de los teoremas
centrales de nuestro trabajo: los espacios de deformaciones determinan univocamente el
grafo subyacente (Teorema 5.5.12). Todos los resultados de este capitulo son originales.
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Capitulo 1
Complejos simpliciales

Una importante cantidad de espacios topolégicos admiten una estructura combinatoria
que modela muchas de sus propiedades caracteristicas e invariantes topoldgicos. Esta clase
de espacios incluye a las variedades diferenciables y a la mayoria de los espacios topolégicos
que mas comunmente se utilizan en matemética. La informacion combinatoria de tales
espacios esta contenida en unos objetos llamados complejos simpliciales y a los espacios
topoldgicos que tiene asociados se los conoce como poliedros. Informalmente hablando,
un poliedro es un espacio topolégico que puede descomponerse en bloques de diferentes
dimensiones que se pegan unos a otros a lo largo de sus bordes. Geométricamente, estos
bloques consisten en celdas convexas tales como puntos, segmentos, tridngulos, tetraedros,
y sus andlogos en dimensiones mayores, y se pegan con identificaciones prescriptas por
el complejo simplicial que modela al poliedro. Como las propiedades topoldgicas de estos
espacios quedan determinadas por la estructura del complejo asociado, el estudio de los
complejos simpliciales y los poliedros es usualmente conocido como topologia combinatoria.

El objeto de estudio de esta tesis son los complejos simpliciales. El presente capitulo
se encarga de introducir las definiciones bésicas y establecer los resultados fundamentales
de la teoria.

1.1. Definiciones

En esta seccion introducimos las nociones béasicas de los complejos simpliciales. Sinté-
ticamente, un complejo simplicial es un esquema abstracto de vértices y simplices (cada
simplex siendo un conjunto finito de vértices) en donde todos los vértices son simplices
y donde el conjunto de simplices es cerrado bajo la operacién de tomar subconjuntos no
vacios. Méas precisamente:

Definicién 1.1.1. Un complejo simplicial K es un par (Vi, Sk) donde Vi es un conjunto
de elementos llamados wvértices y Sk es una coleccién de subconjuntos finitos no vacios
de Vi llamados simplices con la propiedad que cada elemento de Vi pertenece a algiin
elemento de Sk y, si 0 es un elemento en Sk, entonces todo subconjunto no vacio de o
también es un elemento de Sk.

Notemos que de la definicién se deduce que para todo vértice v € Vi se tiene {v} € Sk.
En particular, el conjunto Vi queda determinado por Sg: son los elementos que forman
los conjuntos unitarios. Por estos motivos, identificaremos en general el complejo simplicial
K con el conjunto Sk y los vértices con los simplices de un solo elemento.



La dimension de un simplex o es uno menos que la cantidad de vértices que lo con-
forman. Esto es, si 0 = {vy,...,v,} tiene n + 1 elementos entonces dim(o) = n, en cuyo
caso diremos que o es un n-simplex (y a veces escribiremos ¢” cuando queramos recalcar
este hecho). Notar que, en particular, los O-simplices se corresponden con los vértices de
K. La dimensiéon de un complejo simplicial K se define como la dimension del simplex de
maxima dimension en K, si este existe; en caso contrario, K es de dimension infinita. A
veces resulta conveniente trabajar con el complejo simplicial vacio K = () (i.e., Vi = 0).

EjempLo 1.1.2. El complejo simplicial de un solo vértice es notado .

Esempro 1.1.3. El complejo simplicial de vértices Vi = {a, b, ¢, d} dado por

Sk = {{a}a {b}v {C}a {d}> {a’ b}v {av C}’ {bv C}> {a’ b, C}a {C7 d}}

es un complejo simplicial de dimension 2.

EJempLo 1.1.4. Dado un conjunto finito cualquiera A de n + 1 elementos, se tiene que la
coleccion de todos los subconjuntos no vacios de A es un complejo simplicial de dimensién
n.

EjemprLo 1.1.5. El complejo simplicial Z cuyos conjunto de vértices es V; = Z y cuyos
simplices son Sz = {{n,n+ 1} | n € Z} U{{n} | n € Z} es un complejo simplicial de
dimensién 1.

Podemos representar geométricamente a los complejos simpliciales de la siguiente ma-
nera: los vértices los dibujamos como puntos; un 1-simplex {a,b} lo representamos me-
diante un segmento que una el punto correspondiente a a con el punto correspondiente a
b; un 2-simplex {a, b, c} lo representamos como el tridngulo cuyos vértices son los puntos
correspondientes a a, by ¢ (notar que esto corresponde a rellenar el tridngulo determinado
por los 1-simplices {a, b}, {b,c} y {a, c}). Un 3-simplex puede entonces representarse como
la pirdmide (rellena) cuyo borde son los tridngulos determinados por los 2-simplices; y en
general, un n-simplex o serad representado como el relleno del dibujo delimitado por los
(n — 1)-simplices incluidos en o (Figura 1.1).

b a b

Figura 1.1: Representacion geométrica de simplices.

Esta representacién geométrica no es casual y tendrd su justificacién cuando estudiemos
en la préxima secciéon como la estructura de los complejos simpliciales se traduce al con-
texto topoldgico. La Figura 1.2 muestra la representaciéon geométrica de los complejos
simpliciales de algunos de los ejemplos anteriores.

Si o, 7 son dos simplices de un complejo simplicial K tales que o C 7 entonces decimos
que o es cara de 7 y lo notamos ¢ < 7. Si ademéas o C 7 decimos que ¢ es cara propia de
Ty si dim(o) = dim(7) — 1, decimos que o es cara inmediata de 7 y lo notamos o < .

Observacion 1.1.6. La cantidad de caras de dimensién k de un n-simplex es (Zﬁ) En
particular, un n-simplex posee n + 1 caras inmediatas.



a b

Figura 1.2: Representaciéon geométrica de complejos simpliciales

Un complejo simplicial K se dice finito si Vi es finito (o, equivalentemente, Sk es
finito). Notar que esto implica, en particular, que dim(K) es finita; pero la vuelta no es
valida, como muestra el Ejemplo 1.1.5 anterior.

NoTA. Los avances mas importantes de la topologia combinatoria han sido llevados a
cabo en el contexto de los complejos simpliciales finitos y localmente finitos. Siguiendo
este desarrollo, en esta tesis trabajaremos exclusivamente con complejos finitos por lo que,
en lo que resta, cuando escribamos complejo simplicial estaremos refiriéndonos a complejo
simplicial finito.

Definicion 1.1.7. Si L es una subcoleccién de simplices de un complejo simplicial K que
contiene todas las caras de sus elementos entonces L es en s mismo un complejo simplicial.
En este caso L se llama un subcomplejo de K.

EsempLo 1.1.8. Todo simplex o de un complejo simplicial K determina (junto con todas
sus caras) un subcomplejo de K que, por abuso de notacién, denotaremos también como
.

Esempro 1.1.9. Para un complejo simplicial K y un entero no negativo n < dim(K), el
conjunto de simplices de K de dimensiéon menor o igual a n es un subcomplejo de K
llamado n-esqueleto de K.

EjempLo 1.1.10. Dado un conjunto de simplices S C K, el minimo complejo simplicial que

contiene a S se llama subcomplejo generado por S.

Definiciéon 1.1.11. Para un simplex ¢ € K se define el complejo complementario de o
en K, notado @Q,, como el subcomplejo de K formado por los simplices 7 € K tales que

O'SZ’T.

Figura 1.3: El subcomplejo complementario a o en K y el 1-esqueleto K* de K.

Definicion 1.1.12. Un simplex ¢ € K se dice mazimal si no es cara de ningiin otro
simplex de K.

Por ejemplo, los simplices de dimensién maxima son maximales. La vuelta no es cier-
ta, como es facil de comprobar. Notemos ademéas que los complejos simpliciales estan
generados por los simplices maximales. En efecto, se tiene la siguiente
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Proposicion 1.1.13. Un subcomplejo propio L de K no puede contener a todos los
simplices mazimales.

Demostracion. Si asi fuera tomemos o € K — L (que no es vacio pues L es propio) de
dimensién maxima. Por hipétesis ¢ no es maximal, por lo que debe ser cara de un 7. Como
dim(7) > dim(o) entonces 7 € L. Pero como L es subcomplejo y o < 7 entonces o € L,
lo cual es una contradiccién. O

Para un simplex o € K se define el borde de o como el subcomplejo de K compuesto
por las caras propias de o. Se lo nota . Notar que se tiene ¢ = 0 — {0} y que & tiene
dimensién dim(o) — 1.

Un complejo es conezo si no es unién disjunta de dos subcomplejos propios. Veremos
mas adelante que un complejo es conexo si, y sélo si, el poliedro que determina es un espacio
topolégico conexo. La posibilidad de considerar las componentes conexas de los complejos
simpliciales (como lo hacemos con los espacios topoldgicos) nos permitira enfocar nuestra
atencién en los complejos conexos.

Dos simplices 01,09 € K son independientes si o1 N oy = (. El join o1.09 de dos
simplices independientes o1, 0y es el simplex cuyo conjunto de vértices es la unién de los
vértices de o1 y de oy (si este simplex pertenece a K). Notar que, en este caso, si o1 es
un n-simplex y o9 un m-simplex entonces o1.09 es un (n + m + 1)-simplex. En particular,
cuando uno de estos simplices es un vértice v el join de un simplex o y v se llama cono
de 0. El join de dos complejos simpliciales K y L es el complejo K.L = {o.7 | 0 €
K, 7€ L} UK U L. Notar que, por definicién, K, L C K.L. Muchas veces denotaremos
simplemente KL = K.L.

Definiciéon 1.1.14. Para un o € K definimos el link de 0 en K como el conjunto de
simplices 7 de K independientes con o para los que 0.7 € K; esto es, es el subcomplejo
lk(o,K) = {r € K|t7No = 0yor € K} (puede ser vacio). El star de o en K es
st(o, K) = o.lk(o, K). Notar que lk(o, K) C st(o, K) y que st(o, K) es la unién de todos
los simplices de K que contienen al simplex ¢ méas sus caras.

Los complejos st(o, K) y lk(o, K) son de suma importancia para investigar las pro-
piedades geométricas de los complejos simpliciales. Veremos en el préximo capitulo cémo
juegan un papel fundamental en el desarrollo de la teoria de variedades combinatorias.

Observacion 1.1.15. Si @, es el complejo complementario de un simplex o en K entonces
K = st(o, K) + Qo, donde por + nos referimos a U. Ademads, st(o, K) N Q, = dlk(o, K).

Definicién 1.1.16. Un subcomplejo L C K se dice pleno si todo simplex de K formado
por vértices de L también es un simplex de L.

Nos va a interesar comparar y relacionar dos complejos simpliciales. Llegamos entonces
al concepto de morfismo simplicial.

Definicion 1.1.17. Sean K y L complejos simpliciales. Un morfismo simplicial f : K — L
es una funcién f : Vg — Vi, que verifica que cada vez que {vy,...,vp} es un simplex de K,
entonces {f(vg), ..., f(vp)} es un simplex de L.

Por ejemplo, la asignacién identidad Idyx : K — K dada por Idg(v) = v y la asig-
nacién que manda todo los vértices a un vértice ¢ : K — % son morfismos simpliciales. Es
facil chequear que la composicién de morfismos simpliciales resulta nuevamente un mor-
fismo simplicial. Cuando existan f: K — Ly g : L — K morfismos simpliciales tales que
fog=1dy y go f =1dk diremos que K y L son isomorfos y lo denotaremos K ~ L.
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Observacion 1.1.18. Los complejos simpliciales junto con los morfismos simpliciales cons-
tituyen una categoria denotada por Simp. En la siguiente seccién veremos como asociarle
a cada complejo simplicial un espacio topolégico, lo que dard lugar a un funtor de esta
categoria en la categoria de espacios topoldgicos y funciones continuas.

1.2. Realizacién geométrica

En esta seccién precisaremos la manera en la que los complejos simpliciales modelan
a los poliedros. Veremos que podemos asignar a cada complejo simplicial finito K un
espacio topoldgico, llamado realizacion geométrica de K, que admite una estructura lineal
local. Mas atn, veremos que podremos determinar realizaciones geométricas de complejos
simpliciales finitos como subespacios cerrados de R™, para un n suficientemente grande.
Esto nos permitira desenvolvernos en un contexto mas conocido y menos abstracto.

Para un k-simplex o con conjunto de vértices V' = {wy, ..., vy } consideramos el conjunto
de todas las funciones a valores reales v definidas sobre V' satisfaciendo 3, oy a(v;) =1
y a(v;) > 0. Denotamos a este nuevo conjunto por |o|. Una funcién « se llama un punto
de |o] y los valores de « en los vértices de o se llaman coordenadas baricéntricas del punto
a. Para i =0, ..., k, los puntos a; € |o| que verifican a;(v;) = 1 se llaman los vértices de
|o|. Notemos que para todo « € |o| podemos escribir oo = a(vg)ag + ... + o (vg) oy esto es

a =toag + ... +trag

donde los t; son las coordenadas baricéntricas de a. En particular, el punto para el que
todos los t; = %“rl se llama baricentro de o y se nota 6.
Podemos introducir una métrica en |o| via:

pla.B) = [ (alv) - Bi))>

v, EV

Este espacio métrico también serd notado |o| y lo llamaremos un k-simplex topoldgico.

Si ahora K es un complejo simplicial (no necesariamente finito) podemos considerar de
manera analoga el conjunto de todas las funciones « : Vi — R que verifican simultédnea-
mente:

1. ZveVK alv) =1
2. a(v) > 0 para todo v € Vi
3. El conjunto sop(a) = {v € Vi | a(v) > 0} es un simplex de K para cada a.

Notamos a este conjunto por |K|. Para cada simplex o € K podemos identificar el punto
B de |o| como la funcién real « definida en Vi que verifica a(v;) = B(v;) si v; € 0y
a(v;) = 0 si v; ¢ 0. De esta manera, |o| resulta un subconjunto de |K| y podemos darle
a |K| la topologia débil respecto de los subespacios |o]; esto es, un conjunto U C |K|
serd abierto si, y sélo si, U N |o| C |o| es abierto para todo o € K. El espacio topoldgico
| K| se llama la realizacion geométrica de K. Notar que la topologia de |o| como subespacio
de |K| coincide con la topologia inducida por la métrica definida en |o]|.

A los |o| C |K| los llamaremos simplices cerrados de |K|. Veremos en la seccién 4 que
los simplices cerrados son subespacios cerrados de |K|. Notemos que los vértices v; € K
estan en relacién 1 a 1 con los puntos «; € | K| tal que a;(v;) = 1. Es por ello que, de ahora
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en mas, identificaremos los vértices v; € K con las funcién «; € |K|. De esta manera, los
elementos de | K| resultan combinaciones convexas formales de vértices de K.

Observacion 1.2.1. Recordemos que la topologia débil de | K| relativa a los subespacios |o]|
(para cada o € K) determina que una funcién f : |K| — X entre espacios topoldgicos es
continua si, y sélo si, las restricciones f\|a| : |o| — X son continuas para todo o € K.

El interior de |o|, denotado ¢°, estd compuesto por los puntos a € |o| tales que
a(v;) > 0 para todo v; € V,. Notemos que ¢° no es en general un abierto de | K|, aunque
silo es de |o|. En particular, si o es un simplex maximal de K entonces o° resultara abierto
en |K|. Es interesante observar que |K| = |J,cx 0° donde esta unién es disjunta (notar
que v° = v). Se deduce entonces que para cada «a € |K| existe un unico o € K tal que
a € ¢°. Por lo tanto, cualquier punto « € |K| puede escribirse de manera tnica como

a=tovg + ... + t,u, (1.1)

donde {vg,...,vx} € K, t; >0 paratodoiy >, t; = 1.
Observacion 1.2.2. Podemos definir una métrica en el conjunto |K| de forma andloga a la
definida para los simplices |o|. Este espacio topoldgico se nota |K|; y, por propiedad de la
topologia débil, se tiene que i : | K| — |K|g es continua. Si K es finito entonces |K| = |K|4
ya que |o| C |K|4 es subespacio cerrado y |K |4 es unién finita de los subespacios {|o|}sek -
Por lo tanto, por el lema del pegado, |K|; tiene la topologia final de {|o|}scx v de esta
manera, |K|q = |K]|.

Asi como asignamos un espacio topoldgico a un complejo simplicial podemos asignar
una funcién continua a un morfismo simplicial.

Definicion 1.2.3. Para un morfismo simplicial f : K — L definimos la realizacién ge-
ométrica |f| : |[K| — |L| por:

|f’(z tivi) = Ztif(vi)
i=0 =0

(recordar que todo elemento de |K| se escribe en forma tnica como Y ;_, t;v; con o =
{vo, c,op b, 6 >0y i ti=1).

Esto es, la funcién | f| es lineal en los simplices |o|. Como la topologia de || es la dada
por la métrica, es ficil ver que las restricciones |f||; son continuas. Como |K| tiene la
topologia final respecto de los |o| entonces |f| resulta continua.

Observacion 1.2.4. Es facil chequear que la asignacién f — |f]| es funtorial. Por lo tanto,
tenemos definido un funtor Simp +— Top que le asigna a cada complejo simplicial K
su realizacién geométrica |K| y a cada morfismo simplicial f : K — L su realizacién
geométrica |f| : |K| — |L|. Notar que en particular, si f : K — L es un isomorfismo
simplicial entonces |f| : | K| — |L| es un homeomorfismo.

Definicién 1.2.5. Sean K y L complejos simpliciales. Si una funcién continua f : |[K| —
|L| coincide con la realizacién geométrica de un morfismo simplicial g : K — L decimos
que f es una funcion simplicial. Una funcién h : |[K| — R™ se dice baricéntrica si es lineal
en los simplices cerrados de |K]|; esto es, si

f(z tiv;) = Z tif(vi)
=0 =0

para todo o = {vg, ...,v,} € K.
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Como fue comentado al comienzo, podemos realizar geométricamente a un complejo
simplicial finito como subespacio de R™ (para cierto n). Para ello, debemos introducir
algunas definiciones.

Definicién 1.2.6. Un conjunto de puntos {1, ..., zx} C R" se dice afinmente dependiente
si 0 se puede escribir como una combinacién lineal

k
Z Nz =0
1=1

con algin \; 20y Zle Ai = 0 (\; € R). De lo contrario, decimos que los puntos x1, ..., T
son afinmente independientes.

Observar que {x1,...,zx} es afinmente independiente si, y sélo si, el conjunto {xo —
Z1,...,xx — 21} es linealmente independiente; si, y sélo si, genera una variedad lineal de
dimensién k& — 1.

Una combinacion convezra de un conjunto de puntos 1, ..., xx € R™ es una combinacién

lineal
k
>
i=1

donde A; >0y Zle A; = 1. La cdpsula convexa de un conjunto finito C' es la coleccién de
puntos de R™ que resultan combinacion convexa de los elementos de C. Es facil corroborar
que la cédpsula convexa de C es el minimo conjunto convexo que contiene a C.

Observacion 1.2.7. Si los puntos x1, ..., xx son afinmente independientes, entonces todo e-
lemento de la cdpsula convexa de {z1, ..., i} se escribe de manera tinica como combinacién
convexa de los x;. En efecto, si

entonces

Como ademds, S8 (A —X) =3 A =% N =1-1=0, entonces \; — X = 0 para
todot=1,...,k.

Definicion 1.2.8. Un conjunto X C R” se dice que estd en posicion general si cada
subconjunto de X de a lo sumo n + 1 puntos es afinmente independiente.

Esto es, X esta en posicion general si ninguna coleccion de r+ 2 puntos de X esta con-
tenida en una variedad lineal de dimension r, para cada r =1,2,...,n — 1.

Esempro 1.2.9. El conjunto {(¢,t%,...,#") € R™ |t € R} estd en posicién general. En
particular, el grafico de la funcién f : R — R dada por f(z) = 22 es un conjunto en
posicién general en R? (notar que no existen tres puntos contenidos en una recta).

Vamos a mostrar a continuacién que podemos realizar geométricamente un k-simplex
o en R" (n > k). Tomemos k + 1 puntos {po,...,pr} afinmente independientes en R" y
consideremos su capsula convexa C. Definimos un homeomorfismo de || a C enviando el
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/iv x
Figura 1.4: Los puntos de la imagen de f(z) = 22 estén en posicién general en R

punto « € |o| a Y a(v;)p; € C. Notemos que este homeomorfismo envia el vértice v; € o
al punto p; y que es lineal en cada simplex cerrado |v| C |o|. El subespacio topolégico
C C R” se llama entonces la realizacidon geométrica de o como subespacio de R™ en los
puntos (o vértices) po, ..., px. En particular, tomando p; = (0,...,1,...,0) en R¥*! para
i = 0,....,k (con el 1 en la posicién i) el espacio topoldgico C' que se obtiene se llama
k-simplex topolégico standard.

Con lo visto para simplices, podemos exhibir una realizacién geométrica de un complejo
simplicial como subespacio de R". En efecto, notemos que si K es un complejo con vértices
V1, ..., Vs entonces podemos verlo naturalmente como un subcomplejo del (s — 1)-simplex
3. generado por dichos vértices. Luego, para cualquier coleccion de s puntos afinmente
independientes {p;} C R™ (n > s), la inclusién de complejos simpliciales K C ¥ induce
un embedding de |K| en la realizacién geométrica de ¥ como subespacio de R™ en los
vértices {p;}. La siguiente proposicién demuestra que esta asignacién es efectivamente un
embedding y establece un minimo N para garantizar |K| Cc RV,

Proposicion 1.2.10. Un complejo simplicial finito K de dimension n tiene una real-
izacidn geométrica como subespacio cerrado de R*"t1,

Demostracion. Sea Vi = {vi,...,us} el conjunto de vértices de K y consideremos un
conjunto de puntos {p1,...,ps} C R?"*! en posicién general (pueden ser tomados del
conjunto del Ejemplo 1.2.9). Definimos f : |K| — R?"*! como la funcién baricéntrica
que envia el vértice v; a p;. Por construccién, cualquier coleccién de a lo sumo 2n + 2
puntos p; es afinmente independiente. En particular, para todo simplex ¢ € K se tiene
que flig : |o] — R?"*1 es embedding lineal. Por otro lado, si 7 = {wg, ..., w,} € K y
7 = {wp, ...,w,} € K tienen dimensiones p y ¢ respectivamente, entonces el conjunto
T = {f(wo), ..., f(wp), f(wp), .., f(wy)} es afinmente independiente (pues p+1+q+1 =
p+q+2 < 2n+2). Esto quiere decir que la escritura de cualquier combinacién convexa de
puntos en 7T es tnica. Por lo tanto, z € f(|7|) N f(|7']) si, y s6lo si, z € f(|7| N |7’]). Esto
prueba que f es inyectiva. Si probamos que f es cerrada entonces f resultard un embedding.
Pero si B C |K| es cerrado entonces es compacto, por finitud de K (Proposicién 1.4.3).
Luego, f(B) C R?"*! es compacto. Como R?"*! es Hausdorff, f(B) es cerrado. Esto
concluye la demostracién. O

Es interesante notar que la dimensién 2n+1 es éptima. Por ejemplo, Flores demostré en
[Flo] que el n-esqueleto de un (2n+2)-simplex no puede ser embebido en R?"*. Otro ejemplo,
debido a Van Kampen, puede hallarse en [vKa].

NoTA. En esta tesis siempre veremos a las realizaciones geométricas de complejos simpli-
ciales como subespacios de R™ (para cierto n y vértices p; € R™) en el sentido descripto en
la Proposicion 1.2.10. Cuando no nos interese la eleccién de los p; omitiremos nombrarlos.

En la Figura 1.5 pueden verse las realizaciones geométricas en R? y R? de algunos
complejos simpliciales.
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Figura 1.5: Realizaciones geométricas en R? y R3.

Definicion 1.2.11. Un espacio topoldgico X es un poliedro si es homeomorfo a la reali-
zacién geométrica de un complejo simplicial.

Esta definiciéon hace precisa la nocién de modelacion que los complejos simpliciales
tienen sobre los espacios topoldgicos que son poliedros. En particular, podemos notar ahora
que nuestra interpretaciéon esquematica intuitiva de los complejos simpliciales coincide con
los espacios que resultan de realizar geométricamente el complejo correspondiente. Si X
es un poliedro y f : |[K| — X es el homeomorfismo para cierto complejo simplicial K,
llamamos al par (K, f) una triangulacion de X. Como veremos més adelante un poliedro
admite infinitas triangulaciones distintas.

Observacion 1.2.12. Notemos que un poliedro no tiene por qué tener una estructura lineal
como lo tienen las realizaciones geométricas de los complejos simpliciales. Esto es debido
a que el homeomorfismo que lo triangula no tiene por qué mantener esta estructura (ver
Ejemplo 1.2.13). De todas formas, como en esta tesis vamos a trabajar directamente con
realizaciones geométricas de complejos en R, estos poliedros resultaran rigidos.

Figura 1.6: Distintas triangulaciones del cuadrado unitario en R2.

Ejempro 1.2.13. Paracadan > 0,sean D" ={z € R" | ||z <1}y S" ={z e R" | ||z| =
1} el disco unitario y la esfera unitaria respectivamente. Es facil ver que D™ es homeomorfo
a |o"| y que S™ es homeomorfo a |67 *!|. Luego, D™ y S™ son poliedros. Notemos que estos
espacios no poseen la estructura lineal de los complejos que los modelan.

EjempLo 1.2.14. Sea K el complejo simplicial del Ejemplo 1.1.5. Es facil ver que si reali-
zamos a K enviando sus vértices n — n € R entonces R = |K|. Luego R es un poliedro
rigido modelado por un complejo simplicial infinito.

De ahora en mas visualizaremos a los complejos simpliciales de manera mas geométri-
ca, pensandolos e interpretandolos como su realizacién geométrica en el espacio euclideo.
A raiz de esto, introduciremos conceptos y propiedades de los complejos simpliciales
apoyandonos en la geometria de su poliedro asociado. La nocién de subdivisién de la
siguiente seccion es un ejemplo de ello.
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1.3. Subdivisiones

En el estudio de los poliedros es importante considerar sus diferentes triangulaciones y
las interrelaciones que conllevan. En esta seccién mostraremos que un complejo simplicial
finito puede ser subdividido en simplices que son tan pequenos como se desee, hecho que
nos permitird probar mas adelante que toda funciéon continua puede ser aproximada por
una funcién simplicial. En particular, introduciremos el concepto de subdivisién estelar,
central en la teoria de variedades estelares que abarcaremos en el capitulo 2.

Definicién 1.3.1. Sea K un complejo simplicial con una realizacién geométrica |K| (en
algun R™). Una subdivision de K es un complejo simplicial L junto con una realizacién
geométrica |L| C R™ tal que

(i) para todo simplex o € L existe un simplex 7 € K tal que |o| C |7|;

(7i) para todo simplex 7 € K, |7| es unién finita de simplices de L.

Notar que de la definicién se desprende que |K| = |L|. Notar también que la definicién
de subdivisién de K depende de la realizacién |K| elegida.

Si bien la definicién de subdivisién es presentada como una relacién entre complejos
simpliciales, el concepto surge para estudiar los distintos refinamientos que podemos apli-
carle a una realizacién geométrica dada. Es con esto en mente que nuestro estudio de las
subdivisiones de los complejos simpliciales se apoyara en la geometria de los poliedros en
lugar de la estructura combinatoria de los complejos. Aunque no lo aclaremos explicita-
mente, en muchos de los resultados que siguen estaremos considerando a los complejos
simpliciales con una realizacién geométrica fija en R™.

K L

Figura 1.7: L es una subdivisién de K.

Proposicion 1.3.2. Sea K un complejo simplicial finito y L una subdivision de K. En-
tonces, se tiene

(i) Los vértices de |K| son vértices de |L]|.
(ii) Cualquier subdivision de L es también una subdivision de K.

Demostracion. (ii) es inmediata de la definicién. Para (i) tomemos v € Vi y veamos que
estd en V. Como v € |K| = |L| entonces existe un tnico o € L tal que v € ¢°. Como L es
subdivisién de K entonces existe un 7 € K tal que |o| C |7|. Si tomamos 7 de dimensién
minima verificando esto entonces ¢° C 7°. Pero entonces v € 7°. Como v,7 € K esto
implica que v = 7°. Luego, v € |o| C || = v, de donde, v € |V|. O

Existen dos tipos de subdivisiones que cobran especial importancia en la teoria de
complejos simpliciales: las subdivisiones derivadas y las subdivisiones estelares. Las in-
troducimos a continuacién. En general, cuando hablemos de subdivision de un complejo
simplicial K sin importar qué tipo de subdivisién sea (derivada, estelar o arbitraria) la
denotaremos aK o K.
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Definicién 1.3.3. Sea K = {oy,...,0,}, donde los o; son todos los simplices de K.
Tomemos un punto a; € o C |o;|, para cara ¢ = 1,...,n. La primera subdivision derivada
de K (respecto de los {a;}) es el complejo con vértices a; y simplices {a;,,...,a;, } para
0, < 04y < ... < 0j,. La denotamos 5'K. La n-ésima subdivisién derivada de K se define
inductivamente y se nota 6" K = §' (6" "1 K).

Una subdivisién derivada arbitraria serd notada por d K y dos subdivisiones derivadas
de un mismo complejo K por 61K y d2K. En particular, cuando los puntos a; de la
realizaciéon geométrica inducida son tomados sucesivamente como los baricentros &; de
|oi|, la n-ésima subdivisién derivada se denomina la n-ésima subdivision baricéntrica de
K y se nota K (") En especial, la primer subdivisién baricéntrica de K se nota K.

K K’ 5K

Figura 1.8: Subdivisién baricéntrica y derivada del 2-simplex.

Observacion 1.3.4. Podemos dar una descripcién completamente combinatoria de subdi-
visién derivada. En efecto, con las notaciones de la Definicién 1.3.3, la primera subdivision
derivada de K es el complejo §'K con conjunto de vértices Vs = Sk y conjunto de
simplices Ssix = {{0i,s--, 04, } | 03y < 04y < ... <04, }. La n-ésima subdivisién derivada
de K se define inductivamente de idéntica manera.

Definiciéon 1.3.5. Sea K un complejo simplicial y ¢ € K un simplex. Tomemos a € ¢°
cualquiera. Un starring elemental (0,a) es la operacién que transforma K en (0,a)K
removiendo st(o, K) y reemplazandolo por ac¢lk(o, K). Mas formalmente, escribiendo
K = st(0,K) + Q,, donde Q, es el complejo complementario a o en K, se tiene

(0,a)K =adlk(o,K)+ Q.

Esta operacién se nota K (2:2) (0,0)K.

(0,2)

< ST L

Figura 1.9: Starring elemental.

Observacion 1.3.6. Observar que la descripciéon combinatoria del concepto de starring
elemental consiste en agregar un vértice nuevo a K (que representa a € ¢° en la Definicién
1.3.5) y reemplazar los simplices de st(o, K) por los de a ¢ lk(o, K), para un o elegido. No
es dificil probar que el resultado de un starring elemental es una subdivisién del complejo
original.

Definicion 1.3.7. Una subdivision estelar, denotada sK, es una subdivision de K obteni-
da a través de una sucesion finita de starrings elementales.
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EsempLO 1.3.8. La siguiente subdivisién de A? no es estelar pero es isomorfa a una sub-
divisién estelar.

(a,a) (8,b) (c,c) =~ = =
—_ —_— —_ —_ —_3 _
B c
A a c

Figura 1.10: Subdivisién isomorfa a una subdivision estelar.

EJempLO 1.3.9. La siguiente subdivisién de A? no es isomorfa a ninguna subdivisién estelar.

Figura 1.11: Subdivisién no isomorfa a una subdivision estelar.

Para verlo simplemente notar que si fuera estelar entonces el dltimo vértice introducido
en el borde debe ser cara de exactamente tres 1-simplices. Ningtun vértice de K verifica
esto.

Si bien hemos definido las subdivisiones derivadas y las estelares por separado sucede
en realidad que las primeras son un caso particular de las tultimas.

Proposicién 1.3.10. Toda subdivision derivada es estelar.

La demostracién no es complicada pero si bastante técnica. La idea es como sigue. Si
a; € o; son los puntos elegidos en el interior de los simplices del complejo para llevar a
cabo la primera subdivisiéon derivada entonces se realizan primero los starring elementales
(04, a;) para todos los simplices o; de méxima dimensién. Luego, se contintia con los de
una dimensién menor y, de esta manera, hasta acabar con todos los simplices del comple-
jo. No es dificil de ver que esta subdivision estelar coincide con la subdivisiéon derivada
original. La Figura 1.12 muestra cémo se realiza este procedimiento. La demostracién
se concluye finalmente por induccion en la cantidad de subdivisiones derivadas aplicadas
al complejo. Una demostracién formal puede encontrarse en [Sir]. En particular, como
las subdivisiones estelares son subdivisiones, concluimos que las subdivisiones derivadas
también son subdivisiones.

A ATATATAA

Figura 1.12: Idea de la demostracién de la Proposicién 1.3.10.

Proposicion 1.3.11. Sea L un subcomplejo de K. Entonces
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(i) cualquier oK induce un oL

(ii) una BL puede extenderse a una GK.

Mds atin, si la subdivision BL es estelar, entonces BK también lo es.

Demostracion. Para (i) definamos al. = {o € aK | |o| C |L|}. Es inmediato de la defini-
cion que ol es un subcomplejo de aK. Consideremos la realizacién geométrica de alL
inducida por la realizacién geométrica de aK (esto es, realizamos los simplices de oL
solamente). Es claro que |aL| C |L|. Por otro lado, si x € |L| C |K| = |aK]| entonces
existe un unico 7 € aK tal que x € 7°. Afirmamos que 7 € alL. En efecto, sabemos
que existe 7/ € K con |7| C |7'| (simplemente por definicién de subdivisién). Afirmamos
que si tomamos 7' de dimensién minima entonces tendremos z € 7'°. Para ver esto, sea
T={v;i}; y 7 ={w;};. Como x € 7° entonces x =Y _, \jv; con \; >0y > . \; = 1. Como
7| C |7'| entonces podemos escribir v; =} v;jw;, con 7;; no todos cero para cada j fijo
y Zj 7ij = 1 para todo ¢ fijo. Hallamos entonces que

T = Z )\i(z Vijw;) = Z(Z Aiig )W
1 J J 1
Ademés, Y . Aivij > 0 pues A\; > 0 para todo ¢ y, para cada j, existe un -;; > 0. Esto
prueba que x € 7°. Como x € |L| esto implica que 7/ € L. Luego, |7| C |7/| C |L|; de
donde 7 € aL. Esto prueba que x € |aL| y, por lo tanto, |aL| = L.

Finalmente, debemos ver que todo simplex cerrado de |aL| estd contenido en un sim-
plex cerrado de |L|. Sea entonces o € aL. Luego, 0 € aK y |o| C |L|. En particular,
|o| C |7| para cierto 7 € K. Luego, |o| C |L|N|7| = |LN7|. Como L es complejo entonces
L N7 es un simplex de L (notar que no es vacio). Esto concluye la demostracion de (7).

Para (4i) hacemos induccién en el nimero r de simplices en K — L. Si r = 0 entonces
K = L y el resultado es inmediato. Supongamos que el resultado vale para cualquier
complejo que tenga r — 1 simplices que no estén en L y sea K un complejo con r simplices
en K — L. Escribamos K = Ko+ o donde ¢ es un simplex de maxima dimensiéon en K — L
y Ko = K —{o} (aqui “+”significa U); notar que la maximalidad de o asegura que K sea
un complejo. Podemos entonces usar la hipétesis inductiva en Ky y extender 8L a GKj.
Ahora, tenemos inducido ¢ en $Kj; definiendo entonces SK = Ky + 7.(35) obtenemos
el resultado buscado.

K

< © A
< <D=

N BN

Figura 1.13: Extendiendo una subdivision.

Finalmente, si L es una subdivisién estelar, como &((35) es también una subdivisién
estelar de o, entonces podemos suponer inductivamente que K es estelar y, por lo tanto,
también lo es BK. O

Observacion 1.3.12. Si K es un complejo y = € | K|, podemos encontrar una subdivisién
« de K de manera que x pase a ser un vértice de aK. En efecto, sélo hay que realizar
un starring elemental (o,z) si * € ¢°. Diremos que en este caso hemos subdividido K
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agregdandole un vértice en x y lo notaremos K,. Este procedimiento serd utilizado en la
proxima seccién para definir la nocién de entorno estelar de un punto de |K].

K Kx Ky

Figura 1.14: Agregando un vértice a K.

Para ciertos resultados que probaremos necesitamos una introducir una generalizacién
del concepto de complejo simplicial, los complejos de celdas lineales convexas. Veremos
que, dados dos complejos simpliciales K y L con realizaciones geométricas |L|, |K| C R,
no hay una triangulacién natural de |K| N |L| por un complejo simplicial, pero si como un
complejo de celdas lineales convexas. Llamaremos celda de dimensién n (o n-celda) a un
espacio topolégico homeomorfo a D™.

Definimos lo que es una k-celda lineal convexa en R™ por induccién en la dimensién
k < n. En dimensién cero es un punto. En dimensiéon &£ > 0 es una celda compacta y
convexa de R™ de dimensién k cuyo borde es una unién finita no vacia de (k — 1)-celdas
lineales convexas con interiores disjuntos. Si C' es una k-celda lineal convexa en el borde de
una n-celda lineal convexa D, decimos que C' es cara de D y lo notamos C' < D. Llamamos
vértices a la celdas lineales convexas de dimensién 0.

Definicion 1.3.13. Un complejo de celdas lineales converas M es una coleccion finita de
celdas lineales convexas tales que

(i) Si C estd en M entonces todas las caras de C estdn en M.
(ii) Si C,D € M entonces C N D = {) o es cara de ambos.

Si M es un complejo de celdas lineales convexas elijamos para cada C € M un punto
¢ € int(C) y definamos la primera subdivisién derivada de M como hicimos para complejos
simpliciales (Figura 1.15). Tenemos el siguiente resultado.

C dC

Figura 1.15: Subdivisién derivada de un complejo de celdas lineales convexas.

Lema 1.3.14. La primer subdivision derivada de un complejo de celdas lineales convezxas
es un complejo simplicial.

Demostracion. Lo hacemos por induccién en la dimensién k del complejo de celdas lineales
convexas. Si k = 0 el complejo es un conjunto finito de puntos y no hay nada que probar.
Si k = 1 entonces el complejo ya es un 1-complejo simplicial y las subdivisiones derivadas
coinciden. Para k > 2 consideremos una k-celda C' del complejo. Entonces el borde de
esta celda es un complejo N de dimension k — 1 y, por hipétesis inductiva, la subdivision
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derivada inducida en N es un complejo simplicial. Para concluir la demostracion sélo
debemos notar que la subdivisién derivada de nuestra k-celda es exactamente c./N, donde
¢ € C es el punto elegido en el interior de C' para realizar la subdivision. Haciendo este
razonamiento para las finitas celdas del complejo de celdas lineales convexas obtenemos el
resultado. O

Teorema 1.3.15. S K y L son complejos realizados geométricamente en R™ tales que
|L| C |K| entonces existe una subdivision derivada dK que contiene una subdivision oL
como subcomplejo.

Demostracion. Antes de comenzar notemos que podemos suponer que hay un vértice v €
|L| que también es vértice de |K|. Si asi no fuera, para un vértice w € |L| cualquiera y el
simplex v € | K| tal que w € v°, realizamos la primera subdivisién derivada en K relativa
a los puntos {w} U{¢ | 0 € K — {v}}. Este nuevo complejo verifica las mismas hipStesis
que K y comparte un vértice con L. Podemos entonces suponer que K ya verificaba
esta propiedad. Pongamos L = {o;} y ordenemos los simplices de L de manera de que
dim(o;) < dim(oj) si i < j con la tnica restriccién que o sea un vértice en |L| N |K]|.
Definamos entonces L; = Uj<z‘ oj. Es claro que los L; son subcomplejos de L. Ademaés,
K contiene a Ly como subcomplejo. Supongamos inductivamente que existe una (i — 1)-
derivada 6"~ K que contiene una subdivisién a;_1L; 1 como subcomplejo (notar que el
caso ¢ = 1 es exactamente el que corresponde a K y Lg). Ahora, para cada simplex 7; de
5" 1K elegimos aj € 77 de la siguiente manera:

= aj €77 N loy| si 770 |o| #0
= a; = 7; sino.

Esto nos da una i-derivada 'K = §'(6°"'K). Vamos a probar que §’K contiene una
subdivisién de L; como subcomplejo. Ahora, 6 'K N &; es una subdivisién de &;; pero
como todas las caras de o; estan en L; 1 pues, por construccién, aqui ya estan todos
los simplices de dimensién menor que dim(o;), entonces la subdivisién de ¢; inducida por
81K coincide con la inducida por a;_1 L1 (por hipétesis tenemos que a;—1L;—1 C S1K
es subcomplejo). Notemos a continuacién que M = |6 K| N |o;| resulta un complejo de
celdas lineales convexas. En efecto, esta subdivisién de K divide al simplex |o;| en celdas
lineales convexas que se pegan bien pues §°~! es una subdivisién simplicial. Ahora, por
cada celda en |61 K| N |o;| habfamos elegido un punto en su interior (los a;) y realizando
la primera subdivisién derivada de M obtenemos un complejo simplicial (por el Lema
1.3.14). Més atin, como los puntos elegidos para realizar esta subdivision en M son los
mismos utilizados para obtener la subdivisién §° K debemos tener que 6(6° K No;) C §'K.
Definamos entonces o;L; = §(c;_1L;_1) + 6(6 1K N o;), el cual resulta un subcomplejo
de §'K. Siguiendo inductivamente hasta agotar todos los simplices o; de L obtenemos el
resultado. O

Corolario 1.3.16. Si K y L son complejos simpliciales con realizaciones geométricas
|K|,|L| C R™ tales que |K| = |L| entonces K y L tienen una subdivision comin (y una
de ellas puede tomarse derivada). En particular, si oK es una subdivision de K entonces
existe una subdivision derivada § de K y una subdivision arbitraria 8 de aK tales que

0K = faK.

Demostracion. Como |L| C |K| entonces existen K y L tales que aL es subcomplejo
de JK. Pero como |aL| = |0 K| entonces aL = JK. O
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Definicién 1.3.17. Una funcién continua f : |K| — |L| es lineal a trozos (o PL) si
existen subdivisiones aK y L para las cuales f una funcién simplicial. Diremos que los
complejos simpliciales K y L son PL-isomorfos, y lo escribiremos K ~p; L, si existe un
homeomorfismo lineal a trozos f (también llamado PL-homeomorfismo) llevando |K| a
|L|. Esto es, K ~p, L si existen subdivisiones oK y SL tales que oK ~ L. En este caso,
diremos que K y L son combinatoriamente equivalentes.

Por ejemplo, para cualquier subdivision a/ tenemos que las funciones K — aK y
aK — K inducidas por la identidad son PL-isomorfismos. Por otro lado, muchas funciones
“agradables”no son PL. Si I = [0,1] C R es el intervalo unitario y tomamos la proyeccién
no baricéntrica I — I desde un punto de afuera como muestra la Figura 1.16 tenemos que
no es PL pues por mas que subdividamos los intervalos no resultara lineal en los simplices
de ninguna subdivisién.

Figura 1.16: Una funcién que no es lineal a trozos.

Notemos que la nociéon de equivalencia combinatoria es una relacién definida sobre
la clase de los complejos simpliciales, ain cuando esté definida por funciones entre sus
realizaciones geométricas.

NotA. Es interesante observar que la colecciéon de todos los poliedros y las funciones
PL constituyen una categoria. El chequeo de la mayoria de los requisitos es trivial salvo
quiza que la composicién de morfismos PL es otro morfismo PL. Una demostracion de
este hecho puede hallarse en [Gla]. En particular, se tiene que ~pj es una relacién de
equivalencia.

Uno de los problemas més importantes con los que lidié la topologia combinatoria fue
el de decidir si dos poliedros homeomorfos son PL-homeomorfos. Esta conjetura es cono-
cida como die Hauptvermutung der kombinatorischen Topologie (aleman para conjetura
principal para la topologia combinatoria) y fue formulada por Steinitz y Tietze en 1908.
Béasicamente, la conjetura afirma que la topologia combinatoria de un complejo simplicial
K queda determinada por la topologia del poliedro |K|. O, més técnicamente, dice que
dos triangulaciones de un mismo poliedro son combinatoriamente equivalentes; i.e., son
isomorfas luego de ser subdivididas.

La Hauptvermutung (como es conocida) fue, hasta su resolucién, un problema central
de la topologia. Inicialmente fue verificada para espacios de baja dimensién, y se pensaba
en la época que avances en la topologia de altas dimensiones conducirian a la verificacién
completa de la conjetura. Sin embargo, en 1961 Milnor construyé poliedros con trian-
gulaciones combinatoriamente no equivalentes, refutando la Hauptvermutung en general.
Estos poliedros no eran variedades topoldgicas, dejando abierta la conjetura para dicho
tipo de espacios. Finalmente, el desarrollo de la surgery theory condujo a una refutacién
de la Hauptvermutung para variedades topoldgicas de altas dimensiones a finales de 1960.

Para més detalles, el lector interesado puede consular [Ran].
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1.4. Poliedros

Si bien el desarrollo de esta tesis esta nucleado en el estudio los complejos simpliciales,
muchos resultados relativos a estos objetos emergen de las propiedades topolégicas de los
poliedros que tienen asociados. En esta seccién establecemos las caracteristicas resaltantes
de esta importante clase de espacios e introducimos algunos resultados fundamentales para
nuestro desarrollo del resto de la teoria.

Comenzamos enunciando un resultado de topologia general que determina una im-
portante propiedad para los espacios munidos con topologias finales y que usaremos sis-
tematicamente a lo largo del resto del capitulo. Notemos que existe una biyeccion 6 entre
el conjunto de funciones f : Z — Y¥ y el conjunto de funciones ¢ : Z x X — Y dada por

0(f)(z,2) = f(2)(x).

Teorema 1.4.1 (Ley Exponencial). Sean X, Y y Z espacios topoldgicos y sea YX el
espacio de funciones continuas de X a Y con la topologia compacto-abierta. Si X es
localmente compacto y Hausdorff entonces una funcion f : Z — YX es continua si, y solo
si, 0(f) : Z x X =Y es continua.

Este resultado proporciona una herramienta muy ttil a la hora de lidiar con homotopias
sobre espacios con topologias finales (pues el intervalo unitario I es localmente compacto
y Hausdorff). En nuestro caso particular, se tiene el siguiente

Lema 1.4.2. Sea K un complejo simplicial finito y X un espacio topolégico. Una funcidn
H: |K|x I — X es continua si, y s6lo si, H||,x : |o] x I — X es continua para cada
ceK.

Demostracion. Es directo del hecho que 7 '(H) : |K| — X! es continua si, y sélo si,
0 (H)|jo| : lo| — X7 es continua (por propiedad de la topologia final). O

Proposicion 1.4.3. Sea K un complejo simplicial cualquiera. Entonces se tiene
(i) |K| es un espacio Hausdorff.
(i) K es finito si, y sdlo si, |K| es compacto.

Demostracion. (i) directo del hecho de que |K|4 es Hausdorff e i : | K| — |K|4 es continua.
Para (i1) mostramos las dos implicaciones. Si K es finito entonces |K| es la unién finita
de los subespacios compactos |o| y, por lo tanto, es compacto. Supongamos ahora que | K|
es compacto y consideremos el conjunto de baricentros B = {6 | 0 € K} C |K|. B es
cerrado pues su interseccién con cada |7| € |K]| es finita. Como | K| es compacto entonces
B resulta compacto. Como ademds es discreto entonces es necesariamente finito. Luego,
K es finito. O

Teorema 1.4.4. Si L C K es un subcomplejo entonces |L| C |K| es un subespacio cerrado.

Demostracion. Procedemos por induccién en la cantidad r de simplices de K — L. Si este
nimero es cero no hay nada que probar. Si r > 0 tomemos un simplex maximal o en
K — L. Sea K = K — o (que resulta un complejo por la maximalidad de o). Se tiene que
L C K y la cantidad de simplices en K — L es r — 1. Por hipétesis inductiva |L| C |K] es
cerrado. El resultado se sigue si probamos que |K| C |K]| es cerrado. Pero si |7] N K # 0
y 7 ¢ K entonces 7 = 0. Como |o| N K = & y |6|¢ = 0° es abierto en |o|, deducimos que
& es cerrado en |o|; por lo tanto |o| N K es cerrado en |o]. O
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Observacion 1.4.5. Como afirmamos en la primer seccién, un complejo simplicial K es
conexo si, y sblo si, |K| es un espacio topoldgico conexo. En efecto, si K no es conexo
y se descompone en dos subcomplejos no vacios propios y disjuntos L y L’ entonces | K|
se descompondra en dos subespacios no vacios propios y disjuntos |L| y |L'| que ademds
son cerrados; luego |K| tampoco serd conexo. Por otro lado, si U y U’ constituyen una
desconexién efectiva de |K| entonces todo simplex |o| C |K| debe estar contenido en uno
de estos conjuntos (pues los simplices son conexos). Las colecciones L = {0 € K | || C U}
y L' = {0 € K | |o| C U’} resultan entonces subcomplejos no vacios disjuntos y propios
cuya unién es todo K. Esto muestra que K no es conexo.

Un edge (o arista) de un complejo simplicial K es un par ordenado de vértices (v, v’)
que pertenecen a algin simplex de K. El primer vértice es llamado origen del edge y el
segundo fin del edge. Un edge path (o camino de aristas) £ de K es una sucesién finita y
no vacia ejey...e, de edges de K tales que el orig(e;+1) = end(e;) parai=1,...,r — 1
(aqui orig(e) y end(e) representan el origen y fin del edge e respectivamente). En este caso
definimos orig(§) = orig(e1) y end(§) = end(e,) y decimos que £ es un edge path entre
v =orig(§) y v' = end(§) (o que £ une v con v'). En particular, si v = v/ decimos que ¢
es un edge path cerrado. Diremos que un edge path £ = ejes... e, es reducido o simple si
orig(e;) # end(e;) para todo i y e;+1 no es e; con el orden de los vértices intercambiado;
esto es, si e; = (v;,v]) entonces no sucede que (viy1,v;, 1) = (v}, v;). Por 1ltimo, definimos
la longitud de & como la cantidad de edges de &.

Observacion 1.4.6. Denotemos por I, la subdivisién del intervalo unitario I en r subinter-
valos iguales (r > 1); esto es, I, es el complejo simplicial

IZ{{;} |0§igr}u{{i;1,i} |1§i§r}.

Podemos entonces asociar a todo edge path £ =e;---¢e. en K de longitud » un morfismo
simplicial ¢¢ : I, — K definido por

i\ [ oorig(§) i=0
e <T‘> N { end(e;) 1<i<r

Luego, |¢¢| : I — |K| resulta un camino en |K| entre orig(§) y end(§).

Veremos mas adelante que los edge paths de un complejo simplicial K admiten una
relacion de equivalencia que da lugar a un grupoide asociado a K. La importancia de este
grupoide es que coincide con el grupoide fundamental del poliedro |K| y, por lo tanto, la
informacién contenida en el 71 (|K|) puede manipularse de una manera discreta.

Observacion 1.4.7. Cualesquiera dos vértices de un n-simplex pueden unirse por un edge
path.

Lema 1.4.8. Si K es conexo siempre existe un edge path entre dos vértices.

Demostracion. Alcanza con probar que todo vértice de K puede unirse con un vértice v
fijo. Sea L; el subcomplejo pleno de K generado por los vértices que se unen a v por un
edge path y sea Ls el subcomplejo pleno de K generado por los vértices que no pueden
unirse a v por un edge path. Se tiene que L; N Ly = () y, por la observacién anterior,
L1 ULy = K. Como K es conexo y Ly # () entonces Lo = (). O
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Del precedente lema se desprende el hecho que si K es un complejo simplicial conexo
entonces |K| es arcoconexo. En efecto, dados z,y € |K| con z € ¢° e y € 7° podemos
unirlos a vértices de o y 7 (respectivamente) via un segmento (por convexidad) para luego
unir estos vértices con un edge path, dando lugar a una poligonal entre x e . Sin embargo,
un resultado més fuerte vale: todo poliedro es localmente contractil. Para demostrar este
hecho introduciremos la nocién de entorno estelar y probaremos una propiedad de la
subdivisiéon baricéntrica iterada que resulta central en la demostracién del teorema de
aproximacion simplicial de la préxima seccion.

Definicién 1.4.9. El open star de un simplex o € K es el subespacio de |K| dado por

st(o, K)° = U T°

T>0

Es claro que el open star de un simplex o estd contenido en |st(o, K)|. Ademads,
st(o, K)° es abierto en |K|, pues |7| N st(o, K)° = |J, ., ., v° (pudiendo ser esta inter-
seccién vacia), cuyo complemento es cerrado en |7| por ser un subcomplejo de 7. En
particular, el open star de un simplex o resulta un entorno abierto de todo punto de o°
(luego, |st(o, K)| es un entorno de todo punto de ¢°).

Observacion 1.4.10. El open star de un n-simplex ¢ no contiene a o si n > 1 pues los
bordes de este simplex no son abarcados por la definicién. Sin embargo, v € st(v, K)°
para cualquier vértice v € K.

Recordemos de la seccién previa que para un z € |K| el complejo K, consiste en
agregarle a K un vértice en el punto z via un starring elemental. Damos ahora a la
definicién de entorno estelar.

Definicién 1.4.11. Dado = € |K| y n > 1 definimos el n-ésimo entorno estelar de x en
K como
st" (2, K) = |st(x, K"V

Aqui Kg(cn_l) representa la (n — 1)-ésima subdivisién baricéntrica de K.

K ]: sth(x,K) = K, ' stAx,K)
K -/j stl(x,K) = K, | stAx,K) ﬁ

Figura 1.17: Entornos estelares.

Veremos que los entornos estelares de un punto en |K| actian como una base de
entornos combinatorios de dicho punto. Enunciamos a continuacién las propiedades prin-
cipales de estos objetos. Necesitamos previamente el siguiente

Lema 1.4.12. La realizacion geométrica de un cono vK es contrdctil.



Demostracion. Sea H : |[vK| x I — |vK| definida por
H(y,t) =tv+ (1 —1t)y.

H estd bien definida porque si y € |o| entonces v,y € |vo| y, por lo tanto, estd bien
definida la combinacién convexa tv + (1 — t)y € |vo|. Como I es localmente compacto y
Hausdorff y vK tiene la topologia final respecto de las inclusiones de sus simplices, por
Ley Exponencial basta ver que cada restriccién H|,xz : |o| X I — [vK]| es continua para
probar que H lo es. Pero H ||,/ es continua por ser lineal. Luego, H define una homotopia
entre la identidad de |vK| y la funcién constante v. O

Proposicién 1.4.13. Sea K un complejo simplicial y x € |K|. Se tiene
(i) st™(z,K) es un entorno de x en |K| para todo n.
(i1) st"(x,K) C st™(z,K) sin>m

(i1i) st™(xz,K) es contrdctil.

Demostracion. (i) es trivial por observacién 1.4.10. Para (ii) nos alcanza con demostrar
que st"t(x, K) C st"(x, K). Para ello mostramos que todo simplex en |st(x, K;En))| estd in-

cluido en |st(:v,Kg(3n71))|. Si o] C |st(:L",Kg(cn))| entonces o es cara de un simplex 7 que
verifica * < 7 en K;n) (podria ser 0 = 7). Como Kg(c") es subdivisién de Kg(cn_l) entonces

existe p € KV tal que |7| C |p|. En particular, < u. Luego, |u| C \st(x,K;En*l))L y
como |o| C |7| C |u|, se tiene que st"t1(x, K) C st™(x, K). Por tltimo, notemos que (i)
se deduce inmediatamente del Lema 1.4.12 ya que st(z, K;E;n_l)) es un cono. O

Si C' es un subespacio acotado de un espacio métrico (X, d) entonces el didmetro de

C' se esta dado por diam(C) = sup{d(z,y) | z,y € C}. Si C = {C;} es una familia de
conjuntos acotados de X entonces se define el mesh(C) = sup{diam(C;)}.

Lema 1.4.14. Sea 0 = {vo,...,v,} un n-simplex con una realizacion geométrica |o| C R™
en los puntos {p;}. Entonces, diam(|o|) = max{||p; — p;|| | i, =0,...,n}.

Demostracion. Sean x,y € |o| = |[{vo,...,vn}| vy escribamos z = topo + -+ + tppn €
y =typo + - + t,pn. Fijemos primero = y permitamos a y variar. Ahora
le =yl = llz—=2Xtpill = 12 ti(x —pi)ll
< 2ltllle = pill = 2t — pill

IN

>_ tyméx{|lz — pil|} = max ||z — pi|

Repitiendo este procedimiento dejando variar x obtenemos

|z —yl < méx||p; — pjl|-
0

Proposicion 1.4.15. Si K es un complejo simplicial finito de dimension n con una rea-
lizacion geométrica |K| C R™ entonces

mesh(|K'|) < nLHmeshqm)
donde la realizacion geométrica de |K'| es la misma que |K]|.
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Demostracion. Procedemos por induccion en la dimensién n. Si n = 0 ambos lados de
la desigualdad son cero. Supongamos que el resultado es cierto para cualquier complejo
simplicial de dimensién n—1. Sea 7 = {G, ug, . .., up—1} un n-simplex en K’, donde o € K
es un n-simplex y wg,...,un—1 son vértices de un (n — 1)-simplex w en la subdivisién
baricéntrica inducida en . Sea v el (n — 1)-simplex de & que contiene a w.

Por el Lema 1.4.14,

diam(7) = max{|u; — uj|, ||lui — &||}.

Por la hipétesis inductiva sabemos que

n—1 n
|lu; — uj|| < diam(w) < mesh(v') < ——mesh(v) < ——mesh(v)
n n+1
h
< qmes (o)
= diam(o)
n+1
Por otro lado, si vg, ..., v, son los vértices de o entonces, como los u; son puntos en

|o|, poniendo z = 6 e y = u; en la demostracién del Lema 1.4.14 tenemos que hay un v;
para el que ||u; — 6| < ||v; — &||. Recordando ahora que 6 = %H > oo Ui tenemos

lvj —oll =

1
Uj_n—i-l;w

donde la suma ahora tiene n términos. Pero entonces

vj—vi 1
2| S arr Mol

Vi — U;
- Z Y

i#]

i#] i#]
n 7z
< g X |lv; — vi|
diam(o)
n+1
Esto completa la demostracion. ]

De este resultado se deduce inmediatamente el siguiente importante

Corolario 1.4.16. Sea K un complejo simplicial finito. Entonces dado € > 0 existe m € N

tal que
mesh(K™) < e

Definicion 1.4.17. Un espacio topolégico X se dice localmente contractil si para cada
x € X y cada entorno U de x existe un entorno contractil V' de x tal que V C U.

Teorema 1.4.18. Todo poliedro compacto es localmente contrdctil.
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Demostracion. Sea x € |K| C R", donde K es finito. Sea U un entorno de = en K y sea

e = d(z,|K| —U) > 0. Por Corolario 1.4.16 existe un n € N tal que mesh(Kén)) < e. En
particular, si y € st""!(z, K) = |st(x, Kg(gn))\ entonces existe un simplex o € K tal que

x,y € o; por lo tanto,

d(z,y) < diam(o) < mesh(KM™) < e.
Luego, st"*1(x, K) C U es un entorno contrictil de z € |K| por Proposicién 1.4.13. [
Corolario 1.4.19. Un poliedro es conexo si, y solo si, es arcoconezo.

Concluimos nuestra exposicion de las propiedades de los poliedros enunciando sin
demostracién dos teoremas importantes de la topologia combinatoria. Ellos muestran el
alcance de la aplicacién de esta teoria.

Teorema 1.4.20. Toda variedad diferenciable es triangulable por un complejo simplicial
(i.e., es un poliedro).

Teorema 1.4.21. Toda variedad topoldgica de dimension menor o igual a tres es trian-
gulable.

Este ltimo teorema fue probado primero por Tibor Radé para superficies en la déca-
da del 20 y para 3-variedades por Edwin Moise y R.H. Bing en la década del 50. Para
dimensiones mayores a 3, sin embargo, este teorema es falso. En dimensioén 4, por ejemplo,
la variedad topoldgica Fg no admite triangulacion por un complejo simplicial. La cons-
truccién de esta variedad es altamente no trivial y fue descubierta por Michael Freedman
en 1982. Es curioso también notar que se han descubierto 4-variedades topolégicas com-
pactas que admiten infinitas triangulaciones, todas combinatoriamente inequivalentes. En
dimensién mayor a 4 la pregunta de si todas las variedades topolégicas pueden triangularse
permanece un problema abierto.

Como ultimo tépico de la seccién introducimos la nocién de equivalencia de edge
paths y presentamos los resultados relevantes de esta teoria. Si &1 y &2 son edge paths de
un complejo simplicial K tales que end(&1) = orig(&2) podemos definir el producto &£,
como el edge path que consiste en la sucesion de edges de &7 seguida de la sucesién de edges
de &. De esta manera, orig(£1&2) = orig(&1) v end(§1€2) = end(&2). La asociatividad de
este producto es inmediata. Sin embargo, no existe, por ejemplo, un elemento identidad.
Como en el caso de homotopia de funciones, vamos a definir una relacién de equivalencia
en el conjunto de los edge paths de K para conseguir propiedades algebraicas sobre este
conjunto.

Definicién 1.4.22. Dos edge paths £ y £ en K son simplemente equivalentes si existen
vértices v,v’,v"” € K tal que el conjunto {£, £’} es igual a uno de los siguientes conjuntos:

{(v,v"), (v,0") (v, 0")}
{& (v, 0"), & (v, 0") (v, 0")} para algin edge path & en K con end(&1) = v

{(v,v")&, (v,v")(V',v")&} para algin edge path & en K con orig(§s) = v”

{&(v,0")&a, &1 (v,0") (v, 0") €2} para algunos edge paths £ y &2 en K con end(§1) = v
y orig(§2) = v".
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Diremos que dos edge paths & y & son equivalentes, denotado & ~ &', si existe una
sucesién finita de edge paths &, &1, ..., &, tales que € = &, € = &, v &_1 es simplemente
equivalente a & para todo i = 1,...,n.

No es dificil de corroborar que ~ es una relacién equivalencia. Se puede probar también
que existe un grupoide cuyos elementos son los vértices de K y cuyos morfismos entre v y
v" en Vi son las clases de equivalencia [£] con orig(§) = v y end(§) = v’ y la composicién
dada por [¢] o [¢'] = [£€], si orig(&') = end(&). Este grupoide se llama Edge path groupoid
de K y se nota £(K). El resultado central de esta teoria es el siguiente.

Teorema 1.4.23. Sea K un complejo simplicial y sean & y & dos edge paths en K.
Entonces |p¢| es homotdpica a |pg| si, y sélo si, & ~ .

Corolario 1.4.24. Sea K un complejo simplicial cualquiera. Entonces m(|K|) = E(K).

De esta manera, el edge path groupoid permite estudiar el grupoide fundamental de un
poliedro desde un contexto completamente combinatorio. El Teorema 1.4.23 serd utilizado
en la demostracion del resultado principal del capitulo 3. Para las demostraciones de esta
parte referimos al lector a [Spal.

1.5. Aproximacion simplicial

El resultado principal de esta seccién es el Teorema de aproximacién simplicial que
afirma que toda funcién continua entre poliedros finitos es homotépica a una funcién
simplicial si se permite subdividir el dominio una cantidad suficiente de veces. Este teorema
fue demostrado por primera vez por L.E.J. Brouwer en 1911 y es una de los resultados
fundacionales de la topologia algebraica. Si bien presentaremos aqui el resultado para
complejos simpliciales finitos, dado que es el contexto en el que nos movemos, vale la pena
recalcar que existe un resultado general para complejos simpliciales cualesquiera. Este
caso general requiere cierta técnica de subdivisién mas sofisticada llamada subdivisién
baricéntrica generalizada, mientras que el caso finito puede atacarse con algunos resultados
bésicos de la teoria de subdivisién baricéntrica [Mun].

Definicién 1.5.1. Sea h : |K| — |L| una funcién continua. Si f : K — L es un morfismo
simplicial tal que
h(st(v, K)°) C st(f(v), L)®

para cada vértice v € K entonces f se llama una aprozimacion simplicial de h.

En cierto sentido pensamos a la aproximacion simplicial f como estando cerca de h.
Una manera de precisar esto es notando que dado o € |K| existe un simplex en L que
contiene a h(a) y a |f|(«).

Lema 1.5.2. Sea f : K — L es una aprozimacion simplicial de h : |K| — |L|. Sea
a € |K|. SiTe L es el dinico simplex tal que h(a) € 7° entonces | f|(a) € |7].

Demostracion. Sea o = {vg,...v,} € K tal que a € ¢° y sea 7 € L el tinico simplex tal
que h(a) € 7°. Luego, como «a € st(v;, K)° para cada i se tiene

h(a) € h(st(vi, K)°) C st(f(v;), L)°.

Por lo tanto, h(a)) posee coordenadas baricéntricas positivas con respecto a cada uno de
los vértices f(v;) para i = 1,...,n. Luego, estos vértices deben ser vértices de 7. Como f
es baricéntrica (i.e., lineal en los sfmplices), esto quiere decir que |f|(«) € |7]. O
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Observacion 1.5.3. Notemos que si para algin vértice v € K se tiene que h(v) es un vértice
de L entonces cualquier aproximacién simplicial f de h deberd verificar | f|(v) = h(v) (pues
por el Lema , f(v) debe estar contenido en |v|). En general, si h : |K| — |L| coincide con
una funcién simplicial en un subcomplejo |C| de |K| entonces cualquier aproximacién
simplicial f de h verificard |f|[c| = hlc|- En efecto, como h es simplicial en C' entonces
aplica vértices de |K| en vértices de |L|. Por la observacién primera, |f|(v) = h(v) para
todo v € C. Y como |fl||c| ¥ h|jc| son lineales en los simplices de |C| entonces [f| y h
coinciden en |C/.

Probamos a continuacién que cualquier aproximacién simplicial de una funcién con-
tinua h es homotdpica a h.

Proposicién 1.5.4. Si h : |K| — |L| es una funcion continua y f : K — L es una
aprozimacion simplicial de h entonces |f| ~ h.

Demostracion. Paraun a € |K| sea 7 € L el tnico simplex tal que h(a) € 7°. Por el Lema
1.5.3 se tiene que también |f|(«) € |7|. Podemos definir una homotopia H : |f| ~ h por

H(a,t) =t f|(a) + (1 —t)h(w).

La convexidad de |7| garantiza la buena definicién y la continuidad de H se desprende del
Lema 1.4.2. O

Enunciamos a continuacion el teorema central de esta seccion.

Teorema 1.5.5 (Teorema de Aproximacién Simplicial). Sean K y L complejos simpli-
ciales finitos. Dada una funcion continua h : |K| — |L| (entre dos realizaciones geométri-

cas de K y L cualesquiera) existe m € N tal que h posee una aprozimacion simplicial
f:KM™ L.

Demostracion. Como |K| es finito entonces |K| = |K|4. Podemos cubrir |K|; con los
abiertos h™1(st(w, L)°) para cada vértice w € L y tener determinado un cubrimiento ¢ de
|K|4. Como |K |4 es compacto y métrico este cubrimiento posee un nimero de Lebesgue e.
Por el Corolario 1.4.16 existe un m € N tal que el didmetro de todo simplex en |K (™|, es
menor a 5. En particular, diam(st(v, K(m™))°) < ¢ para cada v € K(™). Esto implica que
cada st(v, K(™)° est4 contenido en alguno de los abiertos h=!(st(w, L)°) de U. Para cada
vértice v € K elijamos un vértice w € L tal que h(st(v, K(™)°) C st(w, L)° y definamos
la asignacién f : Vg — Vi, por f(v) = w para estas identificaciones. Se tiene entonces que

h(st(v, K™)°) C st(f(v),L)°. (1.2)

Ahora procedemos como lo hicimos en la demostracion del Lema 1.5.3 para demostrar
que f es un morfismo simplicial. Si o = {vp,...,v,} € K tomemos un o € ¢°. Como
a € st(v;, K)° para cada i se tiene que h(«a) € st(f(v;), L)° (por (1.2)). Por lo tanto, h(c)
posee coordenadas baricéntricas positivas con respecto a cada uno de los vértices f(v;)
para i = 1,...,n. Luego, {f(vo), ..., f(v,)} resulta un simplex y f resulta un morfismo
simplicial. Esta es la aproximacién buscada. O

Observacion 1.5.6. En el teorema anterior no es necesaria la hipdtesis de finitud del com-
plejo L. La misma demostracién se mantiene valida para un complejo simplicial arbitrario
en el codominio.

Corolario 1.5.7. Cualquier funcion continua entre poliedros es homotdpica a una funcion
lineal a trozos.
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1.6. Grafos

Un grafo es un CW-complejo de dimension 1. Mas precisamente, un grafo consiste en
un par ordenado G = (V, E) donde V es un conjunto de vértices o nodos y E es un conjunto
de arcos o aristas que relacionan estos nodos. El primer articulo cientifico relativo a grafos
fue escrito por el matemdatico suizo Leonhard Euler. En 1735 Euler presenté un paper
sobre la solucion de un problema involucrando la geometria de la posicion a la Academia
de Ciencias de St. Petersburgo. En este paper, Euler discutia la solucién al problema
conocido como los puentes de Konigsberg, que preguntaba si era posible encontrar una
ruta que cruce cada uno de los siete puentes de Kénigsberg una y sélo una vez (ver Figura
1.18). El paper no s6lo muestra que el problema de cruzar los siete puentes en un tnico
viaje es imposible sino que ademas generaliza el problema para mostrar que, en la notacion
actual, un grafo posee un camino atravesando cada arista eractamente una vez si, y solo
si, a lo sumo dos vértices de G poseen grado impar. Un tal camino hoy en dia se lo llama
camino euleriano. El trabajo de Euler fue el punto de partida de la teoria de grafos y la
solucién provista por Euler es considerado el primer argumento topolégico de la historia.

Gmment: Aead. So B VIR b VI §. /28"

Figura 1.18: Los puentes de Konigsberg.

Nuestro interés particular en los grafos es doble: por un lado nos dara la posibilidad de
proveer ejemplos sencillos en muchas partes de esta tesis; por otro lado, algunos resultados
centrales de la teoria seran utilizados en el estudio de la colapsabilidad de 2-variedades
combinatorias y de los espacios de deformaciones de Morse (el teorema principal de esta
teoria serd probado para grafos precisamente). Nos restringiremos a trabajar con grafos
simples que son los que poseen un tnica arista entre dos nodos (y, por lo tanto, posee una
estructura de complejo simplicial). Por esto mismo, y en lo que sigue, identificaremos las
palabras grafo y grafo simple.

Definicién 1.6.1. Un grafo (simple) es un complejo simplicial de dimension 1.

En particular, y siguiendo los lineamientos de este trabajo, trabajaremos con grafos
finitos (finita cantidad de vértices y, por lo tanto, aristas). No haremos distincién entre el
término grafo en el contexto simplicial y el mismo término en el contexto topoldgico, lo
que dard lugar a afirmaciones tales como el grafo G o el grafo |G|.

Un subgrafo G’ de un grafo G es precisamente un subcomplejo de G. El grado de un
vértice v € G se define como la cantidad de aristas de las que es cara y se nota degq(v)
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(o deg(v) cuando no surja confusién). Un vértice de grado 1 se llama una hoja de G y la
Unica arista que lo contiene en el borde se llama una rama de G.

Definicion 1.6.2. Un drbol es un grafo conexo que no admite edge paths cerrados re-
ducidos no triviales.

Los arboles son de central importancia en la teoria de grafos. Topoldgicamente son
exactamente los grafos contractiles como veremos més adelante. Notar que un subgrafo
conexo de un arbol es otro arbol y que cualquier &rbol con dos o mas vértices posee al
menos dos hojas.

Lema 1.6.3. Cualquier vértice v de un drbol finito T es un retracto por deformacion
fuerte de |T)|.

Demostracion. El lema se demuestra por induccién en la cantidad r de aristas de T'. El
caso r = 1 es trivial. Si ahora T posee r > 1 aristas sea ¢ = (w,w’) una rama de T' con
hoja w' # vy T' el &rbol T — {e,w'}. Definimos una homotopia F' : |T| x I — |T| por

[ tw+(1—-t)8 sipeEle

Luego, |T"| es un retracto por deformacién fuerte de |T'|. Como v € T y T’ posee r —
1 aristas entonces, por hipdtesis inductiva, v es un retracto por deformacion fuerte de
T'. Por lo tanto, v resulta un retracto por deformacién fuerte de |T| y el lema queda
demostrado. O

Un subérbol de un grafo G se dice maximal si no estd contenido estrictamente en otro
subarbol de G. Los subédrboles maximales de los grafos son de gran ayuda a la hora de
computar el grupo fundamental del grafo. Ante todo, probamos su existencia.

Proposiciéon 1.6.4. Todo subarbol T' de un grafo finito G estd contenido en un subdrbol
mazimal. Ademds, si G es conexo un subdrbol es maximal si, y sélo si, contiene todos los
vértices de G.

Demostracién. Si T no es maximal entonces existe un subarbol 77 C G tal que T C T". Si
T’ no es maximal existird un subdarbol 7" C G tal que T'C T" C T". Este proceso termina
por la finitud de G.

Con respecto a la segunda asercién, supongamos que G es conexo y 1" es un subéarbol
maximal. Si T no contiene todos los vértices se sigue de la conexién de G que existe una
arista {v,v'} tal que v € Ty v' ¢ T. Sea T' = T U {v',{v,v'}}. Si T' contiene un edge
path cerrado y reducido entonces debe contener el edge {v,v'}. En particular, debe haber
otra arista con v’ en el borde para cerrar dicho edge path. Esto contradice el hecho que
v ¢ T. Luego, T' es un arbol y esto contradice la maximalidad de T'. Reciprocamente, si
T es un subdrbol que contiene a todos los vértices del grafo conexo G 'y T" D T es otro
subérbol entonces cualquier arista en 7" — T’ da lugar a un edge path cerrado y reducido.
En efecto, si {v,v'} € T" — T para cualquier edge path reducido ejes...e, que une v con
v’ (existe por conexidad) el edge path reducido {v,v'}ejes...e, es cerrado. Esto contradice
que T” es un arbol. O

Observacion 1.6.5. Estos dos udltimos resultados se mantienen ciertos para grafos y/o
arboles infinitos. Las demostraciones para este tipo de grafos son menos directas y usan
una matematica menos elemental que para el caso finito. Como no trabajaremos con
complejos simpliciales infinitos no haremos uso de estos resultados mas generales.
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A continuacién mostramos de qué manera los subarboles maximales determinan el tipo
homotépico de los grafos.

Proposicion 1.6.6. Sea G un grafo finito y conexo y T C G un subdrbol mazimal.
Entonces |G|/|T| es la union por un punto de tantas copias de la esfera unidimensional
St como aristas de G queden fuera de T (aqui el espacio topoldgico cociente |G|/|T| es el
que se obtiene al identificar todos los puntos de |T'| en un punto).

Demostracion. Sea A = {{v;,v!}}ics el conjunto de aristas de G — T Sea s = (1,0) € S*.
Consideremos el siguiente diagrama

I i lel
CIll lfh
St IG|/IT|

donde las ¢; son las funciones cociente y f; = tv;+ (1 —t)v}, t € 1. Si[]1 y [ ]2 representan
las clases de equivalencia en S* = ¢1(I) y |G|/|T| = ¢2(|G]), definimos g; : S* — |G|/|T|
por

gi([th) = [[thvi + (1 = [th)vila.

Notemos que g; esta bien definida pues [v;]a = [v]

"]2 (correspondiente al caso [0]; = [1]1).
Ademss, g;0q1 = 20 f;. Por propiedad de la topologia cociente g; es continua, pues g0 f; lo
es. La funcién g : \/, S — |G|/|T| dada por g(z) = g;(z) si z € S} estd bien definida (pues
gi(s) = gj(s) para todo i,j) y es continua. Ademds, es facil corroborar que es biyectiva.
Como \/, St es compacto y |G|/|T| es Hausdorff, g resulta un homeomorfismo. O

Teorema 1.6.7. Sea G un grafo finito y conexo y T C G un subdrbol maximal. La funcidon
cociente q : |G| — |G|/|T| es una equivalencia homotdpica.

Demostracion. Consideremos un vértice vg € T. Para cada vértice v € G fijemos un edge
path &, que una v con vy en 7. Para cada arista e; = {v;,v}} € G — T consideramos
el edge path cerrado (alrededor de vg) (; = 51;_1-161‘51;; y definimos una funcién continua
p:|G|/|T| — |G| en cada [e;] € |G|/|T| por

p([ei) = lea|

donde ¢, es la funcién definida en la Observacién 1.4.6. En otras palabras, p le asigna a
cada S} C \/,S* = |G|/|T| un lazo en |G| alrededor de vy completamente contenido en 7
salvo por el tnico 1-simplex e; que le corresponde a S,L-l (Figura 1.19).

G|

IT |

Figura 1.19: La funcién p.
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Vamos a probar que p es la inversa homotdpica de g. Por un lado, g o p se restringe
en cada S} al lazo ¢y, 0 id o ¢}, donde ¢y, : I — |G| representa la funcién constante vo.
Luego, q o p =~ id|g)r|- Por otro lado, p o g|jp| = vo, y como vy C |T'| es un retracto por
deformacién fuerte, entonces p o g7 es homotépica a idjr|. Sea H : idjp| =~ p o g7 esta
homotopia. Vamos a ver que podemos extenderla a todo |G|. Nos alcanza con definir H
en |e;| x I para cada e; € G —T. Sir € I identifica el punto (1 —r)v; + rv, € e; definimos
entonces

r t
r+z-1 r—3 t ¢
H(r,t) = ”i<§t—1>+“5‘<1_§t g<r<l-—gy
3r—3+1t
ey ()
\ k2

Esto es, para un ¢ € I fijo, H(r,t) recorre [p.-1| a velocidad Len (0,%),e| de v a o/

a velocidad 1 — 2t en (5,1 — %) y |¢g | a velocidad £ en (1 — £,1). De esta manera, la
homotopia H sobre e; deforma linealmente esta arista en el camino ¢¢,, como muestra la
Figura 1.20.

(px'% q (px .

(pX (PX

Vi Vi V|

&

Figura 1.20: Extendiendo la homotopfa.

Extendiendo H para cada arista en G — T obtenemos H : id ~ p o q. Esto concluye la
demostracién. O

Corolario 1.6.8. El grupo fundamental de un grafo conexo |G| es el grupo libre con tantos
generadores como aristas queden fuera de un drbol maximal de G.

Corolario 1.6.9. Un grafo conexo G es un drbol si, y sélo si, es contrdctil.

Demostracion. Si G es un arbol entonces cualquiera de sus vértices es un retracto por de-
formacion fuerte; luego, G es contractil. Reciprocamente, supongamos que G es contractil
y sea T' C G un subdrbol maximal. Como 71 (|G|) = 0 entonces, por Corolario 1.6.8, no
hay ninguna arista en G —T. Como por conexiéon de G el arbol T tiene todos los vértices

de G, se deduce G =T. O
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Capitulo 2

Variedades combinatorias y
estelares

Una de las clases méas importantes de espacios topolédgicos son las variedades topoldgi-
cas; esto es, espacios que localmente se comportan como el espacio euclideo n-dimensional.
Esta propiedad local permite deducir una inmensa cantidad de propiedades de estos espa-
cios y ha llegado, en los casos de dimensiones bajas, a proveer una clasificacién definitiva.

Las variedades combinatorias son los analogos, en el contexto de los complejos sim-
pliciales, a las variedades topoldgicas. Para ello existe una manera de definir de forma
muy concreta una nocion de entorno euclideo en el contexto de los complejos simpliciales.
La primera parte de este capitulo se encargard de introducir las definiciones y resultados
clasicos de la teoria de variedades combinatorias. En la segunda parte del capitulo desarro-
llaremos la teoria de variedades estelares, otro tipo especial de complejo simplicial. Lo que
resulta interesante es que ambas teorias son equivalentes, hecho que nos permitira pasar
de una a otra segln sea conveniente de acuerdo al contexto.

2.1. Variedades combinatorias

Recordemos que si o es un simplex entonces el complejo formado por todas sus caras
propias es un subcomplejo de ¢ llamado borde de o y notado ¢. Sélo vamos a definir el
borde de un complejo simplicial K para el caso en el que este complejo sea homogéneo.
Introducimos este concepto en la siguiente

Definicion 2.1.1. Un complejo simplicial K se dice homogéneo si K es r-dimensional y
esta formado por r-simplices y sus caras.

Esto es lo mismo que decir todos los simplices maximales de K tienen la misma di-
mensién. A un complejo homogéneo K de dimensién r lo llamamos también r-complejo.
Lo notamos, cuando queramos resaltar este hecho, como K.

Definicién 2.1.2. El borde de un r-complejo K es el (r—1)-complejo que se obtiene como
la unién médulo 2 de los (r — 1)-simplices de K més sus caras. Lo notamos por K.

Esto quiere decir que un (r — 1)-simplex estd en K si, y sélo si, es cara de una cantidad
impar de r-simplices de K. En particular, si K no es vacio, resulta un complejo homogéneo
de dimensién r — 1. Cuando K = () diremos que K no tiene borde. Notar que la nocién de
borde de un n-simplex coincide con la Definicién 2.1.2.
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Figura 2.1: Borde de complejos homogéneos.

Las propiedades caracteristicas del borde de un complejo simplicial estan contenidas
en la siguiente proposicion y son de facil demostracién.

Proposicion 2.1.3. Sea K un complejo simplicial homogéneo.
(i) Si K = L.I', donde L y L son homogéneos, entonces K = LL' + LL'.
(i) (K) =10

(iii) (aK) = aK

Observacion 2.1.4. Si K es un complejo simplicial sin borde y v es un 0-simplex entonces,
por (i) e (i) de la Proposicién 2.1.3, se tiene (vK) = 9K +vK = K.

Definicién 2.1.5. Sea A™ un n-simplex y sea A"*! el borde de A™!. Una bola combi-
natoria de dimensién n (o n-bola combinatoria) es un complejo PL-isomorfo a A™. Una

esfera combinatoria de dimensién n (o n-esfera combinatoria) es un complejo PL-isomorfo
An-+1
a A™tl

Denotaremos B? a las bolas combinatorias de dimension p y S? a las esferas combina-
torias de dimension p.

Lema 2.1.6. Si A, B, C y D son complejos tales que A ~p;, C y B ~pr, D, entonces
A.B ~pPL C.D.

Demostracion. Notemos que nos alcanza con probar que A.B ~p; A.D pues el resultado
general se obtiene por conmutatividad cambiando el papel de A por D. Sabemos que
existen subdivisiones SB y §D tales que B = dD. Por lo tanto, A.6B = A.6D. Si
probamos que A.GB es una subdivision de A.B se tendra el resultado (pues el mismo
resultado se tendra para A.JD). Probamos entonces que estamos en las condiciones de la
Definicién 1.3.1. Lo hacemos en dos partes.

(i). Sea 7 € A.BB y veamos que |7| estd contenido en un simplex cerrado de |A.B|.
Se tiene que 7 = 04.03p donde 04 € Ay ogp € fB. Sea op € B tal que |ogg| C |opB|.
Afirmamos que |7| C |04.05|. Como T = 04.03p entonces 7 = {v1, ..., vy, w1, ..., wy }, donde
o4 =A{vi,...,vu} y ogp = {w1,...,w}. Si & € |7| entonces se tiene que

r t
Z v + Z A;wj
i=1 j=1

para A;, A} > 0y > A + > X; = 1. Llamemos )\ = c. Si ¢ = 0 entonces = € |o4] C

|oa.op| y listo. Supongamos ¢ # 0. Si op = {uy,...,us} entonces, como |ogg| C |oB| ¥
t N L, - .
>_j—1 Zwj es una combinacién convexa de los vértices de ogp, se tiene que

S

>~
<~

o |

wj = Ny,
j=1 k=1
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para ciertos A} >0y > A/ = 1. Por lo tanto,

T t T s
T = Z)\ivi + Z )\g»wj = Z)\ivi + cz )\'k'uk.
i=1 j=1 i=1 k=1

Ahora, como YA +c3 N = 35N + (S N)(CAE) = DA +2°A; = 1 entonces z €
|oa.0B|, como se queria probar.

(ii).Veamos que |A.GB| = |A.B|. Notemos que del resultado del punto (i) se tiene
inmediatamente que |A.3B| C |A.B|. Para la otra contencién, sea x € |A.B|. Siz € |7| C
|A.B| y T = 04.05 podemos escribir

T S
"
Tr = E Aiv; + E LUk
=1 k=1

donde hemos utilizado las mismas notaciones que en el punto (7). Sea d = ) \/. Lla-

memos y = . %guk, de manera que y € |og|. Como |BB| = |B| entonces existe ogp =
{wy, .., w} € BB tal que y = 22:1 Ajw;. Por lo tanto,

r r t
T = Z)‘ivi +dy = Z/\ivi +dZ)\9wj.
i=1 i=1 j=1

Nuevamente se tiene que Y A; +d) N} =1, por lo que = € |o4l.logp| C |A.BB|. Esto
concluye la demostracién. ]

Corolario 2.1.7. Sea B una p-bola combinatoria y S? una g-esfera combinatoria. En-
tonces

(i) BPBY es una (p + q+ 1)-bola combinatoria.
(i) BPS? es una (p+ q+ 1)-bola combinatoria.
(111) SPSY es una (p+ q + 1)-esfera combinatoria.

Definicion 2.1.8. Sea K un complejo homogéneo de dimension n. Decimos que un p-
simplex 0 € K es regular en K si lk(o, K) es una (n — p — 1)-esfera combinatoria ¢ una
(n — p — 1)-bola combinatoria.

En particular, un vértice v € K es regular si lk(v, K) es una (n—1)-esfera combinatoria
6 una (n — 1)-bola combinatoria. Llegamos asi a la definicién de variedad combinatoria.

Definicion 2.1.9. Una n-variedad combinatoria es un complejo simplicial homogéneo de
dimensién n en el que todo vértice es regular.

Es un hecho muy interesante que la regularidad de los vértices de un complejo ho-
mogéneo es suficiente para garantizar la regularidad de todos los simplices del complejo.
Haremos la demostracién de este resultado en conjunto con el teorema que establece que
los PL-isomorfismos envian una variedad combinatoria en otra. Antes, necesitamos unos
resultados previos.

Lema 2.1.10. Sea K wuna n-variedad combinatoria tal que todos sus simplices son re-
gulares. Si (1,a)K es un starring elemental entonces (1,a)K es también una n-variedad
combinatoria.
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Demostracion. Escribamos K = 7.lk(1,K) + Q: vy (1,a)K = a7lk(r, K) + Q,. Veamos
primeramente que a es un vértice regular de (7,a) K. Notar que lk(a, (1,a)K) = 7lk(T, K).
Como por hipdtesis 7 es regular en K se tiene que [k(7, K) es una n-bola combinatoria o
una n-esfera combinatoria. Por el Corolario 2.1.7, 7lk(7, K) resulta una n-bola combina-
toria o una n-esfera combinatoria (pues 7 es una esfera combinatoria). Esto prueba que el
vértice a € (1,a)K es regular.

Si ahora b es un vértice de (7,a)K que no estd en 7 entonces lk(b, (7,a)K) es una
subdivisién de lk(b, K) y b resulta regular pues

k(b, (1,0)K) ~pr, lk(b, K) ~p;, A" 0 A" L.

Finalmente, si ¢ € 7 es un vértice podemos escribir 7 = ¢7’ con 7’ el (n — 1)-simplex
de 7 opuesto a c¢. Notar que los vértices de lk(c, (T,a)K) son vértices de lk(c, K) mas el
vértice a (Figura 2.2). Podemos definir entonces un isomorfismo f entre lk(c, (1,a)K) y
(7',7)lk(c, K) que envia el punto a a 7/ y deja el resto de los vértices fijos (Figura 2.2).
Luego, lk(c, (1,a)K) ~pr, lk(c, K) y ¢ es regular.

(2,8) Ik(c,K) ..

Figura 2.2: El isomorfismo f.

Lema 2.1.11. Sea K un complejo simplicial. Si T = 0.0’ € K entonces
Ik(1,K) = lk(o,lk(c’, K))

Demostracion. Sea v € lk(r, K). Entonces v7 € K. Ahora, v1 = voo’ = (vo)o’. Luego,
(vo)o’ € K, porloquevo € lk(o', K),de donde v € lk(o,lk(o’, K)). Para la otra inclusién,
sea v € lk(o,lk(o’, K)). Entonces, vo € lk(o’, K), por lo que voo’ € K. Luego, vt € K y
v e lk(r, K). O

Teorema 2.1.12. Sea K una n-variedad combinatoria.

(i) Todos los simplices de K son requlares.

(i) Si L ~pr, K entonces L también es una n-variedad combinatoria.
Demostracion. Usaremos induccién para probar ambas aserciones simultaneamente.

» Paso 1. Si (i) es cierto para toda variedad combinatoria de dimensién n entonces
también lo es (i)

Supongamos que L ~p;, K y K es una n-variedad combinatoria. Existen subdivisiones
a1 K y 1L tales que a1 K = (1 L. Por el Corolario 1.3.16 existe una subdivision «ao de
a1 K y una subdivisién derivada ¢ tales que 6 K = asa1 K. Como a3 K = 1L entonces as
induce una subdivisiéon en (1L, por lo que deducimos que existe una subdivision GL tal
que L = 6K. Ahora, como 0 es derivada es, en particular, estelar (Proposicién 1.3.10).

39



Por Lema 2.1.10 (aqui usamos que vale (i)), L = JK es una n-variedad combinatoria.
Sea ahora a un vértice de L; como también es vértice de SL entonces lk(a, L) es una
n-bola combinatoria o una n-esfera combinatoria. Sean c, ..., ¢, los vértices de lk(a, BL).
Consideremos la funcién baricéntrica f : |lk(a, SL)| — |lk(a, L)| que envia el punto ¢; al
punto d; en donde la recta que pasa por a y ¢; interseca a |lk(a, L)| (Figura 2.3). Es facil
ver que f es suryectiva, por lo que resulta un homeomorfismo. En particular, f(|lk(a, BL)|)
resulta también una realizacién geométrica de lk(a, 5L). Como f(|lk(a,BL)|) = |lk(a, L)|,
podemos hallar subdivisiones v1 y 72 tales que v1lk(a, L)) = 72lk(a, L) (nuevamente

por Corolario 1.3.16). Luego, lk(a, L) ~pr, A" ' o A" ! y L resulta una n-variedad
combinatoria.

Ik(a,L)

lk(a,K)

Figura 2.3: La funcién f.

» Paso 2. Si (ii) es cierto para toda variedad combinatoria de dimensién & < n — 1
entonces (i) es cierto para variedades combinatorias de dimensién n.

Probamos que los simplices de K son regulares por inducciéon en su dimensién. Para
O-simplices, no hay nada que probar (pues ya son regulares por hipétesis). Supongamos
que todo (k — 1)-simplex de K es regular (para todo k < p — 1) y sea 7 un p-simplex
de K. Escribamos 7 = wo para algin (p — 1)-simplex o € K. Por el Lema 2.1.11,
lk(r,K) = lk(v,lk(o,K)). Por hipétesis inductiva se tiene que lk(o, K) es una bola o
esfera combinatoria de dimensién n — (p — 1) — 1 = n — p. En cualquier caso, lk(o, K) es
PL-isomorfo a una (n — p)-variedad combinatoria. Como (%) es cierto y n —p < n —1
entonces lk(o, K) es una (n — p)-variedad combinatoria, por lo que lk(v,lk(o, K)) es una
bola o esfera combinatoria de dimensién n — p — 1. Esto prueba que o es regular. O

Corolario 2.1.13. Todo (n —1)-simplex de una n-variedad combinatoria M es cara de a
lo sumo dos n-simplices.

Demostracion. Por el Teorema 2.1.12, todo (n — 1)-simplex o es regular, por lo que
lk(o, M) ~p, A = {x} 6 lk(o, M) ~p;, A' = {*,%'}. Como A® y A! son 0-dimensionales,
esto equivale a que lk(o, M) ~ A® = {x} 6 lk(o, M) ~ Al = {x,%'} y, por lo tanto, st(o, M)
consiste en uno 6 dos n-simplices. ]

Observacion 2.1.14. Podemos ahora precisar cuando un vértice de una n-variedad com-
binatoria tiene por link a una esfera combinatoria o a una bola combinatoria. Si v € M
entonces existe un (n — 1)-simplex o € M con v € . Si escribimos ¢ = vo’ no es dificil de
ver que o’ estd en el borde de lk(v, M). En efecto, por Corolario 2.1.13, o es cara de, a lo
sumo, dos n-simplices. Como o € M entonces debe ser cara de exactamente uno, 7. Luego,
si o/ < 7' € lk(v, M) entonces o < v7’, de donde 7" = 7. Por lo tanto, lk(v, M) no puede
ser una esfera combinatoria (pues su borde no es vacio). Reciprocamente, si lk(v, M) es
una bola combinatoria y o’ € (Ik(v, M)) entonces o = vo’ € M. Deducimos entonces que,
en un n-variedad combinatoria, un vértice v tiene por link a una esfera combinatoria si

v ¢ M y a una bola combinatoria si v € M.
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Notemos que, en particular, un (n — 1)-simplex o € M estard en M si, y sélo si, o es
cara de exactamente un tnico n-simplex. Ademds tenemos

Proposicién 2.1.15. Si M es una n-variedad combinatoria entonces M es una (n —1)-
variedad combinatoria sin borde.

Demostracion. Sabemos por definicion que M es un (n — 1)-complejo homogeneo El re-
sultado es inmediato si probamos que lk(v, M) = (lk(v M)) para un vértice v € M; pues,
en este caso, se tendra lk(v, M) = (lk(v, M)) = (A") = A+l

Sioe lk(v M) es maximal entonces vo € M es un (n — 1)-simplex maximal. Por
el comentario anterior a la proposicién, existe un tnico 7 € M tal que vo < 7. Se tiene
entonces que 0 < 7 — {v} € lk(v,M). Si 7/ > o con 7’ € lk(v, M) entonces vo < v7’ con
vr’ € st(v, M). Por lo tanto, 7/ debe ser 7 — {v}. Esto prueba que o sélo es cara de 7 — {v}
y, por lo tanto, o € (Ik(v, M)).

Si ahora o € (Ik(v, M)) sean 71, ..., 7 € lk(v, M) todos los (n — 1)-sfmplices tales que
o < 7; (r impar). Entonces, vo < v7; para todo i. Si vo < 7’ entonces o < 7/ — {v}, por
lo que, existe un ig con 7" — {v} = 7. Pero entonces, 7' = v.7;,. Esto prueba que los

tinicos n-sfmplices que contienen a vo como cara inmediata son los v7; (i = 1,...,7). Como
r es impar se tiene entonces que vo € M. En particular, o € lk(v, M ). Esto concluye la
demostracién. O

El siguiente resultado pone en evidencia una caracteristica de las variedades com-
binatorias conexas que en muchos casos es suficiente para llevar a cabo muchas de las
demostraciones que involucran este tipo de objetos.

Proposicion 2.1.16. Sea M es una n-variedad combinatoria conexa. Entonces dados dos
n-simplices o y o' existe una sucesion de n-simplices

!
0 =00,01y...,0 = O

tales que o; y 041 son adyacentes para todot = 0,...,k—1, es decir, 0; y 0,11 Se intersecan
en un (n —1)-simplez.

Demostracion. Hacemos induccion en la dimension de M. Si M es una 0-variedad com-
binatoria no hay nada que probar y si M es una 1-variedad combinatoria el resultado es
equivalente a la conexidad de M por el Lema 1.4.8. Supongamos dim(M) = n > 2. Por
conexidad, y nuevamente por el Lema 1.4.8, dados dos vértices de M podemos unirlos
por un edge path. Para dos n-simplices 0,0’ € M consideramos todos los edge paths que
unen un vértice de o con uno de ¢’. Sean v € o y w € ¢’ tales que el edge path que los
une tenga longitud minima entre todos los edge paths que unen todos los posibles pares
de vértices de o y ¢’. Haremos induccién en la longitud k de este edge path. Si k = 0
entonces v = w y o y o’ comparten un vértice. Sean v < o y v/ < ¢’ tales que v.v = oy
v/ =o', de manera que v,V € lk(v, M). Como dim(lk(v,M)) =n—1y n > 2 entonces
lk(v, M) es una bola combinatoria conexa o una esfera combinatoria conexa. En cualquier
caso, lk(v, M) es una (n — 1)-variedad combinatoria conexa y podemos utilizar nuestra
hipétesis inductiva en la dimensién de la variedad combinatoria para hallar una sucesién

V=1V,V,...,Vs =V
de (n — 1)-simplices adyacentes. Pero entonces

/ /
o =v.V=0.10,V.V],...,0.Vs = V.V =0
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resulta una sucesién de n-simplices adyacentes que unen o con o’. Esto prueba el caso
k = 0. El caso general se sigue facilmente de aqui. En efecto, si k > 1, consideremos algin
1-simplex que contenga a v como cara. Como M es homogéneo entonces este 1-simplex
debe ser cara de un n-simplex 7. Por hipétesis inductiva en k, como o y 7 comparten a v
como vértice entonces existe una sucesion

0O =00,01y...,0] =T

de n-simplices adyacentes. Por otro lado, si u es la otra cara de este 1-simplex distinta de
v entonces podemos unirla con w por un camino de cantidad de aristas menor a k — 1.
Nuevamente por hipotesis inductiva en k tenemos un camino

T =1T0,T1y s Th = O
de n-simplices adyacentes. Luego
O = 00,010y 0] =T =T0, Ty oo, Th = O
es la sucesién buscada y esto prueba el resultado. O

Observacidon 2.1.17. Notemos que si un p-simplex o € K es regular entonces st(o, K) es una
n-bola combinatoria. En efecto, por regularidad se tiene que lk(o, K) es una (n —p — 1)-
bola combinatoria B"P~! o una (n — p — 1)-esfera combinatoria S"~P~!. En cualquier
caso, como st(o, K) = o.lk(o?, K) y o es una p-bola combinatoria el resultado se sigue del
Corolario 2.1.7.

Como ultimo resultado de esta seccién mostramos que las variedades combinatorias
modelan combinatoriamente a variedades topoldgicas.

Proposicién 2.1.18. Si M es un n-variedad combinatoria entonces | M| es una n-variedad
topoldgica.

Demostracion. Sea x € |M|. Sea M, la subdivisién que consiste en agregar a x como
vértice. Por el Teorema 3.4.2, M, resulta una n-variedad combinatoria. Luego st(x, M) es
una n-bola combinatoria (por observacién 2.1.17). En particular, |st(x, M;)| = |A™| ~ D"

(Ejemplo 1.2.13).
Ist(x,K)I° ! Ist(x,K)I° E

Figura 2.4: Entorno de R" y R segtin el caso.

Si x ¢ |M| entonces = estd en el interior de |st(z, M,)|, el cual resulta un entorno
euclideo de x. Si x € |M| entonces |st(x, M;)| resulta un entorno de x en el semiespacio
positivo HY} de R" (Figura 2.4). Luego, |M| es una variedad topoldgica. O

Una PL-variedad de dimension n es un poliedro que admite una triangulacién por
una n-variedad combinatoria. Por la Proposicién 2.1.18 se tiene que toda PL-variedad
es una variedad topolégica. Como resultado de la falsedad de la Hauptvermutung para
variedades sabemos que la vuelta no es cierta. Mds aun, pueden construirse variedades
diferenciables que no son triangulables por una variedad combinatoria, ain cuando toda
variedad diferenciable es triangulable por un complejo simplicial [Ran].
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2.2. Pseudovariedades

Vimos en la Proposicién 2.1.16 que dos n-simplices de una n-variedad combinatoria
conexa podian unirse por medio de una sucesién de n-simplices adyacentes. Combinada
con la propiedad que todo (n — 1)-simplex es cara de a lo sumo dos n-simplices esta carac-
teristica resulta ser suficientemente fuerte para deducir muchos resultados concernientes
a los complejos que la posean. Esta es la idea en la nocién de pseudovariedad.

Definiciéon 2.2.1. Un complejo simplicial homogéneo M de dimensién n se dice una
n-pseudovariedad si

1. Todo (n — 1)-simplex esté contenido en a lo sumo dos n-simplices.

2. Dados dos n-simplices 0,0’ € M existe una sucesién de n-simplices
_ _ /
0 =00,01,...,0 =0
tales que o; y ;41 son adyacentes para todo i =0,....,k — 1.

Notemos que la condicién 2 determina que una pseudovariedad es un complejo sim-
plicial conexo. También, y como en el caso de las variedades combinatorias, se tiene que
el borde de una n-pseudovariedad estd generada por todos los (n — 1)-simplices que estén
contenidos en exactamente un Unico n-simplex. Como fue comentado al comienzo, por la
Proposicion 2.1.16, toda n-variedad combinatoria conexa es una n-pseudovariedad. Para
el caso 1-dimensional es sencillo ver que la vuelta también es cierta. Sin embargo, ya para
dimensién 2 podemos producir un contraejemplo a esta implicacién.

EjempLo 2.2.2. La Figura 2.5 muestra un ejemplo de una 2-pseudovariedad que no es una
variedad combinatoria. Notar que la realizacion geométrica de este complejo no determina
una variedad topoldgica, dado que el vértice v no posee el entorno requerido. Se sigue
también del hecho que el link del vértice v no es una esfera combinatoria ni una bola
combinatoria.

Figura 2.5: Una pseudovariedad que no es una variedad topoldgica.

En el ejemplo anterior la pseudovariedad que no es variedad combinatoria posee borde
no vacio. Si uno quiere contestar el interrogante de si existe una pseudovariedad sin borde
que no sea variedad combinatoria uno tiene que lidiar con matemética mas compleja. Un
contraejemplo en dimensién 3 puede producirse construyendo la suspensién de SO(3)/As,
donde Aj es el grupo de sesenta simetrias del dodecaedro. El poliedro SO(3)/As, que es
muy frecuentemente usado en topologia de bajas dimensiones, es llamado esfera homoldgi-
ca de Poincaré y fue de hecho presentado por este matemético como contraejemplo a la
primera versién de su célebre conjetura!. En dimensién 2 no podemos encontrar contrae-
jemplos:

Ver nota en pégina 56 del capitulo 3
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Proposicion 2.2.3. Una 2-pseudovariedad finita sin borde es una 2-variedad combinatoria
(sin borde).

Demostracion. Sea M una 2-pseudovariedad sin borde y v € M. Vamos a probar que
lk(v, M) es una l-esfera combinatoria. Como M no tiene borde entonces st(v, M) debe
contener, al menos, tres 2-simplices. Podemos suponer que son {v,wi,ws}, {v, wa, w3} y
{v,ws,ws} (nuevamente por M = ). Si wy = w; entonces lk(v, M) no puede tener més
simplices (por la propiedad (i) de la Definicién 2.2.1) y resulta, por lo tanto, una 1-esfera
combinatoria. Si wg # wy entonces debe existir un vértice ws y un 2-simplex {v, wy, ws}.
Notar que ws # we, w3 pues {v,ws} y {v, w3} no pueden se cara inmediata de ningin
2-simplex més. Si ws = w; el mismo razonamiento que antes nos dice que lk(v, M) es una
1-esfera combinatoria. Siguiendo de esta manera podemos construirnos una sucesién w; de
vértices tales que {v, w;, w;41} es un 2-simplex en M. Nuevamente, w; # w; si i > j # 1.
Por finitud de M, en algiin momento debemos tener w; = wi, y el resultado se sigue. [J

Presentamos para cerrar la seccién un resultado que sera utilizado en la demostracién
de existencia de spines de variedades combinatorias del préximo capitulo. Su verificacion
dual en el contexto de las variedades estelares serd de gran importancia en el desarrollo
de la teoria.

Lema 2.2.4. 5i M es una n-pseudovariedad y L es un n-subcomplejo homogéneo de M
que no contiene a todos los n-simplices de M entonces L # ().

Demostracién. Sea ¢ € M — L un n-simplex. Tomemos un ¢’ € L cualquiera y con-
struyamos una sucesién o = og, 01, ..., 0, = o’ de n-simplices adyacentes. Sea o; el primero
de estos sfmplices que pertenece a L (debe haber uno pues op € M — Ly ¢’ € L). En
particular se tiene que o;_1 ¢ L pero ;_1 No; = v" ! € L. Como M es pseudovariedad
n=1 o5 cara de exactamente dos n-simplices de M; a saber, 0;,_1 vy ;. Como sélo
o; estd en L entonces v 1 € L. O

entonces v

Corolario 2.2.5. Una n-variedad combinatoria con borde no puede contener una n-
pseudovariedad sin borde.

2.3. Variedades estelares

La teoria desarrollada hasta este punto basada en el estudio de la equivalencia lineal a
trozos de los complejos simpliciales se conoce como teoria combinatoria. Existe una teoria
paralela a la combinatoria que se encarga de clasificar los complejos segin equivalencias
determinadas por movimientos elementales definidos a partir de las subdivisiones estelares
que en ellos puedan llevarse a cabo. Esta teoria recibe el nombre de teoria estelar y
serd nuestro objeto de estudio hasta el fin del capitulo.

La teoria combinatoria determina una equivalencia entre complejos simpliciales segin
existan subdivisiones (arbitrarias) que los conviertan en complejos isomorfos. Uno de los
logros de la topologia combinatoria fue hallar una conexién entre la equivalencia combina-
toria abstracta y la teorfa més concreta de movimientos estelares. Estos resultados fueron
desarrollados por J.W. Alexander y M.H.A. Newman en los afios 20 y 30 y establecen que
cualquier subdivisién de un complejo simplicial puede obtenerse del complejo original a
través de una sucesion finita de dichos movimientos estelares. Tan fuerte es esta conexién
que para complejos simpliciales finitos ambas teorias son equivalentes. Una prueba parcial
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de esto, necesaria para el desarrollo de la teoria de colapsos de complejos del capitulo 3,
serd expuesta al final del presente capitulo.

Recordemos que el movimiento K = o.lk(o, K) + Q, — a.0.lk(0, K) + Q, se llama
starring elemental (para un a € 0°). Lo notamos (0, a) y al complejo resultante del starring
elemental, (¢,a)K. La operacién inversa se llama weld elemental (o soldadura elemental)
y se nota (o, a)~!. Definimos un movimiento estelar elemental como un starring elemental,
un weld elemental o un isomorfismo simplicial.

Definicion 2.3.1. Sean K y L dos complejos simpliciales. Una equivalencia estelar entre
K y L, notada K ~ L, es una sucesién finita de movimientos estelares elementales que
transforman K en L.

EJeMPLO 2.3.2. Vimos que la subdivisién K de A? del Ejemplo 1.3.9 no era isomorfa a
una subdivisién estelar. Sin embargo, A% ~ K. Una demostracién de esto puede verse en
la Figura 2.6.

K § . }
“ (AQ) (B,b)-l C (ce) ! (Xe)) ! E (Ee) t
—_— —_— . —_ —_ —_
V e
A
‘ B '
D d

Figura 2.6: Demostracién que aK ~ K.

Observacion 2.3.3. Notar que ((0,a)K).L = (0,a)K.L, de donde se tiene que si K ~ K
y L ~ L; entonces KL ~ K1L;.

Podemos ahora definir la nocion de n-bola estelar, n-esfera estelar y n-variedad estelar
de acuerdo a la relacién de equivalencia ~.

Definicion 2.3.4. Una n-bola estelar es un complejo simplicial estelarmente equivalente
a A". Una n-esfera estelar es un complejo simplicial estelarmente equivalente a A"l Una
n-variedad estelar es un complejo simplicial M donde para todo vértice v € M se tiene
que el lk(v, M) es una (n — 1)-bola estelar o una (n — 1)-esfera estelar.

La siguiente proposicién, andloga al Corolario 2.1.7, se puede probar de idéntica manera
como corolario de la Observacién 2.3.3 (en lugar del Lema 2.1.6).

Proposicion 2.3.5. Sea BP una p-bola estelar y S? una g-esfera estelar. Entonces
(i) BPBY es una (p+ q+ 1)-bola estelar.
(ii) BPSY es una (p+ q+ 1)-bola estelar.
(i1i) SPS? es una (p+ q+ 1)-esfera estelar.
En particular, tenemos también el andlogo al Teorema 2.1.12.
Teorema 2.3.6. Sea K una n-variedad estelar.

(i) Si o es un q-simplex de K entonces lk(o, K) es una (n —q — 1)-bola estelar o una
(n — q — 1)-esfera estelar.

(i) Si L ~ K entonces L también es una n-variedad estelar.
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Demostracion. Nuevamente, utilizamos induccion para probar ambas aserciones juntas.
Supongamos que ambas partes del teorema son verdaderas para r-variedades estelares de
dimensiones r < n (el caso n = 0 es trivial).

Sea o € K un ¢-simplex. Escribamos o = a.¢’. Por Lema 2.1.11 se tiene que lk(o, K) =
lk(o’,lk(a, K)). Pero lk(a, M) es una (n — 1)-bola estelar o una (n — 1)-esfera estelar, por
lo que, por hipétesis inductiva en el punto (i), se tiene que es una (n — 1)-variedad
estelar. Entonces, podemos aplicar ahora la hipétesis inductiva en el punto (i) para hallar
que lk(o’,lk(a, K)) es una (n — ¢ — 1)-bola estelar o una (n — g — 1)-esfera estelar. Esto

’ V

Supongamos ahora que L = (0,a)K (con a ¢ K) y veamos que L es una n-variedad
estelar. Si un vértice v de K no estd en st(o, K) entonces lk(v, L) = lk(v, K) y no hay
nada que probar. Si v € lk(o, K) entonces lk(v, L) = (o, a)lk(v, K) y, por lo tanto, lk(v, L)
resulta una bola estelar o esfera estelar (pues se obtiene de [k(v, K) por un movimiento
estelar elemental). Si ahora v € o escribamos o = vo’. Es fécil ver que lk(v, L) es isomorfo
a (0, 0")lk(v, K) (ver Figura 2.7). Luego, en este caso, lk(v, L) también resulta una bola
o esfera estelar. Por tltimo, se tiene que lk(a, L) = ¢.lk(o, K). Por lo tanto, si K es una
n-variedad estelar, [k(o, K') es una bola o esfera estelar por hipdtesis inductiva en el punto
(i) (ya probamos verdadero el caso n bajo las mismas hipétesis). Luego, por Proposicién
2.3.5, también 6.lk(o, K) es bola o esfera estelar. O

'

<=

o (&,3«) Ik(v,K)=Ik(v,K) v

K(vL) .

(&, &) k(V,K)

Figura 2.7: lk(v, L) ~ (¢, 6")lk(v, K).

Observacion 2.3.7. Una demostracién idéntica que en el caso lineal a trozos nos muestra
que un (n — 1)-simplex de una variedad estelar M es cara de, a lo sumo, dos n-simplices
de ella y que un (n — 1)-simplex o € M estard en M si, y s6lo si, o es cara de exactamente
un tnico n-simplex. Es facil chequear que ademas M es una (n — 1)-variedad estelar sin
borde.

Un starring elemental (0, a) se dice interno si o ¢ M (o, equivalentemente, a ¢ M). Un
weld elemental es interno si es el inverso de un starring interno. Llegamos a una definicién
central de la teoria.

Definicion 2.3.8. Si B es una n-bola estelar y existe una equivalencia B ~ v.B que
involucra uinicamente movimientos internos entonces B se dice starreable (o estrellable) y
a la sucesién de movimientos estelares se lo llama un starring de B.

Vamos a ver a continuacién que toda bola estelar puede ser estrellada. Necesitamos
dos resultados previos.

Lema 2.3.9. Si una n-bola estelar B puede estrellarse entonces toda subdivision estelar
sB de B puede estrellarse.

Demostracion. Supongamos sB = (1,a)B. Si T ¢ B el resultado es directo notando que

1 .
s8N BB
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Figura 2.8: Starring de una bola estelar.

es un starring de sB. Luego, consideremos el caso 7 € B. Supongamos que B ~ v.B
por r movimientos internos y supongamos inductivamente que el resultado es cierto para
cualquier n-bola estelar que pueda estrellarse en menos de r movimientos (en el caso r = 0,
como 7 € B, entonces (7, a)(vB) = v((r,a)B)).

Supongamos primero que el primer movimiento de B ~ v.B es una subdivisién estelar
(v,b), de manera que B; = (v,b)B. Como este movimiento es interno entonces B = B,
por lo que 7 € By. Sea C; = (7,a)B;. Por hipétesis inductiva C; puede estrellarse (pues
B es estrellable en menos de r movimientos y (7,a) es una subdivisién estelar).

Ahora, si ningin simplex de K tiene por caras a 7 y v simultdneamente, o si 7Nv = (),
entonces los movimientos (7,a)(v,b) y (v, b)(7,a) poseen el mismo efecto de llevar B a C

(no se cruzan en las subdivisiones), por lo que sB wh) C1 muestra que sB puede estrellarse
((v,b) es interno).

Supongamos entonces que 7 Nwv = 7 para algin n € B y sean 7/,v € B tales que
7 =n7 y v = nv. Luego, 7'v'n es el simplex més pequenio que contiene a T y a 7
simultdneamente. Ahora, como las subdivisiones (7,a)(v,b) y (v,b)(7,a) toman lugar en
7' v 1 entonces el resultado de dichas subdivisiones en B sélo serd diferente en st(7/ v’ n, B).
Ademsds, la subdivisién de este star sélo depende de la subdivisién de 7/ ' n; i.e., la sub-
divisién de st(7'v'n, B) es el join de la subdivisién de 7/ v'n con su link (precisamente
porque 7,v € 7' v'n). Estudiemos entonces qué sucede en (v,b)(r,a)(7' v’ n). Por un lado,

(r,a) (7' v'n) = (1,a) (V) = a7 = (F'nav) + (n7'av)).
Realizando ahora el starring (v, b) se tiene

(7' nav') + (n7'av’) wh (7' nav) + (' abv)

= (Fnav)+ (T abv' n) + (' abu'n)

= ((b7')yav'n)+ (' abv'n).
Si ahora ¢ es un punto en el interior de a.v’ entonces la subdivisién estelar (a.v’, ¢) trans-
forma este 1ltimo complejo en

((b.7").c.(a').n) + (7'.a.ba'm).

Notemos inmediatamente que esta expresién es simétrica respecto de 7y v (y a 'y b); por lo
tanto, la subdivisién (b.7/,d)(7, a)(v, b) para un d en el interior de b.7" produce un complejo
isomorfo a (a.v’, ¢)(v,b)(r,a)(7’ v'n). Por lo comentado anteriormente, se tendré que los
st(7'.v'.n, B) en cada caso resultardn también isomorfos (pues todos los starrings ocurren
dentro de 7/ v’ n). Deducimos entonces que

(b.7',d).Cy = (b.7',d).(1,a)(v,b)B =~ (a.v, ¢)(v,b).(1,a) B = (a.0',¢)(v,b).sB
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Se tiene entonces que sB difiere de C7 por movimientos internos, por lo que resulta es-
trellable.

Si ahora el primero de los r movimientos de B ~ sB es una soldadura que da lugar
a Bj entonces B = (v,b)B; para un simplex v en el interior de B;. Intercambiando los
roles de B y By para el caso de un starring elemental sabemos que sB; = (7,a)B; difiere
de Dy = (7,a)B = sB por movimientos internos (aqui D; cumple el papel de C1). Como
sBy es estrellable, también lo es sB. ]

Lema 2.3.10. Si una n-bola estelar B puede estrellarse entonces el cono v.B puede es-
trellarse.

Demostracion. Supongamos que B ~u.B por r movimientos internos. Hacemos induccion
en r. Si 7 = 0 entonces B = u.B y v.u.B puede estrellarse via una subdivisién estelar basa-
da en un punto en el interior del 1-simplex {u,v} (Figura 2.9). Supongamos entonces que
el enunciado es cierto para cualquier n-bola estelar estrellable por menos de r movimientos
internos. Si el primer movimiento es una soldadura (7,a)~! que lleva B a B entonces la
subdivisién estelar (7,a) en v.B; da como resultado v.B. Como por induccién v.B; es
estrellable, se sigue del Lema 2.3.9 que v.B es estrellable.

b.(v.u.B)
({uv} b) ‘

Figura 2.9: vuB puede estrellarse mediante un la subdivisién ({u,v},b).

Podemos suponer entonces que el primer movimiento es un starring (7,a) que lleva B
a Bi. Si Q; es el complejo complementario de 7 tenemos

v.B =v.Qr +v.7.lk(T, B).

Para un punto b en el interior de v.7 hacemos

vrlk(r, B) YT b.(v.r).0k(7, B) = v.b.ilk(r, B) + b.rlk(r, B) (2.1)

de manera que obtenemos
v.B =v.Qr +v.b.7.lk(1, B) + b.1.lk(T, B)

Ahora, v.Q; + v.b.7.lk(7, B) es una copia de v.Bj, que es estrellable por induccién (notar
que podemos tomar b en el 1-simplex {a,v}). Luego, para algin vértice w se tiene

v.B ~w.(v.B+ Qy + b.i.lk(r, B)) + b..lk(r, B)
por movimientos internos. Ahora, reemplazando v por w en (2.1) obtenemos
w.b.7.lk(r, B) + b.r.lk(T, B) ~ w.T.lk(T, B)
también por movimientos internos. Por lo tanto,
v.B ~w.v.B+w.Qr +w.rlk(r,B) = w(v.B+ B) = w.(v.B)

por movimientos internos. [
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Teorema 2.3.11. Toda n-bola estelar B puede estrellarse.

Demostracion. Procedemos por induccién en la dimensién n de B. Si n = 1 el resultado
es trivial. Supongamos entonces que dim(B) = n y que toda (n — 1)-bola estelar puede
estrellarse. Ahora procedemos por induccién en la cantidad r de movimientos estelares
elementales que llevan B a A™. Si r = 0 el resultado es nuevamente trivial. Supongamos
entonces que toda n-bola estelar que es equivalente a A™ por menos de r movimientos es
estrellable. Sea B el resultado del primer movimiento estelar elemental en B. El resultado
se obtiene por induccién directa si este primer movimiento es interno y por Lema 2.3.9 si el
primer movimiento es una soldadura. Por lo tanto, podemos suponer que By = (7,a)B con
7 € B. Escribamos 7 = v.7" de forma que st(r, B) = v.7.lk(r, B). Ahora, como 7'.lk(7, B)
es una (n — 1)-bola estelar (por Teorema 2.3.6) entonces, por hipédtesis inductiva en la
dimensién, se tiene que st(7, B) es estrellable por Lema 2.3.10. Podemos entonces escribir

B~ Q: +w.(st(r,B)) = Q; +w.(7.lk(r, B) + 7.lk(r, B)) (2.2)

Pero Qr + w.7.lk(7, B) es isomorfo a Bj. Luego, es estrellable (por hipétesis inductiva en
r) y puede ser transformado por movimientos internos a x.(Qr + w.7.lk(7, B)). Ahora,
como

(Qr + w.7.lk(T,B)) = (Qr+ w.7)lk(r, B) + (Qr + w.7)lk(r, B)

= (Qr + wA)lk(r, B) + Qr + wilk(r, B)

entonces, reemplazando en (2.2) se tiene
B ~ 2.(Q; + w.7)lk(r, B) + 2.Q; + z.w.7lk(r, B) + w.T.lk(T, B). (2.3)

La soldadura interna (z7,w) lleva z.w.7lk(t, B) +w.7.lk(t, B) a z.7lk(t, B) = z.st(1, B).
Por lo tanto, (2.3) se transforma en

B~ z.((Q; + w.7)lk(r, B) + Q; + st(r, B)). (2.4)

Notemos @’ el complejo complementario a 7 en B. Si probamos que Q. = (Qr +
w.7)1k(T, B) + Q. entonces tendremos que (Qr + w.7)lk(t, B) + Q; + st(r,B) = B, y el
resultado se sigue de (2.4). Pero si v € Q. entonces, en particular, v ¢ 7, por lo que v €
Q- C (Qr+w.7)lk(T, B)+Q,. Por otro lado, supongamos que v € (Q,+w.7)lk(T, B)+ Q.
Si v e Q; C Q,, yno hay nada que probar. Sino, v = vy con v; € (Q, + wF) y
vy € lk(7, B). Pero como v,y ¢ 7 entonces v € 7y, por lo tanto, v € Q.. Esto concluye
la demostracion. O

Nos disponemos a continuaciéon a demostrar los teoremas centrales de esta teoria. Un
dltimo lema es necesario antes de enunciarlos.

Lema 2.3.12. Sea M wuna n-variedad estelar y sea B una (n — 1)-bola estelar contenida
en el borde de M. Si el cono v.B interseca a M solo en B entonces v.B + M ~ M.

Demostracion. Sabemos por el Teorema 2.3.11 que B es estrellable. Vamos a ver prime-
ramente que cualquier movimiento estelar en B puede extenderse a M y a vB (por lo
que podremos considerar a B C M para cierto x). Por un lado, cualquier subdivisién
estelar puede extenderse a una subdivisién estelar de M y vB (Proposicién 1.3.11). Por
otro lado, extender una soldadura interna a vB es directo (la misma soldadura original
sirve). Extender una soldadura a M requiere un paso extra. Supongamos que la soldadura
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es (7,a) y que transforma B en Bj, de manera que B = (7,a)B;. Estrellando la (n — 1)-
bola estelar st(a, M) ( Teorema 2.3.11) obtenemos una n-variedad estelar M’ equivalente
a M. De esta manera, M’ contiene un cono de st(a, B) que puede utilizarse para extender
la soldadura (7,a)™! a todo M’ (nuevamente, la misma soldadura sirve). Luego, hemos
visto que cualquiera sea el movimiento estelar siempre podemos extenderlo a v.B y M
(o un complejo equivalente). Vamos entonces a suponer que B ya es un cono z.B. Més
aun, podemos suponer que M contiene un cono y.B. Para esto, simplemente estrellar la
(n — 1)-bola estelar st(x, M) (Figura 2.10).

Figura 2.10: Estrellando st(z, M).

Luego, como se tiene que
v.B+y.B= v.x.B+ y:L‘B ~ vyB = y:L‘B =y.B,

donde la equivalencia estelar viene dada por la soldadura (B,z)~! (Figura 2.11), se sigue
que v.B+ M ~ M.

Figura 2.11: La soldadura (B,z)~" y el dltimo isomorfismo.

O

Llegamos asi al primer teorema fuerte del capitulo. Contesta afirmativamente en el
contexto de los complejos simpliciales la idea intuitiva que si a una esfera se le remueve
una bola el resultado vuelve a ser una bola. Este resultado se debe a M. H. A. Newman.

Teorema 2.3.13. Sea S una n-esfera estelar que contiene una n-bola estelar B. Entonces,
el complejo complementario a B en S es una n-bola estelar.

Demostracion. Asumamos inductivamente que el teorema es cierto para (n — 1)-bolas
estelares (siendo el caso n = 1 trivial). Notemos que en particular se tendrd que el complejo
complementario a B en S es una n-variedad estelar. En efecto, sea () dicho complejo y sea
v € Q un vértice. Si v ¢ Q entonces lk(v, Q) = lk(v, S) que es una (n — 1)-esfera estelar. Si
v € Q entonces lk(v,Q) = lk(v, S) — Ik(v, B) que es una (n — 1)-bola estelar por hipétesis
inductiva (pues lk(v, S) es una (n — 1)-esfera estelar y lk(v, B) es una (n — 1)-bola estelar
pues v € B).

Ahora, como por el Teorema 2.3.11 B es estrellable es suficiente probar el resultado

cuando B es el star de un vértice en S. Sea S ~ A"! por r movimientos estelares y
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asumamos inductivamente que el resultado es cierto para menor de » movimientos (el caso
r = 0 es facil de ver; sale, por ejemplo, como corolario de la Proposicién 3.2.9).

)

. . . (1@ -

Supongamos que el primer movimiento es un starring S —— S7 y sea v € S un vértice.
Sea @ el complejo complementario a st(v,S) en Sy @1 el complejo complementario a
st(v,S1) en S1. Si v ¢ 7 entonces Q1 = (7,a)Q, por lo que Q1 ~ Q. Siv € 7, sea 7’ tal que
7 =v.7". Luego, Q + a.7".lk(7,S) = Q1 (Figura 2.12). Como @) es una n-variedad estelar
que contiene a la (n — 1)-bola estelar 7/.1k(7,.S) en su borde entonces, por Lema 2.3.12, se
tiene que @) ~ Q1. En cualquier caso, podemos aplicar la hipdtesis inductiva en r y hallar
que Q1 es una n-bola estelar. Por lo tanto, también lo es Q.

T ark(zS)

Figura 2.12: El caso v € 7.

Supongamos ahora que el primer movimiento es una soldadura S (Til S1.Siv #a
entonces v € S1, por lo que QQ ~ @1 por el mismo argumento anterior, y () resulta una
n-bola estelar. Si v = a entonces @ coincide con el complemento de st(1,S1) en S1 (pues
a € 7°). Sea x un vértice cualquiera de 7 y sea 7’ tal que 7 = x.7’. Sea @} el complemento
de st(x,S1) en S1 (notar que Q1 C Q). Por induccién en r, Q) es una n-bola estelar (pues
Sy ~ A" en r— 1 movimientos). Ademds, Q' contiene la (n — 1)-bola estelar 7/.1k(7, Sy ).
Si T es el complemento de 7/.1k(7, S1) en Q' entonces T resulta un (n — 1)-bola estelar
por hipétesis inductiva en n (notar que 7' estd contenido en el complemento de st(7,S7)
en S1, que es @). Notemos finalmente que Q@ = Q) + x.T pues si 0 € Q — Q] entonces
o € st(x,S1) —lk(z,S1) (esto es, x € o). Como la otra igualdad ya habia sido establecida,
@ resulta una bola estelar por Lema 2.3.12. O

El siguiente teorema, debido a J.W. Alexander, es central en el desarrollo de la teoria de
colapsabilidad geométrica de complejos simpliciales y en nuestro estudio de los colapsos
completos en n-variedades combinatorias. Junto con el Teorema 2.3.15 que determina
la equivalencia entre la teoria estelar y combinatoria, conforman dos de los pilares mas
importantes de este trabajo.

Teorema 2.3.14. Sea M un n-variedad estelar y sea B una n-bola estelar. Supongamos
que M N B = M N B y que esta interseccion es una (n — 1)-bola estelar B'. Entonces
M+ B~ M.

Demostracion. Por el Teorema 2.3.11 podemos asumir que B es un cono z.B. Sea Q el
complejo complementario a B’ en B. Entonces Q resulta una (n — 1)-bola estelar por
Teorema 2.3.13 y, por lo tanto, puede estrellarse. Sea entonces @) = yQ = yB’ . Podemos
extender los movimientos elementales del starring @ ~ yQ al cono z.Q (utilizando los
mismos starrings y soldaduras). Deducimos entonces que

2Q ~ zyQ ~ yxB'. (2.5)

Por lo tanto, )
M+ B~M+zB' +yxB'.
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Si utilizamos el Lema 2.3.12 para el cono x B’ y la variedad estelar M y luego lo volvemos
a usar para el cono zyB’ y la variedad estelar M + xB’, obtenemos el resultado deseado.

Figura 2.13: Demostracién del Teorema 2.3.14.

O

Teorema 2.3.15. Si K y L son complejos simpliciales finitos, entonces K ~ L si, y sdlo
Si, K >~pL L.

Solo demostraremos la primera implicacién de este resultado pues es el necesario para
continuar con el desarrollo de nuestro trabajo. La implicacion reciproca es mucho maés
técnica y puede consultarse en [Gla.

Demostracion parcial. Supongamos que K ~ L y sea r la cantidad de movimientos este-
lares en dicha equivalencia. Si r = 0 entonces K = L y el resultado es trivial. Supongamos

el resultado verdadero para todas las equivalencias K ~ L de menos de r movimien-

. 1mov. r—1mov. .
tos. Factoricemos K — L como K — K; —— L. Entonces, ya sea que el primer

movimiento sea un starring o una soldadura se tiene que K ~p; K; pues oK = K;j o
K = ¢'K;. Por otro lado, por hipétesis inductiva se tiene K; ~py, L. Luego K ~py, L. [

Como consecuencia del teorema precedente hallamos que las bolas, esferas y variedades
combinatorias son lo mismo que las bolas, esferas y variedades estelares. En particular,
todos los resultados sobre las variedades estelares son validos para la teoria de variedades
combinatorias (y viceversa). En particular, las variedades estelares son pseudovariedades.
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Capitulo 3

Colapsabilidad

La teoria de homotopia se encarga de clasificar a los espacios topoldgicos segin se
puedan deformar unos en otros. Cuando existe una tal deformacién se la llama equivalencia
homotoépica y se dice que los espacios poseen el mismo tipo homotépico. La equivalencia
homotoépica de los espacios topoldgicos es uno de los invariantes mas importantes de la
Topologia.

En la categoria de complejos simpliciales existe una teoria de deformacién que da lugar
a una relacion de equivalencia entre los complejos de manera que los poliedros asociados a
complejos simpliciales equivalentes tienen el mismo tipo homotdépico. Esta teoria estd fun-
damentada en los conceptos de colapso y expansion de simplices y el invariante topoldgico
que determinan en los poliedros se llama tipo homotopico simple.

En la primera parte de este capitulo desarrollamos la teoria bésica de colapsabilidad
para complejos simpliciales y mostramos que esta relacion es mas fuerte que la equivalencia
homotodpica entre los espacios topologicos correspondientes. En la segunda parte enfocare-
mos la atencién a la teoria de colapsabilidad en variedades combinatorias introduciendo
el concepto de colapso completo que nos llevara al teorema principal de la primer parte de
esta tesis.

3.1. Colapsos simpliciales

Definicion 3.1.1. Sea K un complejo simplicial y 7 € K un simplex. Decimos que una
cara propia o de 7 es una cara libre si ¢ no es cara de ninguin otro simplex de K.

Notar que si 0 < 7 es cara libre entonces ¢ < 7 (de lo contrario serfa cara de una
cara inmediata de 7). Ademads, un simplex con una cara libre es necesariamente maximal.
Podemos deducir entonces que si 0 < 7 es una cara libre en K entonces K — {7,0} es un
subcomplejo de K.

Definicién 3.1.2. Sea 0 < 7 una cara libre en K y L = K — {7,0}. La operacién que
transforma K en L se llama colapso simplicial elemental y se denota K \¢ L. Notar que,
en este caso, si escribimos 7 = vo para un cierto vértice v € K entonces se tiene LNT = vo
yK=L+rT.

En pocas palabras, lo que estamos haciendo cuando realizamos un colapso simplicial
elemental es remover un simplex maximal junto con una cara libre de este simplex en
el complejo. Es inmediato el hecho que al realizar un colapso simplicial elemental no
modificamos el tipo homotopico del poliedro asociado. Mas precisamente,
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Proposicién 3.1.3. Si K \° L entonces |L| C |K| es un retracto por deformacion fuerte.

La idea de la demostracién es deformar |K| en |L| = |K — {7,0}| llevando 7 a v.¢
empujando desde la cara libre o.

I < &

Figura 3.1: Colapsos simpliciales elementales.

La operacién opuesta de ir de L a K, denotada L ¢ K, se llama una expansion
simplicial elemental. Esto es, L \¢ K si, y solo si, L ¢ K.

Una sucesion finita de colapsos simpliciales elementales K \¢ K1 \\° ... \* K, = L
se llama un colapso simplicial y se lo nota K \, L. En este caso diremos que K colapsa
(simplicialmente) a L o que L se expande a K (notado L ' K). En particular, si K
colapsa a un vértice v € K decimos que K es colapsable y lo notamos K \, 0.

Eiempro 3.1.4. A" N\, 0. En la Figura 3.2 se puede ver el caso n = 2.

EjempLo 3.1.5. Cualquiera sea el complejo K, el cono vK es colapsable. Para ver esto
comencemos colapsando los simplices de dimensiones méaximas primero (i.e., si 7 € K es
un simplex de dimensién maxima en K entonces en el simplex v7 € vK, T es una cara
libre y v \, v7). Esto deja un cono sobre un complejo de dimensién menor. Repitiendo
el argumento de recién hallamos vK \ v.

/\\/ \—.\.

Figura 3.2: A? colapsando a un vértice.

EJempPLO 3.1.6. Sio € Ky v € ¢ entonces 0 K \, vK por el Ejemplo 3.1.5 y un argumento
inductivo.

Observacion 3.1.7. Supongamos que tenemos un colapso K N\, K — {1,0} N\ K —
{r,0,7,0"} y que dim(7') > dim(7). Afirmamos que o’ es cara libre de 7’ en K. En efecto,
si o/ < 7", como o’ es cara libre de 7/ en K — {7,0} entonces debe ser 7/ =c o 7" = 7.
Pero por dimensién la tinica posibilidad es 7/ = 7. Luego, podemos colapsar primero el
par {7',0’} y luego el {7,0}. Se ve, por lo tanto, que siempre podemos reordenar el orden
de los colapsos elementales para que primero se colapsen los simplices de dimensiones
mayores.

De la Proposicién 3.1.3 sabemos que si K \, 0 entonces |K| es un espacio topoldgico
contractil. Sucede que para los grafos estos conceptos son equivalentes. Antes de probar
este resultado probamos

Proposicion 3.1.8. Un drbol finito T colapsa a cualquiera de sus vértices.
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Demostracion. Hacemos induccion en la cantidad de aristas de T'. Si T tiene una arista
el resultado es inmediato. Si ahora T tiene r aristas sea v € T un vértice cualquiera.
Tomemos una hoja w # v. Si w < ¢ entonces es cara libre de o por ser el tinico 1-simplex
que lo contiene. Luego, 7" = T — {o,w} es un arbol que contiene a v y tiene r — 1 aristas.
El resultado se sigue por induccién. O

Proposicién 3.1.9. Un 1-complejo simplicial conexo K es colapsable si, y sdlo si, | K| es
contrdactil.

Demostracion. Si |K| es contréctil entonces no puede tener curvas cerradas simples; luego
K es un arbol, que resulta colapsable. Por otro lado, si K ™\, 0 entonces algin vértice de
K es un retracto por deformacién fuerte de |K|. Luego | K| es contréctil. O

En particular, un grafo es colapsable si, y sélo si, es un arbol.
Corolario 3.1.10. Un complejo simplicial colapsable colapsa a cualquiera de sus vértices.

Demostracion. Reordenemos los colapsos de K \, v de manera que realicemos los colapsos
elementales en orden decreciente segin la dimensién. Por lo tanto, tenemos que K \, T
donde T es un subcomplejo de K de dimensién 1, tiene todos los vértices de K y es
colapsable. Luego, T" es un arbol y el resultado se sigue de la Proposicién 3.1.8. O

Para complejos de dimensién mayor a 1 la contractibilidad de |K| no implica la co-
lapsabilidad K. Quizé los dos contraejemplos mas famosos de este tema son los dados en
los siguientes dos ejemplos.

EjemPLO 3.1.11 (Dunce Hat). El poliedro 2-dimensional D conocido como Dunce Hat es
el complejo formado de la subdivision de un 2-simplex identificando los 1-simplices del
borde orientados como marca la Figura 3.3. Se puede probar que D es contractil notando
que es un retracto por deformacién de un cubo. De hecho, no es dificil ver que toda curva
en D puede deformarse a un punto. D no es colapsable pues ninguna triangulacion de D
tiene 1-simplices libres.

Figura 3.3: Dunce hat (identificar los 1-simplices siguiendo en la direccién establecida por las flechas).
A la derecha, una triangulacién del Dunce hat de 8 vértices y 17 2-simplices (identificar los
vértices (y los 1-simplices) con el mismo nimero).

Ejempro 3.1.12 (La casa de dos habitaciones de Bing). La manera més sencilla de describir
este 2-complejo es mediante la ilustracién de la Figura 3.4. Aqui hemos removido un disco
abierto de la base de la casa, un disco abierto del techo, dos discos abiertos del primer piso
vy hemos agregado dos tubos y dos paredes. Notar que para ingresar a la habitacién superior
de la casa debemos hacerlo por el tubo de abajo y para ingresar a la habitacién inferior,
por el tubo de arriba. Este complejo es facilmente triangulable por un complejo simplicial
finito que no es colapsable al no tener 1-simplices libres. Sin embargo, este poliedro es
contractil siendo un retracto por deformacién de un cubo.
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Yy,

Figura 3.4: La casa de dos habitaciones de Bing

El estudio de 2-complejos contréctiles no colapsables conduce a muchos resultados
interesantes en la topologia combinatoria y estd relacionado con muchos interrogantes no
resueltos ain. Uno de los problemas abiertos méas notables de esta rama de la topologia
es la Conjetura de Zeeman que afirma que si K es un 2-complejo contractil entonces
K x I\, 0 (aqui el producto debe tomarse como producto topolégico). Propuesta por
Erik C. Zeeman en 1964 [Zee2], esta conjetura fue probada verdadera para la clase de
special polyhedra de dimensién 2 [GR], pero su veracidad en el caso general permanece
aun un misterio. Una prueba de las repercusiones de la conjetura de Zeeman es el hecho
que implica la conjetura (teorema) de Poincaré, uno de los problemas més importantes de
la matematica.

NoTtA (Conjetura de Poincaré). La conjetura de Poincaré afirma que toda 3-variedad sin
borde, compacta y simplemente conexa es homeomorfa a la 3-esfera topolégica S3. Esta
conjetura fue propuesta por Henry Poincaré en 1904 y resuelta por Grigory Perelman en
2002.

Cuatro anos antes de la formulacion definitiva de la conjetura, Poincaré primero con-
jeturé que toda variedad combinatoria compacta con la homologia de una 3-esfera debia
ser S3, pero él mismo construyé un contraejemplo y tuvo que fortalecer su formulacién
requiriendo la simple conexién.

La conjetura de Poincaré probd ser un reto dificil desde su proposicién y su estudio
ha conducido no sélo a una gran cantidad de demostraciones fallidas, sino también a una
marcada profundizacién en el entendimiento de la topologia de las variedades.

A fin de 1950 importantes progresos tuvieron lugar con el descubrimiento que las
variedades de dimensiones altas respondian a propiedades que las hacian maés faciles de
trabajar que las 3-variedades. Una conjetura generalizada fue establecida bajo el interro-
gante de si una n-variedad que fuera homotépicamente una n-esfera era topolégicamente
una n-esfera. Stephen Smale presenté una demostracion de la Conjetura de Poincaré para
n > 7 en 1960. Poco tiempo después John Stallings también produjo una demostracién
paran > 7, utilizando métodos completamente diferentes, que luego Zeeman extendié para
los casos n = 5 y n = 6. Subsecuentemente, Smale extendié su demostracion al cason > 5
[Sma, Zeel].

La solucién del caso 4-dimensional lleg6 veinte afios mas tarde con el trabajo de Michael
Freedman [Fre|. En este caso, los métodos diferenciales usados por Smale y Wallace (quien
también habia presentado una demostracion por medio de argumentos similares a los de
Smale) y los métodos lineales usados por Stallings y Zeeman no funcionan en absoluto.
Freedman utilizé métodos no diferenciales, no sélo para probar la conjetura de Poincaré 4-
dimensional, sino también para proveer una clasificacion completa de todas las 4-variedades
cerradas y simplemente conexas. Esto le valié a Freedman la medalla Fields en 1986.
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La conjetura de Poincaré original fue finalmente probada por Grigory Perelman en
2002 como un caso especial de la demostracién de una conjetura mas general: la Conjetura
de Geometrizacion de Thruston. En el caso 2-dimensional, cada superficie suave compacta
admite una estructura geométrica. William Thurston conjeturé en 1983 que algo similar es
cierto para dimensiéon 3. Esta conjetura afirma que toda 3-variedad compacta y orientable
puede cortarse a lo largo de 2-esferas y toros de manera que se descompone en piezas
esencialmente tnicas, cada una con una estructura geométrica simple. Usando métodos
de la geometria Riemanniana y siguiendo el programa de Richard Hamilton sobre flujo de
Ricci, Perelman presenté una demostracién de la conjetura de elliptizaciéon de Thurston,
una generalizacion de la conjetura de Poincaré.

Como referencia de esta nota podemos citar a [Mil2] y [Rol].

Definicion 3.1.13. Sean K y L dos complejos simpliciales. Decimos que K y L tienen el
mismo tipo homotdpico simple si existe una sucesién de complejos simpliciales

K=Ky Ki,....K.=L
tales que para cada i =0,...,7 — 1 se tiene que K; / K;+1 0 K; \, K;41.

De acuerdo a la Proposicién 3.1.3 se tiene que si K y L tienen el mismo tipo homotdpico
simple entonces |K| y |L| son homotépicamente equivalentes. La vuelta no es cierta, aunque
este resultado es dificil de ver. Por ejemplo, si bien la casa con dos habitaciones de Bing
H no es colapsable, se puede probar que H / A? x I \, #, por lo que H tiene el mismo
tipo homotoépico simple que el singleton. J. H. C. Whitehead resolvié este interrogante
introduciendo un invariante conocido hoy en dia como el Grupo de Whitehead y que
depende solamente del grupo fundamental del poliedro. Este grupo mide exactamente la
obstruccion para que dos poliedros homotdpicamente equivalentes tengan el mismo tipo
homotdpico simple.

La teoria de homotopia simple fue desarrollada por J. H. C. Whitehead en [Whil,
Whi2, Whi3] y se ha convertido en un pilar fundamental del desarrollo de la topologia
lineal a trozos. Whitehead fue uno de los matematicos mas influyente en el desarrollo de
la topologia algebraica. En su Combinatorial homotopy de 1949 Whitehead introdujo la
nocién de CW-complejo, una clase de espacios topoldgicos que llegé a convertirse en uno
de los protagonistas centrales entre los objetos de estudio de la topologia algebraica.

Para cerrar la seccion exhibimos a continuacién unos resultados acerca del compor-
tamiento de los colapsos (y expansiones) simpliciales respecto de las subdivisiones del
complejo.

Lema 3.1.14. Supongamos que K \, L. Entonces para cualquier oL existe BK tal que
BK \, aL.

Demostracion. Hacemos la demostracién por induccion en la cantidad de colapsos simpli-
ciales elementales del colapso K \, L. Supongamos primero que K = L+7con 7 =a.0y
LN7=a.6. Como a.6 C L entonces tenemos inducida «a(a.d). Sea ahora 7 : |7| — |a.d]|
la proyeccién que lleva & a a. Notemos que 7~ !(a(a.d)) subdivide a |7| por medio de
la preimagen de los sfmplices de a(a.d) (Figura 3.5). Se tiene entonces que 7~ !(a(a.5))
genera una subdivisién simplicial en o y una subdivisién en celdas en 7. Ahora, algunas
de estas celdas pueden ser ya simplices y las que no lo son resultan prismas con una base
en un simplex de a.6 y la otra en un simplex de o (ver nuevamente la figura). Pode-
mos facilmente subdividir estos prismas y obtener una subdivisién de 7 coherente con
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Figura 3.5: La proyeccién 7 y la subdivisién de 7.

«. Obtenemos entonces una subdivision 8K que colapsa simplicialmente a oL pues los
prismas colapsan naturalmente al simplex de su base en a.d.

Supongamos ahora que el colapso K \, L involucra mas de dos colapsos simpliciales
elementales. Factoricemos este colapso en K \ K1 \, L. Por hipétesis inductiva podemos
encontrar subdivisiones tales que (1K1 \, aL; utilizando el caso de un colapso elemental
para los complejos K y 31 K1 encontramos SK \, 1K1 de donde el colapso GK \, 1K1 \,
aL resuelve la cuestion. O

Con respecto de las subdivisiones estelares podemos enunciar la siguiente
Proposicion 3.1.15. Sea K un complejo simplicial.

1. Si L C K es un subcomplejo tal que K ™\, L, entonces sK \, sL.

2. sK tiene el mismo tipo homotopico simple que K.

En particular, el punto (%) dice que K™ y §(" K tienen el mismo tipo homotépico
simple que K. Esta proposicion no sera demostrada en esta tesis. La demostracion del
punto (i) puede hallarse en [Gla] y la del punto (ii) en [Sir].

Concluimos la seccién con un resultado de colapsabilidad para las variedades combi-
natorias: la existencia de spines.

Proposicién 3.1.16. Sea M una n-variedad combinatoria tal que M +# 0. Entonces
M\, L, donde L es un subcomplejo de M de dimensién menor o igual a n — 1.

Demostracion. Como M tiene borde podemos comenzar a colapsar los n-simplices de M
en algtin orden determinado. Si en algiin momento este proceso se detiene y quedan n-
simplices sin colapsar entonces el complejo N generado por los n-simplices sobrantes es un
subcomplejo homogéneo y propio de M. Por Lema 2.2.4, N # (), contradiciendo que no
quedan més n-simplices colapsables. Luego, el proceso debe continuar hasta agotar todos
los n-simplices y esto demuestra la proposicién. O

En vista de este resultado, un subcomplejo de una variedad combinatoria M (con
borde) tal que M \, L y dim(L) < dim(M) se llama un spine de M.

3.2. Colapsos geométricos y colapsos completos

En esta seccion vamos a generalizar la nocién de colapso simplicial de manera de
permitir la remocién de subcomplejos enteros y no solamente de un simplex y una cara
libre. Esto lo haremos en los casos en los que dichos subcomplejos tengan una estructura
simplicial agradable en el contexto del complejo simplicial. Mas precisamente, cuando se
traten de bolas combinatorias que intersecan al complejo en una bola combinatoria de una
dimensién menor.
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Definicion 3.2.1. Sea K un complejo simplicial. Si K = Ky + B", donde Ky es un
subcomplejo de K y B™ es una n-bola combinatoria tal que B" N Ky = B"! ¢ B",
entonces el paso de ir de K a Ky se llama un colapso geométrico elemental y se nota
K —e Ko.

Como en el caso de los colapsos simpliciales el movimiento inverso a K —. K se
llama ezpansion geométrica elemental y se nota K «—. Ky. Una sucesién finita de colapsos
geométricos elementales se llama un colapso geométrico. Notemos que no se requiere que
la dimensién de las bolas combinatorias que se van removiendo en la sucesion de colapsos
geométricos elementales permanezca fija (Figura 3.6).

Figura 3.6: Dos colapsos geométricos involucrando bolas combinatorias de diferentes dimensiones.

Observacion 3.2.2. Un colapso simplicial elemental es un colapso geométrico elemental.

Una relacion en el otro sentido estd contenida en el siguiente

Teorema 3.2.3. Si K — L entonces existe una subdivision (arbitraria) aK tal que o N\
al.

Demostracion. La demostracion es por induccién en el nimero de colapsos geométricos
elementales del colapso K — L. Factoricemos entonces K — L como K —, K — L.
Escribamos K = K; + B™ donde K, N B" = B"! ¢ B™. Ahora, como B"™ ~p; A"
deben existir subdivisiones tales que GB™ = yA™. Por el Corolario 1.3.16 deben exis-
tir una subdivisién derivada § y una subdivisién arbitraria v, tales que yyA™ = JA™.
Luego, y28B™ = §A™. Como JA™ N\, §A™ ! (por Proposicién 3.1.15) se tiene entonces que
v2BB™ \, 723B"!. Notemos a la subdivisién v2/3 como (32, de manera de poder escribir
B2 B™ \, 2B 1. Por la Proposicién 1.3.11 podemos extender 2 a todo K; o sea que queda
definida B K. Ahora, B2 K1 — (2L continta siendo un colapso geométrico con una movida
menos que el colapso original (simplemente subdividimos las celdas del colapso geométri-
co). Luego, por hipétesis inductiva, existe una subdivision «; tal que a1 [G2K1 \, ;2.
Ahora, como B" ! C K; queda también subdividido por «1/3» entonces, por el Lema
3.1.14 aplicado al colapso BoaB™ N\, 32B" ! y a la subdivisién «; de $2B""!, tenemos
que existe una extensién de a que verifica a1 B2 B™ \, a1 32 B" L. Luego, recordando que
K = B"+ K podemos definir la subdivisién « buscada por oK = a1 89 B"+a1 82 K71. Como
a132B" \, a132B" ! C a182K1 v a1 521\, a1B2L = oL tenemos el resultado. O]

NoTA. Puede probarse de hecho que la subdivisién que convierte el colapso geométrico
en simplicial puede tomarse estelar. La demostracién de este resultado es un tanto mas
técnica que la del teorema anterior y puede hallarse en [Gla].

Definicion 3.2.4. Si K colapsa geométricamente a una n-variedad combinatoria M y
todos los colapsos geométricos elementales de K — M involucran n-bolas combinatorias
entonces esta operacién se llama colapso regular, en cuyo caso decimos que K colapsa
reqularmente a M.
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Teorema 3.2.5. Si K — M regularmente entonces K ~py, M. En particular, K resulta
también una n-variedad combinatoria.

Demostracion. Hacemos induccién en la cantidad de colapsos geométricos elementales de
K=Ky Ki,..., K, = M. Sir=0 es directo. Supongamos r > 0. Por definicién tenemos
que M = K,_1 + B" donde B"NK,_; = B" ! C B". Por el Teorema 2.3.14 y el Teorema,
2.3.15, K,_1 ~p;, M. Como por hipétesis inductiva se tiene que K ~p; K,_1 entonces
obtenemos el resultado deseado. O

A medio camino entre los colapsos simpliciales y los colapsos geométricos se encuentra
la nocioén de colapso simplicial completo, que introduciremos a continuacién. Notemos que
si K es un complejo simplicial homogéneo y K \ ¢ L entonces L no es necesariamente ho-
mogéneo. La idea de colapso completo surge para mantener la homogeneidad del complejo
simplicial luego de realizar un colapso elemental.

Definicion 3.2.6. Sea K un complejo de dimensién n y ¢ € K un n-simplex. Una cara
exclusiva de o en K es una cara de o que no es cara de ningtin otro n-simplex de K.

Por ejemplo, una (n — 1)-cara de un n-simplex o es exclusiva si, y sélo si, es libre. No
sucede lo mismo con caras de dimensiones menores pues estas estaran siempre contenidas
en alguna cara inmediata de ¢ pudiendo de todas formas no pertenecer a otro n-simplex
del complejo.

Definicion 3.2.7. Sea K un complejo homogéneo de dimension n y o € K un n-simplex.
Decimos que o es completamente colapsable en K si K \, K,, donde K, es el subcomplejo
que se obtiene de K quitdndole el n-simplex o y todas sus caras exclusivas. En este caso,
el movimiento de ir de K a K, lo llamamos colapso simplicial completo (o fullcolapso) y
lo notamos K \J“ K.

En otras palabras, un colapso simplicial completo en un n-complejo es una sucesién de
colapsos simpliciales elementales donde todos los simplices colapsados consisten en caras
exclusivas de un n-simplex dado. Podemos ver algunos ejemplos en la Figura 3.7.

Figura 3.7: El simplex ¢ no es completamente colapsable pues no puede colapsarse con sus dos caras
exclusivas. Los simplices 7 y 7’ si son complemente colapsables.

Observacion 3.2.8. Es facil de ver que un simplex que es completamente colapsable es
colapsable (simplicialmente) y que si un n-simplex o tiene un tnica (n — 1)-cara libre v
en K entonces el colapso completo K \J" K, = K — {o,v} coincide con el colapso
simplicial K \, K, = K — {o,v}.

Como comentamos, un colapso completo tiene la caracteristica de ser una operacién
que transforma un complejo homogéneo en otro complejo homogéneo (ademas de mantener
el tipo homotdpico simple). En general este mismo es el caso para una sucesiéon de dichos
colapsos. Uno podria preguntarse si vale una especie de vuelta en el siguiente sentido: si K
es n-homogéneo y L C K es n-homogéneo tal que K \, L ;existe una sucesién de colapsos
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simpliciales completos K NS4 K N Ju N K. NS L? Si ademés K y L son
n-variedades combinatorias, ;podemos lograr que los K; sean n-variedades combinatorias
también?

Intentar contestar este ultimo interrogante serd el objetivo del resto del capitulo (y de
la primera parte de nuestra tesis). Nos centraremos en las variedades combinatorias pues
veremos que poseen la propiedad de poder colapsar completamente cualquier simplex co-
lapsable. Antes de continuar probamos un resultado central sobre los colapsos simpliciales
completos: son colapsos geométricos. Necesitamos la siguiente

Proposicién 3.2.9. Todo n-subcomplejo homogéneo propio del borde de un (n+1)-simplex
es una n-bola combinatoria.

Demostracion. Procedemos por induccién en la dimensién n (siendo trivial el caso n = 0).
Sea entonces n > 1y N € A" propio y n-homogéneo. Tomemos o € A" — N de
dimensién n (existe uno pues N es propio) y llamemos v, al vértice opuesto a o en A"*!
(notar que v, € N). Sea R el (n — 1)-complejo homogéneo generado por los (n — 1)-
simplices en la interseccién de o y N. Afirmamos que N = v,.R. En efecto, si S es un
n-simplex en N sea S’ la cara opuesta a v, en S, de manera que S = v,.5’. Simplemente
notar que S’ C o, de donde 8" C o N N y tenemos S’ € R. Reciprocamente, si ahora S
es un n-simplex de v,.R lo escribimos S = v,.5’. Como S’ C R entonces S’ C N; luego
vg.S" C N (por homogeneidad de N). Hemos probado que N = v,.R con R C &, (n — 1)-
homogéneo. Si R = ¢ entonces N = v,.R resulta una n-bola combinatoria. Si R C ¢ es
propio entonces R es una (n — 1)-bola combinatoria por hipdtesis inductiva, y nuevamente
N = v,.R resulta una n-bola combinatoria. O

Teorema 3.2.10. Un colapso simplicial completo es un colapso geométrico. En particular,
si Ky es una n-variedad combinatoria, el fullcolapso K \J" K, resulta un colapso reqular
y, por lo tanto, K ~pyp K,.

Demostracion. Es inmediato de la Proposicion 3.2.9. 0

3.3. Colapsos completos en variedades combinatorias

La n-variedades combinatorias tienen la siguiente caracteristica: los n-simplices co-
lapsables son completamente colapsables. Como hemos visto en ejemplos anteriores, este
no es siempre el caso para complejo homogéneos cualquiera, por lo que la regularidad de
los vértices de las variedades combinatorias juega un papel importante en este contexto.
El resultado sale como corolario de los siguientes dos lemas.

Lema 3.3.1. Sea M una n-variedad combinatoria y r < n — 1. Si un n-simplex T tiene
una r-cara no exclusiva es porque estd contenida en una (n — 1)-cara no exclusiva.

Demostracion. Sea o una r-cara no exclusiva de 7 (r < n — 2). Sean 7, ...,7s los n-
simplices en M, distintos de 7, que contienen a o. Sean vy, ...,vs (n —r — 1)-simplices
tales que 7; = o.v; y sea v el (n —r — 1)-simplex tal que 7 = o.v. Entonces, link(o, M)
es el complejo homogéneo generado por vy, ...,vs, v. Como M es variedad combinatoria
entonces todos su simplex son regulares, por lo que link(o, M) debe ser una (n —r — 1)-
bola combinatoria o una (n—r — 1)-esfera combinatoria. Cualquiera sea el caso link(o, M)
resulta variedad combinatoria; més atn, resulta conexa pues r < n—2 implican—r—12>1
que garantiza la conexién de la esfera. Podemos entonces unir vy con v por un camino
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v=ul,..,v, =uv de (n —r — 1)-simplices adyacentes en link(c, M). Sea j el minimo tal
que V;» # v. Entonces se tiene que v es adyacente a 1/;- = vj;. Pero entonces 7 = o.v es
adyacente a 7;, = 0.;,. Luego, o estd contenida en la (n — 1)-cara de 7 que comparte con
Ti;, que resulta entonces no exclusiva al pertenecer a dos n-simplices. ]

El préximo lema puede encontrarse en [BM].

Lema 3.3.2. Sea L C K un subcomplejo, T un conjunto de simplices en K — L y a un
vértice de K que no estd contenido en ningun simplex de T pero que verifica que a.T es

un simplexr de K para cada 7 € T. Supongamos que L U|J, {7, a7}. Entonces L /' K.

Demostracion. Enumeremos los elementos de T' de manera de que para cada i, j con ¢ < j
se tenga dim(r;) < dim(7;). Definamos K; = L U U;Zl{rj,aTj} para 0 < i < n. Sea
T C 7. Si 7 € T entonces 7,ar € K;_1, pues dim(1) < dim(7;). Si 7 ¢ T, entonces
T,aT € L C K;_1. Esto prueba que at; N K;_1 = a7;. Por induccién, K; es un complejo
simplicial para cada iy K;—1 /" K;. Luego, L =Ky /" K, = K. ]

Proposicion 3.3.3. Sea M wuna n-variedad combinatoria y 7 € M un n-simplex co-
lapsable. Entonces T es completamente colapsable en M.

Demostracion. Pongamos 7 = a.0, con o (n — 1)-cara libre de 7. Sea L = M, y T el
conjunto de caras exclusivas de 7 que no contienen al vértice a (notar que o € T'). No
es dificil corroborar que estamos en las condiciones del Lema 3.3.2. El tnico hecho que
quizd no se ve directamente es que M = L U J,cr{v,a.v}. Para ello notemos que si
tenemos un simplex v/ ¢ L entonces debe ser / = 7 o ser una cara exclusiva de 7 en M
(por definicién de M;). En el primer caso, v € |J, cr{v, a.v} para v/ = o; para el segundo
caso tenemos dos posibilidades:

= Sia ¢ entonces v/ € T por lo que v/ € {V/,a.v'} C,cr{v,av};

s Siaev y v =ar’ notemos que v/ debe ser cara exclusiva de 7; en efecto, si no
lo fuera v” C &, para una (n — 1)-cara no exclusiva & C 7 (por Lema 3.3.1). Como
o # o entonces a € o, por lo que v/ = a.r” C 7; y esto contradice que v/’ sea cara
exclusiva.

El resultado se sigue ahora de aplicar el Lema 3.3.2. O

Teniendo presente que un colapso completo en un complejo homogéneo deja como
resultado otro complejo homogéneo nos preguntamos a continuacién cuando un colapso
completo en una variedad combinatoria deja como resultado otra variedad combinatoria.
Como ultimo objetivo de esta seccién nos disponemos a establecer una condicién suficiente
para que esto ocurra. La siguiente proposicion es de central importancia para ello.

Proposicion 3.3.4. Sea B una n-bola combinatoria y o € B un n-simplex con un vértice
exclusivo. Entonces By es también una n-bola combinatoria.

Demostracion. Hacemos induccién en la dimensién n. El caso n = 1 es trivial. Supongamos
que n > 2. Escribamos ¢ = vv, donde v es el vértice exclusivo de o. Vamos a probar que
todos los vértices de B, son regulares. Sea entonces w € B, un vértice cualquiera. Si w no
era un vértice de o € B entonces lk(w, B,) = lk(w, B). Luego, en este caso, w es regular.
Si w pertenecia a o entonces [k(w, B) era necesariamente una (n — 1)-bola combinatoria
(Figura 3.8).
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Figura 3.8: El link de w en B,.

Escribamos ¢ = wv/. Notemos entonces que lk(w,B,) = lk(w, B),/; esto es, para
obtener lk(w, B,) se le ha colapsado completamente el (n — 1)-simplex /. Como ademds,
v es un vértice exclusivo de v/ entonces, por hipétesis inductiva, lk(w, B,) es una (n — 1)-
bola combinatoria. Luego, w resulta regular. Como todos los vértices de B, son regulares
entonces B, resulta una n-variedad combinatoria. Por el Teorema 3.2.10, B, ~p; B.
Luego, B, es una n-bola combinatoria. O

Definicion 3.3.5. Sea K un complejo simplicial homogéneo. Un wvértice interno de un
simplex o € K es un vértice que no pertenece a K.

Notemos que, en particular, un vértice interno de una variedad combinatoria tiene por
link una esfera combinatoria.

Proposiciéon 3.3.6. Sea M una n-variedad combinatoria y o € M un n-simplex colapsable
que posee un vértice exclusivo o un vértice interno. Entonces M, es también una n-variedad
combinatoria.

Demostracion. Supongamos que o tiene un vértice exclusivo v. Sea w € M, un vértice
cualquiera. Si w ¢ o entonces lk(w, M,) = lk(w, M) y, por lo tanto, resulta regular. Si
w € o entonces, de la misma manera que en la Proposicién 3.3.4, lk(w, M, ) se obtiene de
lk(w, M) por medio de un colapso completo de un (n—1)-simplex con un vértice exclusivo.
Como lk(w, M) es una (n — 1)-bola combinatoria entonces, nuevamente por Proposicién
3.3.4, lk(w, M,) es una (n — 1)-bola combinatoria. Luego, w es regular y, por lo tanto, M,
es n-variedad combinatoria.

Supongamos ahora que ¢ posee un vértice interno v y sea w € M, un vértice cualquiera.
Si w # v entonces w resulta regular por las mismas razones que en el caso anterior. Por otro
lado, (k(v, M,) se obtiene de lk(v, M) removiéndole un (n — 1)-simplex. Como lk(v, M)
es (n — 1)-esfera combinatoria entonces lk(v, M,) resulta una (n — 1)-bola combinatoria
(Teorema 2.3.13 y Teorema 2.3.15). Luego, en este caso, v también es regular. Esto concluye
la demostracién. O

3.4. Colapsabilidad en 2-variedades combinatorias y el teo-
rema de Whitehead

Recordemos que nuestro objetivo era contestar la siguiente pregunta: Si K Y L son
n-variedades combinatorias tales que K \, L jes cierto que K \J"! K N\ Jul | N\ f4l [
manteniendo a los K; n-variedades combinatorias? Veremos en esta seccién que la respuesta
es afirmativa en el caso 2-dimensional. Este teorema es uno de los resultados principales
de esta tesis y conlleva como corolario un importante teorema de Whitehead sobre las
variedades combinatorias colapsables para el caso 2-dimensional.
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La ventaja de trabajar en dimension 2 es que nos brinda la posibilidad de apoyarnos en
caracteristicas geométricas més faciles de visualizar que en dimensiones mayores. Més atn,
ciertas propiedades que estableceremos sélo pueden ser demostradas en esta dimension.
Serd precisamente en estas ayudas geométricas que nuestra demostracién del teorema
principal podra llevarse a cabo.

Lema 3.4.1. Sea M una 2-variedad combinatoria colapsable. Entonces el orden de colapso
de los 2-simplices de M puede ser escogido de manera arbitraria (mientras el simplex
elegido sea colapsable en dicho momento).

Demostracion. Comencemos a colapsar 2-simplices en cualquier orden y supongamos que
el proceso se traba. Notar que no puede detenerse en un complejo de dimensién 1 porque
dicho complejo seria colapsable. Luego, debe trabarse en un subcomplejo L con algin 2-
simplex o. Sea N la pseudovariedad generada por todos los 2-simplices de L que pueden
unirse por un camino de 2-simplices adyacentes a o. Esta pseudovariedad no puede tener
borde pues, de lo contrario, podriamos colapsar algun 2-simplex con una cara en el borde.
Esto contradice el Corolario 2.2.5. [

Por lo visto en la ultima parte de la seccién anterior si ¢ es un simplex de una 2-variedad
combinatoria M que posee un vértice exclusivo o un vértice internos entonces M, resulta
también una 2-variedad combinatoria. El siguiente resultado se encarga de estudiar el caso
en el que esto no sucede y es el paso central de la demostracién del teorema principal.

Teorema 3.4.2. Sea M una 2-variedad combinatoria conexa y L C M una 2-subvariedad
combinatoria que se expande a M. Sea T el primer 2-simplex en el colapso M \, L y
supongamos que M, no es una 2-variedad combinatoria. Entonces M, resulta la union
en un punto de dos 2-variedades combinatorias M' y M" tales que L € M', M’ \, L y
M" ™\, 0.

Demostracion. Como M, no es 2-variedad combinatoria entonces 7 debe tener exacta-
mente una l-cara libre y el vértice opuesto a ella v no puede ser interno (Proposicién
3.3.6). Llamemos 7" y 7 a los dos 2-simplices adyacentes a 7; luego estamos en la situacién
que muestra la Figura 3.9.

Figura 3.9: Situacién inicial.

Sea M’ el complejo generado por los 2-simplices de M. para los que existe una sucesion
de 2-sfmplices adyacentes que los una con 7. Andlogamente definimos M” (ver Figura
3.10). Es facil ver que M’ y M” son de hecho 2-pseudovariedades. Supongamos por un
momento que M’ # M". En este caso notemos que estas 2-pseudovariedades resultan
2-variedades combinatorias (corroborando la regularidad de los vértices). Ademds, M’ N
M" = {v} pues si existe otro vértice v’ en la interseccién podriamos unir un 2-simplex de
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M’ con uno de M"” via una sucesién de 2-simplices adyacentes en st(v’, M), contradiciendo
que M’ # M". Por otro lado, L no puede tener simplices en M’ y M" simultdneamente
pues si unimos 7 con ¢’ € L y 7’ con ¢” € L con una sucesiéon de 2-simplices adyacentes
entonces podemos unir 7/ con 7" por una tal sucesién (pues ¢’ se une con ¢” por ser
L 2-variedad combinatoria conexa); y nuevamente contradecimos M’ # M". Luego L
estd contenido en una de estas dos 2-variedades combinatorias y podemos suponer que
L ¢ M’'. Quedéndonos entonces con los colapsos de M \, L que involucran simplices de
M" podemos hallar un colapso M” X\, 0. Una vez logrado esto siguiendo con el resto de
los colapsos de M \, L podemos hallar M’ \, L, lo que probaria el resultado. Luego, la
demostracién se reduce a mostrar que M’ = M".

Figura 3.10: Las pseudovariedades M y M".

Supongamos que M’ = M". Fijemos primero un edge path que vamos a necesitar mds
adelante. Sea entonces 7’ = ey, ..., e; = o una sucesién de 2-simplices adyacentes entre 7’
yo € Lyseao =ep1,...,e,0 = 7" una sucesién de 2-simplices adyacentes entre o y 7.
Llamemos s’ € 7' N7y s’ € 77 N7 a los vértices distintos de v. Usando las sucesiones
de 2-simplices adyacentes recién consideradas construydmonos un edge path & que una s’
con s” pero que no pase por v (Figura 3.11). Fijado este edge path continuamos ahora con
otras consideraciones.

Figura 3.11: El edge path &.

Llamemos K al 2-complejo simplicial conformado por los 2-simplices de M, que poseen
a v como vértice y sean K’y K" las 2-subpseudovariedades de K dadas por K’ = KN M’
y K" = KNM". Como lk(v, M;) no es una 1-bola, M, \, L y L es variedad combinatoria
entonces L no tiene 2-simplices en comin con K’ o no tiene 2-simplices en comun con
K"”. Supongamos que se trata de K”. Sea N el subcomplejo de M, que se obtiene al
colapsar secuencialmente los 2-simplices de K" empezando por 7] = 7", siguiendo con el
tinico 2-simplex 71’ de K" adyacente a ¢l y, en general, continuando con el tinico 7,/ | en el
complejo resultante adyacente a 7.7 (Figura 3.12). De esta manera, lo tinico que permanece
de K" luego de estos colapsos es un 1-simplex {v,w”} y una pared de 1-simplices opuestos
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a v en los 2-simplices de K”. Ahora, como K" no posee 2-simplices en L entonces L C N;
mas aun, es facil ver que L es un retracto por deformacion fuerte de V.

<

Figura 3.12: El subcomplejo V.

Retornando al edge path definido al principio notar que £ estd contenido en N. Ex-
tendamos £ a & para que una s’ con w” continuando, luego de llegar a s”, por la pared
antes mencionada (Figura 3.13). Sea finalmente el edge path cerrado p = {v, s'}¢{w”, v}.
Notar que por construccién de € este resulta un edge path cerrado alrededor de b€ o C L
(Figura 3.13).

Figura 3.13: El edge path

Sea r la retraccién de L C N. Entonces 7o|u| es un lazo (no necesariamente edge path)
alrededor de b, contenido en L y homotépico a |u|. Ahora, por aproximacién simplicial
podemos subdividir a I = [0,1] para que r o |u| pueda aproximarse por una funcién
simplicial 0 : I — L. En particular, 0] ~ r o |u| ~ |u|. Ahora, § da lugar a un edge
path cerrado alrededor de b € L; este edge path debe ser equivalente (como edge path)
a i (pues |0 ~ |u|). Pero por la naturaleza geométrica de la situacién todo edge path
equivalente a p posee a {v,w”} (pues no es posible “deshacerse”de él por equivalencias).
Esto implicarfa que {v,w”} forma parte del edge path ¢, lo cual no puede suceder pues §
estd completamente contenido en Ly {v,w”} ¢ L. Esta contradiccién provino de suponer
que M' = M" y se tiene el resultado buscado. O

Como consecuencia del Teorema 3.4.2 podemos demostrar el Teorema principal de
nuestro capitulo.

Teorema 3.4.3. Sea M una 2-variedad combinatoria y L C M una 2-subvariedad tal
que M \, L. Entonces existe una sucesion de fullcolapsos M \JU My \Jub . N\ Jw
M,_4 \f“” L donde las M; son 2-variedades combinatorias.

Demostracion. Hacemos induccién en la cantidad de 2-simplices de M — L. El cason =1
es inmediato. Sea entonces n > 2 y sea 7 = v.0 el primer 2-simplex en el colapso M \, L.
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Supongamos primero que M, es una 2-variedad combinatoria. Si M \, M, consiste en
un colapso simplicial elemental (i.e., 7 posee una tnica cara exclusiva en M) entonces es
directo que M, \, L. La (tinica) otra posibilidad es que

M\ M =M-—{r,0,} \. M, =M —{o',V}.

Como o’ es cara exclusiva de T entonces no interfiere en ningin colapso de M \, L, por
lo que podemos intercalarla luego del primer colapso M \, M’ y luego continuar hasta L.
En cualquier caso tenemos M \, M, \, L y aplicando hipdtesis inductiva en M \, M, y
en M, \, L hallamos nuestro resultado.

Por otro lado, si M, no es 2-variedad combinatoria entonces resulta la unién en un
punto de dos 2-variedades combinatorias M’ y M" que verifican que L € M', M' \, L y
M" ™\, 0 (Proposicién 3.4.2). Si llevamos a cabo el colapso de M” para que termine en v
obtenemos M \, M, \, M' y M’ \, L. Aplicando la hipdtesis inductiva a ambos colapsos
concluimos la demostracion. O

Corolario 3.4.4. Si L es una 2-subvariedad combinatoria de una 2-variedad combinatoria
My L /M entonces M — L regularmente. En particular, M ~py, L.

En su famoso paper de 1938, Whitehead introdujo la nocién de entorno regular de un
subcomplejo de una variedad combinatoria y probd, en su Teorema de Entornos Regulares,
que dos entornos del mismo subcomplejo eran combinatoriamente equivalentes. Este resul-
tado acarrea importantes consecuencias en la teoria de variedades combinatorias, uno de
los cuales establece que toda n-variedad combinatoria colapsable es de hecho una n-bola
combinatoria (es casualmente este resultado el que hace posible demostrar que la conje-
tura de Zeeman implica la conjetura de Poincaré). Como aplicacién del teorema principal
de esta seccién deducimos el teorema de Whitehead para 2-variedades combinatorias co-
lapsables. Antes, necesitamos el siguiente

Lema 3.4.5. Sea M una 2-variedad combinatoria. Entonces M 0 si, y solo si, M \, o
para algun o € M.

Demostracion. La vuelta es trivial. Para la idea comenzar a colapsar todos los 2-simplices
hasta quedarnos con uno, . Colapsar a continuacién los 1-complejos que emergen de los
vértices de o hacia o para obtener M \ o. O

Teorema 3.4.6 (Whitehead). Una 2-variedad combinatoria colapsable es una 2-bola com-
binatoria.

Demostracion. Por Lema 3.4.5, M \, o para un 2-simplex o € M. Por Corolario 3.4.4, M
es PL-isomorfo a o. Luego, M es una 2-bola combinatoria. O

Juntando el Teorema 3.4.6 con el Teorema principal 3.4.3 podemos producir el siguiente
resultado.

Teorema 3.4.7. Una 2-bola combinatoria B puede colapsarse a un vértice v por medio
de colapsos completos B \JU By \Jull N\ Jul B\ /"'y donde cada B; es una 2-bola
combinatoria.

Demostracion. Como toda bola combinatoria tiene borde entonces por la Proposicién
3.1 B colapsa a un grafo que debe ser contractil, luego colapsable. Por lo tanto, B es
colapsable. Por el Teorema 3.4.3 existe una sucesién de 2-variedades combinatorias tales
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que B N\JU My NJUE NS ML NS o para un 0 € B (Lema 3.4.5). Como en
particular cada uno de estas 2-variedades combinatorias M; \, ¢ \, 0 entonces resultan,
por el Teorema de Whitehead, 2-bolas combinatorias. Como en particular ¢ es una 2-bola
combinatoria esto concluye la demostracion. O

Como ultimo resultado de la primera parte establecemos una proposicién analoga al
Teorema 3.4.2 para 2-variedades colapsables.

Proposicién 3.4.8. Sea M wuna 2-variedad combinatoria colapsable. Si T es el primer
2-simplex en el colapso M \, 0 entonces M, es ¢ una 2-variedad combinatoria colapsable
0 la union en un punto de dos 2-variedades combinatorias colapsables.

Demostracion. Como M \, 0 entonces M N\, o (Lema 3.4.5), que es una 2-subvariedad
combinatoria propia. Si M, no es 2-variedad combinatoria entonces existen 2-variedades
combinatorias M’, M" C M con M" \, 0y M'\, o\, 0y tal que M, es la unién por un
punto de ellas (Teorema 3.4.2). O
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Capitulo 4

Teoria de Morse discreta

La teoria de Morse (clasica) fue desarrollada por M. Morse en los anos 20 y es una de
las mas poderosas herramientas de la topologia diferencial. Esta teoria provee una relacion
fundamental entre el andlisis y la topologia que acarrea grandes consecuencias en el estudio
de las propiedades topoldgicas de las variedades diferenciales. Entre los resultados mas
importantes que fueron fruto de su maquinaria se cuenta el Teorema de h-cobordismo
(que desprende como corolario la conjetura de Poincaré para n > 5), el Teorema de
Periodicidad de Bott y el desarrollo de la K-teoria.

Sintéticamente, los teoremas principales de la teoria de Morse establecen la relacién en-
tre la topologia de una variedad diferenciable y ciertas funciones diferenciables que pueden
definirse sobre ella. Concretamente una funcién de Morse permite relacionar la variedad,
salvo equivalencia homotépica, con un CW-complejo cuyas celdas quedan determinadas
por los puntos criticos de la funcién. Esta fuerte conexién con los CW-complejos ha llevado
a un marcado desarrollo de la teoria en el campo de la topologia algebraica, introduciendo
nuevos invariantes homolégicos y modelando otros ya existentes. Para mas informacién
sobre la teoria de Morse cldsica referimos al lector a [Mill]

La teoria de Morse combinatoria fue desarrollada por R. Forman en la década del 90
como un andlogo discreto de la teoria de Morse para variedades diferenciables [Forl]. De-
limitada al ambito de los complejos celulares, esta teoria presenta resultados en el contexto
discreto completamente andlogos a los de la teoria cldsica, permitiendo, en ciertos casos,
establecer y demostrar la contracara combinatoria de teoremas de la geometria diferen-
cial. Es un hecho destacable que la teoria de Morse combinatoria haya sido desarrollada,
no como una teoria completamente nueva, sino extrayendo la esencia combinatoria de la
teoria de Morse clésica.

Desde su introduccion a fines el siglo pasado la teoria de Morse discreta ha dado lugar
a una importante cantidad de trabajos vinculados al estudio de los complejos simpliciales,
posets, teorfa de homologia y topologia computacional; entre ellos podemos citar a [Koz1].
Parece, de esta forma, ir convirtiéndose en una herramienta muy 1til (o, al menos, muy
versatil) para muchos campos de aplicacién. Una de las ventajas de la teoria de Morse
discreta es su potencial utilidad y simplicidad para manipular deformaciones en complejos
celulares. Es precisamente este punto el que se explotara para llevar a cabo el desarrollo de
la teoria de espacios de deformaciones del capitulo proximo. Teniendo esto en cuenta de-
sarrollamos en el presente capitulo las nociones basicas de la teoria de Morse combinatoria
para complejos simpliciales finitos y estableceremos sus teoremas més importantes.
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4.1. Campos vectoriales combinatorios

La teoria de Morse combinatoria se encarga de estudiar ciertas deformaciones topolégi-
cas que podemos llevar a cabo en la realizacion geométrica de un complejo simplicial K.
Estas deformaciones consisten sintéticamente en empujar un simplex cerrado del poliedro
|K| desde una de sus caras inmediatas (de la exacta misma manera en que lo hace el
retracto por deformacién fuerte determinado por un colapso simplicial). La diferencia con
la deformacién provista por estos retractos reside en que la cara propia que empuja la de-
formacién no es necesariamente libre. En este sentido, las deformaciones que intentamos
estudiar son operaciones més generales que los colapsos simpliciales y pueden realizarse
unicamente a niveles topoldgicos (ya que producen poliedros no necesariamente rigidos).
La Figura 4.1 muestra algunos ejemplos de este tipo de deformaciones.

B B
A A A A A
c/ > v - 3, B >
c
B B B
D D

Figura 4.1: Ejemplo de deformaciones.

Nuestro interés en el estudio de este tipo particular de deformaciones no es caprichoso.
Si K es un complejo simplicial finito, veremos que existe una coleccién {K;} de subcom-
plejos de K (llamados complejos de nivel) de manera que cada uno de estas deformaciones
se corresponde con un colapso simplicial elemental K; 1 \, K; para cierto 1.

La manera en que se llevan a cabo las deformaciones referidas puede representarse
dibujando flechas sobre un esquema del complejo simplicial. Por ejemplo, la Figura 4.2
muestra como representar las deformaciones de la Figura 4.1. A grandes rasgos, lo que
hacemos es ubicar una flecha con origen en un simplex ¢ y contenida en un simplex
T = v.0 si la deformacion consiste en empujar desde o hacia v.¢.

B B
A A A A A
c 4 v 3 " B
c
B B B
D D

Figura 4.2: Codificacién de las deformaciones con flechas.

Notemos que si ahora queremos partir de un esquema limpio de un complejo simplicial
y dibujarle flechas de manera que representen deformaciones del tipo considerado entonces
existen ciertas precauciones que debemos tener. Entre ellas podemos nombrar:

= Un mismo simplex no puede ser origen de mas de una flecha.
= Un mismo simplex no puede contener mas de una flecha.

= Un simplex no puede contener una flecha y ser origen de otra.

Es facil corroborar que estos requisitos son obligatorios para que las deformaciones
subyacentes estén bien definidas. Podria parecer que dichos requisitos son suficientes para

70



garantizar que el diagrama de flechas codifique nuestras deformaciones. Sin embargo, mi-
rando la Figura 4.3 vemos que ademés debemos pedir:

= No debe haber ciclos dirigidos de flechas.

Veremos en las préximas secciones que estas propiedades son suficientes para garan-
tizar que un diagrama de flechas sobre un esquema de un complejo simplicial representa
las deformaciones consideradas por esta teoria. A continuacién, vamos a formalizar nues-
tra esquematizacién de deformaciones via flechas en el concepto de campos vectoriales
combinatorios.

B B
c
— —
A
¢ c
Figura 4.3: Diagrama con ciclos dirigidos de flechas.

Definicion 4.1.1. Sea K un complejo simplicial finito. Un campo vectorial combinatorio
sobre K es una aplicacién V' : Sg — Sk U {0} que verifica

(i) Si V(o) # 0 entonces o < V(o)
(ii) Si V(o) = V(o') # 0 entonces o = o’
(iii) V2 =0.

Notemos inmediatamente que de (i) se tiene que dim(V (0)) = dim(o) +1 y de (ii) que
V es inyectivo en el conjunto de simplices de K del codominio (esto es, en S C SgU{0}).
En particular, esta propiedad puede escribirse equivalentemente como

(ii’) #V (o) < 1 para todo o € K.

Dado un campo vectorial combinatorio V' sobre K y un simplex o € K tal que V(o) #
0, dibujemos una flecha de origen o y destino V(o) en un esquema del complejo simplicial
K. En este caso, (i) nos dice que o debe ser una cara inmediata de V' (¢), (ii) que un mismo
simplex no puede contener dos flechas y (iii) que un mismo simplex no puede contener
una flecha y ser origen de otra (notar que el requisito que un mismo simplex no puede ser
origen de dos flechas queda descartado por el caracter de aplicacién de V).

De aqui se deduce que existen tres posibilidades disjuntas para un p-simplex o € K:
o€ Im(V), V(o) #06 V(c) =0 pero o ¢ Im(V). En este ltimo caso, diremos que el
p-simplex o es un punto critico de indice p de V (notar que corresponde al caso cuando o
no recibe ni emana flechas).

Notemos que la definicién de campo vectorial combinatorio no descarta la posibilidad
de existencia de ciclos dirigidos de flechas. Seran precisamente los campos que no con-
tengan dichos ciclos los que resultardn gradientes de funciones de Morse combinatorias,
nuestro objeto primordial de estudio. Antes de pasar a la préxima seccién para definirlas,
formalizamos la nocién de ciclo dirigido de flechas en el contexto de los campos vectoriales
combinatorios.
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Definicion 4.1.2. Sea K un complejo simplicial finito y V' un campo vectorial combina-
torio sobre K. Un V-camino de indice p es una sucesién de p-simplices

Y = 00,01, -, Or
tal que para todo i = 0,...,7 — 1 se tiene o; # 041, V(0;) #0y 0541 < V(0}).

Diremos que v es cerrado si og = o, y que es no estacionario si r > 0. Notar que la
definicién no pone condiciones sobre V(o).

Figura 4.4: V-camino de indice 1.

Con estas definiciones es facil chequear que un campo vectorial combinatorio V' sobre
un complejo K no dard lugar a ciclos dirigidos de flechas si, y sélo si, no posee V-caminos
cerrados no estacionarios de indice p para cada p =1, ..., dim(K).

4.2. Funciones de Morse combinatorias

Las funciones de Morse combinatorias son aplicaciones encargadas de codificar las
deformaciones determinadas por algunos campos vectoriales combinatorios. En esta seccién
introduciremos las definiciones principales de la teoria de Morse discreta.

Definicion 4.2.1. Sea K un complejo simplicial finito. Una funcion de Morse combina-
toria (o discreta) es una funcién f : Sg — R que satisface para todo simplex o € K

(i) Existe a lo sumo un 7 > o tal que f(7) < f(o)

(ii) Existe a lo sumo un v < o tal que f(v) > f(o)

Esto quiere decir que, para un simplex ¢ € K, las funciones de Morse combinatorias
decrecen hacia las caras inmediatas de o (a excepcién de, quizd, una de ellas) y crecen
hacia los simplices para los que o es cara inmediata (a excepcién de, quiza, uno de ellos).

La idea detras de la definicién es la siguiente: si 0 < 7y f(0) > f(7) podemos pensar
que la funcién decrece desde o hacia 7, por lo que vamos a poder empujar |7| desde la
cara |o|. Veremos en unos pocos parrafos més que en este caso o no puede decrecer hacia
otro simplex que lo tenga como cara, por lo que esta deformacion estara definida sin
ambigiiedad.

EjempLO 4.2.2. Toda complejo simplicial finito K admite una funciéon de Morse combina-
toria. Basta considerar f(o) = dim(o). Esta funcién se llama funcién de Morse trivial.

EJempPLO 4.2.3. En la Figura 4.5 se pueden ver ejemplos de funciones de Morse combina-
toria no triviales y otras que no.

Teniendo en mente que la idea detras de la definicién es identificar los pares o < 7
tales que f(o) > f(7) con la deformacién esquematizada por la flecha de origen o y destino
7 definimos a continuacion el concepto de punto critico de una funcién de Morse. Como
en el caso de los campos vectoriales combinatorios, y de acuerdo al comentario anterior,
corresponderd a los simplices que no sufren deformaciones.
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Figura 4.5: f no es de Morse pues el 2-simplex tiene dos caras con valores mayores. g no es de Morse
pues el vértice inferior toma un valor mayor que dos de los 1-simplices de los que es cara. h
es de Morse.

Definicion 4.2.4. Dada una funciéon de Morse combinatoria sobre un complejo simplicial
finito K decimos que un p-simplex o € K en punto critico (de indice p) si cada vez que
T > o entonces f(7) > f(o) y cada vez que v < o entonces f(v) < f(o).

Esto es, un punto critico de indice p es un p-simplex o que verifica que la funcién de
Morse combinatoria es creciente respecto de la dimension en el conjunto de simplices que
son cara inmediata de o y de los que o es cara inmediata. En lo que sigue, utilizaremos
las denominaciones punto critico y simplex critico de manera equivalente. Observar que
la funcién de Morse trivial del Ejemplo 4.2.2 tiene todos sus simplices criticos.

Observacion 4.2.5. Como K es finito entonces una funcion de Morse combinatoria f sobre
K alcanzard maximo y minimo. Este minimo debe alcanzarse en un vértice, que resul-
tard critico. En efecto, sea v € K el vértice que toma el menor valor entre los vértices
de K. Cualquiera sea el p-simplex 0 € K (p > 1), existen al menos dos (p — 1)-simplices
v, < o. Por definicién, alguno de ellos debe tomar un valor inferior a f(¢). Siguiendo
de esta manera, hallamos que f(o) > f(v'), para cierto vértice v € K. Como ademés
tenemos f(v) < f(v') entonces v es el minimo de f. Por otro lado, si v no fuera critico
entonces existe un 1-simplex o > v tal que f(v) > f(o). Si w es el otro extremo de o
entonces, nuevamente por definicién, f(w) < f(o) < f(v), contradiciendo la minimalidad
de v.

Los simplices que no son criticos se llaman requlares. Un p-simplex o puede ser regular
por dos motivos, a saber:

1. Existe 7 > o tal que f(7) < f(o)

2. Existe v < o tal que f(v) > f(0).
El siguiente lema nos dice que no pueden suceder ambas al mismo tiempo.
Lema 4.2.6. Las condiciones 1. y 2. son mutuamente excluyentes.

Demostracion. La condicién 2. precisa p > 1. Asumimos esto entonces. Supongamos que
1. y 2. son ciertos. Sea ¢’ el uinico p-simplex distinto de o que verifica v < ¢’ < 7. Por
definicién y por 1. debe ser f(o’) < f(7); en particular, f(¢’) < f(o). Por otro lado, por
definicién y por 2. f(v) < f(¢'). Combinando esto obtenemos

flo) < f(v) < f(o') < f(o).
Esto completa la demostracién. ]

Del resultado anterior podemos hallar que existen dos tipos de simplices regulares de
una funciéon de Morse combinatoria: los que tienen una cara inmediata que toma un valor
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mayor a ellos y los que son cara inmediata de un simplex que toma un valor menor a ellos.
En virtud de esto, diremos que un simplex o es una cara reqular de f si verifica 1. y que
es un top simplex regular si verifica 2. Notemos que las caras regulares y los top simplices
regulares ocurren en pares: o es cara regular de 7 si, y sélo si, 7 es un top simplex regular
para o; decimos en este caso que o < 7 es un par reqular para f. Esta caracteristica nos
permite deducir el primer resultado interesante de la teoria: la férmula combinatoria de
Poincaré-Hopf. Antes, introducimos una notacién.

Notacién. Si K es un complejo simplicial finito y f una funcién de Morse combinatoria
sobre K entonces la cantidad de puntos criticos de indice p de f se notarda m,(f).

Teorema 4.2.7 (Férmula de Poincaré-Hopf). Si ¢, representa la cantidad de p-simplices

de K entonces
n n

X(K) = (=1)Pep =) _(=1)Pmy(f). (4.1)

p=0 p=0
Demostracion. Es inmediato del hecho que las simplices regulares ocurren en pares. [

NotA. La férmula del indice de Poincaré-Hopf (también llamado Teorema de Poincaré-
Hopf) es un resultado de la topologia diferencial que establece una relacién entre la carac-
teristica de Euler de una variedad diferenciable compacta y orientable M y los indices de
los ceros de un campo vectorial sobre M. Es en este sentido que pensamos a la férmula
(4.1) como una versién discreta de la férmula original.

Notemos en particular que el Teorema 4.2.7 nos dice que, de alguna manera, cierta
informacién combinatoria relevante del complejo simplicial K estd contenida en los puntos
criticos de f; esto es, en los simplices que no son sufren deformaciones. Veremos mas
adelante que son precisamente los simplices criticos los que determinan la estructura (més
simple) de complejo celular de |K| (como en el caso diferenciable).

Vamos a ver a continuacién de qué formas una funcion de Morse discreta sobre un
complejo simplicial puede inducir una funcién de Morse sobre otro complejo simplicial. Es
inminente introducir el caso de restriccion a y extension desde subcomplejos.

Proposicion 4.2.8. Sea L un subcomplejo de un complejo simplicial finito K. Entonces
se verifica:

(i) Si f es una funcion de Morse combinatoria sobre K entonces f|r es una funcién de
Morse combinatoria sobre L.

(ii) Si f una funcién de Morse combinatoria sobre L, entonces f puede extenderse a una
funcion de Morse combinatoria sobre K.

Demostracion. (i) es trivial. Para (ii) pongamos C' = mézc{ f(o)} consideremos la funcién
(oS

g: Sk = R
| flo) siocel
g(a)_{ dim(c)+C sioce K- 1L
Es facil corroborar que g resulta una funcién de Morse combinatoria sobre K. O

Notemos que la extension definida en la proposicién anterior determina que todos los
sfmplices de K — L sean criticos. Veremos mas adelante que, bajo ciertas condiciones,
podemos extender una funcién de Morse sin agregar nuevos simplices criticos.
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Definicion 4.2.9. Sea K un complejos simplicial finito y f una funcién de Morse combi-
natoria sobre K. Para ¢ € R definimos el complejo de nivel de f en ¢ como el subcomplejo
K(c) de K generado por todos los simplices o tales que f(o) < c. Esto es,

ko= U Ur
ceK 1<o
flo)<c

La Figura 4.6 muestra los distintos complejos de nivel de la funcién de Morse combina-
toria h del ejemplo 4.2.3. Los complejos de nivel cobran especial importancia a la hora de
enunciar los teorema principales de la teoria de Morse. Antes de presentarlos, obtendremos
algunos resultados sobre estos objetos.

K(0) K(2) K(4) K(5) K(6)=K(9

L aa

Figura 4.6: Algunos complejos de nivel de h.

Notemos que si f(o) > ¢ entonces o € K(c) si, y sélo si, existe 7 > o con f(7) < c.
Del siguiente lema se desprende el hecho que nos alcanza con considerar el caso dim(7) =
dim(o) + 1.

Lema 4.2.10. Sea o un p-simplex de K y sea T > o. Entonces existe un (p+ 1)-simplex
7' tal que o < 7' <71y f(r) < f(71).

Demostracién. Si dim(7) = p + 1 tomamos 7/ = 7. Supongamos entonces que dim(7) =
p+r conr > 1. Como hay dos (p+r — 1)-caras v y v, tales que

o<, <T

entonces alguna debe tomar un valor menor a f(7); digamos v;. Como dim(v;) = p+r—1
podemos conseguir, por hip6tesis inductiva, un (p + 1)-simplex 7/ con 0 < 7 < 11 y
f(7") < f(1) < f(7). Es completa la demostracion. O

Corolario 4.2.11. Un p-simplex o estd en K(c) si, y solo si, f(o) < c o existe T > o tal
que f(1) <c.

Notemos que con los mismos argumentos utilizados en la demostracién del Lema 4.2.10
podemos demostrar el caso para un v < ¢. Considerando ambos resultados obtenemos

Corolario 4.2.12. Sea K un complejo simplicial finito y f una funcion de Morse combi-
natoria sobre K. Entonces se tiene

(i) SiT >0 estal que f(1) < f(o) entonces existe 7' > o tal que f(7') < f(0)
(i) Siv < o estal que f(v) > f(o) entonces existe V' < o tal que f(V') > f(0o).

(11i) Un simplex o es critico si, y solo si, cada vez que v < o < T se tiene f(v) < f(o) <

f(7).
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Observacion 4.2.13. Para toda funciéon de Morse combinatoria f sobre un complejo sim-
plicial finito existe una funcién de Morse combinatoria f’ sobre el mismo complejo con los
mismos puntos criticos y que, ademas, es inyectiva. Mas atn, si fijamos a < b € R puede
lograrse que los conjuntos de nivel de ambas funciones en a y b coincidan. La idea de la
demostracién es perturbar con cuidado los valores de la funcién f en los lugares donde
no sea inyectiva. Una demostracién completa de este resultado puede encontrarse en [Sir,
Teorema 4.2.14].

4.3. Teoremas principales

Los resultados principales de la teoria de Morse discreta establecen de qué manera
una funciéon de Morse combinatoria sobre un complejo simplicial provee una forma de
construir dicho complejo adjuntando celdas en el orden prescripto por la funcién. Esto
es, nos dicen como varian los complejos de nivel cuando un simplex nuevo es agregado.
Los dos teoremas siguientes constituyen el corazén de la teoria de Morse discreta. Como
corolario se desprende el teorema central de la teoria.

Teorema 4.3.1. Sea K un complejo simplicial finito y f una funcion de Morse combina-
toria sobre K. Si a < b son niimeros reales tales que f~'((a,b]) no contiene puntos criticos

entonces K(b) \, K(a).

Demostracion. Por la observacién 4.2.13 podemos suponer que f es inyectiva. Si f~1((a, b])
() entonces K (a) = K (b) y no hay nada mas que probar. Si f~1((a,b]) # 0 particionemos
(a,b] via a = ag, a1, ...,ar_1,a, = b de manera que f~1((a;,a;11]) = {0;} (podria tratarse
de la particién trivial si hay un unico simplex regular en (a,b]). Vamos a probar que
K(a;+1) \, K(a;) para todo 0 < i < r, de donde se obtiene el teorema. Como o; es regular
por hipétesis entonces debe suceder una (y sélo una) de las siguientes situaciones:

1. Existe 7; > 0; con f(1;) < f(oi)
2. Existe v; < 0; con f(v;) > f(o;

).
En el caso 1. debemos tener f(7;) < a;, pues f(r;) < f(o:) v f~ ((ai,air1]) = {0}
Luego, 7; € K(a;). Como ademés o; es cara de 7; entonces o; € K(a;). Luego, en este
caso K(ajy+1) = K(a;) y el resultado es valido. Si ahora se verifica 2. entonces para todo
T > o0; se tiene f(1) > f(0); de donde f(7) > a;41. Del Corolario 4.2.11 se deduce
entonces que o ¢ K (a;). Por otro lado, como estamos suponiendo que f(v;) > f(o;) y como
f1((ai,ai11]) = {o:}, entonces f(v;) > a;41. Afirmamos que v; ¢ K(a;). En efecto, si & =
v; entonces f(6) > f(v;) > a;y1. Nuevamente por Corolario 4.2.11, v; ¢ K(a;). Ademas,
esta es la tinica cara de o; que no estd en K(a;), pues si 7 < o; entonces f(7) < f(o;) y, por
lo tanto, f(7) < a;. Hemos probado entonces que en este caso K(a;11) = K(a;) U {0, vi}
donde v; es una cara libre de o; en K(a;). Luego, K(a;+1) \, K(a;). O

Corolario 4.3.2. Sea K un complejo simplicial finito y f una funcion de Morse combi-
natoria sobre K. Si f no tiene puntos criticos en K — K(c) para algin ¢ € R entonces

Teorema 4.3.3. Sea K un complejo simplicial finito y f una funcion de Morse combi-
natoria sobre K. Supongamos que o es un p-simplex critico de f con f(o) € (a,b] y que
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f~Y((a,b]) no contiene otros puntos criticos. Entonces K(b) es homotdpicamente equiva-
lente a
K(a) Ugp €P

donde eP denota una celda de dimension p con borde €P.

Demostracion. Nuevamente, podemos suponer que f es inyectiva. Si o no es el inico sim-
plex en f~1((a,b]) elijamos a < a’ < b < b tal que f~1((a’,¥]) = {o}. Como f~1((a,d])
y f7H((V',b]) no contienen puntos criticos entonces K (b) \, K (V') y K(a') \, K(a). Nos
alcanza entonces con probar que K (b') es homotdpicamente equivalente a K (a') Uep €P.
Como o es critico entonces v < o < 7 implica f(v) < f(o) < f(7) (Corolario 4.2.12). En
particular, f(7) > b’ para cualquier 7 > o. Luego, o ¢ K(a'). Andlogamente, para cada
v < o se tendrd f(v) < a/, de donde se deduce que ¢ € K(a’). Luego, K(b') = K(a') Uz 0.
Como o es una p-celda tenemos el resultado buscado. ]

Observacion 4.3.4. Notemos que en el transcurso de la demostracién anterior hemos es-
tablecido que si f~!((a,b]) es exactamente el conjunto unitario {o} (para un ¢ € K
critico), entonces K (b) = K(a) U; o.

Corolario 4.3.5. Sea K un complejo simplicial finito y f una funcion de Morse com-
binatoria sobre K. Entonces K es homotopicamente equivalente a un CW-complejo con
exactamente my(f) celdas de dimension p.

El Corolario 4.3.5 es el teorema central de la teoria de Morse discreta. Nos dice que se
puede simplificar mucho la estructura celular de un complejo simplicial si podemos definir
sobre él funciones de Morse combinatorias con pocos puntos criticos. Si bien, por supuesto,
no nos dice como las celdas del CW-complejo asociado se pegan entre si, en muchos casos
pueden deducirse muchas propiedades del complejo simplicial con la informacién con la
que se cuenta. Para mostrar ejemplos introducimos a continuacién una proposicién que
resulta extremadamente 1til en el desarrollo que sigue.

Proposicion 4.3.6. Sea K un complejo simplicial finito y L C K un subcomplejo tal que
K \, L. Sea f una funcion de Morse combinatoria sobre L y sea ¢ = méx,cr{f(o)}.
Entonces, f puede extenderse a K de manera que L = K(c) y tal que no haya puntos
criticos en K — L.

Demostracion. Notar que nos alcanza con probarlo para un colapso elemental (usando
induccién en la cantidad de colapsos elementales en K \, L). Escribamos entonces K =
LU{r,v}, con v < 7 una cara libre de 7 en K. Definamos una funcién g en K via

flo) oF#vT
glo)y=q c+1 o=71
c+2 o=v

Es sencillo corroborar que ¢ es una funcién de Morse combinatoria pues los valores asig-
nados a v y 7 no intervienen en la regularidad de los simplices de L. Ademds, K(c) es
trivialmente L y el hecho que f(v) > f(7) muestra que K — L no posee ningin simplex
critico de g. O

Corolario 4.3.7. Sea K un complejo simplicial finito y f una funcion de Morse combina-
toria sobre K. Entonces K \, v si, y sdlo si, K admite una funcion de Morse combinatoria
que tiene a v como unico punto critico.
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Demostracion. Es inmediato de la Proposicion 4.3.6 y el Corolario 4.3.2. O
Corolario 4.3.8. Sea A" el n-simplex standard y A™ su borde. Entonces,

(i) A™ admite una funcién de Morse combinatoria con un solo punto critico.

(ii) A" admite una funcién de Morse con exactamente dos puntos criticos.

Demostracion. (i) es inmediato del Corolario 4.3.7. Para (ii) notar que si o es un (n — 1)-
simplex de A" entonces A™ — {o} \, v. Nuevamente por Corolario 4.3.7, A" — {5} tiene
una funciéon de Morse combinatoria con un tnico punto critico en v. Por la Proposicién
4.2.8, podemos extender f a todo A™ dejando a o critico. O

Cerramos la seccién con un resultado muy interesante de la teoria de Morse discreta.
Antes, una observacion.

Observacion 4.3.9. Si f es una funciéon de Morse combinatoria definida sobre una n-
pseudovariedad sin borde K entonces el maximo de f se alcanza en un n-simplex. Esto
es asi pues para todo k < n — 1 se tiene que todo k-simplex es cara de, al menos, dos
p + l-simplices (es un argumento idéntico, aunque inverso, al de la Observacién 4.2.5).

Teorema 4.3.10. Sea K un complejo simplicial finito de dimension n que admite una
funcion de Morse combinatoria con dos puntos criticos. Entonces, K es homotdpicamente
equivalente a S*, para cierto k < n. Si ademds K es una n-variedad combinatoria sin
borde, entonces K es una n-esfera combinatoria.

Demostracion. Uno de los puntos criticos debe ser un vértice. Si el otro es un k-simplex
entonces K tiene el tipo homotopico de un CW-complejo con una 0-celda y una k-celda
(Corolario 4.3.5). Supongamos ahora que K es una n-variedad combinatoria sin borde.
Por la observacién anterior, K tiene un vértice v critico y un n-simplex o critico. Por el
Teorema 4.3.1, se tiene que K — {o} \, v. Por el Teorema de Whitehead!, se tiene que
K — {0} es una n-bola combinatoria y, por lo tanto, K = K — {0} Us; 0 es una n-esfera
combinatoria. O

4.4. Gradiente de una funcién de Morse combinatoria

En esta seccién vamos a precisar como una funcién de Morse combinatoria determina
un campo vectorial combinatorio. Como en el caso diferenciable, una funcién de Morse
combinatoria tiene un campo vectorial gradiente que interpreta los sentidos de crecimiento
y decrecimiento locales de la funcién. De los comentarios hechos al comienzo de la seccion
anterior la siguiente definicién resulta natural.

Definicion 4.4.1. Sea K un complejo simplicial finito y f una funcién de Morse combi-
natoria sobre K. El gradiente de f es el campo vectorial V; definido por:

Vi(o) = { Z)' Z Ielziste T =0 con f(1) < f(o)

'El enunciado puede hallarse en el parrafo siguiente al Corolario 3.4.4 de la pagina 67
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Es facil chequear que V; verifica los requisitos de la Definicién 4.1.1. Notemos que, en
realidad, visto como andlogo al gradiente de una funcién diferenciable, V; representa el
gradiente de — f, en el sentido que apunta en la direccién de decrecimiento de la funcion.
En el contexto discreto, el gradiente de una funcién de Morse combinatoria tendra esta
propiedad reversa. Cuando no sea necesario, omitiremos el subscripto f y llamaremos V'
al campo gradiente de f.

Notemos que los puntos criticos de indice p de V coinciden con los puntos criticos de
indice p de f. Sin embargo, el campo gradiente de f no refleja los distintos complejos de
nivel que determina la funcién. Notar que cualquiera sea ¢ € R se tiene Vy = V., pero en
general no serd cierto que los distintos complejos de nivel de f coincidan con los de f + c.

Observacion 4.4.2. El campo gradiente de una funcién de Morse combinatoria f no admite
Vy-caminos cerrados no estacionarios. En efecto, sea v : 09,01, ...,0, un dicho camino de
dimensién p. Como 041 < Vy(0;) para cada i =0,...,r—1y f(0;) > f(V(0;)) para cada i
entonces f(o;+1) < f(0;) para todo i. En particular, f(o,) < f(0g). Esto es absurdo pues
Oy = 0Q.

Presentamos a continuacion el resultado principal para campos gradientes de funciones
de Morse combinatoria. Establece que la propiedad del gradiente de no contener caminos
cerrados no estacionarios es suficiente para hallar una funcién de Morse combinatoria que
lo codifique.

Teorema 4.4.3. Sea K un complejo simplicial finito y sea W un campo vectorial com-
binatorio sobre K. St W no admite W-caminos cerrados no estacionarios (de cualquier
dimension) entonces existe una funcion de Morse combinatoria f sobre K tal que Vy = W.

Demostracion. La demostraciéon se lleva a cabo por induccion en los esqueletos de K. Esto
es, podemos restringir W a un campo vectorial combinatorio W,, sobre K" via

| W(o) sidim(o) <n
Walo) = { 0 si dim(o) =n

Vamos entonces a probar inductivamente que existe una funcién de Morse combinatoria
fn: K™ — Rtal que W, = V}, . De esta manera, cuando n = dim(kK) se tendra el resultado
buscado. Notemos que el caso n = 0 (para el que Wy = 0) se verifica tomando fy = 0.

Supongamos que tenemos definida una funcién de Morse combinatoria f,_1 tal que
Vi, = Wn_1y que verifica fn—1(c) < mn — 1. Antes de definir f,, consideremos para un
(n —1)-simplex 0 € K

» d(o) =sup{r € Z>o | 3 W — camino o = 09,01, ...,00_1,0, con W(o,) =0}

» D= mix d(o).

dim(o)=n—1

Notemos inmediatamente que el nimero d(o) (y, por lo tanto, D) es finito. En efecto, si
no lo fuera entonces, por finitud de K, tendriamos o; = o0; para algtin i < j < r. Esto
darfa lugar a un W-camino cerrado no estacionario v : 0;, 041, ...,0;-1, 0; contradiciendo
que W no admite tales caminos. Con esto en mente, definimos f, : K™ — R como sigue:

frn—1(0) . dim(o) <n—2
Faoi(o) + D(i)l dim(c) =n — 1

fnlo) = n dim(c) =ny o ¢ Im(W)
fura0) + A dim(o) =y W) =0
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Notemos que se tiene que f, 1(0) < f,(0) para todo 0 € K" 'y que f,(0) < n (pues
fon-1(c)<n-—-1y dD(—j:)l < 1). Probamos que f,, cumple lo requerido en dos pasos.

= f, es de Morse.

Debemos chequear que f verifica las condiciones (i) e (ii) de la Definicién 4.2.1. Lo sepa-
ramos en varios casos.

Si dim(o) < n — 2 es directo pues f,—1 es de Morse por hipdtesis inductiva.

Si dim(o) = n — 2 entonces el caso f{v < o | fu(v) > fo(o)} < 1 es directo de la
hipétesis inductiva. Por otro lado, como f,,_1 es de Morse en K" ! f,_1(0) < fu_1(7)
para todo 7 > ¢ salvo quizé uno. Entonces,

fn(0) = fn1(0) < fra(7) < fulT)

para todo T > ¢ salvo quiza uno.

Supongamos dim(c) = n — 1. Notar que el caso t{v : fo(v) > fu(o0)} < 1 esel
mismo que el caso t{7 : fn(7) < fu(o)} < 1 visto en el punto anterior. Veamos que
{7 fu(r) < fulo)} < 1.Sea 7 > 0. SiT¢& Im(W) entonces f(o) = fr_1(0) + g(—j_)l <
n = f(7). Si en cambio 7 = W(o’) (con ¢’ # o) entonces f,(7) = fn_1(c’) dD(—‘:l). Ahora,
ya sea por hipétesis inductiva (usando que o’ ¢ I'm(W)) o por el caso n = 0, se tiene
fa—1(d’) = n -1 > f,_1(0). Por otro lado, si ¢/,01,...,0, es un W-camino, entonces

o,0' 01, ...,0, también es un W-camino; por lo que d(¢’) < d(c). Por lo tanto,

_ NG d(o) _
Falr) = aa (o) + BT > fua0) 4 BT = (o).
Si dim(o) = n sélo debemos corroborar que §{v : fn,(v) > fn(o)} < 1.Sio ¢ Im(W)

entonces f,(0) =n > fr,_1(V) %(ﬂ = fu(V').Sioc = W(v),seav # v/ < o. Entonces, por

el mismo razonamiento para el caso dim(o) = n—1, se tiene f,,(v) > fn (V') y d(v) > d(V/).
Por lo tanto,

Ful0) = )+ > a0 4L )
Esto prueba que #{v : fn(v) > fu(o)} < 1.

= Vi, =W

Nuevamente, analizamos los diferentes casos.

Si dim(o) < n —2 el resultado se obtiene por hipétesis inductiva (pues V¢, = V5, | en
este caso).

Supongamos que dim(o) =n —2. Si W (o) = 0 entonces V3, (o) = 0. Por lo tanto, si
T > o se tiene f,(7) > fu_1(7) > fu—1(0) = fu(o); de donde, V},(0) = 0. Si W(o) =7
entonces, en particular, W,,_;(¢) = 7. Como ademdas W (r) = 0 entonces d(7) = 0, de
donde fu(T) = fuo1(T) + 270 = fo_1(7). Luego, fu(0) = fu—1(0) = fao1(r) = fulr).
Esto prueba que Vy, (o) = 7.

Supongamos ahora dim(c) = n—1. Si W(o) = 0 entonces d(o) =0y fn(0) = fn_1(0).
Sea 7 > 0. Si 7 ¢ Im(W) entonces f,,(7) =ny fn(o) < fn(7). Si, en cambio, 7 = W (o)
entonces

fn(7) > fu(0") 2 faoa(0)) =n =1 = fu_1(0) = ful0).
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Luego, en cualquier caso, Vy, (o) = 0. Si ahora W(c) = 7 entonces fo(7) = fu(o) ¥

Vi (o) =T.
Finalmente, para el caso dim(o) = n se tiene Vy, (o) = 0 = W, (o). Esto concluye la
demostracion. ]

Por lo tanto, las funciones de Morse combinatorias son precisamente las encargadas de
codificar las deformaciones que nos interesa estudiar sobre las realizaciones geométricas de
los complejos simpliciales finitos. En el proximo capitulo vamos a restringirnos a campos
vectoriales que resulten gradientes de alguna funcién de Morse combinatoria y podremos,
por lo tanto, utilizarlas para manejarnos en un contexto mas comodo que el provisto por
los campos vectoriales combinatorios.

4.5. Flujo de una funcion combinatoria y complejo de Morse

En esta ultima seccién introduciremos algunos resultados interesante de la teoria de
Morse discreta pero que no seran utilizados en nuestro desarrollo del capitulo siguiente.
Son incluidos aqui pues muestran el alcance de la teoria y las muchas ramificaciones que
admite. Sera precisamente una de estas ramificaciones que explotaremos cuando definamos
los espacios de deformaciones de Morse.

En primer lugar, extenderemos el concepto de campo vectorial combinatorio para que
tome valores en el conjunto de simplices orientados de un complejo simplicial K. Esto
es, induciremos una orientacién en los simplices de K y determinaremos que orientacién
provee el campo vectorial al sTmplex objetivo.

Sea K un complejo simplicial finito. Fijando un orden en los vértices de K queda
inducida una orientacién en sus simplices. Si o = {vy, ..., v}, denotamos con [vo, ..., vp] al
simplex o con la orientaciéon dada por vy < v1 < ... < vp. Sea C), el grupo abeliano libre
generado por los p-simplices orientados de K, donde identificamos cada simplex orientado
o con —a, donde & es el simplex ¢ con la orientacién opuesta. De esta forma,

[Uw(o), ey v¢(p)] = sg(¥)[vo, ..., vp)

para cualquier permutacion ¢ de los vértices, donde sg(¢) = £1 dependiendo de la paridad
de la permutacion.
Sea 0, : C, — Cpy1 el morfismo de borde usual

Op(0) =D (=1)F[vo, o0, Ty -vvy 1) (4.2)
k=

0

para o = [vg, ..., Up|. Este es el complejo de cadenas (Cy,0) que determina la homologia
simplicial de K.

Definimos en C, un producto interno (,) declarando los p-simplices orientados como
una base ortonormal. De esta forma,

(o) =D _(Bp(0),v)v

v<o

donde (9(c),v) = £1 dependiendo de si ¢ incide en v con la misma orientacién o con la
orientacion inversa.

Habiendo hecho estas observaciones podemos ahora extender la definiciéon de campo
vectorial combinatorio para que envie simplices orientados a simplices orientados.
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Definicion 4.5.1. Con las hipdtesis y notaciones anteriores, un campo vectorial combina-
torio V sobre K determina un operador C, — C,+1, que también llamaremos V', definido
para cada p en la base de C), por

[ —(0p(1),0)T sio < T es cara regular
Vie) = { 0 si no

La idea detras de la orientaciéon dada a 7 es que o aparezca en su borde con la o-
rientacién contraria. Esto es, (0(V(0)),0) = —1. Veremos mas adelante la conveniencia
de esta definicion. Notemos que los puntos criticos y regulares del nuevo campo vectorial
combinatorio V' coincide con los puntos criticos y regulares del campo original. Notar
también que, en particular, V2 = 0.

En lo que resta del capitulo, consideraremos un campo vectorial combinatorio como
definido entre el conjunto de simplices orientados segtin la Definicién 4.5.1.

Con la nocién extendida de campo vectorial podemos ahora introducir el flujo de una
funcién de Morse combinatoria f. Este serd un operador ® : C', — C, que nos dira de
qué manera un simplex dado es alterado por f. Lo definimos a continuacién y precisamos
seguidamente esta caracteristica en unos ejemplos.

Definicion 4.5.2. Sea K un complejo simplicial finito y f una funcién de Morse com-
binatoria sobre K. Para un simplex orientado o definimos el flujo (del gradiente) de f
por

O(o) =0+ 0(V(o))+V(9(0)) (4.3)

Es muy interesante analizar la definicion de flujo de una funcién de Morse combinatoria.
Escribamos (4.3) como ® = 1+ 0V + VO (donde 1 representa la identidad de Cy) y
estudiemos cada uno de estos sumandos. Por un lado, vimos que o aparece en 0V (o) con
la orientacién opuesta, por lo que 1+ 9V deja como resultado las caras de V(o) distintas
de o con la orientacién coherente con la de o (esto es, el camino determinado por las
flechas une también las caras de o). Por otro lado, el sumando V0 determina a donde van
a parar los extremos de o, deformando los extremos del antes mencionado camino.

EjempLO 4.5.3. La Figura 4.7 muestra el flujo del gradiente de la funciéon f diagramada a
la izquierda.

AVAWAVAVAVAVAVARAVAN

@ (0) sV (9) V(5(9))

Figura 4.7: Flujo de V.

Proposicion 4.5.4. Sea @ el flujo asociado a una funcion de Morse combinatoria sobre
un complejo simplicial finito K. Entonces ® : C, — Cy resulta un morfismo de complejos
de cadena. Mds ain, ® es homotopico a la identidad.

Demostracion. Debemos corroborar que ® conmuta con el morfismo de borde 0. Escri-
biendo ® =1+ 0V + V9 se tiene

PI=(1+0V+VI)I=0+0VA+ VI =09+0dVd
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0P =0(1+ 0V + V) =0+ 0*V +9Va =09+ 0Vo.

La segunda asercién es directa del hecho que ® — 1 = 0V + V0. Esto es, V actiia como
homotopia entre el flujo de f y la identidad de Ci. O

Como 1ltimo resultado de este capitulo definimos el complejo de Morse determinado
por una funcién de Morse combinatoria: un complejo de cadenas cuya homologia coincide
con la homologia simplicial del complejo subyacente. En la demostracion de este hecho el
flujo asociado a la funcién cumple un papel central.

Definicion 4.5.5. Sea K un complejo simplicial finito de dimension n y f una funcién
de Morse combinatoria sobre K. El complejo de Morse de K respecto de f es el complejo
diferencial

0-c* %2 % Zod o

donde C’g’ es el subgrupo de (), de p-cadenas ®-invariantes; esto es,
Cy ={ceCy| ®(c) =c}.

Usando que la homologia del complejo de Morse de un complejo simplicial K coincide
con la homologia simplicial de K uno puede demostrar las desigualdades de Morse (fuertes)
que enunciamos sin demostracién como cierre del capitulo. Las pruebas de estos resultados
pueden encontrarse en [For].

Teorema 4.5.6. Sea K un complejo simplicial finito y f una funcion de Morse combi-
natoria sobre K. Si b; = dim(H;(K)) son los nimeros de Betti de K entonces para todo

7 >0 se tiene
J J
NEIETED e )
=0
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Capitulo 5

Funciones normalizadas y espacio
de deformaciones

En este capitulo introducimos dos nociones novedosas que se desprenden de la teoria de
Morse discreta: las funciones normalizadas y los espacios de deformaciones. Estos son con-
ceptos asociados al gradiente de las funciones de Morse discretas que tienen como objetivo
tratar de caracterizar el complejo simplicial sobre el que estdn definidas de una manera
combinatoria (en el caso de las funciones normalizadas) y de una manera geométrica (en el
caso de los espacios de deformaciones). Sera casualmente uno de los resultados principales
de este trabajo la demostracién de que esta caracterizacion para el caso de los espacios de
deformaciones es alcanzada de manera absoluta en el Ambito de los complejos simpliciales
unidimensionales (Teorema 5.5.12).

Cabe aclarar que, tratandose de una teoria nueva, dejaremos planteados algunos inte-
rrogantes sin respuesta y propondremos algunos caminos en lo que puede encararse el desa-
rrollo de la misma. Ademads, el caso del estudio combinatorio de los complejos simpliciales
por las funciones normalizadas definidas sobre él no serd llevado a cabo en profundidad
en esta tesis. Solo introduciremos algunas propiedades para mostrar una posible utilidad
en esta direccién.

5.1. Equivalencia y normalizacion de funciones de Morse
combinatorias

En esta seccién presentaremos la nocién de equivalencia de funciones de Morse com-
binatorias. Esta es una relacion de equivalencia que identifica las funciones que codifican
las mismas deformaciones (o, equivalentemente, determinan el mismo campo gradiente).
En este sentido, la definicién resulta bastante natural.

Definicién 5.1.1. Sea K un complejo simplicial finito y sean f,g: K — R dos funciones
de Morse combinatorias. Decimos que f es equivalente a g si cada vez que o < T se tiene
que f(o) > f(1) <= ¢g(0) > g(7). En este caso notamos f ~ g

En otras palabras, dos funciones de Morse combinatorias son equivalentes si preservan
el orden entre los simplices y sus caras inmediatas de idéntica manera. Por ejemplo, para
cualquier ¢ € R, las funciones de Morse combinatorias f y f + ¢ son equivalentes. Es
directa la verificacién que la equivalencia de funciones es una relacién de equivalencia y
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que dos funciones son equivalentes si, y s6lo si, codifican las mismas deformaciones (i.e.,
determinan el mismo campo gradiente).

Observacion 5.1.2. Notemos que si g : Sk — R es una funcion definida sobre el conjunto de
simplices de un complejo simplicial finito K, f es una funcién de Morse combinatoria sobre
K y se verifica que cada vez que o < 7 se tiene que q(0) > q(7) <= f(0) > f(7) entonces
g es también una funcién de Morse combinatoria (y resulta, trivialmente, equivalente a f).

Si ahora nos interesa estudiar las deformaciones determinadas por una funcién f so-
bre un complejo simplicial K, resultaria 1til hallar una funcién de Morse combinatoria
g, equivalente a f, pero con la que sea mas facil trabajar (esto es, elegir un represen-
tante distinguido de la clase de equivalencia de f.) Esta es la idea de funcién de Morse
normalizada.

Definicidon 5.1.3. Sea K un complejo simplicial finito. Una funcion de Morse normalizada
sobre K es una funcién de Morse combinatoria f : K — Z>o C R que verifica la siguiente
condicién: si g : K — Z>( es una funcién de Morse combinatoria tal que g ~ fy g < f
entonces g = f.

Esto es, una funcién de Morse normalizada va a tomar los valores méas pequenos en
Z>¢ y, ademds, va a tomar las minimas diferencias entre los valores de los simplices y sus
caras inmediatas (preservando su campo gradiente). Ensenamos a continuacién algunos
ejemplos.

EJjempLO 5.1.4. Cualquiera sea el complejo simplicial finito K, la funcién de Morse trivial
f(o) = dim(o) es una funcién de Morse normalizada.

EjempLo 5.1.5. La Figura 5.1 muestra dos ejemplos de funciones normalizadas sobre el
mismo complejo.

Figura 5.1: Funciones normalizadas.

Veremos que las funciones de Morse normalizadas poseen muchas propiedades ttiles e
interesantes. Las mas destacadas estdn contenidas en la siguiente

Proposicion 5.1.6. Sea f una funcion de Morse normalizada sobre un complejo simplicial
finito K. Entonces se verifica

(i) Si f(o) =0 entonces dim(o) =0

(ii) f(o) > dim(o) para todo o € K.
(i1i) Un vértice v es critico si, y solo si, f(v) = 0.
(iv) Si o es una cara reqular de T entonces f(o) = f(7).

(v) f toma todos los valores enteros entre 0 y méxy,ex{f(o)}.

(vi) En cada componente conexa de K hay al menos un vértice que toma el valor 0.
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Demostracion. Para (i) simplemente notar que todo simplex de dimensién mayor o igual
a 1 tiene al menos una cara inmediata en la que toma un valor menor al de él. Como la
funcion esta normalizada, entonces ningtin valor puede ser menor a 0, por lo que dicho
simplex no puede tomar el valor 0.

Para (ii) se procede por induccién en la dimensién del simplex o. El caso 0 es trivial.
Sea ¢ un n-simplex con n > 1. Entonces tiene n+ 1 (n — 1)-caras (con n+ 1 > 2); y como
o no puede tener mas de una cara con valor mayor al de él tenemos que existe v < o
con f(v) < f(o). Luego, f(o) > f(v) > n — 1 (esta ultima desigualdad por hipdtesis
inductiva). De aqui que f(o) > n.

En el item (74) debemos probar ambas implicaciones. Si f(v) = 0, como todos los
1-simplices o verifican f(o) > 1 (por (ii)) entonces f(o) > 0 = f(v). Luego v es critico. Si
ahora v es critico entonces f(v) < f(o) para todo o > v. Sea g : K — Z>( definida por
g(v) =0y g(r) = f(r) para todo 7 # v. Por Observacién 5.1.2, g es de Morse, g ~ f y
g < f. Como f es normalizada entonces g = f. Luego, f(v) = g(v) = 0.

El item (iv) requiere un poco méas de trabajo. Sea ¢ una cara regular de 7 que tome
el menor valor entre todas las caras regulares de f. Se tiene que f(o) > f(7) y, por Lema
4.2.6, f(v) < f(o) < f(7') para todo v < ¢ < 7" # 7. Afirmamos que f(7) > f(v)
para todo v < o. En efecto, supongamos que existiera un v < o con f(v/) > f(1).
Como v/ < 0 < 7 entonces existe al menos un ¢’ # o con v/ < ¢’ < 7; y debe verificar
necesariamente f(o’) < f(7) (nuevamente por Lema 4.2.6). En particular f(o') < f(v/).
Luego, v/ es cara regular de f. Pero f(v') < f(o), que era el minimo de las caras regulares.
Esta contradiccién provino de suponer que existe v/ < o con f(v/) > f(7) para el caso
en que la cara regular o toma el menor valor posible entre las caras regulares. Por lo
tanto, el minimo valor que puede tomar f en o sin alterar el gradiente Vy es f(7), por lo
que f(o) = f(7) en este caso. Si ahora o es una cara regular que toma cualquier valor
y existiera nuevamente v/ < o con f(v') > f(7), el mismo razonamiento nos dirfa que
V' es cara regular de un ¢/ < 7. Podemos usar un argumento inductivo para hallar que
f(d) = f(/), de donde obtendriamos f(o') < f(7) < f(v') = f(0'); nuevamente una
contradiccion.

Para (v), simplemente notar que si ¢ es un entero positivo menor a max,cx{f(o)} que
no estd en la imagen de f, entonces la funcién de Morse combinatoria dada por

2y flo) si f(o)<ec—1
f<")_{ Fo) =1 siflo)>c+1

determina el mismo gradiente que f y toma valores menores a f, contradiciendo que f es
normalizada.

Finalmente, (vi) se desprende de (7ii) y del hecho que toda componente conexa de K
posee un minimo, que es necesariamente un punto critico de la funcién. ]

La demostracion del punto (iv) de la Proposicién anterior forma parte de un resultado
mas general sobre funciones de Morse combinatorias que es a su vez demasiado técnico
para introducirlo independientemente. Aprovechando que ya lo hemos demostrado y que
sera utilizado una vez mas en el futuro, lo dejamos asentado a continuaciéon como un lema.

Lema 5.1.7. Sea f una funcion de Morse combinatoria sobre un complejo simplicial finito
K. Sio <7 es una cara reqular que toma el menor valor en el conjunto de caras requlares
de f entonces

f(r) > f(v)

para todo v < 0.
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Dada una funciéon de Morse combinatoria f, una normalizacion de f es una funcién
de Morse normalizada ¢ tal que f ~ ¢g. A continuacién estableceremos los resultados
principales de la seccién: un procedimiento (algoritmo) de normalizacién de funciones de
Morse y la unicidad de las funciones de Morse normalizadas. Antes, una observacién.

Observacion 5.1.8. Toda funcién de Morse combinatoria f sobre K es equivalente a una
funciéon de Morse combinatoria g que verifique

1. mingeg{g(o)} =0
2. Im(g) C ZZO'

En efecto, primero debemos hacer a f equivalente a una funciéon de Morse discreta § que
toma valores en Z. Esto es facil tomando en cuenta que K es finito (por ejemplo, se pueden
dilatar los valores en conjunto para que cada vez que dos simplices que toman diferentes
valores éstos caigan en intervalos [n,n + 1) distintos y luego considerar la parte entera
de cada valor). Finalmente, sumamos a ¢ su minimo para hallar la g buscada. A una tal
funcién ¢ la llamamos funcion de Morse entera.

Sea f una funcién de Morse entera sobre K (definida en la observacion anterior). La
idea detras del algoritmo de normalizacion para f es ir modificando sus valores desde los
simplices que toman valores menores a los que toman mayores, de la siguiente manera:

= Los valores de los simplices que toman el valor cero no son modificados.

= Si a es el primer valor no nulo que toma f modificamos a los sfmplices de f~1(a) en
orden decreciente segin la dimensién: si ¢ es un simplex de dimensién maxima en
este conjunto modificamos f(o) para que sea el menor valor en Z>( que no altere el
gradiente de f; asi continuando hasta agotar los simplices que toman el valor a.

= Si b es el préximo minimo valor no nulo que toma f aparte de a se procede de idéntica
manera. Continuamos hasta agotar los valores de f.

Ahora, formalmente.

Algoritmo de normalizacién. Sea f una funcién de Morse combinatoria sobre un
complejo simplicial finito K. Vamos a construir una normalizacién f de f. Como vimos
en la observacién anterior podemos suponer que f : K — Z>g y que min,eg{f(o)} = 0.
Sea {ap = 0,a1,az,...,a,} el conjunto de valores que toma f, donde a; < a; si 0 < i <
j < r. Vamos a ir modificando inductivamente los valores que toma f en cada conjunto de
simplices f~!(as) por valores menores, obteniendo una funcién de Morse combinatoria fs
en cada caso que coincidira con f en f~'({asy1,...,ar}). Pongamos fo = f. Supuesto que
tenemos definida fs para 0 < s < r, consideremos el valor as4+1 (que, por construccién, no
es uno de los modificados). Escribamos f; !(as11) = {071, ..., 0}, donde dim(c;) > dim(o;)
si 1 <4 < j < k. Definimos el valor de fs;;1 nuevamente por induccién: sea fSH = fs, ¥y
supuesto definido fZ,; para 0 < i < k, definimos f11(0) = fi,,(0) si o # 0is1 y

max{fl,,(v) :v <o} +1 si 0441 es critico
i+1

i(oig) =< [l (n) si 041 es cara regular de 7

max{fl (V') : vV <041,/ #v} +1 si o tiene por cara regular a v

Definimos finalmente fs11 = f§+1 y f = fr.
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Teorema 5.1.9. La funcion f es una normalizacion de f.

Demostracion. En lo que sigue utilizaremos las notaciones anterior. Probamos el resultado
en dos pasos.

= f es una funcion de Morse combinatoria equivalente a f.

Por la Observacién 5.1.2 nos alcanza con probar que f es equivalente a f. Veamos entonces
que en cada paso del proceso de normalizacion no es alterado el gradiente de f. Para
ello, mostramos que Vy, = V; para todo s con un argumento inductivo. Como fo = f,
entonces el caso s = 0 es trivial. Supongamos que Vy, = V; y veamos que Vy  , = V.
Nuevamente, haremos induccién en i. Como f? 1 = [s entonces Vf£+1 = Vy, = Vy (por

hipétesis inductiva en s). Supongamos que Vfi+1 = Vy y veamos que Vf¢+1 = V}. Sea
El s+1

o0 =011 € f 1 (asy1) el simplex correspondiente al paso i + 1.

= Si o es un simplex critico para f§+1 entonces ¥ < ¢ < 7 implica f;+1(V) < f§+1(0) <

fey1(7). Por lo tanto, o puede tomar cualquier valor entre max{f,, (v):v <o} +1
y min{f:{, ,(7) : 7 = o} — 1 sin alterar el gradiente de f;, ;. Como el valor asignado
i+l

a s+1

(o) es precisamente uno de estos valores, entonces se tiene Vfi+1 = Vy.
s+1

= El caso en que o es un top simplex regular estamos en una situacién similar, salvo
que el maximo lo tomamos sobre las caras inmediatas distintas de la tnica v < o
con f(v) > f(o). En este caso también tendremos Viier = V.
s+1

= Kl caso cuando o es una cara regular requiere mas cuentas. Sabemos que existe 7 >~ o
con f(o) > f(7) y que, ademés, para todo v < o se tiene f(r) < f(o) y para todo
7' # 7, f(0) < f(7). Luego, las restricciones que tenemos que tener en cuenta para
no modificar el gradiente de f,; son

1. f;i}(a) < mfn{f;;H(T’) T -y T #£T)—1
2. f(0) > méx{{fl (v)+1:v <o}, fi ()}

Ahora, como f! 11 fue obtenida por el algoritmo de normalizacién entonces si g < 7 es
una cara regular de f que toma un valor menor a a1 se verificara f.,,(¢) = fi (7).
El Lema 5.1.7 aplicado a f;,; muestra que f. (1) > fi,(v) para todo v < 0. Por
fi-i-l

lo tanto, el maximo del punto 2 es directamente fI, (7). Como fi7 (o) es elegido

por el algoritmo para tomar este valor, entonces V; = Vf¢+1.
s+1
Esto termina de probar que el proceso de normalizacién no altera el gradiente de la
funcion original. Luego, la f generada es una funcién de Morse combinatoria equivalente
a la original.

= f es una funcion de Morse normalizada.

Para ver ahora que la funcion generada estd normalizada s6lo debemos chequear que
vale la definicién. Sea g ~ f una funcién de Morse combinatoria con g < f y supongamos
que g # f. Sea o el simplex de minimo valor a, en f para el que g(¢o) < f(o). Analizamos
las tres posibilidades:
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» Sio es critico entonces o no puede ser un vértice (pues f y g necesariamente coinciden
en los vértices por Proposicién 5.1.6) y f(o) = méax{fs(v) : v < o} + 1. Luego, si
este maximo se alcanza en v/ entonces

9(0) < flo) = f(/) + 1= f(/) +1=g(/) +1

Esta dltima igualdad vale por la minimalidad del valor de o. Luego, g(o) > g(¢/).
Esto contradice que o es critico para g también.

= Si o es un top simplex regular (no puede tratarse de un vértice) entonces existe un
v < o con f(v) > f(o) y tenemos definido en este caso f(o) = max{fs(v') : v/ <
o,V # v} +1. Si este mdximo se alcanza en v/ una cuenta andloga al punto anterior
nos muestra que g(o) < f(v") = g(+""), lo que le da a o dos caras regulares, cosa
que no puede suceder.

= Si 0 es cara regular entonces existe 7 = o con f(o) > f(7) y tenemos definido
f(0) = fs(7). Pero entonces, g(o) < f(7) = g(7), contradiciendo que V, = V7.

Con esto hemos probado que la funcién obtenida del algoritmo es normalizada y, por lo
tanto, f es una normalizacién de f. Esto concluye la demostracién. O

EsempLo 5.1.10. La Figura 5.2 muestra el funcionamiento del algoritmo de normalizacion.

Modificar f(o)=1

—
. _ 5 " _ 5 "
Modificar f(o)=2 Modificar f(0)=3 Modificar f(c)=4
S 0 —_ 0 _—
3 1
Modificar f(o)=5 1 Modificar f(o)=9 1
—_— 0 _— 0
1 1

Figura 5.2: Algoritmo de normalizacién.

Existe una caracterizacién muy interesante de la normalizacién de una funcién de
Morse combinatoria en el contexto de los conjuntos parcialmente ordenados. La presenta-
mos a continuacion.

Definicion 5.1.11. Un preorden < en un conjunto P es una relacién reflexiva y transitiva.
En este caso decimos que (P, <) es un conjunto preordenado.
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En otras palabras, un conjunto preordenado es un poset sin la condicién de anti-
simetria. Esto es, pueden existir elementos a y b en el conjunto con a < by b < a pero que
a # b. Vamos a ver que una funcién de Morse combinatoria determina un preorden en el
conjunto de vértices del complejo dominio.

Definicion 5.1.12. Sea K un complejo simplicial finito y f : K — R una funcién de
Morse combinatoria. Definimos la relacién <; en Sk declarando que o <;7si o < 7y que
o>y 7 siademds f(o) > f(7). El conjunto preordenado (Sk, <) que se obtiene cerrando
< por transitividad se llama conjunto preordenado asociado a f.

Como en lo que sigue trabajaremos con una funcién de Morse combinatoria fija, omi-
tiremos el subindice f y escribiremos <; = <.

Ejempro 5.1.13. Si K = {a,b,{a,b}} (el 1-simplex) con la funcién de Morse combinatoria
trivial entonces < resulta un orden parcial.

EjempLo 5.1.14. Si K = {a,b,{a,b}} (el 1-simplex) con la funcién de Morse combinatoria
dada por f(a) =0, f(b) =1y f({a,b}) =1 entonces se tiene que b < {a,b} y b > {a,b}.

Definicion 5.1.15. Sea K un complejo simplicial finito, f una funcién de Morse combi-
natoria y (Sk, <) el conjunto preordenado asociado a f. Para un o € K definimos altura
de o en (S, <) como

hy(o) =méax{n € Z>o | 0 = 0y > op_1 > ... > 0 donde 0,41 £ 0;}.

Esto es, la altura de un simplex en (Sg, <) es la cantidad de simplices en una cadena
maximal de él. El siguiente teorema muestra la relacién entre la normalizacién de una
funciéon de Morse combinatoria y el conjunto preordenado asociado a ella.

Teorema 5.1.16. Sea K un complejo simplicial finito, f una funcion de Morse combi-
natoria y (Sk, <) el conjunto preordenado asociado a f. Entonces f = hy.

Demostracién. Por simplicidad de notacién denotaremos a hy como h. Es inmediato que
h(K) C Z>o y que h toma el valor 0. Notemos que si o < 7 verifica f(o) > f(7) entonces
o<ty T<0,dedonde h(c) = h(7). Si en cambio, f(o) < f(7) entonces o<1y h(c) < h(T)
porque el gradiente de f no admite caminos cerrados no estacionarios. Luego, h ~ f y, en
particular, es una funcién de Morse combinatoria (por Observacién 5.1.2).

Para ver que h es normalizada consideremos g : K — Z>p una funcién de Morse
combinatoria que verifique g ~ f ~ h y g < h. Supongamos que g # h y sea 0 € K el
simplex que toma el menor valor (con respecto a g) entre todos los simplices tales que
g(o) < h(o). Luego, h(c) =r > 1. Sea C una cadena maximal ¢ = o, > 0,_1... > 0 donde
oi+1 £ 0. Consideremos o,_1 << 0. Debe existir entonces una cadena o >v; > ... > > 0,1
de desigualdades en la relacién original (antes de cerrar por transitividad). Observemos
que no puede suceder que v; < v;41 para cada ¢ pues seria ¢ < g,_1, lo que contradice la
construcciéon de C. Observemos también que no pueden existir v; £ v;41 y v; £ vjy1 con
i # j pues de lo contrario podemos hallar un elemento entre o y o,_1, lo que contradice
la maximalidad de C'. Por lo tanto, debe existir un tnico ¢ tal que v;, £ v;,+1. Entonces
debemos tener que v 11 < viy v f(Vig+1) < f(vi,) (pues, de lo contrario, f(vi,) > f(Vig+1)
contradiciendo que v;, £ v;,+1). Como para cada i # ig se tiene que v; < v;41 entonces

L. Vig4+1 << 0p—1 Y Vig+1 > 0p—1

2. Vjy <Oy Yy >0
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En particular, h(v;,) = h(o) y h(viy+1) = h(or—1). Entonces, de la minimalidad de o y del
hecho que g ~ f, se deduce que

h(or-1) = Mrigr1) = 9(Vig+1) < 9(Vig) < h(viy) = h(0),

de donde h(o) —h(o,—1) > 2. Debe existir entonces un ¢’ con o > ¢’ > 0,1, contradiciendo
la maximalidad de C. O

Como fue comentado, el segundo resultado principal de la seccién es la unicidad de
funciones de Morse normalizadas: si dos tales funciones son equivalentes entonces son
idénticas. Necesitamos algunos resultados previos.

Observacion 5.1.17. Si f y g son funciones de Morse combinatorias definidas sobre el
mismo complejo simplicial K, no es necesariamente cierto que h = min{f,g} sea una
funcién de Morse combinatoria. En la Figura 5.3 puede verse un ejemplo en el que se tiene
o<71,0 <71 y71#7 pero h(c) = h(r) = h(7'), cosa que no puede suceder en una
funcién de Morse combinatoria.

Figura 5.3: Contraejemplo que min{f, g} no es de Morse.

Proposicién 5.1.18. Si f y g son funciones de Morse combinatorias equivalentes en-
tonces h = min{f, g} es una funcion de Morse. Mas ain, f ~ h ~ g.

Demostracion. Por la Observacién 5.1.2 nos alcanza con ver que h ~ f. Sea 0 < 7y
veamos que f(o) > f(7) si, y sblo si, h(o) > h(7r). Supongamos que f(o) > f(7). Luego,
F(0) > F(r) > h(=) y glo) > g(r) > h(r); por lo que k(o) = min{g(o), /(o)) > A(r),
como querfamos probar. Si ahora h(c) > h(7) entonces f(o) > h(c) > h(r) y g(o) >
h(o) > h(7). Luego, h(1) = min{f(7),9(7)} < f(o),g(c). Ahora, si h(T) = f(7) entonces
f(r) = h(r) < h(o) < f(o). Si, en cambio, h(1T) = g(7) entonces g(7) = h(7) < h(o) <
g(o), y como g ~ f entonces f(7) < f(o). Esto concluye la demostracion. O

Observacion 5.1.19. Notemos que, en particular, si f es una funcién de Morse normalizada
sobre K entonces min{f, g} = f para toda g : K — Z>( equivalente a f.

Teorema 5.1.20. Dos funciones de Morse normalizadas y equivalentes son idénticas. En
particular, la normalizacion de una funcion de Morse combinatoria es unica.

Demostracion. Si dichas funciones son f y g entonces se tiene f = min{f,g} = g, por la
Observacion 5.1.19. O

Este teorema nos dice que la deformacién inducida por una funciéon de Morse discreta
estd determinada a nivel combinatorio por valores unicos asignados a los simplices del
complejo simplicial. Esto es, hay una unica manera normalizada o canonica de codificar
una deformacion sobre K. Estos valores proporcionan entonces un invariante combinatorio
del complejo simplicial que puede ser utilizado para estudiar propiedades homotépicas de
los poliedros que modelan.
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El estudio de las potenciales propiedades y herramientas combinatorias que puede
llegar a producir la teoria de funciones de Morse normalizadas no serd desarrollado en
este trabajo. Por ahora nos ocuparemos de introducir algunas definiciones e ideas para
mostrar de qué manera es posible extraer alguna caracteristica numérica de los complejos
munidos de alguna funcién de Morse combinatoria. Al final de la seccién planteamos
algunas preguntas y caminos en los que puede encaminarse la teoria.

Definicion 5.1.21. Dado un complejo simplicial finito K y una funcién de Morse combi-
natoria f : K — R, definimos la caracteristica de f por

w(f) =D (=) f(o) (5.1)

ceK

donde f es la normalizacién de f. En particular, cuando f(0) = dim(o) llamamos al
numero x(f) la caracteristica de Morse de K y lo notamos k(K).

EjempLo 5.1.22. La caracteristica de Morse de A™ es —1 para todo n € N.

Proposiciéon 5.1.23. Sea f : K — Z>o una funcion de Morse combinatoria. Si f tiene
un unico punto critico entonces k(f) = 0.

Demostracion. Simplemente notar que si o es cara regular de 7 entonces f(o ) = f(r)y
aparecen con signos opuestos en la suma de k(f). Luego, tendremos k(f) = ( ) para el
tinico vértice critico de f. Por Proposicién 5.1.6, f(v) = 0. O

La vuelta no es cierta, como muestra la funcién de Morse trivial del complejo de la
Figura 5.4.

T >

Figura 5.4: La funcién f(o) = dim(o) de este complejo verifica x(f) = 0.

Corolario 5.1.24. Si K es colapsable existe una funcion de Morse combinatoria f con

K(f) = 0.
Demostracion. Es inmediato del Corolario 4.3.7 y la Proposicién 5.1.23. O

El estudio de las propiedades combinatorias de las funciones de Morse normalizadas
parece ser interesante y viable. Algunas ideas para trabajos futuros incluyen el estudio de
la caracteristica de funciones de Morse combinatorias y el estudio de los valores que toma
su funcién normalizada con multiplicidad (llamado el rango de la funcién) y la relacién
de estos invariantes con otros invariantes combinatorios y topolégicos conocidos como la
caracteristica de Euler, grupos de homotopia y homologia, f-vectores, etc. Otro posible
angulo de investigacion consiste en dar una clasificacién de complejos segun las propiedades
combinatorias y numéricas de las funciones de Morse definidas sobre él.
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5.2. El poset de funciones de Morse normalizadas no trivia-
les

Para un complejo simplicial finito K notamos M (K) al conjunto de funciones norma-
lizadas no triviales sobre K esto es, M(K) = {f : K — Z>¢ : f de Morse normalizada
no trivial}. Definimos sobre M (K) un orden parcial declarando que f < g si para todo
o <7 con f(o) > f(r) se tiene que g(o) > g(7). Es facil ver que esta relacion es reflexiva
y transitiva. Ademds, si f < gy g < f entonces f ~ g (equivalente) por definicién de
equivalencia; luego, por la unicidad de las funciones normalizadas, se tiene f = g.

Definicién 5.2.1. El conjunto parcialmente ordenado (M (K), <) se llama el poset de

funciones de Morse normalizadas no triviales sobre K. Lo notaremos simplemente M (K)
asumiendo implicitamente su relaciéon de orden.

Observacidon 5.2.2. El orden parcial en M(K) dice que f < g si todos los pares regulares
o < 7 de f también son pares regulares de g. Como esta informacién determina comple-
tamente el campo gradiente de una funcién de Morse combinatoria, esto quiere decir que
toda flecha del campo gradiente de f estd en el campo gradiente de g (i.e., f son algunas
de las deformaciones de g).

Notar que los elementos minimales de M (K') son los que corresponden a funciones
de Morse normalizadas que codifican una tnica cara regular. Vamos usualmente a notar
(0,7) ala funcién minimal f en M (K) que verifica f(o) > f(7) y f(¢') < f(7') para todo
o<t conoc#td yr#£T.

EJEMPLO 5.2.3. La Figura 5.5 muestra ejemplos del poset M (K) para el caso K = A, A?

2
y A%,

M(£) M(Z) (&)
SENEEVANVANANAN

[ E—

JAN
JAN

B>
> > >
B>
B> > >
B D> D> [> b
B> b
BB
B b b
BB b o
BB B
BB BB

Figura 5.5: Poset de funciones de Morse normalizadas no triviales.

Nuestro interés primordial en el poset M (K) es el complejo simplicial que tiene asocia-
do. Para ello, vamos a recordar la relacién que existe entre posets y complejos simpliciales
y establecer algunas caracteristicas de M (K) en este contexto.

Para un poset (P, <) queda inducido un complejo simplicial K(P) cuyos vértices son
los elementos de P y cuyos simplices son los subconjuntos finitos no vacios totalmente
ordenados de P. Reciprocamente, dado un complejo simplicial (no necesariamente finito)
K, queda determinado un poset X'(K) cuyos elementos son los simplices de K y donde el
orden parcial viene dado por la inclusién de simplices. Estas construcciones no son recipro-
cas. De hecho, la construccién de K(X(K)) coincide con la construccién combinatoria de
la primera subdivisién baricéntrica de K; esto es, K(X(K)) = K'. Es ficil ver ademds que
no todo poset proviene de un complejo simplicial ni todo complejo simplicial proviene de
un poset.
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Observacion 5.2.4. El complejo A" no proviene de ningtn poset (cualquiera sea n).

Existe una manera conveniente de visualizar un poset finito P como un grafo dirigido.
El diagrama de Hasse de P es el grafo dirigido Gp cuyos vértices son los elementos de P
y cuyas aristas son los pares (z,y) tales que x < y pero no existe r < z < y.

EJempLO 5.2.5. La Figura 5.6 muestra el diagrama de Hasse del 3-simplex.

Figura 5.6: Diagrama de Hasse de A3,

Definicion 5.2.6. Decimos que un poset finito P es un lattice reducido si todo subconjunto
de P acotado superiormente tiene supremo.

Esempro 5.2.7. El poset asociado X(K) a un complejo simplicial finito K es un lattice
reducido pues dos simplices que son cara de un simplex més grande tienen como supremo
al simplex cuyos vértices es la unién de los vértices de ambos..

EJempLo 5.2.8. Los posets cuyo diagrama de Hasse son arboles binarios son lattices re-
ducidos.

El siguiente lema es de extrema utilidad para caracterizar a los lattices reducidos.
Lema 5.2.9. Sea P un poset finito. Son equivalentes:
(i) P es un lattice reducido.
(i) Todo subconjunto de P acotado inferiormente tiene infimo.

(iii) Todo subconjunto de dos elementos de P acotado superiormente (resp. inferiormente)
posee supremo (resp. infimo).

Demostracién. Para ver que (i) implica (ii) sea P’ = {p1,...,pn} un subconjunto de P
acotado inferiormente. Consideremos el subconjunto @ = {p € P | p < p; para todo 1 <
i < n}. El conjunto @ estd acotado superiormente por cada p;, por lo que existe ¢ = sup Q.
Ahora, g < p; paratodo 1 < i < nysip < p; para todo ¢ entonces p < ¢q. Luego, ¢ = inf P’.
De anéloga manera tenemos que (i) implica (7).

Como la implicacién (4) a (i) es trivial s6lo debemos probar que (4ii) implica (7).
Sea nuevamente P’ = {p1,...,p,} un subconjunto de P acotado inferiormente. Hacemos
induccién en n, siendo el caso n = 2 directo de la hipdtesis. Si n > 2 consideremos
P" = P' — {p,}. Por hipétesis inductiva P” posee un infimo ¢”. Como {¢”,p,} es un
subconjunto de dos elementos acotado inferiormente, entonces tiene un infimo ¢. Ahora,
por un lado, ¢ < ¢” < p; para todo 1 <i:<n—1y q < p,. Por otro lado, si p < p; para
todo ¢ entonces p < ¢” y p < pp, por lo que p < q. Por lo tanto, q es el infimo de P’ y el
lema queda demostrado. O

El Ejemplo 5.2.7 muestra que para que un poset provenga de un complejo simplicial
debe ser necesariamente un lattice reducido. Sin embargo, no es cierto que todo lattice
reducido provenga de un complejo simplicial. El siguiente resultado establece la condicion
necesaria y suficiente para que esto ocurra.
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Proposicién 5.2.10. Un lattice reducido finito P es X(K) para un cierto complejo sim-
plictal K si, y sdlo si, todo elemento z € P es el supremo de los elementos minimales
menores o iguales a z y no es supremo de ningin otro conjunto.

Demostracion. Si P = X(K) y z € P entonces z = 0 € K. Los elementos minimales de z
son entonces los vértices de o y el resultado es directo. Si ahora P es un lattice reducido
finito que verifica la hipdtesis mencionada, podemos definir un complejo simplicial K
cuyos vértices son los elementos minimales de P y cuyos n-simplices son los conjuntos
{po,...,pn} de vértices acotados superiormente. Afirmamos que P = X(K). En efecto,
podemos hacer corresponder a cada z € P con el simplex o = {pg,...,pn,} € K cuyos
vértices son los elementos minimales menores o iguales a z. Por hipétesis, z debe ser el
supremo de {po, ...,pn}, lo que prueba la biyectividad de la asignacién (pues sélo puede
ser supremo de este conjunto). Es facil ver que ademads la inclusién de simplices de K se
corresponde con la relacién de orden de P. Esto demuestra la proposicién. O

Para més detalles sobre lattices reducidos y la relacién entre posets y complejos sim-
pliciales, el lector puede consultar [Bar|. Podemos ahora caracterizar el poset de funciones
de Morse normalizadas.

Teorema 5.2.11. El poset M(K) es un lattice reducido y cumple las hipdtesis de la
Proposicion 5.2.10. En particular, M (K) = X (L) para cierto complejo simplicial L.

Demostracion. Sean fy g dos funciones de Morse normalizadas tales que f,g < h para
cierta h € M(K). Si existe un 0 € K que es cara regular de h pero no lo es de f
ni de g entonces redefinamos Vj, para que tome el valor 0 en o. Notar que este nuevo
campo vectorial combinatorio V' no admite tampoco V-caminos cerrados no estacionarios.
Procedemos de idéntica manera para toda cara regular de h que no sea cara regular de f
ni de g a fin de obtener un campo vectorial V' sin V-caminos cerrados no estacionarios. Por
el Teorema 4.4.3 existe una funcién de Morse combinatoria f’ tal que V' = Vj. Veamos
que f' es el supremo de {f,g}. Sio <7y f'(¢) > f'(7) entonces o es cara regular de f'y,
luego, de f o de g. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que o es cara regular de
f. Luego, existe 7/ = o tal que f(c) > f('). Como f’ > f entonces f'(c) > f'(7'); luego,
7 = 7'. Por lo tanto, f(o) > f(7). Si ahora h es una cota superior de {f, g} entonces, en
particular, h > f. Luego, h(c) > h(7) y, por lo tanto, f" < h. Esto prueba que M(K) es
un lattice reducido.

Es sencillo ver que ademéas M (K) estd en las condiciones de la Proposicién 5.2.10 pues
las funciones minimales son las que codifican una tnica cara regular y cualquier f € M (K)
queda determinada exactamente por las funciones minimales que codifican sus diferentes
caras regulares. O

Es precisamente este complejo simplicial L que se desprende de la Proposicién 5.2.11
el que ocupard el lugar estelar en lo que resta de esta tesis. En la préoxima seccién lo
definiremos de una manera mas directa y estudiaremos sus principales propiedades.

5.3. Espacio de deformaciones

Definicién 5.3.1. Un conjunto de funciones de Morse normalizadas {fi, ..., fr} en M (K)
se dice compatible si existe h € M (K) tal que f; < h para todo ¢ = 1,..., k. En particular,

~

cuando {f, g} sea compatible diremos que f y g son funciones de Morse compatibles.
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Béasicamente, un conjunto de funciones de Morse normalizadas es compatible si las
flechas que codifica cada funcién pueden convivir en el complejo para dar otra funcién
de Morse combinatoria. Observemos que por la misma definicién de compatibilidad un
conjunto compatible tiene a todos sus subconjuntos compatibles. Esta propiedad nos va a
permitir asociarle al poset M (K) un complejo simplicial que modele geométricamente las
deformaciones que codifican sus funciones de Morse. Definimos este espacio en la siguiente

Definicion 5.3.2. Dado un complejo simplicial finito K definimos el espacio de defor-
maciones de K como el complejo simplicial cuyos vértices son las funciones minimales
en M(K) y cuyos k-simplices son los conjuntos de k + 1 vértices { fo, ..., fx} compatibles.
Denotamos este espacio por M(K).

Observacion 5.3.3. Notar que la nocién de compatibilidad de un conjunto de funciones
de Morse normalizadas es equivalente a que dicho conjunto esté acotado superiormente
en el poset de funciones de Morse normalizadas no triviales. Por lo tanto, el espacio de
deformaciones de un complejo simplicial K es exactamente la construccion realizada en la
Proposicién 5.2.10. Luego, X(M(K)) = M(K), y el complejo L de la Proposicién 5.2.11
es exactamente M(K). En particular, se tiene que K(M(K)) = M(K)'.

Observacion 5.3.4. Un dato colorido acerca del espacio de deformaciones de un complejo
simplicial finito K es que este coincide con el nervio del cubrimiento Uy de M (K)°P dado
por los abiertos minimales de los elementos maximales de M (K )°. Para definiciones se
puede consultar [Bar].

EJeEMPLO 5.3.5. Es sencillo ver que M(A!) es el 0-complejo de dos puntos.

EJeMPLO 5.3.6. El espacio de deformaciones de la primera subdivisién baricéntrica de A'
se muestra en la Figura 5.7.

N

Figura 5.7: Espacio de deformaciones de (A')".

EJempLo 5.3.7. El espacio de deformaciones de A2 se muestra en la Figura 5.8.

Figura 5.8: Espacio de deformaciones de AZ.

EjempLo 5.3.8. Sea K el 1-complejo de vértices a,b,c y d y 1-simplices {a,b},{b,c} y
{¢,d}. La Figura 5.9 muestra M(K).

EJseEMPLO 5.3.9. Sea L el 1-complejo de vértices a, b, ¢y d y 1-simplices {a, b}, {a,c} y {a,d}
(i.e., L es el cono de tres vértices). La Figura 5.10 muestra M(L).
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Figura 5.9: Espacio de deformaciones de K.

Figura 5.10: Espacio de deformaciones de L.

EjempLo 5.3.10. Es facil chequear que si » > 2 entonces el espacio de deformaciones del
cono de un 0-complejo de r vértices es el complejo homogéneo de dimensién r — 2 generado
por r — 1 (r — 2)-simplices con un vértice exclusivo y un tnico (r — 2)-simplex adyacente
a todos los demas.

Definicion 5.3.11. Para un complejo simplicial finito K y una funcién de Morse combi-
natoria sobre K definimos el grado de f como la cantidad de caras regulares que determine.
Esto es,

deg(f) =t#{oc € K | 37 > o tal que f(7) < f(o)}.

Observacion 5.3.12. Como las caras regulares y los top simplices regulares vienen en pares
entonces deg(f) =t#{oc € K | v < o tal que f(v) > f(o)}.

NotA. Como los complejos simpliciales de dimensién 0 poseen espacios de deformaciones
vacios (pues no admiten funciones de Morse normalizadas no triviales) supondremos de
aqui en més que dim(K) > 1. Mas atn, nos restringiremos al estudio de los complejos
simpliciales conexos.

A continuacién establecemos algunas propiedades bésicas de los espacios de deforma-
ciones. Las contenidas en la siguiente proposicién son de fécil verificacion.

Proposicion 5.3.13. Sea K un complejo simplicial finito conexo. Entonces, se tiene:

(i) Hay tantos k-simplices en M(K) como funciones de Morse normalizadas de grado
kE+1.

(i) Una funcion de Morse normalizada f es mazimal en M (K) si, y sdlo si, el simplex
{90,91,---,9r} de todas las funciones minimales para las que g; < f es un simplex
mazximal en M(K).

(i) La dimension de M(K) es max sepr(gy{deg(f)} — 1.

Un resultado atiin més interesante estd contenido en la siguiente proposicién. Antes
de enunciarlo, recordemos que notamos con (o, 7) a la funcién minimal f en M(K) (o,
equivalentemente, al vértice f € M(K)) que codifica a 0 < 7 como el uinico par regular
de ella.

Proposicién 5.3.14. Si K contiene mds de un 1-simplex entonces M(K) es conezxo.
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Demostracion. Sean f y g dos funciones minimales distintas en M (K). Nos alcanza ver
que podemos unirlas por un edge path en M(K). Si f y g son compatibles entonces son
extremo del 1-simplex {f, g} y no hay nada mas que probar. Si, en cambio, f y g no fueran
compatibles, analizamos individualmente los tres posibles casos:

» f y g codifican la misma cara regular. Escribamos f = (0,7) y g = (0,7).
Tomemos v < 7y v < 7/ ninguno o. Consideremos f' = (v,7) y ¢ = (v, 7).
Se tiene f compatible con ¢’, ¢’ compatible con f’ y f’ compatible con g. Luego,
podemos unir fy g en M(K).

» [y g codifican el mismo top simplex regular. Escribamos f = (0,7) y g =
(¢/,7). Si dim(7t) = 1 entonces, como por hipétesis hay otro 1l-simplex v en K
que tiene a o 0 a ¢’ en el borde (por conexién), podemos construirnos la funcién
h = (¢",v) (si v =< 0,06” >) que resulta compatible con f y con g. Luego, en este
caso podemos unirlas. Si ahora dim/(7) > 2 tomamos v < oy ' < ¢’ con v,/ # oNo’
y nos construimos [’ = (v,0) y ¢’ = (V/,0’). Se tiene que f es compatible con ¢', ¢’
es compatible con f’ y f’ es compatible con g.

» f codifica una cara regular que es a su vez un top simplex regular para g.
Escribamos f = (0,7) y g = (v,0). Podemos escribir 7 = v.o para un vértice v € 7.
Sea h = (v, {v,v'}) para cierto v'. Es facil ver que f y g son compatibles con h.

O]

Introducimos a continuacién la definicién de f-vector de un complejo simplicial. Estos
objetos seran utilizados para determinar la cantidad de vértices en el espacio de defor-
maciones de un complejo simplicial y resultardn de gran utilidad en la ltima seccion del
capitulo.

Definiciéon 5.3.15. Sea K un complejo simplicial finito de dimensién n. El f-vector de
K es el vector (fo, ..., fn) € N cuyas coordenadas fj son la cantidad de k-simplices en K.

La caracterizacion de f-vectores de ciertos tipos de complejos simpliciales es un proble-
ma central de la geometria combinatoria. En nuestro desarrollo no necesitaremos mas que
su definicién. Més informacién sobre la teoria de f-vectores puede encontrarse en [Grul.

Observacion 5.3.16. Si K es un complejo simplicial finito cualquiera entonces la cantidad
de vértices de M(K) es

n+D)fo+nfor+---+3f2+2f

donde (fo, ..., fn) es el f-vector de K.

Supongamos que tenemos un subcomplejo L de un complejo simplicial finito K. Es
facil ver que M(L) C M(K), pues las deformaciones llevadas a cabo en L pueden verse
como tomando lugar dentro de K (o, andlogamente, una funcién de Morse combinatoria
sobre L puede extenderse a una funcién de Morse combinatoria sobre K de acuerdo a la
Proposicién 4.2.8). Formalizaremos este resultado como corolario de un resultado més ge-
neral: los morfismos simpliciales inyectivos entre dos complejos simpliciales L y K (i.e., que
induce una inyeccién en el conjunto de vértices V7, y Vi) inducen morfismos simpliciales
inyectivos entre sus espacios de deformacion.
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Teorema 5.3.17. Sean K y L complejos simpliciales finitos. St f : K — L es un morfismo
simplicial inyectivo entonces la funcion f, : M(K) — M(L) dada por

fe((o,7)) = (f(0), f(7))
es un morfismo simplicial inyectivo.

Demostracion. Notemos que si 0 < 7 en K, entonces f(o) < f(7) en L (por la inyec-
tividad de f). Debemos ver que si {(o;,7;)}; son compatibles entonces {(f(o;), f(7:))}:
son compatibles. Alcanza con probar que las funciones de este conjunto son compatibles
dos a dos y que no forman caminos cerrados no estacionarios. Ahora, si (f(o), f(7)) v
(f(e"), f(7")) no son compatibles entonces f(o) = f(o'), f(r) = f(7), flo) = f(7)
6 f(o!) = f(7). En cualquier caso, la inyectividad de f determinaria que (o,7) = (o, 7")
por los mismos motivos. Esto constituye una contradiccién. Si ahora {(f(o;), f(7:))}: for-
maran un camino cerrado no estacionario entonces, en particular, f(o;+1) < f(7) para
todo i. Luego, 0,41 < 7; para todo ¢ y se formaria un camino cerrado no estacionario,
obteniendo nuevamente una contradiccién.

Por 1ltimo, la inyectividad de f, es inmediata de la inyectividad de f. O

Corolario 5.3.18. Si L es un subcomplejo de un complejo simplicial finito K entonces

M(L) es un subcomplejo de M(K).

Demostracion. Simplemente considerar la inclusién ¢ : L — K para hallar que i, :
M(L) — M(K) es morfismo simplicial inyectivo por Teorema 5.3.17. O

En la préxima seccién estableceremos algunas propiedades més profundas del espacio
de deformaciones de un complejo simplicial.

5.4. Propiedades de pegado y adjuncion

Los espacios de deformaciones tienen una estructura muy compleja. Atn para comple-
jos simpliciales simples, estos pueden ser de dimensiones muy grandes y contener muchos
simplices. Nuestra intencion en esta seccion es presentar ciertos resultados que relacionen
el espacio de deformaciones de un complejo simplicial con ciertos subcomplejos que posean
una estructura mas amena y facil de calcular. De este modo podremos describir un espacio
de deformaciones por medio de espacios més pequenos.

Recordemos de la Observacién 4.2.5 que una funcién de Morse combinatoria siempre
alcanza un minimo en un vértice que resulta critico. Sea entonces para un vértice v € K el
subconjunto M, (K) de M(K) conformado por todas las funciones de Morse normalizadas
no triviales f que tienen a v como punto critico (o, equivalentemente, f(v) = 0). M,(K)
hereda el orden parcial de M(K) y es cerrado bajo la accién de tomar subconjuntos de
sus conjuntos de funciones compatibles. Luego, podemos asociar a M,(K) un complejo
simplicial de idéntica forma que lo hicimos a M(K). Esto motiva la introduccién del
espacio de deformaciones de K en el punto base v.

Definicion 5.4.1. Dado un complejo simplicial finito K y un vértice v € K definimos el
espacio de deformaciones de K con punto base en v (o alrededor de v) como el complejo
simplicial cuyos vértices son las funciones minimales en M,(K) y cuyos k-simplices son
los conjuntos de k + 1 vértices { fo, ..., fr} compatibles.

99



Muchas veces nos referiremos a M, (K) como el espacio local de K en vy a M(K)
como el espacio total de K.

EJempLo 5.4.2. La Figura 5.11 muestra los posets de funciones de Morse normalizadas no
triviales que tienen un vértices fijo critico para los complejos del Ejemplo 5.2.3.

M/(£) My(&) M/(£)

ANA LA A
f%%ﬁ: AAANAMN
A AANMNAA

JAN AN A A

Figura 5.11: Poset de funciones normalizadas no triviales alrededor de v (representado en circulo blanco).

EjemprLo 5.4.3. No es dificil de chequear que MU(A2) coincide con el espacio de deforma-
ciones del complejo simplicial del Ejemplo 5.3.6.

EsempLO 5.4.4. El espacio de deformaciones local de A? se muestra en la Figura 5.12.

Figura 5.12: Espacio de deformaciones local de A%

El espacio de deformaciones alrededor de un punto base resulta una herramienta muy
util en esta teoria. Una comprobacion en esta direccion es introducida en la siguiente

Proposicion 5.4.5. Sea K un complejo simplicial finito. Entonces se tiene
(i) My(K) C M(K)
(ii) | J Mu(K) = M(K).
veEVK
Demostracion. (i) es inmediato. (7i) es consecuencia del hecho que toda funcién de Morse

combinatoria tiene un vértice critico. O

Si K y L son dos complejos simpliciales con un vértice distinguido v entonces la unién
en el punto v de K y L es el complejo simplicial que se obtiene de la unién disjunta de Ky
L identificando el vértice v € K con el vértice v € L. Lo notamos K V,, L. Con el concepto
de espacio de deformaciones local podemos hallar la relacién entre el espacio total de un
complejo simplicial que es la unién por un punto de dos de sus subcomplejos.

Proposicion 5.4.6. Sean K y L dos complejos simpliciales finitos y conexos. Entonces,
M(K Vy L) = My(K)M(L) U M(K)M,y(L)

Mas ain, esta union no es disjunta en general y se tiene My, (K)M(L)NM(K)M,y(L) =

My (K)My(L) = My(K V, L)
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Demostracion. El resultado es directo del hecho de que todas las funciones minimales en
M (K) son compatibles con todas las funciones minimales en M (L) que dejan al vértice v
critico; y viceversa. Es facil también ver que la interseccién es la enunciada. O

Cuando uno de los complejos anteriores es un 1-simplex, el espacio de deformaciones
de la unién por un punto toma una forma muy simple que, ademads, nos permite deducir
algunas propiedades topolégicas del espacio resultante.

Corolario 5.4.7. Sea K un complejo simplicial finito y o = {v,w} € K un 1-simplex con
un vértice libre v. Si L = K — {o,v} y (v,0), (w,0) € M(K) son las funciones minimales
correspondientes entonces

M(K) = (v,0)M(L) U (w, 0) My (L)

Demostracion. Teniendo en cuenta que K = L V,, o se tiene de la Proposicién 5.4.6 que
M(LUA{v,0}) = (v,0)M(L) U{(v,0), (w,0)}My(L). Como (v,0)My(L) C (v,0)M(L)

el resultado se sigue. O

Definicion 5.4.8. La suspension de un espacio topolégico X, denotada SX, es el espacio
cociente X x I/ ~ donde (z,0) ~ (y,0) y (z,1) ~ (y,1) para todo z,y € X.

Observacion 5.4.9. Es facil ver que para cualquier espacio topolégico X, SX es homeo-
morfo al join de X con el espacio discreto de dos puntos {*,*'}. En particular, si X es
arcoconexo, SX resulta simplemente conexo por el Teorema de Van Kampen (para in-
formacién sobre este teorema puede consultarse [Spa]). De la demostracién del Corolario
5.4.7 se tiene que, con las mismas notaciones, M(K) ~ CM(L) U SM,,(L).

Con esta observacién podemos probar la siguiente

Proposicién 5.4.10. En las mismas condiciones del Corolario 5.4.7 se tiene que M(K)
tiene el tipo homotopico de S(My,(L)). En particular, si My,(L) es conezo entonces M(K)
es simplemente conezo.

Demostracion. Esta demostracién utiliza herramientas no introducidas en este trabajo.
Igualmente comentamos que se sigue del hecho que CM,, (L) — SM, (L) es una cofi-
bracién, que CM,, (L) — CM(L) es una equivalencia homotdpica y que el siguiente
diagrama es un pushout:

CMyp(L) —= CM(L).

l i

SMy(L) — M(K)
Como referencia para las definiciones y resultados puede consultarse [Bro]. O

Si bien no lo transcribiremos aqui, puede producirse un resultado acerca de lo que
sucede con el espacio de deformaciones al adjuntar un 1-simplex al complejo base K. En
este caso, hay que tener cuidado de que cuando adjuntemos el nuevo simplex o por el borde
y construyamos el nuevo poset M (K U; o) a partir de M (K) no consideremos funciones
f cuyos gradientes contengan Vy-caminos cerrados no estacionarios. Esto puede hacerse
considerando los nuevos simplices que se forman y descartando aquellos que dan lugares
a caminos cerrados no estacionarios.
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5.5. Espacio de deformaciones de grafos

Dada la riqueza y complejidad de la estructura de los espacios de deformaciones, puede
resultar natural pensar que estos espacios determinan univocamente el complejo simplicial
base. En esta seccién presentaremos la teoria de espacios de deformaciones para complejos
simpliciales de dimensién 1 y probaremos, como uno de los resultados principales de la
tesis, que espacios de deformaciones isomorfos corresponden a grafos isomorfos.

Comenzamos mostrando algunas propiedades bésicas acerca de espacios de deforma-
ciones de arboles que nos resultard ttiles a lo largo del capitulo.

Lema 5.5.1. Sea G un grafo finito que no es un drbol. Entonces se tiene:

(i) Cualquier elemento de M(G) posee una arista critica contenida en un edge path
cerrado de G.

(ii) Si e es una arista contenida en un edge path cerrado reducido de G entonces existe
un drbol mazrimal que no contiene a e.

Demostracion. Para (i), sea f = {fo,..., fn} un elemento de M(G). Escribamos f; =
(vi, 03). Como G no es arbol existe un edge path cerrado reducido & = ey, ..., e,. Afirmamos
que alguna de estas aristas es critica para f. En efecto, si todas fueran regulares entonces
no puede suceder que (orig(e;),e;) S f para todo i =1,..,7 6 (end(e;),e;) < f para todo
i=1,...,r (pues sino V} contendria un Vy-camino cerrado no estacionario). Luego, debe
haber al menos un (orig(e;),e;) y un (end(e;), e;) menores a f (i # j). Consideremos el
siguiente edge path: & = eji1,...,€r,€1,...,e;—1. Notemos que & no es vacio pues de lo
contrario orig(e;) = end(e;), lo cual no puede suceder. Vamos a probar que alguna de las
aristas de &’ es critica para f. Procedemos por induccién en la longitud de £'. Si & tiene
longitud 1 entonces e;j;1 = e;—1, de donde precisamente esta arista resulta critica (pues
sus dos vértices son caras regulares de otras aristas). Si ahora la longitud de ¢ es [ > 1,
como por hipétesis e; 1 es regular, entonces debe necesariamente tener por cara regular
a end(ejy1) (pues orig(ej+1) = end(e;) es cara regular de e;). Ahora, considerando los
elementos (orig(e;),e;) v (end(ej+1),ej4+1) estamos en las mismas condiciones que antes
y ademds el edge path ¢’ = ejia,...,er,€1,...,€;_1 tiene longitud | — 1. Por hipétesis
inductiva, existe una arista de £” que es critica para f. Esto concluye la demostracién.
Para (ii) sea e una arista contenida en un edge path cerrado reducido ¢ = ey, ..., e, de G.
Consideremos T' C G un arbol maximal cualquiera. Si e ¢ T', no hay nada més que probar.
Supongamos e € T'. Como T es un arbol debe suceder que alguna arista e; € £ no esté en
T. Afirmamos que 7" = T U{e;} — e es un drbol maximal de G. Notemos que nos alcanza
con probar que T” es un arbol, pues sigue conteniendo todos los vértices de G' (Proposicién
1.6.4). Supongamos que T’ posee un edge path cerrado reducido. Claramente no puede
tratarse de £ pues en 7" hemos removido e. Ademds, como T era un drbol, entonces un tal
edge path debe contener a la arista e;. Escribamos £ = €, ..., €] con orig(e}) = orig(e;)
y €, = e; (notar que, en particular, end(e;_;) = orig(e;) = end(e;) y que orig(e}) =
orig(e;) = end(ej—1)). Pero entonces, el edge path {" =€/, ....;e;_1,ei41, .., er €1, ...,€i1
resulta un edge path cerrado reducido contenido en 7. Esta contradiccién provino de
suponer que 71" contenia un edge path cerrado reducido. Luego, T” es un drbol maximal
de G y el resultado se sigue. O

Proposicion 5.5.2. Vale lo siguiente:

(i) Si T es un drbol entonces dim(M(T)) = f1 — 1 donde (fo, f1) es el f-vector de T.
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(i) Si T C G es un drbol mazimal entonces dim(M(G)) = dim(M(T)).

Demostracion. Para (i) sabemos que T colapsa a cualquiera de sus vértices. El gradiente
de una funcién de Morse que codifica este colapso posee f; flechas. Luego, un simplex
maximal en M(T) tiene f; vértices. Luego, su dimensién es f; — 1.

(7i) se prueba por induccién en la cantidad k de aristas de G. El caso k =1 es trivial.
Supongamos k£ > 1. Si GG es un arbol, no hay nada que probar. Si G no es un arbol, sea
f € M(G) el elemento correspondiente a un simplex de dimensién maxima en M(G). Por
el punto (i) del Lema 5.5.1, f tiene una arista e critica contenida en un edge path cerrado
de G. Sea entonces G’ = G —{e} (notar que como e estd contenida en un edge path cerrado
entonces G’ es conexo). Ahora, f € M(G') debe generar un simplex de dimensién méxima
en M(G') pues M(G') € M(G) (Teorema 5.3.17). Sea entonces T un drbol maximal de
G’'. Como e estaba contenida en un edge path cerrado entonces T posee todos los vértices
de G y, por Proposicién 1.6.4, T es también arbol maximal para G. Finalmente, como la
cantidad de aristas de G’ es k — 1, se tiene

dim(M(G)) = dim(M(G") = dim(M(T)),
donde esta ultima igualdad es por hipdtesis inductiva. O

A continuaciéon nos disponemos a demostrar que muchas propiedades de los grafos
permanecen invariantes si sus espacios de deformaciones son iguales. Si bien al final todas
estas caracteristicas seran abarcadas por el hecho de que un isomorfismo entre espacios de
deformaciones induce un isomorfismo entre los grafos base (Teorema 5.5.12) igualmente las
estudiamos de manera independiente pues muchas seran necesarias en el establecimiento de
este resultado y otras son interesantes pues muestran como se traducen las deformaciones
sobre un grafo G al espacio M(G). En lo que sigue, G y G’ representaran dos grafos
simples finitos con més de una arista.

Proposicién 5.5.3. Si M(G) = M(G') entonces G y G’ tienen la misma cantidad de
aristas.

Demostracion. Por la Observacién 5.3.16 la cantidad de vértices de M(G) es 2f; y la de
M(G") = 2f{ (donde (fo, f1) y (f5f1) son los f-vectores de G y G’ respectivamente). Por
hipdtesis, 2f1 = 2f7. O

Teorema 5.5.4. Si M(G) = M(G') entonces G y G’ tienen el mismo grupo fundamental.

Demostracion. Del Corolario 1.6.8 sabemos que el w1 de un grafo es el grupo libre de
tantos generadores como aristas queden fuera de un arbol maximal. Como los espacios de
deformaciones son iguales entonces dim(M(G)) = dim(M(G’)); luego, por Proposicién
5.5.2 se tiene que dim(M(T)) = dim(M(T")) para drboles maximales T C Gy T C G'.
Por la misma Proposicion, esto quiere decir que el f; de un arbol maximal de G es igual al
f1 de un érbol maximal para G'. Como ademés los f; de Gy G’ coinciden (por Proposicién
5.5.3) entonces la cantidad de aristas que quedan fuera de T' C G es la misma que las que
quedan fuera de 7" C G'. Luego, m1(G) = m1(G"). O

Para cualquier complejo simplicial de dimensién no nula podemos considerar el grado
de un vértice v en el grafo K! (el 1-esqueleto de K). La siguiente proposicién establece la
relacién entre el grado de un vértice v de un grafo G y el grado de un vértice (funcién mi-
nimal) en M(G)! que tenga a v como tinica cara regular. Consecuencia de esto obtenemos
un resultado muy importante.
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Proposiciéon 5.5.5. Sea v € G un vértice y sea 0 € G un 1-simplex que contenga a v en
su borde. Entonces vale la siguiente identidad:

deg(v) 4+ deg((v,0)) =2f1 — 1

donde el grado de v se toma en G y el grado de (v,0) en M(G)'. En particular, v es una
hoja si, y sélo si, deg((v,0)) =2f; — 2.

Demostracion. Sea o = {v,w}. El grado de (v,0) en M(G)! es la cantidad de funciones
de Morse normalizadas minimales compatibles con (v, o). Una funcién es compatible con
(v,0) si es distinta de (w, o) y de cualquier otra funcién que tenga a v como cara regular.
Por cada 1-simplex con v en el borde tendremos una funcién minimal incompatible con
(v,0). Luego, hay deg(v) + 1 funciones incompatibles con (v,c). Por lo tanto, (v,0) es
compatible con 2f; — (deg(v) 4+ 1); esto es: deg((v,0)) = 2f1 — 1 — deg(v), que es lo que
queriamos probar. O

Corolario 5.5.6. Si M(G) = M(G') entonces G y G’ tienen la misma cantidad de hojas.

Demostracion. Es directo del hecho que cada uno de los conjuntos de hojas de G y de
G’ esta en biyeccién con los vértices de M(G) = M(G') de grado 2f; — 2 (Proposicién
5.5.5). O

Teorema 5.5.7. Si M(G) = M(G’) y G es una 1-esfera combinatoria entonces G' = G.

Demostracion. Como 71(G) = m1(G") (por Teorema 5.5.4) y G’ no puede tener ramas (por
Corolario 5.5.6) entonces G’ es una 1-esfera combinatoria. Como ademds G y G’ tienen el
mismo f; (por Proposicién 5.5.3) entonces G = G'. O

Para un complejo simplicial cualquiera K notemos que A™ serd un subcomplejo pleno
de M(K) si, y sdélo si, existen funciones de Morse normalizadas minimales fy, ..., fn €
M(K) tales que {fo,..., fi,-.., fn} € M(K) para todo i pero {fo,..., fn} ¢ M(K). Esta

observacién nos ayudara a estudiar los subcomplejos plenos del espacio de deformaciones.

Proposicién 5.5.8. Sea n > 2. Los subcomplejos plenos de M(G) isomorfos a A" estin
en relacion 1 a 1 con las 1-esferas combinatorias de n + 1 aristas contenidas en G.

Demostracion. Por el comentario anterior, un subcomplejo pleno isomorfo al borde de un
n-simplex estd determinado por un conjunto de funciones de Morse normalizadas mini-
males fo, ..., fn € M(G) tales que {fo, ..., fi, ..., fn} € M(G) para todo i pero {fo, ..., fu} ¢
M(G). Como {fo, ..., fis--s fn} € M(G) para todo i entonces la tinica razén por la que
{fo,.--s fn} no resulta compatible en M(G) es porque forma un camino cerrado no esta-
cionario en el campo vectorial V' que determina. En particular, ningtin top simplex regular
de V puede ser una rama (pues las ramas no influyen en la determinacién de uno de estos
tales caminos). Por lo tanto, dichos 1-simplices estan contenidos en un edge path cerra-
do £. Mas aun, £ debe ser simple pues si no lo fuera entonces alguno de los conjuntos
{fo, - fi, .., fn} no seria compatible, contradiciendo las hipétesis. Como las aristas de &
constituyen una 1l-esfera combinatoria y la longitud del edge path £ es n + 1 tenemos
definida una asignacion inyectiva.

Por otro lado, para una l-esfera combinatoria de n + 1 aristas {eq, ..., e, } contenida
en G podemos suponer que orig(e;+1) = end(e;) para todo i y definir un edge path
cerrado y simple £ = ey, ..., e, de longitud n+ 1. Consideremos el conjunto de funciones de
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Morse normalizadas minimales { fo, ..., fn} € M (G) donde f; = (orig(e;), e;) para todo i =
0, ...,n. Es directo corroborar que { fo, ..., fires, fn} € M(Q) para todo i pero { fo, ..., fn} ¢
M(G). Luego, A" aparece como subcomplejo pleno de M(G). Esto define una asignacién
inyectiva en el otro sentido.

Es inmediato que estas asignaciones son inversas. Esto demuestra la proposicion. [

Corolario 5.5.9. Si M(G) = M(G") entonces hay la misma cantidad de edge paths
cerrados simples de longitud r en G que en G'.

Como fue comentado anteriormente, uno de los objetivos principales de esta teoria es
tratar de decidir si los espacios de deformaciones determinan univocamente al complejo
simplicial base. A lo largo de esta seccién hemos encontrado muchos indicios que parecen
avalar este resultado para el caso de grafos finitos. Como tltimo resultado de nuestro tra-
bajo presentamos una demostracién que confirma que grafos con espacios de deformaciones
isomorfos son necesariamente isomorfos.

Con el objetivo entonces de probar que el espacio de deformaciones de Morse determina
por completo el espacio base nos disponemos a asociarle a un isomorfismo entre los espacio
de deformaciones un isomorfismo entre los espacios base. La ventaja de encontrarnos en
el contexto de los grafos es que toda cara regular es un vértice, haciendo facil la definicién
del isomorfismo asociado.

Definicién 5.5.10. Sea [ : M(G) — M(G’) un isomorfismo simplicial entre los espacios
de deformaciones de dos grafos conexos. Definimos una asignacién f : G — G’ por f(v) =
w si existe un (v,0) € M(G) y un (w,7) € M(G') tal que f((v,0)) = (w, 7).

Bésicamente, la funcién f toma un vértice v en G, considera la flecha (v, o) para algin
1-simplex o con v en el borde, se fija en qué vértice de M(G’) transforma f a (v, o) (tiene
que ser de la forma (w, ) para un vértice w por tratarse de grafos) y le asigna el valor
w. Notemos que en principio esta asignacién podria no estar bien definida. De hecho,
veremos que en el caso en el que K y/o L son l-esferas combinatorias podria no estarlo.
Sin embargo, una vez descartado este caso, f resultard un morfismo simplicial entre G y
G’'. Més aun, serd el isomorfismo buscado.

Vamos a mostrar en principio que se esta funcién no esta bien definida si ambos grafos
son iguales a A2, Considerar el isomorfismo entre M(A?) y M(A?) definido en la Figura
5.13. Lo que sucede aqui es que a dos flechas con la misma cara regular se les asignan dos
flechas con distintas caras regulares. Es central aqui el hecho que se forme un ciclo cerrado
cuando sucede esto. En efecto, si dos flechas tienen la misma cara regular entonces seran
incompatibles, por lo que sus imdgenes en el codominio seran también incompatibles (pues
f es isomorfismo). En un grafo la dnica manera de que suceda esto es que las imagenes
compartan el mismo top simplex regular. Veremos en la demostracion del teorema que
sigue que si un grafo no es exactamente una 1-esfera combinatoria entonces estos sucesos
conducen a una contradiccion.

Teorema 5.5.11. Sean G y G’ dos grafos finitos y conexos y f : M(G) — M(G")
un isomorfismo simplicial. Si G no es una l-esfera combinatoria entonces f : G — G’
estd bien definida como aplicacion entre el conjunto de vértices de G y el de G'. Mds ain,
es un isomorfismo simplicial.

Demostracion. Hacemos la demostracién en dos pasos.

» La asignacién f esta bien definida.
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Figura 5.13: f no estd bien definida en M(A?).

Supongamos que f(v,0) = (w,7)y f(v,0') = (W', 7") y que w # w'. Como (v,0) = (v,0")
y f es isomorfismo entonces (w,7) » (w',7") (aqui » quiere decir no compatibles). Como
estamos suponiendo w # w’ y no puede ser w = 7" 0 que w’ = 7 (pues alguno de esos
simplices deberia tener dimensién 2 y esto no sucede en nuestro caso pues G y G’ son
grafos), entonces debemos tener que 7 = 7.

o o f 2
4o P o ~ 3 o p 4o
v v v w w

G G

Figura 5.14: Situacién inicial.
Sio={v,v'}, o' ={v,0"} y 7 ={w,w'} lamemos:

cvg = “vL =0 -1)2:1), SwWp = W (5.2)

cwp = w' op=0 01 =0 “To=T
De esta manera, tenemos oy = {vg,v1}, o1 = {v1,v2} y 70 = {wop, w1} y se verifica

<f((v1,01)) = (w1,70) - f((v1,00)) = (wo, 7o) (5.3)

Vamos a probar por induccién en ¢ > 1 que existen 1-simplices o;—1 = {v;—1,v;},0; =
{vi,vi41} € Gy Ti—1 = {w;—1,w;} € G’ tales que

fl(viy00)) = (wiy7im1) - f((viy0i-1)) = (Wi-1, Ti-1) (5.4)

El caso i = 1 estd contemplado por las identificaciones (5.2) y la ecuacién (5.3).
Supongamos entonces el resultado cierto para k; de manera que se tienen o1 = {vg_1, v},
o = {vg,vks1} € Gy k1 = {wg_1,wr} € G’ verificando (5.4) para i = k. Notemos que
la existencia de o ya queda determinada por la hipétesis inductiva.

OI< O-k-l f z.k 1
e e S e 3 o—p 4o
Vis1 Vi Via W1 Wy

G G

Figura 5.15: Situacién general.
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Consideremos (vgy1,0%) € M(G). Como (vgi1,0%) » (v, o) entonces f((vgi1,0k)) »
f((vg,0k)) = (wg, Tk—1). Notemos que no puede ser f((vii1,0%)) = (Wg—1,7k—1) pues f es
un isomorfismo y f((vk,0k—1)) = (wk_1,Tk—1). Luego, debe existir 7, = {wy, w11} € G’
tal que f((vit1,0k)) = (Wi, k).

Si consideramos ahora (wyy1,7,) € M(G’), entonces f~((wri1,7r)) * (Viit1,0k).
Si fuera f~1((wis1,7k)) = (vg,0k) entonces se tendria que (wgi1,7%) = f((vk,0%)) =
(wg, Tk—1), lo cual nuevamente no es cierto. Por lo tanto, debe existir o1 = {vg+1, Vk12}
tal que f((vgs1,0k+1)) = (wkt1,7k). Esto concluye el paso inductivo.

Op+1 (e O _ % %
Vie2 Vis1 Vie Vier W1 Wy Wit

Figura 5.16: Paso inductivo.

El resultado recién probado dice que siempre podemos conseguir los 1-simplices ve-
rificando las hipdtesis requeridas. En particular, como G es finito, eventualmente se ten-
drd vy = v; con ¢ < ky k—1¢ > 2. Supongamos que k es minimo con esta propiedad; es
decir, que v1, ..., vp_1 son distintos dos a dos. Si ¢ > 0 entonces que el vértice v; serd cara
regular de al menos tres funciones minimales distintas: (v;, 05-1), (vi,05) v (v, 0k—1).
En particular, f((v;,0,_1)) debe ser incompatible con f((v;,0;-1)) = (w;—1,7i—1) y con
f((viyoi)) = (w;,Ti—1). Pero no existe ninguna funcién minimal en M(G’) incompati-
ble con ambas al mismo tiempo. Esto es una contradiccién. Si ahora ¢ = 0 entonces el
complejo S generado por {0y, ...,0x_1} es una l-esfera combinatoria contenida en G. Co-
mo G no es una l-esfera, combinatoria existe v = {u,u'} € G — S. Por conexién de G
podemos suponer ademdas que u = v, para algiin 0 < r < k — 1. Notar entonces que v,
resulta cara regular para al menos tres funciones minimales: (v, v), (vp,0p-1) y (U, 0p).
El mismo razonamiento anterior nos muestra que f((v,,v)) debe ser incompatible con
fl(vp,00-1)) = (Wr—1,7v—1) ¥ f((vr,0r)) = (wyr, 7r—1), lo cual es, nuevamente, imposible.

Figura 5.17: Casoi=0e i > 0.

Llegamos asi a una contradiccién que provino de suponer que w # w’. Esto prueba
que f esta bien definida.

s La funcién f es un isomorfismo simplicial.

Sea o = {v,v'} un l-simplex de K y {f(v), f(v")} = {w,w'}. Como (v,0) = (V'

,0)
entonces (w,7) = (w',7’) (para ciertos 7 y 7). Como no puede ser w = 7/ o w' = 7
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(por un tema de dimensién) entonces debemos tener o bien w = w' o bien 7 = 7/. Si
w = w’ entonces el mismo razonamiento llevado a cabo para probar la buena definicién
de f aplicado a f=! : M(G') — M(G) nos lleva a una contradiccién (notar que G’
tampoco es una l-esfera combinatoria por Teorema 5.5.7). Luego, debemos tener 7 = 7/
y f((v,0)) = (w,7) y f((v,0)) = (v, 7). En particular, w,w’ < 7, de donde obtenemos
que 7 = {w,w'}. Por lo tanto, {f(v), f(v')} es simplex de G’ y f es morfismo simplicial.
Por tiltimo, es sencillo ver que f es un isomorfismo. Si f(v) = w entonces existen o € G
y 7 € G’ 1-simplices tales que v € o, w € 7y f((v,0)) = (w, 7). Por definicién de f~1 se
tiene que f~!(w) = v. Esto prueba que 71 es inversa a izquierda de f. Andlogamente, f
resulta inversa a izquierda de f~1, por lo que f es un isomorfismo. ]

Del Teorema 5.5.11 y el Teorema 5.5.7 podemos establecer el resultado principal de
este capitulo.

Teorema 5.5.12. Si G y G’ son grafos con espacios de deformaciones isomorfos entonces
G y G son isomorfos.
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