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Introduccion

Las ecuaciones diferenciales han probado ser de gran utilidad para modelar un gran
numero de fenémenos fisicos, quimicos y biolégicos. Por ejemplo, una amplia clase de
ecuaciones de evolucion, que de acuerdo a la terminologia usual en ecuaciones en deriva-
das parciales se clasifican bajo el rubro de ecuaciones parabdlicas semilineales, surgen
en el estudio de fenémenos tan variados como la difusiéon de un fluido en un medio
poroso, el transporte en un semiconductor, reacciones quimicas acopladas con posibi-
lidad de difusion espacial y genética de poblaciones. En todos estos casos, la ecuacion
representa un modelo aproximado del fenémeno y, por lo tanto, resulta interesante es-
tudiar como la descripcion del fenémeno puede cambiar bajo pequenas perturbaciones
estocasticas. Nos interesara en particular considerar ecuaciones de la forma

X; = b(Xy)

para un campo b : R — R? localmente Lipschitz. Bajo esta hipotesis sobre b, depen-
diendo de la condicién inicial podria suceder que las soluciones de la ecuaciéon no se
encuentren definidas para todo tiempo. Se produce entonces el fenémeno que se cono-
ce como explosion o, segun la literatura ingles, blow-up. Esto es, existe un tiempo T
tal que la solucion X se encuentra definida para todo tiempo anterior a 7'y, ademas,
se verifica que lim; 7 | X;| = +o00. Agregando una pequena perturbacion aleatoria al
sistema obtenemos la ecuacion diferencial estocastica

dXt = b(Xt)dt + €th

donde € es un parametro de perturbaciéon positivo pequeno y W es un movimiento
Browniano d-dimensional. Nos preguntamos entonces como se adapta el fenomeno de
explosion al sistema estocéstico y, en particular, nos preguntamos qué propiedades
asintoticas posee el tiempo de explosion del sistema cuando € tiende a cero. Responder
este tipo de preguntas sera la principal motivacion de esta tesis. Antes de poder hacerlo,
sin embargo, deberemos entender primero el contexto en el que esté situado el problema.

La tesis estd apuntada al lector con conocimientos basicos de Teoria de la Medida y
Probabilidad. Esta consta de tres partes. La primera es, esencialmente, una presenta-
cion de los conocimientos bésicos necesarios para poder trabajar con nuestro problema.
En la segunda parte estudiamos la dindmica del sistema dado por la ecuaciéon diferen-
cial estocastica que figura arriba en el caso en que b es globalmente Lipschitz y tiene
la forma b = —VU para U un potencial de doble pozo. Este modelo presenta algunas
caracteristicas similares a las de nuestro problema, pero su anélisis resulta més sencillo
debido a la condicion de Lipschitz global sobre b. Por esta razon lo incluimos en la tesis
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8 INDICE GENERAL

previo al estudio de nuestro problema, su mayor simplicidad permitira al lector poco
familiarizado con estos temas comprender mas facilmente las técnicas y argumentos
que se utilizan para describir este tipo de dinamicas. Por dltimo, en la tercera parte
estudiamos el fenémeno de explosion o blow-up en un caso particular. Aqui, el campo
b seguira siendo un gradiente con la diferencia de que sélo verifica una condicién de
Lipschitz local. Esto introduce algunos cambios en la dindmica estocastica con respecto
a la del modelo del potencial de doble pozo que hacen que el estudio de nuestro caso
no pueda reducirse al elaborado en la segunda parte.

La primer parte abarca los primeros cuatro capitulos. Estos estdn basados principal-
mente en [5] y [7]. En el Capitulo 1 presentamos al movimiento Browniano y detallamos
sus propiedades bésicas. En el Capitulo 2 se desarrolla la teoria de integracion de Ito6
junto con una breve introduccion al calculo estocéastico. El Capitulo 3 trata sobre ecua-
ciones diferenciales estocasticas. Alli estudiamos los resultados clasicos de existencia y
unicidad de soluciones como también analizamos que propiedades poseen estas ultimas
como procesos estocasticos. Por tltimo, el Capitulo 4 hace una breve introduccion a la
Teoria de Grandes Desvios, mostrando como ésta se aplica al estudio de perturbaciones
de sistemas dinamicos. Este tipo de aplicaciones fue originalmente presentado en los
trabajos de Freidlin y Wentzell y también pueden encontrarse detalladas en [3].

Los Capitulos 5 y 6 constituyen la segunda parte. En el primero estudiaremos las
caracteristicas generales de los sistemas deterministico y estocastico del modelo del po-
tencial de doble pozo y, en el tltimo, describiremos la dinamica del sistema estocastico
en intervalos de tiempo grandes para € > 0 pequeno. En concreto, estudiaremos coémo
la presencia de ruido provoca que el sistema se escape de un pozo hacia el otro. Llama-
remos tiempo de salto al tiempo que tarda en producirse este fenémeno en la dinamica.
Estaremos interesados en las propiedades asintéticas de este tiempo: daremos cotas
exponenciales para su orden de magnitud y mostraremos que, bajo una normalizacion
apropiada, éste tiende tiende en distribuciéon a una variable aleatoria exponencial de
pardametro uno cuando la intensidad de la perturbacion e tiende a cero. Para el estudio
del orden de magnitud del tiempo de salto seguiremos fundamentalmente a [7] que, a su
vez, basa su exposicion en los resultados que se encuentran en [3]. La convergencia en
distribucion fue probada originalmente en [4] y no nos desviaremos demasiado del ana-
lisis que alli figura. No obstante, daremos una presentaciéon mas completa y detallada
de los resultados que las que aparecen en dichas referencias.

La tercera parte consta de los tltimos dos capitulos. En el Capitulo 7 estudiaremos
el sistema

up = %(—ul + ug)
u, = h_lz(ui+1_2ui+uifl> si2<i<d-—1
iy = B+ s + (g — ).

donde 0 < h < 1y p > 1. Este sistema proviene de discretizar espacialmente la
ecuacion del calor en el intervalo (0,1) con condicion de borde de Neumann dada por
wy (1, 8)[u(1, )P tu(1,t), u,(0,t) = 0. Tanto la ecuacion en derivadas parciales como su
discretizacion poseen soluciones que explotan. Nos basaremos en el anélisis provisto
en [1] para las soluciones positivas de este sistema. Alli se muestra que, dependiendo
de la condicion inicial, la solucién puede estar globalmente definida y converger a una
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solucion estacionaria del sistema o explotar en tiempo finito. Dado que la presencia
de ruido puede alejar a la soluciéon de ]Ri, deberemos estudiar el comportamiento de
las soluciones que cambian de signo también. Por lo tanto, extenderemos el analisis
realizado en [1] para datos iniciales arbitrarios. El comportamiento para soluciones con
datos iniciales que cambian de signo es esencialmente el mismo. A continuacion, en el
Capitulo 8 describiremos la dinamica estocastica en intervalos de tiempo grandes para
e > 0 pequeno. Mostraremos que para datos iniciales en el dominio de atracciéon del
origen con probabilidad que tiende a uno cuando ¢ tiende a cero el sistema escapa de
este dominio y explota en un tiempo finito. Mas atin, daremos acotaciones exponenciales
para este tiempo de explosion y su perdida de memoria asintotica. Los resultados que
figuran en este capitulo constituyen el aporte original de esta tesis.
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Capitulo 1

Movimiento Browniano

1.1. Introduccion

Movimiento Browniano es el nombre con el que se conoce al movimiento irregular de
particulas de polen, suspendidas en agua, observado por el botanico Robert Brown en
1828. Este movimiento aleatorio del polen, debido a los constantes choques con molé-
culas de agua, resulta en una dispersion o difusion de las particulas por el medio. A
pesar de que el concepto de movimiento Browniano fue en un comienzo introducido
para estudiar el comportamiento de particulas microscopicas en suspension como en
el caso de arriba, su rango de aplicaciones ahora es mucho méas amplio y es utilizado
para modelar precios de acciones, ruidos térmicos en circuitos eléctricos, ciertos com-
portamientos limite en sistemas de filas e inventarios y perturbaciones aleatorias en
una variedad de otros sistemas fisicos, biologicos y econémicos.

Comenzamos dando algunas definiciones generales para procesos estocéasticos a
tiempo continuo.

Definicién 1.1.1. Sea (£, F) un espacio medible. Un proceso estocastico X definido
en (2, F) se dice medible si la aplicacion

evy : ([0,400) x Q,B([0,+x)) ® F) — (R, B(R)),
dada por evy(s,w) = Xs(w), es medible.
Esta primera nociéon de medibilidad para un proceso estocéstico resulta ser bastante

pobre. Para poder dar nociones mas interesantes, deberemos introducir el concepto de
filtracion en un espacio medible.

Definicién 1.1.2. Sea (2, F) un espacio medible. Decimos que una familia (F;)¢>o de
o-algebras contenidas en F es una filtracion si F, C F; para todo 0 < s < t.

Dada una filtracion (F;);>o, definimos
Jfoo = U( U f-t) )
>0

la menor o-algebra que contiene a F;, para todo ¢t > 0.

13



14 CAPITULO 1. MOVIMIENTO BROWNIANO

La introduccion de filtraciones es importante para el estudio de procesos estocasti-
cos: dada una filtracion (F;);>0, podemos pensar que F; representa toda la informacion
disponible a tiempo t. Asi, una filtraciéon nos permitira estudiar de manera mas pro-
funda como evolucionan los procesos estocasticos en la variable temporal.

Dado un proceso estocéastico X = {X; : t > 0}, el ejemplo mas comun de filtracion
es la generada por el proceso mismo, dada por

ftX:ZU(XS:OSSSt),

la menor o-algebra respecto de la cual (X;)o<s<; resulta una familia de funciones me-
dibles.

Definiciéon 1.1.3. Sea (€2, F) un espacio medible, equipado con una filtracion (F;)i>o.
Un proceso estocastico X definido en (2, F) se dice adaptado a la filtracion (Fy)i>o si
para cada t > 0, X; es F;-medible.

La idea de la definicién es que, si X es un proceso adaptado a (F;)i>0, entonces
para cada t > 0, la variable aleatoria X; depende s6lo de la informacién contenida en
F:. Resulta claro que todo proceso X es adaptado a la filtracion (F;¥)iso.

Definiciéon 1.1.4. Sea (€2, F) un espacio medible, equipado con una filtracion (F;)i>o.
Un proceso estocéastico X definido en (2, F) se dice progresivamente medible con res-
pecto a (Fi)i>o si, para cada t > 0, la aplicacion

evyx : ([0,t] x Q,B([0,t]) ® F;) — (R, B(R)),
dada por evy(s,w) = Xs(w), es medible.

Todo proceso progresivamente medible es medible y adaptado. Mas atn, la progre-
siva medibilidad es, en cierto sentido, la combinaciéon de ambos conceptos: el proceso,
visto como funcién de dos variables (t,w), s6lo depende de la informacién disponible
hasta el presente, B([0,1]) ® F).

Todas las definiciones se pueden dar, de manera analoga, para procesos estocasticos
a valores en R, d € N.

Con estas definiciones, estamos ahora en condiciones de introducir formalmente al
movimiento Browniano.

Definicién 1.1.5. Sea (2, F, P) un espacio de probabilidad y (F;):>¢ una filtracion.
Decimos que un proceso estocastico W = {W, : ¢t > 0} es un movimiento Browniano si
satisface las siguientes condiciones:

» W tiene trayectorias continuas (i.e. Vw € 2, W.(w) : [0,400) — R es funcion
continua en t);

» W es adaptado a la filtracion (F)s>o;
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= Para (0 < s <, el incremento W, — W, es independiente de F; y tiene distribuciéon
normal con media cero y varianza (t — s).

Si W es un movimiento Browniano y 0 =t < t; < ... < t,, < +00, entonces de la
definicion se sigue que los incrementos (W;, — W;,_,)i<j<, son independientes y que la
distribucion de Wy, — W;,_, solo depende de la magnitud (; —t;_1). Decimos entonces
que W tiene incrementos independientes y estacionarios.

La filtracion (F;)i>o es parte de la definicion de movimiento Browniano. Sin em-
bargo, si tenemos un proceso W sin filtracion asociada, pero sabemos que W tiene
incrementos independientes y estacionarios, y que W; tiene distribuciéon normal con
media cero y varianza t, entonces W resulta un movimiento Browniano con respecto
a la filtracién generada por el proceso. Esta filtracion, que notaremos (F}V)i>q, viene
dada para cada t por F}Y = o(W,:0<s<t).

En ocasiones, serd interesante e incluso necesario trabajar con una filtracion es-
trictamente mayor que la generada por el proceso. Por ejemplo, ciertas ecuaciones
diferenciales estocésticas no tendran solucién a menos que el proceso W involucrado
sea un movimiento Browniano con respecto a una filtracion estrictamente més grande
que (F}V)i>0. Poder contar con soluciones para ecuaciones diferenciales estocésticas
es una motivacién importante para permitir que la filtracion (F;):>o en la definicién
anterior sea, posiblemente, estrictamente mayor que la generada por el proceso.

Por ultimo, puede mostrarse que la continuidad de las trayectorias y la adaptabili-
dad implican que W es un proceso estocastico progresivamente medible.

1.2. Construccion del movimiento Browniano

El primer problema que encontramos al estudiar el movimiento Browniano, es probar su
existencia. Es decir, mostrar que existe un espacio de probabilidad en donde tengamos
construido un proceso W y una filtracion (F;);>0, de forma tal que se verifique la
definiciéon dada arriba. La construccién de un movimiento Browniano puede realizarse
de diversas maneras, aqui comentaremos s6lo una de ellas.

El espacio en donde contruiremos el movimiento Browniano sera C[0, +00), el espa-
cio de funciones continuas a valores reales definidas en [0, 400) con la métrica ¢ dada

por
o0

L
o(wr,ws) := Z 2—nor£1ta<)%(\ wi(t) — wa(t)| A D).
n=1 -

Con esta métrica, C[0, +00) resulta un espacio métrico completo y separable. Ade-
mas, B(C[0,+00)), la o-algebra generada por los abiertos en C[0,+400), coincide con
la o-algebra generada por los cilindros finito-dimensionales

C={wel[0,+0): (w(tr),...,w(t,)) € A}

conneN AeBR") y0<t; <...<ty,.
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Para entender por qué elegimos este espacio para dar la construccion, tenemos la
siguiente proposicion.

Proposicion 1.2.1. Sea W un movimiento Browniano definido en un cierto espacio
de probabilidad (2, F, P). Consideremos la transformacion T : Q@ — C[0,+00) dada
por

T(w) =W (w).

Entonces, T resulta una aplicacion .7-"/13’(0[0, —i—oo))—medible y, ast, induce induce una
probabilidad Pr en C[0,+00). Mds ain, bajo esta probabilidad Pr, las proyecciones
(m)e>0 definidas por

m(f) = f(t) V[ e C[0,4+)

constituyen un movimiento Browniano con respecto a (F[ )i>o, la filtracion generada
por el proceso.

Demostracién. Para verificar que T es medible, basta con ver T-1(C) € F para todo
C' conjunto cilindrico pues, como observamos arriba, éstos generan B(C[0,+00)). Mas
aun, podemos tomar C' de la forma

C={fe€C[0,400): f(t1) € A1,..., f(tn) € Ay}

para Aq,..., A, € B(R), n € N.

Pero,

n

THC)={weQ: W, (w) € Ay,..., W, (w) € A} = [ {W, € A}

=1

resulta F-medible. Asi, T es F/ B(C[0, +00))-medible.

De forma similar, podemos ver que el proceso 7 tiene incrementos independientes,
estacionarios y que, para cada t > 0, m; tiene distribuciéon normal con media cero y
varianza t. Con esto, 7 resulta un movimiento Browniano con respecto a la filtracion

(FT)iz0- O

Observacion 1.2.2. Dado un proceso X con trayectorias continuas, podemos definir
la aplicacion T dada arriba y, al igual que en la proposiciéon, mostrar que induce una
probabilidad Py en (C’[O, +oo),B(C[O, +oo))). A Px se la conoce como la ley de X.
Se tiene que la ley de un proceso de trayectorias continuas esta determinada por la
distribucién sobre los cilindros finito-dimensionales.

La proposicion anterior nos dice que de poder construirse el movimiento Browniano
en algin espacio de probabilidad, también sera posible hacerlo en C[0,+00). Es por
esto que comenzamos buscando una construccién de nuestro proceso directamente en
el espacio de funciones continuas. Para poder proceder con esta tarea, necesitaremos
de algunas definiciones previas.
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Definicién 1.2.3. Sea (5, p) un espacio métrico con la o-algebra de Borel B(S). Sea
(Py)nen una sucesion de medidas de probabilidad en (S ,B(S )) y sea P otra medida en

este espacio. Decimos que (P,),en converge débilmente a Py notamos P, — P si

lim /fdPn:/fdP
n—-4o0o S S

para toda f : S — R continua y acotada.

De la definicion se deduce que el limite débil P es una medida de probabilidad y
que es tnico’

Definiciéon 1.2.4. Sea {(2,, Fy, P») }nen una sucesion de espacios de probabilidad, y
en cada espacio consideremos una variable aleatoria X,, con valores en el espacio mé-
trico (S, p). Sea (2, F, P) otro espacio de probabilidad en el que tenemos definida una
variable aleatoria X a valores en (S, p). Decimos que (X, )nen converge en distribucion

a X y notamos X, L, X, sl Py, 5 Py.

Habiendo dado las definiciones necesarias, presentamos a continuacién una breve
descripcion de la construccion del movimiento Browniano en el espacio C[0, +00). Para
més detalles y una demostracion rigurosa del Teorema 1.2.5 referimos al (Karatzas).

Consideremos una sucesion de variables aleatorias (£;);en independientes, identica-
mente distribuidas con media cero y varianza o2, 0 < 02 < 4-00. Tomemos la sucesion
. k
de sumas parciales Sy = 0,5, = ijlfj,k: € N. Podemos obtener un proceso Y a
tiempo continuo mediante interpolacion lineal, definiendo

Yy = Sy + (t = [t])&g+1, t>0.

Escalando apropiadamente tanto tiempo como espacio, obtenemos de Y una sucesion
de procesos (X ™), cn:

1
XP——_Y, t>0. 1.1
t U\/ﬁ t = ( )
Notemos que para s = £ y ¢ = £t e] incremento Xt(") g #ﬁﬁkﬂ es inde-
pendiente de FX™ = o(&, ..., &). Mas atn, X™ — x™ tiene media cero y varianza

t — s). Esto nos sugiere que los procesos (X : ¢ > 0),ey son, aproximadamen-
t S )

te, un movimiento Browniano. La idea sera ver que estos procesos X (™ convergen en

distribuciéon a un movimiento Browniano. Este es el contenido del préximo teorema.

Teorema 1.2.5 (Principio de Invariancia de Donsker). Sea (2, F, P) un espacio de
probabilidad en donde se encuentre definida una sucesion (§;);en de variables aleato-
rias independientes, idénticamente distribuidas con media cero y varianza finita o > 0.
Sea X™ como en (1.1) y sea P, la medida que induce en (C[0,+00), B(C[0,+00))).
Entonces (Pp)nen converge débilmente a Py, la unica medida de probabilidad defini-
da en (C[0,400), B(C[0,+00))) bajo la cual las proyecciones (m);>o constituyen un
movimiento Browniano con respecto a la filtracion (F[)i>o-

!Estudiaremos como se desprende la unicidad del limite a partir de la definicién en la Proposicién
5.4.1.
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La tnica probabilidad P, bajo la cual el proceso 7 de las proyecciones en C|[0, +00)
es un movimiento Browniano, se conoce como medida de Wiener.

Observacion 1.2.6. Aunque hemos dado una construccion del movimiento Browniano
en el espacio C[0, +00), éste no es el tnico espacio en donde podemos hacerlo. De he-
cho, una construccion del movimiento Browniano es posible en cualquier espacio de
probabilidad que contenga una familia numerable de variables aleatorias independien-
tes, normalmente distribuidas con media cero y varianza uno. Un ejemplo de un tal
espacio es ([0,1],B([0,1]), L, donde £ denota la medida de Lebesgue.

1.3. Propiedades del movimiento Browniano

En esta seccion damos algunas propiedades del movimiento Browniano.

1.3.1. Propiedad de Martingala

El movimiento Browniano cae dentro de una familia de procesos conocida como mar-
tingalas a tiempo continuo, que definimos a continuacion.

Definicién 1.3.1. Sea X = {X; : ¢t > 0} un proceso estocastico definido en un espacio
de probabilidad (2, F, P) y sea (F;)i>0 una filtracion en dicho espacio. Decimos que X
es una martingala a tiempo continuo con respecto a la filtracion (F;):>o si satisface las
siguientes condiciones:

» X es adaptado a la filtracion (F)s>o;
» E(|X:|) < 400 para todo t > 0;

» Para todo 0 < s < ¢, se tiene E(X;|F;) = X;.

Si en lugar de la tercera condicién tenemos,
E(X;|Fs) > Xs paratodo 0<s<t,

decimos que X es una submartingala.

Anéalogamente, si
E(X;|Fs) < X, paratodo 0<s<t,

decimos que X es una supermaringala.

A veces, diremos que un proceso X es una (F;)¢>o-martingala y entenderemos por esto
que X es una martingala con respecto a la filtracion (F)s>o-

La idea de la definicién de martingala es que, conociendo la historia del proceso
hasta un tiempo s, la mejor prediccion del “valor futuro” de X en un tiempo t posterior
es, simplemente, el “valor actual” X,. Mostramos ahora que el movimiento Browniano
es, en efecto, una martingala.
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Proposicion 1.3.2. Sea W un movimiento Browniano con respecto a una filtracion
(Fi)e>0- Entonces,

(1) (Wi)i>0 es una martingala respecto a (Fi)i>o;
(it) (W2 —1t)>0 es una martingala respecto a (Fi)i>o-

Demostracion. En ambos casos basta verificar la tltima condicién, pues las dos prime-
ras se cumplen por definicion de movimiento Browniano.

(7) La ultima condicion se verifica calculando

E(W,|F,) = E(W, — W, + W,|F.)
= E(W, — W,|F,) + W,

= E(Wt - Ws) + Ws = Wsa

donde en la segunda igualdad hemos utilizado que W es Fs-medible y, en la tercera
igualdad, que (W; — W) es independiente de F, y que E(W;) = 0 para todo t > 0.

(17) Para verificar la ultima condiciéon en este caso, calculamos

E(W?2 — t|F,) = E(((Wt W)+ Ws)Q(fs)

=E((W, = W)* + 2(W, — W)W, + W2|F,) —t
=E((W, — W,)?) + 2E(W, — W)W, + W2 —t

=t—s+W2—t=W,—s.

0

La proposicion anterior da las condiciones que caracterizan al movimiento Brow-
niano entre los procesos con trayectorias continuas, tal como lo muestra el siguiente
teorema.

Teorema 1.3.3 (Lévy). Sea X un proceso con trayectorias continuas y adaptado a
una filtracion (Fi)i>o tal que

= X, es una martingala a tiempo continuo con respecto a (E)tzg;

» X7 —t es una martingala a tiempo continuo con respecto a (Fy)i>o-

Entonces, M = X — X es un movimiento Browniano con respecto a (F)i>o-
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La propiedad de martingala es importante en un proceso, porque permite dar es-
timaciones fuertes sobre su comportamiento. Estas estimaciones nos seran de cierta
utilidad més adelante y las resumimos en el siguiente teorema.

Teorema 1.3.4. Sea X un proceso con trayectorias continuas. Entonces,

1. Si X es una submartingala, para X > 0, t > 0 se tiene

P( méx X, > A) < %E(Xt*).

0<s<t
2. S1 X es una martingala y 1 < p < 400, parat > 0 se tiene

]E( méx |X5|p> < (%)pmw).

0<s<t

1.3.2. Propiedad de Markov

El movimiento Browniano posee otra propiedad fundamental, conocida como la propie-
dad de Markov. Existen diversas maneras de formular dicha propiedad; en la siguiente
proposicion damos la formulaciéon que adoptaremos en la practica.

Proposicion 1.3.5. Sea W un movimiento Browniano con respecto a una filtracion
(F)iso. Para cada funcion f : (C[0,+00),B(C[0,+00))) — (R,B(R)) medible y
acotada, definimos gy : R — R por

pr(x) =E(f(W5)),
donde W& = W, + x.
Entonces,
(i) @f es medible Borel;
(ii) E(fWEL)|F) = E(f(WEL)|WE) para todo x € R, ¢ > 0;
(i) E(f(Wi)| W) = o (WF).

Decimos que W es un proceso de Markov.

La demostracion de la proposiciéon es extensa, por lo que no la incluimos aqui. No
obstante, damos un bosquejo de la misma:

1. Comenzamos suponiendo que f es la funcién indicadora de un cilindro finito-
dimensional. Para probar la proposicién en este caso, nos valemos de que el
movimiento Browniano posee incrementos estacionarios e independientes.

2. Como los cilindros finito-dimensionales generan B(C[0, +00)), un argumento de
densidad nos permite generalizar la validez de la proposicion a todo boreliano en
C10,+00).
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3. Finalmente, aproximando por combinaciones lineales de funciones caracteristicas,
podemos concluir el resultado para toda f medible y acotada.

La propiedad de Markov nos dice que, para predecir el futuro de nuestro proceso
X, conocer so6lo el presente X; nos brinda tanta informaciéon como conocer toda la
historia del proceso hasta tiempo t. Informalmente, el proceso soélo “sabe” su valor a
tiempo ¢, pero no “recuerda” como llegd hasta alli. Més atin, el tercer item habla de
una homogeneidad del proceso en el tiempo: dado el valor del proceso a tiempo ¢, éste
evoluciona de la misma manera que si hubiera comenzado a tiempo 0 en dicho valor.

El movimiento Browniano también verifica una formulacién méas general de la pro-
piedad de Markov, conocida como propiedad fuerte de Markov. Antes de poder enun-
ciarla aqui, son necesarias algunas definiciones previas.

Definiciéon 1.3.6. Sea (€2, F) un espacio medible con una filtracion (F):>o.

» Un tiempo aleatorio T' es una variable aleatoria F-medible, con valores en [0, 400 |.

= Un tiempo aleatorio 7 se dice tiempo de parada con respecto a la filtracion si
{r <t} € F, para todo t > 0.

» Si 7 es un tiempo de parada con respecto a la filtracion (F;);>o, definimos la
o-algebra

Fr={AeF:An{r <t} € F paratodo t > 0}.

Informalmente hablando, los tiempos de parada serian aquellos tiempos aleatorios 7
tales que, para poder determinar si ocurren, no se requiere mirar mas alla del tiempo 7.
Por ejemplo, la primera vez que un movimiento Browniano toma el valor n constituye
un tiempo de parada, mientras que la tltima vez que un movimiento Browniano visita
el origen antes de tiempo 1 es un tiempo aleatorio, pero NO un tiempo de parada. A
su vez, F, representa la informacion disponible hasta 7. Vale que si 7 es un tiempo de
parada, entonces es F,-medible y que, si W es un movimiento Browniano y 7 es finito,
la funcion W definida por W-(w) := W,y (w) también resulta F,-medible.

Proposicion 1.3.7. Sea W un movimiento Browniano con respecto a una filtracion
(F)iz0 y T un tiempo de parada. Para cada f : (C[0,400), B(C[0,4+00))) — (R, B(R))

medible y acotada, definimos py como en la proposicion (1.3.5). Entonces

(i) s es medible Borel;
(i1) E(fWE ) retoo| Fr) = Liraqooyor (WE) para todo x € R.

Decimos que W verifica la propiedad fuerte de Markov.

La propiedad fuerte de Markov es, esencialmente, una extension de la propiedad
de Markov a tiempos de parada. En efecto, basta con tomar 7 = ¢ para recuperar la
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propiedad original. Cabe aclarar que, en general, no vale el resultado para tiempos
aleatorios cualesquiera: es la estructura particular del tiempo de parada la que permite
al proceso “resetearse” desde la posiciéon a tiempo 7, olvidandose del pasado.

Como consecuencia de la propiedad fuerte de Markov para el movimiento Brow-
niano, tenemos el Principio de Reflexion, que mostramos a continuacion.

Teorema 1.3.8 (Principio de Reflexiéon). Sea W un movimiento Browniano con
respecto a una filtracion (Fi)i>o. Entonces, para t >0 y b > 0 se tiene

P( max W, > b) = 2P(W, > b).

0<s<t

Demostracion. La demostracion rigurosa de este resultado requiere de una formulacion
de la propiedad fuerte de Markov un tanto més general de la que hemos presentado
aqui; omitiendo algunos detalles, daremos la idea general de la prueba.

Sea
= inf{t > 0: W, = b}.

Puede mostrarse que 7, es un tiempo de parada con respecto a (F;)¢>o. Como P(W, =
b) = 0, podemos escribir
P( ggééws > b) =P <t)=P(n<t, Wy >b)+ P(m, < t, W, <b).

Ahora, por continuidad de las trayectorias obtenemos P(m, < t, W; > b) = P(W; > b).
Por otro lado, si 7, < t y W; < b, entonces en algin instante anterior a ¢ el movimiento
Browniano llegd a b y en el tiempo restante se trasladé desde b hasta un punto ¢ < b.
Debido a la propiedad fuerte de Markov, al llegar a b el movimiento Browniano se
resetea y, debido a la simetria con respecto a b que posee, tenemos que la “probabilidad”
de realizar la trayectoria antes descrita es la misma que la “probabilidad” de trasladarse
desde b hasta el simétrico de ¢ respecto de b, 2b — c. La heuristica de esto es que,
para cada trayectoria que visita b y a tiempo t se encuentra por debajo de b, existe
una trayectoria “dual” que se obtiene por reflexion respecto de b, que a tiempo t se
encuentra por arriba de éste, y que ambas trayectorias tienen la misma “probabilidad”.
Desde ya que este argumento es solo heuristico, dado que la probabilidad de cualquier
trayectoria particular es cero y que, en principio, no queda claro como se deduce el
argumento de reflexion aqui exhibido de la definicion de movimiento Browniano. No
obstante, esto nos conduce a la ecuacién correcta

P(m, <t, Wy <b)=P(n, <t, W, >b) = P(W; > b).

Asi, resulta P( maxo<s<; Wy > b) = 2P(W; > b) como queriamos ver. Notemos ademaés
que en la prueba conseguimos, de hecho, P(m, < t) = 2P(W,; > b). Como conocemos
explicitamente P(W; > b), derivando a ambos miembros la igualdad, se obtiene una

densidad para 7,, dada por
b b2

() = VoAl

para t > 0. Observemos que, en particular, vale P(7, < +00) =1y E(7,) = +o0. O
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1.3.3. Propiedades de las trayectorias Brownianas

Enunciamos aqui algunas propiedades de las trayectorias del movimiento Browniano
que seran de relevancia en el proximo capitulo, cuando definamos la integral de Ito.

Definicién 1.3.9. Sean 0 < v <1 y una funcion f:[0,7] — R.

(1) Decimos que f es uniformemente Hélder-y si existe una constante K tal que

[f@) = f(s)| < Kft —s]7 Vs,t€[0,T].

(7) Decimos que f es Hélder-y en xq si existe una constante K tal que
[f(t) = f(xo)| < K[t —xo]” V€ [0,T]

Teorema 1.3.10. Sea W un movimiento Browniano definido en un espacio de proba-

bilidad (2, F, P). Entonces

(1) Dados 0 <~ < 5 yT >0, existe un conjunto H,r € F con P(H, 1) =1y tal
que, para todo w € H., r, la trayectoria W.(w) es uniformemente Holder-y en el
intervalo [0,T].

(1) Dado 5 <~ <1, ewiste un conjunto Hg € F con P(Hg) =1 y tal que, para todo
w € Hg, la trayectoria W.(w) no es Holder-y en ningin punto.

En particular, para todo w € Hg, la trayectoria W.(w) no es diferenciable en ningin
punto.

Manteniendo la notacion del teorema anterior, tenemos el siguiente resultado que
describe la variaciéon del Browniano.

Teorema 1.3.11 (Variaciones del Browniano). Sea W un movimiento Browniano
definido en un espacio de probabilidad (2, F, P). Entonces

(i) Para todo w € HY, la trayectoria W.(w) es de variacion infinita para cada subin-
tervalo de [0, +00).

(17) Sea T > 0 y consideremos (Il,)nen una familia de particiones del [0,T'] con la
propiedad lim,,_, . «, |II,| = 0. Entonces la variacion cuadrdtica

Vi (I) = Z |Wt§"’ — Wi, ¥
k=1

de W sobre estas particiones converge, cuando n tiende a infinito, a T en L*(Q).

Mas aiin, si ), |1In| < 400, la convergencia es en casi todo punto.
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1.4. Filtraciones Brownianas

En esta seccion, presentamos un caso particular de filtracion conocida como filtracion
Browniana aumentada. Esta filtracién es de interés por sus buenas propiedades, que
utilizaremos con frecuencia en los préximos capitulos.

Sea W un movimiento Browniano y consideremos (F}V);>¢, la filtracion generada
por el proceso. Definimos,

N ={FCQ:3GeFY con F CG,P(G) =0},
la clase de conjuntos P-nulos para F)V.

Definiciéon 1.4.1. Para cada 0 <t < 0o, definimos

La filtracion (F}");>0 se conoce como filtracion Browniana aumentada.
Tenemos una caracterizacion de la filtracion Browniana aumentada, dada por la
proposicion a continuacion.

Proposicion 1.4.2. Para cualquier sub-o-dlgebra A de F), se tiene que

A=c(AUN)={FCQ:3Ge Atal que F A G € N'}.

Mds aiin, si extendemos P definiendo P(F) := P(G) para F € Ay G e A tal que
F AGeN, el espacio de probabilidad (Q, A, P) es completo:

FeA P(F)=0,DCF= Dec A
En particular, vemos que j—g{/ contiene a la clase de los conjuntos P-nulos para ﬁgg
Existe otra propiedad importante que cumple la filtracion Browniana aumentada:
la continuidad a derecha.
Definicion 1.4.3. Una filtracion (F):>o se dice continua a derecha si para todo t > 0
se tiene
Fo=()F.

s>t

Proposicion 1.4.4. La filtracion Browniana aumentada es continua a derecha

Definicién 1.4.5. Una filtracion (F;):>o se dice que satisface las condiciones usuales
si es continua a derecha y contiene a la clase de los conjuntos P-nulos para F..

De las proposiciones anteriores se sigue que la filtracion Browniana aumentada sa-
tisface las condiciones usuales. Necesitaremos de este tipo de filtraciones para construir
la integral de Itd y desarrollar la teoria de ecuaciones diferenciales estocasticas en los
proximos capitulos.

Por tltimo, vemos que la aumentacion preserva el movimiento Browniano.

Teorema 1.4.6. Sea W un movimiento Browniano con respecto a la filtracion (F}V )i>o.
Entonces, con respecto a filtracion Browniana aumentada (F}")i>0, W sigue siendo un
movimiento Browniano.
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1.5. Brownianos d-dimensionales

Aqui extendemos la definiciéon de movimiento Browniano a procesos estocésticos con
valores en R, d € N.

Definicion 1.5.1. Sea d € Ny y una medida de probabilidad en (R?, B(R%)). Sea W
un proceso estocéstico a valores R, definido en un espacio de probabilidad (2, F, P)
con una filtracion (F)i>o. Decimos que W es un movimiento Browniano d-dimensional
con distribucion inicial p con respecto a la filtracion (F)i>o si

= |V tiene trayectorias continuas;
» IV es adaptado a la filtracion (F)>o;
» P(Wyel)=pul), VI eB(RY;

= Para (0 < s < t, el incremento W, — W, es independiente de F; y tiene distribucion
normal multivariada con media cero y matriz de covarianzas (t — s)I;, donde I,
denota la matriz identidad de (d x d). Equivalentemente, las coordenadas de
W constituyen d movimientos Brownianos 1-dimensionales independientes con
respecto a la filtracion (F;)¢o.

Si u = 0§, para algin x € RY, diremos que W es un movimiento Browniano d-
dimensional comenzando en x. Cuando no aclaremos el punto inicial, estaremos pen-
sando en x = 0.

La construccion de estos procesos puede realizarse a partir de movimientos Brownia-
nos 1-dimensionales. Las propiedades de Markov estudiadas para el caso 1-dimensional,
se adaptan al caso d-dimensional general. Se define también la filtraciéon Browniana au-
mentada para el caso general de forma analoga, y verifica las mismas propiedades.
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Capitulo 2

Integral de It6

2.1. Introduccion

El célculo estocastico surge de la necesidad de dar un sentido a ecuaciones diferenciales
estocasticas de la forma

dXt = b(Xt, t) dt + O'(Xt, t) th

X(0) = X,

Ahora, como el movimiento Browniano no es diferenciable, entenderemos la ecuacion
en su formulacién integral

t t
X(t):X0+/b(X,s)ds+/a(X,s)dW 0 <t < +oo.
0 0

Pero antes de poder estudiar y resolver tales ecuaciones integrales, debemos primero

definir
T
/ Gdw
0

para una clase amplia de procesos (G, de forma tal que el miembro derecho de la
ecuacion de arriba al menos tenga sentido. Observemos que esto tltimo no es para
nada obvio: una primera dificultad yace en que las aplicaciones t +— W (t,w) son de
variacion infinita para casi todo w, con lo cual no podemos tratar a fOT G dW para cada
w como una integral de Lebesgue-Stieltjes. No obstante, sera la variaciéon cuadratica
finita del movimiento Browniano la que nos permitira darle un sentido adecuado a este
tipo de expresiones. Dicha tarea fue realizada por It6 en 1944. Su nocién de integral,
aunque no es la tnica posible, sera la que adoptaremos para nuestro trabajo en esta
tesis y constituye el objeto de estudio de este capitulo.

2.2. Construccion de la integral de Ito

Consideremos un espacio de probabilidad (€2, F, P) en donde tengamos definido un
movimiento Browniano W, con respecto a una filtracion (F;):>o que satisface las con-

27
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diciones usuales. En la Seccién 1.4 vimos un ejemplo de como construir este tipo de
filtraciones para un movimiento Browniano dado. A lo largo de este capitulo, las nocio-
nes de medibilidad, adaptabilidad y progresiva medibilidad de procesos seran siempre
con respecto a ésta filtracion. Introducimos a continuacién los espacios con los que
vamos a trabajar.

Definicion 2.2.1. Sean los siguientes espacios:

- 1.2, el espacio de procesos a valores en R medibles y adaptados G que satisfacen

T
E(/ Gth> < 400,
0

para todo T" > 0.

- M2, el espacio de procesos a valores en R medibles y adaptados G que satisfacen

T
P(/ G2dt<—|—oo> =1,
0

para todo T" > 0.

- M, el espacio de procesos a valores en R medibles y adaptados F' que satisfacen

T
P(/ |F|dt<+oo> =1,
0

para todo T" > 0.

Comenzaremos por construir, dado un proceso G € L? y T > 0, la integral de It6 en
el intervalo [0, 7] como objeto en L?(Q2, Fr, P). Luego, pensaremos a la integral como
proceso estocastico y estudiaremos algunas de sus propiedades. Por tltimo, extendere-
mos la integral a la clase mas general de integrandos, M?2.

2.2.1. Procesos simples y aproximacion
Definicién 2.2.2. Un proceso G € L2 se dice proceso simple si existe una sucesion de
tiempos (tg)ken, con to = 0y limy_, . o tx = 400, y una sucesion de variables aleatorias

(&k)ken, con sup,cy, [&k| < C para alguna constante fija C' < +o0, tales que & es
Fi.-medible para cada k € Ny y

Gt = fol{o}(t) + ng]‘(tk,tkﬂ}(t)’ 0 S t < —+00.
k=0
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Definicion 2.2.3. Sea G € LL? un proceso simple. Entonces, se define la integral esto-
cdstica de Ito de G en el intervalo [0,7"] como

m—1

T
/ GdW : = ka(wtkﬂ - Wtk) + fm(WT - th)
0

k=0

= Z gk’ (WT/\tk_H - WT/\tk>7

k=0

T
donde m € Nj es el tnico entero para el cual t,, < T < t,,.1. Notar que / G dW es
0

una variable aleatoria en L?($), Fr, P).

Proposicion 2.2.4. Propiedades de la integral de Ité para procesos simples

Para cualquier T >0, a,b € R y G, H € L2 procesos simples, se tiene

T T T
(i)/(aG+bH)dW:a/ GdW+b/ HdW .
0 0 0

(i) E(/OTGdW> ~ 0.
(i) E((/OTGdW>2> :E(/OTG2dt).

Demostracion. (i) Si G y H son procesos simples con sucesion de tiempos (t$)ren, v
(t) e, Tespectivamente, luego aG +bH es un proceso simple con sucesién de tiempos
dada por el conjunto P = {t¢ : k € No} U {t : k € Ny}. De aqui, un célculo directo
muestra el resultado.

(17) Por definicion, tenemos

E(/OTGdW> = iE(fk(WTmﬁkH - WT/\tk>)~
k=0

Ahora, para cada k € Ny, § es Fy -medible y Wrpy, ., — Wrpy, es independiente de
Fi,- Luego, vemos que & es independiente de Wy, ,, — Wray,, para cada k € Ny. As,

E(gkf(WT/\thrl - WT/\tk)) = E(gk)E(WT/\tk_Fl - WT/\tk) = 07

pues el segundo factor de la derecha es nulo.

(7i7) Anéalogamente,

D E(&E Wrnty, — W) Wty — W)

E(( /OTGde) _
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Ahora, si j < k, W,, ., —W,, es independiente de &.&;(Wy,,, — W4, ), con lo cual tenemos
E(gkfj(wtkﬂ - Wtk)(Wtj+1 - Wtj)) = E(fkgj(wtlﬂ»l - Wtk))E(Wth - Wtj)'

Como el primer factor de la derecha es finito y el segundo es cero, la expresion se anula
para j < k. Lo mismo sucede para las variables Wray, ., — Wray, ¥ Wrag — Wrng-
Con esto,

= > E(E((Wrntysy — Wrng,)?)

Ahora, la idea sera definir la integral de Itd para un proceso G € L? cualquiera
como limite de integrales de It6 de procesos simples G que aproximen a G en algin
sentido apropiado. Para ello, serén ttiles las propiedades de la integral que vimos para
procesos simples y el siguiente teorema.

Teorema 2.2.5. [Aproximacion por procesos simples/

Si G € L%, dado T > 0 existe una sucesion de procesos simples (G™7T),en C L2 tal que

T
lfm E(/ G — GnT
n—-+00 0

Una demostracion de este teorema puede encontrarse en [5, paginas 132-136]. El ar-
gumento consiste en probar primero el teorema para procesos G € L2 acotados para
después extender el resultado a todo 2. Para mostrar el teorema si G es un proceso
acotado en I.? se debe proceder por pasos. Primero se supone que G tiene trayectorias
continuas. Una vez probado el resultado en este caso, se generaliza a procesos G pro-
gresivamente medibles y, en ultima instancia, se concluye la validez del teorema para
G medible y adaptado cualquiera.

2dt> = 0.
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2.2.2. Definicion y propiedades elementales de la integral

Sea ahora G € L? y, para T > 0, tomemos una sucesion (G™7) ey de procesos simples
que aproximen a G en el sentido del teorema (2.2.5). Entonces,

T T 2 T 2
]E(( / G™T AW — / G dW) ) :IE(( / (GmT —am™") dW) )
0 0 0
r 2
:E(/ Gt - G| dt)
0
T 2 r 2
gC(E(/ T — gl dt)+E(/ G —am| dt)),
0 0

y la dltima expresion tiende a cero cuando n, m — 400 por el teorema. Asi, la sucesion
(fOT ant dVV)neN es de Cauchy en L? (Q,]-"T, P) y, por completitud, tiene limite. Un
argumento similar muestra que el limite no depende de la sucesion de procesos simples
tomada para aproximar a G.

Definicion 2.2.6. Sea G € 2. Dado T > 0, se define la integral estocdstica de Ité en
el intervalo [0,7"] de G como

T T
/ GdW = lim Gt aw
0 n—+o Jo

para cualquier sucesion (G™7),,cn de procesos simples que aproximen a G en el sentido
del Teorema 2.2.5. El limite es tomado en L? (Q, Fr, P).

Proposicion 2.2.7. [Propiedades de la integral de Ito]
Para cualquier T >0, a,b € R y G, H € L2, se tiene

T T T
(z’)/(aG+bH)dW=a/ GdW+b/ HdW.
0 0 0

(i) E(/OTGdW> ~0.
(i) E((/OTGdW)2> :IE(/OTG?dt).

Demostracion. (i) Si (G™1) pen y (H™) hen aproximan a Gy H respectivamente en
el sentido del Teorema 2.2.5, entonces (aG™" + bH™T) ey aproxima a aG + bH en el
mismo sentido. Luego, la primera afirmacion se sigue de la linealidad de la integral
para procesos simples.
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(4i) Recordemos que dada f € L*(Q), || fllr1@) < | f]l12@)- Con esto,

E(/TGdW) ~ 1im E(/TG"’TCZW> — 0,
0 nmTee 0
pues E(fOT GnT dW> = ( para todo n € N.

(737) Por un lado, tenemos

]E((/OTGdW)2> = H/OTGdW

Ahora, por propiedades de la integral para procesos simples, sabemos que

T
| [ ora
0

Por ultimo, el teorema de aproximacion nos dice que

2

T
= lim H / Gl aw
0

2
12 (Q) n—-+0o

L2(Q)

= HGmTH;([o,T]xQ)'

2
L2(9)

T
lim HGH’TH;([O,TVQ) - HGHiQ([O,T]XQ) - E(/O G dt)'

n—-+00

Esto demuestra la tercera afirmacion. O

2.2.3. Integral de It6 indefinida

Dado G € L%, tenemos definida la integral de It6 de G en el intervalo [0,t], para todo
t > 0. Podemos preguntarnos entonces que propiedades posee el proceso estocastico

t
I¢ = / G dw.
0
(IF)>0 recibe el nombre de integral indefinida de G.

Proposicion 2.2.8. Propiedades de la integral de Ité indefinida
Sea G € L2 y sea (IF);>0 su integral indefinida. Entonces,

(1) (If)i>0 es una (F;)eso-martingala, con I§ = 0.

(i1) E((IF — ISG)z}}"S) = ]E(/t G?du| F,). En particular, ((IF)* - /t G*du),. es

t>0
s 0

una (Fi)i>o-martingala.

Demostracion. (i) En primer lugar, notemos que I € L?(€2, F;, P), por ser limite de
procesos en dicho espacio. En particular, para cada t > 0 se obtiene que I es integrable
y Fi-medible.
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Para verificar la tercera condiciéon de la definicion de martingala, supongamos prime-
ro que G es un proceso simple. En este caso y siguiendo la notaciéon antes introducida,
podemos escribir

ItG - Z &k (WtAtk+1 - Wt/\tk)
k=0

y, asi, si 0 < s < t resulta

E(If|F,) jZ@ s — Wang,) = 1€,

En efecto, basta verificar que

E(gk (Wt/\tkﬂ - Wt/\tk) |~7:s) - fk (Ws/\tkﬂ - Ws/\tk)
para todo k € N.

- Si s < tg, por la propiedad de torres de la esperanza condicional y la F;, -
medibilidad de &, tenemos
F.)

]E(fk (thk“ - Wt/\tk) ’-7:3) = E<E(§k (Wt/\tk+1 - Wt/\tk) |ftk)
]—“s>

]-"s> —0.

— E(ng(Wt/\tlﬁLl - Wt/\tk “Ek)

B (& (Wons, — Wonre)

- Sity <5 < tpga,
E(ﬁk (VVt/\tkH - Wt/\tk) |-7:s) = ka(Wt/\tk+1 - WtAtk ‘-7'_3) =&k (Ws - Wtk)

- Si tk+1 < s,
E(gk (Wt/\tkﬂ - Wt/\tk) |-7:s) =& (Wtkﬂ - Wtk)‘

Ahora, si G € L? es un proceso cualquiera, dados 0 < s < t tomemos una sucesion
de procesos simples (G™) ,en tal que para cada 0 < u < t sea IS = lfim,,_, o, I¢", donde
el limite es en L? (Q) Si A € Fg, por la desigualdad de Holder y la convergencia en L2,
obtenemos

lim [ (I¢ —IF"YdP =0= lim [ (IS —1")dP.

n—+oo [ 4 n—-+oo [ 4

Como I%" es una martingala para todo n € N, fA IF"dpP = [,I€"dP. Se sigue
entonces que [, IFdP = [, IS dP y, en consecuencia, que ¢ es una martingala. Por
tltimo, obtenemos I§ = 0 de la definicion.

(74) Supongamos primero que G es un proceso simple. Luego, G tiene la forma

m—1

Gy = ol (1) + Z &Lty tyia] (1),
k=0
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con (tg)ken, ¥ (€k)ren, adecuadas. Dados 0 < s < ¢ podemos tomar i,j tales que
tion <s<tyt; <t <ty Asi, realizando calculos similares a los del item anterior,
obtenemos

7j—1

= E( (6 (W~ W) + S &(Wiy,, — W) +6(W— W)

k=i

)
)

j—1

(=) + > Gt —te) +E(t— 1)

k=i

j—1
_ E(mm W) S E (Wi, — W)+ (W — W)

k=i
%)

t
:E(/ G? du fs).

Notemos que los productos cruzados desaparecen en la segunda igualdad gracias a
que si 0 < u; < vp < uy < V9, tenemos

E((Wvg — W) (W, — Wul)> - E(E(WUQ — Wy | Fu) (W, — Wu1)> —0.

Asi, queda demostrada la igualdad para el caso en que G es simple. En particular, para

G simple vale que
t
/(JE—ISG)?dP:/ (/ GQdu) dP
A A s

para cualquier A € F,. Si G € IL.? es arbitrario, dados 0 < s < t tomemos una sucesion
(G™) nen de procesos simples tales que lim,, ;o E( fot |G — G™|? dt> = 0. Recordemos

que esta condicién implica IS — IS = lim,, . o I[F" — 1", donde el limite es tomado
en L?(2). Por la observacion de arriba para procesos simples, para A € F, vemos que

/A(If —I9)?%dP = lim [ (I¢" —I19")?dP

n—-4o0o A

t
= lim ( / (G")th> dP
n—-+4oo A s
t
:/ (/ GQdu> dP.
A s

De aqui se deduce el enunciado para G € L? arbitrario.

Por tltimo, verificamos que ((I€)? — [i G2dt),_, es una (F,)iso-martingala.

>0
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- Como I € L* y G € L2 se sigue que, para cada t > 0, (IF)? — fot G*ds es
integrable.

- Sabemos por el item anterior que (([tG )2) >0 ©s adaptado. Debemos ver entonces

que ( fot G? ds) 150 lo es también. Si G es progresivamente medible, esto es una

consecuencia inmediata del teorema de Fubini. Para G € L? arbitrario, deberemos
emplear un argumento de aproximacion por procesos simples adecuado. Para una
demostracion mas detallada de esto altimo, ver [5, pagina 140, Remark 2.11].

- Para verificar la dltima condicion, tenemos por un lado

E((I7 — IE)?|F,) = E((I7)* = 2IFIE + (I9)*|F,)
= E((If)?|F.) — 2B (17| Fo) + (I)?

=E((F)°|7) - (19)”,

donde en la dltima igualdad hemos usado que I¢ es (F;);>o-martingala. Ahora,

por otro lado,
t t s
E(/ G?du ]—“s) :IE(/ G?du ]—"s) —/ G? du.
s 0 0

Como ambas expresiones coinciden por lo demostrado arriba, se deduce que

E((If)z — /Ot G? du ]—"5) = (I9)? - /0 G? du.

Notemos que, segtn la definiciéon que hemos dado de integral de It6 de un proceso G,
I€ no es una variable aleatoria, sino una clase de variables aleatorias en L?(2). Por este
motivo, hablar de la continuidad de las trayectorias de I¢ resulta inadecuado en este
contexto. Sin embargo, uno espera que, eligiendo cuidadosamente un representante en
cada clase, se obtenga un proceso con trayectorias continuas. Esto realmente se cumple,
tal como lo afirma el proximo teorema.

Teorema 2.2.9. Existe un proceso J con trayectorias continuas y adaptado tal que
P(JE =1IE) =1 para todo t > 0. Mds ain, si J% y J¢ son dos procesos que cumplen
esto, entonces P(JZ = J&, V0 <t < 4o00)=1.

Demostracion. Haremos la demostracion en tres pasos.

1. Dado T > 0, construiremos un proceso J en [0,7'] con trayectorias continuas y
adaptado que satisfaga P(J¢ = I¢) = 1, para todo 0 < ¢t < T'. Para ello, observemos
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en primer lugar que si G’ es un proceso simple, entonces I¢ tiene trayectorias continuas
pues el movimiento Browniano es continuo para cada w € 2y

m—1

ItG = Z fk(Wt/\tkH - Wt/\tk)-

k=0

Si G es un proceso arbitrario en L?, podemos tomar una sucesién de procesos escalo-
nados (G™) nen tal que

lim E(/T|G—G”|2dt) ~0.
n—oo 0

Como I¢" es una (F;)i>o-martingala, aplicando la desigualdad de Jensen puede verse
que [I¢" — I9"|? es una submartingala con respecto a la misma filtracién. El teorema
(1.3.4) muestra entonces que

P( sup |[I¢" —I1¢"| > 5) = P( sup [I¢" —I9" )% > €2>

0<t<T 0<t<T

IA

]_ n m
SE(E 1)

1 T
:_2E</ |G”—Gm\2dt).
€ 0

Como el dltimo término tiende a cero cuando n,m — 400, podemos tomar una sub-

sucesion tal que

. 1 1
P<su IG’“+1—IG’“>—><—.

Notemos que la continuidad de las trayectorias de cada I nos permite escribir

" w1 n e 1
Ak::{ sup ]If’““—lf’“l>g}: U {uf" ’““—If"’“|>%},

OstsT 0<t<T
teQ

donde cada conjunto de la unién pertenece a Fr debido a la F;-medibilidad de cada
IE". Asi, N := limsup,_,, . Ay pertenece a Fr. Mas atn, el lema de Borel-Cantelli
implica que P(N) = 0. Como (I¢");ey converge uniformemente en [0, 7] para cada
w € N¢, podemos definir el proceso J& dado por

limy_ oo 19 (w) siw € N€
I (w) =
0 siw e N,

para 0 < t < T. La convergencia uniforme en ¢ implica que J& tiene trayectorias
continuas en [0,7]. Ademés, como Fy contiene todos los conjuntos P-nulos para F,
se sigue que N € Fy v, en consecuencia, que JC es F;-medible. Concluimos entonces
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que J es adaptado. Por tltimo, como 1im,,_, 4 ]th = ItG en L? paracada 0 <t < T,
vemos también que P(JF = IF) =1 para todo 0 <t < T.

2. Probaremos que si J¢ y J son dos procesos definidos en [0,T], con trayectorias
continuas y adaptados, que satisfacen

P(Jf =1If) =1=P(J7 = If),
para todo 0 <t < T, entonces
P(JE=JC¢ V0<t<4o0)=1.
En efecto, en tal caso la continuidad de las trayectorias muestra que

(F = e vo<i<T)y= () {J0=JF}.

o<t<T
teQ

Como ambos procesos son adaptados, vemos que tal evento pertenece a Fr y, ademés,
se tiene . 3
P(Jf:JtG, vogth) :P( N {JtG:JtG}) ~1,

0<t<T
teQ

pues P(J¢ = J) =1 para todo 0 <t < T.

3. Por ultimo, construimos el proceso J¢ para todo tiempo. Notemos por J&" al
proceso en [0,n] que definimos en (1). La unicidad demostrada en (2) nos muestra
que P(J&™ = J&™ v 0 <t < n) = 1. Esto implica que el conjunto

Qo=(V[V{weQ: " =" vo<t<n}

neN keN

tiene probabilidad uno. Ademas, €y pertenece a la o-algebra F,, y, como Fy contiene
todos los conjuntos P-nulos para Foo, se sigue que )y pertenece a Fy también. Por
dltimo, observemos que si w € Q, J&"(w) = J&™(w) para todo 0 < ¢t < n, m. Esto
nos permite definir

ItG"(w) siwe Ny, 0<t<n
If (w) =
0 SiWEQOC

Asi definido, J¢ resulta un proceso estocéstico de trayectorias continuas y adaptado.
Es claro que P(J¢ = I¢) = 1, para todo t > 0. Ademas, si J¢ y JCE son dos procesos
con trayectorias continuas y adaptados que cumplen esto, entonces por (2) vale que
P(JS =J% Y0 <t<T)=1 para todo T > 0. De aqui podemos concluir que
P(JG=J% V0<t<+oo)=1. 0

Observacién 2.2.10. Para J¢ siguen valiendo las propiedades establecidas las Pro-
posiciones 2.2.7 y 2.2.8.

Notaciéon. De aqui en adelante, cada vez que hagamos referencia a la integral indefinida
de un proceso G, ésta sera la “anica” (F;);>o-martingala de trayectorias continuas dada
por el teorema. Utilizaremos la notaciéon I¢ para referirnos a ésta, en lugar de la
notacion J¢ empleada en el teorema.
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2.2.4. La integral de Ito y los tiempos de parada

Nuestro préoximo paso sera definir la integral de It6 hasta un tiempo de parada. Es
decir, dados G € IL? y un tiempo de parada 7, darle sentido a la expresion fOMT GdWwW.
En principio, tenemos dos formas de hacerlo:

tAT
- GdW = IS\T, la integral indefinida del proceso G evaluada en el tiempo de

parada acotado t A T;

tAT
- / GdW = I, la integral en [0,t] del proceso G7 := G 1{s<ry.
0

De ambas formas se obtiene el mismo proceso, como lo afirma la siguiente proposicion.

Proposicion 2.2.11. Sean 7" < 7 dos tiempos de parada con respecto a la filtracion
(Fi)e>0. Entonces, para cualquiert > 0 se tiene

(2) E( ]S\T|FT,) = ]ﬁT,,
(i) P(IG, =I9) =1.

La demostracion de esta proposicién puede encontrarse en [5, paginas 139-140).

2.2.5. Extension de la integral de It6 a la clase M?>

Para G € M2, consideremos la sucesién de tiempos
t
Rn:n/\inf{OSt< +00 :/ G’stzn}.
0

Notemos que la adaptabilidad del proceso ( f(f G? ds) >0 implica que cada R, es un

tiempo de parada. Méas atin, (R, )nen €S una sucesion creciente y, debido a que G € M2,
se tiene P(lim, o R, = +00) = 1. Para n € N definimos

XM= Glgsn,  0<t<+oo.

Para cada n € N G™ € L2 y, asf, 19" esta definida. La Proposicion 2.2.11 implica
que para 1 <n < m,

PUSH =155, YV O0<t<n)=1
Luego, si tomamos el conjunto

Q=N {Ik = 188" vo<t<n},

neN keN
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éste tiene probabilidad uno. Ademas, €y pertenece a la o-algebra F,, y, como Fy
contiene todos los conjuntos P-nulos para Foo, se sigue que {2y pertenece a Fy también.
Por ultimo, observemos que si w € Qy y lim, ., R,(w) > t, entonces la sucesion
(I S\(gl (0)(W))nen es constante a partir de un cierto ng = ng(w). Esto nos permite definir
1Moo LG ) (@) siw € Qo N {limy,_ ;o0 Ry = 400}
16(w) = (2.1)
0 en otro caso

(If)1>0 se encuentra bien definido y resulta un proceso estocéstico adaptado y con
trayectorias continuas.

Definicién 2.2.12. Sea G € M2. Definimos la integral de Ité6 de G como el proceso
estocastico (IF);>0 dado por (2.1).

Si G € M?, I¢ no cumplird necesariamente con todas las propiedades de la integral
de Itd que vimos para procesos en L2. Esto se debe a que, informalmente,

19 =1¢""  en {0<t <R, (2.2)

pero {0 < t < R,} es un conjunto aleatorio. Asi, las propiedades que involucren
tomar esperanza con respecto a tiempos fijos, no valdran en general. En particular,
(I€)>0 no es necesariamente una martingala. No obstante, (2.2) nos dice que la integral
coincide “localmente” con una martingala; se dice que (IF)s>q es una martingala local.
Otras propiedades, como la linealidad de la integral, siguen valiendo y pueden probarse
facilmente repitiendo el mismo argumento que empleamos para definir I¢.

2.3. CAlculo estocastico

En general, desarrollar una teoria de integracion con una generalidad razonable
suele ser una tarea muy distinta a la de calcular explicitamente la integral en algin
caso particular de interés. De la misma forma que se desarrolla el calculo para la integral
de Riemann, que nos provee de las herramientas necesarias para poder efectuar cierto
tipo de computos, debemos desarrollar un cdlculo estocdstico para la integral de Ito.
Esta es la labor que emprendemos en esta seccion.

Definicién 2.3.1. Sea X un proceso estocastico y sean F € M!, G € M2,

Decimos que X tiene diferencial estocdstico
dX = Fdt + GdW

si X es adaptado, tiene trayectorias continuas y satisface

t t
P(Xt:Xo—l—/Fds—l—/GdW, V0§t<+oo):1. (2.3)
0 0



40 CAPITULO 2. INTEGRAL DE ITO

Notar atentamente que los simbolos d.X, dt y dW no tienen significado en si mismos:
son meramente notacion utilizada para representar (2.3).

Observacioén 2.3.2. Si F' € M!, para casi todo w la aplicacion t — fot F(w)ds esta
bien definida y es absolutamente continua. Extendiendo por cero si fuera necesario,
el proceso estocastico ( fg F ds) 1> Tesulta bien definido, adaptado y con trayectorias
absolutamente continuas. Asi, la definicion de diferencial estocéastico se encuentra bien
formulada.

A continuacién, enunciamos la principal herramienta del calculo estocastico: la regla
de la cadena, conocida como férmula de [t6. Como casi toda trayectoria del movimiento
Browniano es de variacion infinita, la regla difiere de aquella en el calculo ordinario en
un término de correccion cuadratico. Este viene dado por la variaciéon cuadratica finita
del Browniano.

Teorema 2.3.3 (Féormula de Itd). Sean FF € M!', G € M? y X un proceso con
diferencial estocdstico

dX = Fdt + GdW.

Supongamosu : Rx[0,+00) — R continua y que %, g—z Y % existen y son continuas.
Sea 'Y el proceso dado por
Y; = U(Xt, t)
Entonces Y tiene diferencial estocdstico
ou ou 1 0%u
dY = —dt + — dX + = — G*dt
o " T e T2

+ —F+-=—G?*) dt + — GdW.

B <@ ou 1 0%u ) ou
- \ot Oz 2 0x2 ox

Esto es, Y es adaptado, tiene trayectorias continuas y satisface

rou  Ou 1 0% " Ou
P<Yt Y0+/0 (8S+axF+2ax2G)ds+/o adeW,VO_t_T> 1,

P 2 .
donde el argumento de %, % Y % en ambas integrales es (X, s).

Observacion 2.3.4. Como X tiene trayectorias continuas, vemos que las funciones
%(Xt, t), %(Xt, t)y %(Xt, t) tienen trayectorias continuas también. En consecuencia,
la primera integral esta bien definida. Por otro lado, para cada w € Q y T' > 0, X;(w)
esta acotada en [0,7'], con lo que $%(X;,t) estd también acotada en este intervalo. Se
sigue que (g—;(Xt, t)Gy)i>0 pertenece a M? y, asi, la segunda integral est4 definida como

en la seccién anterior.
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2.4. Integral de It6 multidimensional

Para culminar este capitulo, generalizamos la integral de It6 a més dimensiones. Como
en el caso 1-dimensional, fijaremos un movimiento Browniano d-dimensional defini-
do en un espacio de probabilidad (€2, F, P) con la filtracion Browniana aumentada
correspondiente, (F;)i>o-

Definicién 2.4.1. Sean G = (G;;);; una matrizde n x dy F = (F', F?,..., F") un
vector, con G;; y F* procesos estocésticos para todo 1 < i,k <n,1<j <d.

Decimos que G € L2, (o, respectivamente, G € M2 _,) si
GijELQ(GijGMQ) W 1<i<n, 1§j§d
Analogamente, decimos que F € LL(F € M) si

Frel'(FFeM') V1<i<n.

Definicién 2.4.2. Sea G € M2 . Definimos la integral de Ito

t
([om)..
0 t>0

como el proceso n-dimensional cuya i-ésima coordenada viene dada por

t i d t
</ GdW) :Z/Gijdwj V1<i<n.
0 =170

Proposicion 2.4.3. Propiedades de la Integral de Ité6 multidimensional
Para cualquier T >0, a,b € R y G, H € 2

nxd:*

 «ds SE tiene

(i) /OT(aG+bH)dW:a/OTGdW+b/OTHdW.
(i) IE(/TGdW> 0.
(i) (’ ) </OT |G)? dt), donde |G|* =31, ijl G?

(iv) / GdW) es una (Fi)i>o-martingala para 1 <i <mn.
>0

( / GdW / G2, ds) es una (Fy)eso-martingala para 1 < i < n.
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Observacion 2.4.4. Para G € M2, ,, de las propiedades anteriores solo recuperamos
la linealidad.

Definiciéon 2.4.5. Sea X = (X!,... X™) un vector de procesos estocasticos y sean
FelLl([0,T]), GeL2, ,([0,T]). Decimos que X tiene diferencial estocdstico

dX = Fdt + GdW

si para todo 1 < i < n, X' tiene diferencial estocastico

d
dX'=F'dt + Y Gi;dW.

j=1

Teorema 2.4.6 (Féormula de Itd6 multidimensional). Sean F € M, G € M2, y
X = (X',..., X"™) un vector con diferencial estocdstico

dX = Fdt + GdW.

Ju

Supongamos u: R™ x [0,4+00) — R continua, con derivadas parciales continuas 37

Ou

D27 3x 8% 1<i,5<n.SeaY el proceso dado por

Y, = u(X}, ..., X"0).

Entonces Y tiene diferencial estocdstico

9 l "
dY = a—;‘ it +> dX Z Z 8:61 8% ; GG dt,

=1 =1 j=

donde el argumento en todas las derivadas parciales es (X},..., X' t).



Capitulo 3

Ecuaciones diferenciales estocasticas

3.1. Introducciéon

En este capitulo presentaremos a las ecuaciones diferenciales estocasticas. Definiremos
el concepto de soluciéon para una ecuacion de este tipo y discutiremos las cuestiones de
existencia y unicidad de esta ultima, como también algunas de sus propiedades.

Comencemos tomando funciones medibles Borel
b:R% x [0, +00) — R
o :R%x [0, +00) — R
Buscamos darle sentido a la ecuacion diferencial estocdstica
dX; = b( Xy, t)dt + o( Xy, t) dW,,

que se escribe en coordenadas como

dX) = bi(Xe )+ oy(Xe )W 1<i<d,

J=1

donde W es un movimiento Browniano r-dimensional y la “solucién” X es un proceso
estocastico a valores en R? con trayectorias continuas. El vector b y la matriz o son los
coeficientes de la ecuacion; b se dice el drift y o la matriz de dispersion de la ecuacion.

3.2. Tipos de solucién

Damos aqui dos nociones distintas de solucién para una ecuaciéon diferencial estocastica.
Definiremos primero el concepto de solucion fuerte, en donde partimos de un espacio
de probabilidad, filtracion y movimiento Browniano asociado dados. Esta nocién de
solucion es la mas comin y sera con la que trabajaremos méas frecuentemente. A conti-
nuacion, introduciremos la nocion de soluciéon débil; aqui, a diferencia de lo anterior, el
espacio de probabilidad, la filtraciéon y el movimiento Browniano asociado son parte de

43
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la solucion, mas que el contexto del problema. Aunque esta nocién es, como su nombre
lo indica, méas débil que la primera, resulta de interés por su aplicabilidad a situaciones
mas generales.

3.2.1. Soluciones fuertes

Para desarrollar la nocién de soluciéon fuerte, fijaremos primero un espacio de probabi-
lidad (§2,F, P) en donde tengamos definido un movimiento Browniano r-dimensional
W con respecto a la filtracion generada (F}V)i>o. Asumimos que este espacio es lo su-
ficientemente grande como para tener definido ademés un vector aleatorio & a valores
en R?, independiente de F,, y con distribuciéon dada j. Esto es,

PEel)=pul), T ecBRY.
Consideramos la filtracion (G;)i>o, para cada t > 0 dada por
G=0(&)VFE =06, W,: 0<s< 1),
como asi también la clase de los conjuntos P-nulos para G,
N:={NCQ:3 GeG,con NCG, P(G)},
para construir la filtracion aumentada

Fii= 0(GUN), 30 £ ::a(Uﬂ), (3.1)

por analogia a lo hecho con la filtracion Browniana aumentada. La filtracion (F;):>o
satisface las condiciones usuales y, ademés, W resulta un movimiento Browniano con
respecto a esta filtracion.

Definicion 3.2.1. Una solucion fuerte de la ecuacion diferencial estocéstica
dXt = b(Xt, t)dt + O'(Xt, t) dM/ta

en el espacio de probabilidad (€2, F, P), con respecto al movimiento Browniano W y la
condicion inicial &, es un proceso X = (X});>0 que satisface las siguientes propiedades:

X tiene trayectorias continuas;

X es adaptado a la filtracion aumentada (F)i>o;

P(Xo=¢) =1,

p(/t (\bi(Xs,S)’ +U,-2j(Xs,8)) ds < —i—OO) =1,

paratodo 1 <i<d, 1 <j<ry0<t<4o0;
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t t
P(Xt = Xo —i—/ b(Xs, s)ds +/ o(Xs,8)dWs, 0<t< —1—00) =1,
0 0

o equivalentemente, para cada 1 <i <d

4 , t r t 4
P(X,f” = x! +/0 bi(Xs,s)ds+Z/0 0 (Xe, s) AW, 0<t < +oo> =1.
j=1

3.2.2. Soluciones débiles

Definicion 3.2.2. Una solucion débil de la ecuacion diferencial estocéastica
dXt = b(Xt, t)dt + O'(Xt, t) th,

es un conjunto {(X, W), (Q, F, P), (Fi)i>0} que verifica

» (Q,F, P) es un espacio de probabilidad, (F;):>0 es una filtracion de F que satis-
face las condiciones usuales;

X es un proceso a valores en R? adaptado a (F;);> y con trayectorias continuas;

W es un movimiento Browniano r-dimensional con respecto a (F;)i>o0;

P(/t (16:(Xs, 8)| + 07;( X, ) ds < —|—oo> =1,

paratodo 1 <i<d, 1 <j<ry0<t<+oo;

t t
P(Xt =X, +/ b(Xs, s)ds +/ o(Xs,8)dW,, 0<t< —I—oo) =1,
0 0

o equivalentemente, para cada 1 <i <d

4 , t r t '
P(X,f” :Xé’)+/0 bi(Xs,s)ds—l—Z/o 0 (Xs, s) AW, 0<t< +oo> =1.
J=1

La medida de probabilidad u(T) := P(X, € I'),T" € B(R?) se dice la distribucion
inictal de la solucion.

Notemos que la filtracion (F;);>o de la definicién en principio no tiene por qué
coincidir con la filtracion aumentada que dimos para la solucién fuerte. Por este moti-
vo, la existencia de una solucion débil {(X, W), (2, F, P), (Fi)t>0} no garantiza, para
un movimiento Browniano W con respecto a una filtracion (ﬁt)tzo definido en un es-
pacio de probabilidad (Q,]:" , ]5), la existencia de un proceso X tal que el conjunto
{(X, W), (Q, F, P),(F)i=0} sea, nuevamente, solucion débil. En particular, la existen-
cia de soluciéon débil no implica la de una solucién fuerte. No obstante, toda solucion
fuerte es también solucion débil.
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3.3. Unicidad de la solucion

Mostramos ahora dos tipos de unicidad para la soluciéon de una ecuaciéon diferencial
estocastica.

Definicion 3.3.1. Sean b un drift y ¢ una matriz de dispersion. Decimos que se tiene
unicidad fuerte para el par (b,o) si para todo espacio de probabilidad (2, F, P) en
donde tengamos definidos un movimiento Browniano r-dimensional W y un vector
aleatorio d-dimensional £ independiente, dos soluciones fuertes X y X cualesquiera de
la ecuacion

dXt = b(Xt, t) dt + O'(Xt, t) th

con condicién inicial € verifican P(X; = X;, V 0 <t < o0) = 1.

Recordemos que para ecuaciones diferenciales ordinarias, la condicién Lipschitz es
la que garantiza unicidad de la soluciéon. El siguiente teorema muestra que la mis-
ma condicién asegura la unicidad fuerte de la solucién para una ecuaciéon diferencial
estocastica.

Teorema 3.3.2. Supongamos que los coeficientes b y o son localmente Lipschitz en la
variable espacial; i.e., para cada n € N existe una constante K,, > 0 tal que para cada
t>0, |z <nylyl <n se tiene

Entonces, se tiene unicidad fuerte para el par (b,o).

Notacion. Para cada matriz o de (d X r), notamos

Antes de proceder con la demostracion, recordemos el lema de Gronwall.

Lema 3.3.3. SeaT >0y g:[0,T] — R continua. Si para todo 0 <t < T se tiene

Ogg(t)§0+ﬁ/tg(8)ds,
0

para ciertas constantes no negativas C, 3, entonces para todo 0 <t < T wale

g(t) < C e

Demostracion del Teorema 3.3.2. Sea (2, F, P) un espacio de probabilidad en donde
tenemos definidos un movimiento Browniano r-dimensional W y un vector aleatorio d-
dimensional ¢ independiente y sean dos soluciones fuertes X v X definidas en (Q,F,P)
de la ecuaciéon

dX; = b( Xy, t) dt + o(Xy, t) dW,
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con condicioén inicial €. Para n € N definimos los tiempos de parada
Foi=Mf{t >0:|X,| >n} 7 =f{t>0:]|X,|>n},
y Sp i= Tp A Tpp. Tenemos que P(lim,, .o S, = +00) =1,y

A

tASnh R ~ tASh -
Xins, — Xins, = / (b(Xu, u) — b( Xy, u))du + / (O'(Xu, u) — o(Xy, u)) dW,,.
0 0

Usando la desigualdad vectorial |v; + - - + vg|* < E*(Juy|> + - - - + |vg|*) obtenemos
2)

tASn . }
/0 (0(Xu,u) — o(Xy,w)) dW,

tASh R 5
E(| X, — Xins, [2) < 4E< / (b( X, u) — b( Xy, w))du
0

+4IE<

2)
Por la desigualdad de Holder, se tiene que

]E< 2) < tE(/OMS" |b(X,, ) —b(f(u,u)\?du)

Por otro lado, como

tASy R 5 t R
/ (0(Xu,u) — o(Xy,uw)) dW, = / (0(Xu,u) — 0(Xu, w)) Liuzs, ) AW,
0 0

tAS, A 3
/o (b(Xu,u) — b(Xu,u))du

y (J(Xu, u) — U(qu))l{ugsn} e L2, por (iit) de la Proposicién 2.4.3 se tiene

2 tASh R B 5
]E( ) :E</O ‘U(Xu,u)—a(Xu,u)| du).

Sea ahora 7" > 0. Si 0 <t < T, de lo anterior y de la condiciéon de Lipschitz para los
coeficientes b y o, conseguimos

tAS, R ~
/0 (O'(Xu, u) — o(Xy, u)) dW,

tASn )
B(|Xins, = Xons, ) AT+ DEE( [ [ - X du)
0
y, por lo tanto,
t
E(| Xins, — Xins, ) < 4T + 1)K5/ E(| Xurs, — Xurs,|?) du.
0

El teorema de convergencia mayorada implica que g(t) := E(|Xirg, — Xins, |?) €s con-
tinua en [0,7] y, por el Lema de Gronwall, vemos que g = 0. De esto deducimos que,
para todo n € N, se tiene P(Xt/\gn = Xmsn) =1lpara0 <t <T.ComoT > 0 es
arbitrario, tenemos lo anterior para todo ¢ > 0. Tomando limite con n — 400, conclui-
mos P(Xt = Xt) = 1 para todo 0 < ¢t < 4o00. El teorema queda entonces demostrado
observando que X y X tienen trayectorias continuas.

Nos interesa ahora definir una nocién de unicidad para soluciones débiles de una
ecuacion diferencial estocéstica. Introducimos a continuacion el concepto de unicidad
en ley.
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Definiciéon 3.3.4. Sean b un drift y ¢ una matriz de dispersiéon. Decimos que se
tiene unicidad en ley para el par (b,o) si para dos soluciones débiles cualesquiera
{(X, W), (QF,P),(Fi)iso} vy {(X, W), (2, F, P), (Fi)>0}, con la misma distribucion
inicial, i.e.,

P(Xoel)=P(X,el) VT eB(RY,

los procesos X y X tienen la misma ley.

Con respecto a la unicidad en ley, tenemos el siguiente resultado.

Teorema 3.3.5. Supongamos que los coeficientes b y o son localmente Lipschitz en la
variable espacial. Entonces se tiene unicidad en ley para el par (b, o).

3.4. Existencia de la solucion

Exhibimos ahora el principal resultado de existencia para soluciones fuertes de ecua-
ciones diferenciales estocasticas. Al igual que con las ecuaciones diferenciales ordinarias,
una condicion de Lipschitz local no sera suficiente para garantizar una solucion definida
globalmente. Imponemos entonces condiciones méas fuertes para conseguir el resultado.

Teorema 3.4.1. Supongamos que los coeficientes b y o satisfacen las siguientes con-
diciones
[b(z, ) = b(y, t)] + lo(z,t) —o(y,1)| < K|z —y| (3.2)
bz, O + |o(z, ) < K*(1+ |2]), (3.3)
para todo 0 < t < +o0, z,y € R?, donde K es una constante no negativa.
Sea (2, F, P) un espacio de probabilidad en donde se encuentren definidos un mo-

vimiento Browniano r-dimensional W y un vector aleatorio & a valores en R? con
sequndo momento finito,

E(¢[*) < +oo.

Por qltimo, consideremos (F;)i>0, la filtracion aumentada definida en este espacio.
Entonces existe un proceso X que es solucion fuerte de

dXt = b(Xt, t)dt + U(Xt, t) C”/V;g7

con condicion inicial . Mds ain, para cada T > 0, existe una constante C', que depende
solo de K y de T, tal que

E(1X/|%) < C(1+E(¢)*)e, 0<t<T.

Demostracion. Describimos los principales argumentos de la demostraciéon. Para una
prueba detallada referimos a [5]. La idea sera, al igual que para las ecuaciones dife-
renciales ordinarias, definir recursivamente una sucesiéon de aproximaciones sucesivas
dadas por X = ¢ y para k > 0,

t t
Xt(k+1) —¢ +/ b(XLgk),S)dS +/ O’(Xék), 8) dWs, 0<1t< +o0.
0 0
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Estos procesos son adaptados a la filtracion (F;);>o v tienen trayectorias continuas.
Deseamos ver que la sucesion (X #),cy, converge a una solucién de la ecuacién. El
primer paso sera ver, utilizando (3.3), que dado 7" > 0 existe una constante C' que
depende solo de K y de T tal que para todo k € Ny se tiene

E(XM12) < O(1+E(€]?)e’, 0<t<T.

Con esto, puede mostrarse que el proceso
t
M, = / (J(Xs(k),s) — (XD, s)) dWs,
0

es una martingala con segundo momento finito para todo ¢t > 0. Utilizando desigual-
dades para martingalas, la condicion (3.2) y el lema de Borel-Cantelli, se deduce la
existencia de un proceso X adaptado a la filtracion (F;);>o y de trayectorias continuas
con la propiedad de que para casi todo w € €2, las trayectorias (X (k) (w)) beN
a X (w) uniformemente sobre compactos de [0, +00). Por el lema de Fatou, obtenemos

convergen

E(X,?) < C(1+E(g?)e”, 0<t<T,

con C' la misma constante que encontramos para la sucesién (X *)).ey,. Por tltimo,
con todo esto se verifica que X es soluciéon fuerte de la ecuacion.

Observacion 3.4.2. La condicion dada en (3.2), implica la condicién en (3.3).

Notemos que, en particular, el resultado anterior nos da condiciones para la exis-
tencia de soluciones débiles de ecuaciones diferenciales estocésticas. En la Seccion 3.6
mostraremos existencia de soluciones débiles para un cierto tipo de ecuaciones diferen-
ciales estocasticas de interés, con hipotesis mas relajadas sobre el coeficiente b.

3.5. Propiedad de Markov

Bajo ciertas hipotesis sobre los coeficientes b y o, las soluciones de ecuaciones diferen-
ciales estocasticas satisfacen la propiedad fuerte de Markov. Enunciamos a continuaciéon
la formulacion de la propiedad Markoviana que utilizaremos en nuestro trabajo.

Teorema 3.5.1. Supongamos que los coeficientes b y o satisfacen (3.2) y (3.3). Sea
(Q, F, P) un espacio de probabilidad en donde tengamos definido un movimiento Brow-
niano r-dimensional W. Para cada x € R?, sea X la solucion fuerte de la ecuacion

dXt = b(Xt, t)dt + O'(Xt, t) th
con condicion inicial . Consideremos la filtracion aumentada (Fi)i>o definida en este

espacio y T, un tiempo de parada con respecto a esta filtracion.

Para cada f : (C[0,+00), B(C[0,+00))) — (R,B(R)) medible y acotada, definimos
w5 por la formula

1) = E(f(X7)).

Entonces
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(i) s es medible Borel;
) E(f(X$+,)1{T<+OO}’.7:T) = L{rcto} s (XF) para todo x € R<.

Notemos que tomando 7 = ¢ para t > 0 se recupera, a partir de la propiedad fuerte
de Markov que hemos mostrado aqui, la propiedad de Markov original.

3.6. Teorema de Girsanov

El teorema de Girsanov es una herramienta importante del calculo estocastico: provee
una forma de resolver ecuaciones diferenciales estocésticas mediante un cambio en la
medida de probabilidad subyacente, de modo tal que el movimiento Browniano asociado
a la ecuacion se convierta, bajo la nueva medida, en la soluciéon. Nosotros utilizaremos
esto en los proximos capitulos para conseguir informaciéon sobre la ley de la solucion
de una cierta familia de ecuaciones diferenciales estocasticas.

Comencemos fijando un espacio de probabilidad (€2, F, P) en donde tengamos defi-
nido un movimiento Browniano d-dimensional W con respecto a una filtracion (F)>o
que satisface las condiciones usuales. Sea X un proceso estocastico a valores en R,
medible y adaptado a la filtracion (F;):>o tal que

T o
P(/ (Xt(l))th<+oo):1, 1<i<d, 0<T < +o0.
0

Entonces, para cada 1 <1 < d, la integral de Ito 1 X® ost4 definida. Sea ahora Z¥ el
proceso dado por

d t t
) ) 1
ZX = exp (§ j/ X9 aw® — 5/ |Xs|2ds>. (3.4)
i=1 Y0 0

Bajo ciertas condiciones sobre X, que discutiremos después, Z¥ resulta una martingala
de trayectorias continuas y, asi, E(ZX) = 1 para todo 0 < ¢ < +4o00. En este caso
podemos definir, para cada 7' > 0, una medida de probabilidad Pr en Fr dada por

Pr(A) = / ZXap, A€ Fy.
A

La propiedad de martingala muestra que la familia {ﬁT :0 < T < 400} satisface la
condicion de consistencia

Pr(A)=P(A), AcF, 0<t<T.
Teorema 3.6.1 (Teorema de Girsanov). Supongamos que ZX definido como en
(3.4) es una martingala. Sea W el proceso definido por

W = wl —/ XOds, 1<i<d, 0<t< +oo.
0

Para cada T > 0 fijo, el proceso W = {Wt :0 <t <T} es un movimiento Browniano
d-dimensional en (S, Fr, Pr).
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Observacion 3.6.2. Si ¢ : [0, +00) — R? es medible y satisface fOT |0|?ds < +oo para
todo 0 < T < 400, entonces Z¥ resulta una martingala y, en este caso, el teorema de
Girsanov se conoce como la formula de Cameron-Martin.

Para que el teorema resulte de utilidad, necesitamos encontrar condiciones suficien-
temente generales bajo las cuales el proceso Z¥ definido por (3.4) resulte una martin-
gala. A tal efecto, tenemos lo que se conoce como condicion de Novikov; detallamos
una version maéas general de la misma en la proxima proposicion.

Proposicion 3.6.3. Sea W un movimiento Browniano d-dimensional con respecto a
una filtracion (F;)eso que satisface las condiciones usuales y sea X un proceso estocds-
tico a valores en R? medible y adaptado a dicha filtracion. Si existe una sucesion de
tiempos no negativos (ty)nen, con to =0 y lim, . t, = +o0o, tales que

I
E(exp (5/ |Xs|2ds>> < +o00, ne€N,
tn—1

entonces Z* definido por (3.4) es una martingala.

Veamos con un ejemplo como podemos usar este resultado para construir soluciones
débiles de ecuaciones diferenciales estocésticas.

Proposicion 3.6.4. Consideremos la ecuacion diferencial estocdstica

donde T' es un niumero fijo positivo, W es un movimiento Browniano d-dimensional y
b:RYx [0,T] — R? es una funcion medible Borel que satisface

b(z, )| < K(1+|z]), 0<t<T xcR? (3.6)

para alguna constante positiva K. Entonces para cualquier medida de probabilidad p
en (RY, B(R?)) la ecuacion en (3.5) tiene solucion débil con distribucion inicial .

Demostracion. Sea C([0,+00),R?) el espacio de funciones continuas a valores en R,
definidas en el intervalo [0, +00), y sea B(C([0,400),R%)) = &L, B(C[0,+00)), la
o-algebra producto en este espacio. Sean P!, 1 <1 < d, d copias de P,, la medida de
Wiener en (C[0,400), B(C[0, +00))) y tomemos P? = P} x... P? la medida producto.
Sea X el proceso estocastico definido en C([0,+00),R?), dado por las proyecciones,
ie.,

Xi(f)=f(t), ¥ feC(0,+00),RY).

Bajo P., X constituye un movimiento Browniano d-dimensional estandar. Para cada
z € R?, definimos la medida P* en (C([0, +o0), RY), B(C([0, 4+00),R?))) por

P*(F) = PYF —z), F¢eB(C([0,+00),RY)),

donde F —z = {f € C([0,+00),RY) : f+ z € F}. Bajo P*, X es un movimiento
Browniano d-dimensional comenzando en z. Mas atn, la aplicacion x — P*(F) es
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medible Borel para todo F € B(C([0,+00),R%)). El par (X, {P%},cpe) se dice una
familia Browniana.

Utilizando la proposicién anterior, puede mostrarse que (3.6) implica que

7, i= exp (Z/ (X, 8)d(X9) — x 1) / b(X,, )] ds)

es una martingala bajo cada medida P*. Asi, utilizando el teorema de Girsanov, vemos
que bajo Q* definida para cada A € B(C([0, +oc),R%)) por

Q¥ (A) = /A Zp dP*,

el proceso

t
Wt = Xt — XO — / b(XS,S)dS, 0 S t S T,
0

es un movimiento Browniano con Q*(W, = 0) = 1, para todo x € R?. Reescribiendo la
igualdad anterior como

t
Xt:X0+/ b(Xs,S)d8+Wt, OStST,
0

vemos que bajo la probabilidad Q* definida por Q*(A fRd Q" (A)du(z), el conjunto
{(X, W), (C([0,+0),RY), B(C([0, +00), R)), Q"), (]—" Jo<t<T} €s una solucion débil de
la ecuacion (3.5). ]

Observacion 3.6.5. De forma analoga puede probarse la existencia de solucion débil
para la ecuacion

dX, = b(X,,t)dt +edW,, 0<t<T, (3.7)

para todo € > 0. Notemos que hemos probado la existencia de solucion débil bajo una
hipotesis mas flexible sobre b que la condicion Lipschitz, necesaria para garantizar la
existencia de solucion fuerte. No obstante, si b fuera Lipschitz en la variable espacial,
tenemos unicidad en ley para la soluciéon de ecuaciones de este tipo. En este caso, si u
es una medida de probabilidad en R?, la proposicién nos dice que la soluciéon de (3.7)
con distribucién inicial y tiene ley dada por

Py = [ P duta),

donde P® es la ley de la soluciéon de (3.7) con condicién inicial fija z € RY.

3.7. El caso de coeficientes localmente Lipschitz

Culminando este capitulo, estudiamos la existencia de soluciones fuertes para la ecua-
cion diferencial estocastica

dX, = b(X,) dt + o(X,) dW, (3.8)
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donde b: R? — R? y ¢ : R — R? son coeficientes que sblo satisfacen una condicion
de Lipschitz local. Es posible que no existan soluciones fuertes de la ecuacion en el
sentido de la Definicién 3.2.1, pues estas podrian no estar definidas globalmente sino
hasta un tiempo de explosion 7. Formalizamos la idea de explosién.

Definicion 3.7.1. Una solucion fuerte hasta un tiempo de explosion de la ecuacidén

diferencial estocéastica
dXt = b(Xt, t)dt + U(Xt, t) dVVt,

en el espacio de probabilidad (€2, F, P), con respecto al movimiento Browniano W y la
condicioén inicial &, es una familia de procesos (X (”)) a valores en R¢ que satisfacen
las siguientes propiedades:

neN

= X tiene trayectorias continuas para todo n € N;
» X es adaptado a la filtracion aumentada (Fi)t>0 para todo n € N;
s P(|¢| #£00) =1y P(X{” =€) =1 para todo n € N;

» Si definimos
) = inf{t >0: ]Xt(n)| >n}

entonces para n < m € N se tiene
P(X(") — xm para todo 0 <t < +oo) =1.

tAT(n) tAT(n)

Ademas, para cada n € N vale

tAT(n)
P(/ (Ib(X M) + 02 (X)) ds < +oo> =1,
0

paratodo 1 <i<d, 1 <j<ry0<t<+x

Yy

t
P<Xt/\7'("> :XO(TL) +/ b(Xén))]‘{SST(”W} dS
0

t
+/ U(Xgn))1{8§T<n)}dWS, VO<t< —l—OO) =1.
0

De las hipotesis se deduce que (7(™),,cy es una sucesion creciente en casi todo punto.

Luego, podemos definir
7= lim 7™ (3.9)

n—-+o00

al que llamaremos el tiempo de explosion de la solucion. La hipotesis de finitud sobre
¢ nos dice que P(t > 0) = 1. Por otro lado, notemos que para ¢t < T se encuentra
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bien definido en casi todo punto X; = lim,, . X (n) Abusando de la definicion,

tAT(n) "
frecuentemente diremos que el “proceso” (Xt)0§t<7' es la solucion de (3.8) hasta el
tiempo de explosion 7. Por tltimo, observemos que si P(7 = +o00) = 1 entonces se

recupera la definicion original de solucion fuerte para el par (b, o).

Nuestro objetivo ahora es mostrar que una condiciéon de Lipschitz local sobre los
coeficientes garantiza la existencia de solucién fuerte hasta un tiempo de explosion para
el par (b,0). Nos sera necesario el siguiente lema.

Lema 3.7.2. Sea (2, F, P) un espacio de probabilidad. Supongamos que tenemos coefi-
cientes b y o globalmente Lipschitz y sea X solucion fuerte en (Q, F, P) de la ecuacion
diferencial estocdstica

dX; = b(Xy)dt + o(X;) dW,.

Sean V' y o’ otro par de coeficientes globalmente Lipschitz y consideremos X' la solucion
fuerte en (0, F, P) de
dXt = b/ dt ‘I— O',<Xt) th

Supongamos ademds que existe K > 0 tal que
b(z) =b'(x) y o(x)=0o'(x) para |z| < K.
Entonces si definimos el tiempo de parada
™™ =inf {t > 0: méx{X;, X;} > K}

se tiene
P(Xt/\TK = X;ATK para todo 0 <t < —1—00) =1.

Demostracion. Se procede al igual que en la prueba del teorema de unicidad de solu-
ciones fuertes para coeficientes localmente Lipschitz (Teorema 3.3.2). O

Aplicando este lema junto con el Teorema 3.4.1 conseguimos el resultado buscado.

Teorema 3.7.3. Supongamos que b y o son coeficientes localmente Lipschitz. Luego
existe solucion fuerte hasta un tiempo de explosion de la ecuacion diferencial estocdstica

dXt = b(Xt) dt + U(Xt) th

Demostracion. Para cada n € N sean b™ y o™ aplicaciones globalmente Lipschitz
tales que

b(z) = b (x) y o(z) =c™(z) para |z| <n.

Consideremos X ™ la solucion fuerte dada por el Teorema 3.4.1 de la ecuacién diferen-
cial estocastica

dx™ = p™(x™)dt + o™ (XM aw,. (3.10)

Para cada n € N el proceso X tiene trayectorias continuas y es adaptado a la
filtracion aumentada por ser solucion fuerte de una ecuacion diferencial estocéastica.
Ademas, si definimos para cada n € N el tiempo de parada

7™ = mf{t >0:|X™| > n}
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entonces por el lema anterior tenemos que para n < m € N vale

P(X(”)

tAT(n

) = Xt(/@m) para todo 0 <t < +oo> = 1.
Por tltimo, como b™ coincide con b sobre B, (0), la Proposicién 2.2.11 nos permite
verificar las ultimas dos condiciones de la Definicion 3.7.1. Asi, la familia (X ("))neN
constituye una solucion fuerte hasta un tiempo de explosion de (3.8). O

Observacion 3.7.4. De la demostracion del Teorema 3.3.2 se desprende la unicidad
de la solucion fuerte hasta un tiempo de explosion de la ecuacion (3.8) para el caso de
coeficientes localmente Lipschitz. Es decir, si (X (”))neN y (X (”))neN son dos soluciones
hasta un tiempo de explosion de (3.8) entonces para todo n € N se tiene

P(X(n) xm para todo 0 <t < +oo) =1.

tAmin{r(m 7} = tamin{r(m) 7n)}

De aqui se deduce que con probabilidad uno los “procesos” inducidos X y X tienen el
mismo tiempo de explosion y sus trayectorias hasta dicho tiempo coinciden.
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Capitulo 4

Grandes Desvios

4.1. Introduccion

Antes de presentar formalmente el objeto de estudio de esta seccién, nos permitimos
comenzar con un ejemplo sencillo que intentara ilustrar los principales propositos e
ideas generales de esta teoria.

Sea (X una sucesioén de variables aleatorias i.i.d. con esperanza finita. Por la
n)neN
Ley de los Grandes Numeros, sabemos que

lim —ZX 2L E(X).

n—4+oo N

Luego, dado un boreliano A C R a una distancia positiva de la media m = E(X}), la
probabilidad de que los promedios se encuentren en A tenderé a cero cuando n tienda a
infinito. Resulta natural preguntarse, entonces, con qué velocidad estas probabilidades
decaen a cero. En particular, nos interesara saber si lo hacen de forma exponencial, en
el sentido de que existe I(A) € (0, +o0] tal que

Pg (A ( ZX eA) e~ I(4), (4.1)

donde ~ denota equivalencia logaritmica. Esto es, n=! log P( % Yo, X € A) — —1(A)
cuando n — +00. Notemos que cuanto mayor sea el valor de I(A), méas veloz sera la
convergencia al cero.

Supongamos que (4.1) vale para una cierta clase de conjuntos C y sean A, B conjun-

tos disjuntos de C. Como Px (AUB) = Px (A)+ Pk (B), se sigue que Py (AUDB) =
—nmin{I(A),I(B)

e }. Esto sugiere que I(A) podria ser de la forma
I(A) = ;Ielg I(x) (4.2)

para alguna funciéon I : R — R que llamaremos funciéon de tasa. Si este es el caso,
no podemos esperar que (4.1) valga para todo boreliano. En efecto, supongamos que,

o7
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para todo n € N, X, tiene distribucién continua, i.e., Pg ({z}) = 0 para todo z € R.
Si (4.1) valiera para todo conjunto unitario, esto forzaria a I a ser idénticamente +oo.
Pero, por otro lado, (4.1) para el caso A = R implica inf,cg [(z) = 0, lo cual es una
contradiccion. Asi, nos interesa analizar también para qué conjuntos (4.1) es valido.

No profundizaremos sobre este ejemplo; s6lo lo hemos introducido para intentar
motivar el interés por una teoria de Grandes Desvios, asi como también para dar una
idea del enfoque de esta misma.

En lineas generales, la teoria de Grandes Desvios estudia las probabilidades de even-
tos atipicos en procesos con un comportamiento limite deterministico. En particular,
se interesa por la velocidad de convergencia al cero de dichas probabilidades. Para
ello, se vale de funciones de tasa encargadas de “penalizar” a nuestro proceso segun
que tan atipico sea el evento que estemos observando. Estas “penalizaciones” influyen
directamente en la velocidad de convergencia antes mencionada.

Esta teoria seré una herramienta de gran utilidad para nuestro trabajo en los pro-
ximos capitulos, por lo cual es conveniente dar ahora una formulaciéon apropiada de la
misma y hacer algunas observaciones que seran de interés més adelante.

4.2. Principio de Grandes Desvios

Daremos la definiciéon del Principio de Grandes Desvios en el caso continuo, que seréd
como lo utilizaremos mas adelante.

Definicién 4.2.1. Una familia (p.).~o de medidas de probabilidad definidas en la o-
algebra de Borel B(M) de un espacio métrico M se dice que cumple un principio de
desviaciones grandes, con escale a. /" 400 y funciéon de tasa [ si:

(@) I : M — [0,+00] es semicontinua inferiormente (i.e. si x. — x, entonces
liminf, o I(z.) > I(x))

(b) Para todo abierto G C M, liminf. ., i log po(G) > —infeq ()

(¢c) Para todo cerrado F' € M, limsup,_ ;- log p1(F) < —fnf,cp I(z).

Conviene hacer algunas aclaraciones en lo que respecta a la definicion, que resumi-
mos en las siguientes observaciones.

Observacion 4.2.2. La segunda condiciéon implica que, dado G abierto y v > 0, existe
g tal que para 0 < & < gq se tiene

(1e(G) > e aelinfeec Iz)+)

razon por la cual llamaremos a esta condicion la cota inferior. Anédlogamente, la tercera
condiciéon implica que, dado F' cerrado y v > 0, existe g tal que para 0 < € < g¢ se
tiene

fie(F) < easlinfeer I(z)=)

Llamaremos a esta condicion, la cota superior.
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Observacion 4.2.3. En principio, la definicién anterior asegura la validez de la cota
inferior sobre abiertos de M, como también la de la cota superior sobre cerrados. Asi,
la validez de dichas cotas en una clase mas amplia de conjuntos dependeré de cada caso
en particular. Sin embargo, de la definiciéon se desprende que si A C M es un boreliano
cualquiera, entonces

1 1
— inf I(z) <liminf — log p.(A) < limsup — log . (A) < — inf I(x), (4.3)

TEA° e—0 Q. e—0 Qg z€A

donde A° y A denotan el interior y la clausura de A, respectivamente. En particular,

, 1 ,
lim o log p1-(A) = — fnf I(z), (4.4)
cuando sea
inf I(x) = inf I(z). (4.5)
rEA° z€A

De todas formas, notemos que las cotas inferior y superior no deberian valer para
todo boreliano. En efecto, recordemos la situacion del ejemplo: si p. es no-atéomica
(i.e. pe({x}) = 0 para todo x € M), entonces la validez de la cota inferior para todo
singleton implicaria que I(x) = +oco para todo x, mientras que la cota superior aplicada
a ' = M nos dice que inf,cp I(z) = 0.

Observacion 4.2.4. Habiendo fijado el escale ( a.).~0, la funcion de tasa queda univo-
camente determinada. En efecto, sean I y I dos funciones que satisfacen las condiciones
de la definicién con el mismo escale (a.)eso, y sea z € M. Utilizando la cota superior
para I y la inferior para I, obtenemos

1

—I(z) < — inf I(z) <lim iglf
E— Qe

yEBs

log p1c(Bs(x))

1 —
< limsup —log i (Bs(x)) < — inf I(x).
e—0 Ag ]:EB(;(SC)

La semicontinuidad inferior de I implica que el tltimo término de la derecha tiende a
—I(x) cuando § — 0. Asi, I(z) < I(z). Intercambiando los roles de I e I, obtenemos
la igualdad. Mas atn, conseguimos

SV | Y 1
—I(x) = (151_1% llIgnglf o log i (Bs(z)) = (lsli% hr?jélp o log 1 (Bs(z)).

Notemos que en la definicién de arriba no se excluye el caso I = 0. En este caso, no
es mucha la informacién que provee el Principio de Grandes Desvios: la cota superior
se vuelve trivial y, por otro lado, la cota inferior dice que el decaimiento de las proba-
bilidades en cuestiéon es méas lento que cualquier exponencial e con 7 > 0. Como
estamos interesados en los casos en donde la funcion de tasa I pueda decir algo mas so-
bre el comportamiento de las probabilidades, buscaremos que I cumpla una condicién
adicional.
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Definiciéon 4.2.5. En el contexto del Principio de Grandes Desvios, decimos que I es
una funcion de tasa inf-compacta si para todo b < +oo el conjunto de nivel F;(b) :=
{z € M : I(z) < b} es compacto.

Observemos que la semicontinuidad inferior es equivalente a que, para todo b < 400,
los conjuntos de nivel Fr(b) sean cerrados. Luego, la inf-compacidad es una nociéon méas
fuerte que la de semicontinuidad inferior.

Ademas, la inf-compacidad garantiza que [ tiene minimo sobre cualquier conjunto
cerrado. Como inf,¢cp I(x) = 0 por la cota superior, esto implica que existe zo € M tal
que I(zg) = 0. Supongamos ahora que I se anula tnicamente en xy. Luego, para todo
cerrado F' que no contenga a x vale inf,cp I(z) > 0. Como inf & I(x) < inf,cq I(2),
esto implica que inf,cs I(x) > 0 para cualquier abierto G a distancia positiva de xy. En
vista de la Observacion 4.2.2, esto nos dice que, en el caso de I inf-compacta, las cotas
inferior y superior dan un control verdaderamente exponencial sobre la probabilidad
de conjuntos a distancia positiva del minimo de I.

Para el caso de funcién de tasa [ inf-compacta, conviene reformular la validez
del Principio de Grandes Desvios en términos de una estimacion inferior local y una
superior global. Asi lo hacemos en la siguiente proposicion, que dara la formulacion del
principio que utilizaremos en el préoximo capitulo.

Proposicion 4.2.6. Denotemos por o a la métrica en M y para x € M, A C M, sea
o(z, A) == inf{o(z,y) 1 y € A}.

Consideremos las condiciones:
(b) liminf._ i log j1. (Bg(l’)) > —I(x), para cualquier x € M y 6 > 0 arbitrario;

(¢) limsup,_glogp-({y € M : o(y,F;(b)) > 0}) < —b, para cualgquier b < +o0 y
0 > 0 arbitrario.

En relacion con las condiciones en la definicion del Principio de Grandes Desvios,
tenemos: (b) <= (b) y (¢) = (¢)'. Si I es inf-compacta, entonces vale también
(¢)) = (c).

Demostracion.

(b) = (b)’ Tomando G = Bj(x) y notando que infycp; ) I(y) < I(x).
(b)) = (b) Sea G C M abierto, z € Gy 6 > 0 tal que Bs(x) C G. Luego,

1

1
lim inf — log p1.(G) > lim iglf log pt (Bs(x)) > —I(x).
E— (5

e—0 Qe
Como z € G es arbitrario, conseguimos (b).

(¢) => ()’ Como A :={y € M : o(y,F;(b)) > &} es un cerrado, obtenemos

h’msupllogug({y € M: o(y,Fi(b)) >6}) < — inf I(x).

e—0 a/E zEA
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Pero, por definicion, b < inf .5 I(z).

(¢) = (¢)' Sea F' C M cerrado. Si inf,cp I(z) = 0, entonces la condicion ( ¢) se satisfa-
ce trivialmente. En caso contrario, tomemos 0 < b < inf,cp [(z). Como inf,ecp I(x) =0
e I es inf-compacta, el conjunto F;(b) es no vacio, compacto y disjunto de F. Luego,
existe § > 0 tal que F C {y € M : o(y,F(b)) > &} con lo cual resulta

lim sup log 1. (F) < lim sup log,us({y e M: g(y,]FI(b)) > 5}) < —b.
e—0

e—0

Como esto vale para todo 0 < b < inf,cp I(z), obtenemos (c).

4.3. Principio de Contraccion

Enunciamos y demostramos aqui el Principio de Contraccion, un resultado que nos seréa
util cuando estudiemos en la proxima secciéon la validez de un Principio de Grandes
Desvios para una clase particular de sistemas dinamicos estocasticos. Este explica como
las transformaciones de medida inducidas por una aplicaciéon continua preservan el
Principio de Grandes Desvios con funcion de tasa inf-compacta.

Teorema 4.3.1 (Principio de Contraccion). Sea (ji.).~0 una familia de medidas
de probabilidad definidas sobre los borelianos B(M) de un espacio métrico (M, o) que
satisface un Principio de Grandes Desvios con funcion de tasa inf-compacta I. Sea
también T : M — M una aplicacion continua a valores en otro espacio métrico
(M, 3) y consideremos las medidas inducidas por T, fic := p.o T, dadas por ji.(A) =
pe(T7(A)) para cualguier boreliano A € B(M). Entonces, la familia (fic)eso cumple
un Principio de Grandes Desvios con el mismo escale y funcion de tasa inf-compacta
I, dada por

I = inf Iz 4.6
ORI (16)

Demostracion. De la definicion de I vemos que I(y) € [0, +00] y que

mf [(y) = inf I

Z}IEIA ) xeil“r}l(A) (),
para todo boreliano A C ]\NJ~ . Ademés, la continuidad de T nos dice que T7(G) € M
es abierto para todo G C M abierto y, respectivamente, que T~Y(F) C M es cerrado
para todo F' C M cerrado. De aqui se siguen las condiciones (b) y (¢) de la definicion.

Para chequear la inf-compacidad de I, notemos que la inf-compacidad de I implica que
para todo y en la imagen de T se realiza el infimo en (4.6), pues T~ ({y}) es cerrado. Se
sigue que si b < +o0, entonces Fj(b) = T'(F;(b)). Como T es continua y F;(b) resulta
compacto por la inf-compacidad de I, obtenemos que F;(b) es compacto. O

4.4. Perturbaciones aleatorias de sistemas dinamicos

La teoria de Grandes Desvios nos provee de una herramienta fundamental a la hora
de estudiar una amplia gama de sistemas estocasticos. Un caso particular en donde
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podemos aplicar esta teoria es en el analisis de modelos obtenidos a partir de per-
turbaciones aleatorias a ciertos sistemas dinamicos. Dicho anélisis fue llevado a cabo
principalmente por Freidlin y Wentzell en [3] y otros trabajos. Presentamos aqui la teo-
ria de Grandes Desvios que ellos desarrollaron para el estudio de este tipo de sistemas.
Profundizaremos mas sobre su trabajo en los siguientes capitulos.

Consideremos el sistema dinamico X* ¢, solucién de la ecuacion diferencial estocas-
tica
dX;"° =b(X))dt +edW;, 0<t<+o0 (4.7)
con condicion inicial z € RY, donde W es un movimiento Browniano d-dimensional, €
es un ntmero positivo y b : R — RY es globalmente Lipschitz. Bajo estas condiciones,
la solucion de (4.7) existe para toda distribucion inicial y es tnica tanto en el sentido
fuerte como en ley.

Para ¢ pequeno, el proceso X% ¢ actila como una pequena perturbaciéon aleatoria
de X*9 la tnica soluciéon de la ecuacion diferencial ordinaria

X(t) =b(X(t)), 0<t<+o0
(4.8)
X(0) = z.

La perturbaciéon viene dada en la ecuacion por el término € dW, al que llamaremos
ruido y el pardmetro € representa la intensidad de éste. Formalizamos en la siguiente
proposicion el significa de pequena perturbacion del sistema (4.8).

Proposicién 4.4.1. Para T > 0 definimos en C([0,T],RY) la métrica uniforme dada

por
or(p,¥) == sup |p(t) —¥(t)|
0<t<T
Entonces dado 6 > 0 se tiene
Iim sup P(or(X™%, X™%) > §) = 0. (4.9)

€0 1eRrd

Demostracion. Por definicion de X% ¢y X0 vale que

t
X8 - X2 < m/ X~ X220 ds + €WV,
0
donde k es la constante de Lipschitz de b. Por el Lema de Gronwall obtenemos

QT(X‘”’E,XI’O) < ee sup |W4].
0<t<T

Como |W;| < Vdméxi<i<q \Wt(i)\, podemos usar el Principio de Reflexion para obtener

Plor(X®2,x70) > 8) < P sup (W] > o)

0<t<T gert

—u

< 4d du,
- /,, V2T
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567NT

para 1 = “—. Usando que para = > 0 vale

T e le2

du < =

" v 2w T XA 2m

obtenemos que existen constantes C', Cy positivas que dependen tinicamente de d, T, k
y 0 tales que

(4.10)

C.

sup P(or(X%%, X% > §) < Cre” 2 (4.11)
z€R4
para 0 < € < 1. Esto demuestra la proposicion. O

Observacion 4.4.2. En la demostracion puede verse que, para cada 17" > 0,
P( lim op(X®%, X*%) =0) = 1.
e—0

Observacion 4.4.3. Si P ;. denota la probabilidad inducida en C([0, T], R%) por X™ =,
entonces la proposicién muestra que P; converge débilmente a d x=.0, la medida de Dirac
concentrada en la trayectoria deterministica X% °.

La Observacion 4.4.3 y (4.11) sugieren la posibilidad de que la familia (P 7)o
cumpla el principio de grandes desvios con escale 8% y funcién de tasa que se anule
tnicamente en X% °. Esto es lo que probamos a continuacién.

Teorema 4.4.4 (Freidlin-Wentzell). Para cada x, T la familia (P; 7)o cumple el

Principio de Grandes Desviaciones en C([0,T],RY) con escale 8% y funcion de tasa

inf-compacta 17, dada por

) %fOT lp(s) — b(p(s))|°ds  si ¢ es absolutamente continua yp(0) = =
I7(p) =
+00 en caso contrario

Demostracion. Dividiremos la demostracion en dos casos.
Casob=0,2=0

En este caso, 5 1 es la probabilidad inducida en C([0, T],R%) por eW, donde W es
un movimiento Browniano d-dimensional.

1. IY es funcion de tasa inf-compacta.

Aqui, tenemos

I (p) > foT |p(s)°ds  si ¢ es absolutamente continua y ¢(0) = 0
T\¥P) =
+00 en caso contrario.

Probaremos primero la semicontinuidad inferior, es decir, que los conjuntos de nivel
F9.(c) := {¢ : I2(p) < ¢} son cerrados. Esto equivale a mostrar que, dada (¢, )nen tal
que 1im,, ;o 07(¢n, 0o) = 0 para cierta @y € C([0,T],R?), se verifica la desigualdad
I3(po) < liminf, oo I7(¢n)-
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En primer lugar, podemos suponer que liminf,,_, . I*(p,) < +o00. Sea
T
Hjr = {p € C([0,T],R?) : ¢ es absolutamente continua y / p(s)]” ds < +00}.
0

Un resultado de Riesz asegura que

N—1 2
o e H sup [p(tiy1) — o(ts)] < 400
0T 0<t1<..<tN<T =5 [ti1 — ti
N>1 =

L . T\ ./ N2 )
Més atin, el supremo coincide con [ [4(s)|” ds. Asi obtenemos

N-1 2
1 t; — @(t;
I%(QOO) _ sup |90( +1) 90( )|
2 0<t1<..<tn<T |ti+1 —tz‘|
N>1 =
N-1 2
_ sup lfm Z | Pn(tir1) — n(ts)]
2 0<ti<..<ty<T Motoo L= |tiv1 — ti
N>1 =
N-1 2
< Yminf sup |on(tir1) — @nlti)|
n=too o< <. <tn<T {3 |tiv1 — ti]
N>1 =
= h’m+inf I2(on).

Para verificar que I3 es funcién de tasa inf-compacta, resta ver que los conjuntos de
nivel FJ.(c) son compactos. Esto sera consecuencia del teorema de Arzela-Ascoli pues
los conjuntos F%(c) son cerrados, uniformemente acotados y equicontinuos. En efecto,
los conjuntos F%(c) son cerrados pues I2 es semicontinua inferiormente. Ademas, si
o € F9.(c), ¢ es absolutamente continua y vale , para 0 < s <t < T,

olt) — ot = | [ gtwu] < (6= [ i) < AT

De aqui se deduce la equicontinuidad y, recordando que p(0) = 0 si ¢ € F%(c), obte-
nemos la acotacion uniforme.

2. Cota inferior

Vamos a verificar la condicion (b)’ de la Proposicion 4.2.6. Concretamente, mostraremos
que para toda ¢ € C([0,T],R?) y 6 > 0 vale

lim inf &* log I 7 ({w or(¥,p) < 5}) > —Ip(p). (4.12)

Sea ¢ € C([0,T],R?). Podemos suponer que I9(p) < 400, esto es, ¢ € H} 1y ¢(0) = 0.
En caso contrario, la desigualdad de arriba se satisface trivialmente.
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Como ¢(t) = f; o(s)ds y fOT |p(s)|*ds < +00, nos encontramos en las hipotesis de
la formula de Cameron-Martin. Entonces, podemos definir una medida de probabilidad
P¢ en (Q, A}) dada por P*(A) = [, L5 dP, donde

Ly = exp{ - 6‘1/0 (6(s), dW;) — ; /O \¢(S)|2d8}7 (4.13)

tal que bajo Pe el proceso W, == W, + %gp(t) para 0 < t < T es un movimiento
Browniano. Asi conseguimos

P( QT(5W7 90) < 5) = pa(QT(gI;V’ 90) < 5)

= ]55< sup [eWy] < 5)

0<t<T

/ L5 dP
{supg< ;<7 [eWt|<0}

] 1 [T
= ¢ 2lr(®) / exp(— / (p(s), dWS>) dP.
{supo<i<r [eEWe|<S} €Jo

Dado § > 0, la Proposicién anterior muestra que lim. o P(supy<;<p€|W;| < 6) = 1.
Luego, podemos elegir £y > 0 tal que, para cada 0 < e < ¢, se tiene

. (4.14)

GV )

0<t<T

P< sup e|W| < 5) >

Ahora necesitamos dar algin tipo de control sobre el integrando en la expresion de
arriba. Para ello, si I3(p) > 0y tomamos z > 0, por la desigualdad de Markov tenemos

P( [ toter, awy > zd@(s@)) < P(( [ et aw)

2
donde en la tdltima desigualdad usamos que E<<f0T<<p(s), dWs)> ) = fOT lo(s)ds.

2 9

27

> zQI%(w)) <~

Si fijamos z = /6, con lo anterior conseguimos

P( sup e|Wy| <9, é/o (p(s), dW,) < 2\/6]%(4,0)) >

0<t<T

(4.15)

Wl

Notemos que por (4.14) la desigualdad de arriba sigue valiendo si I%(¢) = 0 pues, en
este caso, tenemos ¢ = 0 y el evento de arriba es simplemente el de (4.14). Luego, dado
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1 > 0 podemos tomar €; > 0 tal que si 0 < e < ¢
1 1, 1 0
Por(eW.¢) < 8) 2 g exp{ = 510(¢) - 2\/613(0)}
Lo
> exp{ = 5(I3(e) + 1) }.

Esto es,

Pip (s orlin ) < 0}) = exp{ — 5 (18(p) +m) .

=]
De aqui obtenemos la condicion (b)’.

Observacion. Dados Ty y c fijos, €1 puede ser elegido independientemente de ¢, siem-
pre que ¢ € FJ(c) para T' < Ty. Decimos, entonces, que la condicion (b)’ se satisface
uniformemente en F9.(c) y T' < Tj para cualquier Ty y ¢ fijos.

3. Cota superior

Mostraremos la condicion (c¢)'. Esto es, para todo a > 0y § > 0 vale

lim sup €2 log PS’T({#} cor(¥, F(a)) > 5}) < —a (4.16)

e—0

Sea m > 1 y consideremos, para cada ¢ > 0, el proceso estocastico Y™ cuyas

trayectorias son poligonales que unen los puntos (%T, eWer), k=0,1,...,m.. Es decir,
kT
Yo = s%(WW)T W )(t — ) + eWer (4.17)
m m m m

(k-l-l)T]'

para t € [%T, -

Sea a >0y d > 0. Para cada m > 1 vale

Pir ({6 0r(6,F3(a) 2 0}) < PUR(YS™) > a) + Por(eW,Y*™) 2 8).  (4.18)
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Estimamos, entonces, cada término de la derecha.

P(or(eWYys™) >§) < P< max max  |eWy —Y="™(s)| > 6)

I<ism Elp<s< iy
m —_ —m

kT
e(Ws — Wir) — 5%(W(k+l)T — Wir)(s — —)‘ > 5)

ilpgg iy ’ m m " m
m —m

> )

I
=
—
=
&

= mP( max
0<s<ZL

eW, — 53%W%

ng( méx W] >£>

0<s< LT 2e

donde en la segunda igualdad usamos que los procesos (W inr s Wir : s >0)y

(Ws : s > 0) tienen la misma ley.
Al igual que en la demostracion de la Proposicion 4.4.1, conseguimos

2
—u
+oo =

5
P( W>—><4d d
i Wol 2 g7) <ad | = du

donde n = £, /7= Si usamos (4.10) nuevamente, obtenemos

d Td _ ms?
P(or(eW,Y=™) >4) < 8% T2 e sevra. (4.19)

™

Dado ag > 0, fijemos m > 8‘%@. Habiendo fijado un tal m, podemos tomar ¢, tal que

aQ

1
P(or(eW,Y=™) >§) < 3 e 2, (4.20)
para todo 0 < € < gy. Asi, conseguimos el control que necesitamos sobre el segundo
término de la derecha.

Observacion. En particular, hemos probado que para cada § > 0,

lim limsup e*log P(or(eW, Y= ™) > §) = —cc. (4.21)

m—+00 0

n ice que, en uer imacion ran vi inter i6n
Esto nos dice que, en lo que respecta a estimaciones de grandes desvios, la interpolaci6
Y& ™ se vuelve indistinguible del proceso original cuando m tiende a infinito.

Para acotar el primer término de la derecha de (4.18), notemos que

]0 Ys m _ %kZ:: —|WkT — W 1)T| . (4.22)
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Como \/_ WkT — Wae- 1)T) 1 < k < m son variables aleatorias i.i.d., distribuidas
como una normal d-dimensional con media cero y la 1dent1dad como matriz de cova-
rianzas, tenemos que I%(Y®™) tiene la misma ley que % Z | Zi|* donde (Z;)1<i<dm
son variables aleatorias i.i.d. normales estandar. Si 0 < C <1, deﬁnlmos

C:IEeC /e?xd$<+oo
¢ = E( o
Aplicando la desigualdad de Markov, obtenemos

9 dm

P(I2(YS™) > a) = P(%Z Zi2 > a)

i=1

(53> 8

=1

Sea v > 0. Si fijamos m como antes, podemos tomar ( tal que 0 < 1 — ( < L.

2aq
Obtenemos, entonces, que para cualquier 0 < a < by

b

PIY(Y®™) > a) < ¢ ez (Co)™.

O

Como m ha sido fijado, podemos tomar ¢, tal que (C¢)*™ < 1 e32:2 para todo 0 < € < ;.

Luego,si0<a<apy 0 <e<eq, vale

1 e
P(Ip(Y*™) > a) < Se (4.23)
Juntando ambas estimaciones, conseguimos
lim sup £? log POET<{1/J or(¢, Fl(a)) > (5}> < —-a+vy (4.24)
e—0

para todo 0 < a < a9 y v > 0. Como ag > 0 es arbitrario, obtenemos (c)’ para
a > 0 cualquiera. Por tltimo, notemos que para a = 0 la condicion (c)’ se satisface
trivialmente. Esto concluye la demostracion en el caso b = 0, z = 0.

Caso general

Como b es globalmente Lipschitz, podemos definir para cada z € R? una aplicacion
continua

T, : C([0,T],RY) — C(]0,T], R%)
dada por T, () = 1 donde ) es la unica soluciéon de

W(t) = 7+ /Ot bb(s))ds + o(t), 0<t<T. (4.25)
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La continuidad de T, se sigue de aplicar el lema de Gronwall, con el que obtenemos

or(To(1), To(2)) < e or(1, 2) (4.26)

Maés atin, T, resulta un homeomorfismo y su inversa viene dada por

(T )0 = (t) —a = [ blo()as (4.27)
De aqui, se verifica:

= Y(0) =z = (T;'(¥))(0) =0
= ¢ absolutamente continua <= T, '(¢)) absolutamente continua
‘2

(T2 (W) (1)] dt.

o ST |0 - )| de= g

Esto implica I§(¢)) = I%( T, '(¢)), donde
: fOT |p(s)°ds  si ¢ es absolutamente continua y ¢(0) = 0

I3 (p) =

+00 en caso contrario.

Por ultimo, notemos que si 15§7T denota la probabilidad inducida por eW en C([0, T], R),
entonces Py, = 15§7T o T, '. En efecto, si A € B(C([0,T],R?))

(For o T, ') (A) = Fop( T, ' (A))
= P(eW € T, '(A))
= P(T,(sW) € A)
= P(X%¢ € A)
= Prr(4)

Con esto, aplicando el Principio de Contracciéon, queda demostrado el caso general. [

Observemos que la familia (P ;).~0 que estudiamos en el teorema depende un
parametro extra, el valor inicial x. Podriamos preguntarnos, entonces, como dependen
los resultados del teorema de este parametro. Esto se resume en el corolario que se
encuentra a continuacion.
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Corolario 4.4.5. Definimos en C([0,T],R?) la funcion de tasa generalizada Iy, dada
por Ir(p) = ]f(o)(go). También, para c > 0,

Fr(c) = {¢: 0(0) = =, Ir(p) < c}.

Entonces para T fijo las estimaciones del teorema anterior valen uniformemente en el
siguiente sentido:

(a)y I7(-) es semicontinua inferiormente y el conjunto U,caF%.(c) = {¢ : ¢(0) €
A, Ir(p) < ¢} es compacto, para cada ¢ >0 y A C R4 compacto.

(b)!, Para cada co >0, 5 >0y~ >0, existe g > 0 tal que
Pir({v:or(d,9) <)) 2 e @)
para 0 < e < ey, v € R y o € F&(cyp).
(¢)., Para cada cg >0, >0y~ >0, existe g > 0 tal que

Pip({9: or(¥,Fi(c) 2 8}) < ezl

para todo 0 < e < ey, 0<c<cyyxeRL

Demostracion.

(a), Definimos la aplicacion
T RY x {p € C([0,T],RY : 9(0) = 0} — ([0, T}, RY,
dada por T(z,¢) = T.(p). Aplicando el lema de Gronwall, vemos que

or(T(z1, 1), T(x2,02)) < € (or(p1, @2) + |21 — 22|) (4.28)

de donde se sigue que T es continua. Mas ain, T es un homeomorfismo con inversa

T—! dada por T~*(¢)) = (¥(0), T;(lo) (1)). Si F9(c) = {¢ : I%(¢) < ¢}, observemos que

T({z} x F.(c)) = F&(c). Asi conseguimos

Fr(c) = {¢: Ir(p) < ¢} = | Fi(o) = TR x F3(¢)).

Como T es un homeomorfismo y I% es semicontinua inferiormente, se sigue que los
conjuntos de nivel F%(c) son cerrados y, por lo tanto, que I es semicontinua inferior-
mente también. Por altimo, UyeaFF(c) = T(A x F7.(c)) resulta compacto pues T es un
homeomorfismo y I? es funcién de tasa inf-compacta.
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(b)!, Sea cg >0, z € Ry ¢ € F%(cp). Por (4.26), obtenemos

P§,T({w:QT(¢79@> <5}) —P;T<{1/’3.QT(¢7 TxOT;1(<P)) <5}>

> P;,T(?rm({w 0r (0. T2() < 7 })>

=Py o']I‘x<{w tor(v, T, (9)) < e% })

sr( {00 o (0. T0) < 25 1)

Notando que Ir(p) = I%(T; (), (b),, se sigue de la uniformidad en ¢ € F(co) del
caso b=0, x = 0.

(c), Sea 0 < ¢ < ¢y, 6 > 0y z € R Como (4.26) implica que or(1)1,1s) <
e"Tor (Tgl(wﬂ, T;1(¢2)), obtenemos

Pir({: 0r(.F5(0) 2 0}) = Pipo T, ({ v er (Fi(e) 2 } )

~§7T<']I‘;1 ({ ¥ or(¢,Fi(c) > 6 } ))

({0 or (0 T2 (F5(e) 2 7 })

e

IN

~S,T( { P QT(%IF‘OT(C)) > efT })

Asi, se deduce (c), de la uniformidad en 0 < ¢ < ¢ del caso b=0, x =0
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Capitulo 5

El modelo del potencial de doble pozo

5.1. Introduccion

En esta segunda parte ahondaremos en la teoria desarrollada por Freidlin y Wentzell
mediante el estudio de un caso concreto: el modelo del potencial de doble pozo. Utilizan-
do las herramientas que provee esta teoria, podremos describir rigurosamente algunos
rasgos de la dinamica de este sistema.

Consideremos nuevamente X% ¢, la solucién con condicién inicial z € R? de la
ecuacion diferencial estocastica

dXPe = b(XPO)dt +edW,, 0<t< +oo, (5.1)

donde W es un movimiento Browniano d-dimensional, € > 0 y b : R¢ — R? es global-
mente Lipschitz. En nuestro caso, tendremos b = —VU donde U es un potencial de
doble pozo como el que se ilustra en la Figura.

En el capitulo anterior vimos que, fijado un intervalo de tiempo [0,7'], para ¢
pequeno el proceso (Xf ’5) o<t &CtGa como una pequena perturbacion aleatoria de
X0 la tinica solucién de la ecuacion diferencial ordinaria

X(t) =b(X(t), 0<t<T

X(0) ==.

Sin embargo, la existencia de ruido, aun siendo pequeno, modifica sustancialmente el
comportamiento del sistema estocastico con respecto al del deterministico para inter-
valos grandes de tiempo. En efecto, comenzando en el pozo més pequeno y para &
suficientemente chico, el proceso evoluciona segin la siguiente descripcion:

(a) Debido a la accion del campo b, el proceso es atraido hacia el fondo del pozo,
llamado p; cerca de p, el campo se vuelve despreciable y la presencia de ruido
provoca entonces que el proceso sea empujado lejos de p. Una vez que el proceso
se encuentra apartado del fondo, la accién de b predomina por sobre el ruido, con
lo cual todo se repite nuevamente: se observan asi un gran nimero de intentos
por escapar del pozo, seguidos de una fuerte atracciéon hacia el fondo.

75
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(b) Eventualmente, luego de muchos intentos, el proceso logra superar la barrera de
potencial y escapa del pozo més pequeno para alcanzar el pozo méas profundo.

(c) Una vez en el pozo mas profundo, el proceso se comporta como en (a). La nueva
barrera de potencial es mas grande, con lo cual el tiempo que tarda en volver el
proceso al pozo més pequeno ocurrird en una escala de tiempo mucho mayor.

Por la propiedad de Markov que posee el proceso, los sucesivos intentos por escapar
del pozo seran préacticamente independientes. Por este motivo, se espera que el tiempo
que tarda el proceso en pasar de un pozo al otro muestre perdida de memoria asintética.
Nos referiremos a este tiempo como tiempo de salto.

Nuestro objetivo en este capitulo sera estudiar las caracteristicas generales de este
modelo para poder formalizar las ideas descriptas arriba en el capitulo siguiente. Para
ello, nos valdremos de las herramientas que hemos estudiado hasta el momento y de
algunas nuevas que presentaremos en este capitulo a lo largo de las distintas secciones.
Comenzamos exhibiendo una técnica de acoplamiento que nos serd de gran utilidad,
debida a Lindvall y Rogers. Volveremos a dedicarnos luego al estudio de nuestro sistema.

5.2. El acoplamiento de Lindvall-Rogers

Un acoplamiento de dos procesos estocasticos consiste en dar una construcciéon conjunta
de los mismos; es decir, dados X; y X5 procesos estocasticos, se quiere construir en
un mismo espacio de probabilidad dos procesos X; y X, con la distribucion de X; y
Xy, respectivamente. Frecuentemente, se busca ademas que la distribuciéon conjunta
de X vy X, verifique alguna particularidad. En nuestro caso, buscamos acoplar X* ¢
y X2, dos soluciones de la ecuacién diferencial estocéstica en (5.1) con condiciones
iniciales x y #’ respectivamente, de forma tal que con probabilidad uno las trayectorias
de ambos procesos se crucen en un tiempo finito, y coincidan de alli en adelante. Esto
nos permitiria argumentar que las soluciones de la ecuacion en (5.1) para distintas
condiciones iniciales tienen la misma distribucién asintética. Un acoplamiento con tales
caracteristicas fue propuesto por Lindvall y Rogers en [6]; describimos su construccion
a continuacion.

El acoplamiento se basa en el hecho de que si W es un movimiento Browniano
d-dimensional y H es una matriz ortogonal de d x d con entradas reales, entonces el
proceso dado por W, := H - W, también es un movimiento Browniano en R?. Para ver
como podemos aplicar esto, consideremos primero el caso b = 0, € = 1, y construyamos
un acoplamiento de movimientos Brownianos empezando en diferentes puntos.

Fijemos = # 2’ en R? y consideremos el hiperplano ortogonal al vector x — 2’ que
pasa por el punto medio %“/ Esto es,
x+a

2

Lx,x/:{yeRd%y— ;o —2')y =0}
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Sea W un movimiento Browniano d-dimensional, X; = x + W, y sea X; la refle-
xion especular de X; a través de L, ,. Por construccion, ambos procesos X y X se
encontraran por primera vez al alcanzar L, ;. Ahora, X puede escribirse de la forma

X,=2' +H- W,

donde H = H(z,z') es la matriz

x—a x—2a
H(z,2)=1-2 T 5.2
Para ver esto tltimo, notemos que H(x,2')(x—2') = —(z—2'), y que H(x,z")v = v,

si v es ortogonal a (z—z’). Entonces, la matriz H (x, z’) representa la reflexion especular
a través del hiperplano ortogonal a (z —2’) pasando por el origen, con lo que '+ H - W,
es la reflexion especular de x + H - Wy, a través de Ly 4.

Como H(x,z') es una matriz de d x d ortogonal, vemos que X es un movimiento
Browniano d-dimensional empezando en x’. Si tomamos,

TIJ;/ — inf{t > 0 . Xt & vazl}

, X sit<Tyw
Xi = { Xy sit>Ty (5-3)

podemos ver que P(7} ,» < +00) = 1. En efecto, notemos que 7} ,» representa el primer
tiempo de llegada al origen de un movimiento Browniano 1-dimensional empezando en
m;;/', y éste es finito por la observacion hecha en la demostracion del Principio de
Reflexion (ver Proposicion 1.3.8).

r =

Para el caso general en que b es globalmente Lipschitz y € > 0 podemos considerar
el siguiente sistema de ecuaciones de Ito:

AX[E = b(X[F)dt + ed W, X5 =u
(5.4)
AXT"E = B(XT OVt + e H(XDS X)W, X3S =

con H definida como antes por,

H(uv) =T —2(—— (LT o

lu — o] |u— o]

que corresponde a una reflexion ortogonal al vector (u — v). Ademés, tomaremos
H(u,u) =1L

Si b es Lipschitz, puede probarse la existencia y unicidad de la solucion fuerte
(X%, X{°F) de nuestro sistema hasta el primer tiempo de llegada a la diagonal. Si
T; = mf{t > 0: X;"" = Xj""°} es finito, entonces después de Ty , dejamos que
ambos procesos se muevan juntos: definimos X;'° = X;"°, para t > T; ,, donde X*
es la tnica solucion fuerte la primera ecuacion del sistema (5.4).
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Con el par (X®¢ X¢) asi definido, obtenemos una solucién fuerte de (5.4). Este
posee las distribuciones marginales adecuadas, dadas por la ley de la solucién de la
primera ecuacion en (5.4) con dato inicial z y 2, respectivamente. Omitimos una
demostracion de estos tltimos hechos.

Debemos garantizar, por ultimo, que P(T;x, < +00) = 1. Para ello, siguiendo la

notacién anterior, consideramos Yy := | X®° — X¢|. Notemos que,
! ¢ / t /
X —-X =01 +/ (b(XZ%) — b(XT%))ds + 6/ (I— H(X>®, X2%)dWs,
0 0

Usando la formula de 1td con f(u) = |u|, tras algunos calculos obtenemos que el proceso
l-dimensional Y satisface, para ¢ <77 ,

dYs = (b(X]%) — b(X79), X SVt + (I - H(XPS, X 5>>LX€ W)

e pees
Yy =z — 2,

donde, si F' = (F',..., F?), utilizamos la notacién

t d t

/(Fs,dWS> :Z/ Fidw,.

Observacion 5.2.1. Como la funcion f(u) = |u| no es diferenciable en el origen,
debemos utilizar una generalizaciéon de la féormula de It6 que hemos visto. Podemos
definir los tiempos de parada 7, := fnf{t > 0 : |Y7| < 1} y verificar la expresion

para los procesos detenidos Y3, . para luego tomar limite con n — +00 y conseguir
la expresion anterior. Notemos que ésta es valida soélo para t < T ,, pues, de hecho, el

/
miembro derecho ni siquiera tiene sentido cuando X;"° = X°.

El segundo término de la derecha del diferencial estocéstico de Y es

X$,€ _XCL’,,E
2€<—§: z 7;, z 7th>
X5 =X

que puede ser reescrito como 2¢d By, para B; un movimiento Browniano 1-dimensional.
En efecto, por las propiedades (iv) y (v) de la Proposicion 2.4.3 vemos que si definimos

/
T, e z, e
Xt 7Xt

T, e z! e t<T !

ge = | TR o
1 1

(73,«--,73) t 2> T o,

entonces los procesos

t t 2
(/ ngWS) y ((/ Z;dws) —t)
0 >0 0 >0
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resultan martingalas. Apelando al Teorema de Lévy 1.3.3, conseguimos la expresion
deseada.

Ahora, para controlar el primer término de la derecha en el diferencial estocéastico
de Y vamos a suponer

(b(u) — b(v),u —v)y <0, Vuuw. (5.5)
En este caso, T; . €s acotado superiormente por
Sy = mf{t >0 [z —2'| + 2B, = 0},

para B un movimiento Browniano 1-dimensional. Tenemos entonces,

PC%wggi)::P(ﬁqu%S-ﬁx—fo

3
3 sss—g

donde en la segunda igualdad usamos el Principio de Reflexion. Esto implica, en par-
ticular, que P(T; ,, < +o0) = 1.

Observacion 5.2.2. En lo que respecta a nuestra situacion, es decir, b = —VU con
U un potencial de doble pozo, no vamos a poder garantizar la validez de la condicion
impuesta en (5.5) para todo u # v. Sin embargo, no nos sera necesario. De hecho,
alcanzara con que dicha condicion valga en un entorno de los minimos de U. Verificamos
que esto tltimo ocurre en la préxima proposicion.

Proposicién 5.2.3. Sea b = —VU, donde U es de clase C? y tal que posee un minimo
hiperbolico p. Entonces, existe 0g > 0 tal que

(b(u) —b(v),u —v) <0, Vu,ve Bs,(p). (5.6)

Demostracion. Como p es minimo hiperbolico de U, la matriz Hessiana D?U(p) es
simétrica y definida positiva. Si § > 0, por el teorema del valor medio podemos escribir

{b(u) = b(v),u —v),

para u, v € Bs(p), como (A(u,v)(u —v),u — v), donde A(u,v) es una matriz de d x d
con entradas —9%U/dz;0x;(£(i, 7)) para algunos £(4, 7) con méxy<p<q €k (7, 7) — pr| < 0,
de modo que |£(7,7) —p | < Vd§. Como U es de clase C? y D?U(p) es simétrica y
definida positiva, vemos que si elegimos d, suficientemente chico, vale (5.6). O
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5.3. Caracteristicas del sistema deterministico

En esta seccion estudiaremos los rasgos del flujo deterministico dado por la ecuacion
diferencial ordinaria

X(t) = b(X(t), 0<t< +oo, (5.7)

donde b = —VU, con U un potencial de doble pozo. Para nuestro modelo asumiremos
que U verifica las siguientes hipotesis:

Hipoétesis ¥

1. U :R% — R es una funcién de clase C2.

2. Hm infly . yoo 757 > 0.

3. U tiene exactamente tres puntos criticos, que llamaremos p,q y z. Todos ellos
son hiperbdlicos, i.e., el determinante de la matriz Hessiana de U en estos puntos
es distinta de 0. Los puntos p y ¢ son minimos locales de U y z es un punto de

ensilladura.
4. U(q) < U(p) < U(z).

5. b es globalmente Lipschitz.

Bajo estas hipotesis, podemos dar una buena descripciéon del comportamiento del
sistema deterministico X9 solucion de (5.7).

En primer lugar, notemos que la matriz Hessiana —D?*U(z) tiene un tnico autovalor
positivo, cuyo autoespacio es 1-dimensional. Los autovalores de —D?*U () para x = p, q
son todos negativos. Tenemos entonces una descomposicion

d __ s s s
RY = W5 UWS UWE,

donde W; denota la variedad estable del punto x. W; es invariante bajo el flujo de-
terministico y atraido hacia x, i.e., si y € W, entonces Xf”’o € W, paratodot >0y
limg 4 o Xty’0 = x. Para x = p, ¢ escribiremos W, = D, para recordar que, en estos
casos, W es un dominio abierto de R?, también llamado el dominio de atraccion de .
Tanto p como q son asintoticamente estables, i.e., dado un entorno V,, de p existe un
entorno W, C V, de p tal que para todo y € W), se verifica Xty’o € V, para todo tiempo
ty im0 X = p (analogo para ¢). La separatriz de D, y D, es W, que es una
variedad de codimensiéon uno, bajo las hipotesis W. El punto de ensilladura z también
admite una variedad inestable, que denotaremos Wy . En este caso, es una variedad
1-dimensional con W2 N WY = {z}, que une p y ¢ (Ver figura). Para cualquier y # 2
perteneciente a WY, se tiene Xty’O € WY para todo t > 0y, ademas, lim;_, Xty’O =,
siy € Dy, 0limy_ 0 X' =¢q,siyc D,
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5.4. Caracteristicas del sistema estocastico

Estudiamos en esta seccion algunas propiedades generales de la familia de procesos
(X $15)5>O'

Notacion. Con el objetivo de simplificar la notacion, en ocasiones eliminaremos el
superindice x en X% ¢ y en otros objetos definidos a partir de la condicion inicial del
proceso, indicando esta tltima como subindice en la medida de probabilidad o en la
esperanza, segin corresponda.

5.4.1. Adaptabilidad a la filtracién Browniana

Recordemos que toda solucion fuerte de una ecuacion diferencial estocéstica es, por
definicién, un proceso estocastico adaptado a la filtracion aumentada definida en el
Capitulo 3. En el caso particular de la ecuacion (5.1), ocurre que la solucion X* ¢ con
dato inicial deterministico es, de hecho, adaptada a filtracion mas pequeiia (F}¥ )0,
generada por el movimiento Browniano asociado a la ecuacion.

Para ver esto, dado z € R? definimos como antes las aproximaciones sucesivas
X© =gz y para k > 0,
t
X = g +/ b(X®ds +eW,, 0<t < +oo.
0

Cada X™® tiene trayectorias continuas y es adaptado a filtracion Browniana (F)iso0-
Si fijamos T > 0 y definimos M} := |Xt(k) — Xt(k_l)| para k € N, entonces obtenemos

t
ML = ‘Xt(k+1) . Xt(k)‘ — ‘ / (b(Xs(k)) - b(XS(k‘—l))) ds
0

¢
<
0

t
<x |
0

donde K es la constante de Lipschitz de b. Iterando esta desigualdad, conseguimos

b(X Py — b(ng—1>)‘ ds

X® — x=D s

()"

Mthrl S C* I ’

0<t<T,

donde C* = méaxo<<r |Xt(1) — x| < 400. Se sigue que para todo w € 2 la sucesion de
funciones continuas (X *)(w))xen, es uniformemente de Cauchy en el intervalo [0,7'].
Como T' > 0 es arbitrario, la sucesiéon es uniformemente de Cauchy sobre cualquier
compacto de [0, +00). Luego, si definimos X; = limg_ 4 Xt(k), X resulta un proceso
estocéstico adaptado a la filtracion (F}V)i>o y de trayectorias continuas. Mas atin, por
la continuidad de b para cada w € () se verifican
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o [ b(X(w))] ds + eW P (w) < +o0, 0<t< 400, 1<i<d
s X, = [ b(X(w))ds + W,y (w), 0<t< +o0.

Con esto, vemos que X es solucion fuerte de (5.1).

5.4.2. Medidas invariantes para la dindmica estocastica

Si liminf ;4o % > (, para cada ¢ > 0 la cantidad

_2U(x)
Z. = e <2 dx,
R4

es finita. Luego, podemos definir la medida de probabilidad p. en B(R?) como

1 _2U() d
pe(A) == — [ e 2 dx, AeBR?. (5.8)
Ze A

Para estudiar las propiedades de la familia de medidas (p.).~o necesitamos de algunos

resultados generales sobre medidas de probabilidad definidas en B(R?) que resumimos
en la siguiente proposicion.

Proposicion 5.4.1. Sea P una probabilidad definida sobre (]Rd, B(Rd)). Entonces,

(i) P es regular, i.e., dados A € B(R?) y e > 0, existen un cerrado F y un abierto
G tales que FCACG yP(G\F)<e.

(i1) Si P es otra probabilidad definida sobre (R?, B(RY)) tal que P(F) = P(F) para
todo F cerrado, entonces P = P.

(i11) Si P es otra probabilidad definida sobre (R, B(R?)) tal que

fdP= [ fdP
Rd

R4
para toda f continua y acotada, entonces P = P.

(iv) Si § es una clase de funciones que aproxima uniformemente sobre compactos a
la clase de funciones continuas y acotadas, tal que

fdP= [ fdP
Rd R4

para toda f € F, entonces P = P.
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Demostracion. 1. Supongamos que A es cerrado. En este caso, podemos tomar F' = A
y G = Ay = {z € R* : d(z,A) < §} para § > 0 adecuado. En efecto, como los
conjuntos A decrecen a A cuando 0 tiende a cero, tenemos

n—-+00

0=P(( Az \4) = lim P(An)\ A),
n=1

con lo cual, dado € > 0, podemos tomar N € N grande tal que P(A(%) \A) <e.

2. Consideremos la clase de borelianos & que satisfacen la propiedad de regularidad,
es decir, los A € B(R?) tales que, dado € > 0, existen F cerrado y G abierto con
FCACGYy P(G\F) < e. Yahemos visto que & contiene a la clase de conjuntos
cerrados. Si verificamos que ademaés es una o-algebra, podremos concluir (7).

Dada una sucesion de conjuntos (A, ),en en &, elijamos cerrados F,, y abiertos G,
tales que F,, C A, C G,y P(G,\ F,) < 555. 851G =U,_,Gny F =2, F, con
no € N tal que P(U,~, F, \ F) < §, entonces F C |J,”, A, C Gy P(G\ F) <e. Asi,
la clase & es cerrada por uniones numerables.

Por otro lado, como F' C A C G implica que G° C A C F¢y G\ F = F°\ G°,
vemos que & es también cerrada por complementos. Asi, & resulta una o-algebra.

3. Sean A € B(R%) y ¢ > 0. Por la regularidad de P y P sabemos que dado & > 0,

existen F, I cerrados y Gy, G abiertos tales que F1UF, € A C GiNGa y P(G1\ F1)+
P(Gs\ F») < e. Luego, descomponiendo A = (Fy U Fy) U (A \ (Fy U F)), obtenemos

|P(A) — P(A)| < P(Gi\ ) + P(Gy\ Fy) <.

Como € > 0 es arbitrario, concluimos (7).

4. Sea F' un conjunto cerrado. Dado ¢ > 0, sea la funcion f.(z) = (1 — @)*, la

parte positiva de 1 — 45

€
pues |fe(x) — fo(y)| < @. Ademas, f.(r) = 1 para x € F' y, si © ¢ F|,), entonces
d(z, F') > ¢y, por lo tanto, f.(z) =0. Asi, 1p < f. <1p_ . Integrando obtenemos

. Esta funcion resulta acotada y uniformemente continua

P(F):/ 1pdP < | f.dP= fgdﬁ)gf 1, dP = P(F)).
R4 R4 Rd Rd O

Tomando limite con ¢ tendiendo a cero, conseguimos P(F) < P(F). Por simetria,
vale la otra desigualdad y, asi, P(F) = P(F) para todo F cerrado. Por lo probado
anteriormente, se sigue (ii).

5. Sea f continua y de soporte compacto. Por hipotesis existe una sucesion (fy,)nen € &

tal que 1im, 4 o0 SUD,esop(f) |fn(x) — f(z)] = 0. En particular, sup,cy || frnLsop(f)lloc <
-+00 con lo que, aplicando el teorema de convergencia mayorada, obtenemos

fdP = lim fodP = lim fodP = [ fdP.

R4 =00 S sop(f) =100 Jsop(f) R?

Ahora, si K C R? es un compacto, notemos que para todo € > 0 el conjunto K es

acotado. Luego, si definimos f.(z) = (1 — @)* como antes, f. resulta continua y
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de soporte compacto con lo cual, por lo que hemos mostrado arriba, [ f.dP = [ f. dP
para todo € > 0. Procediendo como en el paso anterior concluimos que P(K) = P(K)
para todo K compacto. Observando que todo cerrado en R? es unién creciente de
compactos, conseguimos (iv). O

Ayudados de la proposicion anterior, mostramos a continuacion las propiedades mas
importantes de la familia (p:)e0-

Proposicion 5.4.2. Sea la familia de medidas de probabilidad (pi)e~o definidas sobre
B(RY). Entonces,

(1) Para cada € > 0, u. es la unica medida invariante para la dindmica del proceso
X¢; d.e., pe es la unica medida tal que si X*=¢ denota la solucion de (5.1) con
distribucion inicial p., entonces P(X{=¢ € T) = u.(T), para todo T' € B(R?),
t>0.

(i7) La sucesion de medidas (pe)eso converge débilmente a d,, la medida de Dirac
concentrada en q, el fondo del pozo mds profundo.

Demostracion.

(1) Las hipotesis de crecimiento en el infinito del potencial U que hemos asumido
garantizan la existencia de una tnica medida invariante para la dinamica. No daremos
una demostracion de esto. No obstante, mostraremos que p. es medida invariante. Se
deduce entonces de la afirmacién anterior que es la tnica. Haremos la demostracion en
varios pasos. La idea es ver en primer lugar que

dE(f(Xi7))

=0 V>0
dt ’

para toda f perteneciente a una clase suficientemente amplia de funciones. De aqui se
seguira que i es una medida invariante.

1. Sea C%(R?) el espacio de funciones acotadas de clase C? en R? con derivadas de
primer y segundo orden acotadas. Definimos el operador

£: C*(RY — O(RY)

dado por
2
E(f):%Af—VU-Vf.

Como b = —VU es globalmente Lipschitz por hipotesis, existe K > 0 constante tal que
b(z)] < K(1+ |z]), para 2 € R% Con esto y recordando que lminfj,_ % > 0,

un calculo directo muestra que para toda f € C?(R?), se tiene [o. [£(f)|dp. < +oo.
Luego, el teorema de convergencia mayorada implica que

|2t = Jim [ 25 du

N=+0 /By (0)
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Ahora . )
/ S(f) dp. = —/ (SAf—VU-Vf)e & da.
By (0) Ze Jy(0) 2
Aplicando la férmula de Green se tiene
2 , . 2 .
/ iAfe—Qié)dx:/ VU-Vie & du+ = e H (V1) dS,
By(0) 2 By (0) 2 Jonyo) ||
de donde se deduce que
1 2U (w) T
L(f)du. = lim — e < (Vf.—)dS.
/Rd ) N—+00 Ze Jopy (0) ( |35|)

Como liminf); U|(7w‘) > 0, existen v > 0y Ny € N tal que para todo x € R? con
|z| > Ny se tiene U(x) > v|z|. Luego, si N > Ny

2U (z)

/ e E (V1) dS’ S/ ¢ = IV flledS
9BN(0) 2 o

2v]z|

<V flloo / e g5
9B (0)

< dL(By(0)|[V fllsoe™ = N*T,

donde L'(Bl(O)) es la medida de Lebesgue de la bola unitaria en R%. Se sigue que

[ 2 dn =0
Rd
para toda f € C%(RY).

2. Sea Mp el espacio de las funciones borelianas y acotadas definidas sobre R?. Defi-
nimos para cada t > 0 el operador S; : C?(R%) — My dado por

(S:() () = Ex (F(X7)).
Para f € C%(RY), utilizando la féormula de It6 conseguimos
FO9 = 1) += [ Vo aw.+ [ e as
0 0

Con esto se sigue que

tig SV W, ([ vsoaan) e [ o)

~ i L tEx(afo::‘)) s

t—0t ¢ 0

= £(/)(=).
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Utilizando esto y la Observacion 3.6.5 podemos calcular

o BUGE) —E(F(X6) / E, (/(X7)) ~ /(x)
R t

t—0t t t—0t

dpe(z)

:/R . Em(f(ng) — f(=) o)

d t—0t

R4

3. Mostraremos que
dE(f(X{"7))

dt

para toda f € C2?(R%). Notemos primero que la propiedad de Markov implica que para
t,s>0,z€RYy f e C*HR?) vale

(Sers(£) () = B (F(X5L,)) = Eu(Exz (£(X7))) = Ea (S (F)(X5)) = (Ss(Se(£))) ().
Asi, si t,h > 0 tenemos
E. (f(X5n)) = Eo(F(X7)) = Eo(Se(£)(X3)) — Se(f)().

Luego, como S;(f) € C%(R?)!, procediendo como en el paso anterior obtenemos

o BUOG) - BOE)
h—0+ h

=0 Vit>D0,

= 0.

Analogamente, si h < 0 tenemos

B (F(Xi00)) — Ex (F(X0)) = — (Be(Seon(F)(X51) — Suan(F) ().
con lo que concluimos

o EUCE)) - B(¢)
h—0~ h

De aqui resulta

dE(f (X))
dt
para toda f € C2?(R%), como querfamos ver. En particular, si f € C?(R%) y t > 0
tenemos

=0 Vt>0,

fdPypee = B(f(X[9)) = B(/(X4%) = [ f de

R4
Como la clase C%(R?) aproxima a las funciones continuas uniformemente sobre com-
actos, por la proposicidén anterior obtenemos que Pyue.e = ara todo t > 0 v, asi
) X € ) 9

1 resulta medida invariante para el proceso.

!Para una demostracion de esta afirmacion, referimos a [5, paginas 366 y 397
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(1) Debemos ver que

lim /R fdpe = (q) (5.9)

e—0

para toda f funcién continua y acotada. Esto se deducira del hecho de que para todo
0 > 0 se verifica

lim i (R*\ Bs(q)) = 0. (5.10)

En efecto, si f es continua y acotada, tomemos € > 0 arbitrario y 6 > 0 tal que
|f(z) = f(q)| < e para todo = € Bs(q). Asi,

[t 1@| =] [ (@ = @)
< [ @) = F@ |dn.

- / 1F(@) = £(@) |dps + / F(2) — F(a) |dpe
RN\ B;s(q)

Bs(q)

< 2| flloo e (R?\ Bs(q)) + ¢

de donde se sigue el resultado.

Probemos, entonces, la afirmacion de arriba. Sea ¢ > 0. Como ¢ es el minimo abso-
luto de U y limy— 100 U(x) = 400, vale que inf,cga\ g, U(r) > U(g). Asi, podemos
tomar 0 < d; < ¢§ tal que valga la desigualdad

inf  U(x) > sup U(x).

z€RM\ Bs(q) z€Bs, (q)

~2(V@-supyen, () VW)

Por ultimo, observemos que fRd e dx < 400 pues, por hipotesis,

U(x) — sup U(y)
0< lim inf U(:E) = lim inf ( y€B51 (q)
[al=too [T Jelotoo 7]

Esto nos asegura que, dado v > 0 arbitrario, podemos tomar k£ € N tal que
—2¢72 x)—su
[ et <o (s, )
RN\ By (q)

para todo 0 < e < 1.
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Si notamos « := Inf,cpa\ g, (q) U(T) — SUD,e B () U(z), para 0 < ¢ < 1 obtenemos

—2U (x)

e e 2 dx
pe(RT\ Bs(g)) = =20
fRde 2 dx

—2U(x)
2 dx

< Jet\By(@) €

—2U (x)

fB(Sl (q) e < da’:

—2e—2 (U(ac)—supy6351 (@ U(y)) d

< fRd\Bé(Q) € T
- ‘C(B51 <Q))
_ ka(q)\Bg(q) 6—2572 (U(CIJ)—SupyeBél @ U(y)) I .
. L(Bs,(q)) v
‘C(Bk<Q)) —2a
< =2l
E(Bél (q ) ‘ v

Sy

notando que, en la segunda desigualdad, hemos usado la acotacion

E(B51 (Q)) 6_2872(Supy6351 (a) U(y)) < / e%z(x)dx
Bs, (@)

Como 7 > 0 es arbitrario y « es positivo, esto demuestra la afirmacion.

5.5. Tiempos de salto

En esta seccion introduciremos formalmente los tiempos de salto y probaremos algu-
nas propiedades que nos seran necesarias para el proximo capitulo, donde veremos el
caracter exponencial de su distribuciéon asintotica.

Definicién 5.5.1. Sea X®¢ la solucién de (5.1) con condicién inicial z € RY. Dado
I' € B(RY) definimos el tiempo de llegada a T' como

™ ={nf{t >0: X" e},

con la convenciéon de que inf ) = +oo.
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Si I' es un conjunto cerrado, vale que el tiempo de llegada a I', 77(I"), es un tiempo
de parada con respecto a la filtracién Browniana, para todo € > 0 y x € R%

Fijemos ahora ¢ > 0 tal que B.(p) C D, y B.(q) C D, y consideremos los tiempos
de llegada

£

7% = 72(Bu(q)) := inf{t > 0: X>* € B.(q)} (5.11)

7F =1nf{t > 77 : X"° € B.(p)}. (5.12)

Llamaremos a 77 y 72 los tiempos de salto. Tanto 7¥ como 72 son tiempos de parada
con respecto a la filtracion Browniana (F}V);>o, para todo e > 0 y x € R%. Ademas, se
tienen las propiedades que muestra la siguiente proposicion.

Proposicion 5.5.2. 77 y 7F son variables aleatorias finitas en casi todo punto. Ademds,
su funcion de distribucion es continua y estrictamente creciente.

Demostracion. Probaremos la proposicién para 7. Para 72 la demostracion es analoga.
e U

1. La condicion liminf|, ;e ‘;T)

de la ley de los grandes niimeros:

A Y L
Pm(TgTJ | rexas= | dfdue)=1 (5.13)

para todo z € R? y cualquier f medible y acotada. Si tomamos f = 15,y v reempla-
zamos en (5.13), obtenemos

> (0 nos asegura que se verifica la siguiente version

T—~+00

n( i 1 [ r06) s = (Ban)) =1

para todo € R%. Como u. (Ec(q)) > 0, se sigue que 77 es finito en casi todo punto.

2. Dado = € D,, para ver que la funciéon de distribuciéon de 77 es continua basta con
ver que P, (7. =t) = 0 para todo ¢t > 0. Notemos que la continuidad de las trayectorias
nos da la desigualdad

Py(1. = t) < P,(X] € 0B.(q)).

Luego, basta con mostrar que el miembro derecho es cero. Supongamos, por simplicidad,
que € = 1. Entonces, por la unicidad en ley y la Proposicién 3.6.4, podemos escribir

P,(X} € 0B.(q)) = Q" (X} € 0B.(q)) = / ZdP*, (5.14)
{X}€oB.(a)}
donde el proceso X es solucion de (5.1) con condicién inicial z bajo Q* y, bajo P*, es
un movimiento Browniano d-dimensional comenzando en x. Teniendo en cuenta esto,
vemos que P (f(tl € 0B.(q)) = 0. En particular, P,(X;} € 9B.(q)) = 0, pues es una
integral sobre un conjunto de medida nula.
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3. Para ver que la funcion de distribucién de 7 es estrictamente creciente para todo
r € D, comenzaremos por mostrar que, dado 7" > 0y ¢ € C([0,T],R?%) tal que
I7(p) < +o00, para todo § > 0 se tiene

P (or(X®,9) < 0) > 0. (5.15)

Esto se deduce de la demostracion de la cota inferior en el Teorema 4.4.4. En efecto,
para el caso b = 0,z = 0 que analizamos primero, basta con elegir z suficientemente
grande como para garantizar que

1 [T 1 /-
P( sup e|Wif <4, —/ (p(s), dWs) < -7 %(w)) > 0.
0

0<t<T €

si p € C([0,T],R%) es tal que I9(p) < 400, donde I es la funcién de tasa correspon-
diente. Esto es posible dado que para todo T > 0y ¢ > 0 vale

P( sup e|Wy| < 5) > 0.

0<t<T

Siguiendo la demostraciéon en este caso, llegamos a que P (QT(€W, ) < 5) > 0 si

I%(¢) < +oo. Ahora, si T, es el homeomorfismo definido para el caso general de
(4.4.4), vimos que para toda ¢ € C([0,T ], R?) vale

Pu(or(X, ) < 8) = Por(sW, T:2(¢) < )

6I$T
donde £ es la constante de Lipschitz de b. Recordando que I%(p) = I2 (T, (¢)), esto
prueba (5.15).

4. Por ultimo, mostraremos que para todo x € D, se tiene P,(a < 7. < b) > 0 para
a < b ntmeros positivos cualesquiera. Esto prueba que la funcién de distribucion de 77
es estrictamente creciente.

Basta con construir una trayectoria * € C([0,b], R?) tal que:

1. ¢" es absolutamente continua y ¢*(0) = x

2. d(¢*"(b),q) = 3
3. d(p*(t),q) > ¢+ h, para todo t € [0,a],

donde h > 0 es tal que Bs,(q) C D,.

Notemos que si ¢ € C([0,b],R?) verifica g,(1), ¢*) < £ A h, entonces la segunda
condicion implica que d(¢(b), q) < ¢y la tercera que d(¢(t),q) > c paratodot € [0,a].
Luego,

Pla<t.<b) > P, <Qb<X€,1/J) < % A h) > 0,

pues la primera condicion implica que IF(p*) < +o0.

La construccién de una tal ¢ es sencilla: podemos considerar una interpolacion
lineal entre x y ¢ que ajuste su velocidad de forma tal que se verifiquen las tres condi-
ciones anteriores. O



Capitulo 6

Impredecibilidad del tiempo de salto

6.1. Introducciéon

En esta seccion presentamos los principales resultados con respecto a la distribuciéon
asintotica del tiempo de salto.

Sea ¢ > 0 tal que B.(p) C D, v B.(q) C D, y sea 7 el tiempo de salto definido en
(5.11). Para cada € > 0 sea . definido por la relacion
Py(r. > 3)=e . (6.1)

Notemos que (3. se encuentra bien definido debido a la Proposiciéon 5.5.2.

Nuestro primer objetivo en este capitulo serd mostrar que
h’r% e?log 3. = A, (6.2)
E—>

donde A :=2(U(z)—U(p)). De hecho, mostraremos un resultado mas fuerte: para cada
x € Dy y d >0 se tiene

, A5 Ats
lim Pﬁ(e 2 cr<e > —1, (6.3)
e—+00

donde la convergencia puede tomarse uniforme en x sobre cualquier compacto X conte-
nido en D,. A continuacion, estudiaremos la pérdida de memoria asintotica del tiempo
de salto. Es decir, mostraremos que para cada z € D, y t > 0 vale

lir% P(r. >t3.)=¢"" (6.4)

donde, nuevamente, la convergencia puede tomarse uniforme sobre compactos de D,,.

Claramente, se tienen resultados andlogos para el tiempo de retorno al pozo de
fondo p. En concreto, si 77 es el tiempo de llegada definido en (5.12) y definimos f3.
por la relacion P,(7.(B.(p) > (3:) = e™!, entonces para cada z € D, y cada § > 0 se
tiene

lim P, <e% <F-oT.< eﬁi“) —1 (6.5)

e—-+400

91
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donde A :=2(U(z) — U(q)). Mas atn, se verifica
h'n% P —m.>tfh.)=¢". (6.6)

Demostraremos tinicamente estos resultados para 7., la prueba para 7. es completa-
mente analoga.

Comenzaremos con la demostracion de (6.3). Notemos que, como dijimos arriba,
esto implica (6.2). En efecto, si vale (6.3), dado 6 > 0 podemos tomar g, > 0 tal que
para todo € < g( se tiene

A—

Pp(eT?é < 7'6) >e !

Pp(TE < e%) >1—¢e!

A—S
Teniendo en cuenta la definicién de ., de la primera desigualdad obtenemos e <= < 3,

s
y de la segunda [, < ¢ . Esto muestra (6.2).
Dividiremos la demostracion de (6.3) en dos partes. Probar
a—s ats
lime<e 5 o< e ) _ 1,
e—0
resulta equivalente a probar
Ass

<i>lir%Px<T5<682 >:0 y (”LZ)HHIPI<T5>€%):O

e—0

Mostraremos (i) y (ii) por separado y esto probara (6.3). Llamaremos a (i) y (i) las
cotas inferior y superior para el tiempo de salto, respectivamente.

Las cotas inferior y superior para el tiempo de salto fueron desarrolladas en [7].
La pérdida de memoria asintética fue demostrada originalmente en [4], apoyandose en
algunos resultados de la teoria de Freidlin y Wentzell que figuran en [3| y que mostramos
aqui.

6.2. Construccion de un dominio auxiliar

El primer paso en la demostracion sera construir un dominio acotado G que contenga a
los puntos criticos de U y que sea invariante bajo la dindmica deterministica. Contando
con un tal dominio, podremos modificar nuestro problema ligeramente, concentrando-
nos solamente en lo que ocurre dentro de G.

Tomemos 6 > U(z) y definamos nuestro dominio acotado G como
G:={zecR:U(x) <6}
Notemos que G verifica:

1. p, q y z pertenecen a G,

2. @ tiene frontera OG de clase C?;
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3. (b(x),n(x)) < 0 para todo = € IG, donde n(x) denota la normal exterior unitaria
a 0G en x;

4. mingege U(z) > U(2).

La tercera propiedad implica que G es invariante para la dinamica deterministica, i.e.,
si z € G entonces X{"? € G para todo t > 0.

Bajo las hipotesis U, la variedad (d — 1)-dimensional W separa D, de D,. Asi,
W:NG divide a G en dos subdominios, GN D, y GND,. Nuestro problema se reducira
a estudiar como el proceso X% ¢ escapa de uno de estos dominios al otro, una vez que
mostremos que esto sucede, con probabilidad alta, antes de abandonar . Para estudiar
el problema del escape de un dominio es conveniente que no existan puntos criticos en la
frontera del mismo. Por esta razon, incluiremos un pequeno subdominio GG, conteniendo
a z, tal como se muestra en la figura, que verifique G,N (Bc(p) UBC(q)) = (). Llamaremos
OP y 07 a las porciones de la frontera G, contenidas en D, y D, respectivamente, que
no son parte de OG. Asi, podemos descomponer a G como la unién disjunta

G=G,UdPUG, U UG,

donde G, es un subdominio de G tal que B.(p) C G, C GN D, y, analogamente, G, es
un subdominio de G tal que Ec(q) C G4y € G N D,. Nuevamente, referimos a la figura,
dibujada en el caso 2-dimensional, para un esquema mas claro de la presente situacion.
Por ultimo, definimos el subdominio G’ de GG, dado por

G'=G,Ud"UdUG,.
Notemos que, por construccion de G, se tiene

' =0 .
i U (y) =0>U(z)

6.3. Cota inferior

Mostraremos aqui la cota inferior para el tiempo de salto, es decir
, a-s
hng P, (7'5 <e e ) =0 (6.7)
E—>

para cualquier z € D, y 6 > 0. Haremos la prueba en tres pasos:

(I) Mostraremos la validez de (6.7) en un sentido ‘promediado’. Es decir, si el punto
inicial x es aleatorio y dado por la medida invariante p., condicionada a estar en
una bola B = B,(p), para p suficientemente chico.

(II) Verificaremos (6.7) para cualquier x € B,, (p), con p; adecuado. La convergencia
serd uniforme sobre dicha bola.

(IIT) Concluiremos (6.7) para todo punto inicial x € D,,.
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Aclaracién. Dado un conjunto medible A C R? para el cual p.(A) > 0, con p. la
medida invariante para el proceso antes definida, denotamos por p. 4 a la medida

condicional dada por
1

dpe, 4 = ——=1ad ..
@)

6.3.1. Pasol

Como dijimos arriba, buscamos probar (6.7) pero para el proceso X" B»®¢ golucion
de (5.1) con distribucion inicial p. g, ). Es decir,

A—§
l{m P (Tg < eT) — 0.

e—0 ME,BP(P)

Para ello, dado 0 > 0 podemos tomar p > 0, 9" > 0 tales que para cualquier Ty ¢
positivos, vale:

Pus,Bp(p) (X% c 8(Dp N G)(ﬂ/)) = /Pm<X% c 8(Dp N G)(,lg/)) d/LE, B,(p)

:/Px(X% S 0(Dp N G)(ﬁ/))

,ug(Bp(p)) 1Bp(p)(x) dpte

< Pus(X% S 8<Dp N G)(ﬁ’)) _ NE(a(Dp N G)(ﬁ’))
- 11e(B,(p)) te(B,(p))

—2 inf U(z)
e RGN T L(O(D, N G)on)
67?22 SUPze B, (p) U(®) ,C(Bp<p>>

IN

LOW, 1 G)) b
£(B,)) ©8)

donde Ay = {z € R : [z — y| < r para algin y € A} es el r-entorno de A y L
denota la medida de Lebesgue d-dimensional. Notemos que la expresion integral en la
primera igualdad vale por la observacion (3.6.5). También hemos usado en la dltima
desigualdad la continuidad de U y el hecho de que minyecsp,ne) U(y) = U(z), que se
deduce de la construccion de G, ya que U(y) > U(z) para y € W?.

Si llamamos

T =e 2,
sean N = [%] la parte entera de %, ti =ie3, 0 < i < N,y typ = T7. Por
la independencia de las coordenadas de un movimiento Browniano d-dimensional, la
independencia de (|W, — W, )tiStSti+1 y (|W, — Wtjl)tjgtgth para i # j y el Principio
de Reflexion, tenemos

P( méx  sup |W, — Wy,| > 1) < 2d(N +1)e 5 (6.9)

0SISN ¢, <t<tiy
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para alguna constante positiva a.

Observemos que si t; <t < t;4q,

+ 5|Wt — Wti

t
e < | [ e
t;

/wX“— (X2 ds + [(t — t)b(XE )] + e[ W, — Wi .

Si llamamos A al complemento del evento en (6.9), usando que b es Lipschitz y la
desigualdad de Gronwall, vemos que en el evento {X;"° € D, NG} N A se tiene para
t; <t <t

X7 — XPf| < el (e 48 sup  |b(x))). (6.10)

z€D, NG

Ahora, si x € B,(p) entonces

Pe({re <T7}) < P(A) + Pe({m <T7} 0 A)

<2d(N +1)e”= + P,({r. < T~} N A).

Con respecto al segundo término de la derecha, vale que

N
{r.< T}y AC|J{X2° € (D, NG}
i=1
En efecto, 7. < T~ implica, por continuidad de las trayectorias, que 7.(0(D,NG)) < T~.
Sit; <71.(0(D,NG)) < tigr, la acotacion dada en (6.10) muestra que

X" = XL ounay| <V

si € es lo suficientemente chico. Notemos que pudimos usar (6.10) pues t; < 7.(9(D, N
G)) implica que X;° € D, NG y consideramos tGnicamente las trayectorias en A, en
donde la oscilaciéon del Browniano se encuentra controlada.

Esta tltima desigualdad muestra que X;"° € 0(D,NG) gy para algin i = 0,..., N.
Observando que X' = X° = = ¢ 0(D, N G) (), vemos que debe ser i # 0y, asf,
concluimos la inclusion de conjuntos de arriba. Resumiendo, para x € B,(p) tenemos

N
Py(7. <T7) <2(N +1)e” = + Y Po(X° € 0(Dy N G) ). (6.11)

i=1

Integrando respecto de la medida ., ,,) obtenemos

P

He, Bp

(o< T7) < 2d(N + 1)e” 53+Z Py o (XDT€0(D,NG) ), (6.12)

=1
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si € > 0 es lo suficientemente chico. Teniendo en cuenta la acotacion hecha en (6.8),
resulta

A—§5
l{m P ><TE < eT) —0,

e—0 He, Bp(p

como queriamos ver. Esto concluye el primer paso.

6.3.2. Paso II

Ahora verificaremos que la distribucion inicial p. g, puede ser sustituida por
cualquier condicién inicial deterministica x € R? suficientemente cerca de p. Concreta-
mente, lo que buscamos probar es que existe p; > 0, tal que

lim sup Po(7.<T7)=0.
=02eB,, (p)

Esto sera consecuencia del paso anterior y de los siguientes dos lemas.

Lema 6.3.1. Dado p > 0 tal que Ep(p) C D,, existe 0 < p; < p y una constante
positiva ¢y tales que para todo € > 0 suficientemente chico vale

sup Py (7-(S,(p)) < e;%) <e 2 (6.13)

yEBm (p)

donde S,(z) ={y e R?: |y — z| = p}.

Demostracion. Dado p > 0, la estabilidad asint6tica de p nos permite tomar 0 < p; < £
tal que para todo y € B, (p), lim;_. 4 X% = p y la solucién nunca escapa B, (p).
De la misma forma, podemos tomar 0 < p, < & tal que las 6rbitas deterministicas
comenzando en B,,(p) nunca dejan B%l (p). Ahora, tomamos ¢; finito! tal que, para
cualquier y € B,, (p), X*° alcanza B,,(p) durante [0, , ]; en particular, X}*° € Bey (p).
Para t; = it1,7 € N, decimos que el intervalo [¢;,t;11] es reqular si X{"° € B, (p) para
t =t;,t;11 v la trayectoria no deja B,(p) durante [t;,¢;11]. Entonces, (4.11) implica que

inf P,(]0,t;]es regular) > inf P, Xve Xv0)y < =
ot w([0, 1] es reg )_yEBm(p) w0 ( )= 5

para alguna constante C' apropiada (dependiendo de py, 1,k y d) y € > 0 chico.

1La existencia de un tal ¢; finito se debe a que la continuidad de la aplicacion (z,t) — X, 0 implica
la semicontinuidad superior de y — inf{t > 0: X?"° € B,,(p)}, para y € B,, (p). Mas detalles en el
paso III.



6.3. COTA INFERIOR 97

C
e2

Si N = [e2?], para y € B, (p) tenemos

N-1 N-1
Py< m {[ti, tiy1]es regular}) =E, (Ey< H 1¢ 1t ti41] s regular}
i=0 i=0

FN_1)>)

N-2
= Ey ( H 1{ [tisti+1] es regular} Ey ( 1{ [tn—1,tN] es regular} fN—l))

1=0

N-2
— Ey( H L{ (41 tia] es regulary Pxs, ([0,t1] es regular))

1=0

N—-2

> Py< ﬂ {[t:, tix1] es regular}) inf P,([0,¢ ] es regular)

€B
0 y€Bp, (p)

N—-2

> Py< ﬂ {[ti,tis1]es regular}) (1— e_s%),
=0

donde en la primera desigualdad utilizamos que X%°, € B, (p) pues [tn_2,tn-1]
es regular. Como la acotacion es uniforme en y € B, (p), razonando inductivamente

obtenemos
N-1 N

C
inf P, ( t;,t;11] es regular > >(1—e2) . 6.14
sefaf ol Lkt es regutar) ) = (1= 73) (6.14)
Ademaés, notemos que para ¢; < % se tiene

(l—e )N >1—¢2

si € > 0 es suficientemente chico. En efecto, lo anterior es equivalente a mostrar que

N

(1—e2)V > (1 —e )V

Pero un calculo directo muestra que el primer término de la desigualdad tiende a e~! con
e — 0y el segundo a cero, con lo cual la igualdad se verifica para € > 0 suficientemente

chico. Por tltimo, observemos que para y € B,, (p)

N-1

B Nt es regular)) < B(7(5,(9) > V) < B (7 (S500) > ),

=0

donde la ultima igualdad vale para € > 0 pequeno. De aqui se sigue el resultado. O

Lema 6.3.2. Sea 6 >0y T~ := " . Entonces existe p1 > 0 tal que

lim sup |Pu(7<T7)—Pu(m<T7)|=0. (6.15)

e—=0 z, x'€Bp, (p)
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Demostracion. Usaremos aqui el método de acoplamiento de Lindvall-Rogers, que de-
tallamos al comienzo de este capitulo.

Por la Proposicion 5.2.3, sabemos que existe p > 0 tal que Ep (p) € D,y la condiciéon
en (5.5) vale para todo u # v € B,(p). Por el lema anterior podemos tomar ¢; y p1 < p
positivos tales que

sup  Py(r(S,(p) < et) < e
y€Bp, (p)

para € > 0 suficientemente chico. Con p, p; tales, sean ahora z,2’ € B, (p). Acoplamos,
segtin el método de Lindvall-Rogers, dos soluciones de (5.1) X®¢, X*¢ comenzando
en r y x’, respectivamente. Para el cilculo que sigue, trabajaremos estos dos procesos

definidos en un mismo espacio de probabilidad.

|Po(7e <T7) = Po(7: <T7)[ = [E(Qrzcr—y) — E(Qy ooy |
< E( ’1{T§<T*} - 1{Tg,<T7} | )
<SE(reer, ) +EQwer, )
=P(7. < Ty w) + Pu(1: < Ty o)

Ahora, si notamos R := min {r7(5,(p)), 72 (S,(p)) }, entonces

€

=

c
5

N

Px(Ts<Tx,x’)§p(R§€ >+p<T§<Txyx/,R>€%>

< %4 +P<rE <Ty o, R> e%>

Observemos que para ¢ suficientemente chico vale
o1 1
{TE <Ty »,R> et } C {Sj o > —3}
’ €
donde S; ., = inf{t > 0 : |z — 2'[ + 2¢B; = 0} para B un movimiento Browniano
1-dimensional. En efecto, si € es tal que Eig < e%, nuestros procesos permanecen en
B,(p), en donde vale la condicion dada en (5.5), durante el intervalo de tiempo [0, %].
Hemos visto, entonces, que en |0, 6%] la distancia entre ambos procesos puede acotarse
superiormente por |z — 2’| + 2¢B;. Por otro lado, que 7} ,» sea mayor que 7. implica,
por continuidad de las trayectorias, que es mayor que et y, en particular, que E% Se
sigue que S, también debe serlo. Con esto,
o1 1
P71 < Ty ) <22 4 P(S; o> —3>
' €
_a |z =2
< 2e 2 + Ve
V2T
c 2
<2e7 + “LL e
V2T
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Para P,(7. < T, ,) el procedimiento es completamente analogo. Como z y ' eran
puntos arbitrarios en B, (p), con lo anterior se obtiene

lim  sup |Pu(7<T7)—Pu(m<T7)|=0,

e—0 z, 2'€By, (p)

como queriamos ver. [l

Para concluir el Paso II, tomemos p; dado por el lema anterior suficientemente chico
como para garantizar, por el Paso I, que

lim P, <T€<6A7_6> =0.

0 He Bpy (o)

Por un lado, tenemos por definicion de P,_

By () AUC

A—§ A—§
inf()Pz<Tg<es2><P <Ts<e7>.
p

zEB), = e Boy ()

Por otro lado, dado ¢ > 0 existe 2’ que cumple

A—§ A—§
PQE/(TE < e7> < inf PQC(TE < 67> + 0.

x€Byp, (p)
Luego, se sigue que para todo = € B, (p) vale

A—6
P, (7'5 < 672) < sup
x, 2'€Bp, (p)

A—9d A—4 A—4d

P, (Ts < e <2 >_Px’ <T€ < 6672> '+PME* Bpy (p) <TE < 672)4_5.

De aqui, por el lema previo y la eleccién de p;, deducimos

A—4
limsup sup Px( T. < 67> <4
e=0  z€B,, (p)

para 0 > 0 arbitrario, lo cual prueba el resultado.

6.3.3. Paso III

Por tultimo, vemos que podemos generalizar el resultado del Paso II para cualquier
punto de D,, tal como lo enuncia el siguiente teorema.

Teorema 6.3.3. Dado 6 > 0, para cualquier x € D, se tiene
lim P, (7'5 < eL?) =0.
e—0

Mds atin, la convergencia es uniforme sobre compactos de D,,.
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Demostracion. Por el paso anterior podemos tomar p; > 0 tal que

-5
lim sup ch<7'6 < eAT> =0.
e—0 x€§p1 (p)

De acuerdo a las hipotesis ¥, para cada x € D, el sistema deterministico X*° visita
Bay (p) en un tiempo finito 7, manteniéndose a una distancia positiva d, de 0D,
durante el intervalo [0, T, ]. Luego, podemos definir las aplicaciones

TZDp —>R20
z+— T, :=inf{t >0: X"" € Bu(p)}

2

d:D, — Ry
r+— d, = Infoser, d(Xf’o, GDP).

Con esto, si consideramos el evento

O;={X;"eD, VO<t<T,, 72(B,(p) <T:},

usando la estimacion (4.11) tenemos que

lim P,(0°) = 1.

e—0
A—§
Asi, notando T~ := e < , obtenemos
P(1.<T7 )< P(O°N{r. <T })+ P.((©%)°).

Trabajaremos, ahora, con el primer sumando del miembro derecho de la desigualdad.

(B (p)) st 7e(By(p)) < T
Definimos el tiempo de parada 7} :=
—+00 en caso contrario

Se tiene

P.(O°N{m. <T7}) < P 7'6(§p1 (p) <7-<T7)
== Ex( 1{Tg<T*}]—{TE*<+oo})

S Em( 1{T5< T— +T€*}]—{TE*<+00})

- Em( Em( 1{TE< T_+TE*}1{TE*<+OO} | fT:))7

donde todas las indicadoras se encuentran evaluadas en el proceso X*¢.

Si f := 1{;.<p-}, podemos escribir

Eo(Eo( Tincrsrmlirratoo) | Fre)) = Eo(Eo( (f 0 0r) L cyooy | Frr))
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donde, 0.+ es el operador shift definido por
X0 = 0 (X70).
Por la propiedad fuerte de Markov

Eo(Ea((fo 97’3) Lirr<too) | 7:7;)) = Em(l{rg‘<+00}EX”:’;< Lir< T‘}))
= Ew(l{Tg<+00}PX$T’f( Te < Tﬁ))

< ]Ea:(]-{TE*<+oo} iup Py( Te < Tﬁ))
yeBﬂl(p)

< sup Py(r.<T7)
yegpl(p)

notando que, en la antetltima desigualdad, usamos que X7.° € B,,(p) si 77 es finito.
Entonces, se obtiene

P (. <T7) < sup Py,(r. <T7)+ P,((©°))

ye§01 (p)

Como ambos sumandos del lado derecho de la desigualdad tienden a cero cuando ¢
tiende a cero, queda demostrado el resultado.

Para probar la convergencia uniforme sobre compactos de D,,, notemos que la con-
tinuidad del flujo deterministico (z,t) — X} % implica que la aplicacion T es semicon-
tinua superiormente y que d es semicontinua inferiormente. Luego, dado un compacto
K C D,, existe un tiempo finito Tk := sup,x 1, tal que, para todo = € K, el sistema

deterministico X visita By, antes de tiempo T y se mantiene a una distancia
2

positiva dx = inf,exc d, de 0D, durante el intervalo [0, T |. Asi, redefiniendo
O:={X;""eD, YVO0<t<Tx, 72(B,(p) <Tx},
y usando nuevamente la estimacion (4.11), que es uniforme en z, tenemos que

lim sup P,(©°) = 1.

=0 zek
El resto de la demostracion se sigue igual. O

6.4. Cota superior

Nos concentramos ahora en probar la cota superior para el tiempo de parada 7.. Esto
es, para cada x € D,y 0 > 0,

, A+S
hrr(l)Pz<TE > e 2 ) = 0.
E—
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Para la demostracion, utilizaremos el hecho de que, dados T > 0y € RY, las medidas
inducidas en C([0,7T ], R?) por la familia de soluciones (X% ). cumplen un Principio
de Grandes Desvios. Necesitaremos de esto para probar el siguiente lema.

Lema 6.4.1. Dado 6 > 0, se tiene

lim sup P, (Ta(ﬁG’) > e%) =0. (6.16)

e=0 reqy

Demostracion. Haremos la demostracion del lema en dos pasos.

1. Veremos primero que, dado § > 0, existe un tiempo 7T tal que para cada x € G’, se
tiene un conjunto de trayectorias &£, r que verifica las siguientes condiciones:

L. ¥ € C([OaTLRd)? VQO € gx,T
2. Toda trayectoria de &, 1 se escapa de G’ antes del tiempo 7.

3. Para todo € > 0 suficientemente chico vale inf,cqv P(X*¢ € E,7) > a., donde
a+d

a. :=T/e 2.

Aqui es donde entrara en juego la teoria de grandes desvios. La idea serda mostrar que
para cada x € G’ existe una trayectoria ¢©® que comienza en x, con funcién de tasa
menor a A —l—% y tal que no solamente p* se escapa de G’ antes que T, sino que también
cualquier trayectoria lo suficientemente cercana en norma infinito hara lo mismo.

Construiremos ¢” explicitamente para cada x. Nuestra curva ¢* estaré partida en
tramos de tres tipos:

= " sigue la trayectoria dada por el sistema deterministico
= " sigue el reverso la trayectoria dictada por el deterministico

= " es una interpolacién lineal entre dos puntos cercanos de G'.

En vista de este ultimo punto, debemos garantizar que una interpolacién lineal entre
dos puntos suficientemente cercanos no hace un aporte significativo a la funcion de tasa
de ¢*. En efecto, sea s una interpolacion lineal a velocidad uno entre dos puntos de
G', 79 y x1; es decir, s : [0, |x; — 29| | — R? definida por

(71 — x0)
|1 — 20 '

S(t) = X9 + t (617)

Como G es un dominio acotado, existe R > 0 tal que la imagen de cualquier interpola-
ciéon lineal s entre puntos de GG esta contenida en una bola de radio R, que notaremos
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BR. ASi,

< é|$1 — Zo|

donde C' es una constante que solo depende de b. Teniendo en cuenta esto, tomemos
r > 0 lo suficientemente chico como para garantizar que la funciéon de tasa de una
interpolacion lineal a velocidad uno entre dos puntos xg, x; a distancia menor que 2r,
no sea superior a 2. Podemos suponer, ademés, que B,(z) C G, y que d(q,G’") > r.
Definimos tamblen el conjunto,

G(z,r) ={z € G, : d(xz, W) <r}. (6.18)

La trayectoria ¢® varia segin dénde se encuentre z. La construccion en los distintos
casos se realiza de la siguiente manera:

» z € G(z,7)
1. Elegimos un punto z; € W; a distancia minima de x e interpolamos = con
x1.
2. Desde x1, seguimos el flujo deterministico hasta llegar a un x5 € B, ().
3. Una vez en z,, interpolamos a un x3 € W N D, a distancia r de z.
4. Seguimos, nuevamente, el flujo deterministico desde x3 hasta llegar a un

punto x4 € G, a una distancia al menos r de G'.

» Siz e D, N (G’ \ G(z,r}), simplemente seguimos la trayectoria deterministica
hasta llegar a un punto x4 como el descripto arriba.

= z€D,N(G'\G(z,7))

1. Seguimos el flujo deterministico hasta alcanzar B,(p).
2. Desde B, (p), interpolamos a un punto z € S,(p) N W2

3. Una vez sobre la variedad inestable W}, podemos ir con el reverso de la
trayectoria deterministica hasta un =4 € D, NS, (2).

4. Continuamos como en el primer caso.

Verifiquemos que la ¢ asi construida cumple lo deseado.

Propiedades de ¢*
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» " es una trayectoria absolutamente continua que comienza en .

Esto es consecuencia directa de la construccion, pues cada en cada tramo la
trayectoria es absolutamente continua.

El tiempo total t, de la trayectoria p* estd uniformemente acotado en .

Esto se debe a que los tramos en los que la trayectoria sigue el flujo deterministico
(o su reverso) transcurren en un tiempo acotado, pues ésta se mantiene a una
distancia positiva de los equilibrios. También se debe a que las interpolaciones
lineales duran un tiempo a lo sumo 2r cada una.

©* tiene funcion de tasa menor a A + %.

Ademas, su funciéon de tasa puede calcularse como la suma de las funciones de tasa
de cada tramo. Asi, ya hemos visto que cada interpolacién lineal tiene funcion de
tasa menor a g y, como en ningtn caso el niimero de interpolaciones supera a tres,
tenemos que el aporte que éstas hacen a la funcion de tasa de ¢* es menor que
%. Por otro lado, los tramos en donde la trayectoria sigue el flujo deterministico
tienen funcion de tasa nula (aqui ¢ = b(p®)). Por ultimo, si la trayectoria sigue
el reverso del flujo deterministico, es decir ¢* = —b(¢"), tenemos

3 [ O -seoPa =5 1= )P

t1 t1

9 / (et ()P dt

t1

_y [ AU ()
-2 [

1

=2(U(¢"(t2)) — U(¢"(t1)))

=2(U(x5) = U(x}))

donde 7}, x} son los puntos correspondientes en la construccion anterior y to, t;
son tales que ¢*(t;) = x. Recordando que %, 2] € D, N WY, se obtiene que
2(U(zy) — U(x})) < A. Con esto, la funcién de tasa de ¢” resulta a lo sumo
A+ g, como queriamos ver.

Toda trayectoria que diste en norma infinito en menos que r de ©* se escapa de
G’ antes que t,.

Nuevamente se deduce de la construcciéon ya que la trayectoria ¢* se escapa de
G’ y, antes que t,, pasa por un punto a distancia al menos r de G'.

Notemos que, para cada z € G’, tenemos construida ¢® en el intervalo [0,t,].

Buscamos que todas las trayectorias estén definidas en un tnico intervalo [0,7'], in-
dependiente de z. Para eso, definimos 1" := sup,co t, < +00 y extendemos a ¢* en



6.4. COTA SUPERIOR 105

el intervalo [¢,,T ] siguiendo el flujo deterministico. Puede verificarse que las trayec-
torias (¢”)zecr asi construidas en el intervalo [0,7"] conservan las propiedades antes
mencionadas.

Para concluir el primer paso de la demostracion tomamos como nuestro conjunto
de trayectorias a &, 7 = {¢» € C([0,T],RY) : or(¢, p®) < r}. Asf definido, &, 7 verifica
las primeras dos condiciones por construccion y la tercera como consecuencia de (b)’

del Corolario (4.4.5).

2. Si llamamos T" = e%, podemos partir el intervalo [0,7"] en subintervalos de
longitud 7"y, usando la propiedad de Markov, obtener

P(1.(0G") > T) < Px(Xf €eG Vte[(k—1TKT], k=1,..., {ED

T
[
= Ex( H lixze G/Vte[(kq)T,kT]})
k=1
5]
= Ex<Ex( H Lixseavie((k—1)TkT)) | f([TT*]—l)T)>
k=1
[4-)-1

= Ex< H Lixsearvie ((k—n)Tr)y Exe - (Lixseavie [07T]}))

Pl GF-or
[Z5)-1
= Ea:( Lixzearvie ((k—1)T kT PX(E[ i (X;e GVte [O,T])>
k=1 T
[Z5)-1
< Ew( H Yxsearvie (k—1)TkT]) sup P(X™® ¢ 53;,T)>
kel zeG’
T+
< Pm(Xf eG Vte|k—1DTkT], k=1,..., [T - 1}).(1 —a)
Notemos que en la antetltima desigualdad hemos usado que X(E[ ) 1y € G yla
TE)

inclusion de conjuntos
{X® e G paratodo t € [0, T]} C{ X" ¢ &, 1} parazxzeG. (6.19)

Recordando la tercera condicién que cumplen los conjuntos &, 1, obtenemos la tltima
desigualdad. Por tltimo, utilizando un argumento inductivo obtenemos la acotacion

P (0G") > T) < (1 — a.) 5, (6.20)
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Como la acotaciéon es uniforme en G’, tomando limite con ¢ tendiendo a cero, conse-
guimos
lim sup P,(7.(0G") > T") =0,

e—0 zeQ!

como queriamos ver. O

Necesitaremos también el siguiente resultado?.
Lema 6.4.2. Eziste 6y > 0 tal que, dado 0 < § < 6y, existe ps > 0 que verifica

lim sup P, (Ts(aG/ \ 07) < e < 7'6(8‘1)) = 0. (6.21)

€70 2B, (p)

Demostracion. La idea sera seguir los pasos realizados para la cota inferior.

1. Probaremos el resultado en el caso en que la posicion inicial viene dada por la medida
invariante del proceso, condicionada a una bola B,(p) de radio p adecuado. Es decir,
mostraremos que, dado § > 0, existe p > 0 tal que

lim P, 5, ) (Ts(ac:' \97) < e < Tg(aq)) ~0. (6.22)

si 0 < g, con un dg apropiado. Al igual que en el primer paso de la cota inferior, por la
continuidad de U podemos tomar p, ¥ > 0 dependiendo de 0, tales que para cualquier
T > 0 se tiene
12 ~
LG\ 0) ) _an

P, Xz € (0G'\ 89) g < e~ 2, 6.23
Ms7Bp(p)( T ( \ )(19)) — ﬁ(Bp(p)) ( )
A4S

donde A := 2(mingepeno U(y) — U(p)) > 2(U(z) —U(p)) = A. SiTH := e 7, sean
N = [Z—:] la parte entera de Z—;, ti = 13,0 < i < N,y tyy = TT. Recordemos que
utilizando el Principio de Reflexiéon podemos obtener

P( max sup |W;— W, | > 1> < 2d(N +1)e” =,

0<SN ¢, <t<t;41

para alguna constante positiva «.

Si llamamos A al complemento del evento en la desigualdad de arriba, usando
nuevamente que b es Lipschitz y el lema de Gronwall, tenemos una estimaciéon similar
a la dada en (6.10). En efecto, en el evento ({X,i’€ eG}n A) vale, para t; <t <t;41

‘th,g . Xtai,a’ < eﬁlt*ti‘(s P sup ’b(x)’) (6'24)

zeG’

Asi, para x € B,(p) tenemos

P (1.(0G"\ 97) < T" <7.(0%) < Po(A°) + P,({7-(0G'\ 87) < T* < 7.(87)} N A)

< 2d(N +1)e” = + P,({r.(8G"\ 87) < T* < 7.(8)} N A)

2El Lema 6.4.2 es consecuencia inmediata del Teorema 6.5.7, que mostraremos méas adelante.
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donde, ademas, se verifica la inclusion

N
{r2(0G'\0") < T < 72(0")} N A C [J{XD7 € (0G"\ 0) )} (6.25)
i=1
En efecto, como 77(0G"\ 07) < T, existe i = 0,..., N tal que t; < 77(0G"\ 09) < ti41.
Por (6.24), obtenemos
X5 " = X ocnom| <V

si € es lo suficientemente chico. Observemos que estamos en las condiciones de (6.24)
pues t; < 7E(OG"\ 99) < 7(99) implica, para x € G', que X;'° € G’ y consideramos
Unicamente las trayectorias en A, en donde la oscilacién del Browniano se encuentra
controlada. Con esta tltima desigualdad se muestra que X;'° € (9G"\ 07)y para
algin i = 0,..., N. Observando que X;"° = X" =z ¢ (0G"\ 07) gy, vemos que debe
ser ¢ # 0y, asi, concluimos la inclusién de conjuntos de arriba. Luego, para =z € B,(p)
se tiene

Po(m(0GN\0%) < T* < 7.(07) < 2d(N+1)e 5 +3 " P(X € (9G"\0") ). (6.26)

=1

Integrando respecto de la medida ., g, (), obtenemos
Pu. i (7:(0GN\O") < TT < 7.(07)) < 2d(N+1)e ES+Z e (X005 € O(DyNG) ),

(6.27)
si € > 0 es lo suficientemente chico. Teniendo en cuenta la acotacion hecha en (6.23),
resulta

LIOG\ ) w)) 59
L(B,(p))

w\@

P

He, Bp(P)

(1.(0G"\ 0%) < T* < 7.(97)) < 2d(N + 1)e”

LG\ 9 wn) T+ 50
LBp) @

< 2d(N +1)e” = +

(A—A)—26
_ o ﬁ((aG, \ aq)(ﬁl)) e 2
=2d(N + 1)e” 8 +
W+ LEB0) @

Como A — A > 0, si § < & con & adecuado, se tiene (8 —A)—26 > 0y, por la
acotacion anterior, obtenemos

hm P

He, Bp(p)

(1(0G"\ 9%) < T < 7.(07)) =0

2. Para terminar la demostracion del lema, al igual que en el Paso II de la cota inferior,
bastara con mostrar que existe ps tal que

P (:(0G'\ ") < T* < 7.(07)) — Py (7:(0G'\ ") < T* < Ts(aq))‘ —0.

lim  sup
e—0 x, ' €Bp; (p)

(6.28)
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si & < dp, con dy el dado por el paso anterior. Para ello, usaremos nuevamente el
acoplamiento de Lindvall-Rogers. Por la Proposiciéon 5.2.3 y el Lema 6.3.1, podemos
tomar py > 0 tal que la condicion en (5.5) vale para todo u # v € B, (p) y 0 < ps < po
tal que
3% _e
sup By (7:(Sp(p)) < e?) < e,
y€By;s(p)
donde S, (z) = {y € R?: |y — x| = po} y c1 es alguna constante positiva.
Sean ahora z,2’ € B,, y acoplemos, segin el método de Lindvall-Rogers, dos pro-
cesos empezando en x y @', respectivamente. Si Q, := {7¥(0G" \ 97) < T+ < 7¥(8)}
entonces

|Pu(2) = P (Q)] = [E(Lq, — 1q,,)|
<E(|1q, — 1q,|)
< E(Lmin {r2(067\0), 7200} < T, oo} T Limin (r2/ 061\09), 72 (00)} < T, 1))
=E(l 00 <1, 0y T 1o 0oy <1, 1))

= Pw(Ta(aG/) < TIJ/)—FPJCI(TS(aG,) < wal)

El resto de la demostracion es similar a la del Paso II de la cota inferior. 0
De los Lemas 6.4.1 y 6.4.2 se deduce el siguiente corolario.

Corolario 6.4.3. Dado 0 > 0, existe ps > 0 tal que

lim sup P$<Ta(8q) > e%> = 0. (6.29)

*04€B,, ()

Demostracion. Podemos suponer que d < 9y, donde g es el del Lema 6.4.2. En efecto,
sio > (50 s
A+d +
Pr<7'€(aq) > 687-5> < PI<TE(8‘1) > 68720>
y bastara, entonces, con probar que el término de la derecha tiende a cero. Como § < ¢y,
por el Lema 6.4.2 podemos tomar ps > 0 tal que

lim  sup P(7.(0G"\ 97) < e < 7.(07)) = 0.
=0 2eB,, ()
SiTH .= e%, para x € B,,(p) tenemos

Po(7:(07) > T") = P(7.(0G") > T") + P.(7.(0G"\ 97) < T* < 7.(97))

<sup P(7.(0G) >T") + sup Pu(7.(0G"\ 9% <T" < 7.(97)

zeG’ IGE% (p)



6.4. COTA SUPERIOR 109

Como z € B,,(p) es arbitrario, resulta

sup  Pu(7.(0%) > TT) < sup Po(1:(0G") > TH)+ sup Pu(r.(0G'\0?) < TT < 7.(97)).

2€Bs (p) zeG 2€B 4 (p)

Observando que el primer sumando de la derecha tiende a cero por el Lema 6.4.1 y que
el segundo lo hace por la eleccion de ps, obtenemos el resultado. O

Ahora si, estamos en condiciones de demostrar el resultado principal de esta seccion.

Teorema 6.4.4. Para cada v € D, y 0 > 0 se tiene

A4S

lim P, <TE > eT> —0. (6.30)
E—
Mds atin, la convergencia es uniforme sobre compactos de D,,.

Demostracion. Haremos la demostracion en dos pasos.

1. En primer lugar, probaremos que el resultado vale uniformemente sobre una bola
B,,(p) con ps adecuado. Esto es, dado § > 0, existe ps > 0 tal que

lim sup Pu(r. >T")=0. (6.31)

e=0 x€§p5 (p)

Por el corolario anterior, existe ps > 0 tal que

Atg
lim sup Px(TE(ﬁq) > 67) = 0.

“04€B,, ()

Si x € B,,(p) entonces

T+ T+
P:):(Ta > T+) = Px<’7'5 > T ,Tg(aq) > T) —FPI(TE > T+ ,Tg(aq) < T)

T+ T+
<P, (Tg(aq) > T) + P, (TE >T 7.(07) < T)
Bastara, entonces, con mostrar que cada sumando de la derecha tiende a cero uni-

formemente en B, (p). Para el primer sumando, tenemos que si € es suficientemente
pequeno entonces

P, (Tg(a‘l) > %) _p (76(6‘1) e ; )
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donde el dltimo término tiende a cero por el corolario. Como la acotaciéon es indepen-
diente de x € B,,(p), obtenemos la convergencia uniforme. Ahora, resta trabajar con
el segundo término de la derecha.

T:(07) si 7.(09) < TT+
Definimos el tiempo de parada 77 :=
400 en caso contrario

< Ef@{w% +ra(aq>}1{rs<aq)g%})

Por la propiedad fuerte de Markov

B (1,0 x4y Lmeeron) | P ) S B Tgmzcion) B, (1,0 2, ))

T+
< Ex< 1 <yooy SUP Py ( T, > T))

€

T+
< sup PQE(T8 > —))
€9 2

donde en la primera desigualdad usamos que X7. € 07 si 77 es finito.

Notemos que, por la continuidad del flujo (z,t) — X} "0 existe un tiempo T tal que,
si el sistema deterministico X*° empieza en 99, entonces éste visita B (q) en [0,T].

. . ~ . +
Luego, si € es suficientemente pequefio como para garantizar T < —-L—. obtenemos
) 2

T+ T, e z,0 c -9
sup P, 7. > —— ) < sup P(or(X™°, X*%) > =) < Cie 2 (6.32)
z€d9 2 €84 2
con (', Cy constantes positivas independientes de €. Asi,
At+d Ca
sup P, (7’8 > T+) < sup P, (Te(ﬁq) > 652) + Cie 2, (6.33)
xEEP(S (») megﬁg (p)

de donde se deduce el resultado.

2. Procedemos como en el Paso III de la demostracion de la cota inferior. Vimos arriba
que dado 0 > 0 existe p > 0 tal que

T+
lim sup Px<7'€ > —> = 0. (6.34)

=0 1eB,(p) 2
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Sabemos ademés que para cada x € D, existe un tiempo T, tal que si el sistema
deterministico empieza en z, éste alcanza Beg (p) durante el intervalo [ 0,7} |. Usando
la estimacion en (4.11), concluimos

lim P, (7.(B,(p)) > T;,) = 0. (6.35)
Asi B B
Po(1.>T") < Po(7.>T", 7(By(p)) < Tu) + Pu( (B, (p)) > Ts).
Trabajemos con el primer término de la derecha.

Te(Ep(p)) si TE(EP(p)) < TT+
Definimos el tiempo de parada 77 :=
400 en caso contrario

. . ~ . +
Si € es suficientemente pequeno como para garantizar T}, < TT entonces

P(1.>T+, Ta(Ep(p)) <T, < ch<7'6 > Tt Ta(Ep(p)) < 2)

2
T+ — _ T+
< P> 4Bl B0 < 5 )
- Ew( 1{Tg> Lr 7y 1{Ts*<+00})
=E, ( Ef”( 1{rg> I ) Lirr <o) ’ FTS))
< Ex( 1 ctoo} EX% < 1{Ts> TTJF}))
T+
< Ex( 1{Tg<+oo} sSup P, (7—2 > _))
z€B(p) 2
T+
< sup P, (7‘5 > —)
x€B,(p) 2
Luego, concluimos
T+ —
P(1.>T")< sup P, (TE > T) + PI(TE(Bp(p)) > Tx). (6.36)
z€B,(p)

Observando que el miembro derecho de la desigualdad tiende a cero por (6.34) y (6.35),
se consigue el resultado.

Por tltimo, veamos la convergencia uniforme sobre compactos de D,. Por la con-
tinuidad del flujo deterministico, sabemos que dado un compacto K C D, existe un



112 CAPITULO 6. IMPREDECIBILIDAD DEL TIEMPO DE SALTO

tiempo T tal que, para todo x € K, el sistema X*? alcanza Bs ) en [0, Tk ]. Utilizando
nuevamente la estimacion (4.11), obtenemos

lim sup P,(7.(B,(p)) > Tx) = 0. (6.37)
e=0 zek
Con esto nos conseguimos un tnico T que juega el papel de T, para todo z € K. La
demostracion es entonces idéntica a la dada arriba. O

6.5. El escape de G’

Habiendo terminado con las cotas inferior y superior para el tiempo de salto, debemos
mostrar ahora el caracter exponencial de la distribucion asintotica del tiempo de salto
normalizado i Mas precisamente, nuestro objetivo es ver que para cada xz € D, se
tiene

ll’i% P (m.>tB)=e¢" Vt>0. (6.38)

Para ello, estudiaremos como el proceso escapa de G'. Una vez que mostremos que el
tiempo de escape de G’ y el tiempo de salto son asintoticamente similares, para ver
(6.38) bastara con probar que para p > 0 suficientemente chico se tiene

lim sup |P.(7.(0G") >tB.) —e ' |=0 Vt>0. (6.39)

e=0 2€B,(p)

Esto reduce nuestro problema original a uno mas sencillo: el problema del escape de
un dominio acotado.

Para mostrar (6.39), la idea serd, esencialmente, ver que la familia (77).~o exhibe
pérdida de memoria asintotica. Esto es,

lim [pp@(aa') > (t+ 8)7.) — Py(1-(8G") > t7.) Py (1.(0G") > 5%)] —0, Vit5s>0,
(6.40)

donde 7. es un pardmetro de normalizaciéon apropiado. Como la exponencial es la tinica
distribucién continua con pérdida de memoria, valiéndonos de un resultado adecuado
sobre convergencia de medidas, concluiremos el resultado para el caso x = p y con
parametros de normalizacion 7. en lugar de (.. Luego, utilizando el acoplamiento de
Lindvall-Rogers, seremos capaces de extender esto tiltimo uniformemente sobre Ep (p).
Finalmente, veremos que podemos cambiar los parametros 7. por 3. en lo que hemos

probado, obteniendo (6.39).

Nos seran necesarias algunas definiciones previas, que damos a continuacion.

Definicion 6.5.1. Sea (S, p) un espacio métrico y sea IT una familia de medidas de
probabilidad definidas en (S, B(S )) Decimos que II es relativamente compacta si cada
sucesion de elementos de Il contiene un subsucesion débilmente convergente.

Definicion 6.5.2. Sea (S, p) un espacio métrico y sea IT una familia de medidas de
probabilidad definidas en (S,B(S)). Decimos que II es tight si dado € > 0, existe un
compacto K. C S tal que P(K.) > 1 — ¢, para cada P € II.
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El siguiente teorema, debido a Prohorov, relaciona ambas definiciones.

Teorema 6.5.3 (Prohorov). Sea S un espacio métrico completo y separable y sea 11
una familia de medidas de probabilidad definidas en (S, B(S)). Entonces

IT relativamente compacta <= 11 tight.

Enunciamos y demostramos a continuacion el principal resultado sobre la distribucién
asintotica del tiempo de escape de G'.

Teorema 6.5.4. Para cada € > 0 definimos v > 0 por la relacion
Py(1:(0G") > 7)) = e (6.41)

y para t > 0 notamos

ve(t) = Py(1:(0G") > tv.). (6.42)

Entonces

(1) Existe una familia (6:)es0 C Rsg, con lim._od. = 0, tal que dados s,t > 0 , se
tiene

Ve($ 4+ 0)ve(t) — Ye(s,t) S ve(s+t) < ve(s)ve(t — 02) + (s, t) (6.43)
donde 1.(s,t) es una funcion tal que

lim sup .(s,t) =0, V to>0 fijo. (6.44)

=0 5>0, t>t,

1) La familia (v.).>q es asintéticamente tight: para toda sucesion (€;);eny € Ry tal
g 3li
que lim; ., o ; = 0, se tiene que (Ve,)jen es una familia tight.

(17i) Existe p > 0 tal que, para todo t > 0, se tiene
lim sup |P,(7.(0G") > ty.) —e | = 0.

~02€B,(p)

Para la demostracion del teorema necesitaremos de dos lemas previos que figuran a
continuacion.

Lema 6.5.5. Existe p > 0 tal que , para todo t > 0

lim  sup  sup|Pu(7.(0G") > ty.) — Pu( 1.(0G") > tr.)| = 0. (6.45)

e—0 z, $’€§p(l)) t>0

Demostracion. Se prosigue de forma anéaloga al lema similar en el Paso II de la seccion
sobre la cota inferior. O
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Lema 6.5.6. Sea 0 < a < A y definamos 1. := e . Entonces,
(1) lime_q Z—z =0

(i4) Ume_osup,eqr Pe(7:(0G") > 0., 7.(B,(p)) > n.) = 0, donde p > 0 es el del Lema
6.5.5 previo.

Demostracion.

(1) Notemos que, de forma analoga a lo hecho para (. en la cota inferior, podemos
concluir lfm inf, o e%log(vy.) > A. Con esto, probamos que existe g > 0 tal que, para

A+ta
0 < e < g, vale la desigualdad et < .. En particular, lim._,q z— =0.

(77) La idea para probar (i7) es similar a la del Lema 6.4.1 de la cota superior. Debemos
mostrar que existe un tiempo 7T tal que, para cada z € G’, se tiene un conjunto de
trayectorias &, r que verifica las siguientes condiciones:

L. ¥ S C([OaT]de)a VQO € g:l:,T

2. Toda trayectoria de &, 1 alcanza (9G' U B,(p)) durante el intervalo [0,7].

a/2

3. infeqe P(X™° € &E,1) > @, donde @, :=T/e =7 .

Para esto, nuevamente la idea sera construir para cada x € G’ una trayectoria ¢® co-
menzando en z, con funcién de tasa menor a § y tal que, durante el intervalo [0,7'],
no solamente ¢ alcance (8G’ U Bp(p)), sino que también cualquier trayectoria lo sufi-
cientemente cercana en norma infinito haga lo mismo.

Al igual que antes, tomamos r < p lo suficientemente chico como para garantizar
que la funcién de tasa de una interpolacion lineal a velocidad uno entre dos puntos g,
71 a distancia menor que 27, no supere §. Suponemos, ademés, que B,(z) C G. y que
d(q,G") > r. Recordemos el conjunto

G(z,r) ={z € G, : d(z, W) <r} (6.46)
y construyamos, segin donde se encuentre xz, ¢* como sigue:

n z € G(z,7)
1. Elegimos un punto z; € W; a distancia minima de z e interpolamos x con
x1.
2. Desde x1, seguimos el flujo deterministico hasta llegar a un x5 € B,(z).
3. Una vez en x5, interpolamos a un x3 € WY N D, a distancia r de z.
4. Seguimos, nuevamente, el flujo deterministico desde x3 hasta llegar a un

punto x4 € G, a una distancia al menos r de G'.

» Siz € D,N(G'\ G(z,1)), simplemente seguimos la trayectoria deterministica
hasta llegar a un punto x4 como el descripto arriba.
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» € D,N(G'\G(z,7))
1. Seguimos el flujo deterministico hasta alcanzar S,.(p).

De manera anéloga a lo hecho en la seccion anterior, podemos verificar que ¢® cumple
las siguientes propiedades:

" es una trayectoria absolutamente continua que comienza en .

» El tiempo total t, de las trayectorias ¢ estd acotado en .

&

= " tiene funcion de tasa menor a g

» Toda trayectoria que diste en norma infinito en menos que r de ¢* alcanza
(0G' U B,(p)) antes que t,.

Una vez mas, extendemos las trayectorias ¢* hasta el tiempo 7" := sup, ¢ t, siguiendo
el flujo deterministico y tomamos &, 7 como un entorno de ¢* suficientemente pequeno.
Los conjuntos (&, 7)zeq asi construidos verifican, como antes, todo lo pedido. Luego,
teniendo en cuenta la inclusion de conjuntos

{X{"° ¢ (0G' UB,(p)) paratodo t € [0,T]} C{X" ¢ &, r} (6.47)

procedemos de manera similar a lo hecho en el Lema 6.4.1 para conseguir
P(7.(0G") > 1, 7.(By(p)) > n.) < (1 —a)lr), (6.48)
donde un calculo directo muestra que el miembro derecho de la desigualdad tiende
a cero. Como la acotacion es uniforme en x € G’, tomando supremo y limite con &
tendiendo a cero, obtenemos el resultado. O
Ahora si, estamos en condiciones de demostrar el teorema.
Demostracion del Teorema 6.5.4.
(1) Tomemos s > 0 y definamos
R¥*® =inf{u > sv.: X7° € B,(p)}

donde p > 0 es el de los Lemas previos 6.5.5 y 6.5.6. Con RZ® asi definido, podemos
descomponer v, (t + s) como

Ve(t+s) = Py(1:(0G") > (s+t)7e, RS > $741:)+Py(1:(0G") > (s+t)7y=, R < s7y.+1e).
Observemos que para x € G’

Px(Ts(aG/) > 5% + 0., RI> sy +1.) = Ex( Ex(l{T€(8G/)>575+7]5 ,R2>S'ys+ns}’-7:5’ye))
= E.(Lr 00> Exzyz (L 0650, , 7o Bol))>ne)))

< sup P, (7’6(86") >, Te (Fp(p)) > ng).

zeG’
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Como lim,_, Z—E = 0 y la acotacion de arriba es uniforme en z € G’, por el Lema 6.5.6
obtenemos

lim  sup sup Pu(7:(0G') > (s +t)y., RS> sv.+1n.) =0 V to >0 fijo. (6.49)

=0 5>0,t>t) zeG’

Ahora, nuestro objetivo sera acotar superior e inferiormente el segundo término de la
descomposicion. Comenzamos por dar una cota superior.

RP# si RPS < sv. — e
Definimos el tiempo de parada 77 :=
+00 en caso contrario

Notemos que podemos escribir

Pp(Ta(aG/) > (3 + t)’Y& ) Rﬁ < s+ 775) = Ep( Ep(l{Te(aG’)>(s+t)% ) R§§8%+ns}‘~’fﬂ'§))

y reducirnos asi a acotar la esperanza condicional. Luego, podemos calcular

Ep(Lir 06> s+ , Re<sven 1 Frz) = Ep(Lr 0675591 Lr(067)—sve >tre} LiRs <svetn} | Frz)
- Ep(]-{TE(BG”)>8'yg} 1{7'5(8G’)—8'yg>t'yg} 1{7'5*<+oo}|f7—5*)

< 1ipans>sye) Bp(L{n 06— >ty —n Yrr<too}| Frr)

donde en la tltima linea hemos usado que {7?(0G’) > s7.} € F,+. Por la propiedad
fuerte de Markov

Ep(Lra06)-rz>tre—ney Lirz <rootFrz) < Lmr <o Bxr=(7(0G) > 89 — me)

< sup Pu(1.(0G") > ty. — n.).

IGEP (p)

Luego, concluimos

Py(1:(0G") > (s4t)7e, R < $7.41m:) < Py(1.(0G") > s7.) sup Py(1:(0G") > ty.—n:).
xGEP(p)

(6.50)
Veamos ahora la cota inferior.
RP-® si RP® < sv. 4.
Definimos el tiempo de parada 7% :=
+00 en caso contrario

Observemos que por definicién de R?* vale la desigualdad
Py(1:(0G") > (s + )., RS < 87.+1.) > Py(1:(0G") > ty. + R, RS < s7v. +1.).
Ademas

Py(1.(0G") > ty. + RE, RS < 57 +1.) = By ( Ep(1r (06> t7e 4720} Lrze < oo} | Free)).
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Por la propiedad fuerte de Markov

Ep(Lir. 06>ty Lrze <hoo} | Frer) = Lmrrchoo) Bxriz (Lm (0615102

> 1ipciooy f  Py(7.(0G") > t7.).

z€B,(p)

Asi concluimos

P,(1:(0G") > ty. + R, R} < sv.+1.) > P,(R: < sv.+1n.) inf P.(1.(0G") > tv.)

z€B,(p)

> P,(R: < s7: +1n. <1.(0G")) if P (1.(0G") > t.).

JCEE,) (p)
Si definimos

Ye(s,t) = sup  sup|Pu( 7.(0G") > ty.) — Pu(7-(0G") > tv.)]

x,x’eﬁp(p) t>0
Py(1:(0G") > (s + 1), RS > sv-+n¢)

Py(1:(0G") > s7: + e, B2 > 57 +12),
utilizando el Lema 6.5.5 obtenemos (7).

(1) Aplicando (6.43) inductivamente, resulta

Ve(2K) < (2 )F 1 3 (20,2), (6.51)
» 1 Lo~ i1
ve(1) = et el = 0"+ D wely 1), (6.52)

Ahora, dado 0 < 6 < 1, sea k € N tal que e™* g
y teniendo en cuenta (6.44), podemos tomar € >
lo siguiente:

y (1—=08)% < (¢ 71) Habiendo fijado k&
0 tal que para todo € < g¢ se cumpla

Soic $e(20,2) < §

1

S (L 1) < &,

m 2—0.>1,
1 1
u E_55>ﬁ
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Bajo estas condiciones, puede verificarse que v.(2k) < 0, v.(5;) > 1 — & para todo

e < gg. De aqui se deduce que la familia (1.).~¢ es asintoticamente tight.

(741) La idea sera mostrar que toda sucesion de variables aleatorias (7,7, ")jen con
lim; 4 €; = 0 que tenga limite en distribucién, converge a una exponencial con media
uno. A partir de esto, podremos probar que toda la familia (7.7.71).> converge en
distribucion y que el limite es una exponencial con media uno.

Supongamos entonces que (g;)jen € Ryp es tal que lim;_, &; = 0 y la sucesion
(72,7, ") jen tiene limite en distribucion. Es decir, existe 7 una medida de probabilidad
definida en los borelianos de R tal que lim; ., v.(t) = v(t) para todo ¢t punto de
continuidad de v, donde v(t) = 7 ((f,+00)). Entonces, se verifica

v(is+t)=v(s)v(t) Vit s>0. (6.53)

En efecto, sea 6 > 0y s,t > 0 tales que s,t y s+t son puntos de continuidad de v.
Tomemos ¢qp > 0 tal que s+ gy sea punto de continuidad de v y v(s+ qy) — v(s) > —0.
Como lim. g d. = 0, por la primera desigualdad en (6.43) tenemos que para e suficien-
temente chico se verifica

Ve(s + qo)ve(t) — Ye(s,t) < ve(s +t). (6.54)
Ademas, por elecciéon de qg, vale que

liminf v (s + qo) > v(s) — 6.

Jj—-+o0
Luego, tomando limite inferior en la desigualdad de arriba, resulta
v(s)v(t) —d <wv(s+t). (6.55)
Anéalogamente, se obtiene
v(s+t) <v(s)v(t)+ 9. (6.56)

Como tomamos d > 0 arbitrario, conseguimos
v(s+1t)=v(s)v(t) (6.57)

para s,t > 0 tales que s,t y s+t resulten puntos de continuidad de v. Por la densidad
de tales puntos y la continuidad a derecha de v, se deduce que (6.57) vale para todo
s,t > 0. Luego, v(t) = e~ para algiin a > 0. Si recordamos que v.(1) = e~! para todo
e > 0, entonces podemos concluir a = 1.

Por tltimo, notemos que como la sucesion (¢;);en € R puede ser cualquiera que
tienda a cero, por el teorema de Prohorov se tiene entonces que lim. g v.(t) = e~ para
todo t > 0. Esto prueba el caso x = p. De esto ultimo y el lema (6.5.5), obtenemos

lim sup |P.(7.(0G") > ty.) —e ' =0
e ZEEEP(I))

donde B,(p) es la dada por el mismo lema.
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El teorema anterior es un resultado que caracteriza el tiempo en el que el proceso
escapa de G'. Sin embargo, no nos dice por dénde lo hace. Conocer el lugar por donde
el proceso escapa de G’ también sera de importancia si queremos ver que 7.(0G’) es
asintoticamente similar al tiempo de salto, 7.. Notemos que por construcciéon de G, el
minimo de U sobre G’ se realiza en 07. Luego, tiene sentido pensar que el escape de G’
se dara a través de 97, pues es alli donde la barrera de potencial es menor. El siguiente
teorema muestra que este es el caso, si el proceso comienza en D, N G.

Teorema 6.5.7. Sea K un compacto contenido en D, N G. Entonces,

lim sup P, (X: ¢ 07) =0.

=0 zec

Demostracion. Dividiremos la prueba en dos pasos.

(I) Para cada r > 0 tal que B,(p) € D,NG

lim sup P, (7.(8G") < 7(B,(p))) = 0. (6.58)

=0 zec

(II) Si tomamos r suficientemente chico

lim sup P (X} e ¢ 07) = 0. (6.59)

=0 €Sy (p)

La demostracion se seguira de estas dos afirmaciones. En efecto, si x € K

P, (Xig(aG,) ¢ 07) < Py(7(0G") < 1.(B,(p)) )+ s (Xﬁg(aG,) ¢ 0%, 7.(0G") > 7.(B,(p))).

Te (Br(p)) sl T, (ET(]?)) < Ta(aG/)
Ahora, si definimos el tiempo de parada 7 :=
400 en caso contrario

entonces obtenemos

Po(Xe ey € 0, 7-(0G) = 7o (Bo(p) ) = B (Lxe, gom L))

= Eo (o (Lixe 0 00 Lim <oy | ) ).

€
e (8G!

Por la propiedad fuerte de Markov vale

Er (B (Lixe 0, 200 1 <o} Frr)) = Ba(Lirecron) Bxe, (L, 200)))

e (8G!

< sup Py(X7 ooy ¢ 0%),

y€Sr(p)
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pues la continuidad de las trayectorias implica que Xf;’a € Sy(p) si 7 es finito. Asi,
para todo x € IC vale

P (X5 o0y € 07) < P, <T5(8G/) < T. (E,(p))) + sup Py (X5 ooy € 07).

y€Sr(p)

De aqui concluimos el resultado a partir de (I) y (II).

I. De acuerdo a las hipotesis W, para cada z € Fp(p) el sistema deterministico X*°
visita B (p) en un tiempo finito T, manteniéndose a una distancia positiva d, de (G')°
durante el intervalo [0, T, ]. Luego, podemos definir las aplicaciones

T Dp — RZO
w— T, ==f{t >0: X7"° € B:(p)}

d: D, — Ry
xTr —— dw = infOStﬁTz d(XZC’O, (G,)C)

Ademés, por la continuidad del flujo deterministico (x,t) — X} 0 sabemos que T
es semicontinua superiormente y que d es semicontinua inferiormente. Luego, para
cada compacto K C D, N G podemos tomar las cantidades Tk = sup,cx T < +00 y
dic = infexc dp > 0. Con esto vemos que para cada = € K se tiene

Px(Ts(aG/) < TE(Br(p))) < B <QT1<X€7XO> > dy N ET) <P, <QTK(X€7 XO) > d/C A %)
Como la acotacion es uniforme en K, conseguimos (I) aplicando (4.11).

II. Sea r > 0 tal que Ba,(p) U Q,,(2) € G’ y la unién es disjunta, donde Q,(z) denota
el cubo abierto® de centro en z y lado 2u. Para u < 2r escribimos Q, = Q.(2) y
S. = Su(p), y definimos los tiempos de parada 7, como

no =0
oo = inf{t > 0: X7 € Sy UOQs,}

e inductivamente

N1 = f{t > 0, : X € S, U00Q, UIG'}

Onpt1 = inf{t > Np41 - Xf c 527» U 3Q2T}

para n > 0, con la convencién de que inf() = +oo. Notemos que la condicion?

) — 4o UI(TQIE) > 0 implica que los tiempos de parada n; son finitos en casi todo punto.
Luego, para cada = € S, podemos considerar la cadena de Markov Z7>¢ = X<, n > 0,
con espacio de estados S, U 0Q, U IG’. Si v* = min{n € N : Z»¢ € 0G'}, (6.59) se
convierte en

lim sup P, (Z; ¢ 07) = 0. (6.60)

e—0 .Z‘EST

3Tomamos entornos cibicos de z pues facilitaran algunos de los célculos en esta demostracion.
4Con referencia al primer item de la demostracién de la Proposicién 5.5.2.
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Verificamos entonces que vale (6.60) para r > 0 suficientemente chico.

Como v* es finito en casi todo punto y el evento {v* > n} = {Z;° ¢ 0G', ¥V j <n—1}
pertenece a la o-algebra generada por Z7°¢, ..., Z%  la propiedad de Markov para esta
cadena nos brinda, para cada x € S,

P.(Z; € 0G'\0") = P.(Z; € 0G'\ 0", v =n)

n=1

= ZEI(l{VZn}pZﬁ_l(Zf € oG’ \ 8q))

3
Il
—

- ) P.(Z5 € 0G"\ 99)
<Y E.(1psmPz (Z5 € 0G

S
Il
—

) P.(Z5 € dG"\ 89)
= P,(Z% € 0G
( ) S (7 e 90

P.(Z5 € 0G\ 97)
= sup
2€S5,U0Q Pz<Zf € aG/>

Alcanza con probar entonces que este tltimo término tiende a cero si 7 < p se elige
adecuadamente. Para esto, si 6 es el de la definicion de G, sea y := 2(6’ — U(z)), que
resulta positivo por construcciéon. Recordemos que en la prueba de la cota superior
vimos que existe una constante K > 0 tal que para cualquier ¢ interpolacion lineal a
velocidad uno entre puntos de x1, xo de G, se tiene [;,_4,((¢) < Kl|xg — xq]. Asi, si
pedimos que 7 > 0 sea tal que la funciéon de tasa de cualquier interpolacion lineal entre
dos puntos de G a distancia menor que 4v/dr sea menor a 27, podremos probar que
para ¢ suficientemente pequeno

A+X X
inf P,(Z € 9G') > e Z oy nf P.(Z] €0G') > 75 (6.61)
TES, TEQr
como también
At3x 2x
sup P.(Z; € 0G"\ 97) < e 2 y sup P.(Z; € 90G'\ 97) < e 2. (6.62)
xEST IEQT‘

Esto concluird la demostracion. Mostraremos tunicamente las acotaciones sobre S,
las cotas respectivas sobre (), pueden realizarse de forma analoga. Para demostrar la
primera desigualdad en (6.61) alcanza con construir, para un 7' adecuado y cada = € S,
una trayectoria ¢* € C([0,T], RY), con ¢*(0) = x y funcion de tasa menor a A + X,
tal que para cualquier ¢» € C([0,T], R%) con or (¢, ¢*) < % se verifica que, después de
alcanzar S,, por primera vez, ¥ escapa de GG’ antes de volver a S,., sin tocar 0Q),. En
ese caso, aplicando la cota inferior (b)! dada en el Corolario 4.4.5 conseguimos (6.61)
para ¢ suficientemente pequeno.
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Para obtener ¢® observemos que, procediendo de manera similar a lo hecho en
el Lema 6.4.1, podemos construir una trayectoria continua ¢? € C([0,Ty], RY) con
@P(0) = p y funcion de tasa menor a A + ¥ que se escape de G’ sin tocar JQ, y, mas
atin, que cualquier ¢ que cumpla o7, (¢, ¢?) < % haga lo mismo. Sean (¢, ;) el tiempo
y la posicion en que @P visita Sy, por ultima vez. Para cada x € S,., ¢* consistira de
una interpolacion lineal que una a x con p, seguida de otra que una p con ;. Desde
alli, ¢* continuara la trayectoria descripta por ¢P hasta salir de G'. Como la funcion
de tasa de cada interpolacién es menor a o5, tomando T' = T — t; + 3r vemos que ¢*
asi construida verifica todo lo que buscamos. Con esto obtenemos (6.61).

El argumento para mostrar la primera desigualdad en (6.62) es anélogo, valiéndonos
esta vez de la cota superior (c), del Corolario 4.4.5. Si notamos I' := S, U 0Q, U 0G’,
utilizando la propiedad fuerte de Markov para el tiempo de parada oy, la continuidad
de las trayectorias de X muestra que

sup P, (Z; € 0G'\ 87) < sup P, (Xig(r) € 0G"\ 9).

.1‘657“ y6527‘

Ahora, dado T} > 0, podemos acotar el miembro derecho de la desigualdad por

sup P, (X py € 0G'\ 87, 7.(T') < T) + sup P,(7(T) > Tp). (6.63)

y€ESa yESa
Para tratar con el primer sumando, tomemos ¢y = A + %X y observemos que si se
define F := {p € C([0,T5 |, R?) : ©(0) € Sar, Iz () < co} entonces para cada ¢ € F
yt € [0,T7], ¢(t) debe estar a distancia al menos r de G’ \ 9?. En efecto, si no
fuera asi tendriamos t; < T y = € G\ 07 tal que |p(t]) — 25| < r, y en ese caso
podriamos, luego de interpolar p con ¢(0), seguir la trayectoria de ¢ hasta p(t) y por
tltimo interpolar a 3, obtener una funciéon ¢ que une p con G’ \ 97 en un tiempo
finito y con funcion de tasa menor a A+ g X. Veamos entonces que esto tltimo no puede
suceder. Usando la identidad |u — v|? = |u + v|* — 4(u,v) para u,v € R? obtenemos

1

1) =5 [ lits) b)) s

=5 | 1B b s =2 [ (0).b(w6) s

:5/0 W(s)—l—b((w(s))|2ds+2/0 (¥(s), VU (4(5))) ds

1

= /OT [0(s) + b((w(s))|" ds + 2(U (v(T)) — U (¢(0)))

> 2(U((T)) = U (1(0))).

Como ¥(0) =py (T) € 0G"\ 94, vemos que la funcion de tasa de ¢ debe ser mayor
a 2(6 -U (p)) = A + x, lo cual contradice la construccién de 1. Luego, obtenemos

sup P, (ng(r) € 0G"\ 0%, 7.(I') < Ty) < sup P,(or; (XE,IF%’FS(CO)) >r).  (6.64)

y€S2r y€S2'r
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Con respecto al segundo sumando en (6.63), la proposicién a continuacién muestra que
podemos elegir T;; de forma tal que
A+x

sup Py (7(T') > Ty) <e 2.

yESQT

Con esto y (6.64), aplicando (c)!, del Corolario 4.4.5 obtenemos (6.62) para ¢ suficien-
temente chico. Esto concluye la demostracion del teorema. O

Proposicion 6.5.8. Sea p > 0 tal que B,(p)UQ ,(2) C G'. Si K, := G'\ (B,(p)UQ,(2))
entonces existen ¢ > 0, Ty > 0 tales que para cualquier ¢ suficientemente chico vale
c(T—-Tpy)

sup P, (Tg(ale) > T) <e

T€KS

Demostracion. Tomemos 6 > 0 tal que el conjunto (K,)z = {y € R : d(y,K,) < o}
no contenga a ninguno de los tres puntos criticos de U: p, ¢ y z. Como para cualquier
condicién inicial el sistema deterministico es atraido hacia p, ¢ o z, podemos definir
para x € (K,)3 el tiempo 7, = min{t > 0 : X»% ¢ (K,)5}. La aplicacion x — 7,
es semicontinua superiormente y, por lo tanto, existe Ty = SUPse (k) 5, T < +o00. En
consecuencia, el conjunto de trayectorias

F={peC([0,T],RY:¢(t) € (K,) ;s paratodo te [0,Ty]}

(SIS

(3)

es cerrado y no contiene ninguna trayectoria del sistema deterministico. Con esto y
(a),, del Corolario 4.4.5, concluimos que A := inf cp I (¢) > 0. En particular, si ¢
y ¢ son tales que Ig,(¢) < % y ¥(t) € K para todo 0 <t < Tp, entonces se tiene
oty (. ¥) > 2. Por (c)!, del Corolario 4.4.5, dado v > 0 existe gy > 0 tal que

A 5 _ 3
P,(1:(0K,) > Ty) < P, | on, | X°,Fg, 5))z5)se =

para todo z € K7, & < g¢. Utilizando la propiedad de Markov obtenemos

Pm(Tg(aK:p) > (’I’L + 1)T0) = E$ (1{7'5(8’CP)>”T0}PXZTD (Tg(ale) > To))

< P,(1:(0K,) > nTy) sup P,(7:(0K,) > Tp)

yEIC;’,

donde en la tltima desigualdad usamos que X7»w € K5 si x € K5 y 77(0K,) > nTp.
Asi, por induccion conseguimos

T (7/T5] (75 =Dz~
Py(r-(0K,) > T) < P, (Ts(a/cp) > [?O]TO) < [ sup (72(0K,) > To) <e
YRy
A
para todo @ € K. Tomando ¢ = ET_O 1 obtenemos el resultado. O
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6.6. Distribucion asintética del tiempo de salto

Para culminar este capitulo, aplicaremos los resultados obtenidos en la seccién anterior
para el tiempo de escape de G’ para caracterizar el limite en distribucion del tiempo
de salto normalizado Z= 5 Nuestra principal preocupacion seréa mostrar que el tiempo de
escape de G’ y el tiempo de salto son asintoticamente similares. Una vez que hayamos
visto esto, la pérdida de memoria asintotica de este tltimo se seguiréd facilmente.

Claramente, la continuidad de las trayectorias implica 77(0G’) < 7% para todo
e >0y x € G El siguiente lema muestra que, de hecho, la diferencia entre ambos no
es importante cuando ¢ tiende a cero.

Lema 6.6.1. Existe una constante positiva Ty tal que, para todo x € D, N G,

h’né Pu(1. > 1.(0G") + Tp) = 0. (6.65)

Demostracion. En la demostracion del Teorema 6.4.4 vimos que existe Ty > 0 tal que

lim sup Py,(7. > Tp) = 0. (6.66)

e—0 y€eda
Por otro lado, el Teorema 6.5.7 muestra que para x € D, NG se tiene

lim P, (X7 gery & 0) = (6.67)

e—0

Con todo esto, si € D, N G tenemos

Px(Ts > TE(aG/) + TD) = Eaz( ]EI(]-{T5>TE(8G/)+T0}‘ng(aG')))

=E,( ]EXfE(aG,)(l{Tg>TD}))
= E‘r( (1{ 1 (8G /)an} + 1{X <3G/)¢8q}) E (DG/)(]_{TE>TO}>)

< sup P,(1. > Tp) + Po(X5 9 ¢ 9)

ye

de donde se sigue el resultado. O
Como consecuencia de este lema se obtiene el siguiente corolario.
Corolario 6.6.2. Sea p > 0 dado por el Lema 6.5.5. Entonces

(1) lime_g % =1,

(11) lme_osup,eg, () [Po(7:(0G") > t6:) — e7!| = 0.
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Demostracion. (i) Por continuidad de las trayectorias tenemos
Py(1:(0G") > B.) < Py(1: > f:) = et

de donde concluimos v, < [, y, en particular, que lim mfsﬁo < 1. Supongamos que

lim sup,_ 5 > 1. Entonces, existe A\g > 0 y una sucesion (53)361\1 con lim;_,5e; = 0 tal
que (3., > (14 Xo)7., para todo j € N. Luego, si Tj es la constante del lema anterior,
resulta

Py(1e; > Be;) < Pyp(7e; > (14 X))
= Pp(TEj > (1+ )\0)’751 VT ST (8G,) + TO) + PP(TEJ' > Te; (aG/) + TO)

< By(7,(0G") > (L + M)y = To, 7oy < 72, (9G") + Tp) + Py(7e; > 7,(0G") + Tp)

<P, (n]-(aa’) > (1 + X0 — E)%j) + By (7, > 7.,(0G") + To)

’Y&‘j
para todo j € N.

Como lim;_, 1 €; = 0, para j € N lo suficientemente grande vale 14 Ay — f—o > 14 ’\2—0
5

Asi obtenemos
A
el = Py(1e; > B:,) < By (TEJ‘ (0G") > (1—*—?0)75?) +PP(T€J‘ > 72, (0G") _'_TO)’ (6.68)

para j € N es suficientemente grande. Ademaés, por (iii) del Teorema 6.5.4 y el Lema
(6.6.1), tenemos que

“ﬂaPp(%(aa'v(1%)%):6_““” y B (r > n.(06) + T) = 0.

~(1+32)

Luego, lim SUp, g 5 55 <1y, como lim 1nf5ﬁ0 e <1, concluimos hmgﬁo B =1.

Tomando limite en (6.68) con j — o0, arrlbamos a la contradiccion e I<e

(1) Por el item (7i7) del Lema 6.6.1 tenemos que

lir% P,(1.(0G") > tvy.) = e "

Teniendo en cuenta que lim,_.q % = 1, por propiedades de la convergencia en distribu-
[
cibn conseguimos

HII(I] Py(1.(0G") > tB.) = e "
Puede probarse, analogamente a lo hecho para el Lema 6.5.5, que

lim  sup  sup|Pu(7(0G") > tf3.) — Pu(7(0G") > tf.)| = 0, (6.69)

7V, a'€B,(p) >0

de donde se deduce el resultado. O



126 CAPITULO 6. IMPREDECIBILIDAD DEL TIEMPO DE SALTO

Contando con el lema y el corolario previos, deducimos en el siguiente teorema la
pérdida de memoria asintética del tiempo de salto 7..

Teorema 6.6.3. Para cada x € D, , se tiene

h’r% P (1.>tB.)=e¢" Vt>0. (6.70)

Mds atin, la convergencia es uniforme sobre compactos de D, para cada t > 0.

Demostracion. Haremos la demostracion en tres pasos.

1. Verificamos primero que el enunciado es vélido en el caso x = p. Sean t > 0, Tj la
constante positiva del Lema 6.6.1 y 0 < 6 < 1. Si ¢ es lo suficientemente chico como
para garantizar Ty < %ﬁs entonces

Py(7. > tf.) < P,(1.(0G") > (1 = 0)tf:) + P,(7-(0G") < (1 — 0)tf. , 7= > tf3.)

< Pp(Tg(aG') > (1— 5)tﬁ5) + Pp(7j€ > 7.(0G") + To).
Por el Lema 6.6.1 y el Corolario 6.6.2, concluimos

limsup P,( 7. > tf3.) < e (1791, (6.71)

e—0

Ahora, como tomamos 0 < § < 1 arbitrario, vale

limsup P,( 7. > t3.) < e " (6.72)

e—0

Por ultimo, notemos que
Pp(Ta(aG/) > tﬁs) S Pp<7-€ > tﬁa)y

de donde obtenemos

e”" <lim iglf P,(7. > t5:). (6.73)
Luego, hemos probado
lir% Py(1.>1t3)=¢"" (6.74)

2. El préoximo paso seré ver la convergencia uniforme sobre una bola de centro en p y
radio suficientemente pequeno. Esto se deduce del caso x = p y de que existe p > 0 tal
que

lim sup sup|P.(7 >t0)— Pu(71. >t0:)| = 0. (6.75)

e x, ' €B,(p) t>0

La demostracion de (6.75) es analoga a la del Lema 6.5.5. Luego, tenemos que

lim sup |P,(7. >t6.)—e | =0. (6.76)

0 —
= yE€B,(p)
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3. Por ultimo, probamos la convergencia uniforme sobre compactos de D,. Dado un
compacto K C D, sabemos que existe un tiempo finito Tx tal que, para todo z € K
el sistema deterministico X*9 visita Bg(p) antes de tiempo T, manteniéndose a una
distancia positiva dx de 0D, durante el intervalo [0, Tk |. Luego, la estimacion (4.11)
implica que

lim sup P,(7.(B,(p)) > Tx) = 0. (6.77)

=0 zek
Asi, siz € Kyt >0 tenemos

Po(1e>t6:) = Po(7 > tB:, 7.(B,(p)) < Tk) + Po( 7 > B, 7.(B,(p)) > Tx),

donde el segundo término de la derecha tiende a cero uniformemente en K por (6.77).
Veamos que P,( 7. > tf., 7.(B,(p)) < Tk) tiende uniformemente en K a e~*. Esto
concluira la demostracion.

Tomemos €9 > 0 tal que T < tf. para todo € < gy. Luego, para ¢ < gq tenemos
por un lado

P( 7>t , 7.(B,(p)) < Tx) < Po( 7. > tB. — T + (B, (p))
- ]El‘( ]Ex(1{75>tﬂa*T;c+Ts(§p(P))} |‘7_—Ta(§p(10))>)

S IEI(IEXE

e (Bp(p))

(1{Te>tﬁs_T)C}))

< sup P,(7 >t6. —Tk).
yeB,(p)

Te(Ep(p)) si Ts<§p(p)) < Tk
Por otro lado, definiendo el tiempo de parada 7} :=
+00 en caso contrario

vemos que para £ < gy vale

Py(7. > tB., .(B,(p)) < Tx) > Po(7. > tB. + 7.(B,(p)), 7.(B,(p)) < Tx)
= B (Bl 2 ip. 4r. (B, ()} Lz <400} [ Frs)
= Eo (1 <o) Exz, (L))
> inf P.(7:(B,(p)) < Tx) inf Py(7>tB,).

yeB,(p)

Como ambas acotaciones son uniformes en K, recordando (6.76) y (6.77) concluimos

lim sup |P,(7. > t63.) —e ' = 0. (6.78)

e=0 zek
0
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Capitulo 7

Un modelo con Blow-up

7.1. Introducciéon

En la segunda parte hemos estudiado el comportamiento del sistema estocastico dado
por la ecuaciéon
dX; S =b(X))dt +edW,, 0<t< oo, (7.1)

donde b es un campo globalmente Lipschitz de la forma b = —VU con U un potencial
de doble pozo. En esta tercera parte modificaremos el sistema dindmico en cuestion
cambiando b por un campo que sélo satisfaga una condicién de Lipschitz local. En
concreto, fijados p > 1 y 0 < h < 1 consideraremos el sistema

dX; = b(X})dt + e dW,, (7.2)
con b = —V¢ para ¢ el potencial dado por

2

- 1 |3L’d|p+1 l’d2
o(r) = 5 (Aw2) — 2 (=5~ 5) (7.3)
donde A es la matriz
2 -2 0 - 0
] —1 2 -1 0
A - ﬁ ., :
1 2 -1
0 - 0 -2 2

Si g : R — R viene definida por g(s) = |s[P~!s—s, entonces b también puede escribirse
como

b(x) = —Ax + %g(xd)ed (7.4)

donde e4 es el d-ésimo vector candnico. El sistema

u(t) = blu(t)) (7.5)
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corresponde a una discretizacion de la ecuacién en derivadas parciales

U = Ugy en (0,1) x [0,7T),
(L) = g(u(l,H) en[0.T).
u.(0,t) = g en [0,7), (7.6)
u(z,0) = wup(z) >0 en [0,1].

La falta de una condicién de Lipschitz global modifica el comportamiento del sistema
deterministico en (7.5) sustancialmente: la condicion local de Lipschitz no es suficien-
te para garantizar la existencia de soluciones globalmente definidas para cualquier
condicion inicial. De hecho, como veremos més adelante, para condiciones iniciales
apropiadas el sistema deterministico explota en un tiempo finito, i.e., la solucion X se
encuentra definida en un intervalo [0,7) con 7 < 400 y satisface lim,_..— | X;| = +o0.
Este fenémeno es conocido como explosion o blow-up. Al agregar la presencia de ruido,
la existencia de blow-up introduce algunos cambios en el comportamiento del sistema
estocastico con respecto al caso del potencial de doble pozo. En efecto, comenzando
cerca del origen y para ¢ suficientemente pequeno, el proceso evoluciona de la siguiente
manera:

(a) Siendo el origen un equilibrio asintéticamente estable del sistema deterministico,
el campo b atrae al proceso hacia él. Una vez cerca del origen, la acciéon de b se
vuelve despreciable con lo cual el proceso resulta alejado del origen por acciéon
del ruido. Encontrandose apartado del origen, el campo b predomina por sobre
el ruido y logra que el proceso sea atraido hacia el equilibrio para comenzar
todo nuevamente: se observan asi numerosos intentos por escapar del dominio de
atraccion del origen, seguidos de una fuerte atraccion hacia este tltimo.

(b) Eventualmente, luego de muchos intentos, el proceso logra escaparse del dominio
de atraccion del origen para llegar a la region de blow-up.

(¢) Una vez en la region de blow-up, el proceso tarda un tiempo finito en explotar.

Al igual que en la segunda parte, se espera que el tiempo de explosion para el
proceso comenzando en el dominio de atraccion del origen muestre pérdida de memoria
asintotica. El objetivo en esta ultima parte sera formalizar esta descripcion, tal como
lo hemos hecho en el caso del potencial de doble pozo, como aplicacién de la teoria
de Freidlin y Wentzell en un nuevo e interesante contexto: las explosiones en sistemas
dinédmicos.

Durante este capitulo nos dedicaremos a estudiar algunas caracteristicas generales
de las soluciones de (7.5). El comportamiento de las soluciones no negativas de (7.6)
y (7.5) fue estudiado en [1]|. Sin embargo, como la presencia de ruido en nuestro mo-
delo impide que el sistema estocastico mantenga siempre todas sus coordenadas no
negativas, deberemos analizar también el comportamiento de las soluciones de (7.5)
que cambian de signo. Comenzamos por introducir algunas nociones de la teoria ge-
neral de ecuaciones diferenciales ordinarias que nos seran necesarias para describir el
comportamiento del sistema deterministico.
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7.2. Flujos y conjuntos limite.

Consideremos una ecuacion diferencial ordinaria de la forma
X =b(X) (7.7)

con b globalmente Lipschitz. El teorema de existencia y unicidad para ecuaciones di-
ferenciales ordinarias nos permite definir la aplicacién ¢ : R¥*! — R dada por
o(t,z) = X7, donde X7 es la tnica solucién de la ecuacién con condiciéon inicial
X*(0) = 0. En capitulos anteriores hemos trabajado con esta aplicacion, a la que
denominamos flujo deterministico, valiéndonos de algunas de sus propiedades. Ahora
nos gustaria definir una aplicacion similar para el caso en que b sea localmente Lipschitz
y las soluciones a (7.7) no estén definidas para todo tiempo. Dicha aplicacion puede
construirse y es lo que constituye un flujo en el sentido de la definicion que damos a
continuacion. Optamos por dar la definiciéon abstracta de flujo pues a partir de ella nos
resultara mas sencillo probar algunas propiedades del mismo.

Definicién 7.2.1. Para cada z € R? sea J(z) := (¢t~ (2),t"(x)) un intervalo abierto
en R con 0 € J(z). Consideremos ademas el conjunto

= |J J(@) x {«}.

Decimos que una aplicacion
0: A — R?

es un flujo si satisface las siguientes propiedades:

(i) A es abierto en R4}

©(0, ) = idga

(iv) Para cada x € RY s € J(x) y t € J(p(s, 1)) se tiene que s +t € J(z) y
(,D(t, 90(371.)) - go(s—i—t,x).

)
(ii) ¢ : A — R? es continua
(441)

)

Para cada x € R? llamaremos a t~(z) y t(z) los tiempos de escape negativo y
positivo de z, respectivamente. Si A = R es decir, si t7(2) = —oo y tH(z) = +o0
para todo z € RY, entonces diremos que ¢ es un flujo global. Si para cada x € R en vez
de tener un intervalo abierto .J(z) tenemos un intervalo de la forma .J(x) := [0, t+(z))

y pedimos que
A= U J(z) x {x}
z€R4

sea un abierto en R>o x R, una aplicacion
A d
p:AN— R
que satisfaga las propiedades anteriores se dice un semiflujo.

Notacién y aclaraciones.
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» Si ¢ es un flujo, frecuentemente notaremos

t-x:=p(t ) V(t,z) € A.
» Para cada z € R?, diremos que la aplicacion

¢z J(x) — RY
t—t-x

es la linea de flujo a través de .
= Llamaremos a los conjuntos
YH(x) ={t-x:0<t<t"(2)}
vy (z):={t-x:t (x) <t <0}
V(@) =" (2) Uy (2)

la semiorbita positiva, semiorbita negativa y la orbita a través de x, respectiva-
mente.

El siguiente teorema muestra que toda ecuacién diferencial ordinaria de la forma
de (7.7) induce un flujo si b es localmente Lipschitz.

Teorema 7.2.2. Sea b localmente Lipschitz y sea

Ab) = | Jo x {a},
z€RY
donde J, denota el intervalo maximal de existencia de la solucion de la ecuacion
Xv =b(X")
con condicion inicial X*(0) = x. Entonces, la aplicacion ¢ : A(b) — R? definida por

o(t,z) = X7 resulta un flujo.

A continuacién mostramos algunas propiedades de los tiempos de escape que nos
seran utiles para estudiar el comportamiento de las soluciones de (7.5).

Proposicion 7.2.3. Sea ¢ un flujo. Entonces las aplicaciones
tt,—t7 R — (0, +00]
son semicontinuas inferiormente.

Demostracion. Sea (t,x) € A. Como A es abierto, existen un entorno U de x y € > 0
tales que (t —e,t +¢) x U C A. Sesigue que t(y) <t—e <t <t+e <" (y) para
todo y € U. En particular, esto muestra que los conjuntos {t* > a} y {t~ < a} son
abiertos para todo a € R. O
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Observacion 7.2.4. De la demostracion se sigue que si ¢ es un semiflujo, entonces ¢+
es semicontinua inferiormente.

Teorema 7.2.5. Sea ¢ un semiflujo en R?. Si t*(x) < +oo entonces para cualquier
compacto K C R existe un t € [0,t7()) tal que t - x ¢ K para todo t > ty.

Demostracion. Supongamos que t*(x) < 400 y sea K un compacto tal que existe una
sucesion (t;);eny con t; /' t7(x) y t; -z € K para todo j € N. Luego, la compacidad de
IC nos asegura que la sucesion (¢; - z);en tiene un punto de acumulacion y € K. Por la
semicontinuidad inferior de ¢, existen ¢ > 0 y un entorno V de y tales que ¢t7(z) > o
para todo z € V. Ademas, como y es punto de acumulacion de (¢;-z)jen y t; /7 (),
existe k € N tal que tp -x € V y tp + > t7(z). Por las propiedades del flujo se tiene
que
(@) >t Tty )+t > 5+t >t ()

lo que resulta una contradiccion. O

Estamos interesados en describir precisamente el comportamiento asintotico de las
soluciones de (7.5). Para ello, nos es necesario introducir las nociones de conjunto limite
y conjunto invariante que figuran a continuacion.

Definicion 7.2.6. Para cada x € R? definimos el w-Ilimite de = por

w(r) = ﬂ vt - x), (7.8)

con la convencion de que v (t-z) =0 sit > t*(z).

Definicién 7.2.7. Sea ¢ un flujo. Decimos que un conjunto M C R? es positivamente
invariante si y* (M) C M, i.e., si m € M implica que v"(m) C M. Analogamente, M
se dice negativamente invariante si v~ (M) C M.

En la proposicion y el teorema siguientes se mencionan algunas propiedades generales
de los w-limites.

Proposicién 7.2.8. Dado un semiflujo ¢ : Q — R? se verifican las siguientes pro-
piedades:

(i) Sitt(z) < +o0, entonces w(x) es vacio.
(ii) Para cada x € RY con tT(x) = +o00 tenemos

w(z) ={z € RY: emiste (ty)ren tal que t, — +o00 yty - — 2}.

(i) w(z) es cerrado y positivamente invariante para todo v € R%.
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Demostracion. (i) Es inmediato de la definicion de w(x).

(17) Si (tg)ken es tal que t, — +o0 y t - x — z, entonces z € y+(x). Como ademés
2z = limy ooty — t) - (t - x), tenemos que z € y*(t - x) para todo ¢t > 0. Luego,
resulta z € w(x).

Reciprocamente, supongamos que z € w(x). Entonces, z € y*(¢ - x) para todo
t > 0y, asi, para cada k € N existe t;, > k tal que t; - = € B(z, %) De aqui se

sigue que 1 — 400 y que ty - x — 2.

(131) w(z) es cerrado por ser interseccion de cerrados. Ademas, por definicién tenemos
que y*(t - x) es positivamente invariante para todo t > 0. Se sigue que y*(t - x)
también es positivamente invariante! para todo ¢ > 0 y como interseccién de
conjuntos positivamente invariantes es positivamente invariante, concluimos la
afirmacion. O

Teorema 7.2.9. Si vt (z) es acotado, entonces w(x) es un conjunto no vacio, com-
pacto, conexo y para todo entorno U de w(x) existe ty > 0 tal que t - x € U para todo
t >ty

Demostracion. Como y*(x) es acotado, por el Teorema 7.2.5 tenemos que t*(z) = +o0.
En consecuencia, y* (¢ - z) # () para todo t > 0. Como para todo 0 < ¢ < s se tiene que
yt(s-x) C vt (t- x), se sigue que y+(t-x) es no vacio y compacto para todo t > 0.
Ademas, la familia (77 (¢ - z)i>0 tiene la propiedad de interseccion finita. Concluimos
que w(z) = (V507 (- x) es no vacio y compacto.

Sea ahora U un entorno de w(z) y sea (tx)ren una sucesion tal que limy ., o tx = +00
y tx - x ¢ U para todo k. Por la compacidad de U° N v+ (x), existe una subsucesion
(tk;)jen y un z € U° tal que ty; - © — 2. Por (ii) de la Proposicion 7.2.8, tenemos que
w(z) NU® # B lo cual es absurdo. Luego, existe ¢y > 0 tal que t - x € U para todo
t>ty.

Por dltimo, supongamos que w(x) es disconexo. Entonces, tenemos la escritura
w(z) = wy Uwy donde wy y wy son conjuntos cerrados, no vacios y disjuntos. Como w(z)
es compacto, se sigue que w; y wy son compactos. Luego, existen abiertos disjuntos U; y
Us tales que wy C Uy y we C Us. En particular, U;U Us es un entorno de w(x) y entonces,
por lo que ya hemos probado, sabemos que existe t > 0 tal que vy (¢-x) C U;U Us. Como
wy y wg son ambos no vacios, nuevamente por (ii) de la Proposicion 7.2.8 obtenemos
que vyt (t-x)NU; # 0 para i = 1,2. Concluimos que el conjunto v (¢ - ) es disconexo,
lo cual es absurdo pues es la imagen del intervalo [¢, +00) por una funcién continua.
Luego, w(x) es conexo. O

'De la teoria de ecuaciones diferenciales ordinarias se sabe que si M es un conjunto invariante para
un semiflujo ¢, entonces M también lo es.



7.3. CARACTERISTICAS DEL SISTEMA DETERMINISTICO 137
7.3. Caracteristicas del sistema deterministico

En esta seccion nos disponemos a estudiar el comportamiento de las soluciones de la
ecuacion diferencial ordinaria

u(t) = blu(t)) (7.9)

para b = —V¢ con ¢ definida como

1 2 ‘l’d|p+1 l’dz
— (Az,z) — —( - ) 7.10
ola) = inz) - 2 (LA - 5 (7.10)
El potencial ¢ tiene exactamente tres puntos criticos: z = (1,...,1), —z = (—1,...,—1)

y el origen. Todos ellos son hiperbdlicos. El origen es el iinico minimo local del potencial
y tanto z como —z son puntos de ensilladura. Llamaremos a los puntos criticos del
potencial soluciones estacionarias debido a que resuelven el problema

b(z) = 0, (7.11)

es decir, son las tnicas soluciones de (7.9) constantes en el tiempo.

Buscamos dar una descomposiciéon de R? como hicimos para el potencial de doble
pozo, dividiendo al espacio en regiones con distinto comportamiento asintotico bajo el
sistema deterministico. Para poder realizar esta tarea, necesitamos de algunos resulta-
dos para soluciones de (7.9) que exponemos en lo que sigue.

Proposicion 7.3.1. Sea u = (uy,...,uq) solucion de
. 2
U= —Au+ Eg(ud)ed

Entonces la aplicacion

2

(utt) = 5Aute) utey - 2 (A 10y (712

es decreciente.

Demostracion. Recordando que A es simétrica, un calculo directo muestra que

M = (u(t), Au(t)) — %g(ud(t))ﬂd(t)-

dt
Como & = —Au+ 2g(ug)eq y tta = —(eq, Au) + 2g(uq), reemplazando en la expresion
de arriba obtenemos
dg (u(t))

— = —|Au(t)]® + %g(ud(t))@d’ Au(t)) — %92 (ua(t)) = —la(®)* < 0.
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Teorema 7.3.2. Sea u® = (uy, ..., uq) solucion de i = —Au+ 2g(uq)eq con condicion
inicial u™(0) = x y sea ¢ el potencial asociado

p+1 2

p+1 2
o) = pldr, ) — (T 2y

Entonces para cada v € RY existe un o® € R tal que w(x) C ¢~ (a®). En particular,
w(z) C{y € R : u¥ es solucion estacionaria}.

Demostracion. Podemos suponer que w(z) # 0 sin perdida de generalidad. Luego,
debe ser ¢*(z) = +o0. Por la Proposicién 7.3.1 sabemos que la funcion ¢(u®(t)) es
decreciente en R;>¢ y, por lo tanto, converge cuando t — 400 a a” := infi>q gzﬁ(ul’(t))
Por la continuidad de ¢, se sigue de (ii) de la Proposicion 7.2.8 que ¢(y) = «, para
todo y € w(x) y, en consecuencia, que a” es finito. Concluimos que w(z) C ¢~ !(a®).
Como w(z) es positivamente invariante, si y € w(z) entonces ¢(u¥(t)) = a” para todo
t > 0. De aqui vemos que w = 0 para todo y € w(x). Pero, por la proposicion
7.3.1, esto ultimo coincide con —|uY(¢)|?. Luego, u¥ es solucion estacionaria para todo
y € w(z). O

Nuestro siguiente paso serd mostrar que las soluciones de (7.9) satisfacen un Prin-
cipio del Méaximo. Para la demostracion requerimos del lema que sigue.

Lema 7.3.3. Sea u:[0,T] — R una funcién continua que satisface
W) > auP(t) 0<t<T
u(0) = uo,

—L v, en particular,

parap > 1, a > 0 y condicion inicial ug > 0. Entonces, T' < Y
- 0

u no puede estar definida globalmente.

Demostracion. Notemos que como la condiciéon inicial ug es positiva, la desigualdad
que verifica % implica que u(t) > 0 para todo 0 <t < T. Luego, la expresion anterior
se transforma en )

X >«

(.
en el intervalo (0,7"). Integrando en ambos miembros de la desigualdad obtenemos

T T .
= / a(t) dt > oT.
0

0 a ur(t)

A

—p+1

Recordando que p > 1y que u(T') > 0 se tiene entonces que

1

a(p — ug

CcOmo queriamos ver. O
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Teorema 7.3.4 (Principio del Maximo). Sea u = (uy,...,uq) solucion de (7.9).
Es decir,
up = (- ug)
u, = 3(Uppr — 2u; + ui_q) si2<i<d-1 (7.13)
u;, = %(—ud + ug_1 + hg(ug)).
Entonces
i [ug(6)] < misf, ms Jue(O)], s ()] ). (7.14)

-----

Demostracion. Notemos que siempre se verifica la desigualdad

max |ug(t)] < méx <méx |uk(s)|)
k=1,....d k=1,...d \ 0<s<t

Sea 1 < j < d tal que méxy—;, _qa(maxo<s<; |uk(s)|) = maxo<s<; |u;(s)|. Notemos que
si j = d, entonces (7.14) se verifica inmediatamente. Luego, podemos suponer que
1<) <d.

Sea to = min{7 € [0,¢] : méxo<s<¢ |u;(s)] = |u;(7)|}, el primer tiempo en donde se
alcanza el maximo. Notemos que entonces |u;(to)| = maxy—1, q4(méxo<s<t |ur(s)]).

Si ty = 0, entonces

, ) = s -
i us(0)] 2 (o)l = mx (i ()] ) > mis Jus(1)]

y el Principio del Maximo queda demostrado.

Si tg > 0, deberemos analizar dos casos: u;(tg) > 0y w;(tyg) < 0. Si u;(ty) > 0,
entonces por definicion de ¢y vale que wu;(ty) > w;(s) para todo 0 < s < t. De aqui
resulta u);(tg) > 0. Por otro lado, la eleccion de j nos asegura que u;(to) > ug(to) para
todo kK =1,...,d. Utilizando esto vemos que

’U/;(to) = %((U]Jrl(to) — u](t(])) + (’U/jfl(to) — U]<t0))) <0 sil <7< d

ui(to) = %(Uz(to) —uito)) <0 sij=1

En cualquier caso concluimos que u/(t9) = 0y, en particular, que u;41(to) = u;(to). Por
como tomamos j y to, esto tltimo nos dice que |u;41(tp)| = méxy—1, qa(maxo<s<; |ur(s)|)
con lo cual nos es posible repetir el mismo argumento empleado arriba para j. Asi, se
obtiene que w;42(tg) = uji1(to) y, razonando inductivamente, que u,(to) = wu;(t). De
aqui se sigue (7.14), si u;(to) > 0. El caso u;(tg) < 0 se demuestra de forma analoga. []

Como consecuencia del Principio del Maximo, tenemos la siguiente caracterizacion
de las soluciones globalmente definidas de (7.9)

Teorema 7.3.5. Sea u = (uy,...,uq) solucion de (7.9). Es decir,
up = H(—ur + ug)
u, = %(u1+1 — 2u; + u;q) si2<i<d-1 (7.15)
uy = 3(—uq+ ug—1 + hg(ug)).

Luego, si u estd globalmente definida entonces es acotada.



140 CAPITULO 7. UN MODELO CON BLOW-UP

Demostracion. Si u no estuviese acotada, por el Principio del Maximo se tiene que
Maxg<s<t |Uq(s)| — 400 con t — +oo.

1. Dado M > 0, sea tp := inf{t > 0 : |ug(t)| > M}. De la definicion de ¢, se sigue que
lua(tar)] > M y que |ug(tar)| = maxo<s<t,, |wa(s)]. Si M > maxg_1,_q|ux(0)| entonces
tyr > 0y, ademas, vale |ug_1(tar)| < |uq(tar)| como consecuencia del Principio del
Maximo. Podemos suponer ademés que uy(ty) > 0 pues, de lo contrario, podemos
cambiar a u por & = —u que sigue siendo solucion de (7.9) y satisface ug4(ty) =
MaxXg<s<t,, |Ua($)|. Luego, se tiene

Wiltar) = (= waltar) + taos(tar) + h(ua(tar) P ualtar) — ua(tar)))

h
> (= altar) = fuaa(tan)| + () = waltar)
> %( — Qug(tr) + h(u)(trr) — ualtar)))

_ %ug(tM) - (% + %)ud(w)_

2. El siguiente paso en la demostracion es ver que si M > 0 es lo suficientemente
grande, entonces u, : [tyr, +00) — R es creciente. Bastara con mostrar que el conjunto
{€ > tar : u) (&) < 0} es vacio para M > 0 grande.

En el paso anterior vimos que wj(ty) > Zuly(ty) — (55 + #)ua(tar). Teniendo
en cuenta esto y que ugy(ty) > M, tomemos M suficientemente grande como pa-
ra garantizar que u)(ty;) > 0. Sea entonces & = mf{{ > ¢y : u)(§) < 0}. Como
uwy(ty) > 0y ) es continua, vale que & > ty y u,(t) > 0 para todo tyy < t < &.
Luego, uy resulta creciente en el intervalo [tys,&] v, por la definicion de t), se tie-
ne en particular que uq(§p) = méxg<s<g, |ua(s)|. Esta condiciéon nos permite repetir el
calculo realizado en el paso anterior cambiando &, por t);, de donde obtenemos que
wy(&o) > 2ub(&) — (52 + 2)ua(&o). Como ug(&) > M, resulta u)(&) > 0 si M es
grande, llegando asi a un absurdo. Luego, u/,(§) > 0 para todo £ > ty y ug resulta
creciente.

3. Por lo probado en el paso anterior y la definicion de t,;, para t > t;; tenemos que
ug(t) = méxo<s<t |ua(s)] > M y, en consecuencia, que w)(t) > 2uf(t) — (75 + 2)ua(t).
Como lim,_.; 5 = 0, podemos tomar M > 0 lo suficientemente grande como para
garantizar que u};(t) > 3uf(t). Por el Lema 7.3.3, u no puede estar globalmente definida.

[

De los Teoremas 7.2.5, 7.3.2 y 7.3.5 se desprende el siguiente corolario.

Corolario 7.3.6. Sea u solucion de (7.9). Entonces u explota en tiempo finito o estd
globalmente definida y converge a una solucion estacionaria cuando t — +00.
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Por tltimo, nos dedicaremos a estudiar mas a fondo el comportamiento de las solu-
ciones de (7.9) con condiciones iniciales de coordenadas no negativas. Nos referiremos a
este tipo de condiciones iniciales simplemente como condiciones iniciales no negativas.
Las soluciones de (7.9) con condicién inicial no negativa tienen la particularidad de ser
no negativas para todo tiempo en el que se encuentren definidas. Esto es consecuen-
cia del siguiente Principio de Comparacion para soluciones de ecuaciones diferenciales
ordinarias.

Lema 7.3.7. (Principio de Comparacion). Supongamos que J es un intervalo
abierto en R y sea h : J — R localmente Lipschitz. Sea ademds u solucion de la
ecuacion diferencial uw = g(u). Supongamos que v:J — R y o € J son tales que

v(a) <ula) y V() <h(v(t)) paratodo t € JN [, +00).

Entonces v < u en J N [a, +00).

Andlogamente, si
ula) <v(a) y hv(t)) <V(t) para todo t € JN o, +00),
entonces u < v en J N [, +00).

La demostracion de este lema puede encontrarse en [2|. A continuacién mostramos
un resultado sobre el comportamiento asintético de las soluciones no negativas de (7.9)
que figura originalmente en [1]. Este nos ayudara a entender la estructura de la variedad
estable de z en la region del espacio Ri ={z € R?: z; > 0 para todo 1 < i < d}.

Teorema 7.3.8. Sea u’ una condicion inicial no negativa. Sea u la solucion del sistema
(7.9) con u(0) = u® y supongamos que u estd globalmente definida y lim; ., u(t) = z.
Entonces, si v° denota otra condicion inicial no negativa y v es la solucion del sistema

con v(0) =°, se tiene

» Y < u = v estd globalmente definida y lim,_, ;o v(t) = 0.

» 1 <00 = v explota en tiempo finito.

Demostracion. Dividimos la demostracion en tres pasos.

1. Supongamos primero que v° < u es decir, v) < u) para todo k = 1,...,d y

1Y #£ 40, Por el Principio de Comparacion tenemos que 0 < v < u de donde se deduce
que v esté globalmente definida. Por el Corolario 7.3.6, v debe converger a una solucién
estacionaria cuando ¢ tiende a infinito. Como v es no negativa para todo tiempo, debe
ser im0 v(t) = 0 0 limy_, o v(t) = 2. Si fuera lim;_, . o, v(t) = z entonces, definiendo
w = u — v, tenemos que w > 0y limy_, o w(t) = 0. Mas atn, w verifica

w, = Z(—w + ws)
(—wa +wa—1 + h(g(ua) — g(va)))-

>

\
sl
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Notemos que el término g(uq4(t)) — g(va(t)) puede reemplazarse por ¢ (n(t))wa(t),
donde v,4(t) < n(t) < ugy(t) para todo t > 0. Como vy y ug tienden a uno, se sigue que
lim; 1o, n(t) = 1y, por lo tanto, existen tg > 0y § > 0 tales que ¢’ (77(15)) > § para
todo t > t.

2. Estudiemos el sistema

v = (v + )
yi = #(yiﬂ — 2y +yi1) si2<d-1 (7.17)

yo = 72((0h = )ya+ya1):

Por el Principio de Comparacion sabemos que toda solucion y satisface w >y > 0y,
por lo tanto, tenemos que limy_, ;o y(t) = 0. Veamos que esto no puede suceder. Sea
¢ : R? — R definida por

~ 1 0 4

o(z) = 2<A:c, x) Lo
Al igual que en la Proposicion 7.3.1, se puede ver que gz;(y(t)) es decreciente para toda
y solucion del sistema (7.17). Observemos que si € > 0 y y° es soluciéon con condicion
inicial y°(0) = (e,...,€), entonces qg(ya(t)) < (/Z(ye(O)) = —%62 para todo tiempo
t > 0. Como ¢(0) = 0y ¢(y°) es continua, esto nos dice que ¥ no puede converger a
cero. Luego, por el Principio de Comparacion, basta con mostrar que si y es solucion
con condicion inicial no negativa y distinta de cero, entonces existe un ¢, > 0 tal que
ming_1,.q4yx(to) > 0.

Mostraremos como se puede ver esto con un ejemplo. Como la condicién inicial es
no negativa y distinta de cero, existe k tal que yx(0) > 0. Supongamos, por simplicidad,
que k = 1. Los casos en que 1 < k < d se pueden argumentar de manera similar. Luego,
si yx(0) > 0, por la continuidad de la soluciéon existe un ¢, tal que y; es positiva en
todo el intervalo [0, ty]. Tenemos ahora dos posibilidades: y2(0) > 0 6 y2(0) = 0. En
el primer caso, la continuidad de la solucién nos asegura que existe t; tal que y; es
positiva en todo el intervalo [0,¢; ]. Si y2(0) = 0, entonces

4(0) = 15 (55(0) + 11 (0)) > 0,

y, asi, yo seré positiva en un intervalo de la forma (0, ~] para algin v > 0. En cualquier
caso, vemos que existe un intervalo [y, t3] tal que tanto yo como y; son positivas du-
rante este intervalo. Razonando inductivamente obtenemos la existencia de un intervalo
[a, b] en donde todas las coordenadas son estrictamente positivas. Concluimos que y no
puede tender a cero lo cual implica una contradiccion.

Luego, si v° < u° entonces se tiene que v esta globalmente definida y lim;_, o v(t) = 0.

3. Supongamos ahora que u° < v° y que v esté globalmente definida. Nuevamente por el
Corolario 7.3.6, v debe converger a una solucién estacionaria cuando ¢ tiende a infinito.
Como por el Principio de Comparacion tenemos 0 < u < vy limy;_, 4 o u(t) = z, debe ser
limy o v(t) = z también. Luego, si w = v — u, tenemos que w > 0, lim;_, ;o w(t) =0
y que w es solucion del sistema que se obtiene de (7.16) cambiando la ultima ecuacion

por
2

Wy = 35 (~wWa + war + h(g(va) = g(ua))). (7.18)
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Podemos proceder de forma anéloga a lo hecho arriba para llegar a una contradiccion.
Luego, v no puede estar globalmente definida y, asi, debe explotar en tiempo finito. O

Continuando con el estudio de las soluciones no negativas de (7.9), buscamos dar
una descripcion mas precisa de la variedad estable de z en la region Ri. Con tal
objetivo, tomemos u° una condicién inicial no negativa y para cada A > 0 sea u’ la
solucion del sistema con condicion inicial u*(0) = Mu®. Consideremos los conjuntos

A= {A>0: lim u(t) =0}

t——+o0

oo

% :={A>0:u" explota en tiempo finito}.
Notemos que ambos conjuntos son no vacios. En efecto, para todo A < ﬁ positivo

vale que [Mu’| < 1y, por el Teorema 7.3.8, se tiene que lim;_, ., u*(t) = 0. Con esto
resulta A% # . Ademas, como limy_, ;. ¢(Au’) = —oo, por la Proposicion 7.3.1 se
tiene que u™ explota en tiempo finito para A tal que ¢(Au’) < min{¢(0), ¢(z)}. Asi,

°3 # () también. Luego, tanto A_ := sup A%, como AT := inf A% se encuentran bien
definidos y son finitos. El siguiente teorema, probado originalmente en [1], muestra que
A=At

Teorema 7.3.9. Sean A > 0, u° una condicion inicial no negativa y u* la solucion del
sistema (7.9) con condicion inicial u*(0) = \u’. Entonces existe \. > 0 tal que

1. X< A\ = u? estd globalmente definida y lim,_, ;o u?(t) = 0
2. A\ < X = u’ explota en tiempo finito

3. A=\, = u* estd globalmente definida y lim;_, ;o u () = 2.
Mds ain, Ao = AT = A_.

Demostracion. Basta con mostrar que los conjuntos A, y A% son abiertos. En efecto,
de aqui se sigue que uy_ esta globalmente definida y satisface lim,_ o u*=(t) = z.
Luego, el Teorema 7.3.8 implica que lim;_, o u*(t) = 0 para todo A < A_ positivo y
que u* explota en tiempo finito para todo A > A_. Concluimos que AT = A_ y que
dicho valor es el \. buscado.

Tomemos entonces \g € Ago. Luego, u esta globalmente definida y se tiene
limy_ o u™(t) = 0. En particular, existe to > 0 tal que 0 < u}°(t;) < & para to-
do £k = 1,...,d. Por continuidad de las soluciones respecto de la condicién inicial
existe un entorno de Ay tal que para todo A perteneciente a dicho entorno se verifica
0< ugo (tg) < % < 1l paratodo k =1,...,d. Por el Teorema 7.3.8 tenemos entonces que
u? esta globalmente definida y satisface lim,_, o, u™M (t) =0. Asi Ago resulta abierto.

Para ver que A% es abierto utilizamos un argumento similar. Mirando la tltima
ecuacion del sistema y recordando que ug_; > 0 vemos que
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Por un argumento similar al dado cuando probamos el Principio del Maximo, se puede
ver que u* no puede estar globalmente definida si existe to > 0 tal que u)(ty) > M,
donde M es una constante positiva. Luego, si A\g € A%, el Principio del Maximo y el
hecho de que u4 sea no negativa para todo tiempo nos permiten tomar t, > 0 tal que
ugo (to) > M + 1. Por continuidad de la solucién respecto de la condicién inicial existe
un entorno de Ay tal que para todo A en dicho entorno se verifica u)(to) > M. Luego,

v explota en tiempo finito para todo A en un entorno de Xy y, asi, A?S resulta abierto.

0

Observacion 7.3.10. Si S denota la céascara de la bola unitaria, el Teorema 7.3.9 nos
permite considerar la aplicacion ¢ : SNRY — R definida por ¢(v) = XY, donde AY es
el inico nimero real positivo tal que la solucion de (7.9) con condicion inicial Av esta
definida globalmente y tiende a z. Puede probarse de manera similar a la demostracion
del Teorema 7.3.9 que 1 es continua. En particular, esto nos dice que la porcion de la
variedad estable de z que se encuentra en Ri esta acotada.

A partir de esto podemos dar una buena descripcion del comportamiento del sistema
deterministico X* 9 para las distintas condiciones iniciales z € R%. En efecto, tenemos
una descomposicion

R = DyUWSUW?_U D, (7.19)

donde D, denota la variedad estable del origen, W; y W? , las variedades estables de
2y —z respectivamente y D, el dominio de explosion, i.e., si € D, entonces X%°
explota en tiempo finito. Los conjuntos Dy v D, son abiertos de R%. El origen es un
equilibrio del sistema asintéticamente estable. Tanto W; como W?, son variedades
de codimension uno y, més aun, vale W, = —W? . También z admite una variedad
inestable de dimensién uno que denotaremos por W. Esta se encuentra contenida en
Ri, su interseccion con Dy v D, es no vacia y une z con el origen. De la misma forma
—z admite su variedad inestable W*, y vale W* = —W}. Esta descomposiciéon puede
verse en la Figura para el caso 2-dimensional.



Capitulo 8

Impredecibilidad del tiempo de
explosion

8.1. Introducciéon

Enunciamos en esta secciéon los principales resultados con respecto a la distribucion
asintotica del tiempo de explosion para nuestro modelo

dX; = b(X;)dt + e dW,; (8.1)
donde b esta dada por (7.4). Para cada € > 0 definimos
B.=mf{t >0: Py(r. > 3.) <e '},

con la convencién de que inf ) = +oo. Aqui 70 denota el tiempo de explosion de X%¢
como se definié en el Capitulo 3.

En primer lugar, vamos a mostrar que
11'1.% e?logB. = A (8.2)
£—

con A := 2(¢(z) — ¢(0)), donde ¢ es el potencial asociado al sistema. En realidad, al
igual que para el modelo del potencial de doble pozo, probaremos un resultado més
fuerte: para cada z € Dy v d > 0 se tiene

lim P, (e% <7 < e%> =1, (8.3)

e—-+00

donde la convergencia puede tomarse uniforme en x sobre cualquier compacto X con-
tenido en Dy. En segundo lugar, veremos la pérdida de memoria asintética del tiempo
de explosion. Es decir, mostraremos que para cada x € Dy y t > 0 vale

lim P >t3)=¢"" (8.4)

donde, nuevamente, la convergencia puede tomarse uniforme sobre cualquier compacto
KC contenido en Dy.

145
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Notemos que los resultados a probar son analogos a los del modelo del potencial
de doble pozo. La demostraciéon de los mismos sera también similar, debiendo tener
algunos cuidados adicionales en este caso.

Mostraremos primero (8.3). Notemos que, nuevamente, probar esto implicaré (8.2)
a pesar de que la definicion de f3. no sea la misma. En efecto, si vale (8.3), dado 6 > 0
podemos tomar €9 > 0 tal que para todo € < g valga

Pp(e% <7)>e!
A+5

Pp(TE < eT) >1—et

A4
Teniendo en cuenta la definicion de ., de la primera desigualdad obtenemos e < < 3.,

y de la segunda (. < " Esto muestra (8.2).

Al igual que para el modelo del potencial de doble pozo, probaremos por separado
las cotas inferior y superior para el tiempo de explosion. Luego nos dedicaremos a
probar la pérdida de memoria asintotica. Para ello, estudiaremos primero el problema
del escape de un dominio acotado apropiado. Una vez mostrada la impredecibilidad del
tiempo de escape de dicho dominio, utilizaremos esto tltimo para probar el resultado
para el tiempo de explosion.

8.2. Truncamientos del potencial y localizacion

Una de las principales diferencias del nuevo modelo con respecto al del potencial de
doble pozo es que la falta de una condicién de Lipschitz global no nos permite formular
un Principio de Grandes Desvios para el sistema tal como lo habiamos hecho en el
caso anterior. Nuestra estrategia para afrontar este problema seré considerar procesos
auxiliares que aproximen a nuestro sistema en algin sentido apropiado pero que se
encuentren definidos para todo tiempo y que valga para estos un Principio de Grandes
Desvios como el que hemos estudiado en el Capitulo 4. Estudiando el comportamiento
de estos procesos y aprovechando su similitud con nuestro modelo original, podremos
describir la dinamica de este ultimo de manera eficaz. Este tipo de procedimiento se
denomina localizacion del sistema. Detallamos a continuacion la técnica de localizacion
que utilizaremos en nuestro anélisis de la dindmica estocastica a lo largo del capitulo.

Para cada n € N sea G, : R — R de clase C? tal que

|x|P+1 .”,62 .
Go(z) =4 r1 2 % o] < n (8.5)
0 si |z > 2n.

Consideremos entonces la familia (gb(”))neN de potenciales sobre R% dados por

o) (z) = %(Aa:,x) _ %Gn(:cd). (8.6)

Esta familia verifica las siguientes propiedades:
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(i) Para cada n € N el potencial ¢™ es de clase C? y ™ = —V¢(™ es globalmente
Lipschitz.

(ii) Paran < m € N se tiene b = b™ sobre la region II" = {z € R? : |4| < n}.

. (n)
(iii) Para cada n € N vale lim infj, 1 (15'7‘ > 0.

Como b™ es globalmente Lipschitz entonces para cada x € R¢ existe una tnica
solucion de la ecuaciéon diferencial ordinaria
X0 = ) x (e 0) (8.7)

con condicion inicial z. Esta se encuentra globalmente definida y describe la misma
trayectoria hasta escapar de II" que la solucién de (7.9) que tiene misma condicion
inicial. De la misma manera, para cada z € R y ¢ > 0 existe solucién de la ecuacion
diferencial estocastica

con condicion inicial z. Ademas, como b™ coincide con b sobre B, (0), entonces si

Tt = fnf{t > 0| X" > n} (8.9)
entonces para t < 7% := lfm, . oo 7a™" podemos definir X° := lfmy,_. o X "°

solucién de
dX =b(X]%)dt + e dW,

hasta el tiempo de explosiéon 72 con condicién inicial . Mas atn, si definimos los
tiempos de parada

e = fnf{t > 0 X" ¢ I}, (8.10)

€
puede verse que (ii) implica que

77 = lim 7T( n), @

€
n—-+o0o

y que X% coincide con el proceso X (™% hasta escapar de II".

Por otro lado, (i) garantiza que para cada n € Ny z € R? la familia (X ()@ ) -0
verifica un Principio de Grandes Desvios tal como lo formulamos en el Capitulo 4. Por
altimo, de (iii) se sigue que existe una tnica medida invariante para el sistema X ()¢
para cada ¢ > 0. Esta viene dada por la formula

1 () (o
M (A) = ()/e_%s?()d:v, A € B(RY (8.11)
7" Ja

2¢(”>(ac)

donde Z™ = Jpae = dx
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8.3. Construccion de un dominio auxiliar

Al igual que en el modelo del potencial de doble pozo, deberemos definir un dominio
auxiliar G que nos permita simplificar el estudio del tiempo de explosion del sistema
reduciéndonos a estudiar el escape de dicho dominio. La construcciéon de un dominio con
estas caracteristicas no es tan sencilla como en el modelo anterior pero, no obstante, se
puede verificar que existe un dominio acotado G que cumple las siguientes propiedades:

1. G contiene a z, —z y al origen.

2. La frontera de G puede descomponerse en tres partes: 9%, =%y dG \ (82 U 0’2).
La region de la frontera 0% es cerrada y verifica 9° = —07*. Ademas, existe v > 0
tal que todo = € 0” satisface x; > 1+ v para 1 < < d.

3. mingege ¢(r) = mingeg: ¢(x) = mingeyg-- ¢() mientras que

inf > mi )
seocBl ooy #17) > min 6(z)

4. Para todo y € 9 U 9% el sistema deterministico X% explota en tiempo finito.

5. G contiene un entorno del origen B.(0) tal que para todo y € B.(0) el sistema
XY estd definido globalmente y tiende al origen sin escapar de G.

La idea a tener en mente es aquella que ilustra la Figura en el caso 2-dimensional. Para
abreviar la notacion escribiremos 07, = 0* U 0~ ~.

Al estudiar el comportamiento del sistema estocastico con condicion inicial x € G,
lo que ocurrira tipicamente para € > 0 pequeno es que el proceso X% ¢ escapa de G a
través de 07, pues es alli donde la barrera de potencial es menor. Una vez en 07, la
influencia del ruido se volvera despreciable y seguiré los pasos del sistema deterministico
hasta explotar en un tiempo finito. Mostramos esta tltima afirmacion en el siguiente
teorema.

Teorema 8.3.1. Existe Ty > 0 tal que

lim sup P.(7. > Tp) = 0. (8.12)

£=04e07

Demostracion. Mostraremos tnicamente que existe Ty > 0 tal que

lim sup P, (7. > Ty) = 0, (8.13)

e—0 1cH=

es decir, si el supremo es tomado sobre 0°. La demostraciéon es analoga si el supremo
se toma sobre 0~*. A partir de ambas convergencias podremos concluir (8.12).

Fijemos M € N y para cada o > 0 definamos el conjunto

%:{xeRd:deM,a:jZOzparatodolgjgd—l}.
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Si definimos w : R — R¢ por w = (1 ++,...,1+7) donde v > 0 es el de la segunda
propiedad de G listada arriba, entonces un calculo directo muestra que w es subsoluciéon
de (7.9), es decir

2
w=0<—-Aw + Eg(wd)ed.

Luego, por el Principio de Comparaciéon y el hecho de que cualquier x € 9% tiene
todas sus coordenadas mayores a 1+, concluimos que el sistema deterministico X9
comenzando en r € 0* mantiene todas sus coordenadas mayores a 1 + v mientras se
encuentre definido.

Por otro lado, para cada x € 0% sabemos que X%? explota en tiempo finito. El
Principio del Méaximo (Teorema 7.3.4) implica entonces que el tiempo T, = inf{t > 0 :
X9 ¢ TIM+1} es finito. Recordando que X*° mantiene todas sus coordenadas mayores
a 1+, vemos entonces que T, = inf{t > 0: X 0 ¢ AHL}- Ademaés, como el sistema
X (M+2),2,0 coincide con X0 hasta escapar de IIM*2, en particular coincide hasta T, vy,
por lo tanto, tenemos que T, = inf{t > 0 : Xt(MH)’x’O € A}\Z[l}. Es decir, para x € 0%
el sistema XM+2).%.0 yisita A}V}le en un tiempo finito 7T,. Por la compacidad de 0*
podemos tomar Ty := sup,cy- I < +00 y concluir que para todo z € 9% el sistema

XM+2).2.0 vigita Ay}, antes de tiempo Ty.
. 1+2
Luego, si notamos I' := A JVJ; 2 para x € 0° obtenemos que

Py (1(T) > Tay) < Pp(min{aM*? | 7(D)} > Ty) + P (7 < Toy, 7(D) > Tis)

£

<P, (QTM<X(M+2),€’X(M+2)7O) -1 /\%) + P, <QTM<X(M+2)7€’X(M+2),O) > %)

Utilizando la estimacion en (4.11) concluimos

lim sup P, (7-(T") > i) = 0. (8.14)

e—0 r€H?

Teniendo en cuenta esto, para n > M escribimos

Py(ri > 14 Tyy) < Po(re(T) < Tag, 71V > 14 Ta) + Po(7e(T) > Tay)

< Pp(o(T) < T, > 14 Tw) + sup Py(7.(T) > Twy).

yeo*
Como X™¢ coincide con X (™:®¢ hasta escapar de B, (0), vale la igualdad
P, (TE(F) <Twy, 7—6(”) > 14 TM) — Px(TE(n)(F> < Ty, 7.E(n) >1+ TM)

donde Tsn)’x(l") = mf{t > 0: X™:%¢ c T'}. Por la propiedad fuerte de Markov para el
proceso X (%€ se obtiene

D) < Ty, 5 14 T) < mp B9 5 1) € s ).
yel’ yel

Concluimos que para todo n > M y x € 0% vale

P(ti > 1+ Tyy) <sup Py(r. > 1) + sup Py(7.(T") > Tw).
yel’ yEeD*?
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Tomando limite cuando n — 400 y supremo sobre 0* obtenemos

sup Px(TE > 1+ TM) <sup Py(1. > 1) + sup Py(7.(I') > Tw).

r€d* yel yEeD?
Recordando (8.14), para demostrar la proposicion basta con ver que el primer sumando
del miembro derecho tiende a cero cuando € — 0 para una eleccién adecuada de M.

Para ver esto, consideramos para cada € > 0 e y € I" el sistema
Y¥© .= XY —cW.

Observemos que X¥° e Y¥¢ tienen el mismo tiempo de explosion 77 y la misma con-
dicién inicial y € I'. Notemos ademas que en el diferencial estocastico de Y¥¢

dYE = b(YY)S +eW)dt (8.15)

no aparece el término con dWW. Decimos entonces Y¥ ¢ resuelve un caso particular de
ecuacion diferencial estocastica conocido como ecuacion diferencial aleatoria. En este
caso la continuidad de las trayectorias nos permite utilizar el Teorema Fundamental
del Célculo para mostrar que para casi todo w la trayectoria Y% #(w) es solucion de la
ecuacion diferencial ordinaria

VP (w) = b(YVE(w) + Wi (w)). (8.16)

Para caday € I' y € > 0 sea Q¥ un conjunto de probabilidad uno en donde (8.16) vale.
Sea ademas el conjunto
vh?

Qsz{ el s 4% <—}.
w 05221' H(w)] < 16o

Notemos que lim._ P(£2.) = 1. Nuestro objetivo serd mostrar que si M es elegido
apropiadamente, entonces para cada y € I' la trayectoria Y¥¢(w) explota antes de
tiempo 1 para todo w € Q¥ N Q.. De aqui se sigue que la trayectoria X¥(w) también
explota antes de tiempo 1y, por ende, que P({.) = P(QY N Q.) < P,(1. < 1) para
todo y € I' y ¢ > 0. Como la cota inferior es independiente de y € I', conseguimos

P(Q.) < inf P,(1. < 1).
yel

Tomando limite con € — 0 se obtiene el resultado el resultado deseado.

Sean entonces y € I', w € QYNQ). y supongamos que Y% *(w) se encuentra definida en
el intervalo [0,1]. Si definimos w : [0,1] — R¥ por w(t) = (1+2—2¢,..., 1+ 2 —2¢)

27 1 2 1
entonces, recordando que el parametro h en la ecuacion (7.9) satisface 0 < h < 1,
puede verificarse que w cumple w = —71 < b(w + SW(w)). Como y tiene todas sus

coordenadas mayores a 1 4 1 por pertenecer a I', por el Principio de Comparacion
concluimos que w(t) < Y¥*(t,w) para todo t € [0, 1]. En particular, si ¥} denota la
k-ésima coordenada del proceso Y ¢ entonces lo anterior nos dice que Y"*(t,w) > 0
para todo ¢ € [0,7T']. De aqui se deduce que Y;"*(w) verifica

Yo (w) > _% Y (W) - % * %Q(Ydy’s(w) — eWa(w)). (8.17)
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Teniendo en cuenta que limg o % = 400, podemos tomar M € N lo suficientemente
grande como para garantizar que existe una constante C' > 0 tal que para todo s > M
vale

- =+ %g(s — EWd(w)) > CsP. (8.18)

Si recordamos que Y ¢(0,w) > M, lo anterior se traduce en
. P
YIe(0,w) > c(wqo,m) . (8.19)

De aqui se sigue que Y¥(0,w) es creciente (ver el segundo paso de la demostracion
del Teorema 7.3.5) y, por consiguiente, que la desigualdad de arriba vale para todo
€ [0,7]. Si ademéas pedimos que M € N sea tal que

1
Clp — 1) M~

<1

entonces del Lema 7.3.3 se sigue que Y% ¢(0,w) explota antes de tiempo 1. Llegamos
asi a una contradiccion, de donde se concluye el resultado. O

Observacion 8.3.2. En particular, el Teorema muestra que

lim inf P,(r. < o0) = 1.
e—02€0?, 1‘( © )

Es decir, para el sistema comenzando en 07 ,, la probabilidad de explotar en tiempo
finito es alta si € es pequeno

8.4. Cotas para el tiempo de explosion

Nuestro objetivo en esta seccion es probar las cotas inferior y superior para el tiempo
de explosion. Concretamente, vamos a mostrar que dado § > 0, para todo x € Dy se
tienen

A—§
lim P, (n < eTz) —0 (8.20)

y N
lim P, (rg > e?> —0 (8.21)

donde la convergencia puede tomarse uniforme sobre compactos de Dy. Seguiremos
esencialmente los mismos pasos que para la demostracion de las cotas respectivas para
el tiempo de salto que figura en el capitulo 6, empleando técnicas de localizacion cuando
sea necesario. Comenzaremos primero con la cota inferior y luego trataremos con la
superior.

Teorema 8.4.1. Para cada 6 >0 y x € Dy se tiene
A4
lim P, (Tg < esT) —0. (8.22)
E—>

Mas ain, la convergencia es uniforme sobre compactos de Dy.
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Demostracion. Daremos una esquema de la demostracion dividido en dos pasos.
1. El primer paso consiste en ver que el resultado vale uniformemente sobre una bola

de centro en el origen y radio suficientemente pequeno. Es decir, existe p > 0 tal que

A—95
lim sup P, <T€ <e <2 ) = 0. (8.23)
=702€B,(0)

Notemos que si p es tal que B,(0) C G entonces la continuidad de las trayectorias
implica que

A—S A5
sup P;I;(Ta <e e ) < sup P:L,(TE(aG) <e ez )

z€B,(0) z€B,(0)
Consideremos ny € N tal que G C B,,,(0) y sea X (0):%¢ ]a solucién de
dX[" " = bl (X5 dt + e dW,
con condicién inicial z € B,(0). Tenemos que
P(Xt("())’z’E = X}"° para todo t < 7("0)*) = 1.
En particular, ambos procesos coinciden hasta escapar de GG. Luego, si definimos

"2 (9G) = inf{t > 0: X[ € 0G}

A—95

resulta P, (Te(aG) < e%> = P, ( m)(9G) < e ) para todo x € B,(0). Basta
entonces con mostrar que existe p > 0 tal que

lim sup P, ( )(0G) < eAsT_&> = 0. (8.24)

= 0.¢B,(0)

Pero debido a las propiedades de b(™) (con referencia a la discusion en la Secciéon 8.2)
esto puede hacerse de forma analoga a lo que figura en la demostracién de la cota
inferior para el modelo del potencial de doble pozo.

2. Habiendo probado la convergencia uniforme sobre Ep(()) para algtn p > 0 adecuado,
generalizamos ahora el resultado para cualquier z € Dj.

Sabemos que para cada x € Dy existe un tiempo T}, tal que el sistema deterministico
comenzando en x alcanza Be(0) durante el intervalo [0, 7, ]. Ademas, la continuidad
de las trayectorias asegura que existe n, € N tal que el sistema se mantiene en B, (0)
durante todo el intervalo [0, 7, ]. Luego, vale que X ()% alcanza B (0) durante el
intervalo [0, T}, |, manteniéndose a una distancia positiva d, de 9B, (0). Asi obtenemos

P (7:(B,(0)) > T;) < Pw(ml'n{TE(”) , -(B,(0)} > T,) + P, ( ) < T, »)

Oz
< (o, (X025, X1000) > %) P o, (X002, X100 5 )
Utilizando la estimacion en (4.11) para la familia (X)) ..o concluimos

lim P, (7.(B,(0)) > T,) = 0. (8.25)
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Con esto podemos escribir
P (" < 2 < Py (n(By(0) < 71V < €57 )4 P (7" < T)+ Pu(7.(B,(0)) > ).
Notemos que los dos tltimos sumandos tienden a cero cuando € — 0 para n > n, como

consecuencia del calculo hecho arriba. Para acotar el primer sumando, observemos que
como los procesos X%y X (™22 coinciden hasta 7, vale la igualdad

P (w(B0)) < 71 < %) = P (O (Byf0)) < 7 < o)

donde 7" (B,(0)) = if{t > 0: X("=c € B,(0)}. Utilizando la propiedad fuerte de
Markov para el proceso X ™% conseguimos

P, <T€(”)(§p(0)) <7t < eL?;) < sup P, (T(”) < 6%6).

yeEF(O)

Si tomamos n > ng donde ng es el del primer paso, entonces

sup P, (7™ < e ) < sup P,(r™6G 3
y < sup Fy(7"(0G) <e
y€B,(0) y€B,(0)

que vimos que tiende a cero por (8.24). Observando que para todo n € N vale la
desigualdad

A—9
5

a2 (n) £zl
Px<75<e P > pr<7'5n < e < >

concluimos el resultado para x € Dy. Para ver la convergencia uniforme sobre compac-
tos se procede de manera similar. O

Nos dedicamos ahora a mostrar la cota superior para el tiempo de explosion. Co-
menzamos por un lema previo.

Lema 8.4.2. Dado 6 > 0 se tiene

lim sup P, (TE(QG) > e%) = 0. (8.26)

e=0 ze@

Demostr_acio’n. La demostracion es similar a la del Lema 6.4.1. Consideremos n € N
tal que G C B, (0) y sea X(™:#¢ ]a solucién de

dX; e = b (X5 dt + e dW,
con condicién inicial x € G. Tenemos que
P(X[™™¢ = X7 para todo ¢ < 70"#) = 1.
En particular, ambos procesos coinciden hasta escapar de G. Luego, si definimos

T (0G) = inf{t > 0: X" € 9GY,
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resulta P, (7.(0G) > e%ﬂs =P 7'5(") 0G) > e%é . Basta entonces con mostrar que
X € xT q

lim sup P, (7! (0G) > e%) =0. (8.27)

=0 zeq

Para mostrar (8.27), comenzamos por ver que, dado § > 0, existe un tiempo 7" tal
que para cada x € G nos es posible construir un conjunto abierto de trayectorias &, r
que verifique las siguientes condiciones:

1. ¢ € C([0,T],R?) para toda ¢ € &, 7.
2. Toda trayectoria de &, r se escapa de GG antes de tiempo 7.

3. Para todo € > 0 suficientemente chico vale inf,cp, P (XM oe ¢ Eur) > Qg
a+d

donde a, := T/eTi.

Al igual que en el Lema 6.4.1, construiremos para cada x € GG una trayectoria ¢
que comienza en x, con funcién de tasa menor a A + g y tal que no solamente *
se escape de GG antes que T, sino que también cualquier trayectoria lo suficientemente
cercana en norma infinito haga lo mismo.

Tomemos r > 0 lo suficientemente chico como para garantizar que la funcién de
tasa de una interpolacion lineal a velocidad uno entre dos puntos xg, x1 a distancia
menor que 27, no sea superior a g. Podemos suponer, ademés, que B,(z)UB,(—z) C G.
Definimos también los conjuntos

G(z,r) :={r e G :dx, W) <r}
y G(—z,r)={xeG:dz, W) <r}
Construimos ¢* como sigue:
» v € G(z,7)

1. Elegimos un punto z; € W; a distancia minima de z e interpolamos x con
xq.

2. Desde z;, seguimos el flujo deterministico hasta llegar a un z, € B,(2).

3. Una vez en x9, interpolamos a un x3 € Wy N D, a distancia r de z.

4. Seguimos, nuevamente, el flujo deterministico desde x3 hasta llegar a un
punto x4 € D, a una distancia al menos r de G.

» Sixz € G(—2z,7r), la trayectoria se construye de forma anéloga al caso anterior.

» Siz € D.N(G\ (G(z,7) UG(—z,7))), simplemente seguimos la trayectoria
deterministica hasta llegar a un punto x4 como el descripto arriba.

= z€ DN (G'\ (G(z,1) UG(-2,1)))
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1. Seguimos el flujo deterministico hasta alcanzar B,.(0).
2. Desde B,(0), interpolamos a un punto z € S,(0) N W2

3. Una vez sobre la variedad inestable W}, podemos ir con el reverso de la
trayectoria deterministica hasta un =}, € Dy N S,(z).

4. Continuamos como en el primer caso.

Extendiendo ¢* de manera que siga el flujo deterministico si fuese necesario, pode-
mos suponer que todas las trayectorias ¢ estan definidas en un intervalo de tiempo
[0,T], con T > 0 independiente de x. Con las ¢® asi construidas, el conjunto de tra-
yectorias &, r = {¢ € C([0,T],R?) : or(v, ") < r} verifica las tres condiciones
requeridas. Por tltimo, procediendo como en el Lema 6.4.1, obtenemos

ﬂ]

P (t™(0G) >TH) < (1 —a.)l7 ], (8.28)

donde T := e <2 . Como la acotacion es uniforme en GG, tomando limite con ¢ tendiendo

a cero, conseguimos
A+6
lim sup P, (7 (0G) > e = ) =0.

=0 zea

0

A partir del lema anterior y del Teorema 8.5.2 que enunciaremos mas adelante, se
deduce el siguiente corolario.

Corolario 8.4.3. Si B.(0) es el entorno del origen que destacamos en la Seccion 8.3,
entonces para todo d > 0 se verifica

lim sup Px<7'5(8z Uo =) > e%> = 0. (8.29)
=0 x€B¢(0)

— A+§
Demostracion. Si x € B.(0) y notamos Tt := e <2 | entonces tenemos
Px(Tg(aiz) > T+) < Px(Ta(aG) > T+) + Px( .(0G\0%,) < T < Tg(aiz))
<sup Po(7-(0G) > T*) + sup Po( XL o) ¢ 0°.)
zeG z€B.(0)
Tomando supremo sobre x € B,(0), resulta

sup Po(n(02.) > T*) S sup P m(0G) = T*) + sup Po( X0 & 05.).
z€B.(0) zeG 2€B.(0)

Observando que el primer sumando de la derecha tiende a cero por el Lema 8.4.2 y que
el segundo lo hace por el Teorema 8.5.2, obtenemos el resultado. O

Contando con el lema y corolario previos, nos encontramos en condiciones de probar
la cota superior.
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Teorema 8.4.4. Para cada 6 >0 y x € Dy se tiene

, A4S
lim P, (E > el ) —0. (8.30)
E—

Mas avin, la convergencia es uniforme sobre compactos de Dy.

Demostracion. Haremos la demostracion en dos pasos.

1. En primer lugar, probaremos que el resultado vale uniformemente sobre B.(0). Esto
es, dado § > 0, se tiene

A+6
lim sup ch<7‘8 > e <2 ) = 0. (8.31)
e—0 x€B.(0)

Para ver esto notemos que si z € B.(0), entonces

T+ T+
Py(re>T") =P, <rs > T m(07,) > = ) +P, <TE > T (07.) < = )
T+ T+
S Px <Tg(aiz> > T) + Px <7_5 > 7_’+ ,Tg(aiz) S T)

. o Ats ,
donde, al igual que antes, escribimos 7T = e <2 . Bastara entonces con mostrar que
cada sumando de la derecha tiende a cero uniformemente en B.(0).

Para ¢ suficientemente chico tenemos la acotacion
N

P, <r€(8'zz) > %) < sup P, (75(822) > ea2> (8.32)

x€B.(0)

Como la acotacién es independiente de 2 € B.(0), por el Corolario 8.4.3 obtenemos la
convergencia uniforme del primer sumando.

Para ver la convergencia uniforme del segundo sumando, tomemos ng € N tal que
G C B,,(0). Notemos que, para cada n € N, los procesos X ¢ verifican la igualdad

7_(n),gﬁ — inf{t Z 0: ‘X(n),z,s| Z Tl}

Maés atin, si n > ng entonces vale la igualdad
T8(07,) = inf{t > 0: XM= c 97 ],

Con esto, utilizando la propiedad fuerte de Markov para X(:%¢ en forma analoga a
lo hecho en la demostracion del Teorema 6.4.4 obtenemos para n > ng

T+ T+
P 7™ >TY 7.(0°) < — ) < sup P 7™ > — ).
2 z€0* , 2
Tomando limite con n tendiendo a infinito conseguimos
T+ T+
P, (TE >T% 7.(07,) < T) < sup 1’:’93(7'6 > T) (8.33)
x€0?
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Como la acotaciéon es independiente de 2 € B.(0), para ver la convergencia unifor-
me basta con probar que el miembro derecho de la desigualdad tiende a cero. Por el
Teorema 8.3.1 sabemos que existe un tiempo T tal que

lim sup P.(7.>1Tp) =0.

e—0 z€d*
Luego, si € es suficientemente pequeno como para garantizar Ty < TT+, obtenemos
T+
sup P$(T€ > —> < sup Pu(7. > Tp), (8.34)
z€d? 2 z€0?

de donde se concluye el resultado.

2. Habiendo probado la convergencia uniforme sobre B.(0), generalizamos ahora el
resultado para cualquier x € Dy.

Sabemos que para cada x € Dy existe un tiempo 7T}, tal que el sistema deterministico
comenzando en z alcanza Bg(0) durante el intervalo [0, T ]. Ademas, la continuidad
de las trayectorias asegura que existe n, € N tal que el sistema se mantiene en B,,_(0)
durante todo el intervalo [0, 7} ]. Luego, vale que X ():%9 alcanza B:(0) durante el
intervalo [0, T} ], manteniéndose a una distancia positiva d, de 9B, (0). Asi obtenemos

Py(7:(B.(0)) > T;) < Pp(min{7.(9B,,(0)), 7:(Be(0))} > To) + Pu(7-(0Bn,(0)) < Ty)

5.,
< Po(on, (X005, X010) > 2) 4+ Py (0, (X012, X000) > 2 i

2
Utilizando la estimacion en (4.11) para la familia (X (”m)’”’E)DO, concluimos
lim P, (7.(B:(0)) > T;,) = 0. (8.35)

Ahora, para cada n € N tenemos
Po(7M > TH) < P(7i" > TT, 7.(B.(0)) < Tp) + Po(7:(B.(0)) > T,).
Ademas, si € es suficientemente pequeno como para garantizar T, < TT+ entonces, por
la propiedad fuerte de Markov para los procesos X (™€ tenemos la acotacion
— T+
P, (7" > Tt 1.(B.(0) <T,) < sup P, (TE(”) > —)
x€B¢(0) 2
Tomando limite cuando n tiende a infinito, concluimos

Tt —
P(1.>T") < sup P, (TE > —) + PI(TE(BC(())) > Tl,). (8.36)
x€B¢(0) 2

Observando que el miembro derecho de la desigualdad tiende a cero por (8.31) y
(8.35), se consigue el resultado. La convergencia uniforme sobre compactos de Dy se
prueba de manera similar. O
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8.5. Distribuciéon asintética del tiempo de explosion

Habiendo terminado con las cotas inferior y superior para el tiempo de explosion, nos
dedicamos a probar la pérdida de memoria asintotica del tiempo de salto normalizado
%. Para ello, una vez més reduciremos el problema a estudiar como el proceso escapa
de un dominio acotado. En nuestro caso, este dominio sera G. Una vez estudiado el
limite en distribucion del tiempo de escape de (G, procederemos a mostrar que éste y
el tiempo de explosion son asintoticamente similares y esto nos permitird concluir el

resultado.

El primer objetivo de esta seccion sera ver la pérdida de memoria asintotica para
el tiempo de escape de G. Notemos que si ng € N es tal que G C B,,(0), entonces
para todo z € G el proceso X(0):%:¢ coincide con X* ¢ hasta escapar de G. Luego,
si 7" T(OG) = if{t > 0 : X(M)we € §GY} entonces 7L (0G) = 17(9G) vy, por lo
tanto, basta con mostrar la pérdida de memoria asintética del tiempo en que X (%0) %<
escapa de G. Como b(™) es globalmente Lipschitz, esto puede hacerse de manera similar
a lo probado ya para el modelo del potencial de doble pozo. Se obtienen asi los teoremas
que figuran a continuacion.

Teorema 8.5.1. Sea 7. > 0 definido por la relacion
Py(1.(0G) > 7.) = e . (8.37)
Entonces existe p > 0 tal que, para todo t > 0, se tiene
lim sup |P,(7.(0G) > ty.) —e '] = 0. (8.38)

€20 1B, (0)

Teorema 8.5.2. Si B.(0) es el entorno del origen que destacamos en la Seccion 8.3,

entonces se verifica
If . 2 ) =0.
lim sup P(X7 (5 ¢ 07.) =0
z€B.(0)

Del teorema anterior se deduce la siguiente proposicién que muestra que el tiempo
de escape de G y el tiempo de explosion son asintoticamente similares.

Proposicion 8.5.3. Existe una constante positiva Ty tal que, para todo x € Dy NG,

lir% P,(1. > 1.(0G) + Tp) = 0. (8.39)

Demostracion. Se procede de forma analoga a la demostracion del Lema 6.6.1 utilizan-
do los Teoremas 8.3.1 y 8.5.2. O

Corolario 8.5.4. Sea p > 0 dado por el Teorema 8.5.1. Entonces

(1) lim._g % =1,
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(73) lim._ SUP,¢ B, (0) |P,(1-(0G) > tf.) — et = 0.

Demostracion. (i) Observemos primero que como consecuencia de la cota superior para
el tiempo de explosion, podemos suponer que (3, es finito para todo € > 0. Ahora, la
continuidad de las trayectorias implica

Py(1:(0G) > p.) < Py(1. > B.) < e,

de donde concluimos 7. < . y, en particular, que liminf,_,g % < 1. Supongamos que
lim sup,_, % > 1. Entonces, existe A\p > 0 y una sucesion (g;);en con lim; ,oe; = 0 tal

que 3, > (1 + Ao)7.; para todo j € N. Luego, si Tj es la constante de la proposicion
anterior, procediendo como en la demostracion del Corolario 6.6.2 obtenemos

TQ—Oé

Pp(Tsj > B, — a) < P, (Tsj(aG') > (1 + X0 — )’ygj> + Pp(Tsj > ng(aG’) + To)

€j

para todo 7 € Ny a > 0.

Como lim;_, 1~ €; = 0, para j € N lo suficientemente grande vale 1+ Xy — Tg__o‘ > 1+ ’\2—0
J

€

Por definicién de (3., obtenemos

el < Py(r; > B, —a) < B, (Taj (0G") > (1 + %) ’Yaj> + Py(7e;, > 7.,(0G") + Ty)

para j € N es suficientemente grande. Tomando limite en esta expresiéon con j tendiendo
A

a infinito llegamos a la contradiccion e=! < e~ (13, Luego, limsup,_,, % <1y, como

liminf,_,g % < 1, concluimos lim,_,q % =1.

(i7) La demostracion es analoga a la del Corolario 6.6.2 debido a que se verifica

lim  sup  sup|P.(7:(0G) > tB.) — Pu( 7-(0G) > tf.)| = 0. (8.40)

e=0 z,2'€B,(0) t>0

Notemos que para probar esto ultimo alcanza con verlo para los procesos (X (m0):€)__ .
donde ng es tal que G C B,,,(0). Esto puede hacerse como figura en la cota inferior
para el modelo del potencial de doble pozo. O

Llegamos asi al principal resultado de la secciéon: la pérdida de memoria asintotica
del tiempo de explosion.

Teorema 8.5.5. Para cada x € Dy , se tiene
lim Po(7: > 10:) = et Vt>0. (8.41)

Mas ain, la convergencia es uniforme sobre compactos de Dy para cada t > 0.
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Demostracion. Haremos la demostracion en tres pasos.

1. Verificamos primero que el enunciado es vélido en el caso x = 0. Esto es analogo al
primer paso de la demostraciéon del Teorema 6.6.3.

2. El préoximo paso seréd ver la convergencia uniforme sobre una bola de centro en 0 y
radio suficientemente pequeno. Esto se deduce del caso z = 0 y de que existe p > 0 tal
que
lim sup sup|P.(7 >t0) — Pu(7. >t6.)| = 0. (8.42)
e=0 z,2'€B,(0) t>0
Para ver esto, sea p > 0 tal que B,(0) C G y tomemos z, 2’ € B,(0). Dado ¢ > 0,
para cada n € N acoplemos segtin el método de Lindvall-Rogers los procesos X )¢ y

n),z’, (n) :
X ()7 v denotemos por T, ., al tiempo en que ambos procesos se acoplan. O)bservemos

que si Ting,) < min{Tg(”O)’x, TE("O)’“T’} para algin ng € N, entonces T’ QE"QZ, = T:]g";/ para todo
n > ngy, ademas, X%y X*"¢ se cortan en Tagnﬁ,) y a partir de alli describen la misma

trayectoria. En particular, explotan al mismo tiempo. Luego, se sigue que
|P$( T, > tﬁa) — P:C/( T, > tﬁ€)| < P( n {ml’n{Te(n),a:7 7-6(71),3;’} < Té?m/}>
n=1

Para mostrar (8.42), basta con ver que si p es lo suficientemente chico entonces para
cada n € N se tiene que

lim  sup P(mfn{Tg(")’x, Tl < Téng,) = 0.

e—0 z,z’'€B,(0)
Notando que

P(min{TE(")’z, TE(”)’x/} < Tfﬁ,) <P, (TE(”) < Tgﬁ"’ ) + Py (Ts(n) < Tx(jla):’)7

7x/
la demostracion se sigue como en el Lema 6.3.2.

3. Por 1ultimo, probamos la convergencia uniforme sobre compactos de Dy. Sea p > 0
tal que

lim sup |P,(1. >tB.) —e | =0.

=0 yeB,(0)
Dado un compacto I C Dy, sabemos que existe un tiempo finito Txc y nx € N tales
que, para todo x € K, el sistema deterministico X% visita Bg(O) antes de tiempo Ty,
manteniéndose durante el intervalo [0, T | siempre dentro de B, (0) y a una distancia
positiva dx de 0B, (0). Se sigue que para todo n > ni el sistema X @20 hace lo
mismo. Luego, para todo x € K y n > nx tenemos

méx {px ((B.(0) > T0) , Po(ri™(B.(0)) > Tw)} < Px<gTK(X(”’C)’E,X("’C)’O) > g)

)
1+ P, <QT,C(X(W)’E,X(”’C)’O) > 7’¢>
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y, por lo tanto, utilizando la estimacion (4.11) obtenemos

HH(]) sup P, (7.(B,(0)) > Tx) = 0 (8.43)
€=V zek
y
lim sup <Sup P, (’7'5(”) (B,(0)) > T,C)) = 0. (8.44)
e=0 p>ne \zek

Ahora, para x € K y t > 0 tenemos
P71 > t3) = Po( 1. > tB., 7.(B,(0)) < Tc) + Pu( 7. > 3., 7.(B,(0)) > Tx),

donde el segundo término de la derecha tiende a cero uniformemente en K por (8.43).
Si vemos que P, (7. > tf., 7.(B,(0)) < Tk) tiende uniformemente en K a e~*, habremos
concluido la demostracion.

Tomemos ¢y > 0 tal que Tk < tfB. para todo ¢ < gp. Por un lado, empleando un
argumento de localizaciéon obtenemos para € < ¢

Pw( 7. > 8., 7.(B,(0)) < T;C) < sup P,(7 >tf6. —Tx).
yeB,(0)

y, por lo probado en el paso anterior, concluimos

limsupsup P, (7= > 6. , 7:(B,(0))) <e™". (8.45)

e—0 zxeK

Por otro lado, un argumento de localizaciéon similar nos otorga para € < ey y n > ng

P, (TE > t0. ,TE(E/)(O)) < TK;) > 12}2 Pz(Ta(n)(Ep(O)) <Tx) inf P,(7 () > tf.)

ye p(o)
> [ nf <1an( ™)(B,(0)) <T,C)>] mf P,(r™ >1tB.).  (8.46)
~ Ln>nge \zek N yEB,(0)

Notemos que el primer factor del miembro derecho tiende a uno con ¢ — 0 por (8.44).
Ademés, dado d > 0, para cada € > 0 podemos tomar nj > nx tal que

Po(r. > 1) — Po(ri"™ > t8.) <

Con esto conseguimos

imf Py > 15.) > Py > t8.) =6 — sup |[P(r" > t8.) — Py(ri"™ > 16.)]
yeB,(0) y€B,(0)

> Py(1: > tf:) — 6 —sup < sup |P, (7} (n) > t6.) — Po(T: (n) > tﬁ5)|)

neN YyeB,(0)

De forma similar a la demostracion del Lema 6.3.2, se puede ver que para p > 0 lo
suficientemente chico vale

lim sup( sup  |P,(7") > t3.) — Py( 7" > t3. )|) 0. (8.47)
e=0 neN yeB,(0)
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Luego, teniendo en cuenta esto tltimo y (8.46), por lo probado en el primer paso

obtenemos .
liminf inf Px( 7. > tf: , 7.(B,(0)) < T;C) >et— 4. (8.48)

e—0 zek
Como 0 > 0 es arbitrario, (8.48) sumado a (8.45) nos permite concluir
lim sup |P,(7. > t63.) —e*| = 0. (8.49)
=0 zek

0
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