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Capitulo 1

Introduccion

En muchas oportunidades un investigador se interesa en conocer
como el comportamiento de un conjunto de variables impacta sobre
otra, entender y describir la posible relacion funcional entre las
mismas y a partir de esto, formular un modelo de prediccion.

Por ejemplo, supongamos que se observan n vectores aleatorios
de la forma (x},v;) 1 < i <n,dondex; = (21, ..., x;)’, es el i-ésimo
vector de variables explicativas (predictores o independientes) e y;
son variables de respuesta (o dependientes) y se intenta determinar
la relacion que existe entre ellas a través de una forma funcional f.
Una funciéon natural y simple es la forma lineal, es decir, aquella
en que la respuesta y es una combinacion lineal de las p variables
explicativas, o sea planteamos

p
yi:ZXij/Bj+uia 1=1,...,n, (11)
j=1

donde 8" = (fi, ..., B,) son los parametros desconocidos a ser esti-
mados y us representan los errores que son variables aleatorias in-
dependientes e idénticamente distribuidas (i.i.d.) e independientes
de x;. Si el modelo tiene intercept u ordenada al origen, la tulti-
ma componente de X serd un 1. En general, asumimos para todo
1=1,...,n

ML1. E(u;) = 0
ML2. Cov(u;,u;) = 0sii# j,y VAR(u;) = 02,

3



4 CAPITULO 1: INTRODUCCION

lo que indica que no existe un aporte sistematico de los errores en el
modelo y se garantiza la ausencia de correlacion y la homoscedas-
ticidad en los errores. Este modelo, que es conocido como Modelo
Lineal, es extensamente usado, entre otras razones, por la facilidad
de su interpretacion ya que al ser aditivo es facilmente comprensible
el efecto de una variable explicativa sobre la respuesta.

Este modelo ha sido ampliamente estudiado y las propiedades
de los estimadores de minimos cuadrados son bien conocidas bajo
ciertas condiciones de regularidad. Si ademas, para todoi: =1, ..., n,
se cumple que

ML3. u; ~ N(0,02),

el estimador de maxima verosimilitud de 3 coincide con el de mi-
nimos cuadrados y su distribucion exacta es conocida, lo que es de
gran utilidad en la etapa de inferencia cuando se desean realizar
tests de hipotesis o intervalos de confianza.

Si bien este modelo es muy sencillo, no siempre se ajusta a los
datos. En términos de la esperanza de las variables de respuesta,
bajo la hipotesis MIL1 el modelo (1.1) puede reescribirse como

p
E(yz) = injﬁj = X;,B 1= 1, e n.
j=1

Sin embargo, es claro que este supuesto no podré verificarse para
variables de respuesta tales como Poisson o Gamma, en las que a
priori la esperanza esta limitada a tomar valores positivos, mientras
que los predictores lineales x3 no estan restringidos, a menos que
se impongan restricciones adicionales. Una flexibilizacion de este
modelo que permite tratar situaciones como las mencionadas, es
la generalizacion que se logra con el Modelo Lineal Generalizado
(GLM).

En el modelo lineal generalizado, se relaciona la distribucion de
la variable de respuesta y con la componente sistematica, es decir las
covariables x, a través de una funcion de enlace H(z) que relaciona
la esperanza de las respuestas con el predictor lineal, es decir

H(E(y) =X i=1,...n.
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El Modelo Lineal Generalizado fue introducido por Nelder y We-
dderburn (1974) como una manera de unificar varios modelos es-
tadisticos, incluyendo la regresion lineal, regresion logistica y regre-
sion de Poisson, bajo un solo marco teérico. En esta tesis, traba-
jaremos con un caso particular, que es el de la regresion Gamma.

Mas precisamente, consideremos la parametrizacion de una fun-
cion de distribucion Gamma, denotada por I'(a, ), con a > 0 y
1 > 0, con funcion de densidad dada por

Maolio(‘a)za_l exp(—(7)z) si 220

flz,a,pn) =
0 si z2<0.

De esta forma, si z es una variable aleatoria con distribucion I'(a, p),

2
« es un parametro de forma, F(z) = py VAR(2) = e

Consideremos el Modelo Lineal Generalizado donde la distribu-
cion de la respuesta z dado el vector de covariables x = (21, 2, ..., )’
es ['(a, (%)), de tal forma que

2lx ~ (e, u(x))

donde log(u(x)) = x'3 y por lo tanto, H(t) = log(t) es la funcion
de enlace o link, que relaciona la media de la variable de respuesta
con el predictor lineal basado en las variables explicativas. Asumire-
mos que el parametro de forma o no depende de x.

Este modelo también puede verse como un modelo lineal con

errores asimétricos. De hecho, si llamamos ¢ = ——, esta nueva

p(z)
variable aleatoria tiene distribucion I'(«, 1), luego definiendo

y = log(z) y u = log(€) este modelo puede ser reescrito de la forma
y=x08+u, (1.2)

donde el error u tiene como funciéon de distribucion al logaritmo
de I'(a, 1), log'(, 1), x y u son independientes y la funcion de
densidad de u es g(u, ), con

aa

['(«)

g(u, ) = exp(a(u —exp(u))) . (1.3)
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Esta densidad es asimétrica y unimodal, con méximo en 0. El mo-
delo dado en (1.2) es llamado Modelo de Regresion Log-Gamma
(LGR).

Es interesante notar que la densidad (1.3) pertenece a una fa-
milia exponencial de la forma

g(u, a) - Q(a) eXp(at(u))? (1'4)

con t(u) = u — exp(u). Las distribuciones de esta forma son con-
tinuas y con una tnica moda en uy.

Si (x},v1), ..., (X},,¥n) es una muestra aleatoria que cumple el
modelo (1.2) con errores u; con densidad de la forma (1.4), el es-
timador de méaxima verosimilitud de o y de 3 son los valores que
maximizan la verosimilitud L(a,b) siendo

n

L(a,b) = l_Ig(yZ —x/b,a).

1=1

Como veremos en el Capitulo 3, la maximizacion de L(a, b) respecto
de b es equivalente a la minimizacion de la deviance, que compara,
el logaritmo de la verosimilitud bajo el modelo saturado con el
logaritmo de la verosimilitud del modelo que estamos considerando
y puede escribirse como

D@Lb)—-éizlog(g(g“m“” ) . (1.5)

Yi — X;'b7 CL)
Si llamamos d;(a,b) a la i-ésima componente de la deviance, en-

tonces
g(U’Oa CL) )
9(yi — xib, a)

di(a,b) = 2 log (
Es muy sencillo ver que
di(a,b) = 2a(t(ug) — t(y; — x;b)) = 2a d*(y;, x;, b),

donde
d*(y,x,b) = t(ug) — t(y — x'b). (1.6)
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En el caso particular que nos interesa de la distribucion log—Gamma,
tenemos que t(u) = u — exp(u) y por lo tanto d* resulta

d*(yo X, b) =—-1- (y - X,b) + eXp(y - X,b)'

Luego, el estimador de méaxima verosimilitud de B lo podemos
obtener como

n
,82“ = argsnin Z d*(yi, x;, b).
i=1

Sin embargo, es bien conocido que en el contexto de los modelos
de regresion los estimadores de minimos cuadrados y de maxima
verosimilitud pueden ser severamente afectados por la presencia
de datos atipicos. Entre las numerosas propuestas de estimadores
robustos en el modelo de regresion lineal se destacan los M M-
estimadores propuestos por Yohai (1987) que tienen la propiedad
de poseer un alto punto de ruptura, a la vez que conservan una alta
eficiencia. Como otras propuestas realizadas, ésta tiene la desventa-
ja de que cuando la distribucion de los errores es asimétrica, tal co-
mo es el caso de la distribucion log-Gamma, si bien los estimadores
de la pendiente son consistentes, los estimadores de la ordenada al
origen dejan de serlo. En consecuencia, también pueden resultar no
consistentes las estimaciones de funciones paramétricas tales como
las predicciones de la media condicional.

En el caso de los modelos lineales generalizados, los estimadores
de maxima verosimilitud son muy sensibles a la presencia de datos
andémalos y numerosas propuestas robustas han sido realizadas. En
particular, para la estimacion de los parametros de una distribucion
Gamma, Marazzi y Ruffieux (1996) consideraron el caso de respues-
tas i.i.d., Stefanski, Carroll y Ruppert (1986) y Kiinsch, Stefanski
y Carroll (1989) obtuvieron estimadores de influencia acotada 6p-
timos en el sentido de Hampel para modelos lineales generalizados.
Més tarde, Cantoni y Ronchetti (2001) introdujeron estimadores
robustos basados en el concepto de la cuasi—verosimilitud.
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Una desventaja de todos estos estimadores es que requieren el
computo de un término de correccion a fin de obtener estimaciones
Fisher—consistentes.

Bianco, Garcia Ben y Yohai (2005) generalizan los M M-estimadores
al caso en que los errores tienen una distribucion en la clase de
las familias exponenciales del tipo (1.4), que como vimos incluye
la distribucion log-Gamma. Como veremos, la definicion de estos
estimadores es muy parecida a la de los estimadores originales in-
troducidos por Yohai (1987) con la diferencia de que los residuos
ordinarios son reemplazados por los residuos basados en la deviance.
Estos autores muestran que los estimadores propuestos son Fisher—
consistentes, derivan su distribucion asintotica, calculan su punto
de ruptura y muestran que poseen al mismo tiempo alto punto de
ruptura y alta eficiencia. Una ventaja de esta generalizacion de los
M M-estimadores es que no necesitan un término de correcciéon para
obtener Fisher-consistencia bajo ciertas condiciones de regularidad.

El interés del presente trabajo esta centrado en proponer tests de
hipotesis robustos en el modelo de regresion log-Gamma, problema
que ha recibido mucho menos atencion que el de estimacion robusta.
Seria deseable obtener tests de hipotesis que conserven un nivel
estable y mantengan una buena potencia bajo contaminaciéon. En
efecto, los métodos de inferencia, tales como los tests y los intervalos
de confianza, heredan de los procedimientos de estimacion en los que
se basan su sensibilidad a la presencia de datos atipicos. En este
sentido una pequena proporcion de datos atipicos puede afectar se-
veramente tanto el nivel como la potencia de los tests derivados.
Los trabajos de Heritier y Ronchetti (1994)y Cantoni y Ronchetti
(2001) proponen métodos en esta direccion. Heritier y Ronchetti
(1994) proponen tests robustos para un modelo paramétrico gene-
ral. Por otro lado, Cantoni y Ronchetti (2001), usando la nocion
de cuasi—verosimilitud, definen versiones robustas de la deviance e
introducen una familia de tests para el problema de selecciéon de
variables en modelos lineales generalizados. Asimismo, investigan
la estabilidad del nivel asintotico de los procedimientos propuestos.
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En esta tesis se propone estudiar algunas propiedades asintoti-
cas de tests de tipo Wald basados en los M M-estimadores intro-
ducidos en Bianco, Garcia Ben y Yohai (2005) y se muestra que
bajo la hipotesis nula tiene el mismo comportamiento asintético
que su equivalente clasico basado en los estimadores de maxima
verosimilitud. Mediante un estudio de Monte Carlo se investiga su
comportamiento para muestras finitas bajo el modelo y bajo con-
taminacion.

La organizacion de la tesis se describe a continuacion. En el Capi-
tulo 2 se introducen algunas nociones de robustez y algunos de los
estimadores robustos mas difundidos para el modelo lineal. En el
Capitulo 3 se hace una revision de los M M-estimadores introduci-
dos en Bianco, Garcia Ben y Yohai (2005) y de sus propiedades,
asi como de algunos aspectos computacionales. En el Capitulo 4 se
presenta el estadistico del test y se derivan sus propiedades asinto-
ticas. Finalmente, en el Capitulo 5 se presentan los resultados de un
estudio de Monte Carlo y en el Capitulo 6 se analizan dos ejemplos
de datos reales.
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Capitulo 2

Robustez

En Estadistica, los métodos clasicos se basan en supuestos fuertes
sobre la distribucién de los datos, tales como la suposicién de nor-
malidad. Los procedimientos que se obtienen bajo estas hipotesis
son Optimos cuando estas suposiciones se cumplen exactamente,
pero pueden ser altamente sensibles y muy ineficientes frente a
cualquier desviacién de las mismas. Una pequena proporcion de
datos atipicos puede alterar las conclusiones obtenidas con estos
procedimientos.

Es muy frecuente que en los datos analizados haya unas pocas
observaciones atipicas que pueden deberse a distintas razones, co-
mo por ejemplo: a errores en los instrumentos de medicion, a la
variacion de las condiciones bajo las cuales se obtuvieron los datos,
etc. Cuando se usan los métodos clasicos, unos pocos datos atipicos,
inclusive uno solo, pueden tener un efecto muy importante en los
resultados del anélisis estadistico e invalidar las conclusiones. Por
ejemplo, cuando se ajusta un modelo de regresion lineal, el proce-
dimiento 6ptimo es el de minimos cuadrados, que es muy sensible
a datos atipicos.

La primera salida frente a este problema, fue el desarrollo de
procedimientos para detectar estos datos atipicos y suprimirlos del
analisis. Una vez suprimidos, al resto de los datos se aplicaban los
procedimientos clésicos.

11
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El enfoque de la estadistica robusta es distinto, ya que reem-
plaza la deteccion y supresion de datos atipicos por el desarrollo
de procedimientos que son muy poco afectados por la presencia de
éstos.

En este capitulo mostraremos como conciliar robustez y eficien-
cia, utilizando estimadores que simultaneamente sean altamente ro-
bustos cuando las observaciones tienen datos atipicos y altamente
eficientes cuando los errores son normales sin contaminacion.

Maronna, Martin y Yohai (2006) dan una revision muy completa
sobre los temas que desarrollamos en este capitulo.

2.1. Modelo de posicion y escala

2.1.1. Modelo de posiciéon

Supongamos que tenemos n observaciones de variables x1, ..., x,,
que dependen de un pardmetro desconocido p y de ciertos errores
aleatorios. Una expresion matematica simple que describe este pro-
ceso, es la que resulta de asumir que dichos errores son aditivos, es
decir:

xi:u+ui,1§i§n, (2.1)

donde los errores, uq, ..., u,, son variables aleatorias. Este modelo
es llamado modelo de posicion. Si las observaciones son el resultado
de repeticiones independientes del mismo experimento, podemos
asumir que

= U, ..., U, tienen la misma funcion de distribucion Fp, y son
independientes.

Resulta entonces que xq, ..., x, son variables aleatorias indepen-
dientes e idénticamente distribuidas (i.i.d.), con funcion de distribu-
cion

F(z) = Fo(x — ). (2.2)
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Un estimador fi,, es una funcién de las observaciones [, =
f(xy,...x,) = fi(x). Buscamos estimadores que en algin sentido
hagan que fi,, = p con alta probabilidad. Una forma de medir esta
aproximacion es con el Error Cuadrdtico Medio (MSE)

MSE(j) = E(ju— ).

Notemos que si fi es la media muestral y los datos son normales, este
estimador es “Optimo”, es decir, coincide con el estimador de maxi-
ma verosimilitud (MLE) y minimiza el MSE sobre los estimadores
insesgados.

Sin embargo, en la mayoria de la aplicaciones practicas a lo
sumo se puede asegurar que los errores de medicion tienen dis-
tribucion aprozimadamente normal. Una forma de caracterizar dis-
tribuciones aprozimadamente normales es considerar entornos de
contaminacion de tamano € de F', decimos que F' es una distribu-
cion normal contaminada si

F=(1-¢€G+¢€H, (2.3)

donde G = N(u,0?) y H puede ser cualquier distribucion.

Se puede ver que aunque € sea pequeno, la media muestral
puede ser muy ineficiente, por este motivo, el objetivo es buscar
estimadores casi tan “buenos” como lo es la media muestral cuan-
do la distribucion es exactamente normal, pero que también sean
“buenos” en algin sentido cuando F es aproximadamente normal.

Si tomamos la mediana como estimador, se puede ver que el
beneficio de la robustez obtenido se paga con una pérdida en efi-
ciencia bajo la distribuciéon normal. Por esta razon, se han desarro-
llado estimadores que combinen la alta eficiencia de la media bajo
normalidad con la robustez de la mediana bajo contaminacion.

2.1.2. M-estimadores de posiciéon

Describiremos una familia de estimadores que contienen a la me-
dia y a la mediana como casos especiales.
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Consideremos el modelo (2.1) y asumamos que Fj tiene funcion
de densidad fy = Fj). Luego, la densidad conjunta de las observa-
ciones (funcién de verosimilitud) es

Lz, i t) = [ [ folwi — 1)
=1

El estimador de maxima verosimilitud (MLE) de p es aquel valor
que maximiza la funcién de verosimilitud, es decir

fi, = argmax L(xy, ..., ;1) .
t

Si fy es positiva,

1, = arg min r;i—1), 2.4
fin = arg ;p( ) (24)
con

p=—log fo.

Si p (funcion de pérdida) es derivable, derivando (2.4) con respecto
a t, obtenemos

> V(i = jim) =0, (2.5)

con ¢ = p' (funcion de score).

Observemos que para p(z) = x2/2 obtenemos [i, = T como
solucion de (2.4) y en el caso de p = |z| se puede ver que cualquier
mediana serd solucion de esa ecuacion.

Dada una funciéon de pérdida p, un M -estimador de posicion
es una solucion de (2.4). Nosotros estudiaremos estimadores de es-
ta forma, que no necesariamente tienen que ser MLE para alguna
distribucion.

Si 1 es monodtona no decreciente y continua, con (—o0) < 0 <
Y (00), se puede probar que (2.4) y (2.5) siempre tienen solucion.
Si ademés, v estrictamente creciente, la solucién es tnica.
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Es facil ver que los M-estimadores son equivariantes por trasla-
ciones (fi(z1 + ¢,...,x, + ¢) = j(x1,...,x,) + ¢), aunque en gene-
ral no son equ1var1antes por cambios de escala (fi(cxq, ..., cx,) =
c|i(zq, ..., z,)), como lo son la media y la mediana.

Para evaluar el rendimiento de los M-estimadores, es necesario
calcular su distribucion. Asumiendo que 9 es creciente, definimos
i = pu(F) como la solucion de

Se puede ver que el M-estimador fi,, es consistente a pu, su distribu-

. . v . e
cion aproximada es N (,u, —), y la varianza asintotica es
n

_ Er((x—p)?)
- (Erd/(x —p)*

Notemos que bajo el modelo (2.2) v no depende de p, es decir

_ Ep($(@)?)
(Br'(@))?

Definimos la eficiencia asintotica de fi,, como

EfI(i) = ==,

siendo vysg la varianza asintotica del estimador de maxima vero-
similitud.

A modo de ejemplo, un tipo de funciones p de particular impor-
tancia es la familia de funciones de Huber:

7 si x| <k

px) =
2k|z| — k* si |z > k.
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Los M-estimadores que corresponden a los casos limite k& — oo
y k — 0 son la media y la mediana, respectivamente. El valor de k
es elegido en funciéon de la eficiencia asintética deseada. En gene-
ral, se consideran funciones de pérdida que satisfacen la siguiente
definicion.

Definiciéon 2.1 Decimos que una funcion es una p-funcion, si ve-
rifica:
R1. p(z) es una funcion no decreciente de |x|.
R2. p(0) =
R3. p(z) creczente para x > 0 y tal que p(x) < p(co)
Rj. Si p es una funcion acotada, entonces, p(oc) = 1

M-estimadores redescendientes

Un tipo muy usado de funciones p son las pertenecientes a la
familia bicuadrada dada por

1—[1-— (%)2]3 si o] <k
plx) = (2.6)
1 si x| >k

Los M-estimadores que resultan de usar una funcién p bicuadrada,
seran llamados “ M-estimadores redescendientes” y resultan ser més
resistentes ante la presencia de grandes datos atipicos.

2.1.3. Estimadores de dispersion

La forma tradicional de medir la variabilidad de un conjunto de
datos x = [x1, ..., ;] es con el desvio estandar (SD)

] n 1/2
SD(x) = [n ] Z(:Uia:f] .

1=1

Para cualquier constante ¢ el SD satisface las condiciones de in-
variancia por traslaciones y equivariancia por cambios de escala

SD(x+c) = SD(x), SD(cx) = |c|SD(x). (2.7)



CAPITULO 2: ROBUSTEZ 17

Un estadistico que satisface las condiciones (2.7) se llama estimador
de dispersion.

Como el desvio standard SD es muy poco robusto, una alterna-
tiva puede ser la media de desviaciones absolutas (M D)

1 — B
MD(x) =~ > -7,
=1

que también es sensible a outliers, pero lo es menos que el SD.
Podemos notar que ambos estadisticos utilizan la media (esto es
necesario para lograr la invariancia por traslaciones), pero por este
motivo son tan sensibles a datos atipicos.

Una alternativa robusta es utilizar la mediana en lugar de la
media, resultando la mediana de desviaciones absolutas (MAD)

MAD(x) = Med(|x — Med(x)]).

2.1.4. M-estimadores de escala

Consideremos el modelo multiplicativo
T = 0Uyj, (28)

donde uyq, ..., u, son variables i.i.d con densidad fo y o > 0 es el
parametro desconocido.
La funcion de densidad de cada x; sera

1, @
—Jo(=).
El estimador de méxima verosimilitud de o en (2.8) es
A 16 ()
0, = arg max — — .
gs s 11 0\

Tomando logaritmo y derivando respecto a s, obtenemos

1 i ZT;
nr(3)=1
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donde p(t) = t(t) con v = —f3/ fo.
En general, llamaremos M -estimador de escala a aquel esti-
mador que satisfaga una ecuaciéon de la forma:

e(3)=s 29

donde p es una p- funcion y ¢ es una constante positiva.

Es facil verificar que un M-estimador es equivariante por cambio
de escala, es decir (cx) = co(x) Ve > 0, y si p es par 6(cx) =
c|lo(x) Ve.

Para valores de n grande, la sucesion de estimadores (2.9) con-
verge a
x
E, (%) =0
"\o

2.1.5. M-estimadores de posicién con escala desconocida

Como aclaramos previamente, en general los estimadores definidos
en (2.4) no son equivariantes por cambio de escala, lo cual implica
que los resultados pueden depender de las unidades de medida.

Para fijar ideas, supongamos que queremos estimar p en el mo-
delo (2.1) donde F' esta dada por (2.3), con G = N(u,o?).

Si o fuera conocido, seria natural dividir por o en (2.1) y reducir
el problema al caso 0 = 1, lo cual implica estimar p por

n
- : i —1
,un—argtmlng ,0( - )

1=1

Es facil verificar que la distribucion aproximada de fi,, asi definido
es N(u,v/n) con

» E@W((x—p)/o)?)
(EW'((x—p)/o)))*
Para obtener un M-estimador de posicion, que sea equivariante por
cambio de escala, una idea intuitiva es usar

n
1
fin, = arg mian (xlA ) : (2.10)
i=1

t On
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donde &, es un estimador de dispersion computado previamente.
Dado que &, estima la escala de los residuos, es intuitiva la necesi-
dad de que sea robusto. Es facil verificar que ji,, asi definido resulta
equivariante por cambio de escala. Dado que &, no depende de p,
(2.10) implica que fi, satisface

- xi_/:bn L
lew( G )‘0’

Una alternativa a esta forma de estimacion, es considerar un
modelo de posicion-dispersion, con dos pardmetros desconocidos
y estimarlos simultaneamente (detalles de esto pueden verse en
Maronna, Martin y Yohai, 2006), pero en general, la estimacion
con computo previo del parametro de dispersion, suele ser mas ro-
busta que la estimaciéon simultanea.

2.2. Modelo de regresion lineal con predictores
fijos

Supongamos que se tienen n observaciones de la forma (z;1, ..., Tip, ¥i),
donde z;1, ..., x;, son variables predictoras (covariables o variables
independientes) e y; es una variable de respuesta (o variable depen-
diente). Asumimos que se cumple el siguiente modelo lineal

p
Y = E xi; 85 + i, 1=1,..,n,
Jj=1

donde f, ..., B, son los parametros desconocidos a ser estimados y

u}s son variables aleatorias i.i.d (los “errores”), que no dependen de

X;S.

S0~ S

En esta seccion consideramos a (1, ..., ;) no aleatorios, fijos,
es decir, determinados antes de realizar el experimento.

Llamando x; y 3 al vector columna p-dimensional con coorde-
nadas (z1, ..., zip)" y (b1, ..., Bp)’, respectivamente, el modelo puede
ser escrito de la siguiente forma

yi = x;0 +u;. (2.11)
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Si llamamos X a la matriz de n x p con elementos z;; e y y u a
los vectores con elementos y; y u;, respectivamente, el modelo lineal
puede ser escrito en forma matricial como

y=XB+u (2.12)

2.2.1. M-estimadores

Supongamos que se cumple el modelo (2.12), donde u; tiene den-

sidad

1 U

~fo (%)

o o
siendo o el parametro de escala. En el modelo lineal (2.12), las s
son independientes pero no idénticamente distribuidas, de hecho

cada y; tiene densidad
1, (yi—xB
~h (B2
o o

y por lo tanto, la funcién de verosimilitud para @3, asumiendo fijo
el valor de o es

Mmzﬁﬂﬁeéﬁﬁ.
=1

A~

Calcular el MLE maximizando L(b) es equivalente a encontrar 3,
tal que

o

~ 1 & (b
B, = argmin — E 00 (T( )>+loga,
b N

donde py = —log fy. Derivando respecto a b obtenemos la ecuacion

equivalente
Z% (r( )> x; = 0,
i=1 g

donde vo = p, = —fo/ fo.
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Dada una funcion de pérdida p que satisface la Definicion 2.1,
definimos un M -estimador de regresion como

n
B = arg min ,0( ’

T;?) , (2.13)

donde 4,, es un estimador de escala.
Derivando respecto a b, obtenemos

Eﬁ:@b (”(S)) x; = 0, (2.14)

donde v = p’. Esta tltima ecuacion, no tiene que ser necesariamente
la ecuacion de un MLE.

Asumimos que la matriz X tiene rango completo. En el caso par-
ticular en que o es conocido, se puede verificar que el M-estimador
es equivariante por regresion, traslaciones y cambios de escala.

Las soluciones de (2.14) con ¢ monotona (respectivamente re-
descendiente), son llamadas M -estimadores mondtonos de regre-
sion (respectivamente redescendientes).

Las soluciones de (2.14) son soluciones de (2.13), y maéas ann,
si ¢ es estrictamente creciente, la solucion es tnica. En el caso
de regresion, al igual que para los M -estimadores de posicion re-
descendientes, estos, a diferencia de los M -estimadores mondtonos
tienen un mejor balance entre eficiencia y robustez. Por este motivo,
en general, utilizaremos un M -estimador mondtono como punto
inicial necesario para computar un M -estimador redescendiente.

Asumiendo que se cumple el modelo (2.11), con u tal que

B, (g) ~0 (2.15)

~

y bajo condiciones de regularidad, 3, es consistente a 3 y ademas

Vi(B, = B) = Ny(0,0(X'X) ")
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donde v esta dado por

, B(((ufo)))
(B0 (w]o)) (2.16)

Una demostracion general esta dada por Yohai y Marona (1979).

2.3. Modelo de regresion lineal con predictores
aleatorios

En esta seccion consideramos n vectores aleatorios i.i.d. (X}, y;)
de dimension p, que satisfacen el modelo

yi = X0 + u;.

Las u}s son i.i.d. e independientes de las x!s.

El analogo de asumir que X tiene rango completo, es asumir que
la distribucion de las x no se concentra en ningin subespacio, es
decir, P(a’x = 0) < 1Va # 0.

Bajo estas condiciones, suponiendo que las X}s tienen varianza
finita, que &, es consistente a o, y que se cumple (2.15), se puede
probar que el estimador B definido en (2.13) es consistente y asin-
toticamente normal, mas atin

VB, — B) 5 Ny(0,0V; Y,

donde Vx = E(xx') y x tiene la misma distribucion que las cova-
riables x; y v fue definido en (2.16).

2.3.1. M M-estimadores

Computar un M-estimador requiere encontrar el minimo abso-

luto de
- T’,(b
L(b):Zp( p )>. (2.17)

i=1 "
Cuando p es acotada suele ser una tarea sumamente dificil, excepto

para p = 1 6 2. Sin embargo, se puede probar que es suficiente en-
contrar un “buen” minimo local para alcanzar simultaneamente alto
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punto de ruptura y alta eficiencia bajo la distribucion normal. Este
minimo local se obtiene a partir de un punto de partida fiable y de
aplicar el algoritmo iterativo de minimos cuadrados reponderados
(IRWLS).

Este estimador inicial también se utilizara para calcular un es-
timador de escala robusto, necesario para definir el M-estimador,
y es necesario que éste se pueda calcular sin necesidad de una es-
cala previa. Los estimadores que tienen estas caracteristicas, son
llamados S-estimadores, y los estudiaremos en la proxima seccion.

Yohai (1987) defini6 un M M-estimador, como el resultado de
los siguientes pasos:

1. Computar un estimador inicial ,@0 consistente, con alto punto
de ruptura, aunque posiblemente de baja eficiencia.

2. Computar una escala robusta &,, de los residuos r; (BO).

3. Encontrar una solucion 8, de (2.17), para p acotada, usando
un procedimiento iterativo comenzando con 3.

De este procedimiento, se obtiene un estimador que simultanea-
mente tiene alto punto de ruptura y alta eficiencia.
Daremos algunos detalles que deben tenerse en cuenta:

= El estimador inicial Bo debe ser de regresion, escala y trans-
formaciones afines, lo que asegura que estas propiedades se
trasladen al M M-estimador.

= El estimador de escala ¢,, debe ser un M-estimador que satis-

faga
zn:po (”E@) —0.5.

1=1

Esto garantiza que el punto de ruptura de 7, es 0.5.

= Debemos usar dos funciones p y py diferentes, y cada una debe
ser una p-funcion acotada.
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Recordemos que los minimos locales de L(b) satisfacen (2.14).
Para p satisfaciendo py > p, Yohai (1987) demostr6 que si Bn es
tal que R R

L(B,) < L(By),
entonces ,6 es consistente. También se puede mostrar que el punto
de ruptura no es menor que el de ﬁo Ademés, si ﬁ es una solucion
de (2.14), entonces tiene la misma eficiencia que el minimo global.
Por lo tanto, no es necesario encontrar el minimo absoluto de (2.17)
para garantizar un alto punto de ruptura y alta eficiencia.

2.3.2. S-estimadores

Sea ¢, = d,(r(b)) un estimador robusto de escala equivariante
basado en los residuos

r(b) = (ri(b),...,m(b)).

Luego, un estimador de regresion, puede ser definido como

B, = arg min G,(r(b)). (2.18)

Estos estimadores resultan equivariantes por regresion, traslaciones
y cambios de escala.

Un caso particular de (2.18) es cuando (r) es un M-estimador
de escala definido para cada r por la solucion de

Z.:leo (%) =0,

donde pgy es una p-funcion acotada. El estimador que resulta en este
caso de (2.18) es llamado S-estimador (Rousseeauw y Yohai, 1984).

Cuando computamos un estimador inicial Bo para un M M-
estimador, es muy recomendable usar una p perteneciente a la fa-
milia bicuadrada.

Desafortunadamente, un S-estimador con una funcién p suave,
no tiene simultdneamente alto punto de ruptura y alta eficiencia,
pero es de gran utilidad para ser utilizado como estimador inicial
necesario para obtener un M M-estimador.



Capitulo 3

Estimacion en el Modelo de
Regresion Log—Gamma

Sea (X,v1), ..., (X, ¥,) una muestra aleatoria que cumple el
modelo LGR, es decir cumple el modelo (1.2) con errores u; con
densidad de la forma (1.3) y moda en 0. Como vimos en el Capitu-
lo 1, el estimador de maxima verosimilitud de 3 lo podemos obtener
minimizando la funcion deviance introducida en (1.5). De hecho

n n

argmax | [ g(yi — x}b, ) = argmax » "[log(g(y; — x/b, a))]
b i bk

o equivalentemente,

arg min > [~ log(g(yi—xib, )] = arg min > “llog g(0, a)—log(g(yi—xb, )],
=1 1=1
con lo cual

n
BME — argmin 3 d* (3, %0, b)
b
donde d* definida en (1.6) no depende del pardmetro de forma «,
pero si depende su distribucion.

Sea (x/,y) un vector aleatorio que tiene la misma distribucion
que los vectores de la muestra aleatoria, es decir cumple el modelo
(1.2) con errores u cuya densidad es de la forma (1.3). Luego, si
E(xx') es no singular

v =g 2w (0B ) B)

Q)

25
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Sin embargo, como se mencioné en la Introduccion, en este modelo
los estimadores de méaxima verosimilitud son muy sensibles a la
presencia de datos atipicos.

Si intentaramos aplicar directamente algunas de los estimadores
robustos propuestos para el modelo de regresion lineal, encontrariamos
la desventaja de que, al ser la distribucion log—Gamma asimétri-
ca, si bien los estimadores de la pendiente son consistentes, los
estimadores de la ordenada al origen no lo son. En consecuencia,
también pueden resultar no consistentes las estimaciones de algu-
nas funciones paramétricas, tales como las predicciones de la media
condicional.

Por esta razon , es necesario desarrollar estimadores ad hoc para
el modelo LGR. Bianco, Garcia Ben y Yohai (2005) extienden los
M M-estimadores al caso en que los errores tienen una distribu-
cion en la clase de las familias exponenciales del tipo (1.4), que
incluye la distribucion log—-Gamma. La definicion de estos esti-
madores es semejante a la de los estimadores originales introduci-
dos por Yohai (1987) con la diferencia de que los residuos ordi-
narios son reemplazados por los residuos basados en la deviance.
Los M M-estimadores que proponen dichos autores resultan Fisher—
consistentes y poseen a la vez alto punto de ruptura y alta eficiencia.

A continuacién se presenta la generalizacion de los M M-estimadores
y algunas de sus propiedades mas relevantes. La demostracion de los
resultados enunciados puede verse en Bianco, Garcia Ben y Yohai

(2005).

3.1. M-estimadores

Definimos un M-estimador de 3 como

~M  — vV a*(yi, %, b)
, = argmin — , 3.2
g g1 22;19 = (3.2)

donde ¢, es un estimador de una constante de calibracion ¢y (“tun-
ing” constante) que depende de la muestra (x},y;), 1 <1i < n.
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Asumimos que la funcion de pérdida p satisface la siguiente
condicion

Al.
i) p(0) =

ii) Si oo = sup p(u), entonces 0 < o < 0.

1)
1)
iii) Si0 < u<w, p(u) < p(v).
iv) p es diferenciable.

)

v) Sip(u) <ay0< u<w, luego p(u) < p(v).

En el caso del modelo (1.2) el M-estimador definido en (3.2) es
Fisher-consistente, es decir, para cualquier a, 3 v ¢

()]

Esta propiedad fue probada para el caso de errores con funciéon de
densidad fy que satisfacen la siguiente condicion

B = argmin E, 3
b

B. La densidad fj es estrictamente unimodal, continua y

fo(t) > (0 V.

Es facil verificar que la funciéon de densidad de una variable
aleatoria con distribucion log'(«, 1) satisface la propiedad ante-
rior.

Otra forma de definir los M-estimadores es a través de la ecuacion
en derivadas. Sean
Y(t)

vt = (1), wit) = 7,

y definamos lor residuos 7(y;, x;, 8) = y; —X;3. Luego, derivando en

~M
(3.2), resulta que el M-estimador 3, satisface la siguiente ecuacion

iw \/d*(ylix“@i\f> (1-— eXP(T(yiaXia//B\i/[)))Xi -0
Cn 3"
i—1 \/d*(yiaxiaﬁn )
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o equivalentemente

D_w - (1 exp(r(ys, xi, Bo )))x; = 0. (3.3)
=1 n

. ., L ~M .
Para obtener la distribucion asintotica de 3, , es necesario suponer
las siguientes dos condiciones adicionales

A2. p es dos veces continuamente diferenciable y existe m tal
que si |u| > m entonces p(u) = sup p.

A3. E(||x|]*) < oo, donde || || es la norma Iy y E(xx') es no
singular.

La normalidad asintotica del M-estimador esta dada por el si-
guiente teorema.

Teorema 3.1 Sean (X}, 11), ..., (X}, yn) vectores aleatorios que sa-
tisfacen el modelo LGR con parimetros o y (3, y asumamos que
se cumplen las condiciones A1- A3. Sea Bn una sucesion de es-
timadores que satisface (3.3) vy, ademds, Bn 2K8.8i¢ D o,
luego

By =) 0 (0.5

2E<xx’>—1) ,

donde

A(w,a,c) - E, |uw ( h(u)> (1 — e“)Q o (&) 6“] (34)

C

B(¢Y,a,c) = E,|w? <M> (1— e“)2] : (3.5)

con u variable aleatoria logI'(a,1) y
h(u) = —u+e" — 1. (3.6)

Observacion 3.1 : E(e") = 1.
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. .. C ~SML
Notemos que el estimador de maxima verosimilitud 8, es un
M-estimador con funcién de pérdida pyy = v?. Es inmediato ve-

rificar que
B(uv,o.c0) 1
(AWuv, o, c))? o
De este resultado se desprende que la eficiencia asintotica del M-
estimador, para el modelo LGR, respecto del estimador de maxima,

verosimilitud esta dada por

(A(Ywr, @, p))?
B¢, a,¢)

Supongamos que ademas de verificarse A1-A3, se cumple la

1
ARE(% «, CO) - E

siguiente condicion adicional

A4, $(0) =0, ¢/(0) > 0, 4(0) = 0.
que implica que p(u) se comporta aproximadamente como u? en un
entorno del 0. En ese caso, es posible demostrar que
lim ARE(¢, o, ¢) = 1.
Cc—00
Notemos que como generalmente ARE(, , ¢) es creciente y con-

tinua como funcion de ¢, podemos elegir ¢ = C.f(a) para obtener
la eficiencia deseada. El valor Ces(a) se define como

ARE(¢,a,Cef(a)) =ef .

Observemos que la eleccion de un valor ¢ para que el M-estimador
tenga eficiencia ef, implica estimar a.. EI M M-estimador que definire-
mos mas adelante incluye un estimador para oy por lo tanto Ce¢(«)
podra ser estimado y asi el M M-estimador sera calibrado para
obtener la eficiencia deseada.
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3.2. S-estimadores

Como hemos visto en la seccién anterior, para calibrar el M-
estimador, es necesario un estimador inicial del parametro de forma
«. Para esto computaremos un estimador inicial de 3, por medio
de un S-estimador.

Para cada valor b, sea s, (b) el M-estimador de escala de \/d*(y;, x;, b)

dado por
u \/d*(yi,xi,b) o
S (L)

donde p satisface A1. Para obtener un estimador con alto punto de
ruptura, tomamos 0 = %sup p.
El S-estimador de 3 para el modelo LGR, se define por

~

B, = arggnin sn(b) (3.7)

y el correspondiente estimador de escala

Sy = mbl’n sn(b) . (3.8)

Definimos el valor asintotico de s, (b), como el valor s(«, b, 3) tal

que
d*(y,x,b) \ |
p( s(a, b, B) )] =9

Es facil verificar que s(a, b, 8) = s(a, b — 3,0) = s*(a, b — 3).

Eaﬁ

Los siguientes teoremas prueban la consistencia de Fisher y con-
sistencia fuerte de los S-estimadores.

Teorema 3.2 Sea (x',y) un vector aleatorio que satisface el mo-
delo LGR con pardmetros o y B3 y asumamos que p satisface A1.
Luego, el S-estimador es Fisher-consistente, es decir

B =argmins*(a,b—3).
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Llamemos S*(a) = s*(a, 0), luego

P ( Sh((;;))] — 3, (3.9)

donde h(u) fue definida en (3.6) y u sigue una distribucion log I'(a, 1).
Para obtener el proximo resultado sera necesario suponer una
hipotesis adicional

A5.P(x0=0)<1/2 Y9eR 0+0.

Eq

Teorema 3.3 Sean (Xi,v1), ..., (X, yn) vectores aleatorios indepen-
dientes que satisfacen el modelo LGR con pardmetros o y (3 y
asumamos que se satisfacen las propiedades A1-A8 y A5. Luego,

(a) el S-estimador B, definido en (3.7) es fuertemente consistente
para (3.

(b) el S-estimador de escala s, definido en (3.8) es fuertemente
consistente para S*(«).

Observemos que el S-estimador definido en (3.7) cumple

Ty %, b
argmmzp< = >>

y por esta razon también es un M-estimador, de aqui que su dis-

tribucion asintotica esté dada por el Teorema 3.1, con ¢y = S™(«).
Usaremos la parte (b) del Teorema 3.3 para definir un estimador

robusto para «. Para ello, necesitaremos el siguiente resultado.

Teorema 3.4 Supongamos que la funcion p satisface A1, entonces
la funcion S*(a) : (0,00) — (0, 00) definida en (3.9) verifica

(1) S* es continua y estrictamente decreciente.
) lm S () —
(i1) ali%S (a) = 00

(111) lim S*(a) =

a—0o0
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El Teorema 3.4 implica que S*(a) es suryectiva, y por lo tanto,
podemos computar la inversa de S*, la cual llamaremos S* 1.

Como vimos anteriormente s,, es un estimador consistente para
S*(a), con lo cual, bajo las condiciones del Teorema 3.3, un esti-
mador consistente para « sera

a, =57 (5).

Finalmente, una medida de la robustez de un estimador es el
punto de ruptura. Podemos definir de manera informal al punto
de ruptura, como la menor proporciéon de outliers que llevan al
estimador a romperse, es decir que puede tomar un valor més alla
de cualquier limite y en ese sentido deja de ser informativo.

Trabajaremos con la version de punto de ruptura para muestras
finitas introducida por Donoho y Huber (1983).

Sea Z una muestra de n elementos, Z = {z1,...,2,}, z; =
(X;,yi), x; € RP) 4y, € R.

Sea Z,, el conjunto de todas las muestras Z* = {zj, ..., 2"}, tal
que #{i : z = z;} = n —m, es decir, el conjunto de todas las
muestras con n — m elementos en comin con Z.

A~

Dado un estimador 3,, del pardmetro de regresion, sean

b (Z,B,) = sup{[|B,(Z°)I|, Z° € Zun}

m* = if{m : b (Z,B,) = co} .

Luego, el punto de ruptura finito (FSBDP) de ,@n en Z es €' (Z, Bn) =

En nuestro caso, el estimador de escala s,, toma valores entre
cero e infinito, por este motivo podemos definir dos FSBDP, uno a
cero y otro a infinito de la siguiente forma

b (Z,3,) = supl8u(Z27), 2 € 2} b (Z,5,) = int{5,(Z%), Z* € Zn),

y

m* =min{m : b} (Z,5,) = oo}, m™ = min{m : b,,(Z,5,) = 0}.
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Luego, el FSBDP de s, a infinito es €*(Z,5,) = m*/n y el FSBDP
a cero es €*(Z.,5,) = m*™ /n.

Observemos que el parametro a también toma valores entre cero
e infinito, por lo cual podemos definir para &, dos FSBDP, al igual
que hicimos con 3,,.

Diremos que el conjunto Z esta en posicion general si las cova-
riables correspondientes a cualquier subconjunto de p observaciones

son linealmente independientes. Bianco, Garcia Ben y Yohai (2005)

probaron que si Z estd en posicion general y 6 = %Sup p, para

valores de n grandes, los FSBDP de Bn y S, son cercanos a 0.5.

3.3. M M-estimadores

Los M M-estimadores para el modelo LGR son una extension
natural de los M M-estimadores introducidos por Yohai (1987) para
regresion ordinaria.

Supongamos que se quiere un estimador con eficiencia ef. Luego,
el M M-estimador se define en los siguientes tres pasos:

= Paso 1. Computamos un S-estimador Bn y su correspondiente
estimador de escala §,,, tomado § = %sup p-

= Paso 2. Computamos a, = S*71(5,) y

8, = max(3,, Cup(@n)) = max(3,, Cup(S1(E0)))

s Paso 3. El M M-estimador se define como un minimo local

B, de R,(b), donde
d* yu Xi, b)
§ p ) ,

~

satisfaciendo R, (8,) < R.(8,).
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Observacion 3.2 : Cuando p pertenece a la familia de funciones
bicuadradas dadas en (2.6), se puede mostrar numéricamente que
Cor(S*1(s)) > s y en ese caso,

8 = mix(3,, Cop(S7(3.)) = Cop (S (5)).

En la practica, en el primer paso computamos un S-estimador
aproximado mediante submuestras de conjuntos elementales, pro-
puesto por Rousseeuw y Leroy (1987). En el tercer paso, computa-
1108 Bn usando el algoritmo iterativo de minimos cuadrados repon-
derados, comenzando por el estimador 3,, calculado en el Paso 1.
La descripcion de estos dos algoritmos la daremos en la siguiente
seccion.

Como vimos en la seccion anterior, la eleccion de 6 = %Sup p
en el primer paso garantiza que Bn y @, tengan FSBDP cercano
a 0.5 para cualquier muestra en posicion general. Bianco, Garcia
Ben y Yohai (2005) demostraron que la cota inferior del punto de

ruptura finito hallada para el S-estimador también lo es para el
M M-estimador.

El siguiente Teorema nos da la distribucion asintotica del M M-
estimador.

Teorema 3.5 Sean (Xi,vy1), ..., (X}, yn) vectores aleatorios indepen-
dientes que satisfacen el modelo LGR con parametros o y B y
asumamos que se satisfacen las propiedades A1-A4. Luego, la suce-
S10m Bn de M M -estimadores satisface

iy =) 22 (0.

donde A(Y, o, ¢) y B(Y, a, c) estin dados por (3.4) y (3.5) respec-
tivamente y ¢y = max{s*(a), Cer(a)}.

De acuerdo con el resultado anterior obtenemos que la eficiencia
asintotica de 3, esta dada por

ARE(w,Oé,Co) > €f :
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Por lo tanto, el M M-estimador En tiene simultaneamente punto
de ruptura finito cercano a 0.5 para muestras en posicion general y
eficiencia asintética mayor o igual a ef.

3.4. Aspectos computacionales

Supongamos que queremos un M M-estimador con eficiencia e f
y punto de ruptura 0.5 para el parametro 3 del modelo LGR. Em-
pezamos calculando la funcion S*(a) y Cef(a) numéricamente. Para
esto, primero computamos estas funciones sobre una grilla y luego
calculamos suavizados basado en splines para computarlas en to-
do punto, como estas funciones no dependen de la muestra, seréan
calculadas una tnica vez.

El procedimiento para computar un M M-estimador para el mod-
elo LGR es similar al usado para regresion ordinaria (Yohai, 1987).

El estimador inicial Bn es un S-estimador aproximado basado en
N submuestras aleatorias de tamano p, este método seré explicado
en detalle més abajo.

Una vez obtenido el estimador Bn y su correspondiente S, cal-
culamos @, = S*71(5,) v ¢, = max (s, C.(a,)).

Para obtener el M-estimador final, usaremos el método de mi-
nimos cuadrados pesados iterados, que describimos a continuacion.

A~

De acuerdo a la ecuacion (3.3) el M-estimador 3, satisface

~M
i d*(yiaxiaﬁn ) ~M
E :w \/ /C\ (1 - eXp(T(yhXi)an )))Xl =0 )
i=1 "

~

multiplicando y dividiendo cada término por r(y;, x;, 3, ), obtene-
mos que esta ecuacion es equivalente a

n
" ~M
> wily — X8, )xi = 0,
1=1
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donde los pesos w; estan dados por

M

v [ VB 0 et B
e r(yi Xi, By, )

El procedimiento de IRWLS, que depende de un parametro de to-
lerancia €, es el siguiente

1. Computar un estimador inicial 3, de B (en nuestro caso seré
B3,) y un estimador de ¢, ¢.

2. Para k=0,1,2....:
(a) Dados Bk, computar r;; = y; — xi,@k Yy Wiy

(b)Computar B, 1 resolviendo
Zw;kk(yz —x;b)x; = 0.
i=1

3. Parar cuando ||y, — Byll/ |18yl < e

Respecto al método de submuestreo recordemos que para encon-
trar un S-estimador, debemos resolver

Bn = argmin s,(b),
b

u d* Z‘,Xz',b
Zp( o )>5'

1=1

con s,(b) tal que

Para encontrar un minimo aproximado a esta ecuacién, computare-
mos una gran cantidad N de conjuntos candidatos y reemplazare-
mos la minimizacion sobre todos los b € R? por la minimizacion
sobre este gran conjunto finito.

Para computar las soluciones posibles, tomamos submuestras de
tamano p de la forma:

{(x},y;) i€ J}, JCA{l,...,n}, #(J)=p.
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Para cada J obtenemos el valor de b que ajusta los p puntos. Luego,
el problema de minimizar sobre todos los b € R? | es reemplazado
por el problema de minimizar sobre J.

Elegir todas las (Z) submuestras, puede ser demasiado grande,
es por esto que tomamos N de ellas al azar: {Jy : k=1,.., N}y
obtenemos los estimadores 34, ..., 8y y sus correspondientes esti-
madores de escala 51, ..., Sy. Luego, el S-estimador aproximado es
B, = By, donde s;p = min(s;, 1 <i < N).

La eleccion del valor de N es similar al caso de regresion ordinaria
y es tratado en Rousseeuw y Leroy (1987).
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Capitulo 4

Test de Tipo Wald en el Modelo
de Regresion Log—Gamma

4.1. Estadistico de Wald

Una de las herramientas mas utilizadas en inferencia estadistica,
es la de test de hipotesis, que es un método de decisiéon que permite
elegir de manera formal entre dos opciones que conciernen a la
distribucion de una poblacion.

Enfocaremos el problema de testear bajo el modelo LGR definido

n (1.2), hipotesis de tipo

Hy:B8=p8, vs. H :B+#0,.

Como en regresion lineal, es frecuente que las hipotesis involucren

~/ ~/ ~/
so6lo a ¢ de los p parametros. Sea 3’ = (B’(l), B’@)), B = (Bu) B)
y x' = (x’(l),x’(z)), donde B3y € R? y By € R Los resulta-
dos que presentaremos podran extenderse a situaciones en las que
interesa testear hipotesis de la forma

Hg . ,8(1) = ,6(1)70 ,8(2) sin especiﬁcar.

Una forma natural de testear Hy es por medio de un estadis-
tico de tipo Wald, que mide la discrepancia entre el estimador B
y el valor del parametro bajo la hipotesis nula, usando la forma
cuadratica

(B - By)=7B — By) (4.1)

39
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donde Y es un estimador consistente de la matriz de covarianza de

B.

Como vimos en el capitulo anterior, una forma de estimar 3 es
por medio del estimador clasico basado en el método de maxima
verosimilitud. Sin embargo, los procedimientos de inferencia basa-
dos en este método heredan su sensibilidad a datos atipicos; en
efecto, una pequena proporcion de estos puede afectar severamente
tanto el nivel como la potencia de los tests derivados. Por esta razon,
es necesario buscar métodos maés resistentes. El proposito en este
sentido es doble ya que es deseable obtener tests de hipotesis que
bajo contaminacioén conserven tanto un nivel estable como una alta
potencia. Como fue mencionado en la Introduccioén, los trabajos de
Heritier y Ronchetti (1994) y Cantoni y Ronchetti (2001) investi-
gan en esta direccion. Heritier y Ronchetti (1994) proponen tests
robustos para un modelo paramétrico general. Por otro lado, Can-
toni y Ronchetti (2001), usando la nocion de cuasi-verosimilitud,
definen versiones robustas de la deviance e introducen una fami-
lia de tests para el problema de seleccion de variables en modelos
lineales generalizados.

En este capitulo se propone estudiar algunas propiedades asinto-
ticas de tests de tipo Wald basados en los M M-estimadores descrip-
tos en el Capitulo 3 y se muestra que bajo la hipotesis nula tienen el
mismo comportamiento asintotico que su equivalente clésico, basa-
do en los estimadores de maxima verosimilitud.

4.2. Comportamiento asintético

Para poder establecer la region critica de un test del tipo (4.1),
necesitamos las distribuciones muestrales de los estadisticos involu-
crados.

En esta seccion estudiaremos el comportamiento asintotico del
estadistico de un test del tipo (4.1) basado en los estimadores de
los parametros, tanto para el caso clasico como el robusto.
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4.2.1. Estadistico clasico

Sean (x1,v1), ..., (X}, yn) vectores independientes que satisfacen
el modelo LGR. Como vimos en el Capitulo 3, cuando E(xx’) es

~ML
definida positiva, el estimador de maxima verosimiltid 3,  tiene

distribucion asintotica dada por (3.1), donde la matriz de covarian-
za asintotica es de la forma

1
Y= —Exx)"!
~B(xx)

El siguiente teorema establece el comportamiento del estadistico de
Wald basado en el estimador clasico de 3.

Teorema 4.1
Sean (X, Y1), ..., (X}, yn) vectores independientes que satisfacen
el modelo LGR. Sea X3,, una sucesion consistente de estimadores de

. ) . ~ML
2, la matriz de covarianza asintotica de 3, . Luego,

i) Bajo Hy : B = By, n(BQM - ﬁo)liﬁl(BnML — By) R X,
i1) Bajo Hy : B # By, n(/@fyL - ﬁo)ﬁgl(ﬁn = Bo) — 00, para
cualquier B fijo.

Demostracion.

i) La demostracion es inmediata a partir de (3.1) y del hecho de
que X, L3,

ii) Sea
nDML(By,Sn) = n(By &)’iglm ~ By)
~ML ~ ~M
_ n(ﬁ —B)S (8, —ﬂ+ﬂ Bo)
= (B, = ByS B —B)+n(B, —ﬁo> (B —

%)

= n(B, —B+B-B)S B, —B) +nB, —ﬁo>

— DB, +n(B—By) S B — B) + (B

—By)'S

(B Bo)
» (B~ Bo)
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como X1 es simétrica,
~ ~ ~ML ~ML ~
nDMH(By,5,) = nDY(B,5,) +n(B8, —-B+B8, —By)E,(B—08).

Luego, por un lado, nDL(g3, f]n) LY X]% es un término posi-
tivo con probabilidad tendiendo a uno y por otro lado, usando

que X, vy B, son estimadores consistentes, tenemos que

(B, —B+B,  —B)E (B-By) B (B-By)E(B—By) > 0,
con lo cual nDML(3,, in) 5o, m

Notemos que el resultado anterior requiere de un estimador con-

. . . e ~SML .
sistente de la matriz de covarianza asintotica de 3,, , que involucra
al parametro de forma «, por lo tanto sera necesaria su estimacion.
Dado @ un estimador consistente de «, podriamos estimar a X

mediante .
- 11 -
/
1=

que por la Ley de los Grandes Numeros y la continuidad sera con-
sistente.

Una posible forma de estimar a o es mediante el método de los
momentos, tal como describimos a continuacion.

Dada z = (z1, ..., 2,) una coleccion de variables aleatorias inde-
pendientes tales que z; ~ I'(a, p1;), definamos las variables

y; = — — 1. Es facil ver que
i
1
E(y;) =0, VAR(y;) = o YE(%Q) = VAR(y;) .

El estimador de momentos de a puede hallarse igualando el se-
gundo momento de g; con el segundo momento muestral, es decir

planteando
( Z; 1) 2 1 n < Zi ) 2
%% n Z@ 1 |22 ’

| —
[\
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por lo tanto

Es sencillo verificar, por la Ley de los Grandes Nameros, que @, re-
sulta consistente y el mismo resultado es valido si p; es estimado en
forma consistente. Esto ultimo puede lograrse en el caso de regresion

N ~ML
estimando a p; mediante j1; = exp (x;ﬂn ), y suele reemplazarse
el factor 1/n por 1/n — p, obteniendo

1 1 (2 2
mrn )

n—=pi] \Hi

4.2.2. Estadistico robusto

Consideremos Bn una sucesion de M M-estimadores tal como
fueron definidos por el algoritmo de tres pasos en la Secciéon 3.3. El
Teorema 3.5 establece que la distribucion asintotica de los M M-
estimadores En es normal con matriz de covarianza

B .
EE(XX,) L

donde A y B estan dados por
F— w( h(u)) <1—eu>2+w< h(u))eu]
I c 2¢y/h(u) c
P w( Z(u)) (I_GU)QI,

y ¢g = max{s*(a),Cer(r)}. Por lo tanto, el estadistico de Wald
basado en 3, para testear

Hy:B=08y vs. Hi:B#p0,

sera

nD(By, Sn) = n(B, — Bo) S (B, — By) -
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Dados A\n y B\n, estimadores consistentes de A y B respectivamente,
por la Ley de los Grandes Ntmeros, > puede ser estimado en forma
consistente por medio de

~ -1
n
n
An =1
Una forma natural de estimar a A y B es usando sus versiones

muestrales, es decir reemplazando el valor esperado por el promedio
muestral como sigue

- L[, (VRun) )\ (1 —e™)? h(uy)
A, = — w — w | Y———= | e
02| () i (E2)
o <—}§(u’“)> (1—e“k>2].
k=1 L K

Nuestro primer objetivo serd demostrar que los estimadores de

Ay B propuestos son consistentes. Para ello, usaremos el siguiente
resultado que corresponde al Lema 4.2 de Yohai (1987).

Lema 4.2 (Yohai, 1987) Sea g : R* x R" — R continua y
sea Q una una funcion de distribucion sobre R* tal que para algin
0 > 0 se tiene

E

sup [g(u, c)|| < oo.
|c—co|<O

Sea N, una sucesion de estimadores en R tal que l{imy,_ oo Ay =
Xo . Si 21, 29, ..., 2n, son variables i.i.d en R¥ con distribucion Q,
tenemos que

1
lim = " g(zi, M) = Eolg(2 o)),
k=1

Asumiremos ademas la siguiente hipotesis para demostrar la con-
sistencia de los estimadores de Ay B

w'(t)
t

A6. ¢ satisface que t¢/(t) < ¥(t) y ademas n(t) =

acotada.

es
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Observacion 4.1 : la primera condicion dada en A6 garantiza
que w(t) sea mondtona decreciente y la sequnda condicion contro-
la el decrecimiento de w'. Ambas condiciones son satisfechas, por
ejemplo, por la funcion bicuadrada de Tukey.

La siguiente proposicion prueba la consistencia de los estimadores
propuestos.

Proposicion 4.1 Sean (x},11), ..., (X, yn) vectores independientes
que satisfacen el modelo LGR. St se cumplen A1-A4 y A6 y ademds
G =2 g, entonces

(a) A, 25 A
(b) B, 5 B .
Demostracion.

(a) Por el Lema 4.2 en Yohai (1987), basta ver que

E

sup g(%C)l] <0

|c—co|<o

para

V()| (=€)’ hw)\ .
g(u,c) = w( . )20 h(u)+w< . )e.

Para ver que la esperanza de la suma estd acotada, veamos
que la esperanza de cada sumando lo esta.

Sea ¢y — 8 < ¢ < ¢y + 0, luego = 2 < ooy ) Usando A2 y A6
tenemos que

Im tal que |n(t)] = |w'(t)/t] < ||n|l-L(|t] < m) y por lo tanto,

(V@ (1= e (1— ey
w( C )26 N . T |[<

(1 —ev)?

sup
|c—co|<o

IN

|e—co|<6

(1 —ev)?

Hnme sup [I <O < +/h(u) < mc)]

< ||77||oom [1(0 < h(u) < (m(co+6))%)] .
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Como h(u) = —u-+e*—1, entonces h'(u) = —1+e*=0siy

s0lo si u = 0. Teniendo en cuenta que h”(u) = e" > 0, resulta
que h alcanza su valor minimo, es decir 0, cuando u = 0 y
ademés, se concluye que h(u) es convexa. En consecuencia,
existen a < 0 y b > 0 tales que

w( MW)H—éW
c 2¢y/h(u)

2(60 - 5)2
y tomando esperanza obtenemos que
(VA a=erf]
c 2¢ry/h(u)

Veamos que el segundo sumando esta acotado.

1 — u\2
< oo = L (o < u < b)

sup
|c—co|<0

E

sup
|e—co|<d

Por A2 w(t) esté acotada, luego

w( M@)w

tomando esperanza y usando la Observacion 3.1, podemos con-

w( Mm>&

g(u,c) =w (h(u)) (1—e").

sup < J|wl|sc€”

|c—co|<d

cluir que

E | sup

|c—co|<o

] < lwlloo =

(b) Sea ahora

&

A6 implica que w es mono6tona decreciente, entonces tenemos

y (fl(“)) (1—e| < ‘w <(C }f?)) (1— e

sup
|c—co|<o
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Como por A2, |w(t)| < ||Jw]|I([t] < m), resulta
h(u) u h(u)
‘”(@—&)“‘“ (co— )

Nuevamente, razonando como en a), concluimos que existen
a <0yb >0 tales que

w <M> (1 —e")

y tomando esperanza podemos concluir

E | sup (w ( h(u)) (1— e”)) <00 m
le—co|<6 ¢

En el siguiente Teorema mostramos la distribucion asintotica del
estadistico de Wald robusto bajo la hipotesis nula y una alternativa
fija.

< wl[sol (O < < m) (1—e").

sup < |wlloo (1 —e")I(a" < u < b'),

|c—co|<O

Teorema 4.2

Sean (X1, Y1), -, (X3, yn) vectores independientes que satisfacen
el modelo LGR. Si se cumplen A1-A4 y A6 y ademds, B, —> 3
Y i L5 5, entonces

1) ijO HO : /6 = 1807 n(//B\n _ /60)/2;1(//6\71 _ 160) i> X}%

11) BCZjO Hl : /8 7é 1807 n(//B\n _ BO)ligl(//B\n T 160) i) o0, para
cualquier B fijo.

Demostracion.

i) La demostracion es inmediata a partir del Teorema (3.5) y del
hecho de que 3, es un estimador consistente de XJ.

ii) Al igual que para el caso del estadistico clasico, tenemos que

nD(By, £a) = n(B, —Bo)'E, (B, — Bo) )
= nD(B,5,) +n(B, — B+ B, — BT, (B - By)
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Por un lado, nD(8, f]n) Lt X]%: por lo tanto este término es
positivo , con probabilidad tendiendo a uno. Ademas, usando
la consistencia de f]n y de Bn y el hecho de que X es una matriz
definida positiva, obtenemos que

(B, —B+B,—By) S (B—By) % (BB~ (B—B8) > 0,

con lo cual nD(By, 5,) 2 00

Como se mencion6 anteriormente, en algunas situaciones esta-
mos interesados en estudiar el impacto de ¢ covariables sobre la
variable de respuesta y. En ese caso, queremos hacer inferencia sélo
sobre algunas de las componentes del pardmetro de regresion 3. Es
decir, nos interesaré testear hipotesis de la forma

Hy : By =By B sin especificar.

Si queremos testear Hj podemos usar el estadistico

~ ~

nDi(Ba), S11) = n(Ba) — Byo) S By — Byo)s (42)

donde 5\31_11 es la submatriz de f]n de tamano g X ¢, correspondiente
a las coordenadas de 3(1)-

De forma analoga al Teorema 4.2, se puede demostrar el siguiente
teorema, que establece la distribucion asintotica del estadistico del
test propuesto.

Teorema 4.3

Sean (X1,v1), -, (X, yn) vectores independientes que satisfacen
el modelo LGR, asumimos que se cumplen A1-Aj y A6, Bn 2.
Y f]n una sucesion consistente de estimadores de Y. Luego,

. . S S D
i) Bajo Hy : By = Bayo, nDi(Baye, X11) — XZ

ii) Bajo Hy : By # By, nD1(Byo f]ll) Ly 0, para cualquier
By fijo.
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A partir de los Teoremas 4.2 y 4.3 concluimos que para testear las
hipotesis nulas vistas con un nivel nominal 7, tenemos los siguientes
test consistentes

» rechazo Hy: B =06, si nD(B,, in) > X]%,T;
y
= vechazo Hy : By = Bayo st nDi(Bayo, Sip) > Xor



20

CAPITULO 4: TEST DE TiPO WALD EN EL MODELO LGR



Capitulo 5

Simulaciones

Para estudiar el comportamiento del test propuesto y poder com-
pararlo con el test clasico, realizamos un estudio de simulacion,
analizando estabilidad en el nivel y en la potencia frente a mues-
tras contaminadas y sin contaminar.

5.1. Nivel

Para el estudio de nivel, generamos 5000 muestras independien-
tes de tamanos n = 200, n = 100 y n = 50, con p = 3, es decir
intercept y dos covariables.

Las covariables x; = (x1;, x9;) fueron generadas con distribucion
normal multivariada, sin pérdida de generalidad fue elegida como
N3(0,15) con 0' = (0,0) e I la matriz identidad en R?*2, ya que el
estimador es afin-equivariante. La variable de respuesta y; satisface
el modelo LGR

Yi = P11 + Poxoi + B3 +uy, i =1,..m, (5.1)

donde u; tiene distribucion logI'(a, 1), y B85 = (0,0,0). Considera-
mos como valores del pardmetro de forma, o = 1,3 y 5. Denotare-
mos C al caso sin contaminacion.

51
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Bajo contaminacion, trabajamos con muestras de tamano n =
100 y contaminamos con distintas proporciones de outliers: 1%,
3% y 5%. Llamaremos C7,C3,Cs a los casos contaminados con
uno, tres y cinco outliers, respectivamente. En las muestras origi-
nales generadas segin el modelo (5.1), introdujimos por reemplazo
outliers de la forma (19, 20, Yo ), cuyo efecto depende de la magni-
tud a3, +x3,. Por esta razon, sin pérdida de generalidad, los puntos
anomalos fueron tomados siguiendo el patron (xg, 0, mz), donde
m es la pendiente de contaminacion de la primera variable inde-
pendiente. Con el fin de generar puntos atipicos de diferente grado
de severidad, elegimos distintos leverage: xo = 1,3 y 5 y diferentes
pendientes m=0.5,1,1.5,2,2.5,3.

Para poder entender el efecto del pardametro de forma «a sobre
los outliers generados, mostramos las Figuras 5.1 y 5.2.

a=1, x0=3, m=0.5
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Figura 5.1: La muestra original se representa con 'o’ y el outlier con '+’ .
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a=1, x0=3, m=2.5
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Figura 5.2: La muestra original se representa con 'o’ y el outlier con '+’ .

Observemos como para un mismo tipo de outliers el efecto que
este produce sobre la muestra se incrementa al aumentar el valor de
a, es decir, el mismo outlier aumenta su grado de severidad, cuando
« toma valores méas grandes.

En la definicion del estimador dada en (3.3) utilizamos como
funcion w

5 (1— (52" si |zl <k
w(z) = (5.2)

0 si x| >k
basada en la funcién p bicuadrada de Tukey, con constante de

calibracion £ = 1. Tomamos eficiencia asintotica para el M M-
estimador e = 0.9.
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El numero de submuestras utilizado en el algoritmo para calcular
el S-estimador inicial es 500.

La hipotesis nula considerada fue Hy : B = B, con B =
(0,0,0). Denotaremos Dy y Dysp a los estadisticos de los test de
tipo Wald robusto y clasico, respectivamente.

El nivel de significacion nominal es 7 = 5 %.

e Caso sin contaminar

En el Cuadro 5.1 se presentan las frecuencias de rechazo obser-

vadas bajo H( para distintos tamanos de muestra n = 50,100 y
200.

a=2>5
D Dp

a=3
Dy, Dp

a=1
n Dy, Dr

50
100
200

0.0872 0.1202
0.0766 0.0752
0.0620 0.0648

0.0708 0.1148
0.0606 0.0774
0.0534 0.0586

0.0796 0.1238
0.0618 0.0804
0.0544 0.0626

Cuadro 5.1: Frecuencia observada de rechazo bajo Hy en el caso Cy, 7 =5 %.

Al estudiar el nivel del test clasico y el propuesto, observamos
que las frecuencias de rechazo en ambos casos son cercanas al valor
nominal 7 = 5 %.

El test clasico da muy buenos resultados para cualquiera de los
valores de n considerados, mientras que el test propuesto se acerca
al nivel nominal a partir de n = 100.

e Caso contaminado

En las Figuras 5.3, 5.4 y 5.5 se muestran las frecuencias de re-
chazo obtenidas bajo Hj variando la pendiente m de los outliers
cuando se utilizan el test clasico y el robusto bajo los esquemas
de contaminacion C7, C3 y C5, respectivamente, para los distintos
valores de oy xy considerados. Con ‘0’ se representan las frecuencias
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obtenidas con el test robusto y con '+’ las obtenidas con el caso
clasico; con la linea segmentada se representa el valor nominal 7 =

0.05.
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Figura 5.3: Frecuencia observada de rechazo bajo Hy en el caso C1, 7 = 5%, 0 caso
robusto y ’*’ el caso clasico.

En la Figura 5.3, se puede ver que para a = 1, 2o = 1, ambos test
dan buenos resultados, obteniéndose una frecuencia de rechazo muy
cercana al valor teorico, atn para valores de pendiente m grandes.
Para ese mismo valor de xy y valores de a mayores, ambos test
mantienen los buenos resultados; cabe destacar que para valores de
m grandes el test clasico nunca rechaza.

Para xg = 3, el test clasico so6lo es informativo para m = 0.5, se
puede ver que el nivel del test es afectado por la presencia de outliers
de leverage moderado (caso m = 1, m = 1.5), ya que la frecuencia
de rechazo es alta, y para outliers de leverage alto, pasa a tener

25
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frecuencia de rechazo cero. De esta forma podemos concluir que el
test clasico tiene un comportamiento erratico ain frente a un solo
outlier. Todos estos comportamientos empeoran cuando o aumenta.
Por otro lado, el test propuesto muestra muy buenos resultados en
todos los casos.

Para xo = 5, para el test basado en el estimador de méaxima
verosimilitud se observan los mismos problemas mencionados para
el caso ¢y = 3. El test propuesto, en cambio, muestra en general
buenos resultados, salvo para el caso @« = 1y m = 0.5 debido a que
en este caso el dato atipico reemplazado es intermedio y el test no
puede identificarlo como valor anémalo.

a=1, ><0=1 a=1, ><0=3 a=1, x0=5
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Figura 5.4: Frecuencia observada de rechazo bajo Hp en el caso Cs, 7 = 5%, "0’ caso
robusto y ’*’ el caso clasico.

La Figura 5.4 muestra que al contaminar con un 3 % de outliers
con xy = 1, el test clasico mantiene un nivel aceptable para outliers
con pendiente m pequena, pero la frecuencia de rechazo aumenta
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hacia 1 a medida que la pendiente crece para todos los valores de
a considerados.

Para xy = 1, el test propuesto muestra en todos los casos una
frecuencia de rechazo bajo Hy proxima al valor nominal, mostran-
dose muy estable bajo la contaminacion Cf.

En el caso de zg = 3, para a = 1y a = 3, para m = 0.5, el
test propuesto muestra cierta inestabilidad, seguramente asociada
al hecho de que los outliers introducidos son de dificil deteccion ya

que son de baja atipicidad, como puede verse en los gréaficos 5.1 y
5.2.

Cuando xg = 5 se observan los mismos comportamientos que
para r(y = 3, pero para « > 3, el robusto mantiene un nivel estable.
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Figura 5.5: Frecuencia observada de rechazo bajo Hy en el caso Cs, 7 = 5%, 0o’ caso
robusto y ’*’ el caso clasico.
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Las conclusiones a partir de Figura 5.5 son similares a las ante-
riores.

En gran parte de los casos estudiados para o = 3 y 5, las pen-
dientes m = 1 y m = 1.5 representan las situaciones mas criticas
para el test clésico, mientras que el test propuesto muestra una gran
estabilidad de nivel.

5.2. Potencia

El proposito de esta seccion es estudiar la potencia alcanzada
por el test clésico y el propuesto en muestras de tamano moderado,
tanto contaminadas como sin contaminar.

En este estudio de simulacion generamos 5000 muestras inde-
pendientes de tamano n = 100, con p = 3, es decir intercept y
dos covariables siguiendo el esquema sin contaminacion Cy y los
esquemas de contaminacion Cy, C3 y Cy introducidos en la seccion
anterior correspondientes al caso de pendiente m = 1.

Para el estudio de potencia las respuestas y; se generaron segin
el modelo LGR dado por

Y = P + oo + B3 +uy, @ =1,...,100, (5.3)

donde u; tiene distribucion log T'(a, 1) y 3" = (0, 0,0) + (0, \/%, 0)
para valores de 0=0, 0.5, 1, 1.5, 2, 3, 4 y 5.

La hipotesis nula considerada fue Hy : B8 = S, con B =
(0,0,0).

e Caso sin contaminar

En el Cuadro 5.2 y la Figura 5.6 se muestran las frecuencias
observadas de rechazo en el caso Cj, cuando el nivel nominal es
7 = 5%. Los dos tests tienen un comportamiento similar para
muestras sin contaminar para los tres valores del parametro de for-
ma « considerados. Notamos que ambos tests son mas potentes a
medida que crece el valor de a.
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) 0 0.5 1 1.5 2 3 4 5
o1 Dy | 0.077 0.093 0.152 0.253 0.388 0.710 0.924 0.988
Dr 10.075 0.099 0.154 0.245 0.368 0.665 0.895 0.982
o =3 Dy | 0.061  0.116  0.298 0.573 0.827 0.994 1 1
Dpr |0.077 0.126 0.293 0.549 0.803 0.987 1 1
P Dy | 0.062  0.145 0.439 0.794 0.966 1 1 1
Dpr 10.080 0.157 0.423 0.764 0.947 0.999 1 1

Cuadro 5.2: Frecuencia observada de rechazo en el caso Cy, 7 = 5%

a=1

08

06

a=3

06

a=5

Figura 5.6: Frecuencia observada de rechazo en el caso Co, 7 =5 %.

e Caso contaminado

Al igual que en el estudio de nivel de la Seccion 5.1, los out-

liers fueron tomados de la forma (xg, 0, mzy) para valores de z¢ =

1,20 =3 y x9p = 5, y en este caso fijamos la pendiente m = 1.

Los resultados son reportados en las Figuras 5.7 a 5.9. En todas

ellas la frecuencia observada de rechazo se representa mediante un

‘0’ para el test robusto y un '+’ para el clasico; la linea punteada
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representa el nivel nominal 5 %.
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Figura 5.7: Frecuencia observada de rechazo en el caso C1, 7 = 5%, ‘0’ caso robusto y '+’
el caso clasico.
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Figura 5.8: Frecuencia observada de rechazo en el caso C3, 7 = 5%, ‘0’ caso robusto y '+’
el caso clasico.
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Figura 5.9: Frecuencia observada de rechazo en el caso Cs, 7 = 5%, ‘0’ caso robusto y '+’
el caso clasico.

Cuando zy = 1 ambos tests dan resultados muy similares a los
obtenidos en las muestras no contaminadas reportados en la Figura
5.6, en especial bajo C7 y C; bajo C5 hay cierta perdida de potencia
por parte del test clésico.

Para xy = 3 el comportamiento de los tests comienza a diferen-
ciarse, ain ante la presencia de un solo outlier. De hecho, para el
caso més benigno que corresponde a a = 1 bajo la contaminacion
(4, el test clasico rechaza un 40 % de las veces bajo la hipotesis
nula, como puede apreciarse en la Figura 5.7. Este comportamiento
empeora aun mas cuando « crece y cuando aumenta el porcentaje
de contaminacion, como se observa en los Figuras 5.8 y 5.9, corres-
pondientes a los esquemas de contaminacion Cs y C5, respectiva-
mente. En efecto, la potencia del test clasico da constantemente 1
para xo = 3 tanto bajo C5 como bajo Cs, mostrando que el test
clasico es no informativo en estas situaciones. Por el contrario, en
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todos estos casos el test robusto conserva una potencia similar a la
obtenida en muestras sin contaminar.

Para o = 5, la funciéon de potencia del test clasico es igual a
1 para cualquier valor de ¢, incluso bajo la hipotesis nula, por lo
tanto no es informativo, mientras que la potencia del test propuesto
es muy estable.

Es decir, para los casos en que xg = 3 y x¢o = 5, el test clasico
es no informativo en tanto rechaza siempre, mientras que el test
propuesto, si bien puede alejarse levemente del valor tedrico ba-
jo la hipotesis nula en algunos casos, muestra buenos resultados
mostrando que no se ve afectado por la presencia de datos atipicos.
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Capitulo 6

Ejemplos

6.1. Datos de Feigl y Zelen

La leucemia mielogena aguda (LMA) es un cancer de la médula
6sea y la sangre que se caracteriza por el crecimiento incontrolado
de los globulos blancos inmaduros conocidos como mielocitos. Esta
enfermedad es més comiin en los adultos que en los ninos, con un
promedio de edad al momento del diagnostico inicial de més de 65
anos.

Feigl y Zelen (1965) dan el tiempo de supervivencia en semanas
desde el diagnostico inicial de 33 pacientes que murieron a causa
de esta enfermedad. Para cada paciente, disponen de informacion
adicional sobre dos covariables

= WBC: el recuento de globulos blancos

= AG: una variable factor que clasifica a los pacientes como
positivos o negativos dependiendo de la presencia o ausencia
de una caracteristica morfologica en los globulos blancos.

La variable WBC es una herramienta tutil de diagnostico del pa-
ciente, en tanto altos valores de la misma parecen estar asociados
a condiciones méas severas de la enfermedad.

Con el fin de entender como el comportamiento de las variables
WBC y AG impacta sobre el tiempo de supervivencia, y asimismo
poder entender y describir la posible relacion funcional entre las
mismas, formulamos un modelo de prediccion.

65
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Los datos fueron ajustados mediante el modelo log-Gamma dado
por

log(yi) = 61W BC; + B2 AG; + B3 + w;,

donde w; tiene distribucion log I'(a, 1).

En la primera y segunda columnas del Cuadro 6.1 se encuentran
los coeficientes estimados y sus errores estandar (SE) para el MLE
y el M M-estimador respectivamente para los datos completos. En
la Figura 6.1 se muestra el QQ-plot de los residuos correspondien-
tes a la estimacion con el M M-estimador, éste muestra que los
residuos siguen bastante bien el supuesto de una distribucion log-
Gamma y revela cuatro claros valores extremos. Estos corresponden
a pacientes con un recuento de células blancas muy alto que sobre-
vivieron mas de lo esperado. El Cuadro 6.1 asimismo contiene en la
tercera columna los coeficientes estimados y errores estandar corres-
pondientes al M LE, después de quitar los cuatro valores extremos
detectados mediante la Figura 6.1.

MM-residuos

log gamma quantiles

Figura 6.1: QQ-plot de los M M-residuos.

En el Cuadro 6.1, podemos observar la diferencia en los co-
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MLE MM MLE
Datos completos | Datos Completos | 4 casos removidos
Variable Bi SE Bi SE Bi SE
WBC(/100) | -0.0006 0.0004 | -0.0051 0.0003 | -0.0051  0.0004
AG(0-1) -1.10 0.34 -1.81 0.27 -1.57 0.27
Intercept 4.23 0.27 4.85 0.22 4.8 0.21

Q 0.97 1.60 1.81

Cuadro 6.1: Coeficientes estimados y error estandar.

eficientes estimados al utilizar el M M-estimador propuesto y el
MLE. La diferencia mas importante se observa en el valor de B\l, el
coeficiente que acompana a la variable WBC. El Cuadro 6.1 mues-
tra que después de la supresion de los cuatro valores atipicos, los
coeficientes estimados al utilizar el M LFE son bastante similares a
los obtenidos con el M M-estimador.

En segunda instancia, con el fin de estudiar la significacion de
cada una de las covariables presentes se realizaron test individuales
con un nivel individual de 5%. En cada caso se teste6 Hj : B(;) =
0, 1 <1 < 3y secompard con el percentil X%, 005 —3-841. El Cuadro
6.2 muestra el valor del estadistico obtenido en cada caso, mientras
que en el Cuadro 6.3 se hallan las decisiones a las que conducen los
tests de tipo Wald clasicos y robustos.

MLE MM MLE
Datos completos | Datos Completos | 4 casos removidos
H; D; D; D;
W BC(/1000) =0 2.67 254.7 140.7
AG =0 18.79 78.8 58.5
Intercept =0 571.30 1162.3 1211.4

Cuadro 6.2: Valor del estadistico de Wald al testear Hg : B(;) =0, 1 <i < 3.

El Cuadro 6.3 muestra que, contrariamente a lo esperado, para
el test clasico la variable WBC no es significativa, ya que el test
no rechaza la hipétesis nula Hj : B(;) = 0. Por otro lado, el test
propuesto lleva a la conclusiéon opuesta. Después de la supresion
de los cuatro valores atipicos detectados, el test clasico nos llevan
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MLE MM MLFE
Datos completos | Datos Completos | 4 casos removidos
H; Respuesta Respuesta Respuesta
WBC(/1000) =0 no rechaza rechaza rechaza
AG =0 rechaza rechaza rechaza
Intercept =0 rechaza rechaza rechaza

Cuadro 6.3: Decision al testear H{ : By =0,1<i<3alb %.

a concluir que esta variable es significativa, arrojando el mismo
resultado que el obtenido a partir del test robusto. Esto coincide
con lo esperado por los médicos, quienes intuian que la cantidad de
globulos blancos es una variable muy importante a considerar en la
prediccion del tiempo de supervivencia de los pacientes.

6.2. Enfermedades Vasculares

Las enfermedades vasculares constituyen la principal causa de
muerte en Portugal. Usualmente los factores que aumentan el ries-
go de sufrir infartos y accidentes cerebro vasculares (ACV) son el
hipercolesterol, la hipertension arterial y el tabaquismo.

Hasta hace un tiempo, un nivel de homocisteina elevado en san-
gre se consideraba un dato meramente anecdotico, sin embargo
estudios cientificos recientes han mostrado que incluso los niveles
moderadamente elevados de homocisteina aumentan el riesgo de
enfermedad de las arterias coronarias, cerebrales, periféricas y de la
muerte cardiovascular.

La hiperhomocisteinemia, un grupo de enfermedades metaboli-
cas que se caracterizan por presentar un nivel elevado del aminoa-
cido homocisteina en plasma, se traduce en valores elevados de la
homocisteinemia basal (HBP) y en la homocisteinemia después de
la sobrecarga de la metionima oral (HSP).

Amaral-Turkman y Silva (2000) presentan un conjunto de datos
analizados en Teles (1995) con los que se realiz6 una investigacion
con el proposito de averiguar qué variables influyen significativa-
mente en los valores de la variable HBP. Fueron observados 127
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individuos que sufrieron un ataque al corazoén o un derrame cere-
bral entre los 26 y los 56 anos de edad.

En este analisis, consideramos para cada individuo, la variable
de respuesta HBP y las covariables:

= Sexo: 0 (femenino), 1 (masculino).

Histfa: 0 (sin antecedentes familiares), 1 (con antecedentes
familiares).

Creat: creatinina.

Falc: fosfato alcalino.

GGT: gamma-glutamil-transpeptidasa.
= Pad: presion arterial diastolica.
s Fumar: 0 (no fumador), 1(fumador), 2 (ex fumador).

Para representar la covariable Fumar se utilizaron dos covariables
F1y F2.

Los datos fueron ajustados mediante el modelo log-Gamma dado
por

log(y;) = B1Sexo;+GyHist fa;+L3Creat;+ Py Falc;+LsGGTi+fs Pad;+B7TF 1+ B F2;+ Bo+u;,

donde wu; tiene distribucion log I'(a, 1).

Al igual que en el ejemplo anterior, en la primera y segunda
columna del Cuadro 6.4 se encuentran los coeficientes estimados y
sus errores estandar para el MLE y el M M-estimador respecti-
vamete para los datos completos.

En la Figura 6.2 se muestra el QQ-plot de los residuos correspon-
dientes a la estimacion con el M M-estimador, este muestra que los
residuos siguen una distribucion log-Gamma y revela 4 valores ex-
tremos, 3 outliers importantes y uno moderado. Estos corresponden
a pacientes que presentan valores elevados de la homocisteinemia

basal (HBP).
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El Cuadro 6.4 contiene en la tercera columma los coeficientes
estimados y los errores estandar correspondientes al M LE, después
de quitar los cuatro valores extremos detectados mediante la Figura

6.2.

MM-residuos

-0.6

-0.4

-0.2

T T
0.0

log gamma quantiles

0.2

0.4

Figura 6.2: QQ-plot de los M M-residuos.

MLE MM MLE
Datos completos | Datos Completos | 4 casos removidos
Sexo 0.2918 0.0716 | 0.2195 0.0516 | 0.2026  0.0514
Histfa |-0.0997 0.0502 | -0.0279 0.0362 | -0.0161  0.0352
Creat 0.1009 0.0249 | 0.3514  0.0179 | 0.3695  0.0940
Falc 0.0032  0.0007 | 0.0017 0.0005 | 0.0017  0.0005
GGT -0.0016  0.0006 | -0.0011  0.0005 | -0.0011  0.0004
Pad -0.0055 0.0007 | -0.0027  0.0005 | -0.0029  0.0005
Fumarl | 0.2387 0.0711 | 0.0555 0.0512 | 0.0685  0.0514
Fumar2 | -0.0064 0.0555 | -0.0168 0.0400 | -0.0005  0.0383
Intercept | 2.2602 0.2502 | 1.8894  0.1803 | 1.8734  0.1970
Q@ 12.97 24.36 27.35

En segunda instancia, con el fin de estudiar la significaciéon de

Cuadro 6.4: Coeficientes estimados y SE.




6.2. ENFERMEDADES VASCULARES 71

cada una de las covariables presentes se realizaron test individuales
con un nivel individual de 5%. En cada caso se tested Hg : B(;) =
0,1 <7 <9y se compard con percentil X%, 005 0-841. El Cuadro
6.5 muestra el valor del estadistico obtenido en cada caso, mientras
que en el Cuadro 6.6 se hallan las decisiones a las que conducen los
tests de tipo Wald clasicos y robustos.

Vale notar que los valores obtenidos mediante el M M-estimador
son bastante parecidos a los obtenidos con el método de maxima
verosimilitud una vez que las 4 observaciones atipicas han sido re-
movidas. Es més interesante atun comprobar en el Cuadro 6.6 que
en los nueve tests individuales siempre que el test clasico basado
en la muestra completa difiere en su conclusion del correspondien-
te test basado en el estadistico robusto, éste tltimo coincide con
el test clasico aplicado a la muestra sin los cuatro valores atipi-
cos, mostrando una vez mas la estabilidad del test robusto frente a
valores anormales en la muestra.

MLE MM MLE
Datos completos | Datos Completos | 4 casos removidos

Sexo 118.16 126.5 115.70
Histfa 9.41 1.39 0.51

Creat 36.77 843.92 481.49
Falc 124.42 64.34 75.28
GGT 14.65 13.51 4.45

Pad 385.22 180.58 217.05

Fumarl 17 1.73 0.0004
Fumar?2 0.03 0.40 2.56
Intercept 8414.8 11129 11808

Cuadro 6.5: Valor del estadistico de Wald al testear Hg : B(;) = 0,1 <i <9.
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MLE MM MLE
Datos completos | Datos Completos | 4 casos removidos

Hy Respuesta Respuesta Respuesta
Sexo rechaza rechaza rechaza

Histfa rechaza no rechaza no rechaza
Creat rechaza rechaza rechaza
Falc rechaza rechaza rechaza
GGT rechaza rechaza rechaza
Pad rechaza rechaza rechaza

Fumarl rechaza no rechaza no rechaza

Fumar2 no rechaza no rechaza no rechaza
Intercept rechaza rechaza rechaza

Cuadro 6.6: Decision al testear H{ : Bu=0,1<i<9alb %.
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