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Resumen

Una secuencia zg, 1, T2, . .. sobre un conjunto C' provisto de un cuasi-orden < es mala
cuando ¢ < j implica z; £ x;. A priori, la longitud de tales secuencias no esta acotada. Las
secuencias controladas son aquellas en donde se puede medir de alguna manera efectiva
cuanto puede crecer el tamano de cada x;. Los cuasi-érdenes bien fundados y este tipo de
secuencias malas controladas son muy usados en pruebas de decidibilidad en autématas
con contadores o estructuras de datos relacionadas en algoritmia, verificacion, model-
checking, légica, etc.

En esta tesis estudiamos cotas superiores e inferiores para la longitud méxima de
secuencias malas controladas sobre algunos cuasi-érdenes, y clasificamos estas cotas en la
Jerarquia Répidamente Creciente. Puntualmente, damos una demostraciéon constructiva
y sencilla del Lema de Dickson, que a su vez nos permite acotar la longitud maxima de
las secuencias malas de tuplas de naturales y el orden producto. Estudiamos la longitud
de las secuencias malas controladas de conjuntos de tuplas de naturales con el orden
mayorante, y también investigamos el caso de los multiconjuntos. La técnica general que
usamos consiste en reducir el problema de la longitud de secuencias malas controladas
sobre un cuasi-orden al de la longitud de las secuencias decrecientes y controladas mas
largas sobre un buen orden.
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1. Introducciéon

Dado un algoritmo, saber si este alguna vez termina o no es un problema fundamental
en computacién. En las pruebas de terminacion (termination proofs) se suele establecer una
“relacién de transicién” R sobre el conjunto X de estados posibles del algoritmo y se trata
de ver que R es bien fundada, es decir, que todo subconjunto (no vacio) de estados tiene un
elemento minimo xy respecto a R. En otras palabras, si el algoritmo puede pasar del estado
xg al z1 y asi sucesivamente, tendremos que xoRx1, 1 Rz2, etc., y queremos ver que siempre
existe un xy en la cadena tal que para toda otra configuraciéon posible = se tenga —(x;Rx);
este zy serd un estado final del algoritmo.

Para ver que R es bien fundada, una de las herramientas clasicas es definir una funcién p
desde el conjunto de configuraciones xg, x1,... del algoritmo hacia un buen orden, de modo
que

R C {(zi,z)) | wi € X, x5 € X, p(x;) > plx;)}-

Como la imagen es una secuencia decreciente en un buen orden, es finita y luego la secuencia
original también lo es. Mas en general, basta que el codominio de p sea un buen cuasi-orden
(wgo por sus siglas en inglés) y que

R C {(z,zj) |z € X,zj € X, p(z;) £ plzj)}-

De esta manera, los resultados que aseguran que diversas estructuras son wqo resultan de
gran importancia. Por ejemplo son wqo:

» (N7 <), el conjunto de las n-uplas provisto del orden producto (Lema de Dickson).
» Ma4s en general, X" con el orden producto cuando (X, <) es un wqo.
» Las palabras y subpalabras sobre alfabetos finitos (Lema de Higman).

Sin embargo, las pruebas de terminacién por si solas pueden resultar insatisfactorias para
ciertos propésitos, ya que no nos dicen nada del tiempo que puede tardar el algoritmo en
terminar, esto es, no nos dicen nada sobre la longitud de la secuencia de estados.

La idea principal de esta tesis. En esta tesis estudiaremos maneras de encontrar, para
sucesiones sobre algunos wqo, cotas para esta longitud bajo ciertas condiciones de comporta-
miento, principalmente la existencia de una funcion de control (ver Ejemplo 1.15 y Definicién
1.17). Las funciones de control impondran un limite para el “tamano” de los términos durante
cada paso de la secuencia, lo cual nos permitird acotar la maxima longitud posible de estas.

La idea principal para obtener estas cotas es pasar de secuencias malas sobre un wqo a se-
cuencias decrecientes sobre un buen orden. Sobre un buen orden podremos entonces encontrar
algoritmos que construyen la secuencia mas larga decreciente y controlada por cierta nueva
funcién, derivada de la funcién de control original.

Durante el resto de la Secciéon 1 daremos algunas definiciones, ejemplos, y resultados,
mayormente sin demostracion.

En la Seccion 2 reproduciremos y utilizaremos la prueba constructiva del Lema de Dickson
dada en [6] para obtener una nueva y mas simple demostracién del resultado central de [5],
que nos permite categorizar la longitud de las secuencia malas y controladas sobre (N", <) en
la Jerarquia Répidamente Creciente.



En la Seccién 3 veremos algunos resultados generales para el orden sobre multiconjuntos,
y luego nos restringiremos al caso de multiconjuntos derivados de (N, <j¢x). Continuaremos
después con resultados nuevos, hallando una forma recursiva para expresar la longitud maxima
de secuencias decrecientes y controladas sobre este orden, la cual luego clasificaremos en la
Jerarquia Rapidamente Creciente en el caso n = 1.

En la Seccién 4 proponemos un método para encontrar cotas para secuencias malas y con-
troladas de conjuntos, particularmente de (N", <) sobre el orden mayorante. Hasta ahora no
se conocian cotas para este problema. Veremos que esta longitud es efectivamente mayor que
en el caso de n-uplas con el orden lexicogrifico, y encontraremos un algoritmo que manifiesta
esta diferencia. Luego reducimos el problema de la longitud méxima de las secuencias malas
controladas de conjuntos de tuplas a un problema de secuencias decrecientes de multiconjun-
tos. Esto abre el camino para encontrar cotas superiores para la longitud de conjuntos de
tuplas. Utilizando los resultados de la seccién 3 estudiamos en detalle el caso n = 1.

En la Seccién 5 resaltamos los resultados principales obtenidos hasta ahora, y trazamos
nuevas lineas de investigacion que se desprenden de nuestro trabajo.

1.1. Secuencias malas

Definicién 1.1. [Secuencia] Dado un conjunto C, llamamos una secuencia en C' a un sub-
conjunto indexado x = {;}ier, donde I = [0,n], con n € N o I = N. También usamos la
notacién x = [z, x1, .. ..

Definicién 1.2. [Longitud de una secuencia] Definimos la longitud de una secuencia finita
x = [zo,. .., %) cOomo
|x| =u+1.

Definicién 1.3. [Cuasi orden (o preorden)] Un conjunto C' estd provisto de un cuasi-orden
< si < es una relacién reflexiva y transitiva (pero donde no necesariamente todo par de
elementos estan relacionados, y la relacién no necesariamente es antisimétrica).

En general, los cuasi-érdenes con los que trabajaremos son en realidad drdenes parciales,
es decir cuasi-Ordenes antisimétricos.

Definicién 1.4. [Buen orden] Un orden < sobre un conjunto C' se dice que es un buen orden
si es total (i.e. todos los elementos son comparables) y todo subconjunto no vacio tiene un
elemento minimal respecto a este orden: VS C C con S # (), I3m € S tal que Vo € Sz £ m.
En otras palabras, un buen orden es un orden total bien fundado.

Definicién 1.5. [Secuencia mala] Si el conjunto C esta provisto de un cuasi-orden <, entonces
decimos que una secuencia x = [zg, z1,...] en C es mala respecto a este orden si Vi < j vale

que z; £ x;.
Observar que como el orden < no necesariamente es total, esto ultimo no equivale a decir

x; > x;, aunque si vale que toda secuencia decreciente es mala. En el caso que el orden sea
total, decir que una secuencia es mala sera equivalente a decir que es decreciente.

Ejemplo 1.6. Si tomamos el conjunto de los niimeros naturales (con cero) N provisto del orden
usual, la secuencia x = [3,2, 1, 0] es mala (y decreciente).



Ejemplo 1.7. Si tomamos el conjunto de los pares de ntimeros naturales N2, provistos del
orden de diccionario (i.e. el orden lexicografico!) entonces la secuencia [(1,0), (0,2)] es mala
y decreciente.

Ejemplo 1.8. Si en N? consideramos el orden producto? Entonces [(1,0), (0,1)] es mala, pero
no es decreciente (observar que < no es un orden total).

Recordamos algunos conceptos clave:

Definicién 1.9. [Buen cuasi-orden| Un buen cuasi-orden (well-quasi-ordering), abreviado
wqo, es un cuasi-orden tal que no existen secuencias infinitas estrictamente decrecientes g >
x1 > ... ni anticadenas infinitas (secuencias de elementos incomparables de a pares, es decir
tales que Vi, j, valen simultdneamente x; £ x; y x; £ ;).

Equivalentemente, no existen secuencias infinitas tales que Vi < j, ; £ x;.

Definicién 1.10. [Funcién coordenada] Dado z € N y 1 < i < n, z[i] denota la i-ésima
coordenada de z.

Definicién 1.11. [Orden producto <] Dados z,y € N, decimos que z < y si Vi € {1,...,n}
vale x[i] < y[i].

Definicién 1.12. [Orden Lexicografico <jex.] El orden lexicogrdfico sobre N™ se define recur-
sivamente de la siguiente forma:

s Siz,y €N, el orden lexicografico <jex coincide con el usual <.
s Siz,y € N" conn > 2, decimos que & <jex ¥ Si
e[l <y[l] o (z[1] =y[] A (2[2],2[3],.. ., x[n]) <wex (W2, 93], ynl)),
donde estas dos tiltimas (n—1)-uplas son comparadas via el orden lexicografico en N*~1,

Observacion 1.13. Observar que £ <y = & <jex ¥ - Luego z Liex y = x L y.

Esto implica que las secuencias malas con el orden lexicografico son también secuencias
malas con el orden producto. Notar que no vale el reciproco: [(0, 1), (1,0)] es mala en el orden
producto, pero no es mala (de hecho es creciente) en el orden lexicogréfico.

Notar también que como el orden lexicogréfico es total, las secuencias malas coinciden con
las decrecientes.

Teorema 1.14 (Lema de Dickson). (N”, <) es un wqo, donde < es el orden producto.

Observar que este resultado solo nos dice que cualquier secuencia mala sobre (N, <) es
finita, pero no nos dice nada sobre su longitud; sin condiciones adicionales de control no se
puede asegurar nada al respecto, como veremos en el proximo ejemplo.

Ejemplo 1.15. [(0,1), (N,0),(N —1,0),...,(1,0),(0,0)] es mala sobre el orden producto, pero
podemos hacer su longitud arbitrariamente grande ya que no hay ninguna restriccién sobre
el N.

Esto motiva la necesidad de una funcién de control:

Ver Definicién 1.12
2Ver Definicién 1.11



Definicién 1.16. [Norma infinito] Dado z € N", definimos
[2]oo 2 max{a[1], 2[2), ..., o]}

Definicién 1.17. [Funcién de control] Sea x = [zg,z1,...] una secuencia sobre N". Sea
f N — N una funcién (que siempre consideraremos mondtona creciente). Sea ¢t € N. Decimos
que x esta t-controlada con respecto a f, o también que esta f,t-controlada, si

Vi, [ziloo < f(t+17).

Ejemplo 1.18 (Ejemplo simple de uso del Lema de Dickson para decidir la terminacién de un
programa). [5, Seccién 1]
Consideremos el siguiente programa no deterministico:

CHOICE (a,b)
while a >0Ab > 1

(a,b) + (a—1,a)
or

(a,b) + (b—2,a+1)
end

Sin importar cual de las dos opciones es elegida en cada paso i, se puede probar que las
sucesivas configuraciones posibles de este programa [(a,b),z1,22...] definen una secuencia
mala sobre el orden producto de N2, y por lo tanto el programa termina.

La demostracién de que la secuencia es mala es la siguiente:

Demostracion. Hagamos induccién en la longitud de la secuencia.
» Para el primer paso, veamos que tanto (a,b) € (a — 1,a) como (a,b) £ (b—2,a + 1).

e El primer caso es claro, pues a > a — 1.

e Para el segundo separemos en los subcasos a <b—2ya>b—2.

En el primero de estos subcasos la segunda coordenada decrecié (a < b — 2 < b),
en el segundo subcaso, la primera decrecié (a +2 > b= a > b — 2).

» Para el paso inductivo: Llamemos zg = (z9,yo) al elemento inicial, y (a,b) al anteulti-

mo, de modo que por hipétesis inductiva [zo, 21, . .., (a,b)] sea mala. Queremos ver que
también son malas [z, z1, ..., (a,b), (a — 1,a)] y [20,21,...,(a,b), (b—2,a+ 1)].
e En el caso que tenemos [z, z1, ..., (a,b), (a — 1,a)], supongamos Iz; = (z,y) tal

que (z,y) < (a—1,a), luego x < a— 1Ay < a. Veamos que siempre que estemos en

estas condiciones el algoritmo dard nuevos elementos que seguiran en ellas (primera

coordenada menor o igual que a — 1 y segunda menor o igual que a), y luego nunca

se puede alcanzar la primera coordenada de (a,b). En efecto, si a (z,y) le sigue
r—1, = esto pasa. Si le sigue — 2 ,z+ 1) también.

( & )estop gue (y )

N——
<a—2<a <a—1<a <a—-2<a <a

e En el caso [20, 21,...,(a,b),(b—2,a+1)], (x,y) < (b—2,a+ 1) separamos en dos
subcasos:



Sia<b—2tenemos x <b—2=(b—1)—1,y <a+1<b-— 1. Luego, razonando
como antes (pero tomando b — 1 en lugar de a) se tiene que ambas coordenadas
se mantienen menores o iguales a b — 1, y luego no se puede alcanzar la segunda
coordenada de (a,b).

En el subcaso a > b—2 tenemos que x < b—2 < a, y < a+1. Se puede probar como
antes que aplicaciones sucesivas del algoritmo mantienen la primer coordenada

estrictamente menor que a: basta mirar (zx —1, z )y ( y—2 ,z+1).
—— = M~ =
<a <a<a+l <a+1-2<a <a+l1

O]

Observar también que tenemos un control para la secuencia: si tomamos f(z) = = + 1,
entonces la secuencia que comienza por (a,b) es f,méx{a,b}-controlada, ya que se empieza
por

[(a,b)|0o < f(méx{a,b}+ 0 )= max{a,b}+1,
t 1

y en ninguin paso la norma puede aumentar en mas de 1.

1.2. La Jerarquia Rapidamente Creciente

En esta seccién veremos algunos resultados de [8] y [1], pero utilizando las definiciones,
para nuestros propdsitos equivalentes, usadas en [10, Secciones 4,5].

Hay varias jerarquias de funciones que proveen formas naturales de clasificar funciones de
acuerdo a su complejidad computacional. Una de ellas es la llamada Jerarquia Rdpidamente
Creciente. Para definirla formalmente tendremos que ver algunas definiciones sobre niimeros
ordinales contables?, aunque en realidad durante el resto de la tesis solo necesitaremos utilizar
ordinales finitos u w.

Términos Ordinales Sea w el primer ordinal infinito, esto es, el tipo de orden de N con el
orden usual. Consideraremos ordinales contables o construidos usando el 0, la adicion finita,
y la exponenciacién de w. Esto* es:

a:w’Bl—l—wﬁz—i—---—l—wB’”

con B1 > fg > -+ > B, (donde el orden esta definido més abajo) ordinales también de esta
forma. Por ejemplo @ = w? + w! + w® + w® + w® + w® (donde 1 = w2 = W + w°)
Distinguimos 3 casos:

s Sim = 0 decimos que a = 0.

s Decimos que « es un sucesor si 5, = 0. Cuando notemos sucesores generalmente los
notaremos directamente como o + 1.

= Decimos que « es un ordinal limite si 5, # 0. Denotaremos ordinales limite con la letra
A

31.e. de cardinal finito o infinito numerable
4Es decir, a < €9, y vamos a representarlos en Forma Normal de Cantor (Cantor Normal Form)




El orden sobre estos ordinales se puede definir inductivamente como

a=0yad #0,0
) def

a< o =

pB<p,o

a=w5+%d=wﬁ+yy{6_ﬁyv<¢

(donde w? > ~,w? >~
Definimos el producto a derecha por ¢ € N como la adicién sucesiva ¢ veces:

wﬁ-c:wﬂ~|—w6—|—-~+w5.

Cc

Por dltimo, asignamos sucesiones fundamentales (\;)zen a cada ordinal limite A, las cuales
cumplen Vx € N, < XA y A =sup \,. La asignacién que nosotros hacemos es:
x

Definicién 1.19. [Sucesiones fundamentales para ordinales limite]
(Y+ P, Ey+dP (z+1)
(v +w)e E v+ w
donde v =0 0 vy > WAt W
Ejemplo 1.20. mwy=x+1
» (w2, =w+ax+1
s (WD, =W (1)

+1

(
w (W b+ w?2),=w 5+t wl - (z+1)
La Jerarquia Répidamente Creciente (§a)a<e,- Finalmente estamos en condiciones

de definir esta familia de funciones. Comenzaremos definiendo recursivamente las funciones
(Fa)a<eo Fo : N — N, las cuales constituirdn la base de la Jerarquia.

Definicién 1.21. [F,]

Fy(x) =x+1 (1)
Fari(z) € Fye(z) = Fit (2) (2)
Fi(z) = Fy, (x) 3)

donde A\ denota un ordinal limite.

En esta definicién, los exponentes sobre las funciones indican su composicién iterada:

Fy(z) = Fo(Fo(- .- (Fo(x)) . ..))-

k veces

Ejemplo 1.22. » [F(2)=2+k
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» Fia)=FM (@) =c+z+1=22+1

2 By(x) = Ff(2) =2(... 2z + 1) +1)...)+1> D™ (x) 4+ 1=2" o+ 1.
D(z):=2z
» Fy(x) = Fy(z) > BT (2) =22 | donde la altura de la torre de exponentes, sin

E(z)=2=
contar el 2 base inicial, es x + 1.

3
Asf, F5(2) > E3(2) = 2% — 216 — 65536, F3(3) > E4(3) = 22 > 2107
Ejemplo 1.23. w F(x) = F,, (z) = Fppa(x)

» Floo(@) = Fu2), (@) = Fotor1(2)

Definicién 1.24. [Jerarquia Rapidamente Creciente]

Sa es la clausura de la constante, suma, proyeccion, identidad, y funciones Fg con § < a,
bajo las operaciones de sustitucién y recursién limitada (definidas abajo); f € . entonces
f :NF — N para algin k.

La Jerarquia Rdpidamente Creciente ° o jerarquia extendida de Grzegorczyk es el conjunto
de familias de funciones (Fa)a<e,-

s sustitucion Si hg, hi,...,h, € §a, entonces f € §,, donde

flze,...,zn) = ho(hi(xr, .oy xn)y .oy hn(xn, ooy 2p))

» recursion limitada (o acotada) Si hi, ho, hs € §,, entonces f € §,, donde

fO,z1,...,2y) = hi(x1,...,2p)
f(y+1,171,...7$n) - hQ(yaxlv'”7xn7f(y7x17"'7$n))
f(yaxla"'vwn) < h3(y7x17'-'7wn)

Para valores finitos pequenos de «, la Jerarquia caracteriza algunas clases de funciones
comunes:

s §o = §1 contiene todas las funciones lineales, como ser x + 1 o 2x.

= §o contiene todas las funciones “elementales” obtenidas con sumas y productos, como
ser z2 o 222",
2
» 3 contiene todas las funciones de “tetracién” (tetration), como ser 22" donde la torre
tiene altura x.

5A veces se llama “jerarquia rdpidamente creciente” a las Fl.
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Aunque es importante tener presente qué eleccion de sucesion fundamental elegimos para
los ordinales limite, la mayoria de los resultados que daremos a continuacién se mantienen
independientemente de la eleccién o tienen apenas pequefias variaciones. Otra eleccion de
sucesion fundamental comun en la literatura es w, = x.

A continuacién enumeramos una serie de propiedades béasicas de la Jerarquia.

Hecho 1.25. Cada F,, es estrictamente creciente.

Hecho 1.26. Si o < 3, existe k tal que Vn > k vale Fi,(n) < Fg(n) (i.e. Fy estd eventual-
mente dominada por Fg).

De hecho, siy € wyy > 1 entonces F,(n) < Foqy(n) para todon > 1, y Fy(n) < Foqny(n)
para todo n € N.

Hecho 1.27. Fo11 € 3o
Hecho 1.28. La Jerarquia Rdpidamente Creciente es estricta para o« > 0, es decir:
0<a<d =FalFuw
Hecho 1.29. El siguiente tipo de sustraccion (cut-off subtraction) puede definirse por recur-
ston limitada en §o
. — T >
:c—y:{ Ty siT2y
0 st <y

Como las §, son cerradas por sustitucion, este resultado implica que todas las §, son
cerradas por —.

Hecho 1.30. §, es cerrada por producto para o > 2.
Probamos:

Proposicién 1.31. La funcion f(x,y) = x¥ (donde 0° © 1) pertenece a F2, y luego T2 es
cerrada por erponenciaciones finitas.

Demostracion. Primero veamos que, x% < 412(6 $2). El caso x = 0 vale: por definicién:
00=1<49=1Siz>1,

¥ < 47 o rlng <2’hndenzr<zlnd

Pero esto ltimo vale ya que Inz < x y 1 < In4.
Veamos h(y) = y¥ € Fo, definiendo h mediante recursién limitada:

h(0)= 1
hy+1)= yh(y) (=yy”, y el producto estd en F2)
hy) < 4

Ahora, como z,y € N, tenemos que z¥ < méx{z, y}méx{z,y} <at4+y¥ < 477 4 4¥° € $2, y por
lo tanto también podemos definir por recursién limitada a e(y, z) = a¥:

e(0,x) = 1
e(y+1,z) = =ze(y,z) (=axz?, y el producto estd en F2)
e(y,x) < 47 +4v°

12



Para todo « y f unaria en §, valen las dos siguientes propiedades

Hecho 1.32. o > 0= Jp tal que Yz f(z) < FL(x).

Luego, si g (no necesariamente en la Jerarquia) es tal que g < ¢/, con ¢’ € Fo y a > 0,

entonces

IV, g(z) < ¢'(z) < FP(x).

Hecho 1.33. 3p tal que Vz > p, f(z) < Fot1(z).

Luego, si g (no necesariamente en la Jerarquia) es tal que g < ¢, con ¢’ € §, entonces

Proposiciéon 1.34. Sea o >

Observar que en el caso ¢ = 1 vale trivialmente ¢ F,(z)

interés.

IVa > p,g(x) < g'(z) < Fara(x).
2. Entonces Vx > 1, Ye > 2 vale:
Fy(cx) > ¢ Fy(x).

F,(cx), por lo que no es de

Demostracion. Usaremos frecuentemente, sin mencionarlo, el Hecho 1.25. Procederemos por

induccién en c¢. Veamos primero el caso ¢ = 2:

F,(2x)

=F)" (22)
=Fa-1(F271(22))
>F(Fa(2x))
=2(F2*,(22)) + 1
>2(F*H (2x)
>2(F3t (2))
=2F,(x)

(e —1>1y Hecho 1.26)
(Expresién de Fy)

)
) (x> 1)

El caso inductivo es similar: supongamos que la proposicién vale hasta cierto ¢ > 2, ahora:

Fal(c+1)z) =F TV (e + 1))

=Fo 1 (S (e + 1))

> (FSYY (e + 1))

>Ry (Fe2 (e + 1)) (x>1)

>F(FS (e)

=F|(Fy(cz))

>Fy(cFy(x)) (Hip6tesis inductiva)

=2(cFy(z))+1

>2cF, ()

>(c+ 1)Fy(x) (c=1)
O
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Observacidon 1.35. Como corolario resulta que, Vp > 1,a > 2,2 > 1,¢ > 2:
cFP(x) < FE(cx).
Proposiciéon 1.36. Dado k> 2, z € N, y a > 2, vale:
Fyi(x) > (Fa(2))".
Observar que en el caso k = 1 vale la igualdad.

Demostracion. Procederemos por induccién en k. Si k = 2

F(x) =Fa(Fa(2))
>ofe@Hp ()41 (a> 2, Hecho 1.26, y Fy(z) > 2°t1z + 1 por Ejemplo 1.22)
>Fo(2)Fo(z) + 1 (2F@+ > F,(2))
>F2(x)

Para el paso inductivo, consideremos que la proposicién vale para k, y probémosla para k + 1:

FyH(x) =Fo(F3(2))

>F,((Fo(x)F) (Por hipétesis induciva)
>o(Fal@) 41 ((Fy (x)F) + 1 (a>2)
> (Fo(x))F ! (2F@)L > F(2))

0

Corolario 1.37. Dados p1,p2 > 1, k> 2, x € N, a > 2, vale:
FROP2(a) > FRN(2) FE2(2) 2 (Fa(2))P FR2 (2) > (Fa(2))P! (Fa(z))P?

Demostracion. Solo falta probar la primera desigualdad. Para esto procedamos por induccion
en p; de manera similar a lo anterior: Caso p; = 1:

Fy P2 (2) =Fo (FP(x))
>2F* @) (Fp2(2)) 41
>(F32 (@) (FF2(2))
>(Fa(z)) (FF? ()
Caso inductivo: sea p; > 2

FIUP2(z) =F2 (FE* ()
a(Fo(ém 1+p2( )
Fo(

FPi=D () FP2(z)) (Hipétesis inductiva)
>FP (2)Fo(FP 1 (2)) (Proposicién 1.34, FP'™V(2) > 1, FP2(z) > 1)
=F (z) Fi?(2)
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2. Secuencias malas de n-uplas

Trabajaremos en esta seccién con secuencias malas controladas sobre (N", <), donde < es
el orden producto introducido en la Definicién 1.11, y obtendremos cotas para sus longitu-
des. Para esto utilizaremos un resultado de [6] que nos permitira en la subseccién 2.3 reducir
nuestro problema original a uno mas facil: el de secuencias decrecientes controladas sobre
(N™, <1ex). Obtendremos asi cotas clasificadas en la Jerarquia Répidamente Creciente que son
ajustadas y conocidas (ver [5]), pero lo haremos mediante una demostracién considerable-
mente mas simple y corta que la de [5], la cual es a su vez més sencilla que otras anteriores
9, 2].

2.1. Notacion

Si x = [z, z1,22,...,x] entonces para j € {0,...,k}, denotamos con x | j el prefijo
de x de longitud j + 1, i.e. la secuencia [zg,z1,22,...,2;]. Para x = [xg,z1,22,...,24] €
y = [Y0,Y1,Y2,--.,Y], denotamos con x ~ y a la concatenacién de x e y, i.e. la secuencia
[0, 1, %2, . -+, Ty Y0, Y1, Y2, - - -, Y] Decimos que x extiende estrictamente a 'y six =y ~ z,
donde z es una secuencia no vacfa. A veces notamos Ax.h(x) para decir explicitamente que la
expresion a la derecha del punto es una funcién de z y no de otros parametros que aparecen.
Por ejemplo: Ax.nx + t.

2.2. Lema de Dickson Constructivo

Por completitud, en esta seccién reproducimos un resultado de [6]. Dado n € N, consi-
deramos el siguiente orden parcial (el orden de extension) sobre el conjunto de secuencias en

N™:
X<y & x extiende estrictamente y

Definimos (N")* como el conjunto de secuencias finitas no vacfas de n-uplas, con el orden de
extension.

Teorema 2.1 (Lema de Dickson Constructivo [6]). Eziste una funcién f,: (N*)* — N™ con
la propiedad: Si x ~ x es una secuencia mala de n-uplas, y X es no vacia, entonces

fn(Xf\a}> <lex fn(X) (4)

Comentario 2.2. Esta f, es un morfismo de orden para secuencias malas. Luego, dado que
(N™, <jex) €s un buen orden, tenemos el resultado que las secuencias malas son necesariamente
finitas.

Prueba del teorema 2.1. Definimos las funciones f, por induccién en n. El caso n = 1 es

simple:
p def
filzo, 1, 22,...,2k) = k.

Ya que en N el orden producto y el lexicografico coinciden, vale (4).
Para la construccién inductiva de f,, asumimos que ya tenemos f,_; tal que

fnfl(x m 55) <lex fnfl(x)7

donde las secuencias estan en N1,
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Hacemos a continuacion algunas definiciones que seran utilizadas para la construccion de
fn. Paral <i<nyaz e N"definimos

def

m_i(x) = (w[lL e ,iU[Z - 1],.%’[2 + 1]7 B .%'[HD
i.e. m_;(z) elimina la i-ésima componente de la n-upla z. Dada una secuencias finita (y no
vacia) X = [z, Z1,. .., 2] de n-uplas, definimos el conjunto

BAD_;(x) = {[m_i(zj)...m—i(z;,)] | p>0,0<jo<...<jp<k, ¥y

[m_i(zjy) ... 7—i(z;,)] es mala},
i.e. BAD_;(x) consiste de las subsecuencias malas de (n—1)-uplas de x en las cuales la i-ésima

componente de las n-uplas han sido eliminadas. Finalmente definimos

MIN_i() £ min{ fu1(y) |y € BAD ()}

Sp(x) € {reN'|Vie{l,...,n} MIN ;(X) = MIN_;(x ~ z), ¥
Vje{0,....k} z; £z},
que consiste de las n-uplas con las cuales puede extenderse la secuencia x de manera que siga

siendo mala pero sin alterar los valores de MIN_;.
Para proceder con la demostracién probemos:

Lema 2.3. S,(x) es finita.
Demostracion. Sean 1 <i < ny jo,...,Jp tales que MIN_;(x) = fn_1[m—i(zjy), ..., 7—i(x},)],

y sea x € Sp(x). Si la secuencia [7_;(zj,),...,7—i(x;,), 7—i(x)] fuese mala, entonces por
induccién (i.e. el supuesto que f,,_1 satisface la hipdtesis inductiva) tendriamos que

MIN_ (X ~ ) <jex foo1lm—i(zj),- .- ,ﬂ'_i(xjp), m—i(x)]
<tex  fo-lm-i(zjo), - mi(j,)]
= MIN_;(x).

Contradiciendo = € Sy(x). Luego m_;(x) > m_;(x;,,) para algin m. Pero como z € S, (x)
tenemos que = # xj,,, y luego z[i| < x;,, [i]. Ahora, como esto vale para todos los ¢ tales que
1 <17 < n, todas las coordenadas de x estan acotadas, y luego puede haber solo una cantidad
finita de elementos = en S, (x). O

Comentario 2.4. Supongamos que y = X ~ & es una secuencia mala, y que x es no vacia.
Como para todo i € {0,...,n}, BAD_;(x) C BAD_;(y), entonces MIN_;(y) <jex MIN_;(X);
y si la igualdad vale en todos los casos entonces S,(y) € Sn(x), pues S,(y) C S,(x) pero
x € Sp(x) \ Sn(y). Luego, como los S,, son finitos, |S,(y)| < [Sn(x)].

Ahora estamos en condiciones de definir la funcién f, sobre secuencias (no vacias) de
n-uplas x:

fa(x) < (Z MIN (%), \Sn(X)|> : ()
i=1

(Donde la suma es componente a componente)
Observar que, por el Comentario 2.4, si x ~ = es una secuencia mala y x es no vacia,
entonces fp(x ~ x) <jex fn(X)- O
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Observacion 2.5. Las f,, no son inyectivas sobre las secuencias malas. Por ejemplo, si tomamos
n = 2y las secuencias a; = [(3,3), (4,2)],a2 = [(3,3), (2,4)] tenemos

BAD_1(a1) = {[3,2]; [3]; [2]}, MIN_1(a1) = 2

BAD p(a1) = {[3]; [4]}, MIN_2(a1) =3

BAD_1(az2) = {[3];[4]}, MIN_;(a2) =3

BAD_p(az) = {[3,2]; [3]; [2]}, MIN_»(az) =2
Por simetria vale [S2(a1)| = [S2(az)|. Y luego fa(az) = (2+ 3,|S2(a1)|) = (3 + 2,|S2(a2)|) =
fo(az).

2.3. Reduciendo el problema del orden producto al lexicografico

En esta secciéon analizamos la prueba del Teorema 2.1 cuando la secuencia mala x es
también controlada. Dada la funcién que controla a la secuencia mala x, calculamos una
nueva funcién que controla otra secuencia que tiene la misma longitud que x y es decreciente
respecto al orden lexicografico, y por lo tanto mala en ese orden.

Teorema 2.6. Sea x = [xg,x1,...,Tk| una secuencia finita y t-controlada en N™ con respecto
a g. Entonces para todo j € {0,1,...,k}, tenemos

[fulzo, - s 2j])]oo = |fu(x T J)leo <l g(nj+1)"

Demostracion. Observar que si se prueba el caso j = k entonces vale el caso general. Vamos
entonces a mostrar que | fp(X)|eo < n! g(nk +1t)".

Procederemos por induccién en n.

Para n = 1 el resultado es directo: | f1(X)|eo = 21 < g(k +1) = 1! g(1k +t)*.

Ahora probemos que el Teorema 2.6 vale para n arbitrario, asumiendo que vale para

secuencias en dimensién n — 1. Es decir, veamos que si x = [z, z1,...,Zk] €s una secuencia
finita en N™ que es g, t-controlada, entonces tenemos | f,(X [ k)|oo = | fn(X)]oo < n! g(nk+1t)™.
Sea x = [zg, Z1, ..., 2] una secuencia en N". Para cualquier i y todo y = [yo,¥1,...,Yp] €

BAD_;(X) tenemos YV, |yj|eo < Méx; |2i|oo < g(k+1), y por lo tanto vale trivialmente |y;|o0 <
g(j+k+1t). Esto es, y es (t + k)-controlada con respecto a ¢. Por hipétesis inductiva para
y, obtenemos

’fn—l(Y)’oo < (n — 1)! g((n o 1)p+ tt k)nil
(n=1)! g((n — Dk +t + k)"~
— (n — 1)! g(nk + t)n—l'

IN

En particular, esto vale para y tal que MIN_;(x) = f,—1(y). Luego concluimos
IMIN_(X)]0o < (0 — 1)! g(nk + )" L. (6)

Dada z € S,,(x), la prueba del Lema 2.3 muestra que dado i € {1,...,n} existe j tal que
xli] < x;[i] < g(j +1t) < g(k+1t). Por lo tanto, [Sp(x)| < g(k+t)", pero como x era no vacia
y xo ¢ Sp(x), concluimos

[Sn ()| < gk +1)". (7)

Recordemos de (5) que
fa(x) = (Z MIN_(X), |Sn(x)|> e N"
i=1
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Por (6), las primeras n — 1 coordenadas de f,,(x) estdn acotadas estrictamente por n! g(nk +
)"~ (el factor n proviene de las n sumas), y por (7), la tltima coordenada de f,,(x) est4 es-
trictamente acotada por g(k + ¢)™. Luego,

[fa(®)|eo < max{n! g(nk+ )", g(k + )"}
< n!g(nk+1t)",

y esto concluye la prueba. O

Corolario 2.7. Sea x = [rg, %1, ..., Tk] una secuencia mala t-controlada en N™ con respecto a
g, y seaX = [Xg,Z1,...T], donde T; = fn(x | 7). Entonces X es una secuencia <jex-decreciente
y t-controlada con respecto a g(x) = n! g(nz)".

Demostracién. Por el Teorema 2.1, X es decreciente con respecto al orden lexicografico. Por
el Teorema 2.6, |Tj|oc < n! g(nj +1t)". Como n > 1y g es mondtona creciente concluimos

|Tjloe < nlg(ng+1t)"

ntg(n(j +1))"
= 9 +1)

IN

O]

Recordemos que denotamos con (§x)kew a la Jerarquia Rapidamente Creciente (ver sub-
seccién 1.2).

Proposicién 2.8. Si g € §o entonces g € Fmax{2,a}-

Demostracion. Supongamos « > 2 y recordemos g(z) = nlg(nx)"™. Entonces g estd definida
a través de sustitucién finita a partir de g (y notar que Az.nz € F2) y producto. Como
2 v niveles superiores son cerrados para el producto (Hecho 1.30), tenemos g € §, como
querfamos. Si o < 2 el argumento de recién muestra que g € §o. O

2.4. Cota superior

Definicién 2.9 (Lf’;(t)) Denotamos por Lif”;(t) la longitud de la mds larga secuencia de-
creciente y g, t-controlada en (N", <jex).

Por [5, Seccién 6], tenemos
LY5(t) = g(t)

g(t)
L ) = > L (ol (1)) (8)
j=1

donde el exponente denota composicion iterada y

def

On,g(t) = t+ Li(t). (9)

Encontraremos ahora una cota superior para Llrf’;(t), clasificada en la Jerarquia Répidamente

Creciente. Esta cota serd luego aplicada a la funcién del Corolario 2.7, con lo cual obtendremos
una cota superior para nuestra secuencia original x.
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Proposicién 2.10 (Cota superior para L},ff;). Si g € §r es mondtona creciente, con k > 1,
entonces existe una funcion que mayora a Li‘i’; en Sntk—1-

Demostracion. Procedemos por induccién en n. Si n = 1 entonces Llex( ) = g(t), y por
hipotesis g € k-
Para el paso inductivo n + 1:

L) =Y Ly (ohg (1) (por (8))
j=1
<g(t)- L1ex (09(? L)) (Pues oy, 4 es creciente)
<g(t)- OZSZ) (t) (pues L;% < 0ng)
< g(t) - (Fpsrr”)?M(2)
(Hecho 1.32 para o, 4 =t + Llex( ), mayorada en F,ip_1)
< g(t) - (Fupr-1)"*“(p- 9(1))

IN

g

9(t) - (Foir1)P 9O (p- g(t))
=g(t) - (Fasr)(p - 9(1))

(Definicién de Fy 4141 (1.21) y composicién con p - g(t) € Fi)
que estd en F,r pues es el producto y composicién de funciones en §,. (como n + k >
1+ 1 =2, vale el Hecho 1.30). O

Definicién 2.11 (LE3Y(t)). Denotemos con LESY(t) la mdzima longitud de las secuencias
malas g, t-controladas en (N", <).

. . d ) . ,
Corolario 2.12 (Cota superior para L} ). Si g € § es mondtona creciente, con k > 2,
entonces Lﬂf‘;d estd mayorada por una funcion en §Fpik—1-

Demostracion. Sea g(x) = n! g(nz)". Como g estda en Fi (k > 2), por Proposicién 2.8, g
también lo estd. Por Proposicién 2.10, existe una funcién h € Fp4x—1 tal que Lle’; < h. Sea
ahora x una secuencia mala t-controlada en N con funcién de control g. Por Corolario 2.7
hay una secuencia <jec-decreciente X de n-uplas que es t-controlada con respecto a g, y tiene
la misma longitud que x. Luego, |x| = |X| < Lf%(t) < h(t) y por lo tanto LY (t) < h(t). O

De hecho, se sabe que el Corolario 2.12 también vale para g € § con k = 1, y recordar
que como §g = §1 tenemos un resultado para todo §, con a € N.

No probamos aqui por separado este caso k = 1, pero para referencia, vale por [5], que
reproducimos a continuacion:

Teorema 2.13 (Proposicién 5.2 de [5]). Sea n,k > 1. Si g es una funcidn unaria mondtona
creciente perteneciente a §i, con g > max{l,z} para todo x, entonces L?Lf(g)d estd mayorada
por una funcion en Fnik—1

Esto coincide con nuestro resultado para k > 2, pero, como dijimos antes, la demostracién
de este hecho dada en [5] es considerablemente mas larga y complicada que la nuestra.
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2.5. Cota inferior

La cota superior hallada en la subsecciéon anterior para Lgfgd es de hecho ajustada para g
si esta crece lo suficientemente répido: en [5, Apéndice A.4] se prueba lo siguiente, de manera
similar a la demostracién de la Proposicién 2.10:

Hecho 2.14. L, (t) > Fpyn1(1).
Como para toda h vale L% () < LP™(1) esto implica que:

Corolario 2.15 (Cota inferior para Ly'o%). Si g > Fy entonces

LRI0A(t) = Ly (t) = Ly, = Frna (1),

3. Secuencias malas de multiconjuntos finitos de n-uplas

En esta secciéon buscaremos cotas para la longitud de secuencias malas en el orden de
multiconjuntos, el cual es un orden que aparece naturalmente en algunas pruebas de termi-
nacién (ver [3] para algunos ejemplos). En el camino desarrollaremos algunas herramientas y
resultados nuevos para poder enfrentar el problema. Finalmente encontraremos cotas para la
longitud de secuencias decrecientes de multiconjuntos de N, dadas funciones de control en Fg,
con k € w. Estos resultados son novedosos y, aunque la clasificaciéon dentro de la Jerarquia
Répidamente Creciente solo estd desarrollada en esta tesis para el caso n = 1, se puede utilizar
la misma técnica para el caso general.

3.1. Definiciones y propiedades

Las definiciones de esta subseccién estdn mayormente basadas en [3].

Definicién 3.1. Sea S un conjunto. Decimos que M es un multiconjunto de S si M es una
funcion M : S — N. Decimos que M es un multiconjunto finito si esta funcién toma valores
distintos de cero solo en finitos puntos, i.e. si el soporte de M, notado Sop(M), es finito,
donde

Sop(M) ={z¢e S| M(z) > 0}.

Intuitivamente, M es como un subconjunto de S, pero que puede tener elementos repetidos;
la cantidad de veces que aparece un elemento z es M (z), a lo cual llamaremos la multiplicidad
de z.

Definicién 3.2. Dados M, N multiconjuntos, notamos z € M cuando z € Sop(M), y notamos
z€ M NN size Sop(M)NSop(N).

De ahora en mas, al menos que se aclare lo contrario, siempre que mencionemos
multiconjunto estaremos pensando en multiconjuntos finitos.

Ejemplo 3.3. Son multiconjuntos finitos de N:
« M ={0,1,1,1,1,2,2} , es decir:

1 siz=0

4 siz=1
Mz)=90 9 G.-9

0 si no
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» N ={0,1,2}, es decir:

1 siz=0

1 siz=1
N@ =91 s.=9

0 sino

Ejemplo 3.4. Son multiconjuntos finitos de N?:

« M = {(0,0), (0,0), (0,0), (10,5), (10,5), (5,10), (1,1)}, es decir:

3 siz=1(0,0)
) 1 siz=(1,1)
M(z)={ 1 siz=(510)
2 siz=(10,5)

0 si no

= N ={(1,2),(0,1)}, es decir:

. 1 siz=(0,1)
N(z)=4¢ 1 siz=(1,2)

0 si no

Definicion 3.5. Sean M, N multiconjuntos sobre un conjunto S.
» Pensamos al conjunto vacio () como el multiconjunto tal que Va € S,((z) =0
» Notamos N C M siVz € S,N(z) < M(z)

» Si N C M notaremos M — N al multiconjunto tal que Vo € S cumple (M — N)(z) =
M(z) — N(z).

» Notaremos con M+ N al multiconjunto tal que Vo € S cumple M +N (z) = M (z)+N(z)
» Si k€ N, notamos k- M al multiconjunto tal que Vz € S, (k- M)(z) = kM (x)

Definiciéon 3.6. Sean M # N multiconjuntos finitos de un conjunto S provisto de un orden
total. Definimos

dM,N = dN,M 4 méx{z es ‘ M(Z) 7é N(z)}

Es decir, dy,n es el mayor elemento tal que las multiplicidades de M y NN difieren. Esto existe
porque se trata de multiconjuntos distintos y finitos, y el maximo es tinico porque se trata de
un orden total.

Definicién 3.7. Sea (5, <) un cuasi-orden. Sean M, N dos multiconjuntos finitos de S. De-
cimos que M > N si M # N y Vx € S tal que N(x) > M(z) existe un y € S tal que

y>axAM(y) > N(y).

Observacion 3.8. Si (S, <) es un orden total tenemos que la definicién es equivalente a:

M > N siit M # Ny M(dyn) > N(dan).
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Ejemplo 3.9. » {3,1} > {3}
= {3,1} >{2,2,2,2,2,2,1,0,0,0,0} > {1,1,1,1,1,1,0,0,0,0,0,0)}
» {3,1} > {2} > {1} > {0} >0

Intuitivamente, M > N si N se obtiene eliminando elementos de M y/o reemplazédndolos
por elementos menores.
Formalicemos esta intuicion:

Proposicién 3.10 (Forma equivalente de definir el orden de multiconjuntos). Sean M # N
multiconjuntos finitos de un conjunto S provisto de un orden total. Entonces

M > N sii existen D y A multiconjuntos tales que N =M — D + A
conD#0, DNA=0, yVz, A(z) >0= 2z <méxD = dy,n

Equivalentemente se pueden agregar las condiciones D = {dy,...,d,} vy A = > A,

1<i<r
donde A4; < {dz}, yVi#jA N A]’ = 0.
Pedimos D N A = () para no estar haciendo operaciones redundantes, pero la proposicién
vale igualmente aunque no se pida esto.

Prueba de proposicion 3.10. Esté claro que N = M — D + A asi definido es menor que M.
La otra implicacién es intuitiva, pero probémosla formalmente: dado N < M, definimos

A= ) (N(z)-M(2)- {2}

z: M(z)<N(z)

A es, intuitivamente, lo que estamos “agregandole” a M. Por otro lado,

D= ¥ (ME)-NE)-{2)

z: M(z)>N(z)

que es lo que le estamos “sacando” a M. Primero notemos que se verifica N = M — D+ A. Por
otro lado, como M > N existe z tal que M(z) > N(z), y luego se tiene D # (). Si para algin
z valiese D(z) > 1y A(z) > 1 tendriamos z € {z | M(z) < N(2)} N{z | M(z) > N(z)} =0,
absurdo. Luego D N A = (). Por tltimo, si A(z) > 1 entonces por lo anterior z # méx D. Si
fuese z > méx D entonces N(z) > M(z), y como para todo y > max D vale N(y) > M(y)
esto dice que N > M absurdo; luego z < mdx D y mdx D = dy n. O

Observacion 3.11. Si N C M entonces N < M.

Proposicién 3.12. Sean M, A, D, A, D' multiconjuntos sobre un orden total, con D C
M,D" C M. Si A C A, D' C D entonces: C := M —D+ A C M—-D + A = C.
Ademds, si AC A" o D' C D entonces C C C'.

Demostracion. Sea z € N". Por un lado, A(z) < A’(z). También, como D'(z) < D(z),
entonces —D(z) < —D'(z).

Luego C(z) = M(z) — D(z)+ A(z) < M(z) — D'(z) + A'(2) = C'(z). Como esto se cumple
para todo z, entonces C C (.

Con el mismo razonamiento se ve que si A C A’ o D' C D entonces C C C". O
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Generalicemos este resultado al orden <:

Proposicién 3.13. Sean M,A,D, A, D' multiconjuntos sobre un orden total, con D
M,DC M,DNA=0,DnNnA =0. 51 A< A,D <D entonces: C := M — D+ A
M—D + A =:C". Ademds, si A< A" o D' < D entonces C < C".

IA 1IN

Demostracién. Primero observamos que si A = A’ o D = D’ el resultado vale:
» SiA=A"y D= D'se cumple C = C".

» Si A= A/, D’ < D entonces dC’,C’ = dD,D/ y C(dC,C”) = M(dC,C”) — D(dC,C”) +
A(dc,cr) < M(decr) — D'(docr) + A'(decr) = C'(deyer).

» Si A < A, D = D entonces docr = daa y Cldaa) = M(daa) — D(daa) +
A(dA7A/) < M(dA,A’) — Dl(dA7A/) + A,(dA7A/) = Cl(d/LA/).

Supongamos finalmente A < A, D" < D. Llamemos a = dg a/,¢ = dc,c/,d = dp,p Por
construccién de C, C’, sabemos que ¢ < méx{a,d} =: m. Tenemos de hecho que ¢ = m:

» Si m = a entonces necesariamente A’'(m) > A(m) > 0y luego, como D' N A" =
D’(m) =0, con lo cual

)

C(m) = M(m) — D(m) + A(m) < M(m) + A'(m) = C'(m)
» Si m = d entonces necesariamente D(m) > D'(m) > 0, y luego, como DN A =0 ,
A(m) =0, con lo cual
C(m) = M(m) — D(m) < M(m) — D'(m) + A'(m) = C'(m)
De modo que vimos simultdneamente c = m y C < C’. O

Veamos por ultimo algunas propiedades generales, que relacionan caracteristicas del orden
sobre el conjunto base y el orden sobre multiconjuntos.

Hecho 3.14. El orden de multiconjuntos finitos asociado a un orden estricto parcial [total]
también es un orden estricto parcial [total].

Demostracion. Ver [3] 0

Lema 3.15 (Kénnig’s [7]). Si G es un grafo conexo con infinitos vértices tal que cada vértice
tiene grado finito (es decir, cada vértice es adyacente a un nimero finito de vértices), entonces
G contiene un camino simple (i.e. sin nodos repetidos) de longitud infinita.

Teorema 3.16 ([3]). El orden de multiconjuntos finitos asociado a un orden total bien fun-
dado sobre un conjunto S es también bien fundado.

Demostracion. Supongamos existe una secuencia infinita descendiente de multiconjuntos M; >
My > .... Construimos un arbol donde cada vértice es finito de la siguiente manera:

= La raiz tiene un hijo por cada elemento de M;
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= Como por la Proposicion 3.10 Ms se obtiene de M; reemplazando algunos elementos
por finitos otros més chicos, o elimindndolos (en el caso A; = (), construimos el préximo
nivel del arbol representando este reemplazo como agregar los elementos de A; al nodo
d; (st A; = () agregamos el nodo ()

= En los pasos siguientes, tomamos las hojas, que son elementos del tltimo M que agre-
gamos, y repetimos el proceso anterior.

Como la secuencia de multiconjuntos es decreciente e infinita, este arbol tiene infinitos niveles,
y luego es infinito, pero cada nodo tiene solo finitos hijos. Por el Lema de Kénnig, hay un
camino simple infinito en este arbol. Pero entonces hay una secuencia infinita decreciente
r1 > T9 > ... en S, que era bien fundado. Absurdo. O

En particular, usando también el Hecho 3.14, tenemos el siguiente resultado:

Corolario 3.17. El orden de multiconjuntos finitos sobre (N", <jox) es bien fundado y total
(i.e. es un buen orden).

En consecuencia tendra sentido® buscar longitudes méximas de secuencias de multicon-
juntos finitos sobre (N, <jox), bajo ciertas condiciones de control.

Trabajaremos de ahora en mas con multiconjuntos finitos de (N", <j.).

3.2. Estrategia que maximiza la longitud de las secuencias malas

Queremos ahora analizar la longitud de las secuencias malas f-controladas sobre multi-
conjuntos finitos de (N, <j.y), para una definicién adecuada de “controlada”. Observar que
no bastaria acotar la norma de los elementos de cada multiconjunto, pues la multiplicidad de
los elementos podria igualmente crecer sin control:

Ejemplo 3.18.
{2} >{1,...,1} > {1,...,1} > ... > {1} > {0}
k k—1
Es mala y “a + 3-controlada”, pero el k podria ser arbitrariamente grande.

Definimos entonces:

Definicién 3.19. [Secuencias controladas de multiconjuntos| Sea f una funcién mondtona
creciente. Decimos que una secuencia [My, My, ...] de multiconjuntos finitos es t-controlada
con respecto a f (o f,t-controlada) si

Vi € NVz € N M;(x) < f(i + ) A (Mi(z) > 0 = |2]oo < F(i +1))

Decimos que un multiconjunto M es f,¢- controlado si la secuencia M = [M] es f,t-
controlada.

Definicién 3.20. [f,t-antecesor] Decimos que N es un f,t-antecesor de M cuando N < M
y N estd f,t- controlado.

6Ver Lema 3.22
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Ejemplo 3.21. Consideremos en N” los multiconjuntos:

2 sizleo <3
MO(Z){ 0 silzfeo >3

3 sizleo <4
Ml(z){ 0 si|zlos >4

6 si|zleo <7
MQ(Z){ 0 silzloo>7

(Observar que como {z | |z|eo < ¢} es finito para todo ¢ € N entonces estos multiconjuntos
son finitos.) Se verifica que [My, M7, Ms] es una secuencia (no mala) de multiconjuntos finitos
0- controlada con respecto a la funcién f(z) = 2% + 3.

Sin embargo, no es 0-controlada con respecto a f la secuencia [Ny, N1, N2| con

2 siz]leo <3
NO(Z'){ 0 si|zloe >3

3 sizleo <4y z#(0,0)
Ni(z)] 4 siz=(0,0)
0 size >4

6 sizloo <7
N2(Z){ 0 silzloo>T7

pues 4 = N1((0,0)) £ f(0+1)=12+3 =4

Lema 3.22. Dada una funcion f y unt € N, existe un E € N tal que todas las secuencias de
multiconjuntos (de N™) f, t-controladas son de longitud inferior a E. En otras palabras: no
existen secuencias de multiconjuntos f,t-controladas de longitud arbitrariamente grande.

Demostracion. Consideremos el siguiente arbol T' construido de manera recursiva:

s Nivel 0 del arbol: Como raiz ponemos a un nodo que llamamos R, que no serd de
importancia.

= Nivel 1 del arbol: Como hijos de la raiz ponemos a todos los posibles multiconjuntos
My tales que

Vo € N°, My(z) < f(t) A (Mo(z) > 0 = |z]ee < F(1)).

Observar que las dos condiciones juntas acotan la cantidad de multiconjuntos posibles,
es decir, la raiz tiene finitos hijos.

= Nivel ¢ 4+ 1 del arbol: dado un multiconjunto no vacio M que estd como hoja del arbol
en el nivel ¢, agregamos como hijos a todos los multiconjuntos N tales que

M>NANreN' N(z) < f(t+i) AN(N(z) > 0= 7| < f(t+1)))

Nuevamente, solo hay finitos N que son agregados. Si el multiconjunto es M = (), no
tiene hijos.
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Esto define un arbol donde todos los vértices son de grado finito, y cuyos caminos simples
(partiendo desde el nivel 1 del drbol) representan todas las posibles secuencias decrecientes
de multiconjuntos f,t-controladas.

Si este arbol tuviera infinitos vértices entonces, por el Lema de Kénnig (3.15), tendria un
camino infinito. Pero, por construccién de T, este camino (ignorando R) seria una secuencia
infinita decreciente de multiconjuntos, lo que contradice al Corolario 3.17.

En consecuencia el arbol es finito, y luego todos sus caminos simples (que definen secuen-
cias decrecientes de multiconjuntos f, t-controlados) estdn acotados en longitud. O

Ahora, si queremos construir sobre multiconjuntos asociados a (N", <j¢) una secuencia
mala (o sea, por Hecho 3.14, decreciente) de longitud médxima, queremos ver en cada paso la
manera éptima de construir el siguiente elemento de la secuencia.

Observacion 3.23. A la hora de construir la secuencia mala paso a paso, como el orden es
total, basta comparar el candidato a sucesor con el ultimo elemento de la secuencia.

Gracias al Lema 3.22 podemos definir:
Definicién 3.24. [Ejr f] Sea M un multiconjunto. Llamamos Ejr;  a la méxima longitud
de una secuencia mala de multiconjuntos que tiene a M como primer elemento y es f,t-
controlada.

En otras palabras,
EM,t,f - ‘Mv M17 M27 L 7Mu’

con M, My,..., M, una secuencia mala f,t-controlada de longitud maxima.

Ejemplo 3.25. Para cualesquiera ¢, f con f(t) > 1, si M = ) entonces Ejry ¢ = 1. (Recordar
que ) es el multiconjunto con todas las multiplicidades iguales a 0).

Observacion 3.26 (Monotonfa de Epsy ). Si M y N son f,t-controlados entonces
M <N = Eyur < Engy-
De hecho, como estamos considerando que f es mondtona creciente,
M <N = Ept5 < Eng,f-
Ma3s en general, sean M y N f,t- y g, u-controlados, respectivamente. Entonces
M<Nt<u,f<g= Emts < ENnug-

Observacion 3.27 (Ultimo elemento de una secuencia mala). Para todo multiconjunto M vale
) € M yluego ) < M, y por lo tanto toda secuencia mala de longitud mdxima tiene como
dltimo elemento a {).

Observacidn 3.28. Dados M, f,t, queremos encontrar un N que sea el f, t-antecesor maximal
(respecto al orden) de M (como estamos sobre un orden total, tal N es el éptimo para
maximizar la longitud de la secuencia mala).

Ya sabemos por Proposicién 3.10 que un tal N sera de la forma N = M — D + A, donde
D#0,DNA=0,yVztal que A(z) > 1 vale z < max D = dy N

Veremos que para NN expresado de esta forma se pueden encontrar los D y A 6ptimos.
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Definiciéon 3.29. Dados M, D,t, f, con D C M, M un multiconjunto f,¢ — 1- controlado,
definimos el multiconjunto (potencialmente vacio)

SMm.pi,f = Z (f(t) —1—M(2)){z}.
z: z<maxD,
z& D,
|20 < f(2)

> 0 porque M es
f,t — 1- controlado

De cierta manera, Sy p 5 satura a M respecto a f y t para los elementos menores que
méx D que no estan en D. Notar que este multiconjunto es finito porque solo suma sobre los
z tales que |z]oo < f(2).

Notamos también

SMd,t.f = SM{d}t,f-

Observar que si d = 0 entonces Syra¢,r = (). También es vital observar que
Su.ptyND =0

Proposicién 3.30. Sea N = M — D+ A. Notemos d = max D, y sean AND =0, A < {d},
y N =M —D+ Sypsys, con Ny N ft— controladas. ™ Entonces N < N’ (y luego
Ents < Entf)-

Demostracidn. Por construccién, N(z) y N'(z) solo pueden diferir si 2 < d,z € D y |20 <
f(t), pero como son f,t— controladas, en tales casos
N(z) < f(t) = 1=M(z) = 0_+(f(t) =1 - M(z)) = N'(2).

~
D(z)

Sn,D,t, 5 (2)
O

Observacion 3.31 (Candidatos a f, t-antecesor maximal). Sea d = méax D. Como vale Sys.p 41,5 C
Sm,di+1,7, ¥ obviamente {d} C D, entonces por Proposicién 3.12 se tiene,

M — D+ Sypiti,f < M—{d} + Sudit1,r
Juntando esto con la Proposicion 3.30 tenemos que
M—-D+A<M—-D+Supsii, <M —{d} + Smast1,f
En consecuencia, el f,t-antecesor maximal de un M f,t-controlado debe ser de la forma
N =M —{d} + Sm.ds+1,f

para cierto d.
Ahora solo nos queda saber qué d conviene elegir en un principio.

Proposicién 3.32. Si N = M — {d} + Syraer y N' = M — {b} + Smps,f, con b=min M,
entonces N < N'.

Observar, usando la Proposicién 3.30, que la eleccién del sumando fue éptima dada la
eleccién de d y b.

"Observar que si M fuese f,t-controlada tomarfamos N y N’ f,t + l-controladas, y a SM,D,t+1,f-
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Demostracion. Sid = bentonces N = N’.Sid > bentonces dy y = d, con N(d) = M(d)—1 <
M (d) = N'(d), luego, por la tltima caracterizacién en la Definicién 3.7, N < N'. O

Hemos entonces probado el siguiente teoremas:

Teorema 3.33. Dado M un multiconjunto de (N, <jex) f,t — 1- controlado, existe un tinico
[, t-antecesor de M maximal respecto al orden. Llamamos PRE¢¢(M) a tal f,t-antecesor.
Se cumple PREf(M) = M — {b} + Snrpe, ¢, con b=min M. Explicitamente:

f&)—1  siz<minM y |zl < f(t)
PREf;(M)(2) = ¢ M(2) =1 siz=min M
M(z) siz>minM o |z|e > f(t)

Observacion 3.34. Gracias a este teorema encontramos la estrategia 6ptima explicita (sabemos

como construir el antecesor maximal) para maximizar la longitud de una secuencia decreciente

de multiconjuntos sobre N, dado un prefijo: Si se tiene [My, ..., My] f,t- controlada, la mejor

manera de continuarla es con PREf ¢ p41(My).

Ejemplo 3.35 (Maximizar el sufijo de un multiconjunto en N). Sea f(z) = x,t = 3,y My = {2}
Entonces tenemos la siguiente secuencia mala maximal (fijado el My) de multiconjuntos

en N:

My = {2} My={ 1,1,1 , 0,0,0 } My={1,1,1,0,0}
3<f(143)=4 3<f(1+3)=4

Mi14s={1,1,1} M;={1,1, 0,...,0 } Ms=1{1,1,0,...,0}
—— ——
T=542< f(5+3)=8 6
Mig—rrs = {1,1 Mz ={1,0,....0
12=745 = {1,1} 13 =1 }
15=13+2
Mog—13+15 = {1} My = {0,...,0} Meo=29+431 = 0
——
3122942

Por la Observacién 3.34, hemos visto que E{g) 3y = 61.

Asi que, dado un multiconjunto inicial, maximizamos la longitud de su sufijo, pero notar
que no optimizamos el multiconjunto inicial. Uno puede preguntarse “;estaremos muy lejos de
la longitud maxima para secuencias malas f, 3-controladas?”. En el Ejemplo 3.40 veremos que,
aun en este caso con funcién de control de lento crecimiento, se obtiene una gran diferencia
cuando también se elige el mejor multiconjunto inicial posible.

Definicién 3.36. [L)'%"(t)] Sea f una funcién monétona creciente, t € N, y n € N. Denotamos
con L' (t) a la longitud maxima de una secuencia de multiconjuntos sobre (N", <jey) que
es decreciente y f, t-controlada.

Observacion 3.37. Sea xg,x1,... una secuencia de m-uplas mala en el orden lexicografico y
t-controlada con respecto a cierta g. Luego [{xo}, {z1},...] es una secuencia de multiconjuntos
mala y t-controlada respecto a g 8.
Por lo tanto
t 1
Ly () > Ly (1)

8Cuando ¢ es mondétona creciente, esto falla inicamente en el caso que la secuencia consista tnicamente de la
n-upla de ceros, con f(0+t) = 1. En tal caso tenemos a () como la secuencia de multiconjuntos correspondiente.
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Observacion 3.38. Ya sabemos, gracias al Teorema 3.33, optimizar Fyr r, de modo que para
poder calcular Lf&j?t(t) solo necesitariamos determinar el multiconjunto con el cual iniciar la
secuencia.

Sabemos, ya que estamos en un orden total, que serd

Mo = méx{M |VzM(z) < f(0+1),z € M = |z|ec < f(0+ 1)}

pero este méximo se puede encontrar facilmente: My = > (f(t) — 1) - {z} contiene a
|2]oo < f(1)
todos los demds multiconjuntos que cumplen esas propiedades, y luego en particular es mayor

que ellos respecto al orden de multiconjuntos.
Es decir que tenemos la estrategia para encontrar la secuencia mala f,t- controlada cuya

longitud alcanza Ly'5*(t):

Corolario 3.39 (Estrategia maximizadora). Lﬁ’sfet(t) = |[My, My, ..., M,]|, donde

My = Z (f@) —1)-{z}
2zt |zloo < f(1)
Miy1 = PREf;i1(M;)(2)

y se cumple M, = (.

Es decir, se elige el mejor My posible y luego se toma el antecesor maximal sucesivamente
hasta llegar al multiconjunto vacio.

mset

Ejemplo 3.40 (Célculo constructivo de Ly5%(3)). El Ejemplo 3.35 no optimizaba el primer
elemento. Si queremos encontrar la mas larga secuencia mala de multiconjuntos sobre N que
sea x, 3-controlada debemos, por la Observacién 3.38, comenzar por

My = {2,2,1,1,0,0}.

Veamos cémo continuaria:

Mo =1{2,2,1,1,0,0} M, ={2,2.1,1,0% M,={2,2,1,1 Mz =1{2,2,1,0,....0
0=1{ boMyp={ } 2=1{ } 3=1{ }
5
Mg—s.5 = {2,2,1} Mo = {2,2,0,...,0
8=3+5 = { } 9={ v }
Mag_gp11 = {2,2) Moy ={2,1,...,1} My ={2,1,...,1,0,...,0}
——— —— ——
23=21+2 22 24
Mg = 1{2,1,...,1}
22

Cuya longitud total es aproximadamente del orden de 2222, considerablemente mayor que la
longitud 61 del Ejemplo 3.35.

3.3. Una expresion recursiva para la maxima longitud de secuencias malas

Expresaremos el crecimiento recursivo de la funcién L{{‘Sget (t) de una manera que nos facilite
bl
clasificarla en la Jerarquia Rapidamente Creciente.
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Recordemos de la Definicién 3.24 que Epy s = |[M, My, Ms,...,M,]| = u + 1, con
[M,Mj, ..., M,] una secuencia mala de multiconjuntos en (N, <joy) (o sea decreciente) f, -
controlada de longitud méaxima. Expresaremos ahora de manera recursiva estos valores para
f,t fijos y M de la forma M =k - {z}.

Para facilitar la notacién definiremos la siguiente funcién:

Definicién 3.41. [L{"(z,¢)] Dada f fija, t,k € N, k < f(t) y € N" con |x|o < f(2)

definimos:
def

L](cn) (7,t) = Epyoypr — 1.

Cuando queramos cambiar o hacer explicita la funcién de control notaremos:
def
Ll(fn)(l'at)[f] = B fay e — L

El término —1 de la expresién anterior viene de no contar el multiconjunto inicial, lo cual
nos facilitara la expresion recursiva. Es decir, L,in) (z,t) cuenta la cantidad de pasos para llegar
desde k - {2} hasta () mediante la secuencia f,t-controlada mas larga. En el Comentario 3.45
extenderemos esta definicién para todo x € N" y k € N.

Observacion 3.42. Dada f.

» Como 0-{x} = 0 es el minimo absoluto sobre multiconjuntos, tenemos que siempre vale
L (2,t) =0
» Dado que k- {0} se extiende siempre removiendo un cero, tenemos

L (0,) = k

» Para calcular Lﬂ)l(m, t):

Empezaremos reemplazando un x por elementos menores y t+ 1-controlados; la cantidad

de pasos para terminar de eliminarlos es precisamente Lgn) (x,t). A esta altura estamos

“sobre” k- {x} “con un control de” t + Lgn) (x,t), asi que insertamos esta cantidad en

L,(Cn) (z,—) y sumamos con la cantidad de pasos necesaria para llegar alli:

™ (a,t) = L (2,) + LI (2, t + L (2, 1)). (10)

Escribamos esto iltimo mas explicitamente.

Definiciéon 3.43. Dada x € N” y una funcién f, definimos:
p(u) o pz(u) o+ ]Lgn) (z,u).

Proposicién 3.44 (Expresion de L,(;fgl(m, t) en base a }Lgn) (x,—)).

k
LY, (e, t) = Y L (2,00 (1)
1=0
(donde p°(t) =t).
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Demostracion. Con la notacién de p tenemos que la Ecuacién (10) se escribe

LY (2.8) = L (@) + L (2 p(1))- (1)
Veamos el caso k = 0, y luego, meramente de manera ilustrativa, los casos k = 1, 2:
(z,8)) = L (2,8) + 0
)
)

)+ Lg" (, L{"
LYY (2, ) =L (2, 1) + L (2, p(t)
LYY (@, 1) =L (2, £) + LY (@, p(t)
=L (z,t) + (L ">< () + L (, p(p(1))))
L (2, 1) + L (a, <>>+L<”><xp<t>>

Ahora veamos el paso inductivo:

Ll(crf&-)l(x7 t) =L{" (z,1) + ]L;(gn) (z, p(t)) (Por la Ecuacién (11))
k-1
=1L§") (z,t) + Z]LE") (z,p'(p(1))) (Por hip6tesis inductiva)
i=0
k-1
=L (@, 1) + DL (o (1)
i=0

—L(n +ZL( (z, p'(

O]

Para terminar la definicién recursiva sobre N” x N nos faltarfa definir ILS") (x,t). Ahora,
por Corolario 3.39 tenemos:

L (2,t) = Epgy1 5 (12)
donde
P=Pyiep=(ft+1)—1)-{z] 2 <iex 7 [2]cc < f(t+1)}.

Comentario 3.45. Adoptaremos la definicién Lgn) (x,t) = Eptt1,f, que generaliza a la original
al permitir tomar un z cualquiera (no necesariamente controlado por f(t¢)) siempre y cuando
continuemos la sucesién de manera decreciente y controlada. Por ejemplo, para esta nueva
definicién tenemos que para f(z) =x+1,t =0, z = 8, ]Lgn) (z,t) = 4, correspondiéndose con
la secuencia [{8},{1},{0,0},{0},0].

Usaremos esta “ampliaciéon” de la definicién original en el Corolario 3.49. También toma-
remos la definicién ampliada a todo k € N:

TL def
Ly (@ Z Ly
que usaremos abundantemente en la Subsubseccion 3.4.2.
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Para expresar de manera recursiva a (12), observemos que lo que vamos a hacer es aplicar
]L(”)(,) sobre subconjuntos de P de menor a mayor, sumando en cada paso al ¢ inicial la
cantidad de pasos que tomo hacer todo lo anterior. Introduzcamos notacion para expresar
esto convenientemente.

Dados t, z, y f, definimos el sucesor S(y) de un elemento y como el sucesor lexicogréfico
dentro de cierto subconjunto de N” :

Definicion 3.46. Dado x € N” definimos, para y € N*t € N:
SF(y,t) = S(y) = min{z € N* | y <iex 2 Stex 2, |2l < f()}

a .z . n .1
Empecemos ahora nuestra bisqueda de una expresién recursiva para }Lg )(33, t), utilizando

la Ecuacién (12).
= Primero contamos el mero paso inicial de estar “sobre” el multiconjunto
(ft+1) = 1) {z] 2 <iex 7, |20 < f(E+ 1)}

(n)

ft+1)—1

10

» Después contamos los Ly = L (0,t + 1)) pasos para eliminar? los ceros 1°.

n)

» Luego pasamos a S(0) = S7(0,¢+1) , donde tenemos Ly = Lgf(t+1)—1
pasos para eliminar los S(0).

» Después tenemos Ly = L;’EZH)_I(S(S(O)),IS—F 1+ Lo+ L1) pasos para eliminar los
S2(0).
» BEte.
» En general:
‘ Jj=1
Ly =Ll oy 1(S0). 41+ S L) (13)
Y valdra: | |
SopP|—1
Epprig=1+ ) Lj (14)
j=0

Donde recordamos de la Ecuacién (12) que:
P= Pty = (f(t+1) = 1) {2 | 2 <o 2, 2loo < S+ D).
Para escribir esto de una manera mas compacta definimos la siguiente funcion:

Definicion 3.47. -
def n
o(y,u) = S ,u+ L ,u)).
(y,u) = ( S(y) -1 w)
=5%(y,t+1)

9Notar que no estamos contando nuevamente el multiconjunto inicial.
10 Abusamos la notacién y ponemos 0, pero nos referimos a las n-uplas de ceros 0 € N™.
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Tenemos entonces !

c(0,t4+1) = (S(0),t+1+ }Lgﬁzﬂ)_l(o,t +1));
LYy (T1(0(0, 1+ 1)), ma(0(0,1 4+ 1)) = ]L%( L (S),t+ 1+ LY (0,6 +1))

) 1(S(0),t+1+ Lo) = Ly

Anélogamente,
L;?zvtl)—l(ﬂl(“z(o» t+1)),m2(c*(0,t +1))) = LS@H)(SQ(O), ma(o(0(0,t + 1))))
= Loy 1 (870 70 (S(0), £+ 1+ LYy ) (0,8 +1))))
= LU (5%(0),02(S(0), ¢ + 1+ Lo))
= LY 1 (S2(0), b+ 1+ Lo+ LY 1 (S(0),+1+ L))
= L0 1)y (S(S(0), ¢+ 1+ Lo + L)
= I,
En general, tendremos B
w004 1) = (4 1)+ S Ly )
=0

Donde interpretamos que la sumatoria vale 0 si j = 0. Luego vale, V5 > 0
Ly =180 )y (m(09(0,¢ + 1)), m5(07 (0,1 + 1)), (16)

Demostracion de (15). Procedemos por induccién en j. El caso j = 1 ya fue visto. Veamos el
caso inductivo:

ma(o7 (0,1 + 1)) =ma(o(o7(0,¢ + 1))

j—1
=mo(0(S9(0),t + 1+ Z L)) (Por hipétesis inductiva)
1=0
: 1 , i1
= (S 1+ Y L L) (S9(0),t 4+ 1+ Y L)) (Def. 3.47)
1=0 =0
j—1
=t+1+ Z L+ L; (Ecuacién (13))

=0

J
=t+1+> L
=0

Con esta notacién, juntando (12), (14) y (16), tenemos el resultado:

Ui (a,b) € a. ma(a,b) = b
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Teorema 3.48. Dada f mondtona creciente, x € N x £ 0, t € N vale

|SopP|—1
L@ =1+ > L%H)_l(m(aﬂ'(o,H1)),7r2(aj(o,t+1))),
=0

donde P= (f(t+1)—1)-{z | 2 <iex T, |2|0 < f(t + 1)}
Y por lo tanto, usando la definicién del Comentario 3.45 para JLYL) (z,t — 1) tenemos:

Corolario 3.49 (Expresién de L*(t)). Sit >0

|SopP|—1
Lot (t) = L (2t — 1) = 1+ Z; L) (m(09(0.1), ma(07(0,1))),  (17)
]:
donde
(n)

U(yau) = (S]:E(yat)’u—f_l‘f(t)_l(yvu))
P = (f t)—l)'{Z’Z<lex x?’z’m<f(t>}
o= (f{t),.. f(1)).

Observar que la eleccién de x permite que P sea efectivamente el multiconjunto inicial
6ptimo dado en el Corolario 3.39.
Comentario 3.50. Para P = (f(t) — 1) - {2z | z <iex %, |2|c0 < f(t), vale |Sop(P)| = (f(t))"
En resumen, juntando la Observacién 3.42, la Proposicién 3.44, y el Teorema 3.48, tene-
mos:
Comentario 3.51 (Definicién recursiva completa de L,(j) (x,t)). Sea f monétona creciente y
t € N. Recordemos las Definiciones 3.41, 3.43, 3.46, 3.47, y las definiciones extendidas dadas
en el Comentario 3.45:

(TL) def

» Si[2]oo, k < f(t) entonces Ly (2,t) = Ej.qay,05 — 1

def

p(u) 2 po(u) L u+ L (2, u)

def

S5(y. 1) = S(y) © min{z € N" | y <jex 2 <tex , |2|o0 < f(t)}

o(y,u) = (S3(y,t+1),u+ LY, (y,w),
P=(f(t+1)=1)-{z] 2 <tex 2, |2loc < f(t+1)}

Lgn) (.CI?, t) = Ep7t+17f

Y tenemos para todo x € N* k € N:

k
L (,6) 2 ST, pi(0))
=0

|SopP|—1
LG t) = 14 37 Ly (m(e? (0,6 + 1), ma(0? (0,14 1)
7=0
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3.4. Clasificacion de la longitud en la Jerarquia Rapidamente Creciente

Observacion 3.52. Observemos que como n = 1 tenemos las siguientes simplificaciones para
y <z < f(t):

SF(y.t) = S(y)
a(y,

y+1
(+Lu+Li, ()
(Ft+1) -1 -{z|z<a}=(ft+1)—1)-{0,1,...,2 — 1}

u)
P

Con esta observacién, podemos reescribir partes del Comentario 3.51 como:

Observacion 3.53.

LY (,t) = 0
LY0,6) = k
k
Ll @t) = YL (1)
=0
LY (z,t) = 1+ZLN+1) (G, m2(07(0,¢ + 1)))

777777

3.4.1. Cota inferior paran =1

Recordemos que
LYF(t) = B(p()-1-{0....f()-1}.0.8 (18)

Veremos cémo acotar inferiormente esta funcién.
El Ejemplo 3.40 sugiere que el crecimiento de E;y ;¢ es sumamente rapido, y pareceria
subir en la Jerarquia por cada aumento de k. Probemos primero esta intuicion:

Proposicién 3.54. Sean f > F,, a cw,a>1,t> 1, y1 <z < f(t). Entonces
1
LW (2,8) > Fayao1(t).

Demostracion. Procederemos por induccién en z.
Caso x = 1:
L{V(Lt) = f(t+1) 2 Fa(t +1) > Fult)

Paso inductivo: llamemos L(t) = Lgl)(az —1,t) , y observemos que por hipdtesis inductiva
L(t) > Fyqz—2(t). Ahora:

35



ng)(wvt) =E(f(t+1)-1){0,...a—1} 4+ 1,f (Observacién 3.53)

2 E(f(t+1)-1){a—1}t4+1,f
)

(
>1+ Lf(t)—l(x —1,1)
f(t)—2
> Lgl)(aj —1,p41)) (Observacién 3.53)
=0
F(H)—2
> LW (x — 1, Li(t)) (p(w) L u+LW (2 - 1,u) =u+ L(w)
=0
F(H)—-2
— Z Li+1(t)
=0

> (v > 1 junto al Hecho 1.26 y la expresién de F})
> () t>1)
>F ;i;_Q(t) (Hipétesis inductiva)
=Foto-1(t)

O

Volviendo a la ecuacién (18) y aplicando este resultado podemos ver:

Corolario 3.55 (Comportamiento “ackermannianiano” de la cota inferior). Sea o > 1, f >
F,,. Entonces ¥Vt > 1 wvale
L’f}jcet(t) > F,(t).

Demostracion.

LYF) =B () -1){0,.f(t)~1} 1.1

2B (-1}t

SL{Y(Fa(t) — 1,1) (f > Fa)
>FoiFat)—1-1(t) (Por Proposicién 3.54)
>Foiorr1-1-1(t) (a > 1y el Hecho 1.26)
> Fo(t) (a>1)
>Fa(t) (t>1)
=F,(t) (Definicién de F,)

O]

Proposiciéon 3.56. Sea n > 1, y H una funcion unaria tal que Lrlnjcet(t) > H(t). Entonces

LR (t) > H{(t).
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Corolario 3.57 (Cota inferior para N). En consecuencia, por el Corolario 3.55, si a« > 1 y
f > F,, entonces Vt > 1 vale
L?}et(t) > F,(t).

Prueba de Proposicion 3.56. Para cada t, tomemos en N una secuencia de multiconjuntos
XM = [My, My, .. ]
decreciente y f,t-controlada, de longitud superior a H(t). Consideremos la funcién

L1 N —- N

Ll(x) = (.117,0,0,... 70)
Y consideremos que dado un multiconjunto M en N, ¢;(M) es el siguiente multiconjunto en
N™:

_f M(zq) size=0,...,2, =0
(L1(M))(z1,...,xy) = { 0 si 10

Ahora construimos en N” la secuencia de multiconjuntos que consiste en:
X = [14(My), 11 (M), .. ]

Es claro que X™ es también decreciente, f,t-controlada, y de longitud superior a H (t). O

3.4.2. Cota superior paran =1

Miremos las ahora las cotas superiores para secuencias de multiconjuntos en N, dada una
funcién de control f estrictamente creciente. Esta ultima condicion sobre el crecimiento de
f sirve para facilitar las demostraciones, pero no es de importancia fundamental, como se
vera finalmente en el Corolario 3.64.

Lema 3.58. Sean f € §, estrictamente creciente y x € N. Llamemos
K(w) = LiY(u)
1
L(u) = LG (2,u)

Entonces, si K(u) estd mayorada por una funcion en §g, con > 2 entonces L(u) estd ma-
yorada por una funcion en Fmax{s4+1,q}-

Demostracion. Recordar que

def
o) ™ po(u) = u+ K(u).
Como f es estrictamente creciente, K también lo es, y luego

p(u) < 2K (u) (19)
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Y luego, como ambas funciones son crecientes, p'(u) < (2K)*(u) = 2K (2K(... (2K (u))))

1 veces
L(u) =LY, (@, u)
flu)—1
= ]Lgl)(x, pi(u)) (Observacién 3.53)
=0
<f(u) ]Lgl)(x, pl =1 (y)) (]L((ll)(b, ¢) es mondtona creciente sobre sus tres variables)
<f(w) LY (@ <2K>f<u>—1< ) (Ecuacién (19))
=f(u) K((2K)7 7 (u))
<f(u) 2K)((2K)T 7 (u))
=f(u) (2K)7 (u)
<f(u) (ZK)f(“ (f(u)) (f estrictamente creciente)
gf(u)(F W (f(w)) (Hecho (1.32) aplicado a 2K € §g. Ver Comentario 3.59)
<f@F; T f(w)
=f(u)Fg41(p f(u)) (definicién de Fjg4q y composicion con p f(u))
Que al ser producto!? y composicién de funciones en Fo y Sp+1, estd en Frgx(p41,a}- O

Comentario 3.59. Para el caso 8§ = 1 la demostracion valdria igual salvo que 2K € §o, y
luego L(u) estd mayorada en Fpax(3,a}-

Proposicién 3.60. Dados o € w, y 1 <z, con f € Fo una funcion estrictamente creciente,
entonces:

s Sia> 2 entonces Lgl)(aj,t) estd mayorada por una funcion en Fatz—1
» Sia=1 entonces ]Lgl)(x,t) estd mayorada por una funcion en §1yq
Demostracion. Procederemos por induccién en x. Para el caso z = 1 tenemos:
LYt =14+ ft+1)—1=f(t+1) € Fa.

Paso inductivo sobre x + 1: ahora consideremos = + 1 > 1, y supongamos a +x — 1 > 2 (i.e.
a > 2V x> 2). Llamemos, como en el Lema 3.58:

K ¥ L@ [f+1]
L) = LY () [f+1]

(Donde estamos tomando!® que en ]L((ll)(b, ¢) [f + 1] la funcién de control es f + 1 (y no f))

120bservar que 8+ 1 > 2, y luego el producto es cerrado en Fp1.
3Ver Definicién 3.41.
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Observar que por hipétesis inductiva 4 K esté mayorado por una funcién en §oiz-1 y
luego'® por Lema 3.58, L est4 mayorada por una funcién en Sméx{ata,al = Sata-
Ahora:

Lgl)(ﬂﬁ +1,t) =E(f(141)=1)-{0,....0} 41,1
<E(f(t+1) {e} t+1,f+1
=14+ 1LY, (@t +1) [f+1]
<1+ L(t+1)

Que estd mayorada en §q44, COMO queriamos ver.
Finalmente, en el caso o« + 2 —1=1 (i.e a« =1, z = 1), L estd mayorado en §3, y luego,
con un razonamiento andlogo al de recién, Lgl)(x +1,t) estard acotado en Fotz41- O
Comparar la Proposiciéon 3.60 con la cota inferior en la Proposicién 3.54 indica que esta
cota es bastante ajustada. Sin embargo, esta informacién es insuficiente para calcular Lg‘?"t (1),

porque no tenemos una cota puntual explicita para la funcién que mayora a ]Lgl)(x, t) : solo

sabemos en qué nivel de la Jerarquia se encuentra para cada x fijo, pero ignoramos cémo
varia en funcion de zx.

Trataremos ahora de refinar los anteriores resultados bajo mayores suposiciones, con el
proposito de obtener cotas para Lgfj?t(t).

Lema 3.61. Seant > 2, x € N, y sea f una funcion estrictamente creciente tal que Vz f(z) <
F.(z), para cierto a € w,2 < a.
Llamemos

K(u) = K@)f]=L{" (@ u) [f]
L) = Lu)[f] = L5, (z,u) [/]

Entonces, para u > 2, si K(u) < F,(u), entonces L(u) < Foyo(u).

Como f estrictamente creciente, K (u) < Lgl)(z, u+ 1) , que estd mayorada por HI.
Batz—1>2.
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Demostracion.

i
= Z ]Lgl)(x,p"(u)) (Observacién 3.53)
=0
<f(u) ]Lgl)(x, pl (W=1(y)) (L(l)(b ¢) es mondtona creciente sobre sus tres variables)
<f(u) L (@, (2K 07 ) (19)
=f(u) K((2K)T 7 (u))
<f(u) (2K)(2K) " (u))
=f(u) (2K)"™ (u)
<Fa(u) (2Fa)" (u) (f < Fa)
<Fa(u) (Fa(Fa)™" (u) (Fa(z) > 22)
=Fa(u) (Fa)*™)(u)
<(Fp) 2o (u) (> 2 y Corolario 1.37)
<(Fo) o F (2, (u))
= a+1(2F (u))
(B2 (w)
a+1( u)
<F;fi%<u) (u>2)
+2(u)
O

Proposicién 3.62. Dados o € w,a > 2x,t € N, t > 2, y 1 <z < f(t) con f una funcion
estrictamente creciente tal que f(t) < F,(t), entonces:

L (2,t) < Fayaa(t).
Demostracion. Procederemos por induccién en x. Para el caso x = 1 tenemos:
LY(1,1) = f(t+1) < Falt +1) < F2(t) < Faga(t) < Fars

Ahora supongamos que la proposicién vale hasta cierto x > 1, para toda funcién que
cumpla las hipdtesis. Llamemos, como antes:

K(uw) = K@)[f]=L"(z,u) [f]
L) = L)f] =LY, (@, u) [f]

Por hipétesis inductiva, K(u) < Fyi3,(u) y luego por Lema 3.61 vale L(u) < Foy3p42(u).
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Ahora:

]Lgl)(ﬂc +1,t) =E(f(t+1)-1){0,...c}t+1.f (Observacién 3.53)
SE(f@+2)-1){ahit2.f (ft+1) =1 < f(t+2)—1)
_r @
_Lf(t+2)_1(:c,t +2) +1
1)
SIL«f(HQ)(CU,t +2)
=L(t+2)

SFa+3x+3 t) (t > 2)

=L a+3(z+1) (t)
]

Teorema 3.63 (Cota Superior en §). Sean a« € w,av > 2, t € N, t > 2, y f una funcion es-
trictamente creciente tal que 1 < f(t) < F,(t). Entonces Li’?jcet(t) estd acotada superiormente
por una funcion en

Demostracion.

LEFH ) =B () -1){0,. 1 (1)1 S

SEL{F)), 41 (f estrictamente creciente)
LV (ft),t+1) +1

<Foisppy(t+1)+1 (Proposicién 3.62)
<Foysp(a+3f(t) +1 (a > 1y f estrictamente creciente)

=F,(a+3f()) +1
<Fy(a+3F,(t)+1

Finalmente, F,(a + 3F,(t)) + 1 € F,, ya que a + 3F,(t) € Fo C Fw- O
Observar que la clasificacién en la Jerarquia de la cota superior no depende del a.

Corolario 3.64 (Cota Superior en §, para funciones de control primitivas-recursivas). Sea
f € 8o, con o € w. Entonces existe S € §, tal que para todo t € N Lrlnjcet(t) < S(t).

Demostracion. Por el Hecho 1.33 Jtg, que podemos suponer mayor que 2, tal que Vi >

to, f(t) < Fay1(t). Luego por el Teorema 3.63 er";et(t) estd acotada superiormente por una

funcién S’ en §,, para todo t > to. Finalmente tomamos m = Olgéog {L15 (1)} v definimos
<t<to ’

St)=S"(t)+m

que pertenece a §, y acota superiormente a ijzet(t) para todo t € N. O
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4. Secuencias malas de conjuntos de n-uplas

En esta seccién desarrollaremos algunas observaciones y resultados nuevos encauzados a
la busqueda de cotas para la longitud de secuencias malas en un orden sobre el cual hay
escasa literatura: el orden mayorante sobre subconjuntos de N”. El resultado méas importante
de esta seccién (subsecciones 4.4 y 4.5) es dar una reduccién del orden mayorante al orden de
multiconjuntos, estudiada en la seccion 3.

4.1. Definiciones

Definicién 4.1. Denotamos con P(N™) el conjunto de subconjuntos finitos y no vacios de
N™,

Recordando que, en N, < denota el orden producto, definimos:

Definicién 4.2. [Orden mayorante] Definimos el orden mayorante ¢ en P(N"):
SiA,BCN' A< BsiiVae Adbe Btal quea <b.

Consecuentemente, A £ B significa que Ja € A tal que Vb € B hay una coordenada
i =4 tal que ali] > bi].

Definicién 4.3 (Secuencia controlada). Dada una funcidn mondtona creciente f : N — N,
una secuencia X = [Xo, X1,...,Xx], donde X; C N", se dice t-controlada con respecto a f
si para todo i y para todo x € X;, tenemos |z|oo < f(t +1).

Hecho 4.4 (Proposicién 2.15 de [4]). < sobre conjuntos de t-uplas es un wqo.

Definicién 4.5. Denotemos con LmaJ( t) lalongitud méxima de secuencias malas g, t-controladas
en P(N").

4.2. Observaciones simples

d
Observacidn 4.6. LmaJ LY.

Demostracion. Si X = [X),..., Xk| es una secuencia mala de conjuntos de nimeros, que es t-
controlada con respecto a ¢ entonces [sup X, ..., sup Xj| es una secuencia mala ¢-controlada
de nimeros; luego Lma‘] < med Si x = [z0, ..., k] es una secuencia mala t-controlada de
niimeros con respecto a g entonces [{zo},...,{zk}] es una secuencia mala de conjuntos de
numeros que también es t-controlada con respecto a g; luego med < Lma‘]. ]
Tomar sup como en la prueba de arriba!” no funciona para n > 1. Por ejemplo, X =
[{(2,2)},{(1,3),(3,1)}]. X es una secuencia mala pero [{(2,2)},{(3,3)}] no lo es.

Comentario 4.7. Méas en general, si hubiésemos definido el orden mayorante utilizando el
orden lexicogréfico en vez del orden producto, tendriamos LmaJLeX L}f’;.

16 «majoring ordering”, en inglés.

Y Tomando el supremo de cada coordenada.
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Demostracion. Como antes, si X = [Xop, ..., Xx] es una secuencia mala (pero con el orden
derivado del lexicografico) de subconjuntos finitos de N™, como el orden lexicogréfico es un
orden total, tomamos el elemento maximo de cada uno, que puede verse como una secuencia
mala en el orden lexicografico sobre N”. O

Como cualquier secuencia mala de n-uplas es trivialmente una secuencia mala de conjuntos

de un elemento , siempre tenemos
maj prod
Ly > Ly gc.

Sospechamos que en general Ly, I > med En un principio, por lo menos sabemos que no
coinciden: hay una funcién g tal que Lmaj( ) > Ly, d(1).

En efecto, tomemos n = 2 y la fun(non de control g(x) = z + 1. La més larga secuencia
mala 1-controlada de 2-uplas con respecto a g es:

(1,1); (0,2); (0,1); (4,0); (3,0); (2,0); (1,0); (0,0),
que tiene longitud 8. Sin embargo se puede verificar que la siguiente secuencia de conjuntos

{(L,D} {0,2),(2,00} {(0,2),(1,0)}; {(0,1),(2,0)}; {(0,1),(1,0)};
{(6,0)}; {(5,0)}; {(4,0)}; {(3,0)}; {2,000}  {(1,0)
{(0,12)}; {(0,4)}; {0, D)} {

es 1-controlada con respecto a g, es mala, y tiene longitud 24.
Definamos ahora:

~~

Definicién 4.8. [Testigos de conjuntos] Sea X C N™. Decimos que y es un testigo para X (o
que X tiene testigo y) si para todo z € X tenemos y £ .
Decimos que y es un testigo para X en Y si ¢y es un testigo para X ey € Y.

Observacion 4.9. Sea X = [Xp, X1, ...] una secuencia de conjuntos (no vacios) de n-uplas. Si
X es mala entonces Vi, j con i < j, X; tiene un testigo en Xj.

Sea ahora, X; (i > 0) el i-ésimo elemento de la secuencia de recién. El punto clave de
este ejemplo es que algunos X; de la secuencia tienen diferentes testigos, que dependen de los
siguientes conjuntos X;, para j > i. Por ejemplo, (2,0) (y no (0,2)) es un testigo en X; para
X>, mientras que (0,2) (y no (2,0)) es un testigo en X; para Xs.

Observar que este ejemplo estd hecho en la dimensién més chica posible (el caso n = 1 no
tiene interés, por la Observacién 4.6), y x + 1 es la funcién estrictamente creciente de N — N
con més lento crecimiento posible y que no es nula en 0).

Comentario 4.10. Acotar de manera uniforme la cantidad de elementos en los conjuntos seria
de gran utilidad. Una conjetura que puede surgir pensando en aspectos combinatorios es que
basta con tomar n! elementos por conjunto. Pero esto no es valido para secuencias malas en
general: sean Ap = {(67 4), (4,6), (5, 5)}5 Ay = {(5a 6)}5 Ay = {(6a 5)}> Az = {(67 4), (47 6)}

[Ao, A1, Ag, A3] es una secuencia mala que verifica que Ay solo tiene un testigo posible
para Aj, Ag, A3, y estos son distintos: (6,4), (4,6), v (5,5) respectivamente. Luego Ay no tiene
elementos “redundantes”.

Asi que en un principio la tnica cota (obvia) que tenemos para la cantidad |X;| de ele-
mentos en el conjunto i-ésimo de una secuencia mala g, t-controlada [Xg, X1,...] en N” es:
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| X < g(t+2)" (20)
que se corresponderia con poner todas las n-uplas z posibles sin repeticion de modo que se
cumpla |z|s < g(t + 7).

Observacion 4.11. A la hora de elegir un primer conjunto A9 C N para construir una se-
cuencia mala A g, t-controlada, con el propdsito de maximizar su longitud, es suficiente tomar
Ao ={(g(t) = 1,...,9(t) — 1)}. En otras palabras, podemos suponer | Xy| = 1.

n

Demostracion. Sea A = [Ap, A; ...] una secuencia mala g, t-controlada de conjuntos en N".
Sean ti,to,... los testigos en Ag para Aj, Ao, ... respectivamente. Por el control vale que
Vi, j, 1 <i<mn,t;[i] <g(t) — 1. Es decir que Vj, t; < (g(t) — 1,...,9(t) — 1).

n
Ahora, si existiese un aj, € Aj, tal que (g(t) —1,...,9(t) — 1) < aj, tendriamos entonces

que tj, < (g(t) —1,...,9(t) — 1) < aj,, lo que contradirfa que t;, es testigo para Aj.
Por lo tanto, Vj,a; € Aj, (9(t) —1,...,9(t) = 1) £ aj, y luego (g(t) —1,...,9(t) — 1) es
testigo para todo A;. O

4.3. Una estrategia para la cota inferior

Ahora veremos un algoritmo general para construir una secuencia mala, que utiliza de
manera general las ventajas del orden sobre conjuntos.

Construiremos primero una secuencia mala en N2, t-controlada con respecto a f(x) + 1
(el +1 es para facilitar un poco la notacién, no tiene importancia real). Empecemos por los
conjuntos

Ao = {(f(®), F(0)}, Ar = {((f (1) = L, f(L 1)), (F(1 + 1), f(£) — D)}

Observar que por ahora la secuencia es mala.

Para i > i, cada A; de la sucesién sera de la forma A; = {a;, b;}. Los a; empiezan con el
anterior a1 = ((f(t) — 1, f(1 +1¢)), van a ir decreciendo en el orden lexicografico de la manera
optima dada por la funcién de control, y van a tener siempre un “piso” en los puntos donde la
segunda coordenada es f(t), i.e. puntos de la forma (z, f(¢)) (ver Figura 1 para un diagrama
correspondiente al Ejemplo 4.12).

Una vez que lleguemos al fin de esta secuencia mala (con cierto a; = (0, f(t)) ) reducimos
en 1 el b, hasta ahora inaltereado, como si fuese el orden lexicografico “opuesto” ((z,y) <,
(2, y)siy<y oy=1y,x <), con piso en (f(t),y); simultdneamente “reiniciamos” el a,
poniéndolo en (f(t) — 1, X), donde X es el mas grande posible permitido por la funcién de
control y la posicién actual. Podemos pensar que f(t) — 1 es una “pared” para la primera
coordenada de a. Luego volvemos a repetir el proceso anterior sobre las a (ver Figuras 2 y 3
para un diagrama correspondiente al Ejemplo 4.12).

Asi, en cada “macropaso” (ir decreciendo en el opuesto del orden lexicografico para las
b, con piso (f(t),0)) estamos resolviendo un pequeno problema de maximizacién de longitud
sobre el orden lexicogréfico, donde la secuencia esta (f(x) — f(t),to)-controlada, con el ¢y
dependiente de la cantidad de “macropasos ” anteriores y cuantos “micropasos” se tardé para
completarlos (ver Figuras 4 y 5 para diagramas correspondientes al Ejemplo 4.12).
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Figura 1: esquema del primer “macropaso” de una secuencia mala de conjuntos f,t-controlada
en N2, En este ejemplo f(x) = x + 1 y t = 3. Mientras que b; = b; (en rojo) se mantiene

constantemente (4, 2), los a; (azul) realizan Llf':’;(l) pasos, donde g(x) = f(x + 3) — f(3).

“Pared” de los micropasos
®

“Piso” de los micropasos

) “Pared” de los macropasos
J

“Piso” de los macropasos

Figura 2: esquema sobre la idea principal de nuestro algoritmo. Terminados todos los micro-
pasos posibles para el primer macropaso, pasamos al préximo macropaso (en rojo, pasamos
de (4,2) a (3,2)), y volvemos a iniciar el ciclo de los micropasos (azul).
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Figura 3: segundo macropaso de nuestro algoritmo para secuencias malas de conjuntos. Ya
en el segundo macropaso ha habido un gran aumento en la cantidad de micropasos antes de
terminar.

T ——

Figura 4: esquema de los macropasos de nuestro algoritmo. No solo la cantidad de micropasos
aumenta considerablemente en cada macropaso, sino que estos a su vez crecen enormemente
cada vez que bajan de nivel: aqui pasamos de (3,2) a (138,1), y el ¢ de (c,0) serd ~ 2408,

O, |

10—11 1062 10135

Figura 5: Una representacién logaritmica méas completa de la Figura 4
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Demostracion de que esta estrategia define una sucesién mala: dada Aj, para compararla con
Ay, 5" > j, hacemos lo siguiente: si Aj estd dentro del mismo “macropaso” que A; entonces
tomamos al a; como el testigo; como los a estdn decreciendo en el orden lexicografico, en
particular no hay un < con el orden producto, y con los b utilizamos que siempre tenemos la
segunda coordenada de a mayor o igual a f(¢), mientras que la segunda coordenada de la b
es siempre menor o igual a f(t) — 1. Para conjuntos entre distintos “macropasos” tomamos
como el testigo al b, donde vale el argumento simétrico a lo de recién. O

Por dltimo podemos “llenar” el cuadrado de f(t) — 1 x f(t) — 1 que queda, o realizar un
dltimo “macropaso” con conjuntos unipuntuales de la forma {a;}.

Ejemplo 4.12. Veamos un ejemplo de uso de este algoritmo para funcién de control f(x) = z+1
(i.e. f = Fpy) y t =3. Aqui la primera parte tendrd pared a derecha en la primer coordenada
de 2, y piso 3 sobre la segunda coordenada, la segunda parte tendra techo en la segunda
coordenada 2, y pared a izquierda de 3 sobre la primer coordenada (Ver Figuras 1, 2, 3,4y
5).

{(3,3)}; {(2,4),(4,2)}; {(2,3),(4,2)); {(1,6):(4,2)};
{(1,5), (4,2)}; {(0,10), (4,2)};

{(0,3), (4,2)}; {(2,19),(3,2)}; {(2,3),(3,2)};
{(1,36), (3,2)); (03,32} {(2139), 138, 1))
{(2,1090), (137,1)};

{(2,~ 2408)7(N 240870)}; {(0,3),(3,0)};

(0,0)

En los puntos suspensivos “...” de la ultima fila podemos restringirnos a conjuntos de

un elemento, con los cuales cubrimos el cuadrado de 2 X 2 que “queda”; de todos modos, esa
cantidad de pasos es mintscula en comparacién a todo lo anterior (mds de 92" pasos).

Otra opcion es comenzar con conjuntos de un elemento, pero empezando por una coorde-
nada (2, d), donde d depende del indice del conjunto a esta altura. Posteriormente decrecemos
esta coordenada en el érden lexicografico. La secuencia dada por este procedimiento es mala,
ya que estos conjuntos van decreciendo al compararse entre si, y todos tienen a cualquier b
como testigo para los conjuntos anteriores, ya que siempre b[1] > 2.

Para comparacién comentamos:

L5, (3) = 60 < 22 < Ly (3).

Observacion 4.13. Este algoritmo muestra que en general, si f es estrictamente creciente y
f(t) > 1, vale: .
Lg%(t) < Ly9 (1),

En efecto, tenemos que nuestra estrategia comienza la secuencia en {(f(t)—1, f(t)—1)} y
después hace p pasos, con p > f(t), antes de llegar a las esquinas de ambos bloques'®. Ahora,
como propusimos antes, continuamos la secuencia con un conjunto {(f(t)—2,d)} y a partir de
este momento decrecemos éptimamente en el orden lexicografico. Por otro lado, la més larga
secuencia en el orden lexicogréfico solo necesita f(t) < p pasos antes pasar a {(f(t) — 2,¢e)}.
Como f es estrictamente creciente, e < d, y luego la longitud que se obtenga serd menor que
la de la secuencia de conjuntos construida.

8Como f es estrictamente creciente hay al menos 2 macropasos, en cada uno de los cuales se hacen més de
f(t) — 1 micropasos. Luego, como f(t) > 2, p > 2(f(t) —1) > f(t).
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Observacion 4.14. El algoritmo que hemos construido se extiende naturalmente a uno en N",
donde hay n bloques, cada uno con un “piso” sobre una coordenada distinta, y “paredes”
sobre las otras.

En consecuencia, razonando como anteriormente, tendremos que si f es estrictamente

creciente y f(t) > 1 entonces
1 maj
Ly%(t) < Lnf}J (t).

4.4. Reduccién de conjuntos a arboles

Queremos ahora encontrar una cota superior para Ly.g. Para esto veremos que el caso
sobre conjuntos puede trasladarse a cierto tipo de secuencias de arboles.

Supongamos X es mala, y supongamos Xy = {ag} (sin perdida de generalidad para
nuestros propoésitos, por la Observacién 4.11). Definimos la siguiente secuencia de drboles
finitos, con nodos etiquetados con n-uplas, que pueden repetirse sobre distintos nodos:

s T es ag, la raiz.

» T;+1 se forma expandiendo T; de la siguiente manera: para todo camino ag, ..., a, en
T; desde la raiz ag hacia una hoja a,, se hace lo siguiente: si para todo j = 0,...,m,
a; es un testigo para X;;1 entonces se agregan todos los elementos X; 1 como hijos de
Q-
Proposicién 4.15. Sea ay, . .., an un camino simple (i.e. que no repite nodos) en T; con ag
la raiz y a., una hoja de Tj.
Entonces [ag, ..., an] es una secuencia mala de n-uplas.

Observar que si la proposicion vale, entonces también vale el enunciado con a,, no nece-
sariamente una hoja y ag no necesariamente la raiz.

Demostracion. Procedemos por induccion en 1.
Si ¢ = 0 el inico camino posible es ag, y [ao] es trivialmente mala.
Para el caso i + 1, sea ag, . .., an un camino simple de Tj;.

s Si a,, € T; entonces el camino esta en T; y por hipdtesis inductiva la secuencia que se
deriva de él es mala.

» Si ay, € Tj41\7T; entonces a,,—1 es una hoja de T; y a,, € X;y1; tenemos, por cons-
truccién de 141, que ag,...,am—1 son testigos para X;;;. En particular vale que
Vi € {0,...,m — 1}, a; £ ap,. Por otro lado ag,...,an—1 es un camino simple en
T;, y por hipétesis inductiva [ag, . .., am—1] es mala. Juntando estas dos cosas tenemos
que [ag, - .., am—1, a4 es mala.

O]

Observar que aunque los arboles pueden repetir las mismas n-uplas en distintos nodos,
estos nodos no pueden estar en un mismo camino simple.

Proposicién 4.16. Si la secuencia mala X es por lo menos de longitud i + 2 (i.e., existe
Xit+1) entonces Ti11 es una extension propia de T;

En otras palabras, existe un camino simple ag,...,an en Tiy1 tal que ap, corresponde a
una n — upla perteneciente a X;y1.
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La importancia de esta proposicién es que afirma que el arbol crece junto con la secuencia,
por lo que si podemos acotar la longitud de este arbol podremos acotar la longitud de la
secuencia original.

Probemos ahora la proposicion:

Demostracion. Hagamos induccion sobre 4:
Si ¢ = 0 el tnico camino simple que hay es x(, que necesariamente (X = {xo}) es testigo
para X;. Luego T7 extiende a Ty con todos los elementos de X; como hijos de xg
Supongamos ahora que el resultado vale para cualquier secuencia y hasta un cierto ¢ € N
(es decir, para secuencias de hasta longitud i + 2). En otras palabras, supongamos que para

toda Y = [Yp,...Y;41] mala, construir de esta manera TZ-(Y) y TZ(+Yl) da que Tz_?_{l) es una
extensién propia de TZ-(Y). Queremos ver entonces que dada X = [Xo,..., X;, Xi+1, Xit2]

mala, T2 es una extension propia de T;41.
Como X = [Xp, ..., X;, Xit1, Xit2] es mala X = [Xo,..., X;, X; 2] es mala y de longitud

1+ 2, por lo que entra en la hipotesis inductiva. Llamemos T; O(X), .. ,Ti(fl) a los arboles que se
forman con X. Por hipétesis inductiva existe un camino aq, . . . , @, en Tl(erl) tal que a,, € X490

(es decir que a,,—1 es un testigo para X;;92). Observar que por construccién del drbol debe

ser a,,—1 una hoja de Ti(x) = T; (porque ambos estan construidos a partir de [X,..., X;]).
El problema es que no sabemos si a,,—1 es también una hoja en Tj4.
Tenemos entonces dos casos:

s Si el nodo a,,—1 es una hoja de Tj;+; entonces listo: en T;1o la podemos extender con
Xit2 (ya que ap,—1 es un testigo para X;y2).

= Si el nodo a,,—1 no es una hoja de T;;1, entonces es una hoja de T; que en el paso
desde T; a T;11 fue extendida con todos los elementos de X;,1. Ahora, como X es mala,
existe x; 41 testigo para X;i2, luego todos los elementos en el camino (que estd en T; 1)
ag, - - -, Am—1, Ti+1 son testigos para X; o, y por lo tanto T;;9 serd una extensién propia
de Tit1.

O

Observacion 4.17. Notemos que por més que la secuencia original X sea g, t-controlada, las
secuencias obtenidas tomando caminos simples ascendentes en los arboles no necesariamente
van a ser g,t-controladas, pues no todas las hojas necesariamente tienen hijos en cada paso:
Sea X = [X[),Xl,XQ,Xg], con Xo = {(2,2)},X1 = {(3,0), (0,3)},X2 = {(0,4)},X3 =
{(0,5)}. Esta secuencia es mala y h,2-controlada, con h(z) =z + 1
Tenemos entonces que 73 es
(2,2

)
/\
(3,0) (0,3)

|
(0,4) (5,0)
Pero el camino simple de la rama derecha, (2,2),(0,3), (5,0) no es h, 3-controlado.
Este ejemplo también ilustra que la altura de los arboles no necesariamente crece en cada

paso.
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Observacion 4.18. Notemos sin embargo que todos los caminos simples en un arbol 7; serdn
g, (t + i)-controlados, pues la g es mondtona creciente, y las n-uplas asociadas a sus nodos

estan en |J Xj, que resulta controlado por g(t + 7).
J<i

4.5. Reduccién de arboles a multiconjuntos

Sea X = [X),...] una secuencia mala de conjuntos en N".
Observemos que, por la Proposicién 4.15, si un camino ¢; = ag, - . ., @y, en T; es expandido
A Ci41 = AQy -+ -y Qm, Tj41 €1 Ti-i—l entonces
fn(ci) >lex fn(ci+1) (21)

donde la f;, es la definida en el Teorema 2.1.

Pero notemos que dados dos caminos distintos ¢; y ¢;, de la raiz a una hoja de T;, no
podemos asegurar en un principio que valdrad f,(c;) # f,(€;): un ejemplo de esto es con la
secuencia [{(3,3)},{(2,4), (4,2)}], que es transformada en el arbol

(3,3)

TN
(2,4) (4,2)
cuyos dos caminos de la raiz a una hoja son los a3 y ag de la Observacion 2.5, los cuales
cumplian fa(a1) = f2(az).
Esto puede motivar'?, si queremos mantener la informacién que nos da este drbol, a
considerar multiconjuntos que son las imagenes de los caminos de la raiz a las hojas en estos
arboles.

Definicién 4.19. Dados dos arboles T', 7", decimos que T' < T” si T extiende estrictamente
aT.

Por lo dado antes, si X = [Xp, X1,...] es una secuencia mala y 7T; es el arbol construido
como lo describimos en la subseccién 4.4, entonces la Proposicién 4.16 dice que T; < Tj41.
Llamemos

Ci = {ck | cx es un camino simple en T; de la raiz a una hoja}

M; = {fn(c) contados con multiplicidad | ¢ € C;} = Z{fn(c)}
ceC;

Queremos ver que:

Proposicién 4.20. Sean Ty <11 < ... drboles tales que:
= Los nodos de T; estdn etiquetados con n-uplas.
s Ty consiste de un solo nodo.

v Tiv1 se forma a partir de T; solo agregando (finitos o mingun) nuevos hijos en cada
hoja de T;, de modo que todos los caminos simples de la raiz a una hoja en Tiy1 sean
secuencias malas en el orden producto de N™.

9De hecho, originalmente desarrollamos la Seccién 3 para abordar este problema.
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Entonces para todo i,
M < M;

Si vemos esto, como vimos que el orden de multiconjuntos (derivado del lexicogréfico) es
un buen orden, tendremos que la secuencia de arboles derivada de X deja de crecer en algin
i = iy, lo cual por Proposicién 4.16 implica que la secuencia X es finita (y |X| =i, + 1). Es
mas: por el Lema 3.22, el razonamiento podra aplicarse a todas las secuencias X controladas
si logramos encontrar un control apropiado para las secuencias de multiconjuntos asociadas.

Demostracion de la Proposicion 4.20. Sea i tal que existe Tjy1. Observemos que

Mi+1 =M; — {fn(C) ‘ cc Ci\CiJrl} + {fn(c ~ Xc) | (S Ci\C/L'Jrl,xc c Ac}

donde A, # 0 es el conjunto de nodos con el cual se extiende a cada ¢ € C;\Cit1.
Observar que D # (0, ya que T; < T;11. Ahora, sea f,(cog ~ X¢,) € A, por Teorema 2.1 vale
que fr(co ™ Xeg) <lex fn(co) < max D. Luego, por la Proposicién 3.10, M;y; < M;. O

Nos faltaria ahora acotar las multiplicidades y normas de cada elemento de estos multi-
conjuntos.

Proposicién 4.21 (Controles sobre los multiconjuntos derivados). Sea X = [Xy, X1,...] una
secuencia mala de conjuntos, g,t-controlada, con g mondtona creciente y Xo unipuntual. Sea
M; el multiconjunto asociada al arbol T; de la subseccion 4.4. Sea U; la mdzima multiplicidad
de M, es decir U; = max{k | 3m € M; tal que M;(m) = k}. Supongamos 2* n > 1.

Entonces Uy =1, y si i > 0 vale:

(3
Us < [Jott+5)" < glt+)™. (22)
j=1
Por otro lado,
VYm € M;, |m|e < n! g(t+i)" < K; (23)

Demostracion. Para la primera parte, notemos que U; va a ser menor o igual a la cantidad de
hojas de T;, que a su vez es menor o igual que el producto de el maximo niimero de elementos
que puede haber en cada Xj,..., X;. Por (20) y la Observacién 4.11 esto da:

7 7
Ui < | Xol [T 151 < T ott + )™
j=1 j=1

Que es menor o igual que g(t + i)™ porque g es monétona creciente.

Para la segunda parte, recordemos el Teorema 2.6: en nuestro caso, por la Observacién
4.18, para cada T; los caminos estén g, (¢ +1i)- controlados, y hasta se puede pensar que estédn
controlados por la funcién constante 2! g(t + 7).

Por lo tanto, via Teorema 2.6, valdrd, para todo f(ci) € M;: |fn(ci)|eo < n! g(t+1i)" O

Podemos ahora probar que:

2ONotar que por la Observacién 4.6, nosotros solo estamos interesados en ver qué pasa cuando n > 1.
21Para, cada t fijo de control.
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Corolario 4.22. Si la secuencia mala de conjuntos [Xo, X1,...] es g,t-controlada, entonces
la secuencia mala de multiconjuntos M = [My, M, .. .| estd t-controlada por G, donde

G(z) = nlg(z)"@+D) 41,
Notar que la G es mondétona creciente, y Vo G(x) > g(z)

Demostracion. Observar que para que M sea G, t-controlada es condicién suficiente ver que
para todo ¢, max{U;, K;} < G(t + 7). Veamos esto:
En el caso My,

méx{Up, Ko} = max{1,nlg(t)"} < nlg(t)"*V) +1 = G(t)
ysii>0
méx{U;, K;} < méx{g(t + )", nlg(t +i)"} < nlg(t 4+ )"+ 41 = Gt +1)
O

Observacion 4.23. Si g € §o entonces G € Fmax{a,2), ya que por el Hecho 1.30 y la Proposi-
ci6én 1.31 tenemos que Fo es cerrada por producto y exponenciacién, y Ax.g(z) € Fa, Az.n(x+

1) € 32

Resumiendo: dada una secuencia mala de conjuntos X, g, t-controlada, construimos una
secuencia decreciente de multiconjuntos M que es G, t-controlada y que cumple [M| = |X|. En-
tonces, si tenemos una cota superior para L% (¢) tendremos una cota superior para Ly.q (f).

Pero observar que la cota no necesariamente serd ajustada. Efectivamente, usando el
resultado 3.64 tendriamos en el caso n = 1 que dada g € §,, con a € w, existe S € §,, tal
que para todo t € N vale:

LY (1) < LYE' (1) < S(1) € F,

pero por Observacién 4.6 tenemos que LT}ZJ (t) = L‘ff;d(t) =g(t) € Fa-

5. Conclusiones y trabajo futuro

Durante esta tesis hemos utilizado la técnica de “linealizar” érdenes. Esto es, pasar se-
cuencias malas (controladas) sobre un wqo a secuencias decrecientes (controladas) sobre un
buen orden. Asi hemos logrado en la Secciéon 2 obtener una nueva y mas sencilla demostracién
de un resultado ya existente. También gracias a la linealizacién, en la Seccién 4 conseguimos
reducir el problema de cotas superiores para la longitud de secuencias malas sobre conjuntos
al problema sobre multiconjuntos. Por lo que sabemos, estos resultados son novedosos. Es
también importante destacar que la Seccion 3, aunque inicialmente desarrollada por su apli-
cacion al problema especifico de los conjuntos de tuplas, produjo multiples resultados nuevos
y de interés individual.

Por otro lado, han quedado varios interrogantes y cuestiones de gran potencial para pro-
fundizar en una investigacién futura:

» Usualmente nos hemos restringido a funciones de control en §,, con a € w, pero jcoémo
cambian los resultados principales si se permiten funciones de control en §g con 3 > w?
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El Corolario 2.12 no prueba nada para el caso k = 1; seria interesante poder encontrar
una demostracion igualmente simple para incluir este caso.

Conjeturamos que el Corolario 3.64 se generaliza como * Lglsget estd mayorada por una
9,
funcién en §,n”, jserd cierto?

Serfa interesante plantear el problema de estrategias maximizadoras sobre multiconjun-
tos sobre un orden bien fundado en general, provisto de una norma finita sobre sus
elementos.

Serfa interesante realizar un andlisis méas fino del algoritmo descripto en la Subseccion

. . . maj . , /s
4.3, para encontrar mejores cotas inferiores de Ly'g’ y clasificarlas en la Jerarquia Rapi-
damente Creciente.

Ha quedado abierto el problema de encontrar una cota superior en la Jerarquia Rapida-
mente Creciente para Ly 4. Si lo que conjeturamos antes es cierto, nuestros resultados
indicarfan que Ln.g € Fun, aunque es también posible que otros métodos proporcionen
cotas mas ajustadas.
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