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Capitulo 1

Introduccion

Este trabajo procura introducir y desarrollar algunos conceptos béasicos en la inferencia causal.

Uno de los objetivos de la inferencia causal es identificar pardmetros asociados a distribuciones de
variables que no son observadas en todos los individuos de la poblacién. Este hecho requiere de la
aplicaciéon de herramientas desarrolladas en el contexto de datos faltantes.

La causalidad es un &rea de interés en diferentes disciplinas, se trata de un concepto filoséfico. Su
complejidad se debe a que procura establecer afirmaciones sobre lo que no (necesariamente) sucedid, o
lo que hubiera pasado si alguna circunstancia hubiera sido diferente. Un concepto causal es una relaciéon
que no puede ser definida a partir solamente de la distribucién conjunta de las variables observadas.
Luego las relaciones causales requieren introducir variables que ayuden a conceptualizar el problema de
interés.

Si bien puede resultar dificultoso dar definiciones claras en términos coloquiales, la matematica
brinda un rico soporte para abordar estas preguntas de manera sistemética.

El objetivo del anélisis estadistico estdndar es inferir pardametros de una distribucién, a partir de
muestras de la misma; estudiar asociaciones estadisticas, para lo cual utiliza tipicamente probabilidad y
técnicas de estimacion, pero no hace una interpretacién causal de los resultados. Sin embargo, muchas
de las ciencias que utilizan la estadistica vieron la necesidad de responderse preguntas de indole causal,
como :;Cudl es la eficacia de una droga en una poblacién determinada ?;Qué porcentaje de crimenes
del pasado podrian haberse evitado con una politica determinada? ;Hace la obtencién de un titulo
universitario aumentar los ingresos de un individuo en el mercado laboral? Este es el tipo de preguntas
causales a las que procura dar respuesta la inferencia causal.

La causalidad trasciende la matematica, resultando de suma importancia en diversas dreas del
conocimiento. En particular, J.Robins en epidemiologia, Heckman y C. Manski en economia, S.Morgan
y R.Berk en sociologia son algunos autores que han brindado un desarrollo propio, enriqueciendo y
retroalimentando la causalidad. Cabe tambien mencionar a D.Lewis y W. Salmon dentro de la filosoffa
y J Pearl dentro de la computacion cientifica. En parte a esto se debe la variablidad notacional con la
que tendremos que lidiar en el presente trabajo.

Esta tesis estd organizada de la siguiente manera.

Empezaremos en el Capitulo 2 por presentar un posible abordaje para estudiar efectos causales, in-
cluyendo la nocién de respuestas potenciales (o contrafactuales) y las definiciones matematicas formales
necesarias para lograr dar solucién a lo que llamaremos problema de “identificaciéon” de los pardmetros
causales. Se definen conceptos como aleatorizacién y aleatorizacién condicional y una interpretacion
“artesanal” con matematica béasica de estas ideas.

En el Capitulo 3 mostramos como las funciones de probabilidad pueden ser asociadas a grafos de
forma tal que condiciones de independencia o independencia condicional pueden ser deducidas mediante
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el estudio de caminos en el grafo. Se define una nocién de separacion gréfica (d-separacién) entre nodos,
que estd intimamente ligada con la independencia de las variables aleatorias que estos representan.

En el Capitulo 4 se presenta el modelo de ecuaciones estructurales. Se definen los modelos intervenidos
que permiten construir las variables contrafactuales, en el sentido definido en el Capitulo 2. Se enuncia
el Teorema Back Door, que establece condiciones que indican como identificar la distribucién de las
variables contrafactuales. Por iltimo, presentamos una manera alternativa para representar los sistemas
intervenidos y una nueva demostracion del Teorema de Back Door, utilizando las herramientas graficas
introducidas en el Capitulo 3, cuando la intervencién se realiza en un tinico nodo.

La mayor parte de la bibliografia estudiada para la elaboracién de este trabajo se encuentra citada a
lo largo del mismo. También han resultado muy enriquecedoras las notas elaboradas por la Dra.Andrea
Rotnitzky para el Curso “Inferencia Causal” en el X Congreso Monteiro [22].

El material que se encuentra en la lista bibliogrédfica pero que no fue citado fue también consultado
para la confeccién de este trabajo.

A lo largo de los siguientes capitulos utilizaremos la siguiente notacién: el simbolo H introducido
por Dawid [3] denotard independencia e independencia condicional de variables aleatorias:

X H Z denota la independencia entre las variables aleatorias X y Z (1.0.1)
X H Z | W  denota la independencia entre X y Z condicional a la variable W (1.0.2)

Ademss si (X,Y), (W, Z) son dos vectores aleatorios entonces
(X,Y) ~ (W, Z) significard que ambos vectores tiene la misma distribucion. (1.0.3)

En muchos casos, las demostraciones presentadas se realzan para variables aleatorias discretas, con
el préposito de enfatizar en los conceptos dejando de lado (importantes) tecnicismos.



Capitulo 2

Efecto medio del tratamiento

2.1. Presentacion del problema

Siguiendo el enfoque propuesto por Herndn y Robins en algunos de sus trabajos ([9],[11],[12]), comen-
zaremos presentando el siguiente ejemplo para ilustrar el problema que se ha de abordar.

Supongamos que un paciente que estaba en espera para un trasplante de corazoén, recibio el 1 de
enero un corazén nuevo y cinco dias mas tarde murié. Imaginemos que de alguna manera podemos
saber, tal vez por revelacién divina, que si no hubiera recibido el corazén el 1 de enero (y todas las
demds cuestiones de su vida se hubieran mantenido sin cambios) entonces hubiera estado vivo cinco
dias después. La mayoria de las personas que cuentan con esta informacion, estarian de acuerdo en que
el trasplante ha causado la muerte del paciente. La intervencién tuvo un efecto causal en su sobrevida,
cinco dias después.

Ahora pensemos que otra paciente recibié un trasplante el 1 de enero y cinco dias después estd viva.
Nuevamente imaginemos que podemos saber que si no hubiera recibido el corazon, igualmente seguiria
viva. En esta paciente, el trasplante no tiene un efecto causal en su sobrevida. Esto ilustra como trabaja
el razonamiento humano en la inferencia causal: comparamos (la mayoria de las veces mentalmente) el
resultado cuando una accién estd presente con el resultado cuando la accién estd ausente, y el resto de
los factores se mantienen inalterados. Si los dos resultados son diferentes decimos que la accién tuvo un
efecto causal sobre el resultado o respuesta en el individuo; de lo contrario decimos que no observamos
un efecto causal de la accién en el resultado de interés para ese individuo.

Identificar efectos causales individuales excede nuestras posibilidades en la medida en la que no
podemos saber que es lo que hubiera ocurrido con un individuo si hubiera sido sometido a la accién
contraria a la que en el se ejercié. Esta limitacién demanda un enfoque diferente, dejando de lado la
pregunta individual sobre el efecto causal de cierto tratamiento, para introducir el efecto medio del
mismo en toda la poblacién. Es decir, siguiendo con el ejemplo precedente, nos interesard comparar el
porcentaje de sobrevida en hipotéticos escenarios donde (i)todos los pacientes sean transplantados o
(ii)ningun paciente lo sea.

Reformulada la pregunta de interés cientifico (determinar el efecto medio del tratamiento), resta
decidir si la informacién disponible (variables observadas) resulta suficiente para responder a esta nueva
inquietud. En este sentido presentaremos las diferentes condiciones experimentales que pueden dar origen
a los datos, y veremos bajo que condiciones podemos dar respuesta a la pregunta planteada.
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2.2. Experimentos y estudio observacionales

Comenzaremos el abordaje de la problemédtica causal comentando brevemente la nocién de dos im-
portantes conceptos: experimentos (o disenos experimentales controlados) y estudios observacionales.
Un experimento (ideal) es una investigacién donde el sistema en estudio esté bajo el control del inves-
tigador. Esto significa que tanto las personas o material investigado, la naturaleza de los tratamientos
y la manera en la que estos son asignados, como asf también las manipulaciones y los procedimientos
de medicion utilizados son seleccionados por el investigador.

En cambio, en un estudio observacional algunas de estas caracteristicas, y en particular la asignacién
de los individuos a los grupos de diferentes tipos de tratamiento, se escapan del control del investigador.

El modelo contrafactual de causalidad es valioso precisamente porque ayuda a los investigadores
a estipular supuestos, evaluar técnicas alternativas de andlisis de datos, y pensar cuidadosamente so-
bre el proceso de exposicién. Parte de su éxito se debe a la posibilidad que brinda al analista para
conceptualizar los estudios observacionales como si fueran disenos experimentales controlados.

2.3. El modelo contrafactual o modelo causal de Rubin

El modelo causal de Rubin, también conocido como modelo de respuestas potenciales, consta de dos
elementos fundamentales: las respuestas potenciales y el mecanismo de asignacién del tratamiento.

Para poder desarrollar estos conceptos, siguiendo la notacién introducida por Holland [14], denotemos
con la letra U a la poblacién que se pretende estudiar. Cada unidad-individuo en U es denotada por w.
Para cada u € U, hay asociado un valor Y (u) de la variable de interés Y, a la que llamaremos respuesta
observada. Ademsds, se dispone de una segunda variable A definida en U cuyo valor en cada individuo
indica a que accién este ha sido sometido. A modo de ejemplo, consideremos que cada individuo puede
ser asignado a tratamiento o control. En tal caso, tendremos que A(u) =t cuando el individuo u recibe
tratamiento mientras que A(u) = ¢, caso contrario. Siguiendo el ejemplo presentado, podemos pensar
que el tratamiento consiste en transplantarle al paciente un nuevo corazén. La manera en la que se
determina el valor de A en cada individuo merece la siguiente definicion.

Definicién 2.3.1. Mecanismo de asignacién es el método por el cual se determina la accién ! a la
que es sometido cada integrante de la poblacion.

El par (A4,Y) denota al conjunto de variables factuales (u observadas). En cada individuo u, A(u) e
Y (u) indican el nivel de tratamiento al cual el individuo u fue sometido y la respuesta en él observada.

La idea clave para el desarrollo de la inferencia causal radica en la capacidad potencial para exponer
0 no cada unidad a cierta accion y conceptualizar el valor de la variable respuesta de interés bajo cada
uno de las posibles acciones.

Es decir, cada unidad puede ser potencialmente expuesta a cualquiera de las posibles acciones. En
nuestro ejemplo, las posibles acciones consisten en ser tratado o no (¢ y ¢, respectivamente). Los valores
de la variable respuesta son potencialmente afectados por la accion, t o ¢, a la cual la unidad es expuesta.
Necesitamos entonces introducir una variable respuesta para cada posible accion: Y;(u), Yo(u).

Definicién 2.3.2. Respuestas potenciales o contrafactuales. Y;(u), denota el valor de la re-
spuesta que serfa observada si la unidad u fuera expuesta a ¢ mientras que Y.(u) es la respuesta que
observarfamos si la unidad v fuera sometida al nivel c. Y}, Y. reciben el nombre de respuestas potenciales
o contrafactuales.

ILlamaremos indistintamente: accién, tratamiento, exposicién.
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Esta presentacién presupone que el valor de la variable respuesta en cada individuo s6lo depende del
tratamiento al cual éste fue sometido, independientemente de lo que ocurra con el nivel de tratamiento
en los demds individuos de la poblacién. Esta suposicién se conoce en la literatura como SUTVA
(stable-unit-treatment-value assumption) [24], y serd asumida a lo largo del presente trabajo.

El efecto de t respecto a ¢ en la unidad u medido en la variable respuesta de interés puede expresarse
por

Yi(u) = Ye(u) . (2.3.1)

Ahora bien, "El problema fundamental de la inferencia causal"[14] radica en la imposibilidad de
observar los valores de Y; y de Y, en una misma unidad y, por consiguiente, no podemos observar efecto
de t respecto a ¢ en la unidad u, dado por la férmula (2.3.1). La propuesta estadistica para sortear
esta dificultad consiste en estudiar el efecto medio (a lo largo de la poblacién) de t respecto de ¢ en la
variable respuesta de interés, comparando

E[Y;] con EI[Y,].

Por ejemplo, podemos considerar como pardmetro de interés causal el efecto medio del tratamiento
(ATE: Average Treatment Effect), dado por

ATE = E[Y}] - E[Y,] . (2.3.2)

El signo de esta diferencia indicaria que politica adoptar a nivel poblaciénal. Siempre y cuando un
valor mayor de Y indique un beneficio, AT E > 0 indica evidencias en favor del nivel de tratamiento ¢,
mientras que AT FE = 0 indica la falta de efecto medio del tratamiento a nivel poblaciénal. Surge asf la
siguiente definicién.

Definicién 2.3.3. Diremos que hay un efecto causal del tratamiento en la variable respuesta de interés
si el efecto medio es diferente de cero:

B[V - E[Y.] #0.

En general, un parametro causal de interés es una cantidad que nos interesa conocer. El mismo se
define en funcién de la pregunta del investigador. Nosotros, a modo de ejemplo, estudiaremos el efecto
medio del tratamiento, dado por (2.3.2).

Tipicamente, el pardmetro causal de interés es un valor que depende de la distribucién de las variables
aleatorias contrafactuales. En este caso, la férmula (2.3.2) depende de la distribucién de las variables Y;
e Y. La variable respuesta factual Y (respuesta observada) se relaciona con las variables contrafactuales
mediante la hipdtesis de consistencia, que serd asumida en lo que resta del trabajo.

[ i) siA@w) =t,
Y{u) = { Y(u) siA(u)=c.
Es decir,
Y = 1aY, + 14-.Y,, (233)

Entonces Y puede ser definida en términos de Y;, Y, y de A. Para profundizar en este concepto, se puede
consultar la pdgina 31 del trabajo de Hernan y Robins [12], como asi también [1].

A modo de sintesis, consideremos la siguiente tabla (extraido de [18]), donde se ilustra como se rela-
cionan las variables observadas con las variables contrafactuales en los diferentes grupos de tratamiento.

Grupo Y; Y.
Tratamiento(A = t) | observable como Y contrafactual
Control (A =c¢) contrafactual observable como Y
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Los efectos causales individuales se definen dentro de las filas de la tabla comparando Y; e Y, en
cada individuo. Sin embargo, considerando que la variable Y; es faltante en cada individuo del grupo
control, resulta imposible el célculo directo de los efectos causales a nivel individual sélo por medio de
las variables observadas. Es por ello que el objeto de estudio serdn pardmetros causales poblaciénales,
como por ejemplo el ATE. Surgen asi los diferentes pardmetros causales de interés.

Resta entonces determinar cudndo la distribucién de las variables observadas (en nuestro ejemplo
(A,Y) ) determina el pardmetro causal de interés. De esto trata la identificabilidad.

Definicién 2.3.4. Identificabilidad: Si el pardametro causal de interés queda determinado mediante
la distribucién de las variables observadas, decimos que el mismo estd identificado.

En los capitulos siguientes nos abocaremos a establecer condiciones que garanticen la identificabili-
dad. Para identificar el efecto medio causal, basta con que E[Y;] y E[Y.] queden determinadas a partir
de la distribucién de las variables observadas (o factuales). Ademés, es deseable proveer una férmula que
permita expresar el pardmetro causal de interés a partir de la distribucién de las variables observadas.

Estudiaremos en la préxima seccién el problema de la indentificabilidad para el ejemplo que nos
concierne: determinar bajo que condiciones E[Y;] — E[Y.] queda determinado mediante la distribucién
de (A,Y).

Para finalizar esta seccién, presentaremos algunas preguntas causales abordadas en la bibliografia
mediante las herramientas que desarrollaremos en este trabajo.

Ejemplo 1: Escuelas piblicas versus escuelas catélicas. Consideraremos un ejemplo considerado por
Morgan [17] en el cual se pretende determinar si los estudiantes del dltimo ano de escuela secundaria que
asisten a la escuela catdlica en USA tienen mejor desempeno (puntuacion) en la prueba de rendimiento
estandarizada que los estudiantes del dltimo ano de escuela secundaria que asisten a la escuela prblica.
En este contexto, el modelo contrafactual presupone que los estudiantes tienen dos resultados posibles
en la prueba de rendimiento: uno que se observaria si fueran educados en la escuela catdlica y otro que
se observarfa si fueran educados en escuela ptblica (vamos a suponer que en los efectos de aprendizaje
todas las catélicas son iguales y los de las piblicas también).

Se define A la variable "tratamiento" siendo

A t si el estudiante asiste a escuela catdlica
| ¢ siel estudiante asiste a escuela publica.

La variable factual o respuesta observada estd dada por

Y = puntaje obtenido por el estudiante en la prueba de rendimiento.

y se definen las respuestas (o variables) contrafactuales :
Y; = puntaje en la prueba de rendimiento del estudiante si asistiera a escuela catdlica,

Y, = puntaje en la prueba de rendimiento del estudiante si asistiera a escuela piblica.

Recordemos que la hipdtesis de consistencia establece que

Y = I4Y; + 14-cY..
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Por lo tanto la distribucién de la variable observada Y contiene sélo una parte de la informacién
de las variables contrafactuales y por ello sin hipdtesis adicionales no es evidente que podamos usar las
variables observadas A e Y para hallar la distribucién de Y; y de Y..

En este ejemplo, E[Y;| representa la nota promedio en una situacién hipotética en la que todos
los estudiantes concurren a escuela catélica, mientras que E[Y.] representa la nota promedio en una
situacion hipotética en la que todos los alumnos concurren a escuela publica. ATE > 0 sugerirfa dejar
la educacién secundaria en manos de escuelas catélicas, mientras que AT E < 0 seria una evidencia en
favor de las escuelas piblicas.

Ejemplo 2: Formacién Laboral. Consideraremos el problema de estudiar el efecto causal de la
formaci6n laboral de recursos humanos sobre los ingresos futuros, presentado en Heckman et al [8]. Para
ello, los posibles niveles de tratamiento estdn dados por

(2.3.4)

A - t si el empleado participa en el programa de entrenamiento
| ¢ caso contrario.

La respuesta observada estd dada por

Y = salario anual del empleado

mientras que las variables contrafactuales son:

Y; = ingreso anual en presencia del "tratamiento" (es decir, si es el empleado es entrenado),

Y. = ingreso anual en ausencia de entrenamiento.

En este ejemplo E[Y;] representa el valor promedio de ingresos anuales si todos empleados partic-
iparan del programa de capacitaciéon mientras que FE[Y.] es el valor promedio de ingresos anuales si
ningtin empleado fuera capacitado.

ATE > 0 estarfa indicando que la capacitacién genera un incremento en la media del salario anual
de los empleados.

Ejemplo 3: Efecto de un farmaco [26]. Supongamos que se desea estudiar el efecto de cierto farmaco,
segtn la dosis suministrada. A diferencia de los ejemplos tratados hasta el momento, en este caso para
cada posible valor x de la dosis del farmaco consideramos una variable respuesta potencial: Y, es la
respuesta que un sujeto tendria si recibiera la dosis .

Denotemos por X a la dosis asignada a cada paciente. La variable respuesta Y puede ser binaria (por
ejemplo: si se alivia el dolor de cabeza a la hora de haber recibido la droga o no) o continua: escala (0 a
100) que mide el nivel del dolor de cabeza 1 hora despues de haber recibido el farmaco. Bajo el supuesto
de consistencia, la respuesta Y coincide con el valor de la variable contrafactual correspondiente a la
dosis asignada: si X (u) = z, entonces Y'(u) = Y, (u). En otras palabras, tenemos que Y (u) = Yxu)(u),
para cada individuo v € U. Resumiremos esta notacién poniendo

Y =Yx.
En este caso, las respuestas contrafactuales se convierten en un proceso contrafactual

{(}/x) X E Rzo} .
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Estudiar como varfa E[Y;] en funcién de x resulta ser la pregunta causal de interés. Esta pregunta
excede el alcance de este trabajo, pero no queriamos dejar de presentar el ejemplo, invitando al lector
interesado a profundizar sus conocimientos en el tema.

Ejemplo 4: Trasplante de corazén. Supongamos que queremos saber el efecto causal de trasplantar
el corazon en la poblacién de pacientes con cierta disfuncién cardiaca. Imaginemos que, una vez detec-
tada la enfermedad, los pacientes pueden ser transplantados o no, en cuyo caso se los medicard. Nos
referiremos al trasplante como exposicién mientras que hablaremos de control en alusién al tratamiento
farmacolégico. Nos interesa estudiar la sobrevida dentro de los primeros seis meses, a partir del momento
en que se determiné la accién a ser aplicada en el paciente. Vamos a considerar la variable dicotémica
A, siguiendo con la notacién de los ejemplos anteriores, siendo

t siel paciente es trasplantado (expuesto, tratado)
A= . . (2.3.5)
c si el paciente no es trasplantado
y una variable de respuesta Y también dicotémica, dada por
v 1 siel pa,cient'e muere dentro de los seis meses, (2.3.6)
0 caso contrario.
Las variables contrafactuales Y; e Y. toman valores en el conjunto {0, 1} y satisfacen
Y, =1 si el paciente muere dentro de los seis meses (2.3.7)
habiendo sido transplantado (presencia del "tratamiento")
Y. =1 siel paciente muere dentro de los seis meses (2.3.8)

sin haber sido transplantado.

Definimos P(Y; = 1) como la proporcién de sujetos que mueren dentro de los seis meses, si todos
los individuos fueran trasplantados. Llamamos riesgo de Y,, para a = t, ¢, a P(Y, = 1). Para variables
Bernoulli, la exposicién tiene un efecto causal en la poblacion si

PY,=1)#P(Y.=1),
indicando diferencias en el riesgo para los diferentes tratamientos.

Observacién 2.3.1. Si la respuesta es binaria, ATE = P(Y; =1) — P(Y. = 1)

2.3.1. Falta de identificabilidad sin restricciones

Demostraremos, mediante un ejemplo, que si no se hacen supuestos sobre la distribucién conjun-
ta del tratamiento y las variables contrafactuales no es posible identificar E[Y;], E[Y.] y tampoco
ATE = E[Y)] — E[Y.], a partir de la distribucién de las variables observadas (A,Y’). Considerando
variables discretas. Para demostrar este hecho, debemos encontrar funciones de probabilidad puntual
para (Y1, Y1 Al) y (V2 Y2 A?) de forma tal que

(Yl,Al) ~ <Y2,A2)

pero
ATE' := E[Y}] - E[Y)] # ATE®:= E[Y?] - E[Y?] .
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Notacién 2.3.1. recordando lo expuesto en (1.0.3) (Y, AY) ~ (Y2, A%) significard que ambos vectores
tiene la misma distribucion.

Construiremos un ejemplo de este fenémeno donde Y serd una variable dicotémica, tomando los
valores 0 y 1, de forma tal que E[Y/] = P(Y/ = 1), para j = 1,2, a = t,c. Consideremos la siguiente
funcién de probabilidad puntual para el vector (Y.}, ¥}, A):

(Y., Y
0,0 [©0.1) [ (L) [ (1.1
Al =¢ 0 1/4 | 1/4 0
Al =t | 1/4 0 0 1/4
Haciendo uso de la hipétesis de consistencia, la funcién de probabilidad puntual asociada a las
variables observadas (Y1, A!) estd dada por

ANYT[0 |1
c 1/4 ] 1/4
t 1/411/4

donde, por ejemplo,
PY'=1,A'=c)=P(Y) =1V} =0,A' =)+ P(Y! =1,V =1,A' =¢)=1/4+0=1/4

y en particular

PY!'=1)=PY!'=1A"=t)+ P(Y,'! =1,A" =¢)

(V' =0Y'=1,A' =)+ P(Y) =1,V = 1,A' =)
Y!'=0Y'=1,A'=c)+PY!' =1V =1,A"=¢)
=0+1/4+1/440

=1/2.

_l’_
T

Ahora consideremos la siguiente funcién de probabilidad puntual para el vector (Y2, Y,?, A?)

(YY)
(0,0) 1 (0,1) | (1,0) | (1,1)
AT=¢ /4 |0 1/4
AT=¢ [0 1/4 [1/4 [0

I
o

Tenemos entonces que

ANYZ[0 |1
c 1/411/4
i /4] 1/4
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de donde concluimos que (Y2, A?) la misma distribucién que (Y, A'): (Y2, A%) ~ (Y, AY).

Sin embargo,

PY2=1)=PY} A2 =t)+PY?=1A%=¢)
=PY?=0,Y?=1,A=t)+PY2=1Y>=14%=1)
+PY?2=0,Y?=1,A=c)+PY?=1Y?=1,A*=¢)
=1/44+0+1/4+1/4
=3/4

con lo cual
PY?=1)# P! =1).

Como nuestro objetivo es calcular el ATE, faltan calcular P(Y,! = 1)y P(Y?=1):

c

PY!=1)

C

PY!=1,A'=t)+ P(Y! =1,A' =¢)
PY!'=1V'=1,A'=t)+ P(Y! =1,V' =0, A' =1¢)
+PY!'=1,Y'=0,A'=c)+ PYV! =1,V =1,A' =¢)
=1/4+0+1/4+0

=1/2

P(Y?2=1)= (Y2—1,A2:t)+P(YC2:1,A2:c)
=PY?=1Y=1,A=t)+ P(Y?=1Y?=0,A*=1)
+PY?=1Y?=0A=c)+PY?=1Y"=14"=¢)
=0+1/4+0+1/4
=1/2

ATE'= P(Y}=1)—-P(Y}!=1)=1/2-1/2=0
ATE? = P(Y2=1)-P(Y2=1))=3/4—1/2=1/4

ATE" + ATE?

de esta forma { con lo cual

tal como querfamos demostrar.

Como vemos, dos diferentes distribuciones contrafactuales generan la misma distribucién de los datos
observados. Los datos observados no nos permiten deducir (identificar) cual de las dos distribuciones de
variables contrafactuales consideradas produjo los datos observados.
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2.3.2. Asociaciéon vs. Causalidad

El principal objetivo de esta seccién es discutir la diferencia entre medidas de asociacién E[Y | A =
t] — E[Y | A = ] y medidas de efecto causal, como la que presentamos en este trabajo: E[Y;] — E[Y.].
Queremos entender que representan

EY|A={-E[Y|A=¢ y Ev|-E[Y)]. (2.3.9)

Volviendo al ejemplo de la educacién catélica o piiblica, en el lado izquierdo de (2.3.9) estariamos rep-
resentando la diferencia de las medias de las puntuaciones observadas en las pruebas de rendimiento en
dos subconjuntos disjuntos de la poblacién: los que fueron a escuela catdlica y los que asistieron a escuela
publica, mientras que el lado derecho representaria la diferencia media de las variables contrafactuales
Y, para a = ¢,t en la poblacién entera de interés.

Definicién 2.3.5. Si E]Y | A =t] — E[Y | A = ¢] # 0 decimos que la respuesta estd asociada al
tratamiento.

En particular, si hay asociacién, tenemos que Y | A=t « Y | A = c. La distribucién de las variables
observadas permite determinar si éstas estdn o no asociadas, sin necesidad de ningin tipo de supuesto.
Sin embargo, nosotros queremos determinar causalidad, es decir, comparar los valores medios de las
variables contrafactuales, como lo indica la Definicién 2.3.3. Es por ello que queremos enfatizar en la
diferencia existente entre asociacién y causalidad. En la préxima Seccién veremos bajo qué condiciones
estos conceptos coinciden.

2.4. Identificabilidad I: Intercambiabilidad - Aleatorizacion

Aleatorizacién es un mecanismo de asignacién de los tratamientos que garantiza que tratados y no
tratados conforman grupos intercambiables. Para lograr esto, el mecanismo por el cual se conforman
dichos grupos debe ser independiente del prondstico de los individuos (o de los potenciales resultados).

En tal caso, toda variable aleatoria W se distribuye de igual forma entre tratados y no tratados:

WA=c~W|A=t.

Para lograr esto, el mecanismo por el cual se conforman dichos grupos debe ser ajeno a los resultados
de los experimentos a los que se someten los individuos. En particular, las respuestas contrafactuales
tienen igual distribucién en los grupos definidos por A = ¢ y A = t, y por consiguiente, resultan
independientes del mecanismo de asignacién del tratamiento. Surge entonces la siguiente definicion.

Definicién 2.4.1. Diremos que se verifican las condiciones de aleatorizacion si Y, es independiente de
A, para a = t, c. Siguiendo la notacién introducida en (1.0.1)

YaHA,a:t,c.

En tal caso, decimos que tratados y no tratados conforman grupos intercambiables.

Una posibilidad consiste en utilizar una urna con bolitas con los nombres de los individuos y me-
diante extracciones a ciegas elegimos quien recibe el tratamiento. Este tipo de mecanismos generan
poblaciénes (tratados y controles) homogéneas, que resultan intercambiables. En tales circunstancias,
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el grupo control responderfa con la misma distribucién que se observa en los tratados, caso ellos mismos
lo fueran. Esto nos permite predecir el comportamiento que el grupo control tendria en caso de que
hubiera sido tratado a través de los resultados observados en el grupo de tratado.

A modo de ejemplo, supongamos que tenemos una respuesta binaria, indicando éxito o fracaso.
Sea N; la cantidad de individuos bajo tratamiento y N, la cantidad individuos en el grupo control.
Denotemos con n; la cantidad de individuos bajo tratamiento que tuvieron repuesta satisfactoria. La
intercambiabilidad entre el grupo de tratados y el grupo control nos permite decir que que la proporcién
de individuos no tratados que hubieran obtenido respuesta satisfactoria en caso de que hubieran sido
tratados coincide con la observada en los tratados y estd dada por n;/N;. Podemos entonces concluir

que
ng + %Nc Ty
PY,=1) = ————— = — = PY=1|A=t).
(Vi=1) = s = = PO =1]4=0)
Anélogamente, si n. denota la cantidad de individuos dentro del grupo control que tuvieron respuesta
satisfactoria, tenemos que

ne + %Nt i Ne
Nt + Nc B Nc
Veremos ahora como podemos generalizar esta idea a partir de la definicién de aleatorizacién. En
el ejemplo precedente, resulto fundamental garantizar la presencia de individuos bajo cada nivel de
tratamiento que se pretende estudiar. Esta condicion resultard fundamental para poder identificar la
distribucién de la correspondiente variable contrafactual. Surgen asi las llamadas condiciones de posi-
tividad. En el presente contexto necesitamos individuos en el grupo tratamiento y en el grupo control.
Para ello, se requiere que 0 < P(A=a) <1, a=1t,c

P(Y,=1) = = P(Y=1|4A=c¢).

Lema 2.4.1. Si0 < P(A =t) <1, bajo aleatorizacion, tenemos que
EY,]=E]Y |A=d] , a=t,c.
Demostracion. Bajo las condiciones del Lema, tenemos que
ElY | A=a] = E[Y, | A = a] = E[Y,]
La primer igualdad vale por consistencia (ecuacién (2.3.3)) y la segunda vale por aleatorizacion. m]

Corolario 2.4.1. Bajo aleatorizacion, asociacion es causalidad:
E[Y] - E[Y)] = E[Y|A=1{] - E[Y|A=].

Ejemplos de experimentos en lo que se verifica la condicion de aleatorizacion son aquellos donde para
cada individuo se lanza una misma moneda (no necesariamente equilibrada) para determinar si recibe
el tratamiento (A =t) o no (A = ¢). En tal caso, la probabilidad de recibir tratamiento ¢ es la misma
para todos los individuos.

Observacién 2.4.1. En (Y}, Y} A') de la Seccion 2.3.1 vale la aleatorizacion, pues

P! =1|A=c)=PY!=1[A=1)
PY!=1|A=c)=PY!=1|A=1)

Observacién 2.4.2. En (Y2, Y2 A?) de la Seccion 2.3.1 NO vale la aleatorizacion, pues

P(YZ=1|A=c)#P(Y2=1|A=1)
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2.5. Identificabilidad II: Aleatorizaciéon Condicional

Consideremos un diseno experimental en el que la asignacién de los individuos a los grupos se realiza
considerando una covariable > L (puede ser un vector) que podemos medir en todos los individuos y
que, en cada nivel de la covariable L = /¢, tratados y no tratados resultan intercambiables. En tales
circunstancias, hablamos de aleatorizacién condicional.

Volviendo al ejemplo de los trasplantes de corazén introducido en la pédgina (8), supongamos que
los investigadores tienen medida la variable prondstico L, que establece si los pacientes se encuentran
o no en condicién critica, segiin L = 1 o L = 0, respectivamente (L = 1 : critica, L = 0 : no critica).
Una vez medida esta covariable, podemos diferenciar dos grupos: los que tienen condicién critica y los
que no, es decir los de mal prondstico y los de mejor. La variable L ocurre antes de la asignacién del
tratamiento. Supongamos ahora que para cada nivel L = ¢, se lanza una moneda para conformar los
grupos tratamiento-control, siendo que la probabilidad con la que la moneda asigna al grupo tratamiento
depende de /. La ayuda de la moneda permite asumir que, para cada nivel L = ¢, tratados y no tratados
conforman grupos intercambiables y, por consiguiente, toda variable aleatoria tiene la misma distribucién
en estos dos grupos. En particular, Y; e Y, satisfacen esta propiedad y por consiguiente

Yo A=t,L=4~Y,JA=¢c,L =1, paraa=t,c.

Definicién 2.5.1. Diremos que se verifican las condiciones de aleatorizacion condicional si Y, es inde-
pendiente de A dada la variable L, para a = t, c.

v.J[AIL.

Resta garantizar la presencia de individuos bajo el nivel de tratamiento que se pretende estudiar, en
cada nivel de la covariable L: determinar las condiciones de positividad. En el presente contexto, para
poder identificar E[Y.] necesitamos garantizar que en cada nivel de L = ¢ existan personas que fueron
asignadas al grupo control: P(A = ¢|L = ¢) >, siempre que P(L = ¢) > 0.

El supuesto de intercambiabilidad condicional garantiza identificabilidad.

Lema 2.5.1. Supongamos que la variable respuesta, A y L son discretas. Si P(A = a|L = /) > 0 cada
vez que P(L = ¢) > 0, bajo aleatorizacion condicional y consistencia, tenemos que

PlY,=yl=) PV =y|A=a,L={(.P[L=1{ (2.5.1)

Y por consiguiente
ElY)=) yPlY =y|A=a,L={.P[L={
y,l

queda determinada a partir de la distribucion de las variables observadas. En particular, cuando la
respuesta es binaria, tenemos que

ElY,)=P[Y,=1=) PV =1|A=a,L=(.P[L=1] . (2.5.2)

2Referiremos a una covariable L como una variable aleatoria medible que no es ni tratamiento A ni respuestay’.
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Demostracién: P[Y, ZP =y, L=/
:ZP[YG =y|L={.P[L={
¢
= ZP[Ya =y | A=a,L=/{].P[L =/ aleatorizacién condicional

¢
= ZP[Y =y |A=a,L=/{.P[L =/ consistencia
O
Observemos que ZP[Ya =1,L=1{= Z P[Y, = y,L = (] y que para que (2.5.2) valga, es
P(L=0)>0

necesario que P[A =a, L = {] > 0 cada vez que P(L =/¢) >0
El resultado precedente admite la siguiente generalizacién:

Lema 2.5.2. (Estandarizacion) Si P(A = a|L = {) > 0 cada vez que P(L = {) > 0, bajo aleatorizacion
condicional y consistemcia, tenemos que

E[Y,] = E[E[Y]A = a,L]].

Demostracién: E[Y,| = E[FE[Y,|L]] propiedad
= E[E[Y,|A = a, L]] aleatorizacién condicional
= E[E[Y|A = a, L]] consistencia

Para justificar la segunda igualdad es pertinente observar que bajo aleatorizacién condicional

LJAIL=t=Y,|L=t~Y,|L=(A=a.

Corolario 2.5.1. Bajo aleatorizacion condicional , si 0 < P(A = t|L = ¢) < 1 cada vez que P(L =
0) > 0, tenemos que E[Y;] — E[Y.| queda determinado por la distribucion de las variables observadas
(L, A,Y):

EIY;] - E[YJ) = B[E[Y|A =1, L]] -E[E[Y|A = , L]
Corolario 2.5.2. En particular si la respuesta es binaria y L y A son discretas se tiene:

ElY}]-E[Y] =) P[Y=1|A=tL=1{P ZP —1|A=¢,L={(.P[L=1].

Lema 2.5.3. ( Ponderacion con probabilidad inversa) Bajo aleatorizacion condicional, consistencia y
P(A=a|L=1{)>0 tenemos que

E[Ya]:E[ Laza¥ ]

P(A=a|L)

Demostracion:
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[P(A=a| L)Y,
ElY,] =FE
v = £y
[P(A=ua|Y,, L)Y,
=F _ (P ( Aa:|ac|”L)) a] independencia condicional
[ Y.
=F _E([ A=a | Yo, L)P(A:—aa|L)} esperanza = probabilidad de variable binaria

Y, : -
= F [E ([ A:am | Ya, L)} propiedades de esperanza condicional

14-.Y,

=F {ﬁ} esperanza de la esperanza
Ia—Y . .

= F {—P ( AA;a | L)} consistencia

Volvamos a un caso de poblacién finita.
Supongamos nuevamente que tenemos una respuesta binaria, indicando éxito o fracaso. Consideremos
las siguientes cantidades:

N : cantidad de personas en la poblacién

Ny : cantidad de personas en el nivel L =/

Ny, : cantidad de personas en el nivel L = £ a la que se le aplica el nivel de tratamiento a

ng, : cantidad de personas del nivel L = ¢ y tratamiento a y que tuvieron respuesta positiva (éxito).

La intercambiabilidad condicional entre el grupo de tratados y el grupo control a nivel L = ¢ nos
permite decir que la proporcién de individuos no tratados que hubieran obtenido respuesta satisfactoria
en caso de que hubieran sido tratados coincide con la observada en los tratados, a cada nivel L = /¢ es
decir, y estd dada por ng/Ny. Esto nos permite determina qué pasaria en la poblacién si todos los indi-
viduos fueran tratados. Para ello, combinaremos los resultados observados en aquellos que efectivamente
han sido tratados e, intercambiabilidad condicional de por medio, predeciremos el comportamiento que
se hubiera observado en los no tratados, en caso de que hubieran sido tratados. Mds especificamente,
entre los individuos con L = ¢, N;, han sido tratados y en n,; el resultados fue positivo. La intercam-
biabilidad condicional indica que (ny:/N;:) % de los Ny hubieran tenido respuesta positiva, en caso de
que hubieran sido tratados. Por lo tanto, entre los individuos con L = /¢, tenemos que la cantidad de
éxitos que se observarfan en caso de que toda la poblacién fuera tratada estd dada por

Nyt + _NZC .
Ny

Sumando a lo largo de todos los niveles de la variable L, concluimos que

Nyt nét Nyt
PY,=1) = —NC = 2.5.3

La cantidad NTZZ“ =P(A=a| L =1{), paraa = ct, se conoce como Propensity Score, y utilizaremos
7a(¢) para denotar P(A = a | L = /). Por lo tanto,
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P(Y,=1) NZ "‘ft

Es decir, a cada individuo de la poblacién con respuesta favorable y L = ¢ que ha recibido el nivel
de tratamiento t, se le asigna un peso inversamente proporcional al Propensity Score correspondiente a
su nivel /.

Notemos también que

N
P(Yi=1)= ZZ LS P(Y =1L =6A=t)P(L=1)
L

Obteniéndose nuevamente la féormula dada en el Lema 2.5.1

2.6. Estudios observacionales

A diferencia de lo que ocurre en los experimentos, donde tratados y no tratados han sido asignados
segiin un disenio definido por el investigador (aleatorizacion, aleatorizacién condicional), en los estu-
dios observacionales el investigador no controla el mecanismo de asignacién del tratamiento. En tales
circunstancias, para poder identificar el pardmetro causal de interés, hipdtesis adicionales acerca de
la distribucién de las variables contrafactuales son requeridas. A modo de ejemplo hemos visto en la
seccién 2.3.1 que la no identificabilidad de los efectos causales en estudios observacionales proviene del
hecho que la distribucién de los datos observados es consistente con diferentes valores del pardmetro de
interés.

Tipicamente, en estudios observacionales se trata de encontrar un conjunto de variables L de forma tal
que resulte razonable suponer que tratados y no tratados son condicionalmente intercambiables en cada
nivel de L. En tales circunstancias, supondremos que vale la aleatorizaciéon condicional y procederemos
a analizar los datos como si hubieran sido obtenidos siguiendo tal diseno. Los resultados obtenidos estédn
sujetos a la validez de esta suposicion.

Cabe enfatizar que las hipétesis requeridas para identificar no son testeables a partir de la distribucién
de los datos observados. A modo de ejemplo, hemos viso que la distribucién presentada en el ejemplo de la
Seccién 2.3.1 para las variables observadas podria provenir de (A!, Y;!, Y!), donde vale la aleatorizacion,

c
o bien de (A?,Y2,Y?), donde la aleatorizacién no es verificada. Este mismo tipo de dificultad sufre la
condicién de aleatorizacién condicional. Es por ello que resulta fundamental decidir con los expertos cual
es el conjunto de variables L a ser considerado para que la hipétesis de independencia condicional resulte
razonable y valga la identificabilidad. En tales circunstancias, decimos que no hay variables confusoras
no medidas. No hay confusién. Hay identificabilidad.
Decimos que hay confusiéon cuando otras variables, ademas de las incluidas en L, deben ser medidas

y condicionadas para lograr intercambiabilidad condicional.

2.7. El ejemplo

Profundizaremos ahora el Ejemplo 4, introducido en la Seccién 2.3 del presente Capitulo, para ilustrar
los conceptos desarrollados en las ltimas Secciones. Seguiremos los trabajos de Hernén [9] Hernan y
Robins[11]

Calcularemos efectos causales bajo tres posibles escenarios. En los primeros dos asumiremos que los
datos han sido obtenidos siguiendo un diseno de aleatorizacién y aleatorizacién condicional, respecti-
vamente. Por tltimo, asumiremos que los datos provienen de un estudio observacional, estudiaremos el
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supuesto de aleatorizaciéon condicional para poder identificar el pardmetro causal de interés y discutire-
mos por qué los supuestos que hacemos pueden ser controversiales en tales circunstancias.

Recordemos que en el Ejemplo 4, interesaba estudiar el efecto causal del trasplante de corazén en
la sobrevida de los pacientes con cierta disfuncién cardiaca. Las variables A e Y fueron definidas en
(2.3.5) y (2.3.6), y representan el tratamiento asignado al paciente (¢t =trasplantado) y el resultado
obtenido: Y = 1 cuando el paciente muere antes de los seis meses. Las variables Y; e Y, toman el valor
1 si el paciente muere dentro de los seis meses, en el caso en que fuera trasplantado (Y;) o no (Y.) (ver
ecuaciones (2.3.7) y (2.3.8), respectivamente). Recordemos que la hipétesis de consistencia vincula estas
variables mediante la formula Y = I4_,Y; + 14_.Y,.

Definiremos P(Y, = 1) como el Riesgo de morir cuando a = t, ¢, y lo llamaremos riesgo contrafactu-
al. También definiremos P(Y =1 | A = a) que ser4 el riesgo de morir observado entre los que recibieron
el tratamiento a, para a = t, c.

En este contexto una posible medida del efecto causal de interés es la llamada "diferencia de riesgo
causal" que, en presencia de respuestas binarias, coincide con el Average Treatment Effect: P(Y; =
1) - P(Y, = 1) = E]Y{] - E[Y.].

Diseno 1: Aleatorizacién no condicional. Consideremos la tabla 2.7.1

~
ISH

AY

@)
[a)

ﬂmﬁ@ﬁQ:Svah.&bmkhmgnvg
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Tabla 2.7.1: Incluye los datos observados:A,Y

Supongamos que estos valores han sido obtenidos bajo aleatorizacién, es decir, los individuos a
ser transplantados han sido seleccionados al azar. Bajo este diseno los expuestos y no expuestos son
intercambiables y, por consiguiente, el riesgo de mortalidad contrafactual bajo cada valor de exposicién
(t 6 ¢) es el mismo en los expuestos que en los no expuestos:

PY,=1|A=t)=P(Y,=1|A=c),
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y por consiguiente,
PY,=1)=PY =1|A=a) paraa=c,t.

Considerando que estamos asumiendo que los datos presentados en la tabla se obtuvieron siguiendo
un diseno de experimento aleatorizado, vale al intercambiabilidad y, como vimos en la Seccién 2.4, el
riesgo contrafactual P(Y, = 1) a nivel de exposicion a, para a = t, ¢, es igual al riesgo observado entre
los que recibieron ese mismo nivel de exposicién: P(Y, =1) = P(Y =1 | A=a), para a = t, c.

La diferencia de riesgo observado entre los que recibieron diferentes niveles de exposicién P(Y =
1|A=1t)—P(Y =1| A= c) es calculada de los datos disponibles para el par (A,Y’). De hecho,
observando la Tabla 2.7.1 | tenemos que P(Y =1|A=t)—P(Y =1|A=¢)=7/13-3/7.

En sintesis, en un experimento realizado bajo estas condiciones, Y, IT A asegura que se puede medir
el efecto causal medio del tratamiento a partir de la distribucién del par (A,Y") y por consiguiente, ATE
resulta identificable a partir de la distribucién de las variables observadas. No hay confusion .

Diseno 2: Aleatorizaciéon condicional. Imaginemos ahora que los datos presentados en la tabla
2.7.1 provienen de la tabla 2.7.2, donde se incluye el valor de la variable pronéstico L en cada individuo,
siendo que la variable L toma el valor 1 si el individuo se encuentra en condicién critica.

1 si el sujeto tiene condicién critica,

0 caso contrario. (2.7.1)

L = Proné6stico = {

ﬁmH,Q'UO{jE»—-W‘L-»—'-:I‘UQ - 0 o0 U‘@E
T T e e S e S O e G O e S Y == I = Il e Bl e Bl e Bl e Bl e Bl e ] ]
S S S R A T S S o T e W S S A S o T o N e N o N e N
COoOORR MR R RPRPFRORREFHL,OODOOORON

Tabla 2.7.2: Incluye la variable pronéstico L.
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Notemos que la distribucién de L difiere entre tratados y no tratados. De hecho, P(L = 1|A =
¢) = 3/7 mientras que P(L = 1|A = t) = 9/13. Este hecho indica que tratados y no tratados NO son
intercambiables. Por consiguiente, el supuesto de aleatorizacién no es correcto y entonces el Diseno 1
(aleatorizacién) no ha sido aplicado.

Sin embargo, imaginemos que el investigador nos informa que en realidad la asignacién de pacientes
a los grupos se realizé aleatorizando en cada nivel de la variable L. Es decir, los médicos clasificaron a
todas las personas en condicién critica, y no critica, y seleccionaron al azar 75 % (9de 12 ) (P(A =t|L =
1) = 9/12) de las personas criticas y 50 %(4 de 8) de las no criticas para ser trasplantadas. Estariamos
entonces en presencia de datos generados bajo aleatorizacién condicional. (Diseno 2).

En este caso, usando las férmula presentadas en el Lema 2.5.1, concluimos que P(Y; = 1) — P(Y, =
1)=0.

Observemos que un estudio con aleatorizaciéon condicional puede ser considerado como una combi-
nacién de dos experimentos aleatorizados por separados: uno proveniente del subconjunto de personas
en estado critico (L = 1) y el otro del subconjunto de personas en estado no critico (L = 0).

Paradigma de los experimentos aleatorizados para estudios observacionales

Consideremos ahora un estudio en el cual los investigadores no intervienen en la asignacién de
trasplante. Podemos entonces pensar que la Tabla 2.7.2 contiene los datos que ellos recogieron, como
ocurre en los estudios observacionales. La Tabla indica que A no ha sido aleatorizado ya que la variable
L se distribuye de manera diferente estre tratados y no tratados. Por lo tanto

Y, [MTA, a =t,c

puesto que la variable L se distribuye de manera diferente entre tratados y no tratados. Sin embargo,
los expertos que decidieron a quien trasplantar, consideran razonable suponer que vale la aleatorizacién
condicional, condicionando en la variable prondstico L. Es decir, si bien el tratamiento no ha sido
asignado segin un protocolo donde se garantiza la aleatorizacién condicional, consideran que la manera
en que el tratamiento fue asignado podria ser asumida como tal. A modo de ejemplo, si L fuese la
unica variable observada por los médicos al momento de asignar el tratamiento y el 50 % de médicos
trasplanta cuando L = 0, mientras que el 75 % lo hace cuando L = 1, no habria objecién en asumir que
vale la aleatorizacién condicional, con P(A = t|L = 0) = 1/2 mientras que P(A=¢tL =1) =9/12

En los estudios observacionales esta decision puede ser considerada practicamente un acto de fe. La
aleatorizaciéon condicional es una suposiciéon que no puede ser refutada ni avalada a partir de los datos
disponibles. Asumirla es una determinacién que se toma en forma conjunta con los expertos del drea,
entendiendo que es lo que ésta significa. Tenemos entonces que un estudio observacional, como el que
estamos considerando, puede ser visto como un experimento realizado bajo aleatorizacién condicional
en el cual

la intercambiabilidad condicional no estd garantizada pero es asumida con la ayuda del conocimiento
de los expertos en el drea.

Si la hipétesis de los investigadores acerca de la intercambiabildad condicional es correcta entonces el
riesgo causal puede ser identificado usando el método de estandarizacién (lema 2.5.2) o el de ponderacién
con probabilidad inversa (lema 2.5.3).

Como ya se enfatizd, los investigadores no pueden chequear la hipétesis de aleatorizacién condi-
cional porque la respuesta contrafactual Y, no es completamente observada. Como resultado de esta
imposibildad, resulta controversial la inferencia causal en estudios observacionales.
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2.8. Perdemos la identificabilidad por condicionar de mas

En ocasiones al analizar un estudio observacional el investigador condiciona en todas las variables
disponibles, como un modo de controlar potenciales variables de confusién. Sin embargo, es fundamental
elegir apropiadamente el vector L para que la suposicién de independencia condicional resulte razonable.

Agregar variables dentro del vector L no tiene por qué ayudar a obtener la independencia condicional.
Daremos ahora un ejemplo numérico donde

1. Vale la aleatorizacién: las variables contrafactuales son independientes de la asignacién del tratamien-
to: Y, [[ A, para a = t,c y por consiguiente tenemos que E[Y,] = P(Y = 1|A = a).

2. Disponemos de una variables extra L y decidimos utilizarla para estandarizar y calcular ATE
siguiendo las férmulas presentadas en 2.5.1, llegando a un resultado equivocado.

Este ejemplo pretende ilustrar que condicionar en variables que no son confusoras puede conducir a
conclusiones erradas. De aquf la importancia del conocimiento brindado por los especialistas a la hora
de elegir las covariables que vamos a medir para resolver nuestro problema de identificacién.

Construyamos un ejemplo de esta situacién, especificando la distribucién conjunta de covariables,
variables contrafactuales y tratamiento: (A, Y;, Y., L). Cabe enfatizar que este tipo de informacién nunca
estd a disposicién del investigador, quien tinicamente puede aspirar a conocer la distribucién conjunta
de las variables observadas (L, A,Y’). Consideremos la siguiente Tabla de probabilidad conjunta de

(A, Y, Y., L)

(K?SQ?L)
(0,0,0) | (0,1,0) | (0,0,1) | (1,0,0) | (1,0,1) | (1,1,0) | (0,1,1) | (1,1,1)
A=t| 0 0 0 0 0 1/9 2/9 0
A=c| 0 479 0 0 0 0 0 2/9

Tabla 2.8.1: Probabilidades Puntuales de (A,Y},Y.,L).

A partir de la Tabla 2.8.1 podemos obtener la distribucién de las variables contrafactuales Y, e Y;,

de donde deducimos que
ATE=PY,=1)-P(Y.=1)=1/3—-1.

Tenemos ademds que la funcién de probabilidad puntual del vector (L, A,Y) estd dada por

(Y, L)
(0,0) | (0,1) | (1,0) | (1,1)
A=t| 0 |29 1/9] 0
A=c| 0 0 | 4/9 | 2/9

Tabla 2.8.2: Probablidades conjuntas de las variables observadas.

Marginalizando obtenemos que la funcién de probabilidad conjunta de (A, Y;, Y.) estd dada por:
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(¥;,Ye)
(0,0) | (0,1) | (1,0) | (1,1)
A=t 0 [ 2/9] 0 | 1/9
A=c| 0 | 4/9 | 0 | 2/9

Tabla 2.8.3: Probabilidades puntuales de Tratamiento y Contrafactuales.

Tenemos entonces que se verifica la condicién de aleatorizacion: Y, [ A para a = ¢, c. Utilizando la
tabla observada 2.8.2, constatamos que

ATE=P(Y,=1)-P(Y,=1)=P(Y =1|/A=1t) - P(Y =1|A=¢) .

Por otra parte, tenemos que

(Y3, L)
(0,0) | (0,1) | (1,0) | (1,1)
A=t| 0 | 2/9]1/9] 0
A=c| 49 | 0 0 | 2/9

Notemos que P(Y; = 1|A =1t,L =0) # P(Y; = 1|A = ¢, L = 0) (el lado izquierdo es 1 y el derecho
es0),y PYy=1A=t,L=1)# P(Y; =1|A =¢,L =1) (el lado izquierdo es 0 y el lado derecho es 1),
y por consiguiente, no se verifica la aleatorizacién condicional respecto de la variable L. Sin embargo,
si cometiéramos el error de asumir esta condicién y utilizardmos la férmula presentada en el Corolario
2.5.1 con la informacién disponible en la tabla observada, obtenemos que

> PY=1A=t,L=0P(L={)-) PY=1A=¢L=0P(L=1()=5/9-1.

El valor obtenido no coincide con ATE, pues 1/3 —1#5/9 — 1.

Conclusién 2.8.1. En el ejemplo que consideramos, las respuestas contrafactuales son independientes
del nivel de tratamiento: Y, [[ A, para a = t,c y por consiguiente P(Y; = 1) — P(Y, = 1) = P(Y =
1|[A=1t)—P(Y = 1|A = ¢). Sin embargo, el hecho de condicionar (o ajustar ) en la variable L, NO nos
proporciona independencia condicional entre el tratamiento y las repuestas contrafactuales. Utilizar las
formulas propuestas para identificar asumiendo independencia condicional puede conducir a conclusiones
erradas.

Para finalizar la presente Seccién, queremos mencionar que con la Tabla observada (2.8.2) podemos
verificar las suposiciones relacionadas con la positividad: 0 < P(A = t) < 1 o bien 0 < P(A =
t|L = ¢) < 1, cuando P(L = /), segun trabajemos bajo aleatorizaciéon o aleatorizacién condicional,
respectivamente. Sin embargo, no podemos verificar el supuesto de aleatorizacion ni el de aleatorizacién
condicional. Es por ello que en estudios observacionales, donde se desconoce el mecanismo de asignaciéon
del tratamiento pero se necesita asumir algiin tipo de aleatorizacién para garantizar la identificabilidad,
la determinacién del vector L debe realizarse con la ayuda del experto puesto que no son los datos quienes
permiten dilucidar este tipo de inquietudes. Estudiaremos en el préximo Capitulo una propuesta gréfica
para saber en qué variables debemos condicionar (o ajustar).
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2.9. Cotas

., Qué sucede si no podemos identificar el pardmetro causal de interés a partir de la distribucién
de las variables observadas? En tal caso procuraremos dar cotas para el mismo. Volviendo al ejemplo
que estamos considerando en este trabajo, si mayores valores de la variable respuesta indican mejor
condicién, cuando la cota inferior que obtenemos para ATE es positiva, tendremos evidencias a favor
del tratamiento, por m&ds que no podamos determinar el valor exacto de ATE. Mas aun, podemos
garantizar que hay un efecto medio del tratamiento, segtin la Definicién 2.3.3.

A continuaciéon mostraremos como podemos acotar el efecto medio del tratamiento. Haremos un
abordaje algo sofisticado para el problema que queremos tratar con la intencién de ilustrar cudles son
las herramientas con las que se pueden trabajar en otras situaciones.

Teorema 2.9.1. Sea Y una variable con distribucion Bernoulli. Sea q la distribucion de las variables
observadas (A,Y), de forma tal que

AYT]0]1
t q1 | q2
C q3 | qa4

Tenemos entonces que
—~—@u < EY]-EY]<q+qg.

Demostracion: Denotemos con M, al simplex de dimensién k:

k
M, = {x:(xl,mg,...,xk) :xiZO,inzl}.
i=1

La variable A toma valores en el conjunto {c, ¢} mientras que las respuestas contrafactuales Y;, Y, toman

valores en {0, 1}. Cada posible funcién de probabilidad puntual para (A,Y;,Y.) puede identificarse con
un elemento en Msg. Para fijar notacién, consideremos la Tabla 2.9.1

(Y, Ye)
(0.0) [ (0,1) [ (1L0) [ (L.1)
A=t T i) xs3 Ty
A=c| x5 T T g

Tabla 2.9.1: Tabla de probabilidad puntual de A y las variables contrafactuales

Sea L, la aplicacién que a cada elemento x € My le asigna la funcién de probabilidad puntual del
par (A,Y), siendo Y = Y ls—y + Yela—. cuando (A,Y, Y.) ~ x

ng : Mg e ./\/l4
Lyg(x) ~ (AY), si (A YY) ~x

de forma que la distribucién puntual de las variables observadas estd dada por la Tabla 2.9.2
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AY ] 0 1
t X1+ To | T3+ X4
c Ts + T7 | T + Tg

Tabla 2.9.2: Probabilidad puntual observada

Consideremos ahora la aplicaciéon

Lcaus : MS — R
Lcaus<x) = ED/:‘,] - E[YL], si (A)}/“}/C) ~ T

Con los datos de la Tabla 2.9.1 podemos calcular las probabilidades P(Y; = 1), P(Y. = 1). Por
ejemplo
PA=tY,=1Y,=0) + PA=tY,=1Y,=1)

PY;=1)= +PA=¢Y,=1,Y.=0) + PA=c¢Y,=1Y.=1)

} :$3+$4+$7+$8

De la misma forma calculamos P(Y. = 1) = x¢ + xg + 23 + 4 ¥ con esto ya tenemos una férmula
para Legus(x) = w3 + x7 — 9 — x6. Consideremos ¢ € My, la funcién de probabilidad puntual para las
variables observadas

A\Y 011
3 Q| q
c q3 | 44

Calculemos

m(Q) = mz’anMg:ng(m):qLcaus(w)
M(q) = mdmmEMsiLmy(z):qLcaus(I)

Empecemos calculando el maximo, queremos hacer méximo la siguiente expresion xs + x7; — ro — Tg

1 + T2 = q
.. .. T3 + T4 = Q2
con las siguientes restricciones
Ts + T = @3
Te + Tg = Qa4

Podemos hacer x5 = ¢ = 0 que es el valor menor que pueden tomar. Ahora si pensamos en hacer
max los valores de x3 y x7, de acuerdo con las restricciones necesitamos x7 = q3 y x3 = ¢o, con lo cual

M(Q) = mdmeMgszg(x):qLcaus(m) = (2 + qgs.

Con la misma idea ahora buscamos obtener el minimo de x3 + x7 — x5 — g, sujeto a las condiciones ya
mencionadas, obteniendose x5 = ¢; y ¢ = ¢4, con lo cual

m(Q) = minmEMgszg(x):qLcaus(x> = —q1 — g4.

De esta forma podemos acotar como se deseaba:

m(Q) < Lcaus(x) < M(Q) ,v&: : ng<$) =4q
_Q1_Q4§ Lcaus(x) S q2+Q3 ,VZL‘ : ng(l’) =q.



Capitulo 3

DAG’s

Las funciones de probabilidad pueden ser asociadas a grafos de forma tal que condiciones de in-
dependencia o independencia condicional, como las requeridas para garantizar la identificabilidad de
pardmetros causales, pueden ser verificadas utilizando herramientas de esta teoria.

3.1. Grafos: Algunas definiciones

Un grafo G = (V, E) se define por medio de un conjunto V finito de vértices o nodos y un conjunto
E CV xV de aristas que conectan los vértices. En nuestras aplicaciones los vértices representaran
variables aleatorias y las aristas indicardn relaciones entre estas. Dos vértices que se conectan por una
arista serdn llamados adyacentes. Cuando (u,v) € E pero (v,u) ¢ E escribimos u — v (6 v < u) y
decimos que la arista es dirigida o que hay una flecha (dirigida) de u a v. En este caso diremos que u es
padre de vy v es hijo de u. El conjunto de padres de u se nota pag(v) . Ademds, si W C V se defne el
conjunto de padres de W siendo

pac(W) = Upewpag(v). (3.1.1)

Definicién 3.1.1. Sea G = (V, E) un grafo. Si todas las aristas en E son dirigidas diremos que G es
un grafo dirigido.

Un camino es una sucesiéon de nodos adyacentes. Por ejemplo, un camino de v a w estd dado
por (vy,vs), (va, v3), (v3,04)...(Vp_1,Vp), con vy = v, v_w, siendo que (v;,v;11) 0 (V;41,v;) €s una arista
en el grafo. Por lo general, indicamos el camino mediante el conjunto de vértices que este une y lo
denotaremos poniendo v « w.

Un camino dirigido es una sucesién de flechas dirigidas, de forma tal que cada una empieza con
el vértice con el cual termina la flecha precedente. Por ejemplo, un camino dirigido de v a w estd
dado por (v, vs), (va, v3), (v3, V4)...(Vp_1, V), con v; = v, v_w, de forma tal que (v;,v;11) es una flecha
dirigida en el grafo. Por lo general, indicamos el camino mediante el conjunto de vértices que este une:
V1, Vg, U3, Uy, . . ., Un_1, Up. La existencia de un camino dirigido de v a w se denota con v — w y decimos
que v es un antecesor o ancestro de w, mientras que w se dice un descendiente de v. El conjunto
de antecesores de v lo escribimos ang(v), al de descendientes deg(v). Estas definiciones también se
extienden a conjuntos de nodos, tomando uniones, como en (3.1.1) Por ejemplo,

ang(Z) = U.ezang(z). (3.1.2)

Notemos que
veang(W) & deg(v)NW #0 .

24
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Definicién 3.1.2. Diremos que un grafo dirigido G = (V, E) es aciclico si para todo v € V' no existe
camino dirigido de v a v. En tal caso, diremos que G en un grafo dirigido aciclico (DAG: directed acyclic

graph).

3.2. Distribuciones compatibles con un DAG G
- La factorizacién Markov

Sea N el cardinal de V. Etiquetemos el conjunto de nodos de manera compatible con el grafo G:
V ={v1,vq,...,ux} donde
ang(vi) C {v1,...,vi1} .

Definicién 3.2.1. Sea (X,,,...,X,,) un vector aleatorio, indexado mediante los nodos de G, con

funcién de probabilidad conjunta P. Diremos que la distribucién P es compatible con el grafo G si la
distribucién de la variable X, condicional a {X,, : i < j} coincide con la distribucién que se obtiene al
condicionar en las variables correspondientes a los padres del nodo v;:

Xy [ { X0 <j— 1} ~ Xy, | { Xy, 105 € pag(v))} . (3.2.1)

Cuando resulte conveniente, supondremos que las variables aleatorias son discretas, para poder
enfatizar los conceptos y dejar de lado los formalismos requeridos para generalizar estas ideas. De
hecho, cuando las variables son discretas, la condicién 3.2.1 puede ser escrita como

P(X,, = x| X,, = 2;,i < j— 1) = P (X,, = 2| X,, = 25,1 : v; € pac(vy)) (3.2.2)

siempre que las probabilidades condicionales estén bien definidas.

Ejemplo 3.2.1. Sea G el grafo

V] = Vg — s — UN_1 — UN

Dada la definicion precedente, tenemos que la distribucion del vector (X,,, ..., X,y) es compatible con
G si para v > 2 se verifica que

P (X’Uz = $i|ij = .fL'j,] S Z) =P (le = xi|Xv¢71 = l’ifl) . (323)

Es decir, las distribuciones compatibles con G son aquellas correspondientes a cadenas de Markov finitas.

En adelante utilizaremos P(z;,, ..., ;) para denotar P(X,, = z;,...,X,, = ;). Mas general-
mente, utilizaremos P(z;| x5, s € S) para P(X,, = z;|X,, = ©5,5 € S), siendo S C {1,..., N}.

La regla multiplicativa de la probabilidad nos permite descomponer a P como un producto de N
distribuciones condicionales, siempre que éstas estén bien definidas, segin la siguiente férmula

P(Qll,.’lfg, Ce ,QJN) = HP(ZZ'] | T1,T2,y... 7‘Tj*1)'
J
Si la distribucion P es compatible con el grafo (G, cada uno de estos factores coincide con
P(xj | x1,29,...,2j-1) = P(x; | ; 1 v; € pag(v)))

Queda entonces probado el siguiente resultado.
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Lema 3.2.1. La distribucion P del vector aleatorio (X,,,...,X,,) es compatible con el grafo G si
admite la siguiente descomposicion

N
P(zy,29,...,2N) = HP (x| zi - v; € pag(v))) . (3.2.4)

j=1
Ejemplo 3.2.2. Fl siguiente DAG con nodos {v1,vs, v3, Vg, Vs }

V2 /m \m
VS
'

Vs

Figura 3.2.1: Los nodos V; estan asociados a las variables Xy,

induce la descomposicion P(x1,xa, xs, x4, x5) = P(x1)P(z2 | 21)P(xs | 21)P(24 | 22, 23)P (25 | 24)

Definicién 3.2.2. Compatibilidad Markov: Si una funcién de probabilidad P admite una descomposi-
cién como en 3.2.4 con respecto al DAG G, decimos que G representa a P, que Gy P son compatibles

o que P es Markov relativo a GG. En tal caso, diremos que (3.2.4) es la descomposicién markoviana de
P.

Daremos a continuacién una forma sistematica de construir distribuciones compatibles con un grafo
G. Para comenzar, notemos que en el libro Acoplamiento e processos Estocdsticos, Ferrari y Galves [5]
definen a (X7, X5, ...) siendo una cadena de Markov con espacio de estados E si existe una funcién
F:E x[0,1] — E tal que para todo n > 2

X, = F(X;-1,U;)

con Uy, Us, ..., variables aleatorias independientes con distribucién U; ~ U[0, 1]. En tal caso, tenemos
que

Tenemos entonces que (X7, Xa, ... ) es ademds una cadena de Markov homogénea. De hecho, si utilizamos
funciones F; se preserva la propiedad Markoviana: sea F; : E x [0,1] — E y (X3, Xs, ... ) satisfaciendo

X, = F(Xi-1,U;) ,
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con Uy, Us, ..., iid., U; ~U[0,1]. Luego (X7, Xs,...) satisface la propiedad (3.2.5) con F; en lugar de
F'. Acabamos de dar una manera de construir distribuciones compatibles con el DAG presentado en el
Ejemplo 3.2.1. El siguiente resultado prueba que toda distribucién compatible con un DAG G puede ser
construida de esta manera.

Teorema 3.2.1. Sea (X,,,...,X,y) ~ P, siendo P una distribucion compatible con G. Entonces,

existen funciones H;(u,x; : v; € pag(v;)), con 0 < u < 1, y variables U; ~ U[0,1], 1 < i < n,
independientes de forma tal que las variables X; definidas mediante la recurrencia

Xvi = Hi(Ui,)A(vj v € pag(vi)) (3.2.6)
forman un vector con distribucion P: (Xl, e ,XN) ~ P. Mas ain, todo vector construido mediante

una recurrencia de la forma (3.2.6) y variables {U; : v; € V'} independientes, tiene una distribucion
compatible con G.

Demostracién: Sea R; C R el espacio donde toma valores la variable X,, (en el ejemplo de cadenas
de Markov (3.2.1), R; = E para todo 7). Las funciones H; pueden ser consideradas

H:01]x &) R;—Ri.
vj€pac(vi)

Para construir las funciones H;, consideremos la factorizacion de Markov dada en (3.2.4). Para
cada i, para cada {z; : v; € pag(v;)} con P(Nyepagw)Xe; = 7;) > 0, tenemos una distribucion
Pi(- | xzj : vj € pag(v;)) en el espacio R; definida por

P, (x| z;:v; € pag(v;)) = P (XW =z | Xy, =xj 105 € pag(vi)) )

Denotemos por H;(u,z; : vj € pac(v;)) a la funcién inversa generalizada de esta distribucién, de
forma tal que si U ~ U0, 1],

H,(U,zj:v; € pag(vi)) ~ P,( - | zj:vj € pag(v;)) . (3.2.7)

Sean {U; : 1 <14 < N} iid., U; ~ U[0,1]. Utilizando las funciones {H; : 1 <4 < N} construimos en
forma recursiva variables aleatorias X; de la siguiente manera

X’i = HZ(U“XJ Sy € pag(vi)) .

Las independencia de las variables U; y (3.2.7) garantizan que el vector (Xl, . ,X ~) tiene misma
distribucién que (X, ..., Xy):
P(XZ:Z’Z’X]:.TJ jgn—l) :P<HZ(U1,:UJUJEpag(vl)):xJXj:xJ j§71—1> =
P (H;(Uj,zj : vj € pag(vi)) = ;) = Py(z; | ;1 v; € pag(vi)) =
P (Xvi =z | Xy, =250 € pag(vi)) .
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3.3. Representacion DAG de una distribucion

Sea (X1, X2, X3, ..., Xy) un vector aleatorio con funcién de probabilidad P. Vamos a construir un
grafo Gp de forma tal que la distribucién P resulte compatible con GGp. Por cada variable X; pondremos
un nodo v;. Para construir el conjunto de flechas, estudiaremos la factorizacién de P. Notemos que

P(ZEl,l’Q,...,[En) = HP(Z’J | ZL’l,l’Q,...,ZEj_l).
J

Supongamos ahora que la distribucién de la variable X; condicional a sus antecesores (X1, ..., X;_1),
depende s6lo de un subconjunto de ellos, que denotaremos con PA; C {Xj,...,X,_1} y denominaremos
padres markovianos de X;. Pondremos una arista dirigida en G p entre v; y v; si X; € PA;. Tautolégi-
camente, tenemos P es compatible con Gp. El grafo resultante es un DAG y el par (G, P) se llama red
bayesiana.

3.4. Meétodos graficos
para estudiar independencias condicionales

De cierta forma, podemos pensar que un DAG es un modelo probabilistico indicando las condiciones
de independencia que las distribuciones deben satisfacer para pertenecer al modelo. Una forma posible
de caracterizar el conjunto de distribuciones compatibles con un DAG G es listar las independencias
(también condicionales) que cada distribucién debe satisfacer. Estas independencias se pueden ’leer’ en
el DAG utilizando un criterio gréfico llamado d-separacion [19] (d denota la direccién). Este criterio se
utiliza para conocer qué relaciones de independencia condicional son verificadas por las distribuciones
compatibles con el grafo GG, estudiando algunos de sus caminos. Para poder presentar los resultados
existentes en este sentido, necesitaremos introducir algunas definiciones relativas a estructuras que
pueden estar presentes en los caminos (no necesariamente dirigidos) de un grafo.

Configuraciones de los DAG’s

Definicién 3.4.1. Sea G = (V, E) un grafo aciclico dirigido. Consideremos un camino p, no necesaria-
mente dirigido.

» Cadena: diremos que el camino p tiene una cadena si incluye la siguiente estructura:

Uy — Uy — Vg

= Tenedor: diremos que el camino p tiene un tenedor con centro en v si incluya la siguiente estruc-
tura:

Uy < Vs > Uy

= Colisionador: diremos que el camino p tiene una colisionador (o tenedor invertido) en v, si incluya
la siguiente estructura:

Ve — Vg ¢ Vf

Definicién 3.4.2. (d-separacién) Un camino p en un DAG G se dird blogueado por un conjunto de
nodos Z = {z1,..., 2} CV si se verifica al menos una de las siguientes condiciones:
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= p contiene una cadena o un tenedor con centro en Z:
cadena: v; — z; — vy, con z; € £
tenedor: v; «— z; — vy, con z; € Z

= p contiene un colisionador de forma tal que ni él ni sus descendientes pertenecen a Z:
Ve — Uy «— Vg, con vy, & Z y de(vy) N Z = 0.

Cuando Z = () decimos que p estd bloqueado si tiene un colisionador.

Definicién 3.4.3. Dado un DAG G = (V, E), consideremos tres subconjuntos disjuntos de nodos W,
T y Z. Diremos que Z d-separa a los conjuntos W y T' si Z bloquea todos los caminos p que unen un
vértice de W con uno de T. Cuando Z = (), decimos que W y T estdn d-separados si todo camino p que
une un nodo de W con un nodo de 7' tiene un colisionador.

Notacién 3.4.1. (W ][]T | Z)g significa que W y T estan d-separados por Z en el grafo G. Dado
un vector aleatorio (X, : v € V) y un subconjunto W C V', denotamos con Xy al subvector cuyas
coordenadas pertenecen a W: Xy = (X : w € W). Si X = (X, : v € V) tiene distribucion P, la
independencia entre Xy y Xp serd denotada por (Xw [[ Xr)p, mientras que la independencia entre
Xw y Xr condicional a Xz se denotard mediante (Xw [[ X1 | X2)p.

El préximo resultado permite caracterizar cuando son independientes subvectores de un vector cuya
distribucién P es compatible con un grafo GG. La independencia de los subvectores estd garantizada por
la d-separacién de los respectivos nodos en el grafo.

Teorema 3.4.1. Sea G = (V,E) un DAG, W y T dos subconjuntos disjuntos de nodos en V. Sea
(Xoy, -, Xy,) un vector aleatorio con distribucion P compatible con G. Tenemos entonces que si
(WTIT)q, entonces (Xw [[ Xr)p, para toda P compatible con G.

Demostracién: Por el Teorema 3.2.1 sabemos que existen funciones {H; : 1 < i < N}, y variables
independientes U; de forma tal que las variables definidas por la recursion

X; = Hi(Ui7Xj :v; € pag(v;))

conforman un vector con distribucién P. Veamos entonces que X es independiente de Xr. Para ello,
notemos que X7 es funcién de las variables Uy y de {U; : v; € ang(T)} mientras que X es funcién de
Uw y de {U; : v; € ang(W)}, y por consiguiente, basta garantizar que {ang(T)UT} y {ang(W)U W}
son conjuntos disjuntos para tener la independencia deseada. Este hecho se deduce de la d-separacion
de los conjuntos T'y W en el grafo G. Afirmamos que

{ang(T)UT} N {an(W)gUW} =0 .

Siendo
{ang(T)U T} N{ancgW)UW} ={TNW}U{ancg(T)N W} U{anc(W)NT} U {ane(T) Nang(W)}
veamos que cada una de las intersecciones es vacia.

1. {TNW} =0 pues T, W eran disjuntos, por hipétesis.
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2. {ang(W)NT} = 0 pues si suponemos que existe un elemento en la interseccion, entonces 3j :
t; € ang(W) = 3 un camino dirigido entre ¢; y algin w; y esto es absurdo pues W y T' estdn
d-separados, entonces ningiin camino esta compuesto sélo por cadenas.

3. {ang(T) N W} = 0 por simetria con {ang(W)NT} = 0.

4. {ang(T)Nang(W)} = 0 porque si suponemos que existe un elemento en la interseccién, entonces
2z e ang(T)y z € ang(W), con lo cual hay un camino de un w; a un ¢; que tiene cadenas y un
tenedor en z, contradiciendo la d-separacién entre Ty W.

O

Esquematicamente, tendriamos
Wi

. |
T)

Figura 3.4.1: Las aristas punteadas significan caminos entre los ang(W) y ang(7T)

En realidad se puede demostrar que vale la reciproca del resultado anterior. Es decir, la independencia
para toda distribucién compatible con el DAG implica la d-separaciéon. Mas atun, el siguiente teorema
establece que la d-separacion codifica todos las independencias condicionales l6gicamente implicitas en
la factorizacién de Markov de cualquier P compatible con un DAG G. Una demostracién del siguiente
resultado puede verse en Verma & Pearl [25], o Geiger.[6].

Teorema 3.4.2. Sea G = (V, E) un DAG, W, T y Z tres subconjuntos disjuntos de nodos en V. Sea
(Xoys .-+, Xy,) un vector aleatorio con distribucion P compatible con G. Tenemos entonces que

(WHT | Z)e¢ & (XWHXT | Xz)p para toda P compatible con G .

Una de las ventajas de la utilizacién de redes bayesianas en el contexto causal, radica en la capacidad
para representar y responder a los cambios externos o intervenciones, mediante modificaciones en la
topologia de la red, como veremos en el préximo Capitulo. Ademads, utilizaremos resultados presentados
en el Teorema 3.4.1 y en el Teorema 3.4.2 para verificar las condiciones de identificabilidad requeridas
en el Capitulo 2, en lo referente a independencia o independencia condicional.



Capitulo 4

Modelo de ecuaciones estructurales (SEM)

4.1. Ecuaciones estructurales

Consideremos un conjunto con n variables aleatorias X = {X;, X5, ...., X,,}, algunas de las cuales
quizds no tenemos capacidad de medir. Supongamos que cada variable X; estd determinada por:

= un conjunto conocido de variables PA; C X — {X;}
» otra variable Uj, llamadas error, perturbacion o factor omitido, que no estd determinada por Xj,

de forma tal que (PA;,U;) y X, se relacionan deterministicamente por cierta funcién f;, de la siguiente
manera

La ecuacién 4.1.1 se la denomina ecuacion estructural.

4.1.1. Diagramas causales

Dado un vector X = (X1, Xs,...., X,,), satisfaciendo un sistema de de ecuaciones estructurales,
podemos construir un grafo asociado al sistema de la siguiente manera.

Definicién 4.1.1. Sea X = (X3, Xs,...,X,,), satisfaciendo un sistema de ecuaciones estructurales,
como en (4.1.1). Un diagrama causal serd un grafo con un nodo v; por cada variable X; y pondremos una
arista de v; a v; siempre que la variable X; pertenezca al conjunto de variables PA;. Ademds pondremos
aristas punteadas bidirigidas entre todos los pares (X, Xj) si sus respectivos errores (U;, Uj,) no son
independientes.

Observacion 4.1.1. Un diagrama causal es una representacion grifica del sistema de ecuaciones. No
asume nada con respecto a las funciones f; ni a la distribucion de las perturbaciones U;.

Definicién 4.1.2. Un diagrama causal en el que (a) no hay aristas punteadas bidirigidas, (b) el grafo
resultante es aciclico y dirigido y (c¢) toda variable que es un determinante comiin de otras dos variables
estd incluida en el conjunto X como variable del sistema se dice un DAG causal.

31
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4.2. Modelo de ecuaciones estructurales no paramétricas

Un sistema de ecuaciones estructurales asociado a un Grafo Causal se llama modelo de ecuaciones
estructurales no paramétricas(NPSEM). El modelo estd dado por el conjunto de funciones y la condi-
cién de independencia entre las coordenadas del vector U = (Uy,...,U,). Para ser més especificos,
consideremos la siguiente definicién.

Definicién 4.2.1. Un modelo causal M de ecuaciones estructurales no paramétricas (NPSEM) para
las variables X = (X, -, X)) asume que estas satisfacen un sistema de ecuaciones estructurales con
funciones {f; : 1 < i < n}, de forma tal que el diagrama causal asociado al sistema resulta un DAG
causal. Es decir, se asume la existencia de:

1. un vector aleatorio U = (Uy, Uy, ..., U,,) con coordenadas independientes, donde cada U; es llamado
error o perturbacién

2. un conjunto de funciones desconocidas deterministicas f;, de forma tal que las variables { Xy, ..., X, }
quedan definidas mediante la siguiente recursién:

Xj=fi(Xe, 0 X, Uj) (4.2.1)

de forma tal que en el DAG causal G asociado a {f; : 1 <i < n}, tenemos que

pac(vj) = {ve, ..., vs;}
En tal caso, decimos que las funciones { f; : v; € V'} son compatibles con G.

Denotemos con V; al conjunto donde toman valores las variables aleatorias asociadas al nodo v; y uti-
lizaremos U; para el conjunto de posibles valores de U;. Tenemos entonces que si pag(v;) = {vs, ..., vs, },para
cada z,, en Vs, , u; en U, fj(ycsl,xsﬁn,xsj,uj) € V;. Cada una de las funciones f; que aparece en la
ecuacion (4.2.1) representa un mecanismo por el cual se determina el valor de las variables de la izquier-
da (salida u output) a partir de los valores de las variables de la derecha: las variables precedentes
{ Xy, Xy, 1 vs; € pag(vj)} y la perturbacién Uj. La ausencia de una variable en la parte derecha de
una ecuacién codifica el supuesto de que la “naturaleza” omite esa variable en el proceso de determi-
nacién del valor de la variable de salida. Esta propiedad es de enorme utilidad y jugard un papel clave
en el contexto causal a la hora de determinar las variables factuales y contrafactuales, como veremos en
la Seccién 4.4.

Observacion 4.2.1. Un modelo M de ecuaciones estructurales no paramétricas tiene asociado un DAG
causal, y viceversa. Tenemos entonces la siguiente correspondencia

U={U,...,U,} independientes,

G=(V,E) <= M = { {fi:v; eV} compatible con G ,

4.3. Acerca de la notacion

Vamos a dedicar algunas lineas a una cuestién menor pero no por ello menos importante. Se trata
de la notacién que los diferentes autores emplean a la hora de trabajar con grafos y vectores aleatorios.
Nosotros, hasta el momento, hemos utilizado v; para denotar en forma genérica los vértices de un grafo
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G. Es decir, utilizamos V = {vy,...,v,} para denotar el conjunto de vértices de un grafo G = (V, E).
Por otra parte, los vectores aleatorios con los que hemos estado trabajando han sido denotados con
X = (Xy,...,X,), sabiendo que la coordenada X; del vector estd asociada con el nodo v; del grafo. En
adelante resultard de suma importancia enfatizar el caréter de la variable asociada al nodo. Por ejemplo,
en el Capitulo 2, L representa una variable pre tratamiento, A la variable que indica el tratamiento
recibido por cada individuo mientras que Y representa la respuesta observada en los individuos. La
variable A juega un papel diferente, en el sentido de ser factible a ser manipulada o intervenida. Es decir,
existen variables en las que podemos intervenir y otras que tan solo podemos observar. En el contexto
causal, esta diferencia es fundamental, ya que interesa la distribucion de las variable de respuesta bajo
diferentes intervenciones (la distribucién o algin pardmetro asociado a la distribucién de las variables
cotrafactuales Y,).

Los autores clésicos en el drea utilizan la misma letra para denotar al nodo y a la variable aleatoria
(factual) asociada. Cuando sea conveniente, adoptaremos esta notacién, con las aclaraciones necesarias
para evitar confusiones, como haremos en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 4.3.1. FEl sistema de ecuaciones estructurales

Z = fz(Uz)
X = fx(Z,Ux)
Y = fY(Xa UY)
tiene asociado el DAG causal
7 — X =Y.

La ausencia de la variable Z en los argumentos de fy transmite la afirmacion de que variaciones en
Z dejard a 'Y sin cambios, siempre y cuando las variables Uy y X se mantengan constantes. Es decir,
cada funcion es invariante a posibles cambios en la forma de las otras funciones.

4.4. Modelos intervenidos

Como empezamos explicando en la Seccién anterior, un supuesto clave que queda implicito en los
sistemas de ecuaciones estructurales es que la modificacién de una de las funciones (pensemos en la
correspondiente al nodo v;), altera los valores de entradas de las ecuaciones correspondientes a los
nodos descendientes de v;, pero no la forma de las funciones restantes.

Podemos pensar en un circuito eléctrico complejo con cajas negras, donde cada ecuacién representa
un mecanismo aislado de forma tal que la j-ésima caja recibe como entrada a (PA;,U;) y devuelve
X, habiendo operado seguin f;. Si intervenimos y reemplazamos una de las cajas negras por alguna
otra (cambiamos la ecuacién asociada al nodo), estariamos alterando el la salida de la misma y por
consiguiente, la entrada de las cajas conectadas con ella. Es decir no se estarfa alterando ninguna
ecuacién (mecanismos) que dicta el valor de la restantes variables, ni los valores de los errores (ya que
estdn determinados por factores fuera del sistema).

Recordemos que las variables contrafactuales representan respuestas en escenarios hipotéticos donde
se ha fijado el nivel de tratamiento a ser asignado en toda la poblacién. Estas variables serdn construidas
mediante los NPSEM intervenidos, donde reemplazamos las funciones que crean las variables asociadas
a la asignacion del tratamiento las constantes con la que pretendemos intervenir. En el NPSEM inter-
venido, las funciones correspondientes a los vértices de intervenciéon no dependen del valor de ninguna
otra variables del sistema, mientras que las demds funciones coinciden con las del sistema original. Es por
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ello que el DAG asociado al NPSEM intervenido es idéntico al DAG original, salvo por el hecho de que
todas las flechas que llegan a los vértices correspondientes a las variables intervenidas son eliminadas.

Definicién 4.4.1. Dado un modelo causal M (Definicién 4.2.1), un subconjunto de variables A =
{A;,..., A} C X asociado con los nodos v;,,...,v; y un posible valor @ = (a;,,...,a;) para el vector
A, el modelo intervenido Mz, se define por:

1. el mismo vector U = {Uy,...,U,} de perturbaciones que en el modelo M

2. un nuevo conjunto de ecuaciones, que coincide con las del modelo M excepto en lo que respecta a
los nodos correspondientes a las variables en las que queremos intervenir. Es decir, si {f; : v; € V'}
denota el conjunto de funciones asociadas al modelo M, las ecuaciones en Mz estdan dadas por
{f&:v; € V}, definidas por

f‘j@($517 Tso,...r msj'?uj) = fj(mslv'rSz,-.-a xs]wuj) si Uy ¢ Viyy vy Uy (441)

ff(ws17 Tsy,..s Tsyy Uj) = G5, 81 v; =0, para 1 <5 <1, (4.4.2)

recordando que
pac(vj) = {ve ..., v}

Notemos que las funciones en Mz resultan compatibles con el grafo G, siendo G el grafo que
se obtiene al eliminar en G todas las flechas que llegan a {v;,,...,v;}, los nodos asociados a las
variables del vector A. Esqueméticamente, podemos representar a la intervencién con

U={U,...,U,} independientes,
{ff:v, eV} definidas en (4.4.1) y (4.4.2)

GA S Ma:{

Notacién: Para cada realizaciéon u del vector de errores U, notamos el valor tomado por las va-
riables bajo el modelo M mediante Y),(u). Las variables construidas con el modelo M; se denotaran
indistintamente mediante Y}, o, para simplificar la notacién, utilizaremos :

Y(u) = Yy(u) (4.4.3)
Ya(u) = Y (u).

Yz representa el valor observado en cierta variables respuesta, tras haber intervenido. Es decir, Y5 es
una variable contrafactual, ya que representan respuestas observadas en mundos intervenidos.

Ejemplo 4.4.1. Consideremos un NPSEM para las variables (L, A,Y) donde, siguiendo la notacion
introducida en el Capitulo 2, L denota una covariable pre tratamiento, A representa el tratamiento
asignado a cada individuo mientras que Y es la respuesta de interés observada. Si pensamos que el DAG
asociado a estas variables estd dado por la figura 4.4.1 el modelo M propone la siquiente representacion
para las variables observadas

L= fr(U) (4.4.4)
A= fa(L,Uy) (4.4.5)
Y = fy(A, L, Uy) (4.4.6)

para ciertas funciones fr, fa, fy, y admite independencia entre las coordenadas del vector de per-
turbaciones U = {UL,Ua,Uz}. Para poder construir la respuesta contrafactual Y, en el sentido de la
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i

Figura 4.4.1: Grafo asociado al modelo M

Definicion 2.3.2 introducida en el Capitulo 2, consideremos el modelo M,, donde las variables aleatorias
se definen iterativamente, con las mismas perturbaciones U = {U,Ua, Uy} utilizadas para definir las
variables observadas, segun las ecuaciones (4.4.4)-(4.4.6), pero utilizando ahora las funciones

fL=1ru (4.4.7)
fi=a (4.4.8)
=1 (4.4.9)
compatibles con el grafo G, dado por la figura 4.4.2. La variable asociada al nodoY (ver la Seccion 4.3

\

A —-» Y
Figura 4.4.2: Grafo asociado al Modelo M,

donde se discute el abuso notacional nodo-variable) construida a partir de las funciones (4.4.7)-(4.4.9)
es la respuesta contrafactual Y,.

4.5. Conexién entre contrafactuales y sem

A lo largo del Capitulo 2, en el marco de las respuestas contrafactuales, estudiamos condiciones bajo
las cuales podiamos identificar el efecto medio del tratamiento. Los supuestos bajo los que identificamos
son los siguientes: consistencia, positividad e intercambiabilidad. De estas tres condiciones, la iinica que
se puede testear a partir de datos provenientes de un estudio observacional es la condicién de positividad.
Recordemos que, la misma establece que 0 < P(A = a|L = ¢) < 1, cada vez que P(L = ¢) > 0. En
el marco de las respuestas contrafactuales, las propiedades de intercambiabilidad y consistencia son
llamadas “primitivas”. En general, con este término haremos alusion a suposiciones que el investigador
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esta dispuesto a realizar en funcién del conocimiento especifico que tiene del sistema en estudio, sabiendo
que los datos no permitirdn avalar ni refutar estas suposiciones.

En el marco de SEM, las “primitivas” son las ecuaciones estructurales y la funcién de probabilidad
asignada a las perturbaciones. Es decir, el modelo M asume la existencia de funciones que dan origen
a las variables observadas, junto con la independencia de las perturbaciones. Luego, se construyen las
variables contrafactuales mediante los modelos intervenidos, como presentamos en la Definicién 4.4.1.
En este nuevo contexto, las condiciones de consistencia e intercambiabilidad condicional, o suposiciones
semejantes que permitan garantizar la identificabilidad del pardmetro causal de interés pueden ser
deducidas a partir de las primitivas impuestas por el modelo M. Discutiremos estos aspectos siguiendo
el trabajo de Pearl [20] , y por consiguiente, utilizando su notacién, tal como advertimos en la Seccién
4.3. Es decir, las letras maytisculas denotardn indistintamente tanto variables aleatorias como nodos en
el grafo.

Teorema 4.5.1. St M es un NPSEM asociado al DAG G, se tienen las siguientes propiedades:

1. Exclusion: Sea PAy el conjunto de padres de Y en el DAG G. Dado un conjunto W de nodos
disjuntos con {Y'} U PAy, tenemos que para todo valor pay de PAy yw de W

Y,

pay,w

=Y,

pay
2. Independencia: St PA; son los padres del nodo X; en el DAG G y

XJC = {Xj,paj = fj(pa;,U;) : con pa; variando entre todos los posibles valores para PAJ}

entonces
X X$, .. XS son mutuamente independientes.

La exclusién nos dice que, para cada nodo, el conjunto de padres incluye todas las variables que
son causa directa de la variable asociada a dicho nodo. Por lo tanto, fijando el valor de las variables
asociadas a los padres de un nodo, quedard determinado el valor de la variable asociada a dicho nodo,
salvo por la perturbacién correspondiente. Intervenir en cualquier otro nodo W no afectard al valor del
nodo correspondiente a la variable Y.

La propiedad de independencia se hereda de la independencia entre las perturbaciones: entre las
suposiciones hechas por el modelo M se inlcuye la independencia entre las coordenadas del vector
U = {U,...,U,}, y por consiguiente tenemos la independencia entre las correspondientes variables
contrafactuales. Esto se puede deducir observando que una vez que fijamos los valores de las vari-
ables en los nodos padres, la tnica fuente de aleatoriedad proviene del termino correspondiente a las
perturbaciones: X ,, = fj(pa;, Uj).

El préximo teorema resultara crucial a la hora de discutir la consistencia en este nuevo contexto:

Teorema 4.5.2. Composicion: Sea M un NPSEM asociado al DAG G. Dados X, Y, Z tres conjuntos
disjuntos de nodos, sean x, z valores arbitrarios que pueden tomar las variables X y Z. Se tiene entonces
la siguiente propiedad

SiLy=2=Y,,=Y,. (4.5.1)

La composicién afirma que en un mundo donde X se fija en x, si el valor tomado por Z,, la variable
asociada al nodo Z en este mundo, es z, entonces el valor de la variable asociada al nodo de Y en
ese mundo (Y,) serfa el mismo valor que tomarfa la correspondiente variable en un mundo en donde
interviniésemos para fijar X en x y Z en z.
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Lema 4.5.1. Las variables construidas mediante un NPSEM y un NPSEM intervenido permiten veri-
ficar la condicion de consistencia asumida en el contexto contrafactual, introducido en el Capitulo 2.

Demostraciéon: La composicién es vélida incluso tomando X = (). En tal caso tenemos que
Zy=2=Yp,=Yp, (4.5.2)
siendo Zy = Z, Yy = Y mientras que Yj , = Y,. Tenemos entonces que
siZ=z=Y,=Y, (4.5.3)

tal como querfamos demostrar. O

Como hemos visto en el Capitulo 2, diferentes nociones de independencia o independencia condicional
fueron necesarias para poder identificar pardmetros causales. Hemos comentado al inicio de esta Seccién
que, en el contexto de NPSEM tales condiciones pueden ser deducidas, como muestra el siguiente lema.

Lema 4.5.2. Consideremos el NPSEM con variables L, A,Y , introducido en el Ejemplo 4.4.1. Tenemos
entonces que vale la aleatorizacion condictonal:

.JJAIL.

Demostracién: Para demostrar que se verifica la aleatorizaciéon condicional, usaremos la propiedad de
independencia enunciada en el Teorema 4.5.1. En el presente contexto, la misma establece la indepen-

dencia entre
La Af: }/af 5

para cada posible valor /. Tenemos entonces que YagH {L, A;}, de donde podemos deducir que YagHAg |
L, siendo que

P(Yy =y, Ay =bL=1)
P(L=1)
_ PYa=y)P(Ar=b,L)
P(L=1)
=P(Yu =y)P(Ar=b| L =10)y como Yy [ [{L. A} = Vo] [L
=PYau=y|L=0PA=0b|L=1).

P(Y;M:yaAZ:b|L:£):

por independencia

Sea ¢ con P(L = {) > 0. Observemos que

1. a partir de los modelos M y M,, tenemos que L, = L,

2. por composicién (ver ecuacién (4.5.1)), L, = ¢ implica que Y,, = Y,, es decir, en el presente
contexto tenemos que en L = ¢, Yy, =Y,, siendo que L, = L,

3. por consistencia (Lema 4.5.1), tenemos que en L = ¢ vale que A, = A.
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Podemos concluir entonces que para todo ¢ con P(L =/¢) >0
Yu[[Adl L=t =Y,J[AIL=¢,

tal como querfamos demostrar. ]

El razonamiento efectuado a lo largo del Lema 4.5.2 admite importantes generalizaciones. En este
sentido, cabe mencionar el criterio del Back Door, que presentaremos en la Seccién 4.6. El mismo
permite dar condiciones graficas para garantizar la identificabilidad de la distribucién de variables
contrafactuales, asumiendo positividad.

Modelo contrafactual o NPSEM 7

A lo largo de esta Tesis hemos introducido dos manera posibles de abordar el problema causal.
El modelo contrafactual, introducido en el Capitulo 2, y los modelos de ecuaciones estructurales no
paramétricas (NPSEM). Cada uno de ellos presenta ventajas y desventajas, y no hay total consenso en
la comunidad cientifica en favor de uno de ellos. El hecho de partir de diferentes supuestos repercute
en el alcance de cada uno de los métodos. Ademds, NPSEM muchas independencias adicionales a las
necesarias para identificar pueden ser deducidas a partir de la independencia de las perturbaciones.

4.6. Back Door

Como mencionamos en la Seccién anterior, existe una herramienta grafica que permite determinar
en qué variables ajustar o condicionar para poder identificar la distribucién de la variable contrafactual
Y,.

Teorema 4.6.1. Back-Door (o de la puerta trasera) Sean A, L, Y tres conjuntos disjuntos de nodos en
el grafo G. Consideremos la intervencion en los nodos correspondientes A con el valor a. Supongamos
que se verifica la positividad y las siguientes condiciones:

1. ang(L)NA=10
2. L bloquea todos los caminos de la puerta de atrds que van de A a'Y, es decir,
(ALY [ L)a, ,
siendo G 4 el grafo que obtenemos al eliminar de G todas las flechas que salen de los nodos en A

Tenemos entonces que

P(Yz=y)=Y P(Y=y|L=(A=a)PL=1). (4.6.1)

La demostracién se encuentra en el libro de J Pearl [20] (Causality, pdgina 80). En la préxima
Seccién presentaremos una nueva demostraciéon de este resultado para el caso en el que la intervencién
se produce en un tnico nodo.

La idea detrds de este teorema es que los caminos dirigidos a lo largo de las flechas entre A e
Y transmiten relaciones causales entre A e Y, mientras que las rutas de acceso por la puerta trasera
contienen las asociaciones entre las dos variables que hacen que la medida de asociacién no sea igual a
la medida causal. Por lo tanto, el bloqueo de tales caminos, asegura que el efecto que se tiene a partir
de la distribucién de las variables observadas hace al pardmetro causal identificable.

El teorema de back door responde tres cuestiones:
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1. ;Existe confusién? La respuesta es afirmativa si existen caminos por la puerta de atréds entre el
tratamiento y la respuesta que no conseguimos bloquear con las variables medidas.

2. jPuede ser la confusién eliminada? Esto ocurre si todos los caminos por la puerta de atrds entre
el tratamiento y la respuesta pueden ser bloqueados usando variables medidas.

3. ;Qué variables son necesarias para eliminar la confusién? El Teorema 4.6.1 permite decidir qué
variables necesitamos medir para que todos los caminos por la puerta de atras entre el tratamiento
y la respuesta estén bloqueados por tales variables y podamos asi identificar la distribucién de la
variable contrafactual.

Ejemplo 4.6.1. El teorema de ajuste back door

Consideremos el grafo de la figura 4.6.1 que fue utilizado para ilustrar los modelos gréficos y sus
aplicaciones en epidemiologia por Greenland et al en [7]

N
L

Figura 4.6.1: A= indicador de polucién del aire, B=sexo, C=actividad bronquial, E=tratamiento anti-
histaminico, D=asma.

AN

Examinemos que variables satisfacen el criterio back door para el par (E, D), interviniendo en F.
A no satisface el criterio pues no bloquea el camino E,C, D

B no satisface el criterio por la misma razén

C' no lo satisface porque desbloquea el camino E, A, C, B, D

(A, C) si lo satisface y también el par (B, C)

Entonces podemos conlcuir que:

P(D.=d) =Y Y P(D=d|E=¢A=0a,C=c).P(A=0a,C=c)

=YY P(D=d|E=¢B=0b,C=c).P(B=b,C=c)
b ¢

Luego para identificar a P(D, = d),ademés de medir F y D, es suficiente observar A y C' o bien F
y C, pues ambos pares bloquean todos los caminos por la puerta trasera.
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4.6.1. Intervencion alternativa

Procuraremos en esta Seccién hacer una nueva propuesta para representar intervenciones, de forma
que con el nuevo sistema de ecuaciones podamos construir de manera simultdnea a la variable tratamien-
to y a la variable contrafactual, al menos cuando la intervencién se produce en un tinico nodo. Con esta
nueva construccién podremos demostrar que las condiciones del Teorema 4.6.1 garantizan las condiciones
de identificabilidad requeridas en el Capitulo 2, en lo que a aleatorizacién condicional respecta.

Sea A = A, la variable en la que queremos intervenir, asociada al nodo v;,. Dado un NPSEM M,
caracterizado por U y {f; : v; € V'}, el nuevo modelo Mygw, de intervencién estd conformado por la
mismas perturbaciones U que en el modelo original, mientras que en lugar de hacer constante la funcién
correspondiente al nodo v;,, propagaremos el efecto de la intervencién a través de sus hijos, poniendo
como entrada en los hijos del nodo v;, el valor a de la constante con la que deseamos intervenir. Mas
especificamente, sea G4 el grafo en el que eliminamos todas las flechas que salen del vértice A; =
v;,. El sistema de funciones asociado a la nueva intervencién resultard compatible con el grafo G4.
Ahora, al actualizar el valor de una variable asociada al nodo v; que requiera del valor de las variables
correspondiente al nodo v;,, es decir, si v;, € pag(v;), utilizaremos siempre el valor a. Tenemos entonces
la siguiente manera alternativa para representar una intervencién.

Definicién 4.6.1. Sea M un modelo causal de ecuaciones estructurales no paramétricas para las vari-
ables X = (Xi,...,X,), con funciones estructurales {f; : v; € V} y perturbaciones U = (Uy, Uy, ...U,,).

Dada la variable A asociada al nodo v;, y un posible valor a para la variable A, definimos Mygw,
siendo el NUEVO modelo intervenido, dado por:

1. el mismo vector U = {Uy,...,U,} de perturbaciones que en el modelo M (Definicién 4.2.1)

2. un nuevo conjunto de ecuaciones, que coincide con las del modelo M excepto en lo que respecta
a los nodos correspondientes a los hijos de la variable en la que queremos intervenir. Es decir, las
: NEWa . <
funciones { f; :v; € V'} estdn dadas por

a) el mismo vector U = {Uy,...,U,} de perturbaciones que en el modelo M (Definicién 4.2.1)

b) un nuevo conjunto de ecuaciones, que coincide con las del modelo M excepto en lo que
respecta a los nodos correspondientes a los hijos de la variable en la que queremos intervenir.
Es decir, las funciones { "V : v; € V} estén dadas por

fJNEWa — fj si Vi, g_f paG(vj) (462)
TV = fia, Ty gy, uy)  siov;, = vy, € pag(vy) -
siendo
pac(v;) = {vs;, .-, vs; }-

Notemos que las funciones en Mygw, resultan compatibles con el grafo G4, siendo G zel
grafo que se obtiene al eliminar en GG todas las flechas que salen de v;,, el nodo asociados a
la variable A. Esquematicamente, podemos representar a la NUEVA intervencién con

[ U={Uy,...,U,} independientes,
Ga — Mnewa = { {f"Ve:v; €V} definidas en (4.6.2) y (4.6.3).
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Notacién: Utilizaremos Y para denotar a las variables construidas utilizando el modelo Mygwq.
Es decir, tenemos

Y(u) = Y (u)
Ya(u) = Y, (u)
Ya(u) = YMNEWa(u)

Dando continuidad al Ejemplo 4.4.1, consideremos el grafo G con nodos (L, A,Y’). Las variables
asociadas al modelo M, M, y Mygw,., compatibles con G, G4 y G 4, respectivamente, estdan dadas por
los siguientes sistemas:

L= fu(Us) Lo = f(UL) L* = fu(UL) (4.6.4)
A= fA<L, UA) Aa = a A* = fA(La, UA) (465)
Y = fy(A LUy) Ye=fy(Au Li;Uy) Y= fy(a, L% Uy) (4.6.6)

Observar los grafos de las figuras 4.6.2, 4.6.3 y 4.6.4.

o

Figura 4.6.2: Grafo G asociado al modelo M

\

A - Y
Figura 4.6.3: Grafo Ggasociado al modelo intervenido segun Pearl M,

La ventaja esperada con la nueva forma de representar la intervencién radica en la capacidad de
representar a la variable tratamiento A, a la variable contrafactual Y, y a L mediante un mismo sistema
de ecuaciones, como se prueba en el siguiente resultado.
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/T\,

Figura 4.6.4: Grafo G4 asociado al modelo intervenido My gw,

Lema 4.6.1. Consideremos las variables construidas bajo M, M, y Mygw., introducidas en el Fjemplo
4.4.1. Tenemos entonces que Y, || A|L.

Demostracién: A partir de la construccién de los vectores (L, A,Y), (La, A, Ya) v (L%, A%, Y?), pre-
sentadas en (4.6.4)-(4.6.6), tenemos que

1. L=1°=L,,
2. Y, =Y*
3. A% = A.

Por otra parte, tenemos que L d-separa A de Y en G4 y por consiguiente, Y* [ A*|L®.
De las observaciones 1-3, concluimos que

v, JTAIL.

O

El resultado anterior puede ser generalizado sin mayor dificultad, en la medida que ang(L)NA =0y
L d-separe A de Y en G 4. Estas son las condiciones bajo las cuales el Teorema 4.6.1 demuestra que vale la
identificabilidad. Siguiendo el abordaje presentado en el Capitulo 2, habiendo probado que las primitivas
asociadas a los NPSEM permiten deducir la condicién de consistencia, si vale la positividad, resta
verificar la aleatorizacién condicional para identificar la distribucién de las respuestas contrafactuales. El
siguiente resultado prueba que bajo las condiciones del Teorema 4.6.1 vale la aleatorizacién condicional.

Teorema 4.6.2. Sea M un NPSEM que deseamos intervenir en un unico modo A con el valor a.
Consideremos las variables construidas bajo M, M, y Mygw,.. Bajo las condiciones del Teorema 4.6.1,

tenemos que
Y. JTAIL.

Si ademdas se verifica la condicion de positividad también obtenemos la formula (4.6.1) para identificar
la distribucion contrafactual.

Demostracion: Los siguientes hechos se deducen de la construccién de M, y M® a partir de M:
1. Siang(L)N A =0, entonces L = L* = L,.

2. A = A° Es en este punto donde utilizamos que la intervencién se produce en un tunico nodo.
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3. Y, =Y

Luego, para verificar la independencia condicional, basta ver que Y* es independiente de A% dado
L°. Estas variables han sido construidas bajo el modelo M*® y, por construccion, su distribucién es
compatible con la del grafo G 4. Como en este grafo tenemos que L d-separa A de Y, vale que

& | NI

y por consiguiente, Y [[ A|L, como se queria demostrar. La férmula 4.6.1 se deduce del Lema 2.5.1.
O
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