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Resumen

La idea del trabajo es mostrar que el movimiento browniano no ajusta adecua-

damente a algunos indices de mercado y presentar a las distribuciones de Lévy
como aquellas que modelan la parte central de la distribucién de dichos indices.
Dado que estas distribuciones tienen varianza infinita para todos los casos sal-
vo para la distribucién normal, se proponen los Vuelos Truncados de Lévy para
resolver este problema. Estas distribuciones coinciden con las distribuciones de
Lévy en la parte central de los datos y luego se anulan o tienen decaimiento ex-
ponencial.
El primer capitulo es una introduccién donde se presenta el problema y se cuenta
la historia del mismo. En el segundo capitulo se presentan los conceptos de pro-
cesos estocdsticos, movimiento browniano y movimiento browniano geométrico.
Se explica el motivo por el cual se propuso este tiltimo como modelo para des-
cribir la evolucién de los indices de mercado y se muestra que este modelo no
ajusta bien a los indices de mercado que se estudian en este trabajo. En el tercer
capitulo se presentan las distribuciones estables y las distribuciones de Lévy. Se
identifican los pardmetros de éstas distribuciones que seran necesario estimar y
se presentan las propiedades que serdn ttiles para el objetivo de este trabajo:
estimar los pardmetros de las distribucién de Lévy que mejor ajusta a los indices
de mercado presentados. También se presentan los Vuelos Truncados de Lévy
que son distribuciones cercanas a las de Lévy pero que difieren en las colas de la
distribucién. En el capitulo cuatro de dan conceptos de estimacién no paramétrica
de la densidad ya que se hard uso de estos conceptos al momento de la estimacion
de los pardmetros. Finalmente en el capitulo cinco se estiman los pardmetros de
la distribucién de Lévy que mejor ajusta a la parte central de la distribucién de los
datos y se presenta una heuristica que mejora la estimacién de dichos pardmetros.
En el capitulo seis presentamos nuestras conclusiones.
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Capitulo 1

Introduccion

Los mercados financieros son sistemas complejos con muchos elementos inter-
nos que interactian entre si. La dindmica de estos mercados es dificil de entender
no s6lo por la complejidad de dichas interacciones sino por la cantidad de factores
externos que acttian sobre dichos mercados. Debido a que la naturaleza de estas
interacciones es desconocida como asi también la forma en que los factores exter-
nos act tan sobre ellos, se puede tratar de comprender las leyes que gobiernan
los mercados financieros a través de estudios empiricos de ciertos observables
(precios de transaccién, el volumen negociado, la frecuencia de negociacion, los
valores de los indices de mercado) que se generan a partir de dichas interacciones.
Estos estudios pueden tomarse como punto de partida para la comprension de
las leyes empiricas que gobiernan los mismos. El primer modelo para estudiar
el cambio de precios fue presentado por Bachelier en 1900 en su tesis doctoral
titulada "Teoria de la especulacién"donde tiene como director a Poincaré. En este
trabajo Bachelier propuso modelar el cambio de precios de ciertos activos finan-
cieros por un proceso estocdstico Gaussiano (un movimiento Browniano). Este
modelo es natural si se considera que el cambio de precios es el resultado de
muchos schocks independientes, los cuales conducen, por el teorema central del
limite, a una distribucién gaussiana de los mismos. Sin embargo existen estudios
empiricos de las series de algunos de los indices de mercado mds importantes que
muestran que en intervalos cortos de tiempo la funcién de densidad asociada tie-
ne una curtosis mas grande que la dada por la distribucién gaussiana [3]. A pesar
de este hecho empirico, en teoria de finanzas se supone que los retornos tienen
distribucién Gaussiana debido a la simplificacién que se obiene en los célculos
analiticos y a que es uno de los supuestos de la clasica férmula de Black and Scho-
les para el precio de opciones. Para dar una idea del aporte realizado por Bachelier
observemos que el modelo de Black and Scholes, considerado como un hito en
la teoria de precios de opciones, fue publicado en 1973, es decir, 70 afios después
del trabajo de Bachelier. La propuesta inicial de Bachelier pronto fue reemplazada
por un modelo en el cual el stock de precios sigue una distribuciéon log normal
(un movimiento Browniano geométrico)[2], esto es, la diferencia del logaritmo
de los precios entre un tiempo ¢t y t — 1 (proceso conocido como retorno) sigue
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8 CAPITULO 1. INTRODUCCION

una distribucién Gaussiana. Este modelo s6lo da una primera aproximacién a lo
que se observa en los datos reales, por esta razén varios estudios se realizaron en
funcién de lo observado en estudios empiricos. Entre los modelos propuestos el
mads revolucionario en la teoria de precios especulativos desde el trabajo inicial de
Bachelier fue el de Mandelbrot[4]. El estudi6 variable estocastica conocida como
retorno 7, definida como la diferencia del logaritmo de dos indices de precios
consecutivos. Es decir, definimos 7,;; como

log(ltw) - log(It)

-1 It+At
= og It

donde At es la diferencia, en minutos (también la llamaremos escala temporal),
entre dos mediciones del indice. El observé que no solo el proceso estocastico
de los retornos no es Gaussiano, sino que este proceso muestra otra propiedad
interesante: el escalamiento del tiempo. Esto es, que la distribucién de los retornos
para varias elecciones de At tienen formas funcionales similares. Motivado por

VAt

i) las colas pronunciadas
ii) la forma funcional estable para diferentes escalas de tiempo

Mandelbrot propuso que el logaritmo del cambio de precios sigue una distri-
bucién estable de Lévy[5]. Estas distribuciones surgen de la generalizaciéon del
Teorema Central del Limite y tienen propiedades interesantes. Veremos que es-
tas distribuciones son estables: si sumamos variables aleatorias independientes e
idénticamente distribuidas con distribucién de Levy de pardmetro «, obtenemos
una variable aleatoria con distribucién de Levy con el mismo pardmetro a.

Mantegna y Stanley [3] estudiaron el comportamiento de ciertas series eco-
némicas. Ellos estudiaron el indice S&P 500 analizando entre 10° y 107 datos
(en contraste con el trabajo de Mandelbrot que estudié aproximadamente 2000
puntos). Ellos observaron que esta serie podia ser descripta por un proceso no
Gaussiano donde la parte central de la distribucién corresponde a un proceso
estable de Lévy no Gaussiano pero el comportamiento asintético de la distribu-
cién muestra un decaimiento maés rapido que el que presenta una distribucién de
Lévy. Veremos que las distribuciones estables de Lévy estdn caracterizadas por
una funcién de densidad que tiene un comportamiento asintético que obedece a
una ley potencial. Méas aun, la funcién de densidad puede aproximarse por

4

nxa+1

fx) =

rl+a) sin(nz_a)

Esto nos esta diciendo que los procesos estables de Lévy tienen varianza infinita
para valores de & < 2 Por este motivo otros modelos se han propuesto para
resolver este problema. Mostramos que este problema puede evitarse conside-
rando que la evolucién temporal de los mercados financieros estdn descriptos
por los Vuelos Truncados de Lévy (TLF)[6], procesos cuya parte central coincide



con una distribuciéon de Lévy y sus colas son nulas o, en algunos casos, tienen
decaimiento exponencial. El objetivo de este trabajo es mostrar que la distribu-
cién de alguno de los indices de mercado no es compatible con la dada por un
movimiento browniano. Mostraremos que la distribucién de Lévy ajusta mejor a
la parte central de esta distribucién y presentaremos a los TLF como modelo para
resolver al problema de la infinitud de los segundos momentos. Para estudiar lo
anterior trabajaremos con indices de mercado correspondientes a cinco paises:

= MERVAL
MEXBOL

BOVESPA

IPSA

S&P 500

Analizaremos la variable estocdstica conocida como retorno r,;;, definida co-
mo la diferencia del logaritmo de dos indices de precios consecutivos. Es decir,
definiremos 7, como

log(Itsar) — log(Iy)
log (It+At )
Iy
donde At es la diferencia, en minutos entre dichos indices (también la llamaremos
escala temporal) y estimaremos los pardmetros de la distribucién de Lévy que
proponemos para ajustar a la parte central de los datos (el exponente caracteristico
@'y y). La organizacion del trabajo serd la siguiente: en el primer capitulo daremos
algunos conceptos de medida y de procesos estocésticos. En el segundo capitulo
presentaremos las distribuciones de Levy, conceptos de estabilidad y mostraremos
en forma empirica que las distribuciones de Lévy ajustan mejor a la parte central
de las distribucién de los datos que un movimiento browniano. Presentaremos
ademas los TLEF. En el tercer capitulo daremos algunos conceptos de estimacion
de funciones de densiadad ya que lo necesitaremos para estimar el parametro que
caracteriza a las distribuciones de Levy. En el cuarto capitulo analizaremos varios
indices de mercado estimando los pardmetros de la distribucién de Levy que mejor
aproximan a los mismos. Por tltimo presentaremos una apéndice con conceptos
béasicos de probabilidades y estadistica que se necesitaran para la comprensién de
los temas planteados y un anexo con algunas demostraciones.

VALt
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Capitulo 2

Modelizacion del precio de los
activos financieros

Cuando se analiza una variable que modela la evolucién temporal del precio,
del volumen o nimero de transacciones de un activo financiero, se observa que
el comportamiento de la misma corresponde al de un proceso estocastico ya que
su valor cambia en el tiempo en forma incierta. En este capitulo daremos algunos
conceptos estadisticos que nos servirdn para modelar el precio de los activos
financieros.

Casi todos los modelos del precio de los activos financieros asumen como
validas las hipétesis de mercado eficiente. Estas afirman que la mejor prediccion
para el valor de un activo mafiana es utilizar el valor que tuvo hoy. El tinico factor
que afecta a los precios es la llegada a los mercados de nueva informacién, es decir,
los mercados responden inmediatamente a cualquier informacién adicional sobre
el activo. Como se supone que esta informacién llega aleatoriamente, el cambio
de los precios también debe ser aleatorio. Como medida del cambio en el precio
de los activos consideraremos, en un principio para una mejor comprension del
problema, lo que llamaremos retorno

(t + At) — S(t)
S(t)

r(t) = 5

donde S(t) es el precio del activo al tiempo t y At es el incremento en el tiempo.
Si consideramos un pequefio incremento en el tiempo dt, el precio del activo

cambiard de S(t) a S(t) + dS(t) (que lo llamaremos 4S). ;Cémo cambiara el retorno

das . :
??. El modelo comunmente utilizado surge de descomponer este cambio en dos

términos. Uno deterministico que indique el retorno obtenido por la inversién
realizada (como si fuese una inversion sin riesgo), y uno aleatorio que modele el
cambio del precio del activo debido a factores externos.

La contribucién del primer término al retorno estd dada por ut, donde u es
una medida de la tasa de crecimiento promedio del precio del activo (1 puede
ser una constante o, en modelos mas complejos puede ser funcién de S y de t). El
segundo término esta representado por una contribucién aleatoria, cdW, donde

11



12 CAPITULO 2. MODELIZACION DE ACTIVOS

dW es un movimiento browniano (que veremos mds adelante) y o es un ntiimero
llamado volatilidad, que mide el desvio estandar del retorno.
De esta forma el retorno queda modelado por la siguiente ecuacién estocastica:

d
?S = ut + odW o dS = uSt + oSAW
Notemos que atin no hemos aclarado el rol de dW. Para ello necesitamos definir
procesos estocdsticos y algunos conceptos relacionados a ellos.

2.1. Procesos estocasticos

Definicién 2.1. Un proceso estocdstico es una familia de variables aleatorias
X(t, w) que evolucionan en el tiempo, donde w pertenece a un espacio muestral
y t € T C R. Este conjunto se denotara

{(X(t,w), teT, weQ}

Observacion 2.1. Para un t € T dado, X(t, w) = X;(w) es una variable aleatoria.
Para un w € Q, X(t, w) es una funcién de ¢, ya no es una variable aleatoria. A esta
funcién la llamaremos una realizacién, trayectoria o funcién muestral.

De ahora en més no escribiremos explicitamente el argumento w en la funcién
X(t, w). El proceso estocéstico se denotard

{X(t), t€T}osimplemente X(t)

2.2. Clasificacién de los procesos estocasticos

Existen cuatro tipos diferentes de procesos estocasticos. Esta clasificacion de-
pende del tipo de conjunto que sean tanto T como Q

Definicién 2.2. Un proceso estocdstico se dice que es de tiempo discreto si el
conjunto T es una sucesion finita o infinita de valores. Es de tiempo continuo si el
conjunto T es un intervalo.

Definicién 2.3. Hemos dicho que para un t dado, X(t) es una variable aleatoria.
Al conjunto de valores que puede tomar esta variable aleatoria lo llamaremos
espacio de estado del proceso estocdstico y lo denotaremos como Qx. Si este
conjunto es finito o infinito numerable (respectivamente, infnito no numerable) el
proceso estocastico se dird que es de estado discreto (respectivamente, de estado
continuo).

Ejemplo 2.1. Un ejemplo cladsico de proceso estocéstico son los paseos al azar.
Supongamos que una particula a tiempo cero estd en el origen. En cada unidad
de tiempo t se lanza una moneda. Si sale ceca (respectivamente, cara) la particula
se mueve una unidad a la derecha (respectivamente, izquierda). Consideramos la
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variable aleatoria X, que indica la posicién de la particula después de n tiradas
de la moneda. Este es un ejemplo de proceso estocéstico de tiempo discreto y de
estado discreto ya que T = Ny Qx = {+ 1, £ 2,...}. Una forma de esquematizar
este proceso lo muestra la figura 2.1.

Figura 2.1

Ejemplo 2.2. Un modelo simple del precio de un activo financiero. Este es otro
ejemplo de paseos al azar para tiempos discretos y espacio de estado continuo.
En este ejemplo el precio inicial de un activo financiero es X, y en cada periodo
el precio del activo puede cambiar a uno de dos valores posibles d y u, con la
condiciéon que 0 < d < 1 < u, de manera que dX, represente una disminucién
en el precio del stock cuando pasamos al préximo periodo y uX, represente un
aumento en el precio del mismo. Es decir podemos pensar que el activo tomara
valor u con probabilidad p y tomaréa valor d con probabilidad 1 — p. Para t = 2 el
precio del activo serd

Xo(u,u) = u?X,
Xo(u,d) udX,
Xo(d, u) udX,
Xo(d,d) = d*X,

En este caso la variable aleatoria X;(w) es el valor del activo a tiempo t.

Ejemplo 2.3. Otro ejemplo podria ser observar el precio de un activo financiero
en tiempos fy, ti, ..., t, que s6lo puede tomar valores entre X, y X,,. En este ejemplo
Q = [Xy, Xu] y Xi(w) = w; donde w; es el valor del activo en tiempo ¢.
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Ejemplo 2.4. Proceso estocastico de tiempo continuo. Un ejemplo sencillo de este
tipo de proceso es el definido por

X(t)=Yt parat>0

donde Y es una variable aleatoria que tiene una distribucion arbitraria.

2.3. Funcién de distribucion

Definicién 2.4. La funcién de distribucién de orden k de un proceso estocéstico
X(t) es la funcién de distribucién conjunta del vector aleatorio (X(t), ..., X(f)). Es
decir

F(Xl, v, Xio by, .., tk) = P[X(tl) <X, -, X(tk) < tk]

Definimos, para el caso discreto, la funcién de masa de probabilidad como
p(x1, .o, Xis 111, ., i) = P[X,, = x1, .0, Xy, = Xi]

y, para el caso continuo, la funcién de densidad de orden k como

k

=—F(xq, ..., x5, t1, ..., t
0x1...0xx (a ko 0

f(xl, ceey Xk; tl, ceey tk)

cuando la derivada existe.

Ejemplo 2.5. En el ejemplo 2.2 la funcién de distribucién para el caso t =2 es

p? six = u?X,

PX,=x)={ 2r(1-p) six =udX,
(1-p) six=d?X

2.4. Momentos de un proceso estocastico

De la misma forma que la media y la varianza nos permiten caracterizar, por lo
menos parcialmente, variables aleatorias, los momentos de un proceso estocdstico
nos permitirdn caracterizar a los mismos. Para ello definimos

= Media del proceso
Ur = E(X;)

= Autocorrelacion del proceso en el punto (¢4, ¢,)
Rx(t1, t2) = E(X(t1)X(t2))
= Autocovarianza del proceso en el punto (4, )

Cx(t,t2) = E(X(t1)X(t2)) — pe, e,
Cx(ti,t2) = Rx(ti,t2) — e M,
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= Coeficiente de correlacion del proceso en el punto (¢4, t2)

Cx(t1, t2)
VCx(t1, t1)Cx(f, 1))

px(ti, tr) =

Observacién 2.2. En el contexto de procesos estocasticos usamos el prefijo auto
para indicar que la funcién es calculada para dos variables del mismo proceso
estocastico.

Observacién 2.3. La varianza del proceso se define como
Var(X(t)) = Cx(t, 1)

Dos propiedades importantes que se necesitardn para definir un movimiento
Browniano son las siguientes:

2.5. Independencia y estacionaridad

Definicién 2.5. Un proceso estocéstico {X(t), t € T} se dice que tiene incrementos
independientes si las variables aleatorias

X(ty) = X(t3) vy X(t2) — X(t1)
son independientes V t; < t, <t3 <ty

Definicién 2.6. Un proceso estocastico {X(t), t € T} se dice que tiene incrementos
estacionarios si las variables aleatorias

X(ta +5) = X(ti +s) y  X(t2) = X(t)
tienen la misma funcién de distribucién para todo s

Definicién 2.7. Un proceso estocdstico se dice que es estacionario de primer orden
si su funcién de distribucién es invariante en el tiempo. Es decir, si cumple que

F(X(t) = FX(t+ k) Vk

Definicién 2.8. Un proceso estocdstico se dice que es estrictamente estacionario
si la funcién de distribucién conjunta de un conjunto de r variables aleatorias es
invariante bajo cambios del origen, es decir

F(X(t), X(t2), ..., X(t,)) = F(X(t1 + k), X(t2 + k), ..., X(t, + k))
para todo ry k.

Algunas veces esta definicién es considerada muy estricta. Por eso, daremos
una definicién menos restrictiva.
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Definicién 2.9. Un proceso estocéstico se dird débilmente estacionario si cumple las
siguientes condiciones:

= E{X(#)} = p, es decir, la esperanza del proceso no depende del tiempo.

= Lafuncién deautocorrelacion R, (t1, t2) = E{X;(t)Xx(t)} cumple que Rx(t1, t2) =
R(7) es una funcién de © = t, — t; (es decir, depende de la longitud del inter-
valo) donde

E(X()X (1)) = f f 1 £, 20 bibs) dads

= E{X*(t)} = R(0), es decir la varianza del proceso Var(X(t)) = R(0) — y? no
depende del tiempo.

2.6. Escala de tiempo o memoria del proceso

Centraremos nuestra atencién en la clase de memoria temporal de un proceso
estocdstico. Si el proceso estocdstico es estacionario vamos a considerar como
medida de la memoria del tiempo a la integral de la funcién de autocorrelacion.
Esta integral podra tomar los siguientes valores:

oo finita
f R(t)dt = 00
0 indeterminada

= Silaintegral es finita, existe una memoria temporal 7. llamada la correlacién
temporal del proceso. En este caso podemos decir que la correlacién estd
presente hasta 7° y que no hay correlacion para 7 > 7%, donde 7* es el 4rea
bajo la funcién de autocorrelacion

= Sila integral es infinita nos dice que es imposible elegir una escala temporal
que nos permita separar un régimen donde las variables estan correlaciona-
das, de otro donde las variables son independientes de a pares.

Ejemplos:
Casoa) R(t) =™+

Caso b) R(7) = e_%
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Casoc)R(t) ~111.Si0<n<1

(o)
f 17 dtr = o0
f

Definicién 2.10. Los procesos estocdsticos caracterizados por una funcién de
autocorrelaciéon como las del caso c), es decir aquellas donde la integral de la
funcién de autocorrelacion es oo, se dice que tienen correlacion de rango largo o que
son fuertemente dependientes.

Definicién 2.11. Los procesos estocdsticos caracterizados por una funcién de
autocorrelaciéon como las del caso a), es decir donde la integral de la funcién de
autocorrelacion es < oo, se dice que tienen correlacion de rango corto.

2.7. Movimiento Browniano

El movimiento browniano es un movimiento irregular que se observa en algu-
nas particulas microscépicas que se hallan en un medio fluido (por ejemplo polen
en una gota de agua). Recibe su nombre en honor al botanico Robert Brown quien
lo describe en 1827. En realidad en 1785, el mismo fenémeno habia sido descripto
por Jan Ingenhousz sobre particulas de carbén en alcohol, sin embargo el des-
cubrimiento del movimiento browniano se atribuye tradicionalmente al botanico
Robert Brown.

El primero en describir matematicamente el movimiento browniano fue Thor-
vald N. Thiele, un astréonomo danés en 1880, en un documento sobre el método
de los minimos cuadrados. Fue seguido por Louis Bachelier en 1900 en su tesis
doctoral "La teoria de la especulacién”, en la que se presenta un anélisis esto-
castico del mercado de opciones. Sin embargo, fue el estudio independiente de
Albert Einstein en su articulo de 1905 (Uber die von der molekularischen Theorie
der Warme geforderte Bewegung von in ruhenden Fliissigkeiten suspendierten
Teilchen/ Sobre el movimiento requerido por la teoria cinética molecular del calor
de pequefias particulas suspendidas en un liquido estacionario) el que mostré
la solucion a los fisicos, como una forma indirecta de confirmar la existencia de
atomos y moléculas. Muchas propiedades de este tipo de procesos fueron dadas
por el matemético americano Norbert Wiener en a partir de 1918. A continuacién
daremos un acercamiento al tema.

2.7.1. Movimiento browniano como limite de paseos al azar

Supongamos que tenemos un paseo al azar como el descripto en el ejemplo 2.1.
En este ejemplo, considerdbamos un proceso estocastico de tiempo discreto y de
espacio de estado discreto. Nosotros podemos “acelerar el proceso” en el siguiente
sentido: podemos pensar que los desplazamientos de la particula se hacen cada 6
unidades de tiempo y que la distancia recorrida por la particula es de ¢ unidades
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ya sea a la derecha o a la izquierda segtin corresponda (de acuerdo a si sali6 cara o
ceca en el lanzamiento de la moneda). La idea es tomar limite cuando 6 y ¢ tienden
a cero, de esta forma la trayectoria de la particula convergerd a una trayectoria
continua (en las dos variables). Sin embargo hay que tener cuidado ya que ¢ y 6
no pueden tender a cero en forma independiente uno del otro, porque si asi fuera,
la varianza del proceso limite podria ser igual a cero o a infinito lo que careceria
de interés.

Supongamos que X(t) denota la posicion de la particula a tiempotyent =0
la particula se encuentra en el origen, es decir X(0) = 0. Sea N el ntimero de
desplazamientos a la derecha que la particulo hizo luego de las primeras n tiradas
dela moneda. De esta f(l)rma N es una variable aleatoria con distribucién Binomial

de pardmetrosny p = 5

Podemos pensar que la posicién de la particula después de n6 unidades de
tiempo estd dada por
X(nod) = 2N —n)e

Observemos que si los desplazamientos han sido todos hacia la derecha, de
manera tal que N = n, entonces tenemos que X(nd) = ne. De la misma forma, si
todos los desplazamientos fueron hacia la izquierda (N = 0) entonces obtenemos
que

X(nod) = —ne

Dado que la particula se mueve tinicamente para t = 9, 29, ... podemos pensar

que la posicién de la misma a tiempo ¢ estd dada por

X(t) = X([é] (S) paratodot >0

1
donde [ | denota la parte entera. Dado que N ~ Bi (n, E) tenemos que

E (X(no))

1
(an—n)e:O

1
Var (X(nd)) = 452\/ar(1\1)=452nZ

= ne?

Por lo tanto,
t
Var (t) |i=ns = 582
vemos que ¢ debe tender a cero ala misma velocidad que 6, porque de lo contrario,
la varianza seria infinita. Podemos suponer que existe una constante o > 0 que
cumple que
¢ = o Vo, es decir, €2 = 626

Luego, cuando 6 — 0 tenemos que

EX({t) = 0

Var(X(t)) — o*t cuandod -0 yV¥t>0
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Vimos que X(n6) es una variable aleatoria con distribucién binomial. Por lo lo
tanto podemos aproximarla por una variabla aleatoria normal (ver seccién 7 del
apéndice estadistico). Luego tenemos que

P(X(nd) < x) = P(N (O,nez) < x)
y, tomando limite cuando 6 — 0 tenemos que
P(W(t) < x) = P(N(0,0%) < x)

donde
W(t) = %inolX(t)

Definicién 2.12. Un movimiento Browniano o un proceso de Wiener {W(t),t > 0}
es un proceso estocastico definido sobre un espacio de probabilidad (€, F, P) que
cumple que:

i) W0)=0

ii) {W(t),t > 0} tiene incrementos estacionarios e independientes
iii) W(t) ~ N(0, o%t)

Observaciones:

» Si definimos

W(t)
o
obtenemos un proceso estocdstico cuya varianza es

B(t)

Var(B(t)) =t

Este proceso estocéstico se llama Movimiento Browniano Standard
= Podemos reemplazar la condicién iii) por
W(t +s) — W(t) ~ N(0,0%s) Vs, t>0

De esta forma no es necesario pedir que el proceso tenga incrementos esta-
cionarios ya que sale de esta nueva condicion.

» Funcién de autocovarianza de un proceso de Wiener

Cwitt+s) = CIN(EH),W(t+s)
= CW(B), W)+ W(t+s)— W (D)
= CIW®), W) +CW B, W(t+s)— W ()
C(W(), W ()

= ot
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ya que las variables aleatorias W () y W (t +s) — W (t) son independientes
Vt,s > 0. Dado que la funcién de autocovarianza depende de t y no de la
longitud del intervalo, el proceso de Wiener W(t) no es estacionario, por lo
menos en sentido débil. Lo que es estacionario son los incrementos.

Definicién 2.13. Movimiento browniano con pardmetros (también conocido como
movimiento browniano con desplazamiento)

Llamaremos proceso estocdstico X con pardmetros (u,0%) a aquel que estd
descripto por la ecuacién
X(t) = X(0) + ut + cW(t) paratodot

donde W(t) es un proceso de Weiner, u y o # 0 son constantes reales. Notemos
que, dado que E[W(t)] =0y Var[W(t)] = ¢

E[X(D)] X(0) + ut
Var[X()] = o°t para todo ¢

Esto muestra que la esperanza y la varianza del proceso crecen linealmente con t.

2.7.2. Movimiento browniano geométrico

Observemos que un movimiento browniano puede tomar valores negativos.
Entonces es discutible utilizar este modelo para describir la evolucién del precio de
una accioén en el tiempo. Por eso utilizaremos el llamado Movimiento Browniano
Geométrico en donde el logaritmo del precio de una accién sigue un proceso de
Wiener.

Sea {X(t),t > 0} un proceso de Wiener con pardmetros i y o (supongamos que
X(0) =0),y sea

S(t) =e*®  parat>0

Tomando logaritmos tenemos que
In (S (£)) = X(#)

y de esta forma, para un ¢ fijo, In (S (t)) ~ N (ut, 0*t).

Diremos entonces que S(t) sigue un movimiento Browniano geométrico. No-
temos que S(t), para un t fijo, tiene una distribucién lognormal con pardmetros pt
y 0°t. Esto significa que la funcién de densidad de S(t) sera:

(In(y) — pt)”
20°t paray >0

fso ) = ——ee
O \2mo?ty

Observaciones:
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= Elespacio de estado de un movimiento browniano geométrico es el intervalo
(0, ) . Esto sale de la definicion de S(t) y por eso es usado en finanzas para
modelar el precio de las acciones.

= Se puede generalizar la definicién dada anteriormente, considerando
S(t) = S(0)eX  parat >0

donde S(0) es una constante positiva que indica el valor del procesoen t = 0.
El valor de S(0) podria ser aleatorio.

2.8. (Por qué el Movimiento Browniano Geométrico
no modela adecuadamente a la variable retorno?

El modelo mds comunmente utilizado para modelar indices de precios es
el movimiento browniano geométrico. Sin embargo, cuando se trabaja con los
datos, se observa que las distribuciones empiricas son leptoctrticas! (con curtosis
mayor que la distribucién Gaussiana). Es decir, el comportamiento empirico no
corresponde al caso planteado teéricamente. Mostraremos esto estudiando varios
indices de mercado.

!El coeficiente de curtosis mide cuan ‘puntiaguda’ es una distribucién respecto de la distribu-
cién normal. Si este coeficiente es mayor que 3 (corresponde al caso Gaussiano) la distribucién se
llama leptoctrtica.
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En este trabajo analizaremos los siguientes indices :

= Argentina (MERVAL)

México (MEXBOL)

Brasil (BOVESPA)

Chile (IPSA)

Estados Unidos (S&P 500)

Cada serie de datos comprende el periodo 21 de Diciembre de 2009 hasta el 5
de Julio de 2010. La variable estocastica que vamos a analizar es el retorno definido
como la diferencia de los logaritmos de dos indices de precios consecutivos. Es
decir

I
VALt = In (Ijsar) = In(L) = ln( t}At)
t

donde At es la escala temporal, la diferencia en el tiempo entre dos valores del
indice. Para comparar el retorno para diferentes valores de At, vamos a definir el
retorno normalizado
G(t) = (Gt
o

g(t) =

donde
o* = (G*(),, — GtV

y ...) es la media de la serie con escala temporal At o la media de la serie de los
incrementos.

Queremos mostrar que el movimiento browniano no ajusta bien a los datos
propuestos. Dado que las distribuciones estudiadas son simétricas estudiaremos
| g(t)| para aprovechar toda la muestra. Compararemos la funcién de distribucién
acumulada, como asi también las funciones de densidad de los retornos para cada
uno de los indices estudiados con los correspondientes al dado por un movimiento
browniano generado con media cero y varianza 1. En realidad estudiaremos
H(x) = 1 — F(x) siendo F(x) la funcién de distribucién de | g(t)| para observar el
comportamiento en las colas de las distribuciones estudiadas. Cabe sefialar que
F(0) = P(| g(t)| < 0) = 0y, por lo tanto, H(x) = 1. En la figura 2.2 mostramos esta
comparacion.

Como se puede observar en cada uno de estos graficos, el movimiento brow-
niano no describe adecuadamente la evolucién de los indices estudiados, ya sea en
su parte central como en las colas de la distribucién. El propésito de este trabajo es
encontrar una distribucién perteneciente a la familia de las distribuciones de Lévy
que ajuste mejor a la parte central de las distribucién de los indices estudiados.
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—— Browniano
Merval
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0.500

— A=6
0.100 | A=38
0.050
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0.005 | A =1440

1072

1.000 1.000
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0.100 - 0.100
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0.001 0.001
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Figura 2.2
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Capitulo 3

Distribuciones de Lévy

En el capitulo anterior vimos que el movimiento browniano geométrico no
es un buen modelo que sirva para explicar el comportamiento de los indices de
mercado debido a la leptocurtosidad que se observé en forma empirica en la
funcién de densidad de probabilidad. Debido a esto se han propuesto modelos
alternativos al movimiento Browniano geométrico. Estos modelos difieren entre
ellos no solamente con respecto a la forma y leptocurtosidad de la funcién de
densidad de probabilidad, sino también con respecto a ciertas poropiedades como
la finitud o infinitud de los momentos de orden superior de la distribucién (n > 2).

El primer modelo que tom6 en cuenta la leptocurtosidad de la funcién de dis-
tribucién fue propuesto por Mandelbrot en 1963 [4], cuando model6 el In S(t) para
los precios del algodén como un proceso estocéstico con incrementos que siguen
una distribucién de Lévy no Gaussiana. Estas distribuciones si bien se caracteri-
zan por tener segundos momentos infinitos tienen propiedades interesantes como
la estabilidad (es decir son distribuciones autosimilares).

Mantegna y Stanley estudiaron el comportamiento de ciertas series econo-
micas. Ellos estudiaron el indice S&P 500[3] analizando entre 10° y 107 datos
(en contraste con el trabajo de Mandelbrot que estudié aproximadamente 2000
puntos). Ellos observaron que esta serie podia ser descripta por un proceso no
Gaussiano donde la parte central de la distribucién corresponde a un proceso
estable de Lévy no Gaussiano, pero el comportamiento asintético de la distribu-
cién muestra un decaimiento maés rapido que el que presenta una distribucién de
Lévy. Veremos que las distribuciones estables de Lévy estdn caracterizadas por
una funcién de densidad que tiene un comportamiento asintético que obedece a
una ley potencial. Mas aun, la funcién de densidad puede aproximarse por

4

nxﬁ("’l

fx) =

Esto nos esta diciendo que los procesos estables de Lévy tienen varianza infinita
para valores de a < 2.

Para resolver el problema de la infinitud de los segundos momentos presenta-
remos otro modelo conocido como Vuelos Truncados de Lévy (TLF) donde, como
su nombre lo indica, la funcién de densidad es la dada por una distribucién de

ra +a)sin(%a).

25
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Lévy para valores de x € [-],]] multiplicada por una constante de normaliza-
cién y cero fuera de este intervalo. Los TLF no son estables pero tienen segundo
momento finito.

En este capitulo presentaremos a las distribuciones estables de Lévy, sus pro-
piedades y su caracterizacién a través del exponente caracteristico de las mismas.
Estudiaremos el comportamiento asintético de la funcién de densidad y presen-
taremos a los TLF como una propuesta de solucién al problema de la varianza
infinita que se encuentra en las distribuciones de Lévy no Gaussianas.

3.1. Distribuciones estables

Supongamos un proceso estocastico caracterizado por un paseo al azar unidi-
mensional, con saltos X; 1 < i < n independientes e idénticamente distribuidos
con una funcién de densidad de probabilidad f(x) y funcién de distribucién F(X).
Sea

S, =X;+...+ X, para 1<i<n

Una pregunta que podemos formularnos es cudndo la probabilidad de que el
paseo al azar haya arribado a la posicién x = x; + ... + x,, (Fs,(x)) luego de n pasos
es la misma que F(x) salvo un factor de escala. En otras palabras, ;puede existir
una f(x) que produzca un proceso estocdstico con una trayectoria autosimilar?.
A continuacién vemos algunos ejemplos del comportamiento de las funciones de
densidad para S, paran=1,2.
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Como vemos, tanto la funcién de densidad fs,(x) para la Bernoulli como para
la uniforme cambian en escala y en la forma funcional. En cambio la fs,(x) co-
rrespondiente a la distribucién normal y Cauchy no cambian en forma pero si en
escala. Cuando la forma funcional de fs,(x) es la misma que la f(x;) el proceso se
dice que es estable.

Definicién 3.1. Supongamos que X, Xj, ..., X, variables aleatorias independientes
e idénticamente distribuidas con distribucién comun F, y sea

S, =X;+..+ X, para 1<i<n

= Diremos que la distribucién F es estable en sentido amplio si, para cada n,
existen constantes ¢, > 0y y, tales que

S, =, X + Vn

y F no estd concentrada en un punto (es decir, no es una delta). En otras
palabras, la distribucién de S,, esla misma que la de X salvo por un pardmetro
de posicion y de escala.

= Diremos que la distribucién F es estable en sentido estricto si y, = 0 Vn. Se
puede probar [10] que las constantes de normalizacién son de la forma

2=

cp=na con O0<a<?2

La constante a serd llamada el exponente caracteristico de la distribucion.

Las funciones de distribucién de Cauchy y Gaussiana son ejemplos de distri-
buciones estables. Mas atin, la funcién caracteristica de ambos procesos tiene la
misma forma funcional

Pulg) = "

donde a = 1 cuando la distribucién es de Cauchy y a = 2 para el caso Gaussiano.
La demostracion de esta afirmacion se presenta en A.6.1.

La pregunta que podemos hacernos ahora es si éstas son las tinicas distribu-
ciones estables. Lévy y Khintchine resolvieron este problema determinando la
clase entera de distribuciones estables. Ellos encontraron que la forma general de
la funcién caracteristica de un proceso estable es:

ing—ylq|" 1 - iﬁﬁ tan(ga) paraa # 1

(3.1) ) =4 ol s
ing =y |q| 1+ zﬁm; In (|q|) paraa =1

donde o asume valores 0 < @ < 2, ¥ es un factor de escala positivo, u es un
ntmero real y f es un pardmetro de asimetria con rango entre -1y 1 (el valor 0 es
para las simétricas).
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La forma analitica de la distribucién estable de Lévy es conocida sé6lo para
algunos valores de a y §, a saber:

a =1 =1 (Lévy - Smirnov)
a=1p=0(Cauchy)
a=2 (Gaussiana)

El pardmetro a se conoce como el indice de estabilidad o exponente caracte-
ristico, y es un parametro de escala, § un parametro de sesgo y y un parametro
de posicion. Estos parametros pueden interpretarse de la siguiente forma:

= « es el exponente caracteristico. Este pardmetro toma valores en el intervalo
(0,2]. En particular cuando a = 2 obtenemos la distribucién normal. Luego
podemos pensar que dicho pardmetro indica apartamientos de la norma-
lidad. La distribucién se alejara de la distribucién normal a medida que «
tome valores lejanos a 2. También nos da una idea del decaimiento de la
distribucién cuando x toma valores muy grandes.

= y esun pardmetro de escala. No puede interpretarse como el desvio standard
del proceso dado que éste existe slo para el caso @ = 2. Sin embargo cuanto
mayor es el valor de y, méas ancha es la funcién de densidad.

= f es un pardmetro que indica cudn sesgada es la funcién de densidad. Este
pardmetro toma valores que pertenecen al intervalo [-1,1]. Cuando g = 1
la densidad esté totalmente sesgada a la derecha y, simétricamente, cuando
p = —1 la densidad esta sesgada a la izquierda. Cuando = 0 corresponde
al caso de densidad simétrica.

= uesel parametro de posicion. u = E(X) en el caso que los primeros momentos
existan.

Un resultado conocido es el que enuncia la siguiente proposicion.

Proposicién 3.1. Sean Xy, ..., X, variables aleatorias independientes e idénticamente
distribuidas, con funcion de distribucion estable, simétrica y continua. Entonces la funcion
caracteristica de la suma S,, estd dada por

©n (q) = e_"7|q|a
Propiedades:

1. Si X esuna variable aleatoria con distribucién estable de Lévy con exponente
caracteristico 0 < a < 2. Entonces si:

a) 0 < a <1, X no tiene momentos enteros.

b) 1 < a <2 solo existe el primer momento entero.
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Demostracién. Dado que

_ 9"k _
E(X7) =11 >k k=0 g9=1,2,..
Tenemos que parag =1
99(q)
E (X) = —qu|q:0

. a—1 _ @
= —iya |q| e V|‘7| |q:0

Entonces para que exista primer momento a—1 > 0, es decir 1 < a. Respecto
del segundo momento tenemos que
P p(q)

E(XZ) = —iqulqzo

a-2 _ a a
= ay |q| elal (—oz +ay |q| + 1) l4=0
Luego el segundo momento existird si @ —2 > 0, es decir si 2 < a. Como
0 < a <2, el segundo momento sera finito si @ = 2. Es decir, este tipo de dis-

tribuciones tendrdn varianza finita tinicamente para a = 2 que corresponde
al caso normal. O

. Si una distribucién es estable, para valores grandes de x la funcién de den-

sidad puede aproximarse por

2 (=1)F AT (ak + 1
(3.2) f(x)z_%z( 1)y (Okia; )sin(kga)

1
k=1 k! |x]

La demostracién de este resultado se puede ver en [13]

. Si consideramos el primer término de la aproximacién anterior tenemos que

4

nxd"'l

(3.3) fx) =~

I'd+a) sin(%)

Una idea de como calcular el coeficiente principal de la expansion es la
siguiente:

Dado que la transformada de Fourier de la funcién caracteristica de una
variable aleatoria X nos da su funcion de densidad, usando (3.1) tenemos
que la distribucion estable simétrica de indice a y factor de escala y estd
dada por:

1 [ o
f(x) — E e_)’lm e_qudq
1 (™ «
= 5 e " cos(gx)dq por paridad de la funcién coseno
1

Tt

= —f e " cos(q |x)dg
0
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Haciendo el cambio de variables v = g |x| tenemos que
1 0 v|¥
x) = —— eI cos(vydv
fo = = | v)
. 1 * - |z|“ —ev
| e "Ikl e™® cos(v)dv
0

donde la dltima igualdad se cumple por el teorema de convergencia mayo-
rada. Si aproximamos por un desarrollo de Taylor de orden 1 a

|
5
|

(3.4) W) = e 3l

tenemos que

1 “ v
xX) ~ —— lim (1 A ‘*)e_” cos(v)dv
@~ gl | (1-y13 )
1 (oe) (oo
= — lim e " cos(v)dv — — lim f e |v|* cos(v)dv
7T |x| e>0+ J, 7 x|t e=0t g

a) Veamos que el primer término de la expresion anterior se anula. Obser-
vemos que en este caso no se puede aplicar el teorema de convergencia
mayorada dado que, la sucesiéon de funciones e™*" cos(v) converge puntual-
mente a cos(v) cuanda ¢ — 0 que no estd acotada por ninguna funcién
integrable. Un célculo directo muestra que

&

—E&V d —
j;e cos(v)dv T+ 2

(o]

. —e . €
lim eV cos(v)dv = lim
e=0* o e-0" 1 4 €2

por lo tanto

=0

b) Trabajamos entonces con
f ) e™" [v|” cos(v)dv
Tendriamos que probar que 0
f‘” e [v|* cos(v)dv = =T (1 + a) sin (%oz)

Parae>0ya > —f definimos la siguiente funcién

J(e,a) = f ) ey

0
Observemos que
fo ) e v|* cos(v)dv =Re (] (¢, o))

Es decir, bastaria calcular Re (] (¢, a)) para obtener el resultado deseado. Para
esto vamos a considerar cuatro casos.
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Casol:-1<a<0
Caso2:a =0
Caso3:a>0yaeclN

Caso4:a >0y a ¢ IN. Consideramosn—1<a <nconne€lN

Casol:-1<a<0

Consideramos los caminos Cj, . .., C4 definidos por:
u C1 z=1t,te [(S,R],
» C:z=Re%,0€[0,00],R€e R
m C3:z= 5€i9,9 € [0, 90],
n Cy:z=e%tte[5R]
(ver fig. 3), donde 0y = —Arg (¢ — 1) < 1/2.

Im(z)
A

Figura 3.1

Sea f (z) = e “™2z% con -1 < & < 0,entonces

Je,0 =lim | f(2)dz

50 Y C1

Notemos que f(z) es una funciéon holomorfa en Re (z) > 0. De esta forma

f(z)dz = f(z)dz

C1+C; C3+Cy
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Veamos que vale la siguiente afirmacion

limff(z)dz:Oylimff(z)dz:O
G =0 Je,

R—o0

Siz=re?
6o . ‘
(z)dz| = f f(re?) irezed8|
C 0
< rf ‘f(rele)| |ie19|d6
0
< r f ’ ‘e‘“‘””ie (reig)a‘de
0
— r1+a fi |e—(€—i)ygf9|d9
0
— rl+a fi |e—srei(’eirei9 4o
0
Ahora

|e—fre"9| = pRe(-ere”) _ pmercoso . q yaque 0 € [0, g] y

ezre’9| — eRe(ireiH) — prsin®
Entonces
3
‘ff (Z) dZ < rl+af e—rsin@ d@
C 0
jid
<

r1+a f —r— do
0

Esta ultima desigualdad sale del hecho que — < sin 0 para valores de

0 e [6, %] Resolviendo la integral obtenemos lo siguiente

(2)dz| < Zrr = e
c 2
Dado que r € R, podemos concluir entonces que valen las siguientes de-
sigualdades:
Tt -
f(z)dz SE (1—e )
U
7 < 0" (1-e7)
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Es fdcil ver que lim R (1-e®) =0y que %m(} o (1 - e‘é) = 0, de donde

obtenemos la afirmacién. Por lo tanto

lim | f(z)dz = limf f(z)dz=0
Cs

R—o0 R—co
50 V2 50

y de esta forma
J(e,@) =lim | f(2)dz
550 Y/ Cs

Luego basta calcular lim fc4 f(z)dz.

R—oo

6—0
Recordemos que 0y = —Arg (¢ —1) < 1t/2. Si llamamos w = ¢ — i entonces
|w| = Ve? + 1. Por lo tanto

e—i= V1+ 2%

y de esta forma
€% (e —i) = V1 + &2

Entonces

R
lim f f@dz=lim | f(e%t) ™ dt
Cy

6—0 5—0
R . N
) o . )
= lim g (e=Derot (eleot) ¢ dr
R—o0 5
6—0
R
L i _ 2
— hmez(1+a)90f e Vite b gy
R—o0 .
o0—0 0

Haciendo un cambio de variables tenemos que

. —(1+a)
limf f(2)dz = £1+®)% ( V1 + 62) ’ Il + «]
R—o0 C

6—0 4

Por lo tanto

. —(1+a)
J(e,a) = 0% (VT4 e2) " T[1+a]

Entonces
limRe (] (e,a)) = Re(lim](c,)
= Re(ie"3)I1 +a]
= —sin (ag)F[l + a]
Luego
flx) ~ — v (— sin (055)1“[1 + a]) = e sin (045)1“[1 +a]
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m Caso2:a=0

e
1+ &2

Re(J (,0)) = foo e " cos(v)dv =

Por lo tanto, lim,_,oRe (J (¢,0)) = i)
» Caso3:a>0yaeN
Sia > 0, integrando por partes tenemos
J(e,a) =a(e—i) " J(e,a—1)
Si ademds a € IN, inductivamente tenemos que
J(e,a) =al(e —i)"](e,0)

dado que [ (¢,0) = (e — i)

1513(} Re (] (¢,a)) Re [04! (—i)_a_l]

)]

= alRe [i““]

= Re [i(cos (ag) + isin (a%))] IF'a+1)

= —sin (ag)F(a +1)
Recordamos que sin € N se cumple queI' (n + 1) = n!

» Casod:a>0ya¢N.
Consideramos n — 1 < a < n con n € IN. Entonces
J,a)=a@=1)...(a—n+1)(e=1)"J(,a —n)

con -1 < a —n < 0. Si aplicamos el caso 1 considerando = @ — n tenemos
que

. —(1+a—n)
J (e, — n) = lI+a=m% ( V1+ €2> " Il +a—n]

Entonces

J,a) = a(@a—=1)...(a—(n—-1))=
Mla— (= DI (VIFe2) " (e = i)™ s

—(1+a-n) .
= I1+ a]( V1 + 82) e (e — i) efIra=mbo
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De esta forma

—(1+a-n) .
limRe (] (¢, a)) lim Re (F[l +a] ( V1+ 52) ey e’(1+“‘”)9°)

— F[l + a]Re [eni%ei(1+a—n)60]
= I1+ a]Re [ei(““)%]
= —sin(ag)l“(a+1)
Observacion: En la propiedad 1 vimos que las distribuciones de Lévy con

exponente caracteristico 0 < @ < 2 no tiene segundo momento finito. Esto

también se puede ver como consecuencia de este resultado donde el decai-
1

yatl :

miento de la funcién de densidad es f(x) ~

. El indice a no solo controla las colas de la distribucién sino también afecta

al valor de la funcién de densidad en el origen pues

i

1
yana

fr=0)=

Esto se puede ver dado que la transformada de Fourier de la funcién carac-
teristica de una variable aleatoria X nos da su funcién de densidad, usando
(3.1) tenemos que la distribucién estable simétrica de indice a y factor de
escala y estd dada por:

1 [ o
) = 5= | erreindg
1 (™ «
= o e " cos(gx)dq por paridad de la funcién coseno
1

= — f e M cos(q |x|)dg
0

Tt

Por lo tanto 1
= = — _qu|ad
fle=0)=— fo e " dg

Si hacemos el cambio de variables
t=yq"
tenemos el resultado
Con un razonamiento similar y usando (3.1) tenemos que
1
r(;)

(3.5) f(8y=0)= — &

(yn)* na
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Esta dltima igualdad nos va a ser ttil al momento de estimar el pardmetro
a.

3.2. Vuelos Truncados de Lévy (TLF)

Hemos visto que el comportamiento asintético para valores grandes de X es
un comportamiento de ley de potencia. Como consecuencia de esto es que estos
procesos tienen varianza infinita. Para evitar este problema Mantegna y Stanley
[6] consideraron el siguiente proceso estocéstico

0 x>
fx) =13 cfitx) -lI<x<l
0 x <l

donde
+00

i) = [ e cos

0

es la funcién de densidad de una distribucién de Lévy simétrica, con exponente
caracteristicoa (0 < a < 2) y factor de escala y, c es una constante de normalizacion
y [ es el valor de corte.

Los TLF no son estables porque sabemos que las tinicas distribuciones estables
son las de Lévy, pero tienen varianza finita. Por lo tanto convergen a una distri-
bucién Gaussiana, aunque su convergencia es muy lenta. Ellos mostraron que la
convergencia de la suma de n variables aleatorias independientes, idénticamente
distribuidas con distribucién TLF a un proceso normal puede ser tan lenta que
se necesita un gran ntimero de eventos independientes (n > 10*) para asegurar la
convergencia a un proceso Gaussiano. Ellos consideraron la cantidad

n

Sy Zin

i=1

donde x; son variables aleatorias independientes, idénticamente distribuidas con
distribucién TLE.

La funcién de densidad f(S,) estd bien aproximada por la densidad de Lévy
(f(Sn)) cuando n es pequefio, mientras que f(S,) convergerd a un proceso Gaus-
siano en el limite cuando n — co. De esta forma existe un valor de n, que llamare-
mos 11, que determina el cambio entre un régimen de Lévy y uno Gaussiano. Es
decir existird un valor n, tal que

fé) n<<mn,

fs, () =

fo@) n>>mn,
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donde fsf(x) es una densidad Gaussiana. Para ver este de cambio de régimen
estudiaron la probabilidad del retorno al origen para S, (P(S, = 0)) en funcién
de 1,1y a. Para valores pequefios de n, P(S, = 0) toma valores muy cercanos al
esperado para procesos estables de Lévy. Es decir

(3.6) P(S, =0)~L(S, =0) =

yama

Para valores grande de 1, P(S, = 0) se puede aproximar por los valores dados
por un proceso normal, es decir

1
V2noo(a, n?
donde oy(a, ) es el desvio standard de un proceso dado por un TLFE. Si usamos el

resultado 2 podemos encontrar una aproximacién al desvio standard del TLF y
esto nos permitird encontrar el cambio de régimen. Usando (3.3) tenemos que

(3.7) P(S, =0) = N(S5, =0) =

l

a5, ) = fxzf(x)dx
-1
) ]
= yF(1+0¢)sm fladxz
0
2)/ i 2-a)
2 -a) 1"(1+0¢)sm( > )l
por lo tanto
(3.8) R r(1+a)sin(ﬂ)%z@
' YT 2 - ) 2

si igualamos (3.6) con (3.7) y usamos (3.8) nos queda que n, ~ A [* donde

20
(a=2)

T

ZF(%)()/F(l +a)sm( ) /(2- a))

A=

En ese mismo articulo ellos investigaron numéricamente, a través de simu-
laciones, la convergencia del proceso cuando n aumenta. Generaron un proceso
estable de Lévy de indice a = 1,5 y factor de escala y = 1 usando un algoritmo [9]
propuesto por Mantegna. Estudiaron la probabilidad del retorno al origen, fs,(0),
simulando el proceso S, para distintos valores de 7, considerando el mismo a y
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I = 100. Generaron 5 X 10* realizaciones y compararon con el régimen de Lévy y
el Gaussiano. Mostraron el cruce entre los dos regimenes.observando que, para
estos pardmetros de control 7, = 260.

Para estos mismos pardmetros de control investigaron fs (x) para distintos
valores de n, simulando TLF paran = 1, n = 10, n = 100, y n = 1000. Para
poder comparar las formas de las densidades estudiaron las variables escaladas
n

1

considerando S, = En una escala semilogaritmica mostraron que para valores

a
bajos de nn (n = 1 y n = 10) la parte central de la distribucién esté bien descripta
por una densidad de Lévy con @ = 1,5 y y = 1. En cambio, para valores grandes
de n (n = 1000) el proceso TLF se aproxima a un régimen Gaussiano.

Es decir, investigando la probabilidad del retorno al origen de un proceso
estocdstico no normal, ‘casi estable’ con varianza finita, se observa un claro cruce
entre un régimen de Lévy y uno Gaussiano. De esta forma densidades cercanas a
una Lévy (que difieren en sus colas) pueden observarse empiricamente para un
gran intervalo de tiempo (n grande), atin en presencia de procesos con varianza
finita.
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Capitulo 4

Estimacion no paramétrica

Es conocido el papel importantisimo que juega el conocimiento de la funcién
de densidad en la comprensién del comportamiento estadistico de una variable
aleatoria. Conocer la funcién de densidad de una variable aleatoria es tener una
completa descripcién de la misma. Por este motivo es de sumo interés poder
estimar dicha funcién a partir de la informacién proporcionada por una muestra
aleatoria de la variable en estudio.

Una forma de abordar este problema es a través de métodos paramétricos. En
este caso se considera que la funcién de densidad que se desea estimar pertenece
a una familia de distribuciones conocidas. Por ejemplo: normal, exponencial,
Poisson, etc. En este caso, una vez identificada la familia de pertenencia, se estiman
los pardmetros de dicha distribucion. Este tipo de estimacién se llama estimacion
paramétrica.

Una segunda posibilidad es no suponer a priori ningtin modelo para la distri-
bucién de probabilidad y dejar que “los datos hablen por si solos”. Es decir, no
asumir ninguna hipétesis para la funcién de densidad sobre la distribucion de la
muestra. Este enfoque se llama estimacion no paramétrica de la densidad y es el que
utilizaremos en este trabajo.

El més sencillo y mds conocido estimador no paramétrico de la densidad es
el histograma, que tiene que estar "normalizado"para que sea considerado un
estimador de la densidad (es decir, integral 1). Este estimador de la densidad, que
lo llamaremos f, se define como

k Ni

fi) = ) )

i1 i+1 —

donde N; es la cantidad de datos que caen dentro de B; = t;, t;11. En esta definicién
asumimos que f tiene soporte en [2,b] y quea < t; <t, < .. < t = b es una
particion de dicho intervalo. Si consideramos que la longitud de los intervalos es

41
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constante, es decir que ti;1 — ti1 = hy, ﬁ,(x) queda definido como

fit) = —= ) Nl ()

Uno de los problemas que plantea la estimacién por histogramas es que el
estimador resultante es una funcién discontinua, cosa que podria no suceder con
la verdadera densidad. Esto ha motivado la apariciéon de métodos alternativos
como los que presentamos en este trabajo que es la estimacién por ntcleos.

La idea de este método surge de la definicién de funcién de densidad pa-
ra variables aleatorias continuas, esto es que si X es una variable aleatoria con
distribucién F y densidad f, en cada punto de continuidad de f se tiene que

f(x) = lim %F(x +h) — F(x — h)

Ahora, dada una muestra Xj, ..., X, de variables aleatorias independientes e
idénticamente distribuidas con distribucién F, para cada & fijo F(x + h) — F(x — h) se
puede estimar como la proporcién de observaciones que caen dentro del intervalo
(x + h,x — h). Por lo tanto, tomando & chico, un estimador natural de la densidad

es
o #XiiXie(—lhx+h)}  F(c+h)—Fu(x—h)
f&) = 2hn - 2N

siendo F, la funcién de distribucién empirica. Este estimador fue propuesto por
Rosenblatt (1956) y resulta asisntéticamente insesgado dado que

E(f@) = 5B+ 1) - EE (e~ )

= 21—hF(x+h)—F(x—h)

por lo tanto
lim E(f (1)) = f (x)

Notemos que este estimador es discontinuo en los puntos X; + & y es constante
entre estos valores. Es de interés encontrar estimadores continuos de la funcién
de densidad. Por eso vamos a generalizar a este tltimo de la siguiente forma:

for=3 )05
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donde

VAS [_1/ 1)
w(y) =

en otro caso

ya que f (x) puede expresarse como

~

f(x)

1 n
%;I(x—h<Xin+h)
1 n
= —Zhn;I(Xi—h§x<Xi+h)

La funcién w puede ser reemplazada por una funcién mas general, K(z), de esta
forma surgen los estimadores tipo niicleo. Estos se definen como

(@1) foo = Y k(E5)

La funcién K(z) se llamara funcién ntcleo, funcién Kernel o funcién peso y {h,} es
una sucesion de constantes positivas conocidas como ancho de banda, parametro
de suavizacién. La funcién K(z) satisface ciertas condiciones de regularidad:

. fK(z)dz =1

—00

] f |K(z)|dz < o0

. f |z K(z)|dz < o0

Usualmente K(z) > 0 y simétrico, luego cualquier funcién de densidad simétrica,
como por ejemplo la densidad normal, puede usarse como ntcleo. Alguno de los
nicleos mds utilizados son:

a) Nucleo rectangular o unifome

ze(-1,1)

N =

K(z) =

0 en otro caso

1
En este caso cualquier punto en el intervalo (x — h,x + h) contribuye S al

estimado de f(x) en el punto x, y cualquier punto fuera de ese intervalo no
contribuye en nada.
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b) Nucleo Gaussiano

c) Ntcleo Epanecnikov

CAPITULO 4. ESTIMACION NO PARAMETRICA

1 (-12)
27T

K(z) =

lzl < V5

K(z) =
0 en otro caso
d) Nucleo triangular
1-|z| lz| <1
K(z) =
0 en otro caso
d) Ntcleo Biweight
1
% (1- 22)2 lz| <1
K(z) =
0 en otro caso

El parametro h,, determina las propiedades estadisticas del estimador en cuan-
to a la consistencia, sesgo y varianza. Parzen [11], basaindose en un teorema que se
puede encontrar en Bochner [12], estudia el sesgo, la variancia y la consistencia en
un punto x para este tipo de estimadores donde la funcién nicleo K(x) es una fun-
cién simétrica y acotada que cumple, ademds de las condiciones anteriores, que
xlz_}ngo |x K(x)] = 0 Estas condiciones son satisfechas por cualquiera de los nticleos

presentados. Parzen [11] presenta estos resultados e ilustra el problema bésico de
la estimacién no paramétrica: una rdpida convergencia a cero del pardmetro h,
provoca una disminucién del sesgo y un aumento de la varianza. Esta conclusién
surge de los siguientes resultados:

Teorema 4.1. Sea K(y) una funcién Borel acotada que satisface las condiciones

] }OK(z)dz =1

» [|K@)dz < o0

[ee]

n f |z K(z)|dz < o0

—00



45

Sea ¢ € L' y sea

[ee]

20 =1 f Kyt - )y

—00
donde {h,} es una sucesién de constantes positivas que satisfacen que %imhn = (. Entonces,
-0

si x es un punto de continuidad de g, se cumple que

limg,() = 560 [ Ky

Demostracion. Ver [12] O

Corolario 4.1. Si {h,} es una sucesién que cumple que 1im h,, = 0, entonces el estimador
n—o0

fu es asintéticamente insesgado en todos los puntos de continuidad de la funcion de
densidad f(x).

Demostracion.

1

(42) E[fiw]

Il
S|~
t
—
=
=
o
—_
)
:R‘I
>
—

_ 1_x-y
- [ ks

—0o0

Usando que Kj, (y) = th(hl) es una aproximacion de la identidad cuando i — 0,

n
es conocido que en todo punto de continuidad de f(x) vale

lim E[fix)] = f(x) f K(y)dy

[o0]

y recordando que la funcién nicleo cumple que f K(z)dz = 1 obtenemos el

resultado. O

Teorema 4.2. Supongamos que

limnh, = o
n—oo
limh, = 0
n—oo

Entonces el estimador f;(x) es consistente en el sentido que

MSE| ()] - 0 VYxeR
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siendo MSE [ f;(x)] el error cuadrdtico medio definido por

MSE [f;(x)] = Var [f;(x)] + Sesgo® [f;(x)]

Demostracion.

Var[f;(x)] = %V [h (x nX)]

- = )) Fwdy

IA

y por el teorema 4.1 aplicado a K? () tenemos que
i) (6
hy

ya que f K?(y)dy < oo y ademas la convolucién es conmutativa. Entonces si

—00

)) iy - feo f K2 () dy

limn h,, = co tenemos que Var [ f;(x)] — 0. Luego, por el corolario 4.1 tenemos que

n—-oo

MSE [ f;(x)] es asintéticamente insesgado. O

El ancho de banda més conveniente debe converger a cero a un ritmo mas
lento que n7!. Si esto no sucediera, el sesgo tenderia a cero pero la varianza
aumentaria. Por lo tanto la eleccién del ancho de banda es un punto importante
en la estimacion de la funcién de densidad. Esta elecciéon se realiza de modo que
se minimice alguna medida de error. En general se utiliza como medida de error
el error cuadratico medio integrado definido por

0] [0e]

MISE(f(x)) = fVar[f;(x)]dx+fSesgo2 [f;(x)]dx

—00 —00

y se minimiza una aproximacion de él.
Antes de entrar en el problema planteado mencionemos que Naradaya (1989)
establece las siguientes condiciones para la funcién ntcleo.

Definicién 4.1. Diremos que una funcién ntcleo K(x) pertenece a la clase H; (con
s > 2 par) o diremos que K(x) es un nicleo de orden s si satisface las siguientes
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condiciones de regularidad

K(x) K(—x)

fK(z)dz =1

—00

sup [K(x)] < oo
—oo<x<00

fxiK(x)dx =0i=1,.,5-1

—00
(o]

fxs K(x)dx = ki#0

—00

fxs IK(x)|dx < oo
Notemos que si K(x) es una funcién de densidad debe verificarse que

fxz K(x)dx > 0

—00

Si utilizamos como nticleo una funcion de densidad simétrica, estamos conside-
rando nucleos de orden 2. En particular las funciones nticleo propuestas como
ejemplo son nucleos de orden 2. Estas condiciones nos serdn de utilidad para
encontrar el ancho de banda 6ptimo. Si en (4.2) hacemos el siguiente cambio de
variable y = x — h,t tenemos que

[o¢]

~ 1
43) E[fiw] = [ 1Ko~ b
y haciendo un desarrollo de Taylor de f(x — h,t) alrededor de t = 0 tenemos que
242
(4.4) flx = hut) = f(x) = f(x)h,t + f”(x)”T + ...
reemplazando en (4.2) y usando las condiciones de Nadaraya tenemos que
. " (x)h2k
E[fi)] = f() + % + O(h*)
Por lo tanto el sesgo es
A " (x)h2k
sesgo [fn(x)] = % + O(h*)
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Ademads

Var [ ﬁ(x)]

L ()
nllhl—zf(K(xh_ )) F)dy - {f() + sesgo [ /o) ]}]

—00

si hacemos el cambio de variable y = x — h,t tenemos que

[o¢]

Var|f()] = - f K2 (t) f(x — hub)dt — —{ f(x) + 002

—00

y usando las condiciones de Naradaya junto con (4.4) tenemos que

Var [ fu (x K2

Por lo tanto el MISE queda

1R

(4.5) MISE(f(x)) K2 (t) dt

1 [ 4§
n 7 2
nhnf 1 ff(x)dx

—00

//(x)de

Buscamos el valor de /1, que minimice esta expresion, y obtenemos

1
[ K2 (t)dt
(4.6) hopt = | ———| n7%k

f f//(x)de

1

Observemos que h, — 0 con una velocidad del orden de n75, que es menor que
n~! (hecho que se habia exigido anteriormente). Ademas el valor del ancho de
banda depende del conocimiento de f(x) que es desconocida para nosotros. Una
posibilidad es suponer que f(x) es una distribucién normal (con media cero y

varianza 0?) y calcular f f”(x)*dx con esta suposicion. En este caso tenemos que

—00

f 7 (x)*dx = % “1675 ~ 0212077
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De esta forma, si utilizamos como nticleo la distribucién Gaussiana, el ki, sera
_1
4.7) hopt = 1,06 0 175

donde podemos reemplazar el valor de o por una estimacién de la varianza a
partir de los datos. En el caso que la densidad f(x) no se asemeje a una densidad
normal, este valor de /,,; no serd adecuado (Bowman (1985) y Silverman (1986)).
Una posible modificacién es considerar

(4.8) hopt = 1,06 A ™5

donde A = min(o, ) siendo Q el rango intercuartil. Este valor de h,,; se com-

1,349
porta bien para densidades unimodales 0 moderadamente bimodales. Silverman

también sugiere otra modificacién y propone como valor del ancho de banda a
hopr = 0,9 An™3

En este trabajo hemos estimado la funcién de densidad usando los valores de h;
dados por (4.7) y (4.8). Hemos comparado los errores usando (4.5) y nos hemos
quedado con el h,,; dado por (4.7) . En el capitulo 5 explicaremos con mds detalle
el procedimiento empleado.
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Capitulo 5

Estimacion de parametros

En el capitulo 2 vimos que el movimiento browniano no modela adecuada-
mente a la serie de datos propuestos. Siendo que el movimiento browniano es un
caso particular de una familia mas general, la familia de distribuciones de Lévy,
nuestra propuesta es determinar qué miembro de esta familia ajusta mejor a la
parte central de la serie de indices de mercado propuestos para estudiar. Para ello
estimaremos los pardmetros a y y que determinan la distribucién y presentaremos
los Vuelos Truncados de Lévy como aquella distribucién que mejor ajusta a estos
datos. La variable estocdstica analizada es el retorno 7y, definida como la dife-
rencia del logaritmo de dos indices de precios consecutivos. Es decir, definimos
Tt COMO

At = log(ltw)—log(lt)

=1 It+At
= Og [t

donde At es la diferencia, en minutos (también la llamaremos escala temporal),
entre dos mediciones del indice. Para estimar el exponente caracteristico a y y
usaremos dos propiedades que tienen los vuelos de Lévy:

1) su autosimilaridad

11) la probabilidad del retorno al origen.

5.1. Autosimilaridad

Hemos visto que la funcién caracteristica de la suma de n variables aleato-
rias, independientes e idénticamente distribuidas con distribucién de Lévy de
pardmetros a, y con f§ = 0, estd dada por

(pn(q) = e_”qulﬂ
Sillamamos Y(#) = log(l;), entonces para At = 1 tenemos que

ry=Y(Et+1) - Y(H)

51
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Supongamos que hemos probado que ry; es una Lévy(a, y). Entonces, por ejemplo,
si At = 3 podemos pensar que

Y(t+3)-Y(t)

= Yt+3)-Y{t+2)+Yt+2)- Y+ 1)+ Y({E+1) - Y(H)

= X3+ X+ X,

dondelas Xi(t) = Y(t+1) = Y(t+(i—1)) ~ Lévy(a, ), independientes parai = 1,2, 3.
Por lo tanto

13t

r3: = S3—X1+X2+X3

De esta forma la funcién caracteristica de r3; estd dada por (ver apéndice estadis-

tico)
-3ylq|"

Pr(q) =€
donde el pardmetro de escala para r3; es igual a 3y. En general,

At
YAty = Sar = Z X
i=1

donde X;(t) = Y(t+1i) = Y(t+ (i— 1)) ~ Lévy(a, y), independientes parai = 1, ..., At.
La funcién caracteristica de rx;; serd

(5.1) Pr(@) = o Atlal*

5.2. Estimacion de los parametros a y y

Estimar los pardmetros que caracterizan la distribucién es un punto dificil
de abordar si se utilizan métodos que investigan las colas de la distribucién,
especialmente porque para valores grandes de At se reduce el nimero de datos.
Es decir, consideramos que el conjunto de datos es insuficiente para estudiar el
comportamiento asintético de la distribucién Por este motivo haremos un abordaje
diferente. Estudiaremos la probabilidad del retorno al origen como funcién de At.
Hemos elegido este método para estimar los pardametros de la distribucién porque
en este punto la funcién de densidad estd menos afectada por el ruido introducido
por la finitud de los datos experimentales.

De acuerdo a (3.5) tenemos una relacion entre la probabilidad del retorno al
origen y los pardmetros a y y dada por

(o)

()/n) na
y de acuerdo a (5.1) de este capitulo tenemos que

(;/At)% T

f(Sn=0) = f5,00) =

(5.2) Jras0) = fs,,(0) =
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Esto nos servird para encontrar los estimadores de los pardmetros ya que,
si tomamos logaritmos a ambos miembros, tenemos una relacién lineal entre el
logaritmo de la probabilidad del retorno al origen y el logaritmo de At, donde la
pendiente es una funcién de a

(5:3) In(f,,,,(0) = B1 + B> In At
e
con fp = — y b= ln( (“)1 ] Por lo tanto & = —Al y
a Ty« 5
o T@)
(5.4) P = —

Necesitamos conocer la probabilidad del retorno al origen f,,,,(0). Esto lo ha-
remos estimando la funcién de densidad f,,,,(x) segtin lo visto en el capitulo 4,
utilizando métodos no paramétricos a través de ntcleos. Un punto importante
en la estimacién es la eleccion del ancho de banda. Hemos visto que el ancho de
banda 6ptimo esta dado por

o :
[ K2 (t)dt
hopt = | ———| n7%k

[ fropdx

que depende de la funcién de densidad desconocida para nosotros. Recordemos
quesise supone f ~ N(0,02), hopt = 1,060 n75.Si f no se asemeja a una distribucién
normal, Bowman (1985) y Silverman (1986) propusieron considerar h,,; = 1,06 A

ns, con A = min(o, %) siendo Q el rango intercuartil. En ambos casos se

puede estimar o con el desvio standard de los datos. En este trabajo consideramos
estos dos valores de h,,; para estimar f, (0) y comparamos las estimaciones
considerando como error a

Att

(o]

W2 [
nlh f K2 ()t + =22 f ()

—00

(5.5) MISE(f(x)) =

tomando ntcleo Gaussiano y Epanechnikov

Estudiaremos varios indices de mercado correspondientes a cinco paises. Los
datos disponibles para estos indices van desde desde el 21 de Diciembre de 2009
hasta el 5 de Julio de 2010. Estas series estan dadas por minuto y se consideraron
los datos de cierre. La cantidad de datos utilizados para modelar cada indice es
la siguiente

= MERVAL - 38730 datos
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Merval: Gaussian

1000

500 - *

200 - n

P(0)

100 - b

50

20 - 1

1 5 10 50 100 500 1000
At

Figura 5.1

MEXBOL - 52243 datos

BOVESPA - 56656 datos

IPSA - 49579 datos

S&P 500 - 54082 datos

Consideraremos primero el caso de nticleo Gaussiano y luego el caso de nticleo
Epanechnikov. En cada caso encontraremos los estimadores de los parametros y
de la funcién de densidad de los datos analizando cada uno de los h,,; propuestos.

1
5.3. Caso Ntcleo Gaussianoy hy,; = 1,060175

Trabajaremos primero con el indice Merval para mostrar la metodologia em-
pleada. Luego lo extenderemos a los otros conjuntos de datos. En la figura 5.1 mos-
tramos el ajuste lineal, en un log log plot, de f,,,,(0) versus At. Hemos considerado
valores de At (medido en minutos) que estén logaritmicamente equiespaciados
variando entre 1 y 1000 min.

A partir del ajuste lineal obtenemos un estimador para o y y (5.4): & = 1,42
y 9 = 6 X 107 con un error relativo del orden del 1.6 % y 15 % respectivamente.
Vemos experimentalmente que la distribucién de los retornos del indice Merval
no muestra un comportamiento Gaussiano sino que es compatible con un régimen
de Lévy. En la figura 5.2 comparamos la densidad de probabilidad empirica para
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At = 1 con la densidad de Lévy de pardmetros & y ¥ donde en la abscisa se
reescal6 la variable utilizando la dispersiéon muestral. En la figura 5.3 mostramos
la comparacién entre las distribuciones respectivas.

Merval: At=1
1000
100 .
—  Empirica
10 —  Levy
1 —  Gaussiana
Figura 5.2
Merval: At=1
1.00
0.50 -
0.20 |- .
—  Empirica
0.10
— Lev
0.05 |- Y
—  Gaussiana
0.02
0.05 0.10 0.50 1.00
Figura 5.3

Se observa que la distribuciéon de Lévy ajusta bien a los datos para |rAt,t| <40
y también se observa un apartamiento respecto del régimen de Lévy en las colas
de la distribucién. Este apartamiento se debe a que la distribucién de Lévy tiene
segundos momentos infinitos si @ < 2. El comportamiento asintético de los datos
experimentales nos indica que la distribucién tiene varianza finita. Por este motivo
surge la idea de modelar la serie de los retornos con los Vuelos Truncados de Lévy.
Una distribucién que responde a una Lévy en la parte central de los datos.
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5.4. Una heuristica para la eleccion del /1,

Hemos visto que la eleccion del ancho de banda 6ptimo h,,: depende de la
funcién de densidad que es desconocida. Nosotros ya tenemos una estimacién
de la funcién de densidad y nos preguntamos qué pasaria si utilizdbamos esta
informacion para mejorar la estimacién. Recordemos que nuestra hipétesis es
que nuestros datos se distribuyen con un Vuelo Truncado de Lévy, distribucion
que coincide con una Lévy en la parte central de los datos. De esta forma la
derivada segunda de la distribucién de Lévy y de los Vuelos de Lévy no difieren
significativamente. Por este motivo

£ =—%

y de esta forma el h,,; queda

00 5
Hopt = f K2 (Hdt| n 3k,
5
! H
o
Por otro lado la distribucién Gaussiana pertenece a la familia de las distri-
2

. ) o
buciones de Lévy, esto es cuando a = 2. En este caso y = >V de esta forma,

2y)*

(2y)® = 0. Extrapolando esto, se nos ocurrié investigar como daria la estima-
cién de f si cambidbamos la eleccién del k. Propusimos un nuevo h,,;, que lo
llamaremos h*, dado por

(ST

1

00 5
. _1,-%2| arm
W= sz(t)dt ik | —=| o
E8 r(2)
o
1, . : N
y tomamos @ = &y (2y)® = 6. Entonces volvimos a estimar & con este nuevo valor
de ancho de banda y repetimos este proceso hasta que |&,+1 — &,| < ¢. Ademas se
puede elegir entre varios nticleos. Nosotros trabajamos con el ntcleo Gaussiano
y el Epanechnikov y comparamos las estimaciones obtenidas midiendo (5.5) y
nos quedamos con la estimacién que nos dio menor error. Es decir, proponemos

estimar & pensando que tenemos un problema de punto fijo que lo resolvemos de
la siguiente forma:

= fijamos el nicleo a usar

62

= damos valores iniciales para a y y, tomamos ag = 2y yo = (siendo 6 el

desvio standard estimado), que corresponde al caso de densidad normal
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para estos valores iniciales obtenemos un valor de k. Para el caso de
nucleo Gaussiano el ancho de banda es hé’“ = 1,06 6 n~/%, mientras que para
el caso de niclo Epanechnikov el ancho de banda es i7" = 1,049 6 n~/°

con este valor de "’ estimamos f,,,,(0), que lo llamaremos f i (0)

con este valor de f,,, ,(0) estimamos un nuevo « que serd &; y tomamos
71="0
repetimos el proceso hasta que |&,,+1 — &,| < € con ¢ chico

con este valor de & = &,41 estimamos y usando (5.4)

comparamos la estimacién de f,,,, con la obtenida en el apartado anterior y
estudiamos el error relativo entre ambas estimaciones.

cambiamos el ntcleo y repetimos el proceso.

Trabajamos con el ndcleo Gaussiano y Epanechnikov. En ambos casos hicimos 4
iteraciones para lograr que |&,+1 — &,| < 107°. Luego, para cada At, comparamos
el error obtenido al estimar f,,,, usando el a que surge de la cuarta iteracion (error
4), con el obtenido utilizando la estimacién inicial (error 0). Esta comparacién la

Error 4

hicimos estudiando el cociente entre ambos, es decir, analizamos la relaciéon 222>

Error 0°

Dado que estos cocientes casi no difieren para los distintos valores de At, damos
un solo valor para cada conjunto de datos estudiado y para cada ntcleo utilizado.
Esto lo mostramos en la tabla 1:

Nrtcleo Gaussiano | Ntcleo Epanechnikov
Ibov 0.80 0.80
Ipsa 0.85 0.87
Merval 0.78 0.78
Mexbol 0.79 0.79
Spx 0.86 0.86
Tabla 1

Como se observa obtenemos una mejora entre el 14 % y 22 % si empleamos esta
metodologia de estimacién, independientemente del ntcleo utilizado. También
comparamos los errores 4 al utilizar los diferentes nticleos estudiando la relacién

Error 4 Epanechnikov

. Esto lo mostramos en la tabla 2:

Error 4 Gaussiano

Ibov 0,92
Ipsa 0,76
Merval | 0,86
Mexbol | 0,94
S&P 500 | 0,87

Tabla 2
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Se puede ver que en todos los casos obtenemos una mejor estimacién utilizando
el ndcleo Epanechnikov, obteniendo una reduccién en el error que varia entre el
8 % y el 24 % segun el conjunto de datos estudiado. Por lo anteriormente expuesto,
para nosotros la mejor estimacion se obtiene eligiendo el nticleo Epanechnikov y
empleando la heuristica propuesta. Con esta eleccién los valores de los parametros
estimados se muestran en la Tabla 3.

a |y
Ibov 1,54 | 2,39 x10°°
Ipsa 1,44 | 2,04 x10°°

Merval | 1,42 | 5,58 x 107°

Mexbol | 1,53 | 1,45 x 107

S&P500 | 1,62 | 1,10 x 107°

Tabla 3

En las figuras 5.4 a 5.8 comparamos, para cada uno de los indices estudiados
y para At = 1,2,5, 10, los ajustes obtenidos utilizando la heuristica propuesta. En
las figuras 5.9 y 5.10 mostramos la comparacién de la estimacién de la funcién
de densidad y de distribucién de los diferentes conjuntos de datos utilizando los
nucleos Gaussiano y Epanechnikov para At = 1,2, 5, 10.. En la abscisa se reescal6
la variable utilizando la dispersién muestral como en los gréficos 5.2 y 5.3
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Ibov usando Ntcleo Gaussiano

Primera iteraciéon

Cuarta iteracion
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Ipsa usando Ntucleo Gaussiano

. . .y . * 2
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Figura 5.5
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Merval usando Ntucleo Gaussiano
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Cuarta iteracion

Merval: At=1

1000

100

Merval: At=2

1000

100

Merval: At=5

Merval: At=10
1000
100
10 N
7
L
1 / \
r )
/ \
-6 -4 -2 0 2 4 6

Empirica

Levy

Gaussiana

Empirica
Levy

Gaussiana

Empirica

Levy

Gaussiana

Empirica
Levy

Gaussiana

Figura 5.6

1000

100

Merval: At=1

1000

100

10

1

Merval: At=2

1000

100

Merval: At=5

1000

100

10

1

Merval: At=10

Empirica

Levy

Gaussiana

Empirica
Levy

Gaussiana

Empirica

Levy

Gaussiana

Empirica
Levy

Gaussiana




62 CAPITULO 5. ESTIMACION DE PARAMETROS

Mexbol usando Ntucleo Gaussiano

Primera iteracion Cuarta iteracion
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Figura 5.7
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Spx usando Ntcleo Gaussiano
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Comparacién de las densidades para At =1
con la cuarta iteracién para todos los indices
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Comparacién de las distribuciones para At = 1
con la cuarta iteracién para todos los indices
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Capitulo 6

Conclusiones

Hemos visto que el movimiento browniano no ajusta adecuadamente a la
evoluciéon de precios de algunos indices de mercado. Hemos presentado a las
distribuciones de Lévy como modelo para ajustar a la parte central de los datos
y obtuvimos un mejor ajuste que el dado por el proceso Gaussiano. El problema
es que estas distribuciones tiene varianza infinita para valores de a < 2y, por lo
tanto, no ajustan bien las colas de la distribucién. Para resolver esto presentamos
a los Vuelos Truncados de Lévy, distribuciones que coinciden en la parte central
de los datos con una distribucién de Lévy y cero en las colas. La forma de estas
ditribuciones es:

0 x> 1
fx)=<cfi(x) -l<x<l
0 x <l

donde fi(x) es una distribucién de Lévy simétrica y c es una constante de
normalizacién. Estas distribuciones no son estables pero tienen varianza finita.
Koponen [8] consider6 Vuelos Truncados de Lévy donde el corte de la funciéon de
densidad tiene un decaimiento exponencial y esta caracterizada por un parametro
I. La funcién caracteristica de esta distribucién esta definida por:

(7 +1/P)"
cos(ma/2)

¢ (q) = exp {co -0 cos [a arctan (llql)]}

con ¢y y c; constantes definidas apropiadamente. Koponen propone calcular
numéricamente la transformada de Fourier de f(x) usando cuadraturas adapta-
tivas disefiadas para integrales oscilantes. Es de interés estudiar la aplicacién de
este modelo a los datos estudiados.
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Apéndice A

Apéndice estadistico

A.1. Algunas definiciones previas

Definicién A.1. Un experimento aleatorio es un experimento que se puede repetir
bajo las mismas condiciones y su resultado no puede ser predicho con certeza.
Uno de los ejemplos mds simples de experimento aleatorio es tirar una moneda
y por ejemplo, registrar el nimero de caras que se obtienen cuando se lanza la
misma dos veces.

Definicién A.2. Un espacio muestral Q) de un experimento aleatorio es el conjunto
de todos los resultados posibles de ese experimento. En nuestro ejemplo €2 sera:

Q={(C0);(C5);(50C);(5595);:}

Definicién A.3. Un evento es un subconjunto de un espacio muestral. En particu-
lar cada resultado posible de un experimento aleatorio se llama evento elemental.

Definicién A.4. Sea () un conjunto no vacio. Una o-algebra es una coleccién G de
conjuntos de Q) que cumple con las siguientes propiedades:

() 0eG
(1) Si A € G, entonces A° € G

(11) SiAq, Ay, ... es una sucesion de conjuntos en G, entonces Us,Ar €G

Ejemplos de o-dlgebras. Consideremos el siguiente ejemplo. Supongamos que
el precio inicial de un activo financiero es X, y supongamos que en cada periodo
(en cada valor de t = 1,2,...) el precio del activo puede cambiar a uno de dos
valores posibles d y u, con la condicién que 0 < d < u. En el préximo periodo,
el precio del activo serd dX, o uX,. En realidad consideramos 0 < d <1 < u
de manera que dX, represente una disminucién en el precio del activo cuando
pasamos al préximo periodo y uX, represente un aumento en el precio del mismo.
Es decir podemos pensar que estamos tirando una moneda, si sale cara el valor
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del activo sera u y si sale seca sera d. Luego Xi(c) = uX, y Xi(s) = dX,. En el
segundo periodo (es decir, después de haber tirado nuevamente la moneda) el
valor del activo tomara alguno de estos valores:

X2(CC) = uX;(C) = u?X, X5(SC) = dX;(C) = duX,
X2(CS) = uXy(C) = udX,  Xa(SS) = dX1(C) = d°X,
Para el tercer periodo el conjunto de todos los eventos posibles serd
Q) = {CCC, CCS,CSC, CSS, SCC, SCS, SSC, SSS)

Algunas o-4lgebras definidas en este conjunto Q son: F, = {0, Q}

F, =1{0,Q,{CCC, CCS,CSC, CSS},{SCC, SCS, SSC, SSSH
F, ={0,Q,{CCC,CCS}, {CSC, CSS}, {SCC, SCS}, {SSC, SSS},
y todas las uniones de estos conjuntos}
F;3 es el conjunto de partes de (). Podemos interpretar a una o-dlgebra como la

informacion disponible hasta un momento dado. Por ejemplo, F; es la o-dlgebra
que tiene toda la informacién hasta t = 1, es decir, sabemos qué ocurrié hasta ese
momento y no tenemos informacién que sucede después. Por eso F; contiene a
los conjuntos @, €, un conjunto formado por la n-uplas cuya primer componente
es el resultado de uno de los eventos al tirar una moneda (en este caso cara) y otro
conjunto formado por la n-uplas cuya primer componente es el resultado del se-
gundo evento posible (en este caso seca). Luego podemos pensar que la o-algebra
F; contiene la informacién de la primera tirada de la moneda. Similarmente, F,
contiene la informacién hasta el tiempo 2, F, no contiene informacién y F; tiene
toda la informacién disponible.

A la menor o-dlgebra que contiene a todos los conjuntos abiertos de IR la
llamaremos o-dlgebra de Borel B y a un elemento de 3B lo llamaremos boreliano
y lo denotaremos con B.

Definicién A.5. Sea () un conjunto no vacio, F una o-algebra en Q). Una medida

de probabilidad P es una funcién definida sobre la o-dlgebra F P : F — [0, 1] que
cumple:

= P(Q)=1
= P@) =0

= 5i Aj, Ay, ... es una sucesioén de conjuntos disjuntos en F, entonces

P(UR,A) = ) P(AY)
k=1
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Podemos dar la siguiente interpretacion de una medida de probabilidad. Su-
pongamos que €2 es el conjunto de todos los resultados posibles de algtn experi-
mento aleatorio, F una o —dlgebra definida en Q y sea A un elemento de F. Hay una
cierta probabilidad, entre 0 y 1, que cuando el experimento se realice el resultado
del experimento pertenezca a A. Luego P(A) serd esa probabilidad.

Definicién A.6. Llamaremos un espacio de probabilidad a la terna formada por
(Q, F P), con Q) un conjunto no vacio, F una ¢-4lgebra definida sobre Q2 y P una
medida de probabilidad sobre F.

A.2. Variables Aleatorias

Definicién A.7. Sea (Q, F, P) un espacio de probabilidad. Una variable aleatoria
X es una funcién X : Q — R medible. Es decir es una funcién que cumple que
X}(B) € F para todo boreliano B € B.

Definicién A.8. Definimos a la funcién de distribucién de X por
Fx(@)=PweQ:X(w)<a)=P(X<a), aeR

Definiciéon A.9. Sea Xi, ..., X,, variables aleatorias. Definimos la funcién de distri-
bucién conjunta de dichas variables a

Fx,, ...x, @1, ...,a,) = P(X1 < ay, ..., X, < ay)

Definicién A.10. Sea X una variable aleatoria y sea A un evento, es decir, un
subconjunto de €. La funcién de distribucién de X condicional a la realizacion
del evento A para el cual P(A) > 0 se define como

[(X <x}nA]
P(A)

Fx(x/A) = ©

A.2.1. Variables aleatorias discretas

Definicién A.11. Diremos que una variable aleatoria X es dicreta si el conjunto
de posibles valores de la misma es finito o numerable. Para este caso la funcién
de distribucién queda definida como

Fx(@) =) P(X =x)

x;i<a

Ejemplo A.1. Una variable aleatoria X se dice que tiene una distribucién Bernoulli
con pardmetro p (donde p es la probabilidad de éxito) si su funcién de probabilidad
es

p)=PX=x)=p'1-p'* Q=1{01}
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Ejemplo A.2. Una variable aleatoria X se dice que tiene una distribucién Binomial
con parametros 1 y p, y se denota X ~ Bi(n, p) si su funcién de distribucién viene
dada por

n -x
p(x) =P(X =x) = ( x)p"(l -p)'
con Q) ={0,1,..,n} y p es la probabilidad de éxito.

Ejemplo A.3. Una variable aleatoria X que toma valores 0,1, 2, ... se dice que es
de Poisson con pardmetro A, si ¥ A > 0 la funcién de probabilidad puntual esta
dada por

X

p(x) =P(X = x) = e‘A% Q=1{0,1,2,..)

La notacion en este caso es X ~ P(A).

A.2.2. Variables aleatorias continuas

Definicién A.12. Una variable aleatoria X es continua si existe una funcién f(x) >
0 definida V x € R que verifica que

Fx(x) = f f(x)dx

En este caso diremos que f(x) es la funcién de densidad de X.

Ejemplo A.4. Una variable aleatoria se dice que tiene una distribucién uniforme
(o que estd uniformemente distribuida) sobre el intervalo (0,1) si su funcién de
densidad est4 dada por

1
—_— a<x<b

fy={ b-a
0 en otro caso

La notacién en esta caso es X ~ Ula, b]

Ejemplo A.5. Diremos que la variable aleatoria X tiene una distribucién expo-
nencial con pardmetro A > 0 si su funcién de densidad estd dada por

fx)=Ae™  parax>0
La notacién en esta caso es X ~ Exp(A)

Ejemplo A.6. Diremos que la variable aleatoria X estd normalmente distribuida
con parametros p y 6 (notaciéon X ~ N(y, 0)) si su funcién de densidad esta dada
por
(r-p)
f(x):%e 202 —00<x <00
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La notacion en esta caso es X ~ N(u, 0%). Muchas veces se usa la notacion

x2

e
(6} - 2
) anf

Ejemplo A.7. Una variable aleatoria se dice que tiene una distribucién de Cauchy
con pardmetro 0, —oo < 0 < oo, si su funcién de densidad est4 dada por

1

1
f(X):;m — o< X<

para indicar que X ~ N(0, 1).

Ejemplo A.8. Una variable aleatoria se dice que tiene una distribuciéon gamma
con pardmetros (a, A), A > 0y a > 0 si su funcién de densidad estd dada por

/\e—/\x()\x)a—l
fw=1 @
0 x<0

x>0

conT'(a) = fOOO e Yy ldy

A.3. Independencia

Definicién A.13. Sea (Q), F, P) un espacio de probabilidad. Dos eventos A,B € F
son independientes si
P(A N B) = P(A)P(B)

Definicién A.14. Dos familias de conjuntos medibles U, G son independientes si
P(ANB) = P(A)P(B) paratodo A€ U,Be G.

Definicion A.15. La coleccion finita de variables aleatorias X1, X5, .., X,;sobre (Q), F, P)

son mutuamente independientes si para todo conjunto Borel Cy, C, ..., C,,

PX;€Chi=1,..n) = HP(Xi €C)
i=1

donde
P(X;€C)=PweQ: X(w) eC)

En particular si C; = (-=o0,4;], a; € R Vi =1,..,n, entonces X, X, .., X,, serdn
independientes si

P(Xi(w) < ay, ..., Xu(w) <a,) = H P(Xi(w) < a;)
i=1
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es decir la funcién de distribucién conjunta cumple que

Fx,.x, (a1, a,) = H Fx,(a;)
i=1

Definicion A.16. La coleccién infinita de variables aleatorias X;, X5, .. son mu-
tuamente independientes si cualquier coleccion finita de ellas es mutuamente
independiente.

A.4. Variables aleatorias independientes y convolu-
cion

Teorema A.1. Sean X; y X, dos variables aleatorioas i.i.d. Sea S, = X; + X,. Entonces

la funcion de densidad f(S,) estd dada por la convolucioén de ellas. Es decir

f(S2) = f(X1) ® f(Xa)

Demostracion. la funcién de distribucion de la suma de dos variables aleatorias
estd dada por

Fx,+x,(z) = Pr(X; + X; <z) =Pr(X; + X; € B;), con B, = {(x,y)/x + y < z}

Fx,+x,(2) = ff f(x1, x2) dxq dxy =f f fx1,x2) dxq dxp
B, —00 J—00

siendo f(x1,x) la funcién de densidad conjunta de (X;,X,). Si hacemos el cambio
de variables

Luego

S = X1+ X
t = x

usando el teorema de cambio de variables en una integral doble y considerando
que el jacobiano de la transformacién es 1, tenemos que

FX1+X2(Z):I:I;f(s—t,t)dsdt:j:;‘[:f(s—t,t)dtds

Luego la funcién de densidad de S, = X; + X; es

fs0= [ st

Pero como X; y X, son independientes, tenemos

£(S2) = f fuls =) fuldidt = £ ® £ o
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Teorema A.2. La transformada de Fourier de la convolucion de dos funciones de L' es el
producto de las transformadas de Fourier de cada una de ellas. Es decir,

F(X1 ® X3) = F(X1)F(X2)
siendo F la transformada de Fourier de una funcion.

Demostracién. Sean f(x) y g(x) dos funciones absolutamente integrables, enton-
ces

F(F() ® g(0) f (F() ® g(x)) ¢dx = f f Fe— 1) g(t) dt ex =

[ [ rers e v -
I: f2) ez I : g(t) € dt =

F(f(x)) F(g(x)) = F(q) G(g9) O

A.5. Esperanza matematica

Definicién A.17. La esperanza matemdtica de una variable aleatoria X con funcién
de densidad dada por f(x) se define como

[e¢]

E(X) = Z xipx (Xk) para el caso discreto
k=1

[o0]

E(X) = f xfx(x) para el caso continuo

—00

Notemos que el operador matematico E es lineal.

Definiciéon A.18. El momento de orden k de una variable aleatoria X con funciéon
de densidad f(x) estd dado por

EXY  k=0,1,2..
Definicién A.19. La varianza de una variable aleatoria X se define como
V(X) = E[(X - E(X))’]

Notemos que si E(X) = 0 la varianza de X es el momento de orden 2 de X.
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A.6. Funcion caracteristica

Definicién A.20. Sea X una variable aleatoria con funcién de densidad dada por
P(X). La funcién caracteristica de X es una funcién ¢ : R — C definida por

Px(q) = E™)

siendo E el operador esperanza de una variable aleatoria y ¢* = cos(tX) +i sin(tX)
cong € R

Observacion A.1. Si X es una variable aleatoria continua la funcién caracteristica
es la transformada de Fourier de su funcion de densidad

ex(q) = E(€™)

I : e f (x)dx

I f(x) e™dx = F(f(X))

Por otro lado si antitransformamos obtenemos

O I

que es la funcién de densidad de X.

Dado que la transformada de Fourier es tnica, la funcién ¢x(g) caracteriza a la
variable aleatoria X. Por ejemplo, hay una tnica distribucién Gaussiana standard
2

. s e
cuya funcién caracteristica es px(q) = e 2.

Propiedades

<P(k)|
c%k k=0

b) [ < p(k=0)=1

a) E(X9) = g=1,2,..

Demostracion.

o] = [E()

(o)
f | ikx

f f(x)dx =1
@ (k=0)

O

IA

f(x) dx
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¢) Sean Xj, ..., X, variables aleatorioas i.i.d. Sea S,, = X; + ... + X,,. Entonces la
funcién caracteristica ¢(S,) esta dada por el producto de las funciones carac-
teristicas.

Demostracion.

(A1) Pn(q) =F(f(Xq + ... + X,) = F(f(X1) ® ... ® f(X,,))
=F(f(X1))---(f(Xi)) = @(q).---0(q) = @(q)" O

A.6.1. Estabilidad y funcién caracteristica
En esta secciéon mostraremos que tanto la distribucién de Cauchy como la

distribucion Gaussianas son estables

= La distribucién de Cauchy es estable. Los haremos para el caso n = 2.

Sean X; y X, dos variables aleatorias i.i.d. con distribucién de Cauchy. Defi-
nimos S, = Xj + X,. Queremos ver que f(S,) también es de Cauchy. Sea ¢,
la funcién caracteristica de X; + X,. Luego por (A.1)

©2(q) = p(q)°

Recordemos que la funcién de distribuién de Cauchy es

y 1
Y% + x2

f() =

De esta forma la transformada de Fourier (F) para la funcién de densidad es

(o]

Y 1 igx
@(Q)megmequ

Resolviendo la integral (ver ) queda:

@(q) = el
Luego
P2(q) = (p(q))* = ¥

Dado que ¢(q) € L' podemos antitransformar obteniendo la funcién de
densidad correspondiente a esa funcioén caracteristica. Asi en este caso la
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funcién de densidad de S, sera:

1 ® :
f&0) = 50 | eagedg
= i ” —2lqly p—igx
= m e “Me dg
= % N e~ 2 (cos gx — i sin gx)dq

N S T g

= o IOO e~ cos gx dq o) e singx dq
1 (o]

= o Iw e~ cos gx dg

1 (o)

= = f e 27 cos gx dg
T Jo
1

2y
7t 4y?% + x2

Entonces vemos que la forma funcional de f(S,) es de Cauchy. Esto nos dice
que esta distribucion es estable.

Aplicando un razonamiento similiar se puede ver que la distribucién Gaus-
siana es estable. En efecto, si X es una variable aleatoria con distribucién
gaussiana, la funcién de densidad es

1 _2

[0 = =

Su funcidn caracteristica es
p(q) = e T7 =7
donde y = "2—2 Luego la funcién caracteristica de S, es
Pa(g) = "

y antitransformando, obtenemos

1 2
e ¥

f(52) =

Qo
?‘
=

Por lo tanto la distribucion gaussiana es también una distribucion estable,
este Gltimo término lo reescribimos

1 a2
(S2) = ———=e 20V
/(& V21 V20

y definimos

Oy = ‘/EG
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Asi hemos probado que los procesos estocésticos de Cauchy y Gaussiano son
estables. Mas atin, la funcién caracteristica de ambos procesos tiene la misma
forma funcional:

Pa(g) =

donde o = 1 (Cauchy) y a = 2 para el proceso Gaussiano.

A.7. Teorema Central del limite

Sean Xj, Xy, ... una sucesién infinita de variables aleatorias independientes,
idénticamente distribuidas (i.i.d),sea S, = X1 + Xo +... + X,,. SIE(X;) = p € Ry
Var(X;) = 0% € (0, %) se verifica que

Sy —nu
lim P <z|=P(Y <2
no

siendo Y una variable aleatoria con distribucién normal de media 0 y varianza 1
(Y " N(0,1)). Esto quiere decir lo siguiente:

En general, para n > 30 la aproximacién por la distribucién Gaussiana es bastante
buena.

A.8. Aproximacion gaussiana a una variable aleatoria
binomial

Sean z; y z, dos ntimeros fijos y sea X~Bi(n,p). Entonces si Z~N(np,np(1-p)) se
cumple que
P(X<k)~P(Z<k)

X-n
De la misma forma, si llamamos X* = ol se cumple que

vrp(1-p)

P(X"<k) > ®(k) cuandon — o

Hay que tener en cuenta que al aproximar una distribucién binomial por una
normal estamos aproximando la distribucién de una variable aleatoria discreta
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con la distribucién de una variable aleatoria continua. Por lo tanto hay que tener
algtn cuidado con los puntos extremos del intervalo considerado. Por ejemplo,
para una variable aleatoria continua P(X = 3) = 0, mientras que para una variable
aleatoria discreta esta probabilidad puede ser positiva. Hay una correccién que
se puede hacer que mejora esta aproximacion

1 1

= ~ — =< < —

P(X =k P@ 2_X_k+ﬁ
P(a<X<b) :P@—%ngb+9
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