UNIVERSIDAD DE BUENOS AIRES
Facultad de Ciencias Exactas y Naturales

Departamento de Matematica

Tesis de Licenciatura

Juegos globales sobre redes

German Sergio Gieczewski

Director: Juan Pablo Pinasco

Fecha de Presentacion: Julio 2011



Indice general

1. Introduccion 3
2. Nociones generales de juegos y adicionales 4
2.1. Introducciom . . . . . . . ... 4
2.2. Teoria de la utilidad de Von Neumann y Morgenstern . . . . . . . . .. 5
2.3. Juegos estdticos . . . . ..o 6
2.4. Juegos con informacién incompleta . . . . . ... 0oL 14
2.5. Juegos supermodulares . . . . ... Lo 16
2.6. Espacios de probabilidad no unitarios . . . . . . . ... ... ... ... 17
3. Juegos globales 20
3.1. Preliminares . . . . . . . . . . ... 20
3.2. Elmodelo . . . . . . . . . 22
3.3. Equilibrio . . . ... 23
4. Nociones basicas de redes 27
5. Juegos globales sobre redes 29
5.1. Preliminares . . . . . . . . . . ... 29
5.2. Elmodelo . . . . . . . . . .. 30
5.3. Equilibrios . . . . ... 31
6. Juegos globales sobre redes con perturbaciones 47
6.1. Preliminares . . . . . . . . . . . . .. 47
6.2. Elmodelo . . . . . . . . . . 47
6.3. Equilibrio . . . . ... 49
6.4. Formulaciones alternativas y ejemplos . . . . . . .. ... ... ... .. 56
6.5. Una conjetura: continuidad en 7=0 . . . . . ... .. ... .. .... 62



Capitulo 1

Introduccion

La teoria de juegos globales, iniciada por Carlsson and Van™Damme (1993), intenta
explicar el comportamiento de una poblacion en juegos de coordinaciéon con informacién
imperfecta, donde los jugadores observan senales ruidosas del estado de la naturaleza.
Recientemente, estos juegos han sido usados en varios modelos para explicar fenémenos
econémicos, politicos y sociales, tales como corridas bancarias (Morris and Shin, 2001;
Goldstein and Pauzner, 2002) y cambiarias (Morris and Shin, 1998; Corsetti, Dasgupta,
Morris, and Shin, 2004; Corsetti, Pesenti, and Roubini, 2002), ciclos de alta y baja ac-
tividad e inversién (Chamley, 1999; Heidhues and Melissas, 2006), protestas (Atkeson,
2000) y revoluciones (Edmond, 2007). Un resumen de los desarrollos en el drea puede
hallarse en Morris and Shin (2003).

En este trabajo presentamos una generalizacién del modelo estandar de juegos
globales, en el siguiente sentido: los jugadores son nodos de una red, y cada jugador
comparte su informacion privada con sus vecinos. Esto permite tener en cuenta que
algunos jugadores pueden estar mejor informados que otros, que puede haber grupos
de jugadores con informacion altamente correlacionada, y también permite ver el efecto
que tienen los jugadores muy conectados (en una variante de papers como Morris and
Shin (2001), Corsetti et"al. (2002) y Corsetti et al. (2004)).

El esquema del trabajo es como sigue: en el Capitulo 2, exponemos una resena
muy breve de la teoria de juegos en general. En el Capitulo 3, explicamos el sentido
intuitivo de los juegos globales y presentamos el modelo basico creado por Morris and
Shin (2003). En el Capitulo 4, establecemos algo de notacién para grafos que usaremos
en nuestro modelo. En el Capitulo 5 presentamos una primera version del modelo con
jugadores sobre una red, probamos algunos resultados parciales, exhibimos ejemplos,
y mostramos algunos defectos tedricos que sugieren una modificacién. En el Capitu-
lo 6 hacemos dicha modificacién, y probamos para el nuevo modelo un resultado de
existencia y unicidad de equilibrio; concluimos con una exposicién breve de varias mod-
ificaciones y generalizaciones que pueden hacerse a este ultimo modelo. El contenido
de los capitulos 5 y 6 es original excepto donde aclaramos lo contrario.



Capitulo 2

Nociones generales de juegos y
adicionales

2.1. Introducciéon

La teoria de juegos moderna comenzo6 con la obra de Von™Neumann and Morgen-
stern (1944). En este libro, los autores proveyeron el marco esencial para formular el
resto de la teoria (en particular, la teorfa de la utilidad de Von Neumann y Morgen-
stern), y desarrollaron dos casos en particular: el caso de juegos de suma cero de dos
jugadores, y el caso de n jugadores permitiendo contratos vinculantes (es decir, co-
operativos). El primero es elegante y ofrece predicciones muy robustas, pero su valor
préctico es limitado, ya que -como nota Schelling (1960)- muchas de las situaciones es-
tratégicas mas interesantes involucran una mezcla de conflicto y cooperacién, es decir,
juegos de suma no constante. El segundo sufre dificultades tedricas, ya que no existe
una definicion completamente satisfactoria de equilibrio: existen varias, como el con-
junto estable, el ntcleo, el kernel, el nucleolo o el valor de Shapley, pero no queda claro
cual modela mejor lo que se deberia esperar que ocurra en un juego real.

Luego del trabajo seminal de Nash (1951), se establecié el equilibrio de Nash (y,
eventualmente, varios refinamientos, como el equilibrio de Nash perfecto en subjuegos,
el equilibrio bayesiano, el equilibrio secuencial, el trembling-hand perfect equilibrium,
etc.) como conceptos de equilibrio estandares para juegos de n jugadores y de suma
no constante, en los que no se permitan contratos vinculantes (es decir, juegos no
cooperativos). (Nota: incluso en el marco de los juegos no cooperativos se pueden
incluir mecanismos contractuales, pero deben aparecer como jugadas en el juego en vez
de estar implicitas en el marco tedrico). Estos conceptos de equilibrio son convincentes
en términos tedricos, pero en muchos juegos resultan ser débiles predictivamente porque
existen muchos o atn infinitos equilibrios, con lo que no existe una prediccion concreta
sobre cudl equilibrio deberfa ocurrir (ver Harsanyi and Selten (1988) para una teoria
de seleccién de equilibrios).

Existen clases particulares de juegos donde la teoria hace predicciones mas robus-
tas. Una de estas clases es la de los juegos globales, que estudiaremos en el siguiente



capitulo. En el resto de este capitulo, haremos una breve resena de la teoria de juegos
no cooperativa.

2.2. Teoria de la utilidad de Von Neumann y Mor-
genstern

Dado que los agentes en un juego deben elegir entre alternativas, deben tener pref-
erencias bien definidas entre los resultados posibles. Més atin, en muchos casos el resul-
tado de un juego sera incierto, por lo que los jugadores deben tener preferencias entre
distribuciones de probabilidades sobre resultados posibles. Von Neumann y Morgen-
stern probaron un teorema que garantiza que dichas preferencias se pueden representar
de forma comoda, siempre que cumplan con una serie de condiciones razonables.

Sea X un conjunto finito de resultados posibles, que podemos llamar premios. Lla-
mamos P al conjunto de distribuciones de probabilidad sobre X (que definimos como
funciones saliendo de X en vez de Z(X), ya que X es finito):

P={p: X —[0,1 /> plx)=1}.

zeX

Llamamos loterias a los elementos de P. Notamos que las loterias pueden, a su vez,
combinarse: dado a € [0,1] v p,p’ € P, ap + (1 — a)p’ es una loteria que asigna
probabilidad ap(z)+ (1 —a)p'(z) a cada x € X, es decir, es la loteria p con probabilidad
a y la loterfa p’ con probabilidad 1 — a.

Sea < una relacion sobre P, es decir, < C P x P, tal que:

(1) = es completa, es decir, dados p,p’' € P, p <p' o p' < p.

(1) =< es transitiva, es decir, si p < p' y p’ < p”, entonces p < p".

(Nota: de estas dos propiedades, se desprende una relacién de equivalencia ~ dada
por p~p < p=<p' Ap>=p; < define una relaciéon de orden sobre P x P/ ~, y
notamos p < p’ si p <X p’ y no vale que p = p').

(1) (Axioma de independencia) Dados p,p',p” € Py a € (0,1], ap + (1 — a)p” <
ap’ + (1 — a)p” < p < p'. Esta condicién significa que el orden de preferencias
entre dos loterias p,p’ debe preservarse si se agrega una probabilidad 1 — a de
que en ambos casos se dé un tercer resultado, p”.

(1v) (Axioma de continuidad) Dados p,p’,p"” € P, si p = p/ > p”, existen a,b € (0, 1)
tales que ap+ (1 —a)p” > p' > bp+ (1 — b)p”. Equivalentemente (suponiendo los
axiomas anteriores), dados p,p’,p” € P, sip = p' > p”, existe a € (0,1) tal que
ap+ (L —a)p” ~p.

Entonces se tiene el siguiente



Teorema 1 (Von Neumann y Morgenstern, 1944). Dado un conjunto finito X de pre-
mios y el conjunto P de loterias asociado, con una relacion = que cumple los axiomas
de arriba, existe una funcion U : P — R tal que p < p' < U(p) < U(P'), y U puede
representarse como U(p) = > .y U(x)p(x), donde v : X — R es una funcion. u se
denomina una funcion de utilidad de Von Neumann-Morgenstern.

Demostracion. Presentamos una construccién de u, y luego vemos que la U resultante
representa las preferencias dadas por <. Dado que X es finito, y podemos identificarlo
como un subconjunto de P, tenemos la relacién restringida < |x. Esta relacién induce
un orden entre las clases de equivalencia de ~ |x, que forman un conjunto finito.
Supongamos que hay més de una clase (si no, todo el problema es trivial). Luego,
existe una clase minima y otra maxima con respecto al orden. Tomemos representantes
xo y @1 respectivamente, y definamos u(zg) = 0, u(x1) = 1. Mdas en general, definimos
u(x) =0siz ~xgyulr) =1six~ x. Ahora, para cada =z € X ademas de ellos,
vale gy < = < 1. Luego, por el Axioma de continuidad, existe a, € (0,1) tal que
a;r1 + (1 — az)xg ~ x. Definimos u(z) = a,.

Ahora verifiquemos que la U resultante representa a <. En primer lugar, es claro que
u representa a < |x, ya que si u(x) < u(x’), entonces a, < ay y x ~ azx1+(1—az)ry <
apxy+ (1 —ap)zg ~ o' = o 2 2’; y si x <2’ entonces a,xq + (1 —az)xg ~x <2’ ~
a1+ (1 —ay)rg = a, < apy = u(z) < u(z’).

Para terminar observamos que, dado que x ~ u(x)z; + (1 — u(z))zy para todo
x € X, en general vale que

p=> pla)r~ (Z p(fﬂ)ﬂ(l‘)) 1+ <Z p(x)(1 — U(:v))> 0.

zeX zeX zeX

Ahora, haciendo uso nuevamente del Axioma de independencia, queda claro que p < p’
siysolosi ) ¢p(x)u(z) <Y o p'(x)u(x), es decir, U(p) < U(p'), como queriamos.
O

Gracias a este teorema, en los capitulos que siguen, para cada jugador podremos
asignar pagos numéricos a los posibles resultados que recibe, y trabajar con estos
nimeros coherentemente: si los pagos provienen de una funcién de utilidad de Von
Neumann-Morgenstern, podremos hallar la utilidad de loterias simplemente calculando
utilidades esperadas.

2.3. Juegos estaticos

Definicién 2.1. Un juego estético finito de n personas G es un arreglo (&, (S;)ic.s, (4i)ics ),
donde .# = {1,2,...,n} es el conjunto de jugadores; para cadai € .Z, S; = {si1, Siay - - -, Sik; }
es un conjunto finito que representa las estrategias puras del jugador 4; y u; : [[,c , Si —

R es una funciéon de utilidad de Von Neumann-Morgenstern que indica los pagos de ¢

en funcién de su estrategia y las de los demas.



Nota. Un arreglo s = (s;)icr, con s; € S;, se llama un perfil de estrategias para G.
Llamamos S al conjunto de perfiles de estrategias.

Observamos que los espacios de estrategias puras S; no tienen por qué ser iguales
para jugadores diferentes, pero pueden serlo. Cuando los jugadores tienen iguales es-
trategias y pagos, el juego se llama simétrico:

Definicién 2.2. Un juego estético finito de n personas G = (&, (S;)ic.r, (w;)ics) se
dice simétrico si S; = Sy para todos los pares i,i’ € .Z vy, para toda permutacion 7 de
# y todo perfil de estrategias s, u-(;)(7(s)) = w;(s), donde 7(s) asigna la estrategia s;
al jugador 7(1).

En esta clase de juegos, los jugadores eligen cada uno una estrategia sin comunicarse
con los demds, intentando maximizar su propia utilidad. (Esto no significa que los
jugadores sean necesariamente egoistas, ya que su funcién de utilidad puede incluir
el bienestar de otro jugador como una variable més). Interesa, en general, definir un
concepto de equilibrio, que haga una prediccién sobre qué estrategias deben jugarse si
los agentes son racionales.

Un concepto convincente, pero débil, es el de estrategias dominadas. La idea es que
un jugador racional no elegird una estrategia que sea siempre peor que otra.

Definicién 2.3. Sea G un juego estatico finito de n personas, i € £ y s; € S;.
Decimos que s; esta estrictamente dominada si existe s, € S; tal que, para cualesquiera

Sj € 5,7 # 4

/
Wi STy ey SiyeneySn) < U(S1,. 0y Sy vy Sn)-
Decimos que s; € S; estd débilmente dominada si existe s, € S; tal que, para
cualesquiera s; € S;, j # 1,

Wi(S1y vy SiyeneySn) SUi(S1, .00y S0ty Sn),

y la desigualdad es estricta en al menos un caso.

Es poco discutible que jugadores racionales no jugaran estrategias (estrictamente)
dominadas. Si, ademas, cada jugador sabe que los demds son racionales, cada jugador
sabe que los demés saben que los demas son racionales y asi sucesivamente, entonces
solamente podran jugarse estrategias que sobrevivan a la eliminacién iterativa de es-
trategias (estrictamente) dominadas (EIEED).

En la Figura 2.1 vemos el Dilema del Prisionero, un ejemplo cldsico que se resuelve
por eliminacién de estrategias dominadas. En este juego dos delincuentes son captura-
dos por la policia, pero no existen suficientes pruebas para condenarlos si no confiesan.
Los policias deciden interrogarlos separadamente. En caso de que ninguno confiese,
solamente podran ser condenados por alguna ofensa menor, con pena de un ano de
carcel. Si ambos confiesan, reciben una sentencia de 10 anos. Si uno confiesa y el otro
no, el que confiesa es dejado en libertad y el que no confiesa es sentenciado a 15 anos



Jugador 2
Confesar ~ No confesar
Confesar —10, —10 0,—15
No confesar —15,0 —-1,—-1

Jugador 1

Figura 2.1: Dilema del Prisionero

de cércel. Si bien a ambos jugadores les conviene el resultado de que ninguno confiese
(comparado con el resultado de si ambos confiesan), para cada jugador la estrategia de
no confesar esta estrictamente dominada por confesar, con lo que jugadores racionales
elegiran confesar.

Jugador 2
Confesar ~ No confesar
Confesar —10, —10 —100, —15
Jugador 1
No confesar —15,0 —1,—1

Figura 2.2: Eliminacién iterativa de estrategias estrictamente dominadas

En la Figura 2.2, consideramos una variante en la que el jugador 2 tiene amigos
fuera de la cércel, que asesinaran a 1 si éste traiciona a 2, resultando un pago de —100.
En este caso confesar ya no es una estrategia dominante para 1: la prefiere si espera que
2 confiese, pero no si espera que 2 no confiese. Sin embargo, como para 2 confesar si es
dominante, si 1 cree que 2 es racional, debe esperar que confiese y, en consecuencia,
confesar. En otras palabras, la estrategia NC' estd dominada para 2 en el juego original,
por lo que ambos jugadores pueden eliminarla de la matriz del juego. Una vez hecho
eso, queda un juego reducido en el que NC' esta dominada para 1. Esto es un ejemplo
sencillo de eliminacion iterativa de estrategias estrictamente dominadas.

B
L M R

U [0,4 T[40 ]53
AM [40 0,4 |53
D 3,535 ]6,6

Figura 2.3: Un juego sin estrategias dominadas

En la Figura 2.3, vemos un juego que no tiene estrategias dominadas, por lo que
este criterio no hace ninguna prediccién sobre lo que debe jugarse. En muchos ejem-
plos importantes, el criterio de estrategias dominadas resulta débil porque a menudo
ninguna estrategia es dominada por otras.



Si, ademas de la racionalidad, suponemos que existe algin mecanismo para coordi-
nar las expectativas, de tal forma que cada jugador espera que los demas hagan lo que
efectivamente hacen, entonces en un ‘equilibrio’ ningin jugador debe tener incentivos
a cambiar su estrategia, dadas las estrategias de los otros. Entonces, un equilibrio con-
siste en un perfil de estrategias tal que la estrategia de cada jugador es una respuesta
optima a las estrategias que el perfil asigna a los otros jugadores.

Definicién 2.4. Sea G un juego estatico finito de n personas. Un equilibrio de Nash
en estrategias puras es un perfil de estrategias s* = (sf);c.» tal que, para cada i € &
y para cada s, € S,

wi( ST, S sn) > u(sy, S, 8.

Notamos que este concepto de equilibrio es mas fuerte que el de EIEED, ya que
cualquier equilibrio de Nash deberd sobrevivir el proceso de EIEED (sin embargo,
pueden existir equilibrios de Nash que usen estrategias débilmente dominadas).

En general, un tal juego GG puede tener uno, varios o ningin equilibrio de Nash en
estrategias puras. Un ejemplo del primer caso es el Dilema del Prisionero; ejemplos del
segundo son los juegos Halcon-Paloma y Batalla de los Sexos, que mostramos en la
figura 2.4; un ejemplo del tercer caso es el juego de Matching pennies, que mostramos
en la figura 2.5.

Jugador 2 Beatriz
Halcén Paloma Fuatbol Teatro
Jugador 1 Halcén | =5, -5 10,0 Arnaldo Fuatbol 2,1 0,0
Paloma 0,10 5,5 Teatro 0,0 1,2
Halcén-Paloma Batalla de los Sexos

Figura 2.4:

En el juego Halcon-Paloma, dos jugadores compiten por un premio, y cada uno
puede elegir una estrategia agresiva, llamada Halcon, o una pacifica, llamada Paloma.
Si ambos eligen Paloma, el premio se reparte sin que haya conflicto; si uno elige Halcon
y el otro Paloma, el primero se queda con el premio; pero si ambos eligen Halcon,
se enfrentan y terminan perdiendo ambos. Hay dos equilibrios de Nash en estrategias
puras: que un jugador juegue Halcon y el otro Paloma, o al revés.

En el juego Batalla de los Sexos, dos jugadores, Arnaldo y Beatriz, deciden si ir a
ver un partido de futbol o una obra de teatro. Los pagos indican que Arnaldo prefiere
que vayan al partido y Beatriz que vayan a la obra, pero que un desencuentro es el
peor resultado posible, independientemente de a dénde van. En este juego, hay dos
equilibrios de Nash puros: que ambos vayan al partido y que ambos vayan a la obra.

En el juego Matching pennies, el jugador 2 elige que una moneda esté boca arriba
o abajo, y el jugador 1 trata de adivinar la eleccion de 2. Si 1 adivina bien, gana; si no,



Jugador 2
Cara  Ceca
Cara | 1,—1 | —1,1
Ceca | —1,1 | 1,—-1

Jugador 1

Figura 2.5: Matching pennies

gana 2. En este caso no hay equilibrios de Nash puros, ya que en cualquier situacion
habra un jugador que querra cambiar su estrategia para ganar.

Sin embargo, resulta natural esperar que para todo juego exista algun equilibrio:
esto puede requerir algin grado de randomizacion. En particular, en el juego Matching
pennies, lo natural seria que los jugadores elijan cada estrategia al azar con probabilidad
%, para evitar ser predecibles. Para permitir esto, definimos estrategias mixtas, que son
distribuciones de probabilidad sobre el espacio de estrategias puras:

Definicién 2.5. Sea G un juego estatico finito de n personas e i € .. Una estrategia
mixta o; es una funcién o; : S; — R tal que Zsi]-esi 0i(s;;) = 1. El conjunto de tales
estrategias forma el espacio de estrategias mixtas de i, que notamos ¥;. Llamamos o a
un perfil de estrategias mixtas y X al conjunto de perfiles de estrategias mixtas.

Nota. Sea k; la cantidad de estrategias puras del jugador . Entonces podemos identi-
ficar ¥; con AR~ = {(xy,...,zp,) € R¥/z; > 0N @ = 1}, el (k; — 1)-simplex, via
o; — (04(si1), ..., 0i(sik,)). Ademds, pensando las estrategias mixtas como elementos
de A*i—1 C R¥ dadas estrategias mixtas o;, 7; del jugador ¢ podemos darle un sentido
natural a po; + (1 — p)7; usando la estructura de espacio vectorial de R¥, y el resultado
es la ‘mezcla’ de o; y 7; con ponderaciones py 1 — p.

Cuando los jugadores usan estrategias mixtas propias, se supone que son indepen-
dientes entre si. Esto puede resultar natural en algunos casos (cuando cada jugador
hace uso del azar para que su estrategia sea impredecible, y por tanto randomiza us-
ando algin mecanismo independiente del de sus rivales), pero limitante o poco realista
en otros, donde los jugadores pueden querer coordinar algin resultado aleatorio. Un
ejemplo del primer caso es el juego de Matching pennies. Para un ejemplo del segundo
caso, volvamos al juego Batalla de los Sexos.

En este juego hay dos equilibrios puros, pero no hay razones para pensar que se
deba elegir uno en vez de otro. Podriamos pensar que una solucién méas razonable es
que los jugadores tiren una moneda, yendo al partido si sale cara y a la obra si sale
ceca. Sin embargo, estas estrategias no son validas en el marco en que trabajamos,
porque no son independientes; sélo permitimos que cada jugador randomice entre sus
estrategias puras sin saber lo que piensa hacer el otro. En este juego resulta haber
también un equilibrio mixto con estrategias independientes, pero es menos eficiente, ya
que hay una probabilidad alta de desencuentro.

Existe un concepto de equilibrio diferente al de Nash, llamado equilibrio correla-
cionado, que permite coordinar estrategias mixtas bajo ciertas condiciones. Una in-
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troduccién al tema puede encontrarse en Aumann (1987); nosotros trabajaremos con
estrategias mixtas independientes.

Nota. Dado que trabajamos con funciones de utilidad de Von Neumann-Morgenstern,
los pagos que resultan de un perfil de estrategias mixtas se deducen inmediatamente:
dado un perfil de estrategias mixtas o = (0;);c.r, la utilidad esperada del jugador j es

uj(o) =) P(s)u;(s) =) (H MSJ) u;(s)

s€S s€S \ieJs

donde P(s) es la probabilidad de que los jugadores terminen jugando el perfil s, dado
que eligen sus estrategias segiin las probabilidades de o.

De ahora en mas, un perfil de estrategias podra ser, en general, un perfil de estrate-
gias mixtas. Ademads, identificaremos a la estrategia pura s;; con la estrategia mixta
o;; dada por o;j(s;;) = 1. De la misma forma, podemos dar una nocién de equilibrio
admitiendo estrategias mixtas:

Definicién 2.6. Sea G un juego estatico finito de n personas. Un equilibrio de Nash
es un perfil de estrategias mixtas o* = (0});c.» tal que, para cada i € . y para cada
/

on) > oy, 0l o).

* *
UZ'(O'l,...,O'- i

R

Se tiene entonces el siguiente teorema:

Teorema 2 (Nash, 1951). Sea G un juego estdtico finito de n personas. Entonces G
tiene al menos un equilibrio de Nash.

Existen varias demostraciones de este teorema, aunque todas hacen uso de algin
teorema de punto fijo. En el resto de esta seccion presentamos dos demostraciones, la
primera usando el teorema de Brouwer y la segunda el de Kakutani, junto con una
demostracion de este tltimo.

Demostracion con el teorema de Brouwer (Nash, 1951). Dado un perfil de estrategias
mixtas o, un j € & y a € S}, llamamos 0, = (0])icy dado por o, = 0;sii # jy
/

0; = a, es decir, la estrategia mixta que le da probabilidad 1 a «. Ahora definimos,

para cada par j, o una funcién gj, : ¥ — R dada por

Pja(0) = méx(0,u;(0ja) — uj(0)).

Esta funcion mide cuanto el jugador j aumenta su pago cambiando su estrategia mixta
oj por a, valiendo 0 si el cambio baja su utilidad. Notamos que las funciones ¢;, son
continuas, pensando a ¥ como AF~1,

Ahora definimos una aplicacién T : ¥ — ¥ dada por

T Laes, Pialo)a
’ 1 =+ ZCMGS]' (Pja(0'> .

11



Vemos que T ajusta las probabilidades que cada jugador le asigna a sus estrategias
puras, aumentando mas las de las estrategias que pagan mas; el denominador sirve
para que la suma de las probabilidades se mantenga en 1. Notamos que 7' es continua
(pensando X como [, » Akl C [Lc, R¥ = RX:%) con dominio y codominio iguales
a un subconjunto convexo y compacto de Rx:*_ Luego, por el teorema de Brouwer, T
tiene un punto fijo, es decir, existe o € X tal que T'(0) = o.

Ahora bien, esto requiere en particular que 7' no reduzca la probabilidad de ninguna
estrategia para ningun jugador. Para cada jugador j, existe al menos una estrategia
a que no paga mas que o; (dado que el pago de o; es un promedio de los pagos de
estrategias puras con probabilidad positiva en ¢}, si todas las estrategias puras pagaran
mas que o; tendriamos un absurdo). Luego ¢;,(c) = 0, por lo que la probabilidad de
a en T'(o); es la misma que en T'(0), pero dividida por 1+ Zaesj ©ja(0). Luego, para
que sean iguales, debe ser

L+ ) pjalo) = 1

a€sS;

Z Pjalo) = 0,

OtES]'

de donde gj,(0) = 0 para todos los pares j, a. Luego, para todos los jugadores j y
estrategias puras «, a no paga més que o;, dado que los demas juegan el resto del perfil
0. Entonces o es un equilibrio de Nash. O

Notamos que en esta demostracion usamos el teorema de Brouwer, en la siguiente
version:

Teorema 3 (Brouwer, 1911). Sea K un subespacio de R™ no vacio, compacto y con-
vero. Sea f: K — K una funcion continua. Entonces f tiene un punto fijo.

Existen varias demostraciones de este teorema, tanto topoldgicas como analiticas, e
incluso combinatorias (existe una demostracién a partir del lema de Sperner, probado
en Sperner (1928), y otra que hace uso del juego Hez, que puede encontrarse en Gale
(1979)).

Para la segunda demostracién del Teorema 2, presentamos algunos conceptos pre-
vios.

Dados dos conjuntos A y B, una correspondencia entre A y B es una funcion
f:A— P(B) tal que para todo a € A f(a) # {0}. Definimos el gréifico de f como

gr(f) ={(a,b)/a e A,b€ f(a)} CAX B

y decimos que f es de grafico cerrado si gr(f) es cerrado como subespacio de A x B
con la topologia producto. Un a € A se dice punto fijode fsi A= Byac¢€ f(a).

El siguiente teorema de punto fijo es usado para probar varios resultados en economia,
incluyendo el Teorema 2, como también la existencia de equilibrios perfectos de Nash
y otros refinamientos, y la existencia de equilibrios generales en una economia.
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Teorema 4 (Kakutani, 1941). Sea A un subespacio de R™ no vacio, compacto y con-
vexo. Sea f: A — P(A) una correspondencia de grifico cerrado, y tal que f(a) es
convezro para todo a € A. Entonces [ tiene un punto fijo.

Damos la demostracion original de Kakutani, basada en el teorema de Brouwer;
existe otra que usa el lema de Sperner directamente.

Demostracion. Supongamos primero que A es un r-simplex. Sea A™ la n-ésima de-
scomposicién baricéntrica de A. Para cada vértice 2" de A™ tomamos un elemento
cualquiera y™ de su imagen. Ahora, dado un simplex A,(g") de A™ | cada vértice de él
queda mapeado a un punto en A; usando coordenadas baricéntricas, podemos extender
esta aplicaciéon linealmente a todo A,(gn), y el resultado es una funcién continua de A,(gn)
a A. Ademads, dados dos simplices que comparten uno o mas vértices, es claro que las
funciones asi definidas para cada simplex coinciden no solamente en los vértices com-
partidos sino también en las aristas, caras, etc. que sean compartidas. Luego, para cada
n podemos pegar estas funciones y obtener una funcién f, : A — A, que es continua
por el lema de pegado para finitos cerrados.

Ahora, como A es un convexo compacto, por el teorema de Brouwer, para cada n
existe un x, tal que f,(z,) = z,, es decir, un punto fijo de z,. Al estar incluida en
un compacto, la sucesién (x,,), tiene una subsucesién convergente, digamos (x,, )x, con
limite . Probaremos que z¢ € f(x).

Para verlo, asociamos primero a cada punto z,, el r-simplex Ay de la descomposi-
cién A" al que pertenece (2, podrfa estar en la interseccién de varios simplices de
A en cuyo caso elegimos cualquiera de ellos). Luego, para cada k, numeramos los
vértices de Ay, en algin orden como oy, Tk, - - -, Trk. Ademas, lamamos yix = fi, (Tik)-
Es claro que, para cada ¢ = 0,...,7, la sucesién (x;), converge a xg, ya que (T, )k
converge a xo, v la distancia entre x; y los vértices de A, tiende a 0 al crecer k, dado
que los simplices son cada vez mas chicos.

Por otro lado, las sucesiones (y;)x pueden no converger, pero como A es compacto,
podemos tomar una subsucesién (Y, )m tal que esto ocurra para todo i = 0,...,r
(tomando primero una subsucesion tal que los yor converjan, luego una sub-subsucesién
tal que los y1; también lo hagan, y asi sucesivamente). Sea y; = lim,, o Yix,,. Como
los x;;, son vértices de Ay, fn, (i) = f(xi). Luego, (Tik,,, Yik,,) estd en el grafico de f
para todo m, y esa sucesién converge a (g, ;). Como el grafico de f es cerrado, esto
implica y; € f(xo) parai =0,...,7. Como f(zg) debe ser convexo, todo el r-simplex
delimitado por los y;, A, estd incluido en f(xg).

Por ltimo, notamos que zy € A, ya que zy € Ay, para todo m por construccion,
y los y; son limites de las sucesiones de vértices de los Ay, . Luego xy € f(xo).

En caso de que A no sea un simplex, colocamos un simplex de dimension maxima
dentro de A: este simplex se puede construir tomando un punto ag € A, y después
tomando un conjunto de puntos by, ...,b € A de tamano maximo tal que el conjunto
by —ay, . .., b —ag sea linealmente independiente en el espacio ambiente. Luego by, . . ., b
son los vértices de un simplex S de dimensién maxima en A, que se puede probar
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facilmente que es homeomorfo a A a través de una ¢ : S — A. Luego el resultado se
deduce para A aplicando lo anterior a ¢=to fogp: S — S. O

Demostracion con el teorema de Kakutani (Nash, 1950). Para cada 0 € ¥ e i € &
definimos f(¢); como el conjunto de respuestas éptimas de ¢ al perfil o, y f(o) =
[Lic, f(0)i- Notamos que f(c); nunca puede ser vacio, porque de las estrategias puras
de i, al ser finitas, hay una que paga al menos tanto como las deméds contra o, y luego
es 6ptima. Entonces f : ¥ € Z(3) es una correspondencia. Ademds, los 3J; pueden
ser pensados como simplices, es decir, subespacios de R¥~! no vacios, compactos y
convexos. Como el producto conserva estas propiedades, ¥ es un subespacio de un R*
no vacio, compacto y convexo. Ademds, f(o); es convexo para todo o € ¥ e i € .,
ya que si dos estrategias son 6ptimas, cualquier combinacién lineal paga lo mismo y
también es éptima. Luego f(o) es convexo para todo o € X.

Veamos por tltimo que el grafico de f es cerrado. Para ello, basta ver que dada
cualquier sucesion (o, 7,) con 7, € f(o,) que converja a un (o, 7), vale que 7 € f(0).
Supongamos que no, en cuyo caso existe ¢ € & y 7/ tal que w;(7{,0_;) > w;i(7,0_;),
donde 7;,0_; significa que ¢ juega 7; y los deméds juegan las estrategias que dicta o.
Ahora bien,

w7l 0-0) = wi(7], (00) =) < wil ()i, (00)=i) — wi(7i,0-4),
absurdo. Luego, por el teorema de Kakutani, la correspondencia tiene un punto fijo,
que es un equilibrio de Nash del juego. O

La segunda demostraciéon hace uso de la correspondencia de mejores respuestas,
mientras que la primera define una de mejora incremental en respuesta a las estrategias
de los demds (que hay que construir con algo de cuidado para que quede continua).

2.4. Juegos con informacién incompleta

Existen situaciones en las que los agentes tienen incertidumbre sobre el juego que
se esta jugando, los incentivos de los demas jugadores, o el ‘estado de la naturaleza’
que determina la efectividad de ciertas estrategias. Estos casos caen bajo el nombre
de juegos de informacion incompleta. La literatura del tema comienza con los trabajos
de Harsanyi (1967, 1968); presentamos un resumen basado en Fudenberg and Tirole
(1991).

Un ejemplo sencillo son los juegos Bayesianos, en los que para cada jugador ¢ hay
un conjunto de ‘tipos’ #;. Intuitivamente, el tipo de un jugador determina qué pagos (y,
por tanto, qué incentivos) tiene, y también puede o no influir en los pagos de los demés;
por ejemplo, si en una variante del juego Batalla de los Sexos un jugador puede tener
distintas preferencias segin su tipo, esto no deberia afectar, en principio, los pagos del
otro jugador, pero si en una variante del juego Halcon-Paloma el tipo determinara la
capacidad militar de un pais, esto afectaria a ambos en caso de una guerra. El tipo que
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le toca a cada jugador en cada realizacion del juego se determina aleatoriamente: cada
jugador conoce su tipo, pero no el de los demas.

Maés precisamente, para cada jugador 7 existe un espacio finito de tipos 6, € ©,,
y hay ademds un espacio de probabilidad (0, Z(0), P) dado por una distribucién
p:© —[0,1], donde © = [],. , ©;. Asi, si & = {1,2,...,n}, la probabilidad de que
el perfil de tipos sea (01,0s,...,0,) es p(01,0,,...,0,). En particular, las distribuciones
de los 6; pueden ser o no independientes. Suponemos que el espacio de acciones S;
de cada jugador 7 es independiente de 6;, pero los pagos dependen de los tipos: en
general, para cada i existird una funcién de utilidad w;(s1,. .., sp,01,...,0,), es decir,
u; S x O — R

Dada p y su tipo observado i, el jugador ¢ puede calcular la probabilidad condicional
de que los tipos de los deméds jugadores sigan cierta configuracion:

p(é’l, A ,Hn)

P(ela"'70i—1a9i+1a"'70n|0i): P(Q) )

donde P(0;) = 3 pce, (4,0, P(0)-

En general, el jugador ¢ debera elegir una accién posiblemente distinta para cada
tipo, por lo que una estrategia pura en esta clase de juegos serd una funcién ¢; : ©; —
S;. Més en general, podemos tener estrategias mixtas de la forma t; : ©, — ;. Ahora,
dado un perfil de estrategias (¢;);c.» podemos, para cada jugador i y tipo 0;, calcular
la utilidad esperada de jugar la estrategia que le corresponde segun el perfil, ¢;(6;), o
también de cambiarla por otra ;. Luego, podemos definir un equilibrio bayesiano de
Nash como un perfil de estrategias t* tal que, para cada i y 6;, t}(6;) maximiza la utilidad
esperada de ¢ dada la distribucion de las estrategias y tipos de los demas jugadores,
condicional a #;. La existencia de equilibrios bayesianos de Nash en estrategias mixtas
puede probarse de forma andloga al caso sin informacién incompleta, usando el teorema
de Kakutani.

Desde el Capitulo 3 en adelante trabajaremos con una clase de juegos que se aseme-
jan a estos, pero requieren un marco mas general. Un tal marco puede ser el siguiente:
sea un espacio de probabilidad (Q2,.#, P) y una familia finita de variables aleatorias
(X;): Q@ — R, conjeJ=1{12...,k} Ademas, para cada i € &, sea J; C J.
Cada jugador ¢ tiene un espacio finito de acciones S;, y antes de jugar observa la tira
(X;)jes, con lo que una estrategia pura sera una funcién ¢; : [[Im(X,;) — S;, una
estrategia mixta serd una funcion ¢; : [[Im(X;) — %; y podemos definir un concepto
de equilibrio analogo, requiriendo que cada jugador maximice su utilidad esperada da-
da la distribucion de las X; observadas por los demas jugadores, y de sus estrategias,
condicional a los valores observados por i.

Sin embargo, no se puede extender la demostracion de existencia hecha antes para
este caso, ya que los espacios de estrategias son infinitos. Si bien existen resultados
de existencia de equilibrio para juegos con espacios de estrategias infinitos, en general
requieren como minimo que dichos espacios sean ademas compactos, cosa que en este
caso puede no valer (y, en particular, no vale en la clase de juegos que consideramos
en el Capitulo 3 y luego).
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2.5. Juegos supermodulares

Los juegos supermodulares representan situaciones en las que hay una complemen-
tariedad estratégica entre jugadores: en otras palabras, el espacio de estrategias de cada
jugador tiene un orden, y el incentivo a elegir estrategias més altas aumenta cuando
los demés jugadores eligen estrategias altas. De esta propiedad se deducen varios resul-
tados interesantes sobre el conjunto de equilibrios. Mencionamos esta clase de juegos
porque tanto la intuicion involucrada como los resultados que se obtienen presentan
similitudes con los juegos que analizamos en los Capitulos 3 y posteriores. La literatura
del tema comienza con Topkis (1979); hacemos un breve resumen basado en Fudenberg
and Tirole (1991).

Supongamos que, para cada i, S; es un subconjunto de R* . Entonces S = [Lc,Si €
R*, con k = >, , k. El orden en R induce un orden parcial en S; coordenada a
coordenada, es decir, s; > s} si s; — s} € R@O y s > sisis; > sy s # s

Dados x = (z1, ..., 2m), ¥y = (Y1, - -, Ym) € R™, definimos

xVy = (méx(z1,y1), ..., max(x,, yn)),
r Ay = (min(zy,y1),...,mn(z,, y,)).
Definicién 2.7. Un conjunto parcialmente ordenado (X, <) se dice un lattice si para

todos z,y € X existen x Vy y x Ay, el supremo y el infimo de x e y respectivamente,
tales que

(a) xVy>z,xVy >y, yparatodoz € X talque z > xy z >y, vale z >z V y;
(b) xAy<z,xAy<y,yparatodoze€ X talquez<zyz<y,valez <z Ay.

Observamos que R™ es un lattice. Decimos que S C R™ es un sublattice de R™ si es
un lattice con la estructura heredada, es decir, dados s,s' € S, sV s',sAs €5, donde
V y A son las operaciones definidas para R™ restringidas a S.

Supongamos entonces que S; es un sublattice de R* para todo i. Definimos ahora

la nocién de complementariedad estratégica: sea i € & y s = (sq,...,S,) un perfil de
estrategias puras. u; tiene diferencias crecientes en s si para todo s’ = (s/,...,s,) tal
que s > ¢,
/ / / / / /
Wi(8) = Ui (51, -+, Sic1, 855 Sick1s - -3 Sn) = Wi(ST, -+ 851550y Sipty- -5 5,) — wi(s),

es decir, el cambio de una estrategia s; a una s; mayor es relativamente menos ventajoso

si los demds juegan estrategias s mas bajas, que si juegan las s; mas altas. Decimos

que u; tiene diferencias estrictamente crecientes si la desigualdad es estricta para todos

/ / / / / /
s,s' tales que s; > 5,y (S1,.. ., Si—1,8i41,---,5n) > (81, ..., 81,8115, 50).
Ademés, decimos que u; es supermodular en ¢ si, para todos si,...,s, v s; vale
/
Wi (51, .., Si1, Siy Sig1s -5 5n) + Wi(51, .., Si1, 85y Sig1, .-+, 5p) <
/ /
Wi (51, ..., 8i—1,8i A\ Siy Sig1y -5 Sn) FUi(51, ..., 8i21, 8 V S}, Sig1, -+ 5n),
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donde usamos la estructura de lattice de S;. Decimos que u; es estrictamente super-
modular en ¢ si la desigualdad es estricta siempre que no valen s; < s ni s, < s; (es
decir, siempre que s; y s, no son comparables).

Decimos que un juego de n jugadores es (estrictamente) supermodular si, para
cada i € &, el espacio de estrategias S; es un sublattice de R¥ y la funcién de utilidad
u; tiene diferencias (estrictamente) crecientes para todo s € S y es (estrictamente)
supermodular en 7.

De estas propiedades, mas algunas condiciones técnicas, se obtienen varios resul-
tados convenientes sobre el conjunto de equilibrios del juego. Mds precisamente, sea
un juego supermodular tal que S; es compacto y u; es semi-continua superiormente en
s; para todos ¢ y s = (s;);c». Entonces el conjunto de equilibrios de Nash puros del
juego es no vacio, y tiene un maximo s y un minimo s (Topkis, 1979). Ademas, si el
juego es estrictamente supermodular, el conjunto de equilibrios de Nash es un lattice
completo (es decir, el supremo y el infimo de cualquier conjunto de equilibrios también
son equilibrios) (Vives, 1990). En el primer caso, con algunas condiciones mas, resulta
que 5 y s se obtienen como méaximo y minimo del conjunto de perfiles que sobreviven
el proceso de EIEED, respectivamente (Milgrom and Roberts, 1990).

No demostramos estos hechos, pero notamos que se deducen esencialmente del com-
portamiento de las correspondencias de respuestas optimas: se puede probar que, para
un juego supermodular como arriba, dado un ¢ y un perfil para los otros jugadores
(85)ji, €l conjunto de respuestas 6ptimas tiene maximo 5;((s;);) y minimo s;((s;);),
y que estos son funciones crecientes en (s;);. Si el juego tiene ademds diferencias es-
trictamente crecientes, todo el conjunto de respuestas éptimas es creciente, es decir: si
(s5); = (s}); ¥ si, s; son respuestas éptimas a (s;); y (s}); respectivamente, entonces
s; > s.. (Este ultimo resultado es casi inmediato a partir de las definiciones). A su vez,
esto permite usar el siguiente teorema para probar los resultados de arriba:

Teorema 5 (Tarski, 1955). Si S es un sublattice de R™ compacto y no vacio, y f :
S — S es creciente, entonces f tiene un punto fijo en S.

Los juegos que consideramos en los Capitulos 3 y siguientes no caen estrictamente
en este marco, porque los espacios de estrategias en ellos son espacios de funciones,
es decir, de dimension infinita, pero ambas clases de juegos comparten la logica de la
complementariedad estratégica.

2.6. Espacios de probabilidad no unitarios

En la teoria de probabilidades suele trabajarse con espacios de probabilidad uni-
tarios, es decir, espacios de medida (2, .#, P) en los que la medida total es 1. Si bien
esto tiene sentido, para un desarrollo sencillo de los calculos en los capitulos siguientes,
querremos trabajar en espacios donde existe una variable aleatoria 6 cuya distribucion
es uniforme sobre R, lo que requiere que la medida total del espacio de probabilidad
sea infinita.
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Ademas de ser computacionalmente comoda, una variable con distribuciéon uniforme
sobre R es intuitivamente razonable si pensamos que representa un dato sobre el cual
los jugadores no tienen ninguna informacion previa, y este supuesto ha sido usado
ya por Morris and Shin (2002, 2003) en el contexto de juegos globales. Notamos que
también se usan variables de este tipo como improper priors en estadistica Bayesiana,
para construir estimadores Bayesianos generalizados.

Una exposicion detallada de la teoria de espacios de probabilidad con medida in-
finita puede encontrarse en Hartigan (1983). Para nuestros fines, es suficiente hacer
una construccién sencilla: dado k € N, tomemos el espacio de medida (R*, Z(R*), 1)
donde Z(R*) son los borelianos de R* y 1 = f\. Aqui )\ es la medida de Lebesgue
en R¥ y f: R* — [0, 4+00) es una funcién continua que servirad como densidad para p;
cuando decimos p = fA queremos decir que f es la derivada de Radon-Nikodym de pu
con respecto a A, es decir, para todo B € %(R*) tenemos

M(B):/de/\:/dex.

Ahora construir el espacio de probabilidad relevante consistira en elegir la f apropiada.
Para lo que hacemos en los capitulos siguientes, en los que usamos una variable uniforme
6 sobre los nimeros reales y k — 1 normales (¢;);—2,.x independientes (entre si y de 6)
de distribucién N(a;, 0?), debemos tomar

k

flry,za. . my) = Hfl(xz),

=2

donde f; es la densidad de una variable con distribucién N(a;,c?). Identificamos 6 con
r1 v € con x; para ¢ > 2. Notamos que la medida resultante no es finita pero si o-
finita, ya que la medida de cualquier intervalo acotado en R¥ es finita. Ademds, dado
un subconjunto M C {2,... k}, y llamando 6; = 6+ ¢;, podemos definir la distribucién
condicional del vector (0, €s, . .., €) dado que (6;);cnr = (a;)iemr como la dada por tomar
la funcién f restringida al subespacio afin definido por S = {x € R¥/(6;)ierr = (as)icn }
como densidad. Notablemente, para M no vacio esta distribucién resulta propia, es
decir, con medida finita; en otras palabras, a pesar de que el espacio de probabilidad
tiene medida infinita, si alguien observa uno o mas valores de 6;, entonces queda definida
para ¢l una probabilidad condicional propia. Esto es claro si miramos la integral

/f(l'l,l’Q,...,Jfk)de':/ f(l'l,l'g,...,.rk)dl'
S {(z1,...,x) ERF /(z142;)ienr=(ai)ier }

f(Oa L2y - - 7xk>dx

/{(l‘l:---@k)ERk/(Jfl-i-ﬂﬁi)ieM(ai)ieM}

k
{(@2,esp ) ERF =L (i =25 )i jem=(ai—aj)ijem} j—o
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que resulta finita. (Aqui C es el determinante del jacobiano del isomorfismo afin que
leva {(wa,...,zx) € RFY/ (2 — x))ijen = (ai — aj)ijen} a {(z1,...,25) € R¥/(z; +
%i)iem = (a;)iem }). Ademads, se ve que las distribuciones de 6 y de los 6; no observados
son normales. Haciendo los calculos se prueba que, en el caso de que todos los ¢; tengan
media 0 y un mismo desvio o, la distribuciéon condicional de # habiendo observado

(0:)ienr = (a;)ienr €s normal N <|27a", “ﬁ), y la distribucién condicional de un 6; no

>ai o2 |M|+1
[M] > | M|

observado es normal N ( ) Usaremos estos resultados en los capitulos

siguientes.
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Capitulo 3

Juegos globales

3.1. Preliminares

Los juegos globales son una clase de juegos que comparten las siguientes carac-
teristicas:

» Existe una poblacion de jugadores que tienen que tomar una decisién, como puede
ser invertir o no en la Bolsa o el sistema bancario, correr contra la moneda de
su pais o no, participar en una protesta o no, etc. Es comun que la decision sea
binaria, aunque hay modelos donde no lo es (por ejemplo Morris and Shin (2002),
donde las acciones se eligen del conjunto de los nimeros reales). En lo que sigue,
para fijar ideas consideramos una decision binaria, donde hay una opcion ‘activa’
(a la que llamaremos genéricamente ‘invertir’) y una opcién ‘pasiva’ (a la que
llamaremos ‘no invertir’).

» La conveniencia de un curso de accion sobre el otro depende parcialmente de lo
que haga el resto de la poblacién, de tal forma que cada agente en general prefiere
hacer lo mismo que piensan hacer los demas. Por ejemplo, en el caso de una crisis
de moneda, si gran parte de la poblaciéon corre la moneda se derrumba y los que
corrieron ganan, pero si pocos corren, la moneda resiste y los que corrieron sufren
pérdidas. En este sentido, las acciones presentan complementariedad estratégica,
como en los juegos supermodulares.

» Existe una variable aleatoria, #, que también influye sobre la efectividad de la
accion. Cuanto mas alto es #, més factible es que la acciéon pague mas que la
opcion pasiva. Por ejemplo, en el caso de una revolucién, el 6 puede ser una
medida inversa de la disposicién del gobierno para reprimir protestas, mientras
que en una crisis de moneda, # puede ser una medida inversa de las reservas de
moneda extranjera de que dispone la autoridad monetaria. En una realizacion
particular del juego, 8 tiene un valor fijo.

» Los agentes conocen la distribucién de 6, pero tienen informaciéon imperfecta
sobre su verdadero valor.
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Invertir No invertir
Invertir 0;,0; 0, —1,0
No invertir 0,0, —1 0,0

Figura 3.1: Ejemplo con senales iguales

El dltimo item es el que genera la robustez de predicciones en esta clase de juegos.
Para ver esto consideremos un modelo sencillo, como el presentado al principio de Mor-
ris and Shin (2003), en el que se tienen 2 jugadores, una 6 distribuida uniformemente
sobre los ntimeros reales y cada jugador ¢ observa una senal ¢;. La utilidad de no in-
vertir es 0 en cualquier caso, mientras que la utilidad de invertir es 8 — 1+, donde [ es
la proporcién de jugadores que invierten, sin contar al jugador en cuestién (en efecto,
en el caso de dos jugadores, [ = 0 si el otro jugador no invierte y [ = 1 si lo hace).

Supongamos que 6; = 0 + ¢;, donde ¢; ~ N(0,0%). Dado este dato, cada jugador 4
puede estimar una distribucién condicional para 6, que sera N(6;, 0?). Si ambas senales
fueran iguales, o sea, si €, = €9, los jugadores tendrian la misma informacién y estarian,
entonces, en un juego finito de 2 x 2 que se muestra en la Figura 3.1.

En la tabla, reemplazamos 6 con 6; porque la utilidad esperada depende de la
esperanza condicional de # dado 6;, que es 6;. Ahora bien, en este juego ocurre lo
siguiente:

m Si 6; < 0, Invertir esta estrictamente dominado por No invertir, por lo que el
tnico equilibrio es (N1, NI).

» Sif; =0, Invertir domina débilmente a No invertir y hay dos equilibrios de Nash:
que ambos inviertan o que ninguno lo haga.

= Si 0 < 6#; < 1, ninguna estrategia domina a la otra, y hay tres equilibrios de
Nash: que ambos inviertan, que ninguno lo haga, o que cada uno invierta con
probabilidad 6;.

s Sif; =1, No invertir domina débilmente a Invertir y hay dos equilibrios de Nash:
que ambos inviertan o que ninguno lo haga.

= Si 0; > 1, No invertir esta estrictamente dominado por Invertir, por lo que el
tunico equilibrio es (I, ).

Por otro lado, si los agentes no observaran ninguna informacion sobre 6 ademas de
su distribucién (suponiendo para este caso una distribucion bien definida, con esperanza
finita entre 0 y 1), se tendria nuevamente un juego de coordinacién comun con tres
equilibrios: todos invierten, nadie invierte, o un equilibrio en estrategias mixtas. Si todos
observaran el valor verdadero de 6, el juego funcionaria igual que si todos observan el
mismo valor ruidoso 6;, pero usando 6 en vez de 6; para calcular utilidades esperadas.
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En resumen, lo que ocurre es que el juego tiene varios equilibrios posibles en caso
de que todos los jugadores tengan la misma informacion. Esto es poco deseable por dos
razones: por un lado, dado que dichos equilibrios son potencialmente muy diferentes,
la teoria no hace una prediccién concreta sobre lo que debe ocurrir en el juego. En
particular, esto impide -en un modelo eventualmente mas complicado, que tuviera
parametros libres- hacer ejercicios de estatica comparativa, es decir, analizar si un
cambio en los parametros del modelo mejora o empeora el bienestar, ya que al mover
los parametros podemos esperar que el juego salte a cualquier otro equilibrio del caso
nuevo, y distintos equilibrios ofreceran distintos pagos. Por otro lado, se permiten
equilibrios poco razonables, como por ejemplo que todos los agentes decidan invertir
si # = 0,4 pero no si # = 0,6, cuando deberiamos esperar que valores mas altos de 6
propicien la coordinacién en equilibrios donde mas gente invierte.

En contraste con estos ejemplos, lo que se hace en el modelo bésico de juegos glob-
ales (por ejemplo, en Morris and Shin (2003)) es suponer que cada jugador i observa
una senal ruidosa de 6 distinta. Esto da lugar a que los jugadores no puedan coor-
dinar perfectamente sus acciones, ya que aun sabiendo las estrategias de los otros,
cada jugador no puede saber qué observan exactamente y, por tanto, como jugaran;
y esa (eventualmente pequena) incertidumbre sobre lo que hardn los demés elimina
esencialmente todos los equilibrios del juego salvo uno.

3.2. EIl modelo

Concretamente, se tiene un conjunto .# = {1,...,n} de n jugadores, un pardmetro
0 distribuido uniformemente sobre los nimeros reales, y n variables aleatorias ¢; para
i =1,...,n, independientes entre si y de 6, con distribucién N(0,c?). Cada jugador i

observa una senal de 6 dada por 6; = 0 + ¢;.

Dado esto, la distribucién condicional de 6 para i es N(0;,0?%), ya que 0 = 0; —¢;, y
las distribuciones condicionales de los 6; desde el punto de vista de ¢ son N(6;,20?), ya
que 0; = 0; —€;+¢;. (En ambos casos estamos aprovechando que, al ser la distribucion
de 0 uniforme sobre R, la distribucién de ¢; condicional a 6; es N (0, 02), es decir, conocer
¢; no da ninguna informacién sobre ¢;, ni tampoco sobre los ¢;). Intuitivamente, los ¢;,
al ser independientes, desacoplan la informacién observada por distintos agentes, aun
para valores muy pequenos de o.

Como antes, cada jugador tiene dos acciones: Invertir o No invertir, que denotaremos
1y 0 respectivamente, y entonces una estrategia pura serd una funcién f; : R — {0, 1},
donde f;(6;) = 0 si i decide no invertir al ver la senial 6;, y f;(6;) = 1 en caso contrario.
De la misma forma, una estrategia mixta serd una funcién f; : R — [0, 1], donde f;(6;)
es la probabilidad de que ¢ invierta si observa 6;.

También como antes, supondremos que la utilidad de 7 es

Ui(e, fis (fj)jef,j;ﬁi> = { ot +(§ : ;zggz; _

9

1
0,
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donde
I > i fi(0;)
n—1
si el juego tiene n jugadores, es decir, [ es la proporcién de jugadores que eligen invertir
sin contar al propio i. Definimos ademés v;(6;, (f;)je.r j=i) = 0;: — 1+ E(1]6;), que mide
la utilidad esperada de elegir invertir (en vez de no hacerlo) cuando se observa la senal
0; y se cree que los demés jugadores elegiran las estrategias f;.

3.3. Equilibrio

Estamos ahora en condiciones de analizar los equilibrios del juego. Se puede probar
la siguiente

Proposiciéon 6. En el juego descrito arriba existe esencialmente un unico equilibrio
de Nash, dado por (f;)ics, donde

1 six>0,5,

filz) = { 0 siz<005. (+)

Mas atn, todas las demds estrategias desaparecen por eliminacion iterativa de es-
trategias estrictamente dominadas. Notamos que, en este contexto, consideramos que
fi domina estrictamente a f! si f;(x) domina débilmente a f/(x) para todo x € R, y
estrictamente para al menos un x.

Notamos que la condicién que imponemos sobre las f; no las determina univoca-
mente, en rigor, dado que f;(0,5) podria ser 0, 1 o en general cualquier p € [0, 1]. Sin
embargo, estas estrategias son equivalentes: cuando los demés jugadores eligen f; que
cumplen (%), el jugador i estard indiferente entre todas las f; que cumplen (x), y dos
estrategias que cumplan (*) son equivalentes en términos de utilidad esperada para los
demds jugadores (ya que la probabilidad condicional de que difieran, dado un valor
observado de §;, es 0). Formalizaremos este argumento en un contexto mas general, en
el Capitulo 6.

Demostracion. Escribimos una demostracion algo diferente de las que existen en la
literatura, que se generaliza mas facilmente para los capitulos siguientes.

Antes de hacer la demostracion, fijemos algo de notacion: llamamos s{ a la estrategia
dada por

o) = 1 siz>a
TN 0 siz<a,

y t¢ a la estrategia dada por

arn ) 1 six>a,
ti(x)_{() siz<a



para el jugador i. Ademas, decimos que dos estrategias f;, g; cumplen f; > g; si f; es
mayor o igual que g; como funcién, es decir, punto a punto. Intuitivamente, f; > g;
significa que f; es mas optimista que g;, es decir, siempre que g; invierte, f; también.
Decimos que f; es creciente si lo es como funcion, es decir, la disposicion del jugador a
invertir es mayor cuanto mayor es el #; que observa.

Sea 1; la funcién 1; : R — [0, 1] dada por 1;(x) = 1 para todo z real, que rep-
resenta la estrategia de invertir siempre para el jugador i, y 0; definida analogamente
la estrategia de no invertir nunca. Llamamos 1 = [[,., 1; : R* — [0,1]" al perfil en
el que todos los jugadores invierten siempre; definimos andlogamente 0 y, en general,
dada una estrategia s; para cada jugador 4, llamamos s = [[,. , s;.

Imaginemos que los jugadores comienzan todos con las estrategias 1; y luego, cada
minuto, cambian sus estrategias por las mejores respuestas a las estrategias anteriores
de los demaés. Es decir, si llamamos f; a la estrategia de ¢ en el minuto k, entonces
foi = 1i y fri es respuesta optima a (fir—1);)jer jzi-

Por la simetria del juego, las f;; resultan iguales para cada k y distintos 7. Ademas,
por induccién, podemos probar que las fi; son crecientes. Para k = 0 vale trivialmente;
ahora, dado un £, como fj; es respuesta 6ptima a las f._1); y éstas son crecientes por
hipétesis, tenemos que

Vi, (fe-i)jesizi) = 0i = 1+ B (U(fo-1;)iersiz)l )
(D,

=0, —1+F (Zj#z f(k i)]( J>|9i)

n JE—

—-1+Y E(fw-15(0:)16:)

Ahora, si a > b, la distribucién de 0;|6; = a, que es N(a,20?), domina estocéstica-
mente a la de 6;|0; = b, que es N(b,20%). Y como f(;_1); es creciente, se deduce que
los términos de la sumatoria no decrecen al aumentar ;. Por lo tanto, si #; aumenta
en €, v; de hecho aumenta en al menos ¢, por el efecto del primer término. Dado que
debe valer fii(x) = 1si v;(x) > 0y fri(x) = 0 si v;(z) < 0, esto prueba que fi; es
creciente, y que de hecho debe ser 0 o 1 excepto en a lo sumo un punto. Suponemos
que los jugadores eligen invertir cuando estan indiferentes, o sea, cuando v; = 0; luego,
cada fy; en realidad es igual a una s?, y llamamos a, al ntmero tal que fi; = s7*.

Observamos ademés que las sucesiones (fx;)r son decrecientes para cada i, ya que
fii < 1; = foi y luego, inductivamente, fx_1); > fi; para todo j # 4 implica que fi; >
fe+1)i> ya que fii, fe+1)i son respuestas 6ptimas a las f,—1); y fr; respectivamente, y
v; es creciente en las f;. Luego (a)ren es una sucesién creciente. Es claro que a; = 0,
y que a, < 1 para todo k, ya que v;(x, (f;j);2) es positivo sin importar cudles son las
f; st & > 1. Luego la sucesién converge a un a € [0, 1].

Argumentamos ahora que, si f; sobrevive k pasos de eliminacion iterativa de es-
trategias estrictamente dominadas, entonces f; < s%. Probamos esto por induccion:
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Para k = 1 es trivial, ya que si f; £ s°, existe xq tal que f;(zg) > (o). Luego
79 < 0; dado que el valor esperado de invertir es siempre negativo para ¢; < 0, la
estrategia f; dada por

Fia) = { filz) st @ # xo,

a 0 siz=ux

domina estrictamente a f;. Veamos que, si suponemos el resultado para un k, vale
para k + 1. Dada f; £ s% existe xq tal que f;(zg) > s* (), de donde zg < ag. Ahora
bien, dado que todas las estrategias que no son menores o iguales a s%*-1 han sido
eliminadas,

vi(o, (fj) i) < vi(wo, (s™1) i)
< wi(ag, (s™ 1)) =0,

de donde la ﬁ resultante de redefinir f; como 0 en x domina estrictamente a la f;
original.

Hecho todo esto, podemos repetir el argumento definiendo funciones f;; que sean
mejores respuestas sucesivas, pero comenzando con el perfil 0 y suponiendo que los
jugadores no invierten cuando estan indiferentes. Resulta de forma analoga que fj, =
t% . donde (a,)ken es una sucesion decreciente y siempre > 0, que tiene luego un limite
a' > 0. (Ademéas ¢’ < a} = 1). Més atn, toda estrategia que sobrevive k pasos de
eliminacion iterativa de estrategias estrictamente dominadas debe ser mayor o igual a
t%.

De aqui resulta que a < d' ya que, de otro modo, el proceso de EIEED eliminaria
todas las estrategias del juego después de finitos pasos, lo cual es absurdo. Por la
simetria del problema, a + @' = 1. Afirmamos ahora que a = @’ = 0,5, de donde se
desprende la Proposicion.

Para probarlo, supongamos a < 0,5. Calculemos la utilidad esperada de invertir

para el jugador ¢ cuando 6; = a y supone que los demas jugadores elegiran la estrategia
S%:;

E(s"(0;)10; = a)

— n—1

J#i
P(0>ak|elza)

‘7 n—1

=a—14 P(b;, > axld; = a).
Dado que la respuesta 6ptima a que los demés jugadores jueguen s* es jugar s+1

y ar+1 < a, esta utilidad esperada debe ser mayor o igual a 0 para todo k. Sin embargo,
como la distribucién de 6; condicional a 6; = a es N(a,20?) y ax — a,
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a—1+P0;, > a6, =a) "~ —1+05

=a—0,0<0,

una contradiccién. Luego a = @’ = 0,5 y todas las estrategias que no sean las descritas
por (x) quedan eliminadas en finitos pasos por el proceso de EIEED, con lo cual en
particular no pueden formar parte de un equilibrio de Nash. Ademas, examinando el
comportamiento de v; se ve facilmente que cualquier perfil de estrategias dado por ()
es un equilibrio de Nash. O

Nota. Sea P : (R) — R una medida de probabilidad simétrica alrededor de 0 y
continua. Entonces, si los ¢; en el juego de arriba son variables aleatorias i.i.d. con dis-
tribucion F'p, sigue valiendo la Proposicion 6 sin mayores cambios en la demostracion.
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Capitulo 4

Nociones basicas de redes

En los modelos que consideraremos en los Capitulos 5 y 6, los jugadores formaran
una red. Para manejar esto, establecemos algo de notacién de grafos.

Definicién 4.1. Un grafo dirigido es un par (., E), donde .# = {1,2,...,n} es un
conjunto de n elementos, que llamamos vértices, y £ C .# x . es un conjunto de pares
de elementos de ., que llamamos aristas.

Decimos que i es amigo o vecino de j, o que i conoce a j, si (i, 7) € E. Notemos que,
asi como estd dada la definicion, puede que un 7 sea vecino de si mismo o no; también
puede ocurrir que ¢ sea vecino de j pero j no sea vecino de 7. En nuestro contexto, que
7 sea 0 no vecino de si mismo no tiene significado, asi que supondremos siempre que
(1,1) ¢ E para todo i € #. Que un jugador sea vecino de otro pero no a la inversa
puede tener sentido, o no, dependiendo del caso: por ejemplo, seria natural suponer
que relaciones dadas por conceptos como ‘¢ es amigo de j’, ‘4 es vecino de 3, 4y j
forman una pareja’, ‘¢ y j han escrito conjuntamente un paper’, etc. son reciprocas,
pero relaciones como ‘¢ es padre de 57, ‘4 quiere ser amigo de j’, ‘o quiere ser pareja de
77, ‘4 transmite informacion a j’, etc. pueden no serlo.

Definicién 4.2. Sea (£, E) un grafo dirigido. Diremos que (.#, E) es un grafo no
dirigido, o grafo a secas, si (i,7) € E <= (j,i) € E.

Ademas, usaremos una notacién alternativa para las aristas del grafo. Dado un
grafo (.#, E), podemos representar la informacién sobre sus aristas como una matriz
g € R™" donde ¢;; =15si (i,5) € Ey g;j =05si (4,j) ¢ E. Nos referiremos a g como
la matriz de adyacencia de (.#, F). En particular, un grafo es no dirigido si y sélo si
su matriz de adyacencia es simétrica.

Definicién 4.3. Un camino de longitud k entre ¢ y j es una sucesiéon iy, ...,%; de
elementos de .# tal que iy =, iy = j ¥ giji,,, = 1 paratodo !l =1,...,k— 1,y los
son todos distintos.

Dados i # j € £, podemos definir la distancia entre ellos, d;; como el menor & tal
que existe un camino de longitud k que los une. Si no hay ningiin camino que una a ¢
con j, d;j = +oo. En un grafo dirigido, d;; y dj; pueden ser diferentes.
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Definicién 4.4. La vecindad de 7 es el conjunto N; de elementos a los que ¢ esta conec-
tado, es decir,

Ny ={j € F/g;=1}.

Notamos que, dado que suponemos g;; = 0, el propio ¢ no esta en la vecindad de 1.

El grado de ¢ es la cantidad de elementos a los que estd conectado i, es decir, el
cardinal de su vecindad: d; = |N;|.

Més en general, podemos definir la k-vecindad de i, o vecindad de orden k de i, N},

como el conjunto de todos los elementos de . que estan a distancia menor o igual que
k de 7, sin incluir a 7.
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Capitulo 5

Juegos globales sobre redes

5.1. Preliminares

Como dijimos en la Introduccion, en este Capitulo desarrollamos un modelo algo
mas general que el modelo basico de juegos globales, dandole al conjunto de jugadores
una estructura de red sobre la que se transmite la informacién privada de los mismos.
(El modelo bésico corresponde, entonces, al caso particular de una red sin aristas).

Por supuesto, dado que la finalidad tdltima de dichos modelos es que sirvan para
explicar fenémenos reales, debe haber alguna razén para pensar que esta complicacion
es empiricamente relevante. En efecto, lo que ocurre es que, en los eventos concretos
que se intenta explicar con juegos globales -ya sean corridas bancarias o cambiarias,
protestas, rebeliones, etc.- es intuitivo pensar que los jugadores tienen informacién
imperfecta y distinta sobre los fundamentals o pardmetros subyacentes de la situacion;
pero hasta qué punto la informacion difiere entre los jugadores, o si jugadores més
cercanos en algun sentido (por ejemplo de la misma profesién, edad similar, mismo
nivel de ingreso, pertenecientes al mismo circulo social, etc.) tienen informacién maés
parecida, o si la informacién de distintos jugadores esta correlacionada mas alld del
efecto que tienen los fundamentals sobre las senales privadas, son todas preguntas
cuya respuesta depende del mecanismo por el que dichas senales son generadas, que en
general no se modela.

Ahora bien, pensando en una situacién real, en general la difusién de informacién
tiene tanto componentes piblicos, que se difunden por medios masivos, como otros
privados que se difunden de boca en boca, o entre grupos pequenos de personas. Por
ejemplo, en el contexto de una potencial corrida cambiaria, los anuncios de un jefe de
Estado, una autoridad monetaria o un organismo internacional son informacién que se
difunde por medios masivos, mientras que la gente puede al mismo tiempo hablar con
sus conocidos e intercambiar opiniones sobre lo que pasara, la fortaleza del sistema,
etc.; una persona puede decidir confiar en un pariente que trabaja en el sector bancario
antes que en un anuncio publico o viceversa. En este ejemplo es importante también
notar que constituyen informacion ptublica las senales que emiten los mercados: por
ejemplo, si las expectativas de los inversores se deterioran por la razén que sea (atn en
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base a informacién privada) y esto causa un hundimiento de la Bolsa, la opinién general
del mercado pasa a ser conocida por todos, dado que los precios de las acciones y bonos
son publicos. En el contexto de una revolucién, también pueden existir anuncios del
gobierno y noticias difundidas por los medios de comunicacion, al mismo tiempo que
la gente coordina manifestaciones con sus conocidos, o en asambleas locales, o mas
recientemente, mediante el uso de redes sociales como Facebook o Twitter.

En resumen, para entender mejor la estructura que tiene la informacion de los
jugadores en una situacién real y qué consecuencias puede tener, debemos modelar
estos mecanismos de transmisién. La difusién de informacion piblica combinada con
senales privadas que no se transmiten ha sido estudiada, por ejemplo, por Morris and
Shin (2002) y Hellwig (2002), pero no se han desarrollado modelos en los que se tenga
en cuenta la difusién local de informacién, a través de una estructura de red. (Notamos
que un modelo basado en una red también puede incluir informaciéon publica, que seria
transmitida por un jugador conectado a todos los demaés).

Entonces, suponer que cada jugador recibe un dato privado y luego lo comparte
con sus vecinos o conocidos es un paso en la direccion de entender mas finamente la
estructura de la informacion local que tienen los jugadores. Dado que en los ejemplos
que involucran un mecanismo de mercado (inversiones, corridas, etc.) los propios precios
del mercado transmiten informaciéon publica muy transparente, la relevancia de este
analisis puede ser mayor en los casos que no involucran mercados explicitamente, como
las manifestaciones o revoluciones.

En el resto de este Capitulo, presentamos un modelo sencillo de juegos globales
sobre redes y lo estudiamos. Si bien encontramos algunos resultados interesantes, hay
un problema: la transmisién de informacion resulta en una multiplicidad de equilibrios
que, segun el caso, pueden o no ser similares entre si. Por ello, resulta dificil responder
convincentemente preguntas que se nos pueden ocurrir (como, por ejemplo, jes mayor
el bienestar de un jugador mejor conectado?) dado que la respuesta puede depender
del equilibrio que estemos mirando.

5.2. El modelo

Sea (£, E) un grafo, donde los vértices .# = {1,2,...,n} son jugadores de un juego.
Sea ¢ una variable aleatoria degenerada, distribuida uniformemente sobre los niimeros
reales, y sea (¢;)ic» una familia de variables aleatorias con distribucién N (0, ¢?), inde-
pendientes entre si y de #. Llamamos, para cada 7, 6; = 0 + ¢;.

Ahora suponemos que cada jugador ¢ observa 6; pero, ademés, observa (6,);en;, €s
decir, observa todos los datos privados de sus vecinos. Notaremos por M; a la vecindad
extendida de i, es decir, M; = N; U1, de tal forma que i observa (6;);en;,. Dada esta
informacion, cada jugador debe elegir si invertir, no invertir, o invertir con alguna
probabilidad p. Luego, si un jugador 7 tiene d; vecinos, sus estrategias seran funciones
fi i REFL — [0, 1].

Como antes, suponemos que el pago de un jugador ¢ es 0 si no invierte y § — 1 +1
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si lo hace, donde [ es la proporcién de jugadores que invierten (sin contar al propio i).
Formalmente, ¢ tiene una funciéon de utilidad u; dada por

1
0,

donde
2l ((O)ieny)

n—1

[

)

al igual que en el modelo del Capitulo 3. Definimos ademas

| M;

que mide la utilidad esperada de elegir invertir (en vez de no hacerlo) cuando se ob-
servan las sefiales (6;);en, v se cree que los demds jugadores elegiran las estrategias f;.

Yienm, 0 .
Notamos que % es la esperanza condicional de # dados los datos observados; esta

expresion sencilla resulta de que los errores ¢; son normales independientes con media
0 e igual desvio, y € es uniforme sobre R. Ademas

E(f; ((01)ienr,) |(0j)j€Mi)'

n—1

v; ((0;) jens, (f1)j2i) = — 1+ E((9)jem,),

E(1(0;)jem,) = Y

J#

Dado esto, podemos considerar los equilibrios de Nash del juego, para una red

(£, E) dada. Para fijar ideas, supongamos que .# esta fijo con || = n y variamos E.

En particular, podemos preguntarnos para cuales F el juego tiene un tinico equilibrio,
y para cuales no, o cuanto difieren los diferentes equilibrios entre si.

5.3. Equilibrios

En esta seccion analizamos el conjunto de equilibrios para varios grafos particulares,
que consideramos ilustrativos. Al final, probamos que para todo grafo existe al menos
un equilibrio de Nash; esto no es redundante, ya que el teorema de existencia del
Capitulo 2 no se aplica a este modelo.

Grafo sin aristas

El caso més sencillo es I/ = (), es decir, cuando nadie conoce a nadie. En esta red
no hay transmision de informacion, por lo que el juego es equivalente al del Capitulo
3, y asi tiene un unico equilibrio por la Proposiciéon 6.
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Grafo completo

Por otro lado, si el grafo es completo, todos los jugadores tienen la misma informa-
cién (6;);cs. En este caso, es claro que:

< 0, el pago esperado de invertir es negativo aun si un jugador cree
que todos los demas invertiran, es decir, la acciéon de invertir esta estrictamente

. ; 0;
- Sl Zzenf

dominada.

Y g 0 . . " L .
= Si # > 1, el pago esperado de invertir es positivo atin si un jugador cree que
todos los demas no invertiran, es decir, la acciéon de no invertir esta estrictamente
dominada.

= S5i0 < % < 1, cualquiera de las dos acciones puede ser 6ptima si hay
suficientes otros jugadores que planean jugarla (o, incluso, podria jugarse un
equilibrio mixto).

Dado esto, para cada a : R" — {0,1} tal que a(z) = 0si Y z; <0y a(z) = 1si
> x; > 1, el juego tiene un equilibrio de Nash dado por

fi((QJ')jEf) = a(elv - '79n>

para todo i € .#. (Ademads, hay equilibrios en los que para algunos arreglos de los 6;
se elige jugar una estrategia mixta). Esta claro que, en este caso, el modelo no tiene
mucho poder predictivo.

Unién de subgrafos completos

Consideremos un grafo formado por k subgrafos completos disjuntos, cada uno con

m vértices. Mas precisamente, sea n = mk, . = {1,...,mk} y E tal que {Im +
1,...,lm 4+ m} es un subgrafo completo para cada [ = 0,...,k — 1 y no hay otras
aristas.

Intuitivamente, el hecho de que los m jugadores de cada subgrafo tengan la mis-
ma informacién hace que puedan coordinarse perfectamente, mientras que no pueden
coordinarse con los de los demas subgrafos. Podemos pensar entonces que este caso se
parece al del grafo sin aristas, con la diferencia de que cada vértice —desconectado de
los demas—, ahora reemplazado por un subgrafo completo, tiene su propio peso. Esto
permite que haya multiples equilibrios, pero la diferencia entre los diferentes equilibrios
estara acotada por el tamano relativo de los subgrafos con respecto a la poblacion.

Mas precisamente, podemos enunciar la siguiente

Proposicién 7. Sean s,t: R™ — [0, 1] dadas por

1 sizﬁlxi>l—lm*1

s(zy Tm) = a2 2n-l
gy dim O Si Zi:lxi<l_lm*1
2 2n—1°’
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m .
1 si 2= 1y imol
1, oy Tm) = A n
’ »<m 0 si Yo <l_'_lm—1
m =2 2p1

En el juego descrito arriba, sea (f;)ic.r un equilibrio. Entoncest < f; < s para todo
1 € F. Mas aun, las estrategias que no cumplen esa desigualdad son eliminadas por
EIFED.

Por otro lado, dado a € R, sean

YT @
o B I s1 === >a
SU Ty, ooy Tn) = s
0 st === <a,
m .
Pl ) =4 LS T
1y Tm) = Sl
Y 0 si Z’zjzzﬁa

Entonces los perfiles (f;)icsr dados por f; = s* para todo i € & y por f; =t* para

todo i € & son equilibrios de Nash para todo a € [% — %%_11, % + %%‘H

Demostracion. Omitimos la demostracién de la primera parte, ya que es un caso par-
ticular de la Proposicién 8, que presentamos en el siguiente apartado. La segunda parte

se demuestra verificando que v; ((0;) e, (f;) ;) tiene el signo correcto para cada valor
2ty i ]

posible de ===

Para terminar, observemos que en principio puede haber otros equilibrios que cum-
plan t < f; < s para todo i € . pero que no sean los que describimos en la segunda
parte de la Proposicion: por ejemplo, el caso k£ = 1 corresponde al de un grafo completo,
que tiene muchos otros equilibrios. Para k£ > 1, es facil ver que no cualquier funcién f
que cumpla t < f < s da lugar a un equilibrio (f);cs, pero en general existen otros
que no son los descritos arriba (es decir, existen equilibrios no crecientes). La moraleja
es que aun una cantidad pequena de vértices arruina la unicidad del equilibrio (en
particular, si m = 2 el grafo esta formado por pares disjuntos y ya tiene multiples
equilibrios), pero si m es pequenio con respecto a n, todos los equilibrios son ‘parecidos’
en el sentido de que las estrategias involucradas f; deben cumplir ¢t < f; < s, que es una
desigualdad restrictiva. Notemos por tultimo que, sin importar los tamanos relativos de
m y n, los equilibrios més naturales parecen ser los dados por t2 0 por s3.

A continuacién generalizamos la nocién de que, si un grafo tiene relativamente pocas
aristas, entonces todos sus equilibrios deben ser parecidos en algin sentido.

Grafos con 2-vecindades pequenas

Como dijimos arriba, la propiedad de que un grafo formado por subgrafos completos
disjuntos pequenos tenga todos sus equilibrios parecidos entre si es un caso particular
de un resultado mas general.

Llamemos M} a la vecindad de orden k de 4 incluyendo a i, es decir, MF = NFU{i}.
Consideraremos, en particular, la vecindad de orden 2 incluyendo a i, M?. Notemos
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que j € M? siy sblo si i y j tienen alguna informacién compartida. Observemos
ademas que, en el caso de un grafo formado por subgrafos completos disjuntos, M? es
simplemente el subgrafo al que pertenece 7.

Tenemos entonces la siguiente

Proposicién 8. Sea (4, FE) un grafo con || = n y E tal que, para cada i € &,
|M?| < m. Llamemos e; = |M;|. Sean s;,t; : R% — [0, 1] dadas por

] g Ziti® > 1 1mol

. _ e =27 2n
Sz(xla"'axei) - . i ;

O Szixl < l_lﬂ

e 2 2n_1

w1, 1m—1

1 sy == > & 222

tz‘(l'l,...,l'ei) = efi 2 2n-1

0 siz=tf<dqlmd

e =2 T 2n1

para cada i € . En el juego resultante para este grafo, sea (f;)ics un equilibrio.
Entonces t; < f; < s; para todo i € . Mds aun, las estrategias que no cumplen esa
desiqualdad son eliminadas por EIEED.

Demostracion. Hacemos un argumento anédlogo al de la demostracion de la Proposicion

! . .
6. Dado = € R/, llamamos 7 = Z’:flz Llamamos s a la estrategia dada por
“ 1 si SEl= =T 2>a
SZ (l') = . Z?iz xX; J—
0 si === =7 <aq,

y t¢ a la estrategia dada por

{ 1 s Zi=% > a,

€;

para el jugador ¢. Como antes, decimos que dos estrategias f;, g; para ¢ cumplen f; > g;
si f; es mayor o igual que g; como funcién, es decir, punto a punto; y decimos que f; es
creciente si lo es como funcién para el orden parcial natural en R, es decir, si siempre
que z, 2" cumplen x; < 2 para todo j =1,...,¢; vale fi(z) < fi(z').

Sea la funcién 1; : R% — [0,1] dada por 1;(z) = 1 para todo = € R% y 0;
definida andlogamente. Llamamos 1 = [[,. , 1; : R**¢ — [0,1]" al perfil en el que
todos los jugadores invierten siempre; definimos andlogamente 0 y, en general, dada
una estrategia s; para cada jugador i, llamamos s = [[.. , si.

Igual que en la Proposicién 6, imaginemos que los jugadores comienzan todos con las
estrategias 1; y luego, cada minuto, cambian sus estrategias por las mejores respuestas
a las estrategias anteriores de los demas. Es decir, si llamamos f;; a la estrategia de ¢
en el minuto &, entonces fo; = 1; y fi; es respuesta 6ptima a (f(x—1);)je.r,j-4i-

Dado que el juego ya no es simétrico, las fi; pueden ser diferentes para igual k y
distintos 7. Sin embargo, por inducciéon, podemos atin probar que las f; son crecientes.
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En efecto, para k = 0 vale trivialmente; ahora, dado un k, como f;; es respuesta éptima
a las fg.—1); y éstas son crecientes por hipétesis, tenemos que

> jen 05
vi((05)jenss> (fi-1)j)jes jri) = % — 14+ B (U(fr-1;)jeriz)l(05)jer)

e 05 > iz fe—1);((01)iens;)
= 7{7\2? ! —1—|—E( iz (nijl = ‘(GJ)JEMZ)

_ 2jembi 1y E(f(k—nj((@z)leMj)|(9j)jeMi).

Aqui argumentamos que, si a; > b; parai = 1,...,|M;|, entonces la distribucién de
(01)iens;|(05)jens, = (aa, ..., ajn,)) domina estocasticamente a la de (6;)iens,|(0;) ers, =
(b1,..., b ). (Esto se deduce de que las variables observadas tienen distribuciones

condicionales constantemente iguales al valor observado, mientras que 6 tiene distribu-
cién condicional normal con media igual al promedio de los valores observados, y en-
tonces (6))ienr;—as; = (0 + €)iens;—nr,, donde (€)1ens;— s, tiene distribucion condicional
igual a su distribucién no condicionada, e independiente de ). Agregando a esto que
las f.—1); son crecientes, se deduce que los términos de la sumatoria no decrecen al
aumentar cualquiera de los 6; con j € M;. Por lo tanto, si un 0; (j € M;) aumenta en e,

v; de hecho aumenta en al menos WEW’ por el efecto del primer término. Dado que debe

valer fi;(x) =1siv;(z) >0y fri(z) =0siv;(x) <0, esto prueba que fi; es creciente.
Podemos argumentar mas: sea S C M, con |S| = |M;| —1 y fijemos 0; = a; para j € S.
Sea {jo} = M; — S. Entonces, llamando g(z) (z € R) a f;; evaluada en §; = a; para
J # joy 0j, = x, existe un tnico a € R tal que g(z) = 0siz < ay g(x) =1 si
x > a. (Esto se deduce de que v; crece en al menos ﬁ si x aumenta en €, de donde
v; debe ser positiva para x suficientemente grande y negativa para x suficientemente
chico; luego el supremo de los z tales que v;(z) < 0, igual al infimo de los x tales que
vi(x) > 0, es el a que buscamos). Supongamos que los jugadores eligen invertir cuando
estan indiferentes, o sea, cuando v; = 0.
Dados k € N,i € .Z, sea

Ay = {a c R/S? > sz}
Es claro que Ayg; es de la forma (—oo, agl, ya que
" sis? > fruyb<a, s>t > fi, es decir, a € Ay, b < a = b€ Ay;

= existe un by € R tal que by ¢ Ay; para k > 1: de hecho, podemos tomar by = 0, ya
que invertir cuando la esperanza de 6 es negativa es mala idea independientemente
de las estrategias de los demas;

= ¢l intervalo queda cerrado por derecha. Para verlo, supongamos que no, y sea ag
el extremo derecho del intervalo; entonces, como s7° 7 fi;, existe algin x € R*
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b+ag
2

tal que b = T < ag pero fr;(z) = 1. Tomando b’ = , tenemos b’ < agy pero

s¥(z) =0 = sg’/ ? fri = U ¢& Ay, absurdo.

(2

Definimos entonces
ap; = sup Ag; = max Ag; = ag.

Observamos ademads que las sucesiones (fy;)r son decrecientes para cada i, ya que fi; <
1; = foi y luego, inductivamente, fx_1); > fi; para todo j # i implica que fi; > fe+1)i,
va que fri, fk+1)i son respuestas optimas a las fp_1); ¥ fr; respectivamente, y v; es
creciente en las f;. Luego (axi)ken €s una sucesién creciente para cada i € . Es claro
que ay; = 0 para todo 4, y que a3; < 1 para todo k, ya que v;(x, (f;);-i) es positivo sin
importar cuéles son las f; si x > 1. Luego la sucesién converge a un a; € [0, 1].

Argumentamos ahora que, si f; sobrevive k pasos de eliminacién iterativa de es-
trategias estrictamente dominadas, entonces f; < fi;. Probamos esto por induccién:

Para k = 1 es trivial, ya que fi; = s, y si f; £ s, existe o tal que f;(zo) >
s9(z0). Luego Ty < 0; dado que el valor esperado de invertir es siempre negativo para
(0)jem, <0, la estrategia fi dada por

Fia) = { filx) sia # @,

0 six=uxg

domina estrictamente a f;.

Veamos ahora que, si suponemos el resultado para un k, vale para k+ 1. Dada f; £
fri, existe g € R tal que f;(xo) > fri(xo). En particular, fi;(z9) = 0. Notemos que,
por construccién de las fi;, si fri(zo) = 0 es porque el pago esperado de invertir cuando
se observa xo y los demds jugadores juegan las estrategias f_1); es estrictamente
negativo, ya que fy; era definida como 1 cuando v; valia 0. Ahora bien, dado que (por
hipétesis inductiva) todas las estrategias que no son menores o iguales a f(;_1); ya han
sido eliminadas para los j # 1,

vi(o, (fj)j2i) < vi(zo, (fe—1)j)j2i) <0,

de donde la ﬁ resultante de redefinir f; como 0 en xy domina estrictamente a la f;
original. Por tltimo observamos que, dado que fi; < si*'| si f; sobrevive k pasos de
EIEED entonces f; < s;*.

Hecho todo esto, podemos repetir el argumento definiendo funciones f;; que sean
mejores respuestas sucesivas, pero comenzando con el perfil 0 y suponiendo que los
jugadores no invierten cuando estan indiferentes. Definimos de forma analoga sucesiones

de estrategias t?;“', donde (a};)ken €s una sucesiéon decreciente y siempre > 0, que tiene
luego un limite a; > 0, para cada i. Mds atn, toda estrategia que sobrevive k pasos de
eliminacion iterativa de estrategias estrictamente dominadas debe ser mayor o igual a
f1:» v por lo tanto mayor o igual a t?;”'.
Probaremos, por tltimo, que a; > % —
todo i, de lo que se deduce la Proposicion.

1m-—1 * m—=1 __ _/x
2 -1 n—1 @ para

N[
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Veamos el primer grupo de desigualdades; el segundo se prueba andlogamente, por
la simetria del problema. Supongamos a; < a* para algtn j, y sea 7 tal que a; es minimo
entre los a; (en particular, a; < a*).

Recordemos que f; es respuesta éptima a las fz—1);, ¥y s;* > fi; era la menor s
mayor o igual a f;. Luego, para cada k y para cada e > 0 existe z}, € R* tal que
er <ap+e<a;+ey fri(zy,) =1 Como fi; es creciente, podemos elegir xy > .,
tal que Tpe = a; + € y fri(wpe) = 1. Ademads, sean z. = (a; + €)jen, ¥ © = (@) jem;,
para un ¢ fijo. Calculemos la utilidad esperada de invertir para el jugador ¢ cuando
(0;)jem, = wre y se supone que los demds jugadores elegirdn las estrategias f(z—1);:

— E(f 1) ((00)1enr;)1(0;) jens, = The)
Yke = /Ui(xkea (f(k—l)])];ﬁz) = The — 1 + Z ( )3 Z - J)J€

E(s"=i((g MO iens = The
<a—1+e€e+ Z (SJ (( l)l;Mi)‘l( j)iem; = Tre)

—a—lte+ Y E(sj-”(“”((@oz;@ |1 (6:)sen, = o)

N Z E(s;" " ((00)1em,)(0)jens, = Tie)

n—1
JEN?
E(s: Y ((0)1ea,)](0;) jers, = Te) 1
J j J)jEM; ke
Sai_1+€+z n—1 +Zn—1
Jj¢EM? jEN?
a1 es ™l 3 P((O)ier; 2 ag—1);1(85)jem; = The)
' —1

n—1

P((0)ier; 2 ag-1);1(05)em = @)

o gy eq MLy 3 PO 2 6l0)en = 20
N n—1
JEM?
e—0 m—1 P((é’l)leM > a]|(9j)]€Mz — l’)
i —1
JEM?

n—1 n—1 n—1 2n-1
JEM}?
B 1 1m—1_ o
Gy Ty, oy T wT

Aclaramos que, en la primera desigualdad, usamos f_1y; < s;°"7: en la igualdad
q p g (k=1)j < 5; &
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siguiente, separamos a los j # ¢ entre los que no pertenecen a la 2-vecindad de 7 y los
que si; y en la segunda desigualdad acotamos la probabilidad de que el segundo grupo
invierta por 1. Luego, usamos que la distribucién condicional de (6;);ca; no depende
de los datos observados xj., sino solamente de su promedio, por lo que da lo mismo
tomar x. que e, gracias a que M; y M; son disjuntos. Mds atn, dicha distribucién es
normal con media T, = a; + €. Los pasos al limite son claros, y luego usamos que la
probabilidad de que una normal con media T = a; sea mayor o igual a a; es a lo sumo
%, por ser a; < a;).

Pero yg. > 0 para todos k y € por ser fi(xr.) =1y por ser f; respuesta éptima a
las f(x—1);, una contradiccion. O

Observamos que la importancia de las 2-vecindades por encima de las vecindades de
otros 6rdenes probablemente no sea un rasgo esencial de la situacién que modelamos;
mas bien, es consecuencia de suponer que la informacién sélo puede viajar un paso,
es decir, que la informacion de ¢ puede ser observada por amigos de ¢ pero no por
amigos de amigos, con lo que los jugadores a distancia mayor a 2 estan efectivamente
desconectados, y asi un grafo con 2-vecindades pequenas respecto del tamano del grafo
es efectivamente ralo para nuestros fines. Esta arbitrariedad es una de las razones por
las que parece una buena idea construir un modelo en el que la informacion viaje una
cantidad aleatoria de pasos; esbozamos esto al final del Capitulo 6.

Por dltimo, notamos que la Proposiciéon 8 no afirma nada sobre la existencia de
equilibrios; en este caso resulta relevante la Proposicion 10.

Estrella

Consideramos ahora un grafo con un vértice xy que esta conectado a todos los
demds, y n vértices x; (i = 1,...,n) que sblo estdn conectados a xy. En efecto, este
grafo modela una situacion en la que los jugadores tienen dos datos, uno privado y uno
publico (excepto el vértice central, que conoce el dato ptblico y todos los privados).
En un grafo grande, el peso de zy como jugador es insignificante: lo que nos importa
realmente de él no es el efecto de su jugada sobre [ para los demés jugadores, sino
cuanto pesa su informacion.

Por eso, tiene sentido considerar una version més estilizada del ejemplo, en la que
la jugada de x( no tiene peso para los demas jugadores. En este caso, desde el punto de
vista del resto de la poblacion, xy es simplemente una fuente de informacién publica.
Esta situacion es estudiada en Morris and Shin (2003, Cap. 2) y en Hellwig (2002).
Ambos trabajos notan que la presencia de informacién ptblica no rompe la unicidad
del equilibrio, siempre que sea suficientemente imprecisa comparada con las senales
privadas: es decir, si el dato publico tiene un desvio mucho mayor a los datos privados
sigue habiendo un tnico equilibrio, pero en caso contrario se generan equilibrios multi-
ples. Morris and Shin (2003, Cap. 2) estudian el umbral a partir del cual se rompe
la unicidad; Hellwig (2002) caracteriza el conjunto de equilibrios de un juego similar
y encuentra que, cuando el dato ptublico tiene suficiente precision, hay 3 equilibrios
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simétricos crecientes (es decir, donde todos usan la misma estrategia creciente). En
nuestro modelo sencillo, en que los datos privados tienen la misma precision que el
publico, se dara este caso, siempre que o sea razonablemente pequeno. En el resto de
la seccion, encontraremos explicitamente los 3 equilibrios y argumentaremos que son
muy diferentes entre si como para que el modelo pueda hacer predicciones fuertes, pero
que por otro lado existe un equilibrio entre los 3 que es ‘natural’, y que resulta mas
convincente que sea elegido.

Formalmente, lo particular de este caso es que, como todos conocen el dato ptublico
de xg, ¢, el juego efectivamente se convierte en una familia de juegos indexada por c:
es decir, dado un valor ¢y para ¢, todos lo observan y saben que se esta jugando el caso
¢ = ¢p y no otro, y los distintos casos quedan desacoplados, de tal forma que cada uno
puede considerarse como un juego separado G.. Ademds, dado que cada jugador no
central 7 observa dos datos, sus estrategias en G son funciones F; : R? — [0, 1], y sus
estrategias en G. son funciones f; : R — [0, 1]. Ignoraremos directamente al jugador
central, de forma que llamamos % = {x1,...,2,}.

Usamos los nombres s* y ¢ para las estrategias en G, dadas por s* = 1,5, ¥
t* = 1,~,. Consideramos solamente los equilibrios simétricos crecientes, es decir, los
equilibrios donde todos estan jugando las estrategias s* o t* para un mismo a.

Tenemos entonces la siguiente

Proposicién 9. Sea G, el juego correspondiente al grafo descrito arriba cuando el dato

publico es c. Sea 0 < \/%r Entonces existen cy < ¢y tales que

1. Si ¢ < ¢, el juego tiene esencialmente un unico equilibrio creciente, dado por
(fi)ies con fi = s o fi =1% para cada i, donde a = ay(c).

2. Sic = ¢y, el juego tiene esencialmente dos equilibrios crecientes, dados por (fi)ie.s
con f; = 8% o f; = 1% para cada i, donde a = ap(c) = a1(c) 0o a = as(c) (todos
deben usar el mismo a) y vale ag(c) = a1(c) < az(c).

3. Sicy < c<cy, el juego tiene esencialmente tres equilibrios crecientes, dados por
(fi)ies con fi =35 o f; =1* para cada i, donde a = ap(c), a = a1(c) 0 a = ay(c)
(todos deben usar el mismo a), y vale ag(c) < ai(c) < as(c).

4. Sic=c, el juego tiene esencialmente dos equilibrios crecientes, dados por (f;)ic.s
con f; = s o f; = t* para cada i, donde a = ag(c) 0 a = ai(c) = az(c) (todos
deben usar el mismo a), y vale ag(c) < ai(c) = az(c).

5. St ¢ < ¢, el juego tiene esencialmente un unico equilibrio creciente, dado por
(fi)ies con fi =8 o f; =1* para cada i, donde a = as(c).
Ademds, las funciones ag(c) : [co, +00), ai(c) : [co, c1] y az(c) : (—o0, ¢1] son continuas,
y C* en el interior de sus dominios. ag y as son decrecientes y ay es creciente. Por
altimo, sean by, by, by dadas por by(c) = —c, bi(c) = ¢, by(c) = 2 — ¢ con dominios
[co, +00), [co, 1] y (—00, c1] respectivamente. Entonces

0
la; — bil|o = 0
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para i =0,1,2, ycg — 0, ¢, — 1 cuando 0 — 0.

0.2

0.1 b

ao(c) al(c) az(c)

g9.(@)

-05 I I I I I
-1 -0.5 0 0.5 1 15 2

Figura 5.1: Equilibrios para ¢ = 0,3y 0 =0, 1

Demostracion. Fijemos para empezar un valor de ¢. Observamos que, para un perfil
de estrategias creciente f dado, v;(x, (f;);i) es una funcién creciente y continua de
x € R. Ambas cosas se deducen de que, si el dato piblico es ¢ y el dato privado de 7
es x;, entonces la distribucién condicional del dato privado de j es normal con media
ctzx; 3

5y desvio \/ja.

2
Llamamos S* = (s%);c.». Notamos que, para un ¢ dado, si se juega el perfil S* pueden
pasar tres cosas: que v;(a, (s%);2) < 0, que v;(a, (s%);2) > 0 o que v;(a, (s*);2) = 0.
En los primeros dos casos S® no es equilibrio: en el primero, por la continuidad, existe
x > a tal que v;(x,(s%);%) < 0, pero s*(z) = 1 (por ser > a); en el segundo,
analogamente, existe x < a tal que v;(z, (s*);) > 0, pero s*(z) = 0 (por ser z < a).
En el tercer caso S® si es equilibrio, ya que v;(z) > 0 = z > a = s%z) =1y
vi(z) =z <a= s*(z) =0.

Ademads, notamos que no hace mayor diferencia cambiar S* por un perfil (f;);c.s
con f; = s* o f; =t para cada i, o sea, un tal f; es equilibrio si y sélo si S lo es.
Podemos definir g. : R — R dada por g.(a) = v;(a, (s*);); entonces los equilibrios
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0.6

0.5 J

0.3f

9.(@)

a,(c) a,(c) a,(c)

Figura 5.2: Equilibrios para ¢ =0,6 y 0 = 0,01

simétricos crecientes de G, corresponden a los ceros de g.. Ahora bien,

ge(a) = vi(a, (s%)j2) = atrc —1+P(0; > ald,=a,0y=c)
a+c a+c a— 43¢
= —P(9j<a|9i:a,00:c): — @
2 2 3,

a+c (a — c>
= —o(—),
2 V6o
donde @ es la funcién de distribucién de una variable N (0, 1). Podriamos encontrar los
equilibrios del juego G, para cada c estudiando la funcién g. ‘a mano’; en las Figuras
5.1, 5.2 y 5.3 mostramos ejemplos de esto para diferentes valores de ¢ y o, con dos
casos en los que aparecen tres equilibrios y uno en el que hay un equilibrio. Si bien esto

es intuitivo, para entender la forma de las funciones a; nos conviene tomar ¢ también
como variable. Definimos entonces F' : R? — R dada por F(c,a) = g.(a).
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0.1

Figura 5.3: Equilibrio para ¢ =0,1y o0 =0, 1

Es claro que F' es C*°. Podemos calcular las derivadas parciales de F' como sigue:

oF (c,a) 1 . 1 1 _(a=o?

- C7 a) = — _— [ 2.602

oc 2 V6o+2r

oF (c.a) 1 1 1 (= c>2 '(a).
—\Cc. Q) = — — — 2-60 =

da 2 \/60 2V 27T Jel8

Como %—f > %, F(-,a) es estrictamente creciente para cada a € R fijo, y debe ser
negativa para c suficientemente chico y positiva para c suficientemente grande. Luego,
para cada a existe un unico ¢ = C(a) tal que F(c,a) = 0, o sea, tal que S* es equilibrio
de G.. Queda definida entonces una funcion C': R — R.

A la vez, por el Teorema de la Funcién Implicita, y como siempre %—IZ > 0, alrede-
dor de cada punto (cy,ag) del conjunto Fy = {(c,a) € R?/F(c,a) = 0} se puede
parametrizar dicho conjunto por una funcién C*, C,,, definida en un entorno de
co. Pero, como Fj ya estd parametrizado globalmente por la funcion C, tenemos
Cey = Clpom Coy - Luego C' es C*, y podemos usar el Teorema para calcular su derivada:

_(a—c)?
1202

OF _1 + 1
C'a) = — (1) _ SV

aF(C a) n

%\H

(cr,fc)2 )
1202

\/__

dc

*\
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a,(c)
1.5 2
l -
(a+c)/2=1
0.5
(a+c)/2=0 a,(c)
0 -
-0.5
a a,(©)
CO Cl
-15 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
-1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2 2.5

Figura 5.4: Equilibrios para todo ¢; o0 = 0,05

donde ¢ = C(a).
] _(a=e)?

Llamemos A = ﬁ\/—%g 1202 que es una funcién de a (ya que ¢ = C(a)). Entonces

1
—ptA4 24 .

Clo) =17 =1 T
y -
C(a) = S ﬁﬁ?ﬁ(—%a —¢))(1 =C'(a))e 1202

Como A > 0, —1 < C’(a) < 1. Luego, en particular, 1 — C’(a) > 0 y el signo de C"(a)
es el signo de —(a — ¢) = C(a) — a. Observamos que C(a) —a > 0 para a < 0,5,
C(a) —a < 0paraa > 0,5y C(a) —a = 0 para a = 0,5. Esto se deduce de calcular
F(a,a) = a— ®(0) = a— i: si a < 0,5 entonces F(a,a) es negativo y el C(a) que
hace F'(C(a),a) = 0 debe ser mayor que a, dado que F' es creciente en ¢; si a = 0,5,
F(a,a) =0y C(a) = a;si a > 0,5, F(a,a) > 0y el C(a) tal que F(C(a),a) =0 es

menor a a.
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Entonces C' es convexa en (—oo, %) y céncava en (%, +00). Ademés, para a = 0,5,
A= ﬁ\/%—ﬂ > 1 porque o < \/L:s_w’ de donde C’(3) > 0.

Por otro lado, para a suficientemente chico o grande, C’(a) < 0. Para verlo notemos
que siempre 0 < %@ < 1,0sea, —a < C(a) <2 —a, de donde (a — C(a))? tiende a
infinito cuando a se hace arbitrariamente chico o grande, y entonces A tiende a 0, con
lo que en particular a partir de algiin momento vale A < % y asi ("(a) < 0. (Notemos

que, para o > \/%7, lo que resulta es que C’(a) < 0 siempre y entonces hay un tnico

valor de equilibrio de a para cada ¢ € R).

Luego existen a, < 3 < a* tales que C’(a,) = C'(a*) = 0; C' > 0 en (a,, a*); y C' <
0 en (—o00,a.) U (a*,4+00). Definimos ¢y = C(a.) y ¢4 = C(a*). Ahora podemos tomar
ap(c) como la inversa de C|(—c0,a,] — [Co,4+00), ai(c) como la inversa de Cliq, 0] —
[co, 1] ¥ az(c) como la inversa de C'(g+ 100y — (—00, ¢1]. Por lo hecho hasta acd, queda
claro que ag y ay son decrecientes y a; es creciente; que son continuas y C' en el
interior de sus respectivos dominios; que parametrizan el conjunto de equilibrios del
juego; v que la pinta de los equilibrios es como la describimos en los items 1 a 5 de la
Proposicién (y como se ve en la Figura 5.4).

Falta ver lo que ocurre cuando ¢ — 0. Probaremos primero que a, y ¢ tienden a 0
cuando o — 0. Para verlo, estimemos los valores de a, — C(a.) y a. + C(a.). Sabemos
que C’(a,) = 0, de donde A(a.) = %. Entonces

1 _ (ax—C(ax))?
e 120

1=

3ro

-n () (1) 5

(a, — C(a,))? =1In (\/%) 120% + In (%) 1262

Es facil probar que el lado derecho tiende a 0 cuando o — 0. Luego a, — C(a,) tiende
a 0 cuando ¢ — 0. Por otro lado

(o 2O (L) o (1),

que tiende a +oo cuando o — 0. Luego, si miramos

a, + C(ay) ( 1 a*—C(a*)>
— = —=—) =0,
2 V6 o

vemos que el segundo término tiende a 0, porque el valor en que se evaltia ® tiende a
oo en valor absoluto, y es negativo (porque a, < 0,5y C(a) > a en ese caso). Luego
a, + C(ay) también tiende a 0 cuando o — 0. Entonces a, y C(a,) tienden ambos a 0.
Andlogamente, se puede probar que a* y C(a*) = ¢; tienden ambos a 1.

Por ultimo, para probar que ag, a; y as convergen a by, by y by en norma infinito re-
spectivamente, basta observar que la distancia entre cada par de funciones se maximiza

F(C(ay),a.) =
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en cg; Cop y ¢1; y ¢1, respectivamente. (Esto se prueba facilmente usando que |a;| > 1
siempre, que a su vez es porque |[C'| < 1). Y a la vez (ag — by)(co) = ap(co) + co =
a, + C(ay), que ya sabiamos que tiende a 0. Las cuentas son andlogas para a; y as. [

Como dijimos al principio, los equilibrios de GG, para cada c entre ¢y y ¢; son muy
diferentes como para extraer predicciones concretas sobre lo que deberia ocurrir en el
juego. El conjunto de equilibrios de G tiene el cardinal de 2% ya que, para construir
un equilibrio de G, para cada c en todo un intervalo tenemos para elegir entre tres
equilibrios diferentes. Sin embargo, la mayoria de los equilibrios de G son poco convin-
centes: en particular, tiene poco sentido que el umbral privado para invertir (es decir,
a(c)) pueda ser ag(c) (o sea, un valor bajo) para ¢ = 0,35 y as(c) (un valor alto) para
¢ = 0,4. Lo intuitivo seria que los jugadores sean mas optimistas (es decir, tengan
umbrales privados méas bajos) cuanto més alto sea el dato publico, o sea, esperariamos
una funcién a(c) decreciente. Si ademdas pedimos que el equilibrio sea simétrico queda
una sola posibilidad, dada por a(c) = as(c) para ¢ < 0,5; a(0,5) = a1(0,5) = 0,5; y
a(c) = ag(c) para ¢ > 0,5. Llamamos a esta funcién a,(c); volveremos a mencionarla
en el Capitulo 6.

Existencia de equilibrios

Tenemos la siguiente

Proposicién 10. Sea (&, E) un grafo con || = n. Entonces el juego resultante para
este grafo tiene al menos un equilibrio de Nash (f;)ic.» en estrategias puras y crecientes.

Demostracion. Consideremos el conjunto F' C S de perfiles de estrategias f = (f;)ic.s
tales que f; es creciente para todo i, y existe una respuesta éptima g = (g;)icr a f que
es mayor o igual a f, es decir, g; > f; para todo 1.

Pensamos a F' como un conjunto parcialmente ordenado con el orden parcial usual
<, es decir, f < g si f; < g; para todo i. Por un lado, es claro que F' es no vacio,
ya que 0 € F. Por otro lado, si G C F' es una cadena en F', entonces GG tiene una
cota superior. Efectivamente, si G = {¢g* : @ € A}, podemos tomar g € F dada por
g = Sup,eca 9, es decir, g = (g;) donde g;(z) = sup,c 97 (x) para todo ¢ y para todo
x € R%; veamos que g es una cota superior. Que g es mayor o igual que todos los g% es
obvio por definicién, pero hay que ver que g € F. Es claro que g resulta creciente. En
cuanto a la existencia de una respuesta éptima a g que sea mayor o igual a la propia
g, sea h = (h;) dada por

hi(z) = { 1 S? vi(, (95)2) = 0,

0 siv(x,(g;);2) <0.
Por construccion, h es respuesta éptima a g. Ahora, dado o € A, sea h™ una respuesta
6ptima a ¢g* tal que h* > ¢g%; dados i y € R, tenemos que si h;(z) < h{*(x) entonces
hi(x) = 0, de donde v;(x,(gj);2) < 0. Por argumentos analogos a los usados para
demostrar la Proposicién 8, es claro que g% < g implica v;(, (95') ) < vi(z, (g5)52) <
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0; luego, como h{' es respuesta éptima de i a g%, h{'(x) = 0. Luego h; > h$. Como esto
vale para todo i, h > h* > ¢g*. Como esto vale para todo a;, h > g, como queriamos.
Luego, por el lema de Zorn, el conjunto (F, <) tiene un elemento maximal fy. Sea
f1 una respuesta 6ptima a f; tal que f; > fy. Si fueran distintas, tendriamos f; > fo;
ahora bien, por ser f; creciente, f; es creciente, y nuevamente por argumentos similares
a los de la Proposicién 8, f; tiene una respuesta 6ptima mayor o igual que la propia fi,
de donde f; € F. Pero entonces f; > fy viola la maximalidad de f,. Luego f; = fo, es
decir, fy es un equilibrio de Nash. Ademas, si tomamos como f; a la mayor respuesta
6ptima a fy (es decir, aquella que recomienda invertir con probabilidad 1 siempre que
v; > 0, y no hacerlo si v; < 0), entonces f; es pura y creciente por construcciéon y
también f; > fo = f1 = fo, es decir, fy es un equilibrio puro y creciente. O
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Capitulo 6

Juegos globales sobre redes con
perturbaciones

6.1. Preliminares

En el Capitulo 5, hemos visto que atn la presencia de unas pocas aristas genera
multiples equilibrios en nuestro modelo, y que en redes con muchas aristas estos equilib-
rios pueden ser muy diferentes entre si, atin cuando hay un tnico equilibrio que parece
‘natural’ (como en el caso de la estrella, o de un grafo formado por subgrafos completos
grandes). Por eso, en este Capitulo introducimos una nueva versiéon del modelo, en la
que toda la informacién que recibe un jugador (ya sea la suya propia o la que recibe de
otros) sufre una perturbacién idiosincratica adicional, que puede pensarse que proviene
de una imperfeccién en la comunicacién (cuando se aplica a datos que vienen de otros)
o de un sesgo que sufre el jugador al leer o interpretar la informacion.

La funcién de esta perturbacién adicional es romper la correlacién perfecta que
el modelo anterior permite entre los datos que observan diferentes jugadores: ahora,
aun si dos jugadores comparten informacion, cada uno la percibe de forma ligeramente
diferente, por lo que siempre hay un poco de incertidumbre sobre lo que el otro observa
(y, por lo tanto, sobre como jugard). El resultado principal de este Capitulo es que
este cambio resulta en que el juego tenga un tnico equilibrio, atin cuando el tamano
de las perturbaciones es arbitrariamente pequeno con respecto al desvio de los datos
originales.

6.2. El modelo

Como en el Capitulo 5, tomamos un grafo (., F), donde los vértices .# = {1,2,...,n}
son los jugadores del juego. 6 es una variable aleatoria distribuida uniformemente sobre
los nimeros reales. Ademas, tenemos (€;),e.s v (6;)ic.» familias de variables aleatorias,
todas independientes (entre si y de ), con distribuciones N(0,0?) y N(0, %) respecti-
vamente. Llamamos, para cada j, 6; = 0 + ¢;; y, para cada par ¢,7, 0;; = 0 + 0; + €;.
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Podemos pensar que 6; es el dato que recibe el jugador j, y ¢;; es el dato que recibe
el jugador j visto por i. Por la estructura de los ¢;, que dependen del receptor de la
informacion pero no del emisor, estamos suponiendo que para cada jugador hay un
mismo sesgo idiosincratico que afecta toda la informaciéon que recibe (incluyendo la
que recibe directamente). (En la seccién 6.4 mostramos otras estructuras posibles para
los 0 que preservan los resultados del Capitulo). Como el caso que nos importa mas
es cuando T es pequeno con respecto a o, pensamos en los d; como errores de segundo
orden.

Como antes, cada jugador i observa los datos que reciben los j € M;, es decir, @
observa (6;;);jen;. Dada esta informacién, i debe elegir si invertir, no invertir, o invertir
con alguna probabilidad p. Luego, si i tiene d; = |V;| vecinos y e; = |M;| = d; + 1, sus
estrategias seran funciones f; : R% — [0, 1], como antes.

La funcién de utilidad es la misma que antes: el pago de ¢ es 0 si no invierte y
0 — 1+ 1 si lo hace, donde [ es la proporcién de jugadores que invierte (sin contar al
propio 7). Formalmente, i tiene una funcién de utilidad u; dada por

W, o By ) = 071 S (Gbe) =0

donde

[ — Zj;éz‘ fi ((ejl)lEMj)
= — .

Denotamos ademads el valor esperado de invertir para ¢ (dados datos observados 6;; y
suponiendo que los demés jugadores eligen las estrategias f;) como

g Oi
Vi ((0i)jenss, (f5) i) = ZTTMA — 1+ E(l|(0:5)jem),

de tal forma que un jugador que estd jugando en equilibrio debe tener una estrategia
fi que elige invertir si v; > 0, no invertir si v; < 0 y puede hacer cualquier cosa
si v; = 0. Notamos que ]E\Z‘ il es la esperanza condicional de # dados los datos
observados; esta expresion sencilla resulta, nuevamente, de que los errores €;, d; son
normales independientes con igual desvio en cada grupo (de forma tal que cualquier
dato 6;; termina teniendo el mismo desvio, Vo2 + 72) y de que 6 es uniforme sobre R.

Ademéis

E(l(0;)jen,) = Y =2t ((Qﬂ):]‘f)l WU)]EMi)'
J#i
Dado esto, podemos considerar los equilibrios de Nash del juego, para una red
(£, E) dada. Llamemos G g(o, 7), o simplemente G(o, 7) al juego dado por dicha red
cuando los desvios de los €; y los d; son ¢ y 7 respectivamente.
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6.3. Equilibrio

Damos primero algunas definiciones y herramientas adicionales para los argumentos
que siguen.
Dada f; € S; y a € R, definimos f; +a € S; por

(fi+a)zy,...,xe,) = filx1 —a,...,xe, — a).
Notamos que f; +a < f;si a > 0y f; es creciente. Intuitivamente, sumar a a una
estrategia creciente da una estrategia mas pesimista, que requiere que los datos obser-
vados sean mas altos en la cantidad a para que i responda de la misma forma.
Ahora, dadas f;, g; € S; crecientes, definimos

p(fi, 9:) = inf{a > 0/fi +a < g;},
es decir, p(f;, g;) dice cudnto hay que sumarle a f; para que sea més pesimista que
g;- Notamos que, si f;, g; son estrategias que podrian llegar a elegirse en un equilibrio
(en particular, implican no invertir cuando la esperanza condicional de 6 es negativa e
invertir cuando es mayor a 1), entonces 0 < p(f;,¢;) < 1. Ademas, si a > p(fi,9:) v [i,
g; son crecientes, entonces f; +a < g;. Por iltimo, ponemos

d(fi, 9i) = p(fir 9:) + (g5, fi)-
Observacion. d es una pseudométrica.

En efecto, dadas fi, gi,hi € S; tenemos d(fi,g;) > 0, d(fi, fi) = 0, d(fi,9:) =
d(g:, f3), y d(fi, hi) < d(fi,g:) + d(gi, hi). Las primeras tres afirmaciones son obvias.
Para ver la cuarta, basta ver que p(fi, h;) < p(fi, g:) +p(g:, h;). Llamando ' = p(f;, h;),
b =p(fi,g9) vy ¢ = plgi, hi), notamos que dado € > 0 podemos tomar b = b + ¢ > b/,
c=c +e>;por construccion, f; +b < g, = fi+b+c < g+ c < h;, y ademas
b+c>b+c >0, de donde a’ < b+ c. Tomando € — 0, tenemos a’ < V' + ¢/, como
queriamos.

Observacion. Hay cierta equivalencia entre estrategias crecientes f;, g; con d(f;, g;) = 0.
Concretamente, si f;, g; son estrictamente crecientes (o sea, son crecientes y para xz < z’,
x # o’ tenemos f;(x) = 0 o f;(z') = 1, como ocurre con las mejores respuestas a perfiles
crecientes) y d(f;, g;) = 0, entonces f; y g;, como funciones sobre R¢, deben diferir a lo
sumo en un conjunto de medida cero. Esto es porque, dados z, 2’ con 2’ mayor que x en
todas las coordenadas, f; y g; no pueden diferir en ambos. (Para ver esto, supongamos
que si difieren en z y o', fi(z) < gi(z) y fi(z") > g;(2") implicaria que tanto g;(x) como
gi(2") estan en (0,1), que es absurdo; luego, sin pérdida de generalidad, f;(z) < g;(x)
y fi(z") < gi(2). Esto fuerza f;(z) =0, g;(z) > 0, f;(2') <1, gi(z") = 1. Pero entonces
gi(y) = 1 para todo y > z; si ¢ es la menor coordenada de 2’ — x, entonces g; + € £ f;
para 0 < € < €, y luego d(f;,9;) > 0). En particular se deduce que, a lo largo de
cualquier recta de direcciéon v = (1,...,1), fi v ¢; pueden diferir en a lo sumo un
punto, y el espacio es una coleccion de tales rectas. De aqui es claro que f; y g; difieren
en un conjunto de medida cero.
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Luego f; y g; resultan equivalentes a los efectos del juego, en el siguiente sentido:
por un lado, cualquier otro jugador j # ¢ estd indiferente entre que i juegue f; o g;.
(Para verlo notemos que, si pensamos x = (6;;)jen, € R® como un vector aleatorio
sobre el espacio de probabilidad dado por la condicién (0 = a;)ien;, esto induce
una probabilidad continua sobre x con dominio R% (en caso de que i y j compartan
a lo sumo un dato) o una probabilidad continua sobre z con dominio F = {y €
R /(y — jk) = (i — ax), L,k € M; N M;} (siiy j comparten mas de un dato). Como
el dominio de x es, en cualquier caso, una coleccién de rectas de direccién v, v f;, g;
difieren en a lo sumo un punto sobre cada recta, la medida del conjunto donde difieren
las dos estrategias es 0, y luego la probabilidad es también 0). Por otro lado se ve
que, dado un perfil (f;);2; de estrategias crecientes para los demds jugadores, f; es
respuesta éptima si y sélo si g; lo es; y en ese caso, f; y g; solamente difieren cuando ¢
esta indiferente entre invertir o no.

Luego, podemos tomar como espacio de ‘estrategias esenciales’ el espacio S; =
S;/ ~, donde f; ~ g; si d(fi,9;) = 0, que es claramente una relacién de equivalencia.
También podemos tomar la distancia definida en el cociente como d(fi, g;) = d(fi, 9;)
para algunos representantes f;, g;, v queda bien definida. Aunque formalmente traba-
jaremos en S;, los resultados que probamos mas abajo se pueden pensar més intuitiva-
mente en E

Podemos extender estas nociones a perfiles de estrategias. Dado un perfil f € S =
[Lic,Si f = (fi)ier podemos definir andlogamente f + a = (f; + a)icr. Tenemos
también en S el orden parcial dado por f < g si f; < g; para todo ¢ € ., y decimos
que f = (fi)icsr es creciente si las f; 1o son. Con estas definiciones, es claro que si a > 0
y f es creciente entonces f + a < f. Ademas, dados perfiles f y ¢, podemos definir
p(f,9) = mf{a > 0/f +a < g}, donde 0 < p(f,g) < 1 si f,g implican no invertir
cuando la esperanza condicional de 6 es negativa e invertir cuando es mayor a 1. Como
antes, vale que si a > p(f,g) v f, g son crecientes, entonces f +a < g.

Por tltimo, podemos definir d(f, g) = p(f,g) + p(g, f), que resulta ser una pseu-
dométrica por los mismos argumentos; tenemos una relaciéon de equivalencia ~ en S
dada por f ~ gsi f; ~ g; para todo i; y d define una distancia d en el cociente S = S/ ~
de perfiles esenciales.

Estamos en condiciones de probar la siguiente

Proposiciéon 11. Sea (&, E) un grafo con || = n, o > 0 y 7 > 0. Entonces
G p(o,T) tiene esencialmente un tunico equilibrio de Nash. Mds precisamente, si
(fi)ics es un equilibrio de Nash y (g;)ics €s un perfil de estrategias, entonces (g;)ic.s
es un equilibrio si y solo si f; ~ g; para todo 1 € . Ademds (f;) es creciente y es
esencialmente puro (es decir, existe un representante puro del equilibrio).

Mds atin, todas las demds estrategias son eliminadas por EIEED. Es decir, si (f;)ic.s
es un equilibrio de Nash fijo y h; € S;, entonces h; sobrevive al proceso de EIEED si y
solo st h; ~ f;.

Demostracion. Probemos primero la existencia de equilibrios. Para esto, al igual que
en los Capitulos 3 y 5, consideramos los perfiles 0 = (0;);cr v 1 = (1;);e.r v definimos
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recursivamente fr = (fri)ics, 9k = (gri)ics como perfiles de respuestas éptimas a fr_;
Y gr—1 respectivamente, empezando con fo =0y go = 1. Es decir, si notamos por ¢(h)
al perfil de respuestas 6ptimas a h, entonces la sucesion ( fi)re.s estd dada por fy =0y
fr = q(fr—1), v g se define andlogamente. (Notamos que, aunque las respuestas 6ptimas
no son unicas en general, cuando h es creciente todas las respuestas éptimas a h son
equivalentes, o sea, estdan a distancia 0, por lo que podemos definir g(h) sin problemas
en el cociente. Esto es claro porque v; resulta estrictamente creciente para h creciente,
y q(h) debe valer 1 si v; > 0y 0si v; < 0. A su vez, para probar que v; es creciente,
hay que argumentar que la distribucion de (6;;)ica, dado que (0;5)jen, = a domina
estocasticamente a la distribucion dado que (6;;) e, = b, si @ > b. Esto se deduce de
forma similar a lo dicho en el Capitulo anterior).

Como 0 < h <1 para cualquier perfil A, en particular fy < f; v go > ¢1. Dado que
las respuestas Gptimas son crecientes en el perfil observado (o sea, si h < h’ entonces
q(h) < q(h): esto es claro mirando la expresion de v;) la sucesion (fy)res €s creciente y
la sucesién (gx)res es decreciente. También se deduce por induccién que fi < gx para
todo k (yaque fo=0<1=go, ¥ foe1 < gr1 = fr = a(fe-1) < q(gr—1) = gk)-

Ahora argumentamos que los perfiles f = (f;)ic.r v 9 = (gi)ic.r dados por

fi(z) = sup{ fri(v)} = Jim fri(z)
keN —+oo
gi(x) = Il;felg{gm‘(x)} = kl_l)ffoo Iri(T),

es decir, los limites de estas sucesiones, son equilibrios de Nash del juego, lo que prueba
la existencia de equilibrios. Veamos esto:

Fijemos un ¢ € #. Dado que f; > fi; para todos los j # 4, & € N, y por la
monotonia de ¢, tenemos q(f); > f+1) para todo k € N. Luego, tomando supremo
en el lado derecho, ¢(f); > fi. Como esto vale para todo ¢, ¢(f) > f. Notemos que
ademads, como f es creciente, g(f) es respuesta 6ptima a un perfil creciente, y por tanto
es creciente. Para probar que ¢(f) = f (o més precisamente, que ¢(f) ~ f), falta ver
que p(f;, a(f):) = 0 para todo i

Probaremos esto por el absurdo: supongamos que, para algtn ¢, p(q(f);, f;) = a > 0.
Entonces ¢(f); + 2% £ f;, de donde existe 2” tal que q(f)i(@") > 0y fi(z" + 3“) < 1
(notamos y + b = (y1 +0b,...,Ye; +b)). Tomando 2’ = 2" + §, que cumple 2’ > z”
(coordenada a coordenada) y o’ + % = 2" + 52 < o/ 4 3 tenemos q(f)i(z’) =1y
fi(z'+5) =0 (ya que q(f); y fi son crecientes). Més atin, usando que ¢( f); es respuesta
éptima a (f;);z, tenemos v;(z”, (f;)j2i) = 0y luego v;(2/, (f;);2i) > 0. A la vez, para
cualquier k, como fy1) < fi, funi(2” +22) < 1, de donde v;(@” + 32, (frj)j21) < 0
y luego fren)i(2'+ 5) =0y vi(a" + 5, (fij)j1) <O.

Ahora argumentamos que

(95 +5 (ka)]#@> /" Ui (x + 5. ([ J¢Z>

por el teorema de convergencia mondtona, de donde vz’ +
vi(2', (fj);2) > 0, contradiccién. Esto prueba que p(q(f), fi)

(fi)jzi) < 0. Pero
0 y, dado que f; <

a
29
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q(f)i, ya sabfamos que p(fi,q(f);) =0, de donde f; ~ q(f);. Entonces f es un equilib-
rio de Nash, como queriamos. Analogamente g es también un equilibrio. Ademas, por
construccion, f y g son estrictamente crecientes.

Veamos ahora la unicidad. Para ello notemos que, si h es un equilibrio, entonces
por definicién g(h) = h; dado que 0 < h < 1, y usando la monotonia de ¢, se obtiene
que fr < h < g para todo k; pasando al limite, f = sup fr < h < infgp = ¢g. En
otras palabras, para ver la unicidad basta ver que f ~ g, ya que entonces se deduce
de que p(h, f) = p(g,h) = 0 (por ser f < h < g) y de que p(h,g) < p(f,g) =0,
p(f.h) <p(f.g9) =0 qued(f,h) =d(h,g)=0yluego f ~h ~g.

Para probar que f ~ g supongamos lo contrario, es decir, supongamos que d( f, g) >
0. Dado que f < g, tenemos p(f, g) = 0, por lo que esto implica p(g, f) > 0. Llamemos
plg, f) = d(f,g) = a*, con 0 < a* < 1. Notamos que debe existir i € & tal que

Sea € > 0 y consideremos g + a* + ¢ < f. Dado que g; + a* + € — 2¢ £ f;, existe
z. € R% tal que (g +a*+e€—2¢);(z.) > fi(ze) & (g+a* +€)i(xe +2€) > fi(z.). Luego,
en particular, (¢ + a* + €);(x. +2¢) >0y fi(z.) < 1.

De lo segundo, se deduce v;(z., (f;);2i) < 0. De lo primero, que podemos reescribir
como g;(xe+e—a*) > fi(xe) y gi(xe+€e—a*) > 0, se deduce v;(z. +e—a*, (g;);2) > 0.
Usando que la distribucién de 6 es uniforme en R, tenemos

vi(@e + 26, (g5 + a" + €)j) = vi(xe + € —a’, (gj)jx) +a" +e=2a" +e>a”.
Ahora bien, dado que g + a* + € < f,
a’ < vi(we + 26, (g; + 0" + €)j2i) < vilze + 26, (f) )
Dado que v;(x., (f;)j£i) < 0, tenemos que
a* < wi(@e + 26, (fj) ) — vi(ze, (f5)j24)-
Esto debe valer para todo € > 0. Ahora bien

’UZ‘(.I'G + 26, (f])]?gl) — Ul'(l'e, (f])ﬁﬁz) = T¢ + 2e — 1 + E(l‘.%’e + 26) — .I'_6 + 1— E(”l’e)
=T, +2e— 1+ E(l|lz.+ 2¢) =T+ 1 — E(l|x.)

=2+ E(f; ((0)ien,) lwe +2¢)  E(f; ((0j)iens;) |e)

j#i n-1 n—1
_ e 3 2 (Cuhern) [z +29 ~ B, ((iiea) 1)
J#i

Argumentamos que esta expresion tiende a 0 cuando € tiende a 0, por lo que no puede
ser siempre mayor a a*. Esto terminard la demostracion.
Esta claro que 2¢ tiende a 0. Lo menos trivial es probar que, para cada j # i,

E(fj ((ejl)leM]-) |$e + 26) - E(fj ((ejl)leM]-) |$6) =9 0. (*)
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Para hacer esto, notemos que

E(f; ( (01) leM; ) |ze +2€) — E(f; ((85 leM; |ze) =
E( (( gl + 2€)l6M]) |5L‘5) - E(fj ejl leM; |xe =
E((f - 26) ((ejl)leM]) |x5) - E(fj

E((f — 2¢); ((ejl)leM-) — fj
E(((f —2¢); = [;)

En la primera igualdad, estamos usando que la distribucién condicional de (6;)ien,
aumenta en 2¢ si aumentamos todos los datos observados en 2¢. Esto se puede probar a
mano, y esencialmente es una consecuencia de que 6 tenga distribucién uniforme sobre
R.

Ahora bien, la presencia de d;, con un desvio fijo 7 > 0, en la expresién de los 6
resulta en que la distribucion de éstos condicional a x. sea siempre un poco difusa.
Luego, a medida que € tiende a 0 (y, eventualmente, se hace mucho més chico que 7),
la probabilidad de que el vector (6;;)ics, caiga en la franja donde (f — 2¢); — f; es no
nula tiende a 0 porque el ancho de dicha franja tiende a 0. Concretamente,

((Ghiens;)|ze) = (0 + 05 )1enr;| )
= ((O0)iens;|7e) + ((05)1ens;]7e),

donde 6; es independiente de 6, de todos los €; y de 6;, y luego d;|z. tiene distribucién
normal N (0,7?) independiente de ((6;)ie,)|.). (Intuitivamente, conocer los valores
de los 6;; para k € M; no da ninguna informacién sobre §;). Luego

E(((f = 26); — f;) ((Oi)iem;) lxe) =
E (E [((f —2¢€); — ;) ((ejl>l€Mj) ‘(el)lEwae} |x€)
E (B [((f =2¢); — f;) (60 + 6)ieas;) [(O)iens;, ] |2e). (%)

Entonces alcanzara probar que, dado p > 0, existe ¢y > 0 tal que, si € < ¢,

E (((f - 2€)j - fj) ((Ql + 5j)leM]-) |(91)leMj = (al)leM]-,xe) <p

para todo a = (a;)ien; € R¥. (Esto implicard que la doble esperanza condicional en
(#%) es también menor a p, ya que es la esperanza condicional de una variable aleatoria
siempre menor a p; y como ademds es claramente mayor o igual a 0, vale (x)). Ahora
bien

E(((f—2¢); — f;) (00 + 0;)iens;) |(0)iens; = (@)iens;, ze) =
E(((f —2¢); — f;) ((ar + 6)iens,) |(0hiens, = (ar)iens,, (0if)jens, = x) =
E(((f = 26); = f) (@ + 6)iens;) )
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ya que d; es independiente de (6;)icar; y de (645)jen, v a es constante. Llamemos ((f —
2¢); — f;)((ar +t)ien;) = p(t), para t € R. Entonces

E(((f —2€); — f;) ((ar + 6;)ien;)) = E (p(55)) -

Por 1ltimo observemos que, por construccién, p vale 0 fuera de un intervalo de longitud
2¢, y 1 en el interior de dicho intervalo, y recordemos que §; tiene distribucién N (0, 72).
Luego E (p(d;)) < P(—% < z < £), para z una variable de distribucién N(0,1).
Eligiendo € suficientemente chico esto resulta menor a p independientemente de a, lo
que prueba la unicidad.

Que el equilibrio es esencialmente creciente y puro se deduce de que f y g son
estrictamente crecientes, por lo que existe un representante h ~ f ~ g puro.

Por ultimo notamos que, si h; es una estrategia para ¢+ que sobrevive k pasos de
EIEED, entonces (por argumentos similares a los del Capitulo anterior) debe valer
fri < h; < gg;. Tomando supremo del lado izquierdo e infimo del lado derecho, tenemos
fi < h; < g;; como f; ~ g;, esto implica f; ~ h; ~ g;. ]

Observacion. Ademas de ser esencialmente tnico, creciente y puro, el equilibrio es
simétrico alrededor de 0 y 1. Mas precisamente, si f es un equilibrio de Nash del juego
y llamamos g = (¢;)ic.» al perfil dado por g;(zy,...,2,) =1 — fi(l —z1,...,1 —z,),
entonces g también es un equilibrio de Nash (esto es claro por la simetria del modelo)
y por lo tanto g ~ f. En particular, si x € R* cumple x; < 0,5 para todo k, entonces
fi(x) =0,y sizx > 0,5 para todo k, entonces f;(z) = 1.

Ademas, el equilibrio varia de forma continua al variar el valor de 7. Es decir

Proposicién 12. Sea (&, E) un grafo con |#| =n, 0 >0 y 71 > 0. Tomemos (.V, E)
y o como fijos. Entonces F' : Rog — S dada por F(1) = f, con f un equilibrio de
Nash de Gy g(0,7), es continua en el siguiente sentido: para todo T > 0 y todo € > 0
existe un 0 > 0 tal que, si 7" > 0 es tal que |1 — 7’| <6, entonces d(F (1), F(7')) < e.

Demostracion. Alcanza probar que para todo 7 > 0 y todo € > 0 existe un § > 0 tal
que, si 7 > 0 es tal que |7 — 7/| < 4, entonces p(F(7), F(7')) < € (el resultado para
p(F (1), F(7)) se prueba andlogamente). Para ver esto, tomemos un ¢ fijo, y un 7y fijo,
y lamemos ¢ = a, [ = F(7y),9 = F(7) +a = [ +a.

Por la definicién de f sabemos que, para todo i € .Z, si fi(z) > 0 (x € R®) entonces

vi(x, (fj);2i) = 0. Luego, usando nuevamente que 6 es uniforme en R,

vi(T + a, (95) i T0) = vi(x, (fj) iz 0) +a > a.

En otras palabras, si ¢;(y) > 0 entonces v;(y, (¢;);2i,70) > a. Aclaramos que v; es
funcién de 7 (y aqui la estamos evaluando en 7) en el sentido de que 7 determina el
desvio de los 9; y, por esa via, la distribucién condicional de los ;. Més precisamente

((ejl)lEMj) ly)

_ ET(g
iy, (95)j207) =G — 1+ Y, ——= n—1

J#i

Y
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donde 7 determina la distribucién de ((0;:)iens;)|y). Ahora argumentamos que para
cada j # iy € > 0 existe 0’ > 0 independiente de y tal que, si |7y — 7/| < ', entonces

| Ero (95 ((G50)iens;) 1y) — B (g5 ((Oin)iens,) ly)| < €.

Esto vale porque, dado que g; siempre toma valores entre 0 y 1,

|Exy (95 ((O0)iens;) 1y) — Exr (g5 ((G50)iens,) [9)] < | Pry(-ly) — Prr(-y)1(€2),

donde €2 es el espacio de probabilidad en el que trabajamos y P, (-|y) es la probabilidad
condicional que resulta de observar (6;;);em, = y cuando el desvio de los §; es 7. A su
vez, dado € > 0 existe &' > 0 (independiente de y) tal que, si |1p — 7'| < ¢, entonces
| P (-ly) — P (+|y)|(2) < €: esto se puede probar a mano escribiendo las distribuciones
condicionales de las variables con las que armamos nuestro espacio de probabilidad,
pero omitimos los detalles porque son muy engorrosos.

Usando esto para € = a y para cada j, existe §' > 0 (que tomamos como el minimo
de los & que necesitamos arriba para cada j) independiente de y tal que, si |79 —7'| < &7,
entonces

|Eny (95 ((O0)ienr,) 1y) — (g5 ((O)iens;) [y)] < a
para todo 7, de donde

[0i(y, (95) i T0) — Vi(y, (95) 26, )| < a

y luego v;(y, (g;) i, 7') > 0. Esto vale para todo y tal que g;(y) > 0 y para todo 7’ con
|70 — 7’| < &', y significa que si i cree que los demds jugadores elegiran las estrategias g;
y el desvio de los §; es 7/, entonces siempre que g;(y) > 0 invertir es la accién 6ptima.
Luego, tomando § como el minimo de los §° que resultan para cada i, para todo 7’ con
|70 — 7'| < 0 g cumple que, si todos los jugadores creen que se esté jugando el perfil g,
entonces siempre que el perfil indica invertir con probabilidad positiva es efectivamente
optimo invertir.

Sea entonces un 7’ con |19 —7'| < d. Consideremos la sucesion de perfiles de estrate-
gias (hx)ren, dada por hg = g y hxr1 = q(hg). Por lo dicho arriba, hy = q(g) > g = ho.
Luego, por la monotonia de ¢, tendremos hyyq > hy para todo k. Entonces (hy)gen,
converge de forma creciente a un perfil de estrategias h, que podemos probar (anédloga-
mente a como lo hicimos en la demostracion de existencia de la Proposicién 11) que
es un equilibrio de Nash para el juego que estamos considerando, G (o, 7’). Pero
entonces h = F(7') (en realidad son equivalentes, pero esto no nos preocupa). Y al
mismo tiempo h > g = f + a, es decir, f + a < h, de donde

p(F(70), (7)) = p(f, h) < a < e,
como queriamos. O

Observacion. En realidad, con argumentos similares se puede probar que F': R, — S
dada por F(o,7) = f, con f un equilibrio de Nash para G s (o, 7), es continua como
funcién saliendo de R?, es decir, en ambas variables.
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6.4. Formulaciones alternativas y ejemplos

Otra estructura de ruidos de segundo orden

Una formulacién alternativa del modelo anterior consiste en tomar ¢;; = 0+ ¢€; + 9,5
en vez de 0;; = 0+¢€;+9;; es decir, el dato original de j, observado por ¢, es ‘ensuciado’
no por un mismo error que sesga de igual forma toda la informacion recibida por 7, sino
por un error propio de la conexién entre i y j. (Por supuesto, suponemos que todos los
€; y los d;; son independientes, con desvios o > 0 y 7 > 0). En este caso resulta mas
natural tomar 9;; = 0, aunque también podemos no hacerlo. De cualquier forma, valen
versiones analogas de las Proposiciones 11 y 12; la tnica diferencia en la demostraciéon
es que cambia la forma en que se prueba que E(((f — 2¢); — f;) ((6j1)ien;,) |ze) tiende
a 0 cuando € tiende a 0.

Desvios heterogéneos

A pesar de que siempre supusimos que todos los €; y los d; (o, con la formulacién de
arriba, los d;;) tenfan desvios iguales a o y 7 respectivamente, versiones andlogas de las
Proposiciones 11 y 12 valen suponiendo que los desvios son o; y 7; (o 7;;) respectiva-
mente. Ademas de que cambian los detalles técnicos al final de ambas demostraciones,
en caso de ser heterogéneos los desvios, los promedios que calculan los jugadores sobre
sus datos para estimar 6 pasan a quedar ponderados por la precision de los datos, es
decir,

E(0)(03)jer,) = Y . !

2 2 1
S0 T Dien,

Hz‘j-

Grafos dirigidos

Aunque planteamos el modelo pensando en grafos no dirigidos, las Proposiciones
11 y 12 se prueban de la misma forma si estamos trabajando con un grafo dirigido.
Tomar grafos dirigidos puede tener sentido cuando hay jugadores que comunican su
informacion con muchos otros pero a través de un medio impersonal que no permite que
reciban informacion de todos sus oyentes, como seria el caso de un politico hablando
en television.

Ejemplo: unién de subgrafos completos

Dijimos en el Capitulo 5 que, en el modelo sin errores de segundo orden, los grafos
formados como unién disjunta de subgrafos completos tenian multiples equilibrios
(aunque estaban todos relativamente cerca), pero que uno de ellos era especialmente
creible: el equilibrio donde los jugadores invierten si el promedio de los datos obser-
vados es mayor a 0,5 y no invierten si es menor. (En rigor, estamos ignorando lo que
ocurre justo en 0,5; hay varias posibilidades).
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El modelo de este Capitulo da una idea concreta de que dicho equilibrio sea el méas
crefble: al introducir los §; resulta que hay esencialmente un tnico equilibrio, que es el
que acabamos de describir, para todo 7 > 0. Esto se puede demostrar afinando el argu-
mento que usamos para probar la Proposicién 8: ahi acotdbamos el comportamiento de
los jugadores en la 2-vecindad de 7 (que, en este caso, seria el subgrafo completo al que
pertenece 7) sin poder decir nada preciso, porque el hecho de que compartieran informa-
cién perfectamente les permitia coordinarse y asi sostener distintos equilibrios. En este
modelo, en cambio, la presencia de los d; tiene el efecto de desacoplar el comportamien-
to de los jugadores de un mismo subgrafo completo; introduce algo de incertidumbre
sobre lo que observan (y, por tanto, hacen) los demds jugadores del propio subgrafo.
Concretamente, cuando ¢ observa datos con promedio a, la probabilidad de que un j
en su subgrafo observe datos con promedio mayor o igual a a ya no es 1 sino % Esto

1

s s * oo /x 1
permite ajustar las cuentas y poner a* = a”™* = 3.

Ejemplo: grafos con 2-vecindades pequenas

En el modelo con errores de segundo orden, dado un grafo cualquiera, podemos
probar —con el mismo argumento que en la Proposicion 8- que todo equilibrio f =
(fi)ies cumple t; < f; <'s; para todo i € .#, sin importar el valor de 7 > 0. Es decir,
vale la misma cota sobre los equilibrios del juego que en el Capitulo 5. La diferencia en
este modelo es que, en realidad, hay un tnico equilibrio (salvo diferencias de distancia
0), que en particular cumple esta cota.

Ejemplo: estrella

En el caso de la estrella, la introduccién de los §; hace que distintos jugadores
observen de forma diferente el dato publico c¢. Luego, aunque ¢ observe ¢, sabe que
j puede observar ¢, y entonces resulta relevante la estrategia de j cuando el dato
publico es ¢’. En otras palabras, ya no podemos pensar G como una coleccién de juegos
separados G.. Sin embargo, si 7 es chico, ¢ deberia estar cerca de ¢ con probabilidad
alta, por lo que esperamos que el comportamiento de este modelo se parezca al del
Capitulo 5 en algun sentido.

Tal como hicimos en el Capitulo 5, podemos pensar el equilibrio del juego (que
ahora serd tnico) como parametrizado por una funcién a(c) = a,,(c). Ademéds, como
el equilibrio debe ser simétrico y creciente, a(c) debe ser simétrica (a(1 —c¢) = 1—a(c))
y decreciente. Nos preguntamos en qué se parece este equilibrio a los del juego original.
Se ve que, para 7 > 0, a(c) no coincidira en general con las funciones a;(c) que resultan
en el modelo original: informalmente, basta pensar en un 7 muy grande, que hara que
la probabilidad condicional de que los deméas jugadores inviertan sea cercana a 0,5 casi
sin importar lo que observe 7, con lo que la estrategia 6ptima serd algo parecido a
invertir si y sélo si “TJFC > 0,5.

Sin embargo, resulta que a,(c) converge a a,(c) cuando 7 — 0, en el siguiente
sentido: en 0,5 siempre coinciden, y para todo 6 > 0, (a,, — ag)|R_(%_6’%+5) tiende a
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0 en norma infinito. Lo primero es obvio. Bosquejamos un argumento para probar lo
segundo: sea f el equilibrio para el juego sin errores de segundo orden G, dado por
el umbral a,. Sea ¢ > 0. Entonces f + €y f — € pagan € y —e por invertir sobre
los umbrales a, + € y a, — €, respectivamente, en G. (Esta es la misma idea de la
Proposicién 12). Luego, para 7 suficientemente chico, f + € y f — € pagan positivo y
negativo, respectivamente, por invertir sobre dichos umbrales en el juego G. (Este es el
punto sensible: para probarlo hay que usar que, lejos de 0,5, la funcién a, tiene derivada
acotada; luego, si los deméds jugadores observan un ¢ apenas diferente, su umbral para
invertir cambiara poco y por tanto la probabilidad de que inviertan cambiara poco,
en particular menos de €, con respecto al caso en el que observan todos el mismo
¢). Luego, como en la Proposicién 12, podemos construir sucesiones monétonas de
perfiles, comenzando en f + €y f — €, que convergen al equilibrio f, de G, de donde
f+e< f, < f—e Laconvergencia en norma infinito lejos de 0,5 puede probarse con
algunas cuentas mas a partir de esto.

Informacion con varios saltos

Como dijimos en el Capitulo 5, el hecho de que la informacién se pueda comunicar
a amigos, pero no indirectamente a amigos de amigos, resulta poco realista y hace
relativamente poco uso de la estructura de red del juego; de esa propiedad del modelo
se desprendia que, en caso de que las 2-vecindades del grafo fueran pequenas, el juego se
parecia en algun sentido al del Capitulo 3, en el sentido de que la difusién de informacién
resultaba insignificante.

Si bien esperamos que un grafo poco conectado presente baja difusion de informa-
cién, la importancia de las 2-vecindades resulta del mecanismo artificial de difusién que
propusimos por simplicidad. Resulta mas natural un modelo en el que la informacién
pueda ‘dar varios saltos’.

Por ejemplo, dado un grafo (., E), podemos querer que el dato de cada jugador
dé k saltos, es decir, que sea observado por todos las personas en su k-vecindad ademas
de él mismo. Si usamos la estructura original para los d;, es decir, si elegimos que
s6lo dependan del receptor (lo que significa que el receptor percibe la informacién
sesgadamente, pero que ésta no se deteriora por la transmisién), esto se puede acomodar
de forma inmediata en el modelo que ya tenemos, cambiando el grafo (., E') por otro
(£, E¥) donde dos personas estan conectadas por una arista si y sélo si su distancia en
el grafo original es a lo sumo k. Incluso funciona del mismo modo si queremos que la
informacion del jugador ¢ dé k; pasos con k; > 0, i.e., permitiendo diferentes longitudes
de salto para distintos jugadores.

Si queremos que la informacion se deteriore con la transmision, el modelo que resulta
no es completamente analogo porque los datos que han dado varios saltos deben sumar
varios d;;, y no queda claro cémo modelar el hecho de que un jugador puede recibir
el mismo dato por dos caminos diferentes (con dos ruidos diferentes). Sin embargo, si
elegimos una forma simple de solucionar este problema (por ejemplo, determinando
arbitrariamente para cada par de vértices el camino de menor longitud entre ellos que

o8



funciona como predominante), se pueden probar versiones analogas de las Proposiciones
11 y 12 con pequenos cambios en los detalles.

Informacion con saltos aleatorios

De todas formas, todas las extensiones que acabamos de describir resultan también
algo irreales, porque estamos fijando de antemano la cantidad de veces que salta cada
dato. Seria mas realista suponer que cada dato empieza en un jugador y luego tiene una
probabilidad p de ser difundido a sus vecinos, y de ahi nuevamente tiene probabilidad
p de ser difundido a los vecinos de éstos, y asi sucesivamente. Aunque este proceso
de difusién es aleatorio, una vez que ha terminado producira una estructura de saltos
que podriamos haber modelado deterministicamente con un algin conjunto de aristas
fijo F/, como describimos en el apartado anterior; entonces, ;qué cambia? La diferencia
fundamental es que la estructura de difusion resultante es conocida sélo localmente por
los jugadores, con lo que cada persona no sabra, en general, cuanta gente ha recibido
cada uno de los datos que le han llegado.

Como siempre, hay muchas formas de modelar los detalles; elegimos una sencilla.
Sea (£, E) una red fija con n jugadores, que es de conocimiento ptblico. (Esto tampoco
es realista, ya que si una red tiene un millén de nodos no tiene sentido pensar que cada
jugador conoce su estructura; pero trabajamos con una red fija ya que, si la hiciéramos
aleatoria y conocida sélo localmente por los jugadores, deberiamos fijar un proceso
aleatorio para generarla, y no hay un proceso en particular que sea més convincente
que cualquier otro en términos de generar redes verosimiles).

Sean ¢ distribuida uniformemente sobre R y (¢;);e.r, (0;)icr variables aleatorias
con distribucién N(0,0?) y N(0,7?) respectivamente, todas independientes entre si y
de 6. Llamamos 0; = 0 +¢; al dato j y 6;; = 0 + ¢; + 0, al dato j observado por ¢
(estamos suponiendo que los errores de segundo orden dependen del receptor pero no
de las aristas).

Sea ademds una variable X, independiente de las anteriores, que elige cada per-
mutacion « € .S, con probabilidad % Entonces cada jugador ¢ recibe inicialmente el
dato Qa(i)-

En cuanto al proceso de difusién de informacién suponemos que, para cada dato
que recibe un jugador (ya sea el suyo propio o uno que otro jugador le pasa), puede
transmitirlo a todos sus amigos o a ninguno. Un caso real donde este supuesto tiene
sentido es, por ejemplo, si la red es una red de amistades en un sitio como Facebook o
Twitter, y un jugador que tiene en sus manos un dato puede postearlo en su muro, en
cuyo caso lo ven todos sus amigos. (También podriamos suponer que el jugador puede
elegir a quiénes transmitir el dato, sin grandes cambios en lo que sigue). Entonces, para
cada dato 6}, existe un proceso de percolacién con probabilidad p y origen en i. En
otras palabras, tenemos (Xj;);c.» jes variables aleatorias con distribucién Bernoulli de
parametro p, todas independientes (y también independientes de las variables definidas
antes) que determinan si i comparte el dato j en caso de recibirlo o no; y decimos que
el dato 0; llega a k si existe un camino iyi; ... %, con iy = 1, i,, = k, 44141 € E para
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l=0,....m—1,a(i)=jy X;;=1paral=0,...,m—1.
Luego, un jugador ¢ observa lo siguiente:

= su propio dato, f,;), sesgado por su error de percepcién (es decir, lo observa como

Oia(i));

» los demads datos j que lleguen a i, sesgados por el error de percepcién de i (es
decir, observa 6;;);

= de los datos que tiene, sabe cuales comparte y cudles no;

= para cada amigo j sabe qué datos comparte j, aunque no sabe si alguno de ellos
es el dato original de j o no, y para los datos k que j no comparte, no sabe si es
porque la X relevante vale 0 o porque j no recibe el dato k.

Aclaramos que, cuando alguien observa un dato, sabe cudl es su indice, pero el indice
de un dato no esta relacionado con el jugador que lo recibe como dato original: esta es
la funcion de la variable X. En otras palabras, cuando se recibe un dato, no se sabe
en qué jugador se originé (pero los indices si sirven para darse cuenta si dos piezas de
informacién recibidas por distintos caminos son el mismo dato o no). Podemos codificar
la informacién observada por ¢ de la siguiente manera: para cada amigo j observa
un conjunto K; C {1,...,n} de datos que j comparte; también observa qué datos
comparte ¢l mismo, o sea, observa K;; y, llamando L; = {a(i)} U U,;cy, K, observa
los valores de 60;; para j € L;. Luego i observa (a(t), (K;)jem;, (0ij)jer;). Llamamos 7
al conjunto de posibles valores de («(%), (K;)jenm;) ¥ l; = |Li|. Entonces una estrategia
fi es una funcién f; @ [, (A R") — [0,1], o sea, una coleccién de funciones
Rl — [0, 1], una para cada 4; € 7. (Como antes, un valor entre 0 y 1 representa una
accién mixta para cierto A; y valores de (6;;); ademads, aclaramos que L; y por tanto [,
son funciones de A4;).

Notamos que el vector (X, (X;;)) tiene una cantidad finita de valores posibles, cada
uno con probabilidad positiva, que en general es %p“(l —p)b, donde a es la cantidad de
unos en (X;;) y b es la cantidad de ceros. Podemos definir para cada ¢ una funcién O,
que mande cada valor posible de (X, (X)) al A; correspondiente (es decir, O; indica
qué informacion observa ¢ sobre el proceso de difusién para cada realizacién posible del
proceso). Una vez que ¢ observa A; € ., esto define una distribucién para (X, (Xj))
condicional a que O;(X, (Xj;)) = A;.

Nuevamente el pago de un jugador por invertir es § — 1+, donde [ es la proporcién
de jugadores que invierten (sin contar al propio i), y el pago por no invertir es 0. Luego,
si i observa (A;, (0;;);er,;) v cree que los demads jugadores usan estrategias (f;);.;, puede
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calcular el pago esperado de invertir como

2 jer Y

Vi (A, (0i)jers (f5)i#i) = 7” — 1+ E(l|A;, (035)jer.)
ety N Z X, (Xem)), (O)1e1,00,x,(Xem)) [Ais (035)jer)
| L] ik n—1
Z]EL (f] ( ( ]l)lGL ])) |A17 (91])]€LZ>
_T—H;;&;{ X, (Xim)) = Aj| A7) e .

Como antes, una estrategia f; es mejor respuesta a (f;);; si vale 1 siempre que v; > 0
y 0 siempre que v; < 0. En base a esto podemos definir los equilibrios de Nash del juego
de la forma natural. De la misma forma, se extienden otros conceptos que definimos
antes: una estrategia f; es creciente si sus componentes f;|4, son crecientes para todo
A;, y un perfil f = (f;)icr es creciente si las f; lo son. También decimos que f; < g;
si ocurre punto a punto, y f < g (entre dos perfiles) si la desigualdad vale para todos
los jugadores. Tenemos los perfiles 0 y 1 dados por las estrategias de no invertir nunca
e invertir siempre, respectivamente. Podemos definir f; + a para a € R de la misma
forma que en el contexto de informacién con un salto, y si f = (f;), f+a = (f; + a).
En base a esto, también podemos definir p(f;, ¢;) y p(f,g) como antes, y d(f;, g;) =
p(fiy g:)) +p(gi, f2), d(f, 9) = p(f, 9) + p(g, f). Como antes, dos estrategias a distancia 0
resultan esencialmente equivalentes a los efectos del juego, tanto para el propio jugador
como para los demdas — las cuentas para verificarlo son mas engorrosas, pero del mismo
tipo que las originales.

Dado esto, podemos considerar los equilibrios de G » g(o, 7) para un grafo .#, E fijo
y valores ¢ > 0, 7 > (. Entonces vale la siguiente

Proposicién 13. Sea (£, E) un grafo con |#| = n, 0 > 0 y 7 > 0. Entonces
Gy g(o,T) tiene esencialmente un tnico equilibrio de Nash. Mds precisamente, si
(fi)ies €s un equilibrio de Nash y (g;)ic.s es un perfil de estrategias, entonces (g;)ic.s
es un equilibrio si y solo si f; ~ g; para todo i € Z. Ademds (f;) es creciente y es
esencialmente puro (es decir, existe un representante puro del equilibrio).

Mds atin, todas las demds estrategias son eliminadas por EIEED. Es decir, si (f;)ic.s
es un equilibrio de Nash fijo y h; € S;, entonces h; sobrevive al proceso de EIEED si y
solo si h; ~ f;.

Esto también se prueba con argumentos analogos a los de la Proposicién 11, aunque
los calculos son més complicados. Intuitivamente, la presencia de los ¢§; juega el mismo
papel en términos de hacer de v; una funcién continua de los datos observados, y esto
es lo que hace funcionar la demostracién. También se puede probar una versiéon analoga
de la Proposicién 12.
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6.5. Una conjetura: continuidad en 7 = 0

Dijimos al principio de este Capitulo que agregar los errores §; al modelo tenia el
efecto de eliminar los multiples equilibrios que se generaban en el modelo del Capitulo
5, aun para valores arbitrariamente chicos de 7. También probamos que el equilibrio
del juego resulta continuo como funcién de 7.

Intuitivamente estamos pensando que, para valores de 7 muy pequenos, el equilibrio
del juego G(o, T) se aproxima a alguno de los equilibrios del juego sin los §;, G(¢). En
otras palabras, parece natural esperar que, para ¢ fijo y un grafo fijo, la aplicacion
7 +— F(7) no solamente sea continua para todo 7 > 0 (esto es el resultado de la
Proposicién 12), sino que ademds exista f un perfil de estrategias de G tal que

F(r) == f,

y que ademés f sea un equilibrio de G(o). Si esto fuera cierto, entonces lo que habremos
logrado mediante la introduccién de los errores d; seria esencialmente un método para
seleccionar el unico equilibrio ‘creible’ del juego G(o). Por lo que vimos, la afirmacién
es trivial para grafos formados como unién de subgrafos completos, y bosquejamos
una demostracion para grafos con forma de estrella. Sin embargo, parece ser dificil de
probar para un grafo cualquiera, por lo que la dejamos como una conjetura.
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