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Introducción

Un grupo de Lie G es una variedad diferenciable modelada sobre Rn que tiene
una estructura de grupo tal que las operaciones son C∞. Algunos ejemplos conoci-
dos son el grupo general lineal GLn(k), el grupo unitario y el grupo ortogonal. De
la misma manera un grupo de Lie-Banach es una variedad diferenciable, modelada
ahora sobre un espacio de Banach E, con las operaciones de grupo C∞. Podemos
encontrar como ejemplo de esta estructura al grupo de operadores inversibles de un
espacio de Hilbert GL(H), como aśı tambien el grupo unitario U(H) ⊂ GL(H).
Esta tesis está dedicada a estudiar dos de los problemas centrales en la teoŕıa de
grupos de Lie-Banach: la existencia de estructura de grupo de Lie en grupos cociente
G/N y la integrabilidad de álgebras de Lie-Banach. Un resultado clásico de la teoŕıa
de grupos de Lie en dimensión finita es el teorema de Ado, que garantiza que dada
cualquier álgebra de Lie g existe una representación fiel en gl(n,R), el álgebra de
Lie del grupo de automorfismos del álgebra; es decir que existe un homomorfismo
inyectivo de álgebras de Lie g ↪→ gl(n,R). Como consecuencia de esto y debido al
teorema de Frobenius, existe un grupo de Lie G cuya álgebra de Lie es g, o sea que
toda álgebra de Lie en dimensión finita es integrable a un grupo de Lie.

El trabajo fundamental de Van Est y Korthagen del año 1964 [EK64], muestra
que existen álgebras de Lie-Banach que no son integrables. Alĺı se prueba el siguien-
te criterio de integrabilidad: un álgebra de Lie-Banach g es integrable si y solo si su
grupo de peŕıodos Π(g) ⊂ z(g) es discreto.
Un ejemplo de un álgebra de Lie-Banach no integrable, es el cociente

u⊕ u/Ri(1,
√

21)

donde u es el álgebra de Lie del grupo unitario de un espacio de Hillbert.

Otro resultado clásico en la teoŕıa de grupos de Lie-Banach asegura que el gru-
po topológico cociente G/N de un grupo de Lie-Banach G por un subgrupo de Lie
N normal, el cual parte a G (esto es que L(H) es complementada en L(G)) tiene
estructura de grupo de Lie-Banach [Bo89]. Se sabe que no todo subespacio cerrado
de un espacio de Banach es complementado, por ejemplo en el espacio de sucesio-
nes acotadas l∞ el subespacio c0 de sucesiones convergentes a cero es cerrado y no
complementado por el teorema de Phillips-Sobsczyk. El trabajo de Helge Glockner
y Karl-Hermann Neeb [Ne00c] muestra que la hipótesis de que N parte a G no es
necesaria. Debido a esto podremos construir una definición directa del grupo de
periodos Π(g), construyendo una extensión central de grupos Z ↪→ Ĝ → G la cual
admite una sección local. Luego obtendremos el llamado homomorfismo de grupo
de peŕıodos que dará lugar a Π(g) y aśı arribaremos al criterio de integrabilidad.
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Caṕıtulo 1

Grupos de Lie-Banach

Diferenciabilidad en espacios de Banach

Sean E,F espacios de Banach y f : E → F una función. Diremos que f es
diferenciable en v ∈ E si existe un operador lineal acotado Lv ∈ B(E,F ) tal que

ĺım
‖h‖→0

1

‖ h ‖
‖ f(v + h)− f(v)− Lvh ‖= 0

En ese caso al operador Lv lo denotamos dfv léıdo como diferencial de f en v, lo
anotaremos tambien como f∗v. Si f es diferenciable, tiene sentido preguntarse sobre
la continuidad de la función df : E → B(E,F ) dada por

df(v) = dfv.

Esta función es usualmente no lineal. Cuando es continua en un abierto U ⊂ E,
decimos que f es C1 en U . Como B(E,F ) es un espacio de Banach, puede suceder
que la función df : E → B(E,F ) sea diferenciable en U . Si lo es diremos que su
diferencial d(df) = d2f es la diferencial segunda de f . En general, una función que
tiene k diferenciales sucesivas en U ⊂ E y la de orden k es una función continua, es
una función Ck en U y lo anotaremos como f ∈ Ck(U). Una función es C∞ cuando
sus diferenciales de todos los ordenes existen.

Funciones anaĺıticas

Sean E,F espacios de Banach, denotamos Bn(E,F ) al espacio de las funciones
multilineales continuas de E × ....× E (n veces) en F . Si cn ∈ Bn(E,F ), para cada
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8 CAPÍTULO 1. GRUPOS DE LIE-BANACH

x ∈ E definimos cnx
n := cn(x, ...., x). Sea U ⊂ E un abierto, una función f : U → F

se dice anaĺıtica si para cada x0 ∈ U existe una sucesión c1, c2, ..., cn, ... ∈ Bn(E,F )
tal que para algún r > 0:
a)
∑∞

n=1 ‖cn‖rn <∞,
b) f(x0 + x) = f(x0) +

∑∞
n=1 cnx

n, donde ‖x‖ < r.

Observación 1.0.1. Si E = K ∈ {R,C} y F es un K espacio de Banach, cada
función multilineal cn : En → F satisface

cn(z1, ..., zn) = z1...zncn(1, ..., 1)

con lo cual cn(z, ..., z) = zncn(1, ..., 1). De aqúı que las funciones anaĺıtica son re-
presentadas de la forma

∑∞
n=1 z

nan con an ∈ F .

Teorema 1.0.2 (Teorema de identidad para funciones anaĺıticas). Sea U un entorno
conexo y f, g : U → F funciones anaĺıticas. Si f = g en algún abierto de U , entonces
f = g en U .

Demostración. Ver [LG]

1.1. Cartas y Atlas

Dado un espacio de Banach fijo E, una variedad topológica M modelada por E
es un espacio topológico M provisto de una colección de abiertos U que lo recubren y
una colección de mapas (U,ϕ) llamados cartas que consisten de un homeomorfismo
ϕ : U → ϕ(U) ⊂ E, con ϕ(U) abierto en E, con la condición de compatibilidad:
si (V, φ) es cualquier otra carta de M , entonces la función de transición φ ◦ ϕ−1 :
ϕ(U ∩ V ) ⊂ E → E es continua. Un atlas es una colección de cartas compatibles
que cubre todo M .

Definición 1.1.1. Sea (*) alguna de las siguientes categoŕıas: 1. diferenciable,
2. Ck,
3. C∞,
4. Cw o anaĺıtica.

Diremos que la variedad M es de clase (*) si las funciones de transición son
(*). Si N es otra variedad modelada por un espacio de Banach F , diremos que una
función f : M → N entre variedades es (*) si para todo par de cartas (U,ϕ), (U ′, ξ)
de M y N respectivamente, la función ξ ◦ f ◦ ϕ−1 : E → F es (*) en el abierto
ϕ(U) ⊂ E.
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1.2. Grupos de Lie

Definición 1.2.1. Un grupo de Lie-Banach G es una variedad C1, modelada sobre
un espacio de Banach E, tal que las operaciones de producto e inversa son funciones
C1. Esto se puede resumir diciendo que la aplicación (g, h) 7→ gh−1 es diferenciable
como función de G×G→ G.
Un resultado que probaremos en este caṕıtulo es que todo grupo de Lie-Banach es
Cw, es decir es anaĺıtico.
Una aplicación ϕ : G→ H es un homomorfismo de grupos de Lie si es diferenciable
y es morfismo de grupos.

Denotamos con 1 a la identidad del grupo.

Observación 1.2.2. Sea G un grupo con estructura de variedad diferenciable. Para
g, h, g0, h0 en G tenemos que

gh−1 = (g0h
−1
0 )h0(g−1

0 g)(h−1
0 h)−1h−1

0

De aqui se ve que G es un grupo de Lie-Banach si y solo si se cumplen las siguientes
3 condiciones:

(GL1) para todo g0 ∈ G la aplicación g 7→ g0g de G en G es diferenciable.

(GL2) para todo g0 ∈ G la aplicación g 7→ g0gg
−1
0 de G en G es diferenciable

en un entorno abierto de 1.

(GL3) la aplicación (g, h) 7→ gh−1 es diferenciable en un entorno de (1, 1).

Grupos locales

Definición 1.2.3. Un grupo de Lie-local es una variedad diferenciable K equipada
con un elemento distinguido 1 ∈ K y un entorno abierto V de 1 con dos aplicaciones
diferenciables

m : V × V → K

y

i : V → V

(la multiplicación y la inversión respectivamente) que cumplen:
(i) Para cada x ∈ V , m(x, 1) = m(1, x) = x.
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(ii) Existe un entorno W de 1 en K tal que m(W ×W ) ⊂ K y

m(x,m(y, z)) = m(m(x, y), z)

cuando x, y, z ∈ W .
(iii) m(x, i(x)) = m(i(x), x) = 1 si x ∈ V .

Teorema 1.2.4 (Grupo de Lie local). Sea G un grupo y sean U, V dos subconjuntos
de G que contienen a 1. Supongamos que U tiene estructura de variedad diferenciable
que satisface las siguientes condiciones:

(i) V = V −1 , V 2 ⊂ U , V abierto en U .

(ii) la aplicación (x, y) 7→ xy−1 de V × V en U es diferenciable.

(iii) para cada g ∈ G existe un entorno abierto V ′ de e en V tal que gV ′g−1 ⊂ U
y la aplicación x 7→ gxg−1 de V ′ en U es diferenciable.

Luego existe una única estructura de variedad diferenciable en G con las si-
guientes propiedades:

(α) G con esta estructura es un grupo de Lie.

(β) V es abierto en G.

(γ) la estructura de variedad en G y U inducen la misma estructura en V .

Demostración. (a) Sea A entorno abierto de V y v0 ∈ V tal que v0A ⊂ V , luego se
tiene que v0A = {v ∈ V : v−1

0 v ∈ A} de aqui se ve que es un subconjunto abierto de
V por (ii). Además (ii) implica que las aplicaciones v 7→ v0v (A→ v0A) , y v 7→ v−1

0 v
(v0A → A), son biyecciones diferenciables, una la inversa de la otra y por lo tanto
isomorfismos diferenciables.

(b) Tomamos un entorno W de 1 en V tal que W = W−1, W 3 ⊂ V y existe
una carta (W,φ,E) de la variedad U cuyo dominio es W . Para cada g ∈ G sea φg
la aplicación gW → E dada por

gW → W → E

h = gw 7→ g−1h 7→ φ(g−1h)

Veamos que las cartas φg son compatibles. Sean g1 y g2 elementos de G tales que
g1W ∩ g2W 6= ∅ luego g−1

2 g1, g−1
1 g2 ∈ W 2 (pues si h = g1w = g2w

′ entonces
g−1

2 g1 = w′w−1 ∈ W 2) por (a) tomando como v0 a g−1
1 g2 se tiene que W ∩ g−1

1 g2W
es un abierto de W. Como φg1(h) = φ(g−1

1 h) = φ(g−1
1 g2w

′) de aqúı deducimos que

φg1(g1W ∩ g2W ) = φ(W ∩ g−1
1 g2W )



1.2. GRUPOS DE LIE 11

es un subconjunto abierto D de E. Para cada d ∈ D, (φg2 ◦φ−1
g1

)(d) = φ(g−1
2 g1φ

−1(d))
es diferenciable porque la aplicación del ı́tem (a) de A en v0A es un isomorfismo di-
ferenciable .

(c) Debido a (b) existe A = (φg)g∈G atlas diferenciable el cual provee a G

de estructura de variedad diferenciable. Para cada g0 ∈ G la aplicación g
f7→ g0g

(g ∈ G) es diferenciable. En efecto sean φg y φ′g ∈ A tales que f(g′W ) ⊂ gW , luego

φg ◦ f ◦ φ′−1
g (d) = φg(g0g

′φ−1(d)) = φ(g−1g0g
′φ−1(d)) = φg ◦ φ−1

g0g′

es diferenciable. De aqui vemos que f es un difeomorfismo con esta estructura de
variedad. En particular la condición (GL1) se cumple.

(d) Sea v0 ∈ V . Por (ii) existe un entorno abierto A de 1 en W tal que v0A ⊂ V .
Esto dice que V es abierto en G. Por (a) la aplicación v 7→ v0v de A en v0A es un
difeomorfismo con la estructura inducida por U . Por (c) la estructura de variedad
en G y U inducen la misma en v0A y luego en V .

(e) Por (d) (ii) y (iii) las condiciones (GL2) y (GL3) se cumplen. Luego G es
un grupo de Lie.

(f) Si una estructura de variedad sobre G es compatible con la estructura de
grupo de G y es tal que V es una subvariedad abierta de G entonces (φg)g∈G es un
atlas de G. De aqui la unicidad de la proposición.

Lema 1.2.5. Sea G un grupo de Lie. Dado A ⊂ G denotamos 〈A〉 ⊂ G al subgrupo
generado por los productos finitos de elementos de A y sus inversas. Notaremos G0

a la componente conexa de la identidad de G. Tenemos que:

(i) G0 es un subgrupo invariante, es decir normal.
(ii) Si U es un entorno de 1 en G0 entonces G0 = 〈U〉 (es decir G0 = ∪∞n=0U

n).

Demostración. (i) Dados x, y ∈ G0 queremos ver que xy ∈ G0. Como la multi-
plicación m : G × G → G es continua y G0 × G0 es conexo por ser producto de
conexos y (1,1 = 1 entonces m(G0 × G0) es conexo y contiene a la identidad luego
m(G0 × G0) ⊂ G0. De manera análoga, como la inversión es continua, i(G0) es un
conexo que contiene a la identidad luego i(G0) ⊂ G0.
Veamos ahora queG0�G es decir que gG0g

−1 ∈ G0∀g ∈ G. Sea g ∈ G yAdg : G→ G
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dada por h 7→ ghg−1. Como Adg es continua, Adg(G0) es conexo que contiene a la
identidad, luego Adg(G0) ⊂ G0.

(ii) Sea V un entorno abierto de U que contiene a 1 tal que V = V −1 por ejemplo
podemos tomar V = U ∩ U−1. Sea

H = ∪∞n=0V
n ⊂ ∪∞n=0U

n

Luego H es un subgrupo de G y es abierto ya que si σ ∈ H entonces σV ⊂ H . De
aqúı que cada clase xH es abierta. Como G \H = ∪x 6∈HxH es abierto por ser unión
de abiertos, se sigue de aqui que H es cerrado. Como H ⊂ G0 es abierto y cerrado
no vaćıo entonces H = G0; de aqui vemos que G0 = H ⊂ ∪∞n=0U

n ⊂ G0 entonces
G0 = ∪∞n=0U

n.

1.3. Álgebras de Lie-Banach

Definición 1.3.1. Un álgebra de Lie sobre K ∈ {R,C} es un espacio vectorial
topoloóico g sobre K equipado con una forma bilineal continua, a la que llamaremos
corchete,

g× g→ g, (x, y) 7→ [x, y]

tal que ∀x, y, z ∈ g, se tiene que

[x, y] = −[y, x], (antisimetrica)

y

[[x, y] , z] + [[y, z] , x] + [[z, x] , y] = 0 (identidad deJacobi).

Si el espacio vectorial g es un espacio de Banach se dice un algebra de Lie-Banach.
Como la forma bilineal [., .] es continua, existe M > 0 tal que ‖[x, y]‖ ≤ M‖x‖‖y‖.
Normalizando, se puede tomar M = 1. Si h es otra álgebra de Lie, un homomorfismo
de algebras de g en h es una aplicación lineal continua ψ : g → h tal que ψ[x, y] =
[ψ(x), ψ(y)] para todo x, y ∈ g.

Ejemplo 1.3.2. Sea A una álgebra asociativa sobre K ∈ {R,C} luego podemos
dotar a A de estructura de álgebra de Lie con el corchete

[x, y] = xy − yx, ∀x, y ∈ A.
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Ejemplo 1.3.3. Sea H un espacio de Hilbert, luego

g := {T ∈ B(H) : T ∗ = −T}

es álgebra de Lie con el corchete [T, S] = TS − ST .

Definición 1.3.4. Un subespacio h ⊂ g es una subálgebra si [x, y] ∈ h, ∀x, y ∈ h.

Definición 1.3.5. El centro de un álgebra g,

z(g) := {x ∈ g : [x, y] = 0 ∀y ∈ g}

es claramente una subálgebra de g debido a la bilinealidad y la identidad de Jacobi
del corchete.

Definición 1.3.6 (Producto directo). Dadas g, l álgebras de Lie, el producto carte-
siano g× l admite estructura natural de álgebra de Lie, con las operaciones coorde-
nada a coordenada y el corchete

[(x, x′), (y, y′)] := ([x, x′], [y, y′]) x, x′ ∈ g, y, y′ ∈ l.

1.4. Serie de Baker-Campbell-Hausdorff en álge-

bras de Lie

Si x, y ∈ g definimos la operación

x ∗ y :=
∞∑
n=0

zn

con

zn :=
∞∑
k=0

(−1)k−1

k

∑
p1+q1+...+pk+qk=n

1

p1!q1!....pk!qk!
xp1yq1 ....xpkyqk ,

donde ...yr... := [..., [y, [y..., [y, ]]]︸ ︷︷ ︸
r veces

son los corchetes iterados.

Esta operación está bien definida en un entorno de 0. Más precisamente esta serie
es absolutamente convergente en el disco

V := {(x, y) ∈ g× g : ‖x‖+ ‖y‖ < log 2}.

Se prueba que este entorno posee estructura local de grupo de Lie con la operación
dada por ∗ y la expansión en serie de los primeros términos como

x ∗ y = x+ y + 1/2[x, y] + 1/12[y, [y, x]] + ....

Para mayores referencias de esto se puede ver su demostración en el libro [Bel06].
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1.5. Ideales y Cocientes

Definición 1.5.1. Un ideal de g es un subespacio I de g tal que [g, z] ∈ I para todo
z ∈ I, g ∈ g, es decir que [g, I] ⊂ I.

En teoŕıa de Lie los ideales juegan el rol que los subgrupos normales juegan en
teoŕıa de grupos. Es evidente que un ideal es una subálgebra de Lie.

Observación 1.5.2. El centro de un álgebra z(g) es un ideal. Nuevamente esto se
deduce de manera inmediata de la identidad de Jacobi.

Cocientes

A partir de un álgebra de Lie g se puede construir otra álgebra como un
cociente, en efecto si I es un ideal del álgebra, se define el álgebra de Lie cociente
como el espacio vectorial cociente g/I con la estructura de álgebra de Lie dada por

[x̄, ȳ] = [x, y]

Buena definición: supongamos que x̄′ = x̄ y que ȳ′ = ȳ o sea que existen u, v ∈ I
tales que x′ − x = u, y′ − y = v entonces

[x′, y′] = [x, y] + ([x, v] + [u, y] + [u, v]) ∈ [x, y] + I

es decir que [x′, y′] = [x, y]. En particular obtenemos que la proyección al cociente
es un morfismo de álgebras de Lie por construcción.

Ideales y morfismos de álgebras de Lie tienen muchas propiedades en común
con ideales y morfismos de anillos. Una de ellas es la construcción de homomorfismos
de álgebras de Lie g/I → h donde I es un ideal de g. Esto es: si φ : g → h
un homomorfismo tal que I ⊂ kerφ, entonces φ se factoriza por la proyección al
cociente y definie un morfismo g/I→ h de álgebras como φ(x̄) := φ(x).

1.6. El álgebra de Lie de un grupo de Lie

Campos

Un campo vectorial en una variedad M es una función diferenciable X : M →
TM que es una sección en el fibrado en el sentido que X(p) ∈ TpM para cada p ∈M .
Resumiendo si π : TM →M es la proyección al punto base, entonces π ◦X = idM .
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Definición 1.6.1. Dada M una variedad Ck+1 y X, Y : M → TM campos Ck estos
permiten definir un nuevo campo Ck−1 al que llamamos corchete [X, Y ] que cumple
las siguientes propiedades:
i) [X, Y ] = −[Y,X]
ii)[X, [Y, Z]] + [Y, [Z,X]] + [Z, [X, Y ]] = 0 (identidad de Jacobi)

Usaremos Lg : G→ G y Rg : G→ G para denotar los siguientes isomorfismos

Lg : h 7→ gh ,Rg : h 7→ hg

Las diferenciales las denotaremos con las mismas letras, es decir Lg, Rg : TG→ TG.

Campos invariantes

Si e = 1 es la identidad del grupo y v ∈ TeG, consideramos (g, v) ∈ G × TeG
y la función dada por

(g, v) 7→ Lg(v) := Xv(g)

define un campo en G, con la siguiente propiedad

Xv(hg) = LhgXv(e) = LhXv(g)

es decir que LhXv = XvLh. Un campo con esta propiedad se llama invariante a
izquierda y el conjunto de los campos invariantes a izquierda se identifica con TeG,
mediante la construcción de recién y reciprocamente dado un campo invariante a
izquierda X : G → TG se tiene X 7→ X(e) ∈ TeG. Es fácil comprobar que si
X, Y : G → TG son campos invariantes a izquierda entonces [X, Y ] : G → TG es
invariante a izquierda. Definimos entonces g := L(G) el álgebra de Lie de un grupo
de Lie-Banach G al espacio tangente TeG provisto de la estructura de Lie dada por
los campos invariantes a izquierda, esto es que dados v, w ∈ TeG, entonces

[v, w] := [Xv, Yw](e)

Definición 1.6.2. Un grupo a un parámetro de G es una aplicación f : R→ G tal
que f(s+ t) = f(s)f(t), es decir f es un homomorfismo de grupo considerando a R
como grupo aditivo con la suma.

La función exponencial en un grupo de Lie

Si X es un campo de vectores, una curva integral para X es una función
c : I → G diferenciable tal que X(c(t)) = c′(t) para todo t. Sea g = TeG ; para cada
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v ∈ TeG sea X el campo definido por

X(h) := (Lh)∗e(v)

es invariante a izquierda y X(e) = v. Sea c(t) la única curva integral de X tal que
c(0) = e y c′(0) = v. Veamos que c tiene como dominio I = R; en efecto veamos
primero que c(t + s) = c(t)c(s), si t, s, t + s ∈ I (o sea que c es un grupo a un
parámetro). Sea t0 ∈ I fijo y t, t0 + t ∈ I para todo t ∈ I consideramos las curvas

α(t) := c(t+ to), β(t) := c(t0)c(t).

Es facil ver que α aśı definida es curva integral de X pues esta compuesta con una
traslación, veamos que tambien β resulta una curva integral para X. En efecto, por
ser X invariante a izquierda y por regla de la cadena se tiene que

X(β(t)) = X(c(t0)c(t)) = (Lc(t0))∗c(t)(X(c(t))) = (Lc(t0))∗c(t)(ċ(t)) = β̇(t)

pues β(t) = Lc(t0) ◦ c(t). Como α(0) = β(0) = c(t0) por teorema de unicidad de
curvas integrales se tiene que c(t + t0) = c(t0)c(t) para todo t ∈ I y t0 ∈ I. El
intervalo de definición I de c ahora se puede extender a R, de la siguiente manera;
dado t ∈ R existe n ∈ N tal que t/n ∈ I, definimos la extensión de c como

c̄ : R→ G

t 7→ c(t/n)n.

Esta bien definida; pues si m ∈ N es tal que t/m ∈ I, como c es un grupo a un
parámetro se tiene que

c(t/n) = c(t/nm)m, c(t/m) = c(t/nm)n

de aqúı que c(t/n)n = c(t/m)m. Debido a esto queda bien definida la aplicación

exp : g→ G

v 7→ c(1)

Observemos que la curva t 7→ exp(tv) es la única curva integral del campo X, es
decir que c(t) = exp(tv). Para chequear esto, consideremos la aplicación lt0 : s 7→ t0s
de R→ R para cada t0 ∈ R; como ċ(0) = v se tiene por regla de la cadena que

t0v = t0ċ(0) = (c ◦ lt0)′(0).

La aplicación lt0 es un homomorfismo de grupos (R,+), de donde por composición
de homomorfismo de grupos se tiene que c◦ lt0 : R→ G es un grupo a un parámetro,
luego por definición de expG,

expG(t0v) = (c ◦ lt0)(1) = c(t0).
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De aqúı se deduce que

exp∗0(v) =
d

dt
|t=0 (exp(tv)) = Xv(e) = v

y entonces que exp∗0 es la identidad de g, puesto que como exp : g→ G y exp(0) = e,
entonces

g ' T0g
exp∗0→ TeG = g.

Luego por teorema de la función inversa para espacios de Banach [Bel06] existe un
entorno V de 0 ∈ g tal que

exp |V : V → exp(V ) ⊂ G

es un difeomorfismo.

Ejemplo 1.6.3. Sea H un espacio de Hilbert y G = GL(H) el grupo de operadores
inversibles de H que es un grupo de Lie-Banach cuya álgebra de Lie es g = B(H),
con el corchete dado por el conmutador [X, Y ] = XY −Y X y la función exponencial
es la usual dada por exp(X) =

∑∞
n=0

1
n!
Xn.

Proposición 1.6.4. Naturalidad de la exponencial:

Sea ϕ : H → G un homomorfismo de grupos de Lie Banach, luego el siguiente
diagrama es conmutativo:

h
dϕ−−−→ gyexp

yexp

H
ϕ−−−→ G

Demostración. Sea X ∈ h, la curva γ : t 7→ ϕ(exp(tX)︸ ︷︷ ︸
α(t)

) es diferenciable y γ̇(0) =

dϕ1(α̇(0)) = dϕ(X(e)). Luego γ es el grupo a un parámetro de G pues ϕ es morfismo
de grupos. Pero t 7→ exp(t(dϕ(X))) es el único grupo a un parámetro de G cuyo
vector tangente en 0 es (dϕ(X)(e)). Luego ϕ(exp(tX)) = exp(t(dϕ(X))). De aqui
que ϕ(expX) = exp(dϕ(X)).

Nota: A dϕ1 lo denotamos L(ϕ).
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Observación 1.6.5 (Diferencial del producto). La diferencial de la multiplicación
en la identidad es la adición, es decir dm(e,e) : TeG× TeG→ TeG es

dm(e,e)(X, Y ) = X + Y.

Demostración. Consideramos (a, b) ∈ G × G y las aplicaciones x
rb7→ (x, b) y x

la7→
(a, x) se tiene entonces que m ◦ rb = Rb y también m ◦ la = La luego diferenciando
y aplicando la regla de la cadena tenemos que

d(Rb)a(X) = d(m ◦ rb)a(X) = dm(a,b) ◦ drb(X) = dm(a,b)(X, 0)

d(La)b(Y ) = d(m ◦ la)b(Y ) = dm(a,b) ◦ dla(Y ) = dm(a,b)(0, Y ).

Luego dm(a,b)(X, Y ) = dm(a,b)(X, 0) + dm(a,b)(0, Y ) = daRb(X) + dbLa(Y ). En par-
ticular si (a, b) = (e, e) Re(x) = x y Le(x) = x son la identidad y su diferencial es la
identidad se deduce de aqui que dm(e,e)(X, Y ) = X + Y .

El siguiente lema será utilizado en el Caṕıtulo 5 en la construcción de sucesiones
exactas.

Lema 1.6.6. Sea f : G→ H homomorfismo de grupos de Lie con H conexo tal que
L(f) : L(G)→ L(H) es sobreyectiva, entonces f es sobreyectiva.

Demostración. Como H es conexo basta ver que existe un entorno de 1 en H que
es alcanzado por algún entorno de 1 en G. Veamos esta última afirmación, por
naturalidad de la exp tenemos el siguiente diagrama conmutativo

L(G)

exp

��

L(f) // L(H).

exp

��
G

f // H

Tomemos un 0 entorno W de L(H) tal que exp sea difeomorfismo y sea W ′ =
expH(W ). Como L(f) es sobreyectiva podemos tomar Z = L(f)−1(W ), luego achi-
cando Z para que expG sea difeomorfismo definimos Z ′ = expG(Z), afirmamos que
f(Z ′) = W ′. En efecto;

W ′ = expH(W ) = expH(L(f)(Z)) = f(expG(Z)) = f(Z ′).

Como W ′ es entorno de 1 y H es conexo entonces

H = 〈W ′〉 = 〈f(Z ′)〉 = f(〈Z ′〉) ⊆ Imf ⊆ H

de aqui que Imf = H.
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1.7. Fórmulas de Baker-Campbell-Hausdorff

Como d exp0 = id, por el teorema de la función inversa existe V un entorno
de 0, U entorno de la identidad en G tal que exp |V : V → U es un difeomorfismo.
Debido a que la aplicación producto es continua y ee = e podemos tomar un en-
torno U1 de e tal U1U1 ⊂ U y como U1e ⊂ U1U1 tenemos que U1 ⊂ U . Si ponemos
exp−1 U1 = V1 (esta inversa local de la exponencial la llamaremos logaritmo), V1 es
entorno de 0 contenido en V , si X, Y ∈ V1 luego expX expY ⊂ U y hay un único
Z ∈ V tal que

expX expY = expZ.

El elemento Z es función de X e Y y lo escribimos

Z = µ(X, Y ) = X ∗ Y := log(exp(X) exp(Y )).

Claramente esta función µ es diferenciable por ser composicion de funciones dife-
renciables, en efecto µ = log ◦m ◦ (exp× exp) donde m es la aplicación producto.
Existe una fórmula llamada de Baker-Campbell-Hausdorff la cual establece a X ∗Y
como serie de potencias en X e Y como describimos en 1.4. Estas fórmulas de mul-
tiplicación están definidas para entornos de 0 suficientemente pequeños; podemos
suponer Br(0) tal que exp(Br(0)) exp(Br(0)) esté contenido en el dominio de la
función logaritmo.

Observación 1.7.1. Notar que si A ∗ B existe para todo A,B ∈ Br(0), no necesa-
riamente A ∗B ∈ Br(0).

Lema 1.7.2. Sea µ : Br(0)×Br(0)→ g dada por µ(A,B) = A ∗B. Entonces:

(i) A ∗B = A+B +R(A,B) donde

ĺım
A,B→0

‖R(A,B)‖
‖A‖+ ‖B‖

= 0, (‖(A,B)‖ = ‖A‖+ ‖B‖).

(ii) ∃0 ≤ s ≤ r tal que ‖A ∗B‖ ≤ 2(‖A‖+ ‖B‖) para A,B ∈ Bs(0).

Demostración. (i) Como µ = log ◦m◦ (exp× exp) por la regla de la cadena (y como
la derivada de la exponencial en 0 es la identidad) tenemos que

dµ(0,0)(U, V ) = Id ◦ dm(e,e) ◦ (Id× Id)(U, V ) = U + V

por la observación 1.6.5 como µ es diferenciable,

U ∗ V = U ∗ V − 0 ∗ 0 = dµ(0,0)(U, V ) +R(U, V ) = U + V +R(U, V )
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con

ĺım
U,V→0

‖R(U, V )‖
‖U‖+ ‖V ‖

= 0.

(ii) Usando (i) se tiene que

‖A ∗B‖ ≤ ‖A ∗B − A−B‖+ ‖A+B‖ ≤ ‖R(A,B)‖+ ‖A‖+ ‖B‖

, dado ε = 1 ∃ s > 0 tal que ‖R(A,B)‖
‖A‖+‖B‖ < 1 ∀A,B ∈ Bs(0). De aqui se ve que

‖A ∗B‖ ≤ 2(‖A‖+ ‖B‖) para A,B ∈ Bs(0).

Corolario 1.7.3. Sea V un entorno de 0 donde la fórmula de BCH converge, luego
existe una bola centrada en 0, W ⊂ V tal que W ∗W ⊂ V . En efecto supongamos
que V = Br(0), por 1.7.2 (ii) existe Bs(0) tal que Bs(0) ∗ Bs(0) ⊂ B4s(0). Basta
considerar W = B s

4
(0) ⊂ Bs(0) ⊂ Br(0) = V , pues si w,w′ ∈ B s

4
(0) entonces

‖w ∗ w′‖ ≤ 2(
s

4
+
s

4
) = s.

Proposición 1.7.4. Fórmulas de Lie-Trotter. Si v, w ∈ g entonces

v + w = ĺım
n→∞

n log(exp(v/n) exp(w/n))

y
exp[v, w] = ĺım

n→∞
(exp(−v/n) exp(−w/n) exp(v/n) exp(w/n))n

2

.

Demostración. Para n ∈ N suficientemente grande v/n, w/n estan suficientemente
cerca del origen como para usar las fórmulas de BCH.

log(exp(v/n) exp(w/n)) = v/n+ w/n+R(v/n, w/n)

de donde
n log(exp(v/n) exp(w/n)) = v + w + nR(v/n, w/n) (1)

Veamos que ĺımn→∞ nR(v/n, w/n) = 0, en efecto

‖nR(v/n, w/n)‖ = n(‖v/n‖+ ‖w/n‖)︸ ︷︷ ︸
=‖v‖+‖w‖

‖R(v/n, w/n)‖
‖v/n‖+ ‖w/n‖︸ ︷︷ ︸

→0

→ 0.

Veamos la segunda fórmula: iterando de la ecuación (1) obtenemos

exp(−v/n) exp(−w/n) exp(v/n) exp(w/n) = exp(A(n)) exp(B(n))

donde
A(n) = 1/n(v + w) + 1/2n2[v, w] + o(1/n3)
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y
B(n) = −1/n(v + w) + 1/2n2[v, w] + o(1/n3).

Aplicando nuevamente la serie de BCH, tenemos que log(expA expB) = 1/n2[v, w]+
o(1/n3) luego

(exp(−v/n) exp(−w/n) exp(v/n) exp(w/n))n
2

=

= [exp(1/n2[v, w] + o(1/n3)]n
2

= exp([v, w] + o(1/n)).

y haciendo tender n→∞ tenemos la fórmula.

En lo siguiente nos concentraremos en probar el siguiente teorema.

Teorema 1.7.5. Si G es un grupo de Lie-Banach, es decir (C1), entonces G tiene
estructura anaĺıtica (Cw).

Primero probaremos que expG es anaĺıtica, para eso alcanza ver que la d(expG)
es anaĺıtica.

Definición 1.7.6. Para cada función diferenciable f : M → G de una variedad M
en un grupo de Lie-Banach G, definimos la derivada logaritmica como la función

δ(f) : TM → g, δ(f)(v) := f(m)−1.dm(f)v

para v ∈ Tm(M).

Lema 1.7.7. Para las aplicaciones diferenciables f, h : M → G la derivada lo-
garitmica de la aplicación producto, es decir fh(m) = f(m).h(m) y fh−1(m) =
f(m)h−1(m) son dadas por:
(1) δ(fh) = δ(h) + h−1δ(f)h.
(2) δ(fh−1) =Ad(h)(δ(f)− δ(h)).

Demostración. Escribiendo fh = mG ◦ (f, h), obtenemos por medio de la diferencial
del producto

d(a,b)(mG)(v, w) = daRb(v) + dbLa(w)

para a, b ∈ G y v, w ∈ L(G) ⊂ TG la relación d(fh) = d(mG)◦(df, dh) = df.h+f.dh :
T (M) → T (G) donde f.dh y df.h se refieren al producto puntual en el grupo TG.
Esto implica de manera inmediata (1);

δ(fh) = (fh)−1.(dfh+ fdh) = h−1.(δ(f).h) + δ(h).
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Para h = f−1, obtenemos que

0 = δ(ff−1) = fδ(f)f−1 + δ(f−1),

obteniendo aśı (2).

Teorema 1.7.8. La derivada logaritmica de expG esta dada por

δ(expG)(x) = Φ(adx), donde Φ(z) :=
1− e−z

z
=
∞∑
k=1

(−z)k−1

k!

Demostración. Fijados t, s ∈ R, las funciones diferenciables f, ft, fs : L(G) → G
dadas por

f(x) := expG((t+ s)x), ft(x) = expG(tx), y fs(x) := expG(sx)

satisfacen que f = ftfs puntualmente en L(G). Por el lema 1.7.7 se tiene que

δ(f) = δ(fs) + Ad(fs)
−1δ(ft).

Definimos la curva ψ : R→ L(G) como ψ(t) := δ(expG)tx(ty). Se obtiene aplicando
la definición que

ψ(t+ s) = δ(f)x(y) = δ(fs)x(y) + Ad(fs)
−1δ(ft)x(y) = ψ(s) + Ad(expG(−sx))ψ(t).

Tenemos que ψ(0) = 0 y

ψ′(0) = ĺım
t→0

δ(expG)tx(y) = δ(expG)0(y) = y

luego podemos calcular ψ′(s) como

ψ′(s) = ĺım
t→0

ψ(t+ s)− ψ(s)

t
= ĺım

t→0

Ad(expG(−sx))ψ(t)

t
=

= Ad(expG(−sx))y = e−ad(sx)y.

Luego integrando obtenemos que

δ(expG)x(y) = ψ(1) =

∫ 1

0

ψ′(s)ds =

∫ 1

0

e−s.ad(x)yds.

Usando la serie exponencial que converge uniformemente e integrando se tiene que∫ 1

0

e−s.ad(x)ds =
∞∑
k=0

(−adx)k

(k + 1)!
= Φ(adx).
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Sean U entorno de 0 donde la expG es un difeomorfismo y V ⊂ U tal que
expG V expG V ⊂ expG U , como definimos anteriormente tenemos la aplicación µ :
V × V → U

x ∗ y := logU(expG x expG y)

, que es diferenciable. Veamos ahora que es anaĺıtica. Para eso consideremos la curva
F (t) := x ∗ ty ∈ U que satisface expG F (t) = expG(x) expG(ty), luego la derivada
logaritmica de esta curva es

y = δ(expG)F (t)F ′(t) = Φ(adF (t))F ′(t). (1)

Tomando U suficientemente chico tal que la serie de Ψ(z) = z log z
z−1

satisfaga

Ψ(ead(z))Φ(adz) = idg,

reemplazando z por F (t) y multiplicando por Ψ(ead(F (t))) en la expresión (1) se tiene
que

F ′(t) = Ψ(eadF (t))y.

Integrando, como F (0) = x y exp(ad(F (t))) = exp(adx) exp(ad(ty)),

x ∗ y − x = F (1)− F (0) =

∫ 1

0

F ′(t)dt =

∫ 1

0

Ψ(exp(ad(x)) exp(ad(ty)))ydt.

Usando ahora la expansión en serie de potencias del logaritmo se tiene que

x ∗ y = x+
∑

pi+qi>0,k,m>0

(−1)k(adx)p1(ady)q1 ...(adx)pk(ady)qk(adx)m

(k + 1)(q1 + ...+ qk + 1)p1!q1!...pk!qk!m!
y.

Demostración. del Teorema 1.7.5. Veamos que podemos dotar a G de estructura de
variedad Cw usando las cartas exponenciales. Vimos anteriormente que en entornos
suficientemente pequeños V de 0 la expG |V es un difeomorfismo anaĺıtico, luego su
inversa el logaritmo tambien resulta anaĺıtico. Para cada g ∈ G tenemos la carta
ψ−1
g (v) = g exp(v) definida en algún entorno V de 0 en L(G) tal que la exponencial

sea un difeomorfismo anaĺıtico, si definimos U := exp(V ) que es abierto de G se tiene
claramente que G = ∪g∈GgU es unión de abiertos. Veamos ahora que las operaciones
de grupo son anaĺıticas, para eso usamos la carta exponencial en la identidad y de
su inversa el logaritmo, la expresión local resulta

log(i(expG(v))) = log(expG(−v)) = −v

lo cual es claramente anaĺıtica. Para el producto basta observar que la aplicación
local en la carta expG× expG resulta

log(m(expG(v), expG(w))) = log(expG v expGw) = v ∗ w,
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que es justamente la expresión de Baker con lo cual es anaĺıtica. Veamos ahora que
el mapa de transición de las cartas definidas es Cw, en efecto dadas dos cartas ψg, φh
tenemos que

φh ◦ ψ−1
g (v) = log(h−1g exp(v))

resulta anaĺıtica pues el logaritmo, la exponencial, el producto y la inversión son
aplicaciones anaĺıticas.

Teorema 1.7.9. (Morfismos continuos) Sea f : G→ H morfismo de grupos de Lie
continuo. Luego f es diferenciable.

Observación 1.7.10. Para que f sea diferenciable es necesario y suficiente que
exista un entorno no vaćıo U de G tal que f |U sea diferenciable. En efecto, tomamos
x ∈ U luego W := x−1U es un entorno abierto de e y f |W es diferenciable pues
f(x−1u) = f(x−1)f(u). Como G = ∪x0∈Gx0W y f(x0x) = f(x0)f(x) para cada
x ∈ W se tiene que f es diferenciable en todo G. Análogamente para ver que f ∈ Ck

o Cw.

Demostración. Existe un entorno abierto de 0 en L(G) que llamamos V donde φ =
expG es un isomorfismo entre la variedades V y φ(V ). Análogamente definimos un
entorno W donde ψ = expH es un isomorfismo entre W y ψ(W ). Achicando V si es
necesario, podemos suponer que f(φ(V )) ⊂ ψ(W ). Luego g = ψ−1◦f ◦φ es continua
de V en W ,

φ(V ) ⊂ G
f−−−→ f(φ(V )) ⊂ ψ(W )xφ yψ−1

V ⊂ L(G)
g−−−→ W ⊂ L(H)

Veremos que si x ∈ V, λ ∈ Q y λx ∈ V entonces g(λx) = λg(x).

Podemos suponer que λ 6= 0. Sea λ = r/q con r, q ∈ Z−{0}. Sea y =
r

q
x, si ponemos

z =
x

q
=
y

r
∈ V , luego x = qz, y = rz. Tenemos entonces

g(x) = ψ−1(f(φ(qz))) = ψ−1(f(φ(z)q)) = ψ−1(f(φ(z))q).

Veamos ahora que ψ−1(f(φ(z))q) = qψ−1(f(φ(z))) = qg(z). Es suficiente probar
que si u ∈ ψ(W ) es tal que uq ∈ ψ(W ), entonces ψ−1(uq) = qψ−1(u); si u = ψ(v),
uq = ψ(v1) luego v1/q ∈ W y (ψ(v1/q))

q = uq de aqúı que ψ(v1/q) = u = ψ(v) y
por la inyectividad v1 = qv. Análogamente se tiene que g(y) = rg(z).
Como Q es denso en R tenemos que x ∈ V, λ ∈ R y λx ∈ V entonces

g(λx) = λg(x) (1).
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Sea x ∈ L(G) y λ,λ′ ∈ R− {0} tales que λx,λ′x ∈ V . Luego por (1)

g(λ′x) = g(
λ′

λ
λx) =

λ′

λ
g(λx)

y entonces
1

λ
g(λx) =

1

λ′
g(λ′x).

Debido a esto queda bien definida una extensión h de g sobre L(G) como h(x) =
1

λ
g(λx) para todo λ tal que λx ∈ V . Claramente h es continua. Veamos que si

x ∈ L(G), λ ∈ R entonces h(λx) = λh(x).
Sea λ′ ∈ R− {0} tal que λ′x ∈ V y λ′λx ∈ V . Tenemos que

h(λx) =
1

λ′
g(λ′λx) =

1

λ′
λg(λ′x) = λ

1

λ′
g(λx) = λh(x).

Sean x,y ∈ L(G), por las fórmulas de Lie-Trotter tenemos que:

h(x) + h(y) = ĺım
λ→0,λ∈R

λ−1ψ−1(ψ(λh(x))ψ(λh(y)))

= ĺım
λ→0,λ∈R

λ−1ψ−1(ψ(h(λx))ψ(h(λy))).

Para |λ| suficientemente chico, λx ∈ V y λy ∈ V esta expresión resulta

= ĺım
λ→0,λ∈R

λ−1ψ−1(f(φ(λx))f(φ(λy)))

= ĺım
λ→0,λ∈R

λ−1(ψ−1 ◦ f)(φ(λx))(φ(λy)))(pues f es morfismo de grupos)

= ĺım
λ→0,λ∈R

λ−1(g(φ−1(φ(λx))(φ(λy)))

= ĺım
λ→0,λ∈R

h(λ−1(φ−1(φ(λx))(φ(λy)))

= h( ĺım
λ→0,λ∈R

λ−1(φ−1(φ(λx))(φ(λy)))

= h(x+ y)

Como h es continua y lineal, entonces g = h |V es diferenciable. Luego f es diferen-
ciable sobre φ(V ) y por lo tanto es diferenciable. Además por naturalidad de exp se
tiene que g = df .

Corolario 1.7.11. Si G
f→ H es un homomorfismo continuo entre grupos de Lie

entonces f ∈ Cw.
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Demostración. Como f es diferenciable, en un entorno de la identidad podemos
factorizarla mediante la carta exponencial y el logaritmo de manera que

f(g) = exp ◦ df1 ◦ log(g),

luego como la exponencial, el logaritmo y df1 son anaĺıticas (esta por ser lineal) se
tiene que f es anaĺıtica.

Observación 1.7.12. Si G es un grupo de Lie de dimensión finita de clase C0

entonces G tiene estructura de grupo de Lie de clase Cw. Este resultado es el quinto
problema de Hilbert, cuya demostracion puede verse en [Zip].



Caṕıtulo 2

Estructura de Lie-Banach en un
grupo cociente

2.1. Subgrupos de Lie

Definición 2.1.1. Sea G un grupo de Lie-Banach sobre K ∈ {R,C}.
(a) Un subgrupo anaĺıtico de G es un grupo de Lie-Banach H sobre K el cual
es un subgrupo de G, la inclusión ε : H → G es diferenciable y su diferencial
L(ε) : L(H) → L(G) es un monomorfismo. Vamos a identificar L(H) con su ima-
gen h ⊂ L(G). Luego la función exponencial de H será expG |h.

(b) Un subgrupo anaĺıtico H de G se llama subgrupo de Lie de G si la topo-
loǵıa de subgrupo anaĺıtico coincide con la inducida de G, es decir la inclusión ε es
un embeding.

Teorema 2.1.2. Sea H un subgrupo de Lie de G según 2.1.1 (ii), luego

L(H) = {X ∈ L(G) : expG(RX) ⊂ H}

Demostración. Si X ∈ L(H), supongamos via la identificación que X ∈ L(ε)(h) lue-
go por naturalidad se tiene que exp(tX) ∈ ε(H) = H para todo t. Rećıprocamente,
si para cada t ∈ R, exp(tX) ∈ H, la aplicación t

α7→ exp(tX) es diferenciable de

R→ H. Sea X̃ el campo invariante a izquierda en H determidado por α̇(0). Luego

L(ε)(X̃) = X.

Observación 2.1.3. Rećıprocamente si H es un subgrupo cerrado de G, luego
h := {X ∈ L(G) : expG(RX) ⊂ H} es una subálgebra cerrada de L(G). En efecto, si

27
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xn → x ∈ L(G) con xn ∈ h, entonces por continuidad exp(tx) = ĺımn→∞ exp(txn) ∈
H, para todo t ∈ R, con lo cual h es un subconjunto cerrado. Debido a las fórmulas
de Lie-Trotter, la suma y el corchete de elementos de h esta en h por ser H cerrado.
Esta álgebra h es el álgebra de Lie asociada al subgrupo H.

Teorema 2.1.4. Sea H ⊂ G un subgrupo cerrado y sean h ⊂ g las respectivas
álgebras de Lie-Banach, luego el subgrupo H tiene una única estructura de grupo de
Lie-Banach que lo hace subgrupo de Lie de G con h el álgebra de Lie de H si y solo
si existe un entorno U de 0 ∈ g suficientemente pequeño tal que

exp(U ∩ h) = exp(U) ∩H.

Demostración. Primero veamos que si existe un entorno U de 0 ∈ g suficientemente
pequeño tal que exp(U ∩ h) = exp(U) ∩H entonces H es subgrupo de Lie de G, en
efecto como d exp0 = id existe un entorno V de 0 tal que exp |V es un difeomorfismo.
Supongamos entonces que U ⊂ V , la hipótesis implica que tenemos un entorno
abierto de e ∈ H dado por exp(U ∩ h) pues este se obtiene como intersección de un
abierto de G (exp(U)) y H. Esto permite utilizar la exp como carta de local de H,
es decir en un entorno de e,

ϕ = exp |U∩h: U ∩ h→ exp(U) ∩H.

Esta carta la trasladamos a todo H usando los difeomorfismos de G dados por
{lσ}σ∈H obteniendo asi la colección

{(H ∩ σ exp(U), ϕ−1 ◦ lσ−1) : σ ∈ H},
y de el Teorema 2.1.2 se tiene que el álgebra de Lie de H es h.
Rećıprocamente, supongamos que H es subgrupo de Lie de G, sea U entorno de 0
tal que exp |U∩h sea un difeomorfismo, luego como exp(U ∩ h) es abierto en H y
H tiene la topoloǵıa de subespacio se tiene que exp(U ∩ h) = A ∩ H para A ⊂ G
entorno abierto de e. Luego tomando un entorno U ′ tal que exp(U ′) ⊂ A con U ′ ⊂ U
(por ejemplo U ′ := exp−1(A) ∩ U) afirmamos que exp(U ′) ∩ H = exp(U ′ ∩ h). En
efecto, siempre se tiene la inclusión exp(U ′)∩H ⊇ exp(U ′∩h), veamos que también
se cumple la otra; sea x = exp(u′) ∈ H, con u′ ∈ U ′ luego por construcción de
U ′ x ∈ A ∩ H = exp(U ∩ h) entonces x = exp(u) con u ∈ U ∩ h luego exp(u) =
exp(u′) y por la inyectividad de la exponencial se tiene que u = u′. De aqui que
x ∈ exp(U ′ ∩ h).

Ejemplo 2.1.5. Sea G = S1 × S1 el toro y consideremos la curva

γ(t) = (eitπ, eiatπ)



2.2. TEOREMA DEL COCIENTE 29

con a /∈ Q, sea H=Im γ. Es fácil ver que H posee estructura de subgrupo anaĺıtico
de G pero no de subgrupo de Lie, usando la caracterización del Lema 2.1.4 y que H
es denso en G.

Lema 2.1.6. Sea f : G → H un morfismo de grupos de Lie-Banach, luego S :=
f−1(T ) es un subgrupo de Lie de G cuando T es subgrupo de Lie de H.

Demostración. Sean
g := L(G)

s := L(S) := {X ∈ g : expG(RX) ⊂ S}

y
t := L(T ).

Por la naturalidad de la exponencial se tiene que s = L(f)−1(t), en efecto si
X ∈ g es tal que L(f)(X) ∈ t luego f(expGX) = expG(L(f)(X)) ∈ T enton-
ces exp(X) ∈ f−1(T ) = S. Rećıprocamente si X ∈ g tal que expG(RX) ∈ S
entonces exp(L(f)(X)) = f(exp(RX)) ∈ T . Supongamos que S no sea un subgru-
po de Lie de G, luego por el Teorema 2.1.4 ∀ U entorno de 0 de g se tiene que
expG(U)∩ S * expG(U ∩ s), en particular podemos tomar una sucesión (Xn)n∈N en
g \ s tal que expG(Xn) ∈ S ∀n y Xn → 0 en g cuando n→∞. Como T es subgrupo
de Lie de H, existe V entorno de 0 en L(H) tal que expH es inyectiva en V y además
T ∩ expH(V ) = exp(t ∩ V ). Sea U := L(f)−1(V ) que es un entorno de 0 en g, luego
existe n0 ∈ N tal que Xn ∈ U ∀n ≥ n0. Luego expH(L(f)(Xn)) = f(expG(Xn)) ∈ T
luego por la inyectividad de exp se tiene que L(f)(Xn) ∈ t para todo n ≥ n0, en-
tonces Xn ∈ L(f)−1(t) = s, lo cual es una contradicción pues (Xn) esta en g \ s.

2.2. Teorema del cociente

Teorema 2.2.1. (Teorema del cociente) Sea G un grupo de Lie-Banach sobre K ∈
{R,C}, con álgebra de Lie L(G) = g, y supongamos que N es un subgrupo normal
de G. Definimos n := {X ∈ g : expG(RX) ⊆ N}, y sea q : G→ G/N , Q : g→ g/n,
las proyecciones a los respectivos cociente. Si K = C, suponemos además que n es
una subálgebra de Lie compleja de g. Las siguientes condiciones son equivalentes:

(a) Existe un homomorfismo ϕ : G → H en un grupo de Lie-Banach H sobre
K tal que ker(ϕ) = N .
(b) G/N es un grupo de Lie-Banach sobre K con álgebra de Lie g/n, tal que

q ◦ expG = expG/N ◦Q.
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(c) N es subgrupo de Lie de G.

Demostración. Daremos la demostración solo en el caso real; el caso K = C se ob-
tiene con el mismo argumento.
(b)⇒(a): Es claro tomando H := G/N y ϕ := q.

(a)⇒(c): Por 2.1.6 debido a que N = ker(ϕ) = ϕ−1(e).

(c)⇒(b): Podemos tomar una norma en g compatible con la topoloǵıa, por ejemplo
la inducida por el espacio Banach que modela a G de modo tal que normalizandola
obtenemos una estructura de álgebra de Lie normada. El cociente de álgebras de Lie
g/n también es normada dotada con la norma cociente, es decir ‖x̄‖g/n := d(x, n)
(la distancia de x a n). Luego la serie de BCH converge absolutamente sobre V × V
para V una bola suficientemente pequeña centrada en 0 en g/n. Por el Corolario
1.7.3 existe una bola abierta W ⊆ V centrada en 0 tal que W ∗W ⊆ V ; de aqúı que
X ∗ Y ∗ Z esta definido para todo X, Y, Z ∈ W . Además, existe una bola abierta U
centrada en 0 en g tal que la serie de BCH converge absolutamente en U . Achicando
U si es necesario y como N es subgrupo de Lie de G podemos suponer que expG |U
es un difeomorfismo en un abierto de G y que expG(U)∩N = expG(U ∩ n). Hay un
entorno conexo simétrico del 0, A ⊆ U en g tal que A ∗ A ⊆ U y Q(A) ⊆ W ; en
efecto como antes existe A′ ⊆ U tal que A′ ∗A′ ⊆ U podemos tomar entonces como
A a la componente conexa de 0 del abierto (Q−1(W )∩A′)∩ (Q−1(W )∩A′)−1. Luego
expG(X ∗ Y ) = expG(X) expG(Y ) para todo X, Y ∈ A.

Observación 1: Si X, Y ∈ A y Q(X) = Q(Y ), entonces q(expG(X)) =
q(expG(Y )). En efecto, veamos que si Q(X) = Q(Y ) tenemos que Q(X ∗ (−Y )) =
Q(X) ∗ (−Q(Y )) = 0 es decir que X ∗ (−Y ) ∈ n. La primera igualdad se tiene del
hecho que Q es morfismo de álgebras de Lie y de la naturaleza de la serie de BCH;
en efecto si

X ∗ (−Y ) = X − Y − 1/2[X, Y ] + 1/12[Y, [Y,X]]− 1/12[X, [Y,X]] + ....

aplicando Q y como la serie es absolutamente convergente se tiene que

Q(X ∗ (−Y )) = Q(X)−Q(Y )− 1/2[Q(X), Q(Y )] + 1/12[Q(Y ), [Q(Y ), Q(X)]]−

1/12[Q(X), [Q(Y ), Q(X)]] + ....

es claro entonces que si Q(X) = Q(Y ), como [Q(X), Q(X)] = 0 se tiene que
Q(X ∗ (−Y )) = Q(X) ∗ (−Q(Y )) = 0. Luego como X ∗ (−Y ) ∈ n, tenemos que
e = q(expG(X ∗ (−Y )) = q(expG(X) expG(Y )−1) = q(expG(X))q(expG(Y )−1) =
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q(expG(X))q(expG(Y ))−1.

Observación 2: Si X, Y ∈ A y q(expG(X)) = q(expG(Y )), entonces X − Y ∈
n. En efecto tenemos que expG(X ∗ (−Y )) = expG(X) expG(Y )−1 ∈ N , donde
X,−Y ∈ A y luego X ∗ (−Y ) ∈ U . Como expG(U ∩ n) = expG(U) ∩ n se tiene
que expG(X ∗ (−Y )) ∈ expG(U ∩ n) de donde por la inyectividad de la exponencial
se deduce que X ∗ (−Y ) ∈ n. De aqúı que 0 = Q(X ∗ (−Y )) = Q(X) ∗ (−Q(Y )).
Como Q(X), Q(Y ) ∈ W multiplicando por Q(Y ) se tiene que Q(Y ) = Q(X).

Sea B := Q(A). Por la Observación 1 queda bien definida una aplicación
E : B → G/N dada por E(Q(X)) := q(expG(X)) para X ∈ A. La aplicación
Q |BA: A → B es abierta y suryectiva, como q y expG |A son continuas y abiertas
entonces q ◦ expG |A es continua y abierta, de aqúı que E es continua y abierta pues
E ◦Q |BA= q ◦ expG |A.

A

Q|BA !!CCCCCCCCC
exp|A // G

q // G/N

Q(A)

E

;;wwwwwwwww

Por la Observación 2, E es inyectiva. Sea C1 ⊂ A un entorno de 0 en g tal que
C1 ∗ C1 ⊂ A y definamos C := Q(C1). Luego para cada X, Y ∈ C, supongamos
X = Q(X1), Y = Q(Y1) con X1, Y1 ∈ C1, luego se tiene

E(X ∗ Y ) = E(Q(X1 ∗ Y1)) = q(expG(X1 ∗ Y1)) = q(expG(X1) expG(Y1)) =

= q(expG(X1))q(expG(Y1)) = E(X)E(Y ).

Sea U := E(C), que es entorno de e, tiene estructura de variedad diferenciable dada
por la carta (E(C), E−1) y además satisface las condiciones (i), (ii), (iii) del teorema
1.2.4. En efecto veamos que se cumplen (ii) y (iii):

(ii) Sea m la aplicación m : E(C) × E(C) → E(C), m(E(X), E(Y )) =
E(X)E(Y )−1 = E(X ∗ (−Y )). Tomamos la carta E × E de E(C) × E(C), lue-
go

E−1 ◦m ◦ E × E(X, Y ) = E−1(E(X ∗ (−Y )) = X ∗ (−Y )

es diferenciable.

E(C)× E(C)m // E(C)

E−1

��
C × C

E×E
OO

X∗(−Y )
// C
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(iii) Análogamente se tiene que la aplicación E(X)
γ7→ E(Y )E(X)E(Y )−1 de

E(C)→ E(C) es diferenciable, pues

E−1 ◦ γ ◦ E(X) = E−1(E(Y ∗X ∗ −(Y ))) = Y ∗X ∗ (−Y )

es diferenciable.

E(C)
γ // E(C)

E−1

��
C

E

OO

Y ∗X∗(−Y )
// C

Luego por el Teorema 1.2.4 existe una única estructura de grupo de Lie-Banach en

〈E(C)〉 = 〈E(B)〉 = (G/N)0

que hace de E |E(C)
C un difeomorfismo en la subvariedad abierta E(C). Como E(C)

es abierto en G/N y E |E(C)
C es un homeomorfismo respecto de la topoloǵıa en E(C)

inducida por G/N , claramente la topoloǵıa de (G/N)0 es la topoloǵıa inducida por
G/N . Como (G/N)0 es normal en G/N queda bien definido el automorfismo

(G/N)0
β→ (G/N)0

ḡ 7→ x̄ḡx̄−1

para cada x̄ ∈ G/N . Como β es un homomorfismo continuo entre grupos de Lie-
Banach, este resulta diferenciable por el Teorema 1.7.9. Luego aplicando nuevamente
el Teorema 1.2.4 para el abierto (G/N)0 se tiene que G/N tiene estructura de grupo
de Lie-Banach.

Observemos que si λ, λ′ son suficientemente chicos se cumple que E((λ +
λ′)Q(X1)) = E(Q(λX1))E(Q(λ′X1))(1). Extendamos la función E a g/n via

expG/N : g/n→ G/N

expG/N(X) := E(
1

n
X)n

donde X ∈ g/n y n ∈ N tal que
1

n
X ∈ C. Veamos que esta bien definida; en efecto

si m ∈ N es tal que
1

m
X ∈ C, luego

1

nm
X ∈ C y por (1) se tiene que

E(
1

n
X) = (E(

1

nm
X))m , E(

1

m
X) = (E(

1

nm
X))n
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de aqui que

(E(
1

n
X))n = (E(

1

m
X))m.

Luego expG/N esta bien definida, es diferenciable y es la aplicación exponencial de
G/N . Por construcción de E se tiene que q ◦ expG = expG/N ◦Q.

Corolario 2.2.2. Supongamos que G es un grupo de Lie-Banach real y N un sub-
grupo normal cerrado de G. Luego el grupo topológico G/N tiene estructura de grupo
de Lie-Banach real compatible con su topoloǵıa cociente si y solo si N es subgrupo
de Lie de G.

2.3. Secciones del cociente

Teorema 2.3.1. Sea N un subgrupo de Lie normal del grupo de Lie-Banach G.
De acuerdo al teorema de Michael [Mi59], la aplicación cociente Q : L(G) →
L(G)/L(N) = L(G/N) tiene una sección continua σ : L(G/N) → L(G). Como
la exponencial de G/N es un homeomorfismo local, se tiene de aqúı que la aplica-
ción cociente G→ G/N tiene secciones locales continuas.

Demostración. Como la exponencial es un difeomorfismo local, dado p ∈ G/N sea
U entorno de p en G/N , tal que expG/N sea difeomorfismo. Veamos que si defimos
σ̄ : U → G como σ̄ := expG ◦σ ◦ expG/N

−1 es sección local de Q; por naturalidad se
tiene el diagrama conmutativo

L(G)

expG

��

q // L(G/N)

σ
uu

expG/N

��
G

Q // G/N ⊇ U

expG/N
−1

YY

Q(expG ◦σ ◦ expG/N
−1) = expG/N ◦q ◦ σ ◦ expG/N

−1 = expG/N ◦expG/N
−1 = id

Además σ̄ es continua por ser composición de funciones continuas.
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Caṕıtulo 3

Grupos de homotopia

En este caṕıtulo desarrollaremos la sucesión exacta larga en los grupos de
homotopia de un fibrado, que utilizaremos para la construcción del grupo de periodos
y para la integrabilidad de algebras de Lie-Banach. Usaremos en esta sección I para
denotar el intervalo [0, 1].

3.1. Fibrados

Definición 3.1.1. Un fibrado localmente trivial es una cuadrupla (E,B, F, p) donde
p : E → B es una aplicación continua, B se dice espacio de base para el cual
existe un recubrimiento por abiertos {Uα} y para cada Uα existe un homeomorfismo
ϕα : Uα × F → p−1(U) tal que el siguiente diagrama resulte conmutativo

Uα × F
pr1

��
ϕαyyssssssssss

p−1(U) p
// Uα

Proposición 3.1.2. Sea N subgrupo de Lie normal de G grupo de Lie-Banach y
sea p : G → G/N la proyección al cociente, entonces (G,G/N,N, p) es un fibrado
localmente trivial.

Demostración. Vimos en el Teorema 2.3.1 que p admite secciones locales, luego para
cada g ∈ G/N existe U entorno de g tal que σ : U → G es una sección local de p.
Definimos

ϕU : U ×N → p−1(U)

(x, y) 7→ σ(x)y

35
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que está bien definida pues p es homomorfismo de grupos y p(y) = 1, además es
continua pues el producto de grupo es continuo. Definamos su inversa

ϕU
−1 : p−1(U)→ U ×N

como la aplicación
x 7→ (p(x), (σ(p(x)))−1x).

Está bien definida, es decir (σ(p(x)))−1x ∈ N , en efecto como p es homomorfismo se
tiene que p((σ(p(x)))−1x) = p(σ(p(x)))−1)p(x) = (p(σ(p(x)))−1p(x) = p(x)−1p(x) =
1, es continua pues las proyeciones p1 ◦ ϕU−1 y p2 ◦ ϕU−1 son funciones continuas.
Veamos por último que ϕU ◦ ϕU−1 = ϕU

−1 ◦ ϕU = id

x 7→ (p(x), (σ(p(x)))−1x) 7→ σ(p(x))(σ(p(x))−1x = x

(x, y) 7→ σ(x)y 7→ (p(σ(x)y), y) = (x, y).

Luego ϕU es un homeomorfismo y se verifica que p ◦ϕU es la proyección a la primer
coordenada.

Definición 3.1.3. Una función continua p : E → B se dice que tiene la propiedad de
levantado homotópico respecto de un espacio X si dadas f ′ : X → E y F : X×I → B
continua tal que F (x, 0) = pf ′(x) para x ∈ X, existe F ′ : X×I → E continua tal que
F ′(x, 0) = f ′(x) y p ◦ F ′ = F ; una función con esta propiedad se llama un fibrado.
Una función p : E → B es un fibrado débil si p tiene la propiedad de levantado
homotópico respecto de la colección de cubos {In}. Es claro que un fibrado es en
particular un fibrado debil.

3.2. Homotopia y sucesiones exactas de clases de

homotopia

Definición 3.2.1. Un par topológico es un par (X,A) que consiste en un espacio
topológico X y un subespacio A ⊂ X. Un subpar (X ′, A′) ⊂ (X,A) es un par tal
que X ′ ⊂ X y A′ ⊂ A. Una función f : (X,A)→ (Y,B) entre pares es una función
continua f : X → Y tal que f(A) ⊂ B. Un caso particular importante de parejas de
espacios son las parejas de la forma (X, x0) con x0 ∈ X un punto espećıfico llamado
punto base. A estas parejas de espacios se les llama espacios punteados.
Dado un par (X,A), notamos (X,A) × I al par (X × I, A × I). Sea X ′ ⊂ X y
supongamos que f0, f1 : (X,A)→ (Y,B) coincidan sobre X ′ es decir f0 |X′= f1 |X′.
Luego f0 es homotopica a f1 relativa a X ′, notada como f0 ' f1 rel X

′ si existe una
función

F : (X,A)× I → (Y,B)
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tal que F (x, 0) = f0(x) y F (x, 1) = f1(x) para todo x ∈ X y F (x, t) = f0(x) para
x ∈ X ′ y t ∈ I.

Ejemplo 3.2.2. Sea X = Y = Rn y definimos f0(x) = x y f1(x) = 0 para x ∈ Rn.
Si F : Rn × I → Rn como

F (x, t) = (1− t)x

luego F : f0 ' f1 rel {0}

Teorema 3.2.3. La homotopia relativa a X ′ es una relación de equivalencia en el
conjunto de funciones de (X,A) en (Y,B).

Demostración. Reflexividad; para f : (X,A) → (Y,B) definimos F : f ' f relX
por F (x, t) = f(x). Simetria; dada F : f0 ' f1 definimos F ′ : f1 ' f0 relX

′ por
F ′(x, t) = F (x, 1 − t). Transitividad; dada F : f0 ' f1 relX

′ y G : f1 ' f2 relX
′

definimos H : f0 ' f2 relX
′ como

H(x, t) =

{
F (x, 2t) si 0 < x < 1/2,

G(x, 2t− 1) si 1/2 < x < 1,

Esto muestra que el conjunto de aplicaciones de pares es partido en cla-
ses de equivalencia por la relación de homotopia relativa a X ′. Usaremos la no-
tación [X,A;Y,B]X′ para denotar este conjunto de clases de homotopia. Dada
f : (X,A)→ (Y,B) usaremos [f ]X′ para denotar un elemento de [X,A;Y,B]X′ .

Definición 3.2.4. Sea Z un espacio topológico con un punto base z0. Definimos
la suspensión de Z, la cual notaremos con SZ, al cociente de Z × I en el cual
(Z × 0) ∪ (z0 × I) ∪ (Z × 1) es identificado en un simple punto. Si (z, t) ∈ Z ×
I usaremos [z, t] para denotar el correspondiente punto en SZ por la aplicación
cociente Z × I → SZ. El punto [z0, 0] ∈ SZ tambien lo notaremos z0 y SZ es un
espacio punteado con punto base z0. Si f : Z → Z ′, luego Sf : SZ → SZ ′ es definida
por Sf([z, t]) = [f(z), t].

Teorema 3.2.5. Para n > 0, S(Sn) es homeomorfa a Sn+1.

Demostración. Sea p0 = (1, 0, ...., 0) el punto base de Sn. Pensamos a Rn+1 embebido
en Rn+2 como el conjunto de puntos de Rn+2 el cual su n + 2-esima coordenada es
0. Luego Sn es embebida como un ecuador en Sn+1,

Sn = {z ∈ Rn+2 : ‖z‖ = 1, zn+2 = 0}
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y En+1 es tambien embebido en En+2.

En+1 = {z ∈ Rn+2 : ‖z‖ 6 1, zn+2 = 0}.

Sean H+ y H− los dos semiesferas de Sn+1 definidas por el ecuador Sn. Luego

H+ = {z ∈ Sn+1 : zn+2 > 0}, H− = {z ∈ Sn+1 : zn+2 6 0},

Sn+1 = H+ ∪H− y Sn = H+ ∩H−. Además la proyección de Rn+2 → Rn+1 define
proyecciones p+ : H+ → En+1 y p− : H− → En+1 las cuales son homeomorfismos.
Definimos una función f : S(Sn)→ Sn+1 por

f([z, t]) =

{
p−1
− (2tz + (1− 2t)p0) si 0 ≤ t ≤ 1/2,

p+((2− 2t)z + (2t− 1)p0) si 1/2 ≤ x ≤ 1,

y se verifica que f es un homeomorfismo.

Observación 3.2.6. Si X es un espacio topológico y x0 ∈ X, el grupo fundamental
de X basado en x0 denotado π1(X, x0) es definido como el grupo de clases de caminos
cerrados con inicio y final en x0. Una forma alternativa de describir este grupo es
mediante clases de homotopia de funciones (S(S0), 1) → (X, x0) donde S0 consiste
en dos puntos, el -1 y el 1 con 1 el punto base. En efecto, sea λ : I → S(S0) definida
por λ(t) = [−1, t], luego λ induce una biyección

λ][g] = [g ◦ λ], g : (S(S0), 1) = (S1, 1)→ (X, x0)

Definición 3.2.7. Definimos el coproducto o suma cuña X∨Y del espacio punteado
(X × Y, (x0, y0)) como el subespacio

X ∨ Y := {(x, y) ∈ X × Y : x = x0 o y = y0}.

Es decir X ∨ Y = X × {y0} ∪ {x0} × Y.

Sea X espacio topológico, definimos el cono CX := X × I/(X × 0 ∪ x0 × I),
usaremos [x, t] para notar un punto en CX. El espacio X es embebido como un
subconjunto cerrado de CX via la aplicación x 7→ [x, 1]. Si (X,A) es un par, luego
CA es un subespacio de CX y el C(X,A) := (CX,CA). Definimos el cono Cf de
una aplicación f : X ′ → X como el espacio cociente de CX ′∨X con la identificación
[x′, 1] = f(x′) para todo x′ ∈ X ′.
Una sucesión de tres pares y funciones

(X ′, A′)
f→ (X,A)

g→ (X ′′, A′′)

se dice exacta si para todo par (Y,B) la sucesión asociada

[Y,B;X ′, A′]
f]→ [Y,B;X,A]

g]→ [Y,B;X ′′, A′′]
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es exacta. Análogamente se dice coexacta si

[X ′′, A′′;Y,B]
g]→ [X,A;Y,B]

f]→ [X ′, A′;Y,B].

Teorema 3.2.8. Dada una aplicación f : (X ′, A′)→ (X,A) la sucesión

(X ′, A′)
f→ (X,A)

i→ (Cf ′ , Cf ′′)

es coexacta.

Demostración. Sea (Y,B) un par y consideramos la sucesión

[Cf ′ , Cf
′′;Y,B]

i]→ [X,A;Y,B]
f]→ [X ′, A′;Y,B].

La composición i ◦ f es equivalente a la composición

(X ′, A′) ⊂ C(X ′, A′) ⊂ C(X ′, A′) ∨ (X,A)
k→ (Cf ′ , Cf ′′)

donde k es la proyección al cociente. Además la inclusión (X ′, A′) ⊂ C(X ′, A′) es
homotópicamente nula, luego i◦f tambien lo es y por ello que im(f ]◦i]) = 0, hemos
probado que im(i]) ⊂ ker f ].
Supongamos que f ][g] = 0. Luego extendemos g◦f a una aplicación G : C(X ′, A′)→
(Y,B). A partir de G, g definimos una aplicación G′ : C(X ′, A′) ∨ (X,A) → (Y,B)
tal que G′|C(X ′, A′) = G y G′|(X,A) = g. Como

G′[x′, 1] = (g ◦ f)[x′, 1] = g(f(x′)) = G′(f(x′))

existe una aplicación h : (Cf ′ , Cf ′′)→ (Y,B) tal que G′ = h◦k. Luego h|(X,A) = g,
esto prueba que g = h ◦ i o sea que [g] = i][h]

Usando esto tenemos una sucesión coexacta

(X ′, A′)
f→ (X,A)

i→ (Cf ′ , Cf ′′)
j→ (Ci′ , Ci′′)

i→ (Cj′ , Cj′′)

Es claro que podemos identificar a la suspensión como SX = CX/X. Para un
par (X,A) definimos su suspensión como S(X,A) := (SX, SA). Luego para ca-
da aplicación f : (X ′, A′) → (X,A) tenemos que (Cf ′ , Cf ′′)/X = S(X ′, A′) y
k : (Cf ′ , Cf ′′)→ S(X ′, A′) la aplicación cociente.

Teorema 3.2.9. Para una aplicación f : (X ′, A′)→ (X,A) la sucesión

(X ′, A′)
f→ (X,A)

i→ (Cf ′ , Cf ′′)
k→ S(X ′, A′)

Sf→ S(X,A)

es coexacta.
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Demostración. Usaremos la sucesión coexacta que se dedujo del Teorema 3.2.8 y la

existencia de una equivalencia homotópica (Ci′ , Ci′′)
k′→ (Cf ′ , Cf

′′)/X = S(X ′, A′) y

la composición (Cf ′ , Cf ′′)
j→ (Ci′ , Ci′′)

k′→ S(X ′, A′) la miramos como la aplicación
cociente k. Tambien consideraremos la existencia de una equivalencia homotópica

(Cj′ , Cj′′)
k′′→ (Cj′ , Cj′′)/CCi′ = S(X ′, A′). Sea g : S(X ′, A′)→ S(X,A) la aplicación

definida por g([x′, t]) = [f(x′), 1−t] y k̄ : (Ci′ , Ci′′)→ (Ci′ , Ci′′)/Cf ′ = S(X,A), luego
k̄ y g ◦ k′ son homotópicos, definiendo la homotopia H : (Ci′ , Ci′′) × I → S(X,A)
como

H([x′, t], t′) = [f(x′), 1− tt′], x′ ∈ X ′; t, t′ ∈ I

H([x, t], t′) = [x, (1− t′)t], x ∈ X; t, t′ ∈ I.

Luego tenemos diagrama homotópico conmutativo

(Ci′ , Ci′′)

k′

��

l // (Cj′ , Cj′′)

k′′

��
S(X ′, A′)

g // S(X,A)

en el cual k′ y k′′ son homotópicamente equivalentes, luego por la coexactitud de
3.2.8 se tiene la coexactitud de

(X ′, A′)
f→ (X,A)

i→ (Cf ′ , Cf ′′)
k→ S(X ′, A′)

g→ S(X,A).

Luego considerando el homeomorfismo h([x, t]) = [x, 1− t], como Sf = h◦g se tiene
el resultado.

Definimos la n-esima suspensión del par (X,A) de manera inductiva como
S0(X,A) = (X,A), Sn(X,A) = S(Sn−1(X,A)).

Teorema 3.2.10. Para cada aplicación f : (X ′, A′)→ (X,A) la sucesión

(X ′, A′)
f→ (X,A)

i→ ......
Snf→ Sn(X,A)

Sni→ Sn(Cf ′ , Cf ′′)
Snk→ Sn+1(X ′A′)

Sn+1

→ .....

es coexacta

Demostración. Se deduce del teorema anterior y usando el hecho que la suspensión
preserva la coexactitud.
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3.3. Grupos de homotopia de orden n

Utilizaremos el 0 como punto base de I y İ := {0, 1} para el subespacio de I.
Sea X un espacio, para n ≥ 1 el grupo de homotopia πn(X) es el grupo [Sn(İ);X]
pues coincide con la definición usual ya que Sn ' Sn(İ). Sea (X,A) un par con
punto base x0, para n ≥ 1 el n-esimo grupo de homotopia relativa, notado πn(X,A)
es [Sn−1(I, İ);X,A]. Hay una correspondencia natural entre [Sn−1(I/İ);X, {x0}] y
[Sn(İ);X] la cual establece una correspondencia entre el grupo de homotopia relativa
πn(X, {x0}) con el grupo de homotopia absoluto πn(X). La inclusion j : (X, x0) ↪→
(X,A) induce un homomorfismo j] : πn(X)→ πn(X,A).
Para n ≥ 1 hay una aplicación (la cual es un homomorfismo si n ≥ 2)

∂ : πn(X,A, x0)→ πn−1(A, x0)

definida por restricción a la segunda coordenada del par, esto es dada α : Sn−1(I, İ)→
(X,A), entonces ∂[α] = [α|Sn−1(İ)]. Es claro por definición que si f : (X ′, A′, x′0)→
(X,A, x0) hay un cuadrado conmutativo

πn(X ′, A′, x′0)

f]
��

∂ // πn−1(A′, x′0)

(f |A′)]
��

πn(X,A, x0) ∂ // πn(A, x0).

Dado un par (X,A) de espacios punteados, sea i : A ⊂ X y j : (X, {x0}) ⊂ (X,A)
luego tenemos una sucesión del par (X,A) dada por

......→ πn+1(X,A)
∂→ πn(A)

i]→ πn(X)
j]→ πn(X,A)

∂→ ........

Teorema 3.3.1. La sucesión del par es exacta.

Demostración. Sea f : (İ , {0}) ⊂ (İ , İ) y sea f ′ : İ ⊂ İ y f ′′ : {0} ⊂ İ. Por el
Teorema 3.2.10 hay una sucesión coexacta

(İ , {0}) f→ (İ , İ)
i→ (Cf ′ , Cf ′′)

k→ S(İ , {0}) Sf→ S(İ , İ)→ ......

Sea g : (Cf ′ , Cf ′′)→ (I, İ) el homeomorfismo definido por g([0, t]) = 0 y g([1, t]) = t.
Luego la composición g ◦ i es la inclusión i′ : (İ , İ) ⊂ (I, İ) y k ◦ g−1 es igual a la
composición

(I, İ)
k′→ (I/İ, {0}) h→ (S(İ), {0}),

y h el homomorfismo de la identificación de πn(X, {x0}) con πn(X). De aqui que
hay una sucesión coexacta

(İ , {0}) f→ (İ , İ)
i′→ (I, İ)

h◦k′→ S(İ , {0}) Sf→ .........
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esto produce una sucesión exacta

......→ πn+1(X,A)
Sni′]→ πn(A)

Snf]→ πn(X)
Sn−1(h◦k′)]→ πn(X,A)

∂→ ........

luego se sigue del hecho que Sni′] = ∂, Snf ] = i], S
n−1(h ◦ k′)] = j].

Teorema 3.3.2. Sea p : E → B un fibrado débil y supongamos que b0 ∈ B′ ⊂ B.
Sea E ′ = p−1(B′) y sea e0 ∈ p−1(b0). Entonces p induce una biyección

p] : πn(E,E ′, e0) ≈ πn(B,B′, b0)

Demostración. Veamos primero que p] es sobreyectiva para ello sea α : (In, İn, z0)→
(B,B′, b0) un representante de un elemento de πn(B,B′, b0). Como z0 es retracto por
deformación fuerte de In, (In, z0) (el par poliedro) y considerando las aplicaciones
g′ : {z0} → E y H ′ : In → B donde g′(z0) = e0 y H ′ = α|In, obtenemos una
aplicación G′ : In → E tal que p ◦G′ = H ′ y G′(z0) = e0. Luego

G′(İn) ⊂ p−1(H ′(İn)) ⊂ p−1(B′) = E ′.

Luego G′ define una aplicación α′ : (In, İn, z0)→ (E,E ′, e0) tal que p ◦ α′ = α.
Veamos que p] es inyectiva; sean α0, α1 : (In, İn, z0) → (E,E ′, e0) tal que p ◦ α0 '
p ◦ α1. Sea X ′ = In × I y A′ = (In × 0) ∪ (z0 × I) ∪ (In × 1). Luego (X ′, A′)
es un par poliedro y debido a que X ′ y A′ son contractibles, A′ es un retracto por
deformación fuerte deX ′. Sea g′ : A′ → E definida por g′(z, 0) = α0(z), g′(z0, t) = e0,
g′(z, 1) = α1(z) y H ′ la aplicación que es homotopia de p ◦ α0 a p ◦ α1. Luego existe
una aplicación G′ : X ′ → E tal que p ◦ G′ = H ′ y G′|A′ = g′; esta aplicación G′ es
una homotopia de α0 en α1.

Corolario 3.3.3. Sea p : E → B un fibrado débil, b0 ∈ B, y e0 ∈ F = p−1(b0).
Luego p induce una biyección

p] : πn(E,F, e0) ≈ πn(B, b0).

Demostración. Se sigue del teorema anterior tomando B′ = {b0} y usando la iden-
tificación canonica πn(B, {b0}, b0) = πn(B, b0).

Si p : E → B es un fibrado débil con F = p−1(b0) y e0 ∈ F , definimos

∂̄ : πn(B, bo)→ πn−1(F, e0)

como la composición πn(B, b0)
p−1
]→ πn(E,F, e0)

∂→ πn−1(F, e0) Luego como con-
secuencia de la exactitud de la sucesion homotópica del par (E,F ) se obtiene la
sucesion homotopica de un fibrado débil

......→ πn(F, e0)
i]→ πn(E, e0)

p]→ πn(B, b0)
∂̄→ πn−1(F, e0)→ .......
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Observación 3.3.4. En nuestro caso, como vimos al principio del caṕıtulo, si N
es un subgrupo normal del grupo de Lie-Banach G, (G,G/N,N, p) es un fibrado
localmente trivial el cual es un fibrado por ser G/N paracompacto y Hausdorff, en
particular es un fibrado débil luego tenemos una suseción exacta

π2(H/N)→ π1(N)→ π1(H)→ π1(H/N).

Teorema 3.3.5. Si G es un grupo de Lie conexo de dimensión finita entonces
π2(G) = 0.

Demostración. Como todo grupo de Lie conexo admite un subgrupo maximal com-
pacto H tal que G ' H × Rm, se tiene en particular que G y H tienen el mismo
tipo de homotopia, es decir que πn(G) ' πn(H). Podemos suponer entonces que G
sea compacto, luego G tiene un toro maximal T de manera que el cociente G/T es
un fibrado. Como π2(T ) = 0 se tiene de la suseción exacta

0→ π2(G)→ π2(G/T )→ π1(T )

que π2(G) es un grupo de torsión libre, debido a que π2(G/T ) = H2(G/T ) es un
grupo libre de 2 celdas en G/T . Luego por el teorema de Hopf’s como π2(G) es finito
se tiene que π2(G) = 0. Para mayor referencias este teorema ver [MiL].
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Caṕıtulo 4

Recubrimientos y extensiones
centrales de grupos de Lie

En este caṕıtulo veremos propiedades de recubrimientos, y la estructura del
grupo recubridor universal de un grupo de Lie-Banach. Finalmente utilizaremos
estas propiedades para dar un teorema de caracterización de extensiones centrales
de grupos.

4.1. Grupo recubridor universal

Definición 4.1.1. Sea p : E → B. Si f es una aplicación continua de algún espacio
X en B, un levantamiento de f es una aplicación continua f̃ : X → E tal que
p ◦ f̃ = f

E

p

��
X

f̃
>>||||||||

f
// B.

Definición 4.1.2. Una aplicación continua y sobreyectiva p : E → B se dice que es
una aplicación recubridora o revestimiento si todo punto b ∈ B tiene un entorno U
tal que p−1(U) puede escribirse como una unión disjunta de conjuntos abiertos Vα
de E tales que para cada α, p |Vα es un homeomorfismo de Vα en U .

El siguiente teorema establece condiciones necesarias y suficientes sobre cuando
un revestimiento posee un levantamiento, este teorema lo utilizaremos para construir
una estructura de grupo de Lie-Banach en el espacio recubridor universal.

45
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Teorema 4.1.3 (Levantamiento general). Sea p : E → B una aplicación recubridora
y p(e0) = b0. Sea f : Y → B una aplicación continua con f(y0) = b0. Supongamos
que Y es conexo por caminos y localmente conexo por caminos. La aplicación f se
puede levantar a una aplicación f̃ : Y → E continua tal que f̃(y0) = e0 si y solo si

f∗(π1(Y, y0)) ⊂ p∗(π1(E, e0)).

Además, tal levantamiento es único.

Demostración. Ver [Mun] p.540 Lema del levantamiento general.

A continuación daremos una breve demostración sobre existencia de aplicacio-
nes recubridoras en espacios topológicos.

Definición 4.1.4. Un espacio X se dice que es conexo por caminos o arco-conexo
si para cada par de puntos x, y de X existe una aplicación continua f : [0, 1] → X
tal que f(0) = x y f(1) = y.

Definición 4.1.5. Un espacio X se dice localmente conexo por caminos en x si para
cada entorno U de x existe un entorno V conexo por caminos de x contenido en U .

Definición 4.1.6. Un espacio B se dice semilocalmente simplemente conexo si para
cada b ∈ B existe un entorno U de b tal que el homomorfismo i∗ : π1(U, b)→ π1(B, b)
inducido por la inclusión es trivial.

Teorema 4.1.7. Sea B conexo por caminos, localmente conexo por caminos y se-
milocalmente simplemente conexo. Sea b0 ∈ B, dado un subgrupo H de π1(B, b0)
existe una aplicación recubridora p : E → B y un punto e0 ∈ p−1(b0) tales que
p∗(π1(E, e0)) = H.

Demostración. Sea P := {γ : [0, 1] → B : γ(0) = b0}, se define una relación de
equivalencia en P poniendo α ∼ β si α, β terminan en el mismo punto y [α∗ β̄] ∈ H.
Definimos E := P/ ∼, denotaremos α] a las clases y definimos p : E → B como

p(α]) = α(1).

Hay que dotar a E de una topoloǵıa tal que p resulte una aplicación recubridora: si
α ∈ P y es U un entorno conexo por caminos de α(1) se define

B(U, α) = {(α ∗ δ)] : δ es un camino en U partiendo de α(1)},

que resulta una base para la topoloǵıa de E. Probemos que cada punto de B tiene un
entorno que esta regularmente cubierto por p. Dado b1 ∈ B, tomemos U un entorno
conexo por caminos de b1 que satisface la condición adicional que π1(U, b)→ π1(B, b)



4.1. GRUPO RECUBRIDOR UNIVERSAL 47

es trivial, afirmamos que U está regularmente cubierto por p, veamos primero que
p−1(U) = ∪αB(U, α) donde α recorre todos los caminos en B de b0 a b1. Es claro
que vale ⊇, por otra parte si β] ∈ p−1(U) entonces β(1) ∈ U , escojamos un camino
δ en U desde b1 hasta β(1) y sea α el camino β ∗ δ̄ de b0 a b1, entonces [β] = [α∗δ] de
manera que β] = (α ∗ δ)]. Veamos ahora que p define una aplicación biyectiva entre
B(U, α) y U . Veamos la inyectividad, supongamos que p((α∗δ1)]) = p((β ∗δ2)]), con
δ1, δ2 caminos en U , entonces δ1(1) = δ2(2) luego δ1 ∗ δ̄2 es un lazo homotópico al
constante (aqui usamos que π1(U, b)→ π1(B, b) es trivial), luego [α ∗ δ1] = [α ∗ δ2].
Para probar que E es arco-conexo, sea α un camino en B partiendo de b0 y e0 la
clase de equivalencia del camino constante en b0, para cada c ∈ I, sea αc : I → B el
camino definido por αc(t) = α(tc), aśı podemos definir α̃(c) = (αc)

] , α̃ : I → E es
continuo comienza en e0 y acaba en α].

Observación 4.1.8. Si H = 1, con las hipótesis anteriores E resulta simplemente
conexo.

Dado un espacio topológico X que cumpla las hipótesis del Teorema 4.1.7
notaremos X̃ a su espacio recubridor.
Si X tiene estructura de variedad diferenciable, podemos dotar a X̃ con estructura
de variedad diferenciable tal que la aplicación recubridora p : X̃ → X resulte C∞,
en efecto sea U entorno en X tal que p |p−1(U) sea homeomorfismo y (U, φ) carta

de X se tiene que φ ◦ p |p−1(U) es una carta para X̃ y por construcción p resulta
diferenciable.
Si ahora G es un grupo de Lie, luego este posee un espacio recubridor G̃, con G̃
simplemente conexo y con una estructura de variedad diferenciable como hemos
visto anteriormente. Ahora probaremos que podemos dotar a G̃ de una estructura
de grupo de Lie que hace de p : G̃→ G un homomorfismo de grupos.

Teorema 4.1.9. Sea G un grupo de Lie-Banach, supongamos que p : G̃→ G es la
aplicación recubridora universal. Existe una única estructura de grupo de Lie-Banach
sobre G̃ que hace de p un homomorfismo de grupos y además ker p = π1(G).

Demostración. Dotamos a G̃ de estructura de variedad diferenciable como obser-
vamos anteriormente con punto de base b0 = 1, tomemos un elemento 1̃ ∈ p−1(1)
donde 1 es el elemento identidad en G, si (g, h)

m7→ gh es la multiplicación en G

defino una aplicación ψ : G̃ × G̃ → G como ψ(x, y) = p(x)p(y). Esta aplicación
es claramente diferenciable pues ψ = m ◦ p × p es compocisión de diferenciables
y env́ıa el punto (1̃, 1̃) 7→ 1. Como G̃ es simplemente conexo entonces G̃ × G̃ es
simplemente conexo, luego por propiedad universal del levantamiento ψ se levanta
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a una aplicación ψ̃ : G̃× G̃→ G̃ tal que p ◦ ψ̃ = ψ

G̃

p

��
G̃× G̃

ψ̃

<<yyyyyyyyy

ψ
// G.

Con la estructura de natural de variedad de G̃ y la propiedad de levantamiento
resulta que ψ̃ es diferenciable; en efecto, como ψ es diferenciable podemos elegir U
entorno de G tal que p |p−1(U) sea homeomorfismo con (U, φ) carta de G y (W, f)

carta de G̃× G̃ tal que φ ◦ ψ ◦ f−1 ∈ C∞. Luego φ ◦ p |p−1(U) es carta de G̃ y

(φ ◦ p) ◦ ψ̃ ◦ f−1 = φ ◦ ψ ◦ f−1 ∈ C∞

aśı que ψ̃ es diferenciable con la estructura natural de variedad.

Análogamente podemos levantar la aplicación diferenciable de G̃
i→ G dada por

i(x) = (p(x))−1 a una aplicación diferenciable ĩ : G̃→ G̃ tal que conmute

G̃

p

��
G̃

ĩ

??��������

i
// G.

Las aplicaciones ψ̃ y ĩ actúan como la multiplicación y la inversión y 1̃ como el
elemento identidad dotando a G̃ estructura de grupo. Veamos la condición de inversa,
es decir que ψ̃(x, ĩ(x)) = 1̃. En efecto

p(ψ̃(x, ĩ(x)) = ψ(x, ĩ(x)) = p(x)p(̃i(x)) = p(x)p(x)−1 = 1,

de aqúı vemos que ψ̃(x, ĩ(x)) es un levantado de la aplicación constante x 7→ 1
pero x 7→ 1̃ es un levantado de esta aplicación luego por unicidad del levantamiento
se tiene que ψ̃(x, ĩ(x)) = 1̃. De manera análoga se demuestra la asociatividad y
la condición de identidad. Por definición de ψ resulta que p es homomorfismo de
grupos ya que p(ψ̃(x, y)) = ψ(x, y) = p(x)p(y). Por construcción se tiene que ker p =
π1(G).

Observación 4.1.10. L(p) : L(G̃) → L(G) es un isomorfismo; en efecto como p
es un recubrimiento resulta que este es un homeomorfismo local luego L(p) es un
isomorfismo. De esta manera podemos identificar el álgebra de Lie de un grupo de
Lie con la de su espacio recubridor universal.

Lema 4.1.11. Sea Γ un subgrupo discreto de un grupo de Lie conexo G, entonces
la proyección p : G→ G/Γ es una aplicación recubridora.
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Demostración. Como Γ es discreto existe U entorno de 1 tal que U ∩ Γ = {1}, por
continuidad del producto existe V entorno de 1 tal que V −1V ⊂ U de aqúı que
V −1V ∩Γ = {1}. Consideramos el conjunto de la forma V h ⊂ G para h ∈ Γ que son
disjuntos pues si v1h1 = v2h2 entonces v−1

2 v1 = h2h
−1
1 ∈ V −1V ∩ Γ = 1 con lo cual

v1 = v2 y h1 = h2, además de la misma manera se tiene que p |V h es inyectiva. Para
establecer los entornos del recubrimiento usaremos translaciones a izquierda. Dada la
clase gΓ, consideramos los entornos gV Γ := {gvΓ : v ∈ V } y p−1(gV Γ) = ∪h∈ΓgV h
es una unión disjunta y p restringida a gV h es un difeomorfismo.

Teorema 4.1.12. Sea f : G→ H un homomorfismo de grupos de Lie conexos que
es un homeomorfismo local, entonces f es una aplicación recubridora.

Demostración. Sea Γ := ker f , veamos que es discreto. En efecto; dado g ∈ Γ, como
f es homeo local existe entorno U de g tal que f |U es inyectiva, luego U ∩ Γ = g.
Luego f induce el isomorfismo f̃ : G/Γ→ H y por el teorema anterior la aplicación
G→ G/Γ es recubridora luego f resulta recubridora.

El siguiente lema proporciona una forma de construir homomorfismos de gru-
pos sobre dominios simplemente conexos, el cual usaremos para la construcción del
homomorfismo del grupo de periodos.

Lema 4.1.13. Sea G un grupo topológico simplemente conexo y H un grupo arbi-
trario. Supongamos que W es un entorno simétrico de 1 ∈ G,es decir, W = W−1, y
f : W → H una aplicación tal que

f(xy) = f(x)f(y) x, y, xy ∈ W

entonces existe un único homomorfismo ϕ : G→ H tal que ϕ |W= f .

Demostración. Sea K el gráfico de f , es decir

K := {(g, f(g)) : g ∈ W} ⊂ G×H

y dotamos a K de la única topoloǵıa que hace de la biyección

β : W → K, g 7→ (g, f(g))

un homeomorfismo. Sea E := 〈K〉 ⊂ G × H subgrupo generado por K, podemos
dotar a E de estructura de espacio topológico conexo donde K es entorno abierto
de 1; para este fin denotemos a m : G × G → G como la multiplicación en G. Sea
W0 := m−1(W ) ∩ (W × W ) que es un conjunto abierto en W × W . Como β es
homeomorfismo el conjunto V0 := {(β(g1), β(g2)) : (g1, g2) ∈ W0×W0} es un abierto
y cumple que si m(V0) ⊂ K y para cada x ∈ K (x, 1), (1, x), (x, x−1) ∈ V0 luego
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E posee estructura de grupo topológico. Consideramos la aplicación π : E → G
que es la restricción de pr1 : G × H → G (la proyección a la primer coordenada
restringida) a E. Notemos que π es homomorfismo de grupos pues pr1 lo es y además
π |K= β−1 : K → W . Como β es un homeomorfismo y K es un entorno abierto de 1
se tiene que π resulta un recubrimiento. Como G es simplemente conexo resulta que
π es un homeomorfismo. En particular π es biyectiva y π−1 : G→ E un isomorfismo
de grupos para cada g ∈ W tenemos que

π−1(g) = β(g) = (g, f(g))

luego considerando pr2 : G×H → H la proyección a la segunda coordenada, tenemos
que

ϕ := pr2 ◦ π−1 : G→ H

es un homomorfismo y ϕ |W= f .

4.2. Extensiones centrales

Definición 4.2.1. Una extensión de grupos topológicos (resp.de grupos de Lie) es
una sucesión exacta corta de homomorfismos continuos (resp. diferenciables)

1→ A→ Ĝ→ G→ 1.

La extensión se dice central si A = Z(Ĝ) el centro de Ĝ.

El próximo teorema nos permitirá obtener una descripción del término Ĝ de
una extensión central como un cociente, junto con la existencia de un homomorfismo
de grupos el cual utilizaremos en la construcción del grupo de peŕıodos de un álgebra
de Lie en el caṕıtulo siguiente.

Teorema 4.2.2. Sea G un grupo topológico, localmente arco conexo y semilocal-
mente simplemente conexo y qG : G̃→ G su espacio recubridor universal. Para una
extensión central de grupos topológicos Z ↪→ Ĝ

q→ G, si existe una sección local
continua σU : U → Ĝ tal que σU(xy) = σU(x)σU(y) para x, y, xy ∈ U ⊂ G entonces
existe un homomorfismo γ : π1(G)→ Z y un isomorfismo

Φ : (G̃× Z)/Γ(γ−1)→ Ĝ, con q ◦ Φ([x, 1]) = qG(x), x ∈ G̃

donde Γ(γ−1) es el gráfico de d 7→ γ(d)−1.

Demostración. Veamos en primer lugar que existe σ̃ : U → G̃ una sección continua
del recubrimiento universal qG donde U es un entorno de 1, conexo y simetrico. En
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efecto; tomemos un entorno contráctil V en G tal que la inclusión i∗ : π1(V )→ π1(G)

sea trivial y W abierto de Ĝ que contega a σU(U) y q(W ) ⊂ V

G̃
qG

##FFFFFFFFF

W

λ
??�������� q| // V

� � i // U ⊂ G,

σU

hh

luego como

(i ◦ q |)∗(π1(W )) = i∗(q |)∗(π1(W )) ⊂ i∗(π1(V )) = 0 = p∗(π1(G̃))

por levantamiento universal existe λ tal que el diagrama conmuta. Luego sirve como
sección de qG tomar σ̃ := λ ◦ σU , que es claramente sección pues por la conmutati-
vidad del diagrama qG ◦ σ̃ = qG ◦ λ ◦ σU = q | ◦σU = id.
Luego la aplicación

σU ◦ qG |σ̃(U): σ̃(U)→ Ĝ

es un homomorfismo local y por el Lema 4.1.13 este se extiende a un homomorfismo
continuo f : G̃→ Ĝ con f ◦ σ̃ = σU . Afirmamos que debido a esto se tiene q◦f = qG;
en efecto si restringimos q ◦ f al abierto σ̃(U), se tiene

q ◦ f |σ̃(U)= q ◦ σU ◦ qG |σ̃(U)= qG |σ̃(U)

luego como ambos son morfismos y coinciden en un entorno de 1 y G̃ es conexo,
entonces q ◦ f(g) = qG(g),∀g ∈ G̃.
Definimos la aplicación

ψ : G̃× Z → Ĝ

(g, z) 7→ f(g)z

que es un homomorfismo continuo, en efecto como Z es el centro y f es homomor-
fismo, se tiene

ψ((g, z)(g′, z′)) = ψ(gg′, zz′) = f(gg′)zz′ = f(g)f(g′)zz′ = f(g)zf(g′)z′ =

= ψ(g, z)ψ(g′, z′)

y es continuo porque la multiplicación del grupo es continua. Además ψ es un ho-
meomorfismo local, para probar esto basta probar que existe un entorno de 1 tal que
sea homeo, luego como ψ es morfismo se puede trasladar a un abierto de cualquier
punto de G̃× Z. Probaremos entonces que ψ |σ̃(U)×Z es un homeomorfismo; como

ψ(σ̃(x), z) = f(σ̃(x))z = σU(x)z, x ∈ U, z ∈ Z
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basta probar entonces que la aplicación (x, z)
β7→ σU(x)z de U × Z → q−1(U) es un

homeo. En primer lugar está bien definida pues q(σU(x)z) = q(σU(x))q(z) = x ∈ U
pues Z = ker q y σU sección local de q. Podemos definir una inversa que resulta
continua como

q−1(U)→ U × Z
x 7→ (q(x), (σU(q(x))−1x)

que está bien definida, pues

q((σU(q(x)))−1x) = q(σU(q(x))−1)q(x) = q(x)−1q(x) = 1

luego se tiene que (σU(q(x))−1x ∈ ker q = Z. Por último, ψ resulta sobreyectiva;

observemos primero que q |imψ es sobreyectiva, en efecto dado g ∈ G existe g̃ ∈ G̃
tal que g = qG(g̃) luego como q ◦ f = qG se tiene que g = qG(g̃) = q(f(g̃)) y es claro

que f(g̃) = f(g̃)1 = ψ(g̃, 1) ∈ imψ. Probaremos ahora que imψ = Ĝ, supongamos

que existe x ∈ Ĝ tal que x /∈ imψ, como q(x) ∈ G y G = q |imψ se tiene que
q(x) = q(y) para algún y ∈ imψ, como q es homomorfismo tal que xy−1 ∈ ker q = Z
y Z ⊂ imψ con lo que xy−1 ∈ imψ, dado que imψ es un subgrupo e y ∈ imψ se
tiene que x ∈ imψ, absurdo pues tomamos x /∈ imψ. Como ψ es homeo local y
sobreyectiva, resulta una aplicación recubridora. Por los teoremas de isomorfismos
tenemos que

Ĝ
φ∼= (G̃× Z)/ kerψ, kerψ = {(g, f(g)−1) : g ∈ f−1(Z)}.

Es fácil ver que f−1(Z) = ker(q ◦ f), pues Z = ker q luego tenemos que

f−1(Z) = ker(q ◦ f) = ker qG = π1(G)

con lo cual

kerψ = {(d, γ(g)−1) : d ∈ π1(G)} = Γ(γ−1)}, γ := f |π1(G) .

Por construcción de φ se tiene que si denotamos la clase del par (x, z) ∈ G̃×Z como
[x, z], entonces φ([x, z]) = ψ(x, z) luego

φ([x, 1]) = ψ(x, 1) = f(x).

Aplicando q resulta que

q(φ([x, 1])) = q(f(x)) = qG(x).



Caṕıtulo 5

Integrabilidad

En este caṕıtulo utilizaremos el teorema del cociente de grupos de Lie-Banach
2.2.1 para dar una definición directa del grupo de peŕıodos Π(g) de un álgebra
de Lie-Banach. Para hacer esta nueva construcción utilizaremos el Teorema 4.2.2.
De esta manera obtendremos aśı el teorema de caracterización de álgebras de Lie
integrables.

5.1. Integrabilidad de homomorfismos de álgebras

de Lie

El principal resultado de esta primer sección permitirá ver cuando un homo-
morfismo de álgebras de Lie se integra a un homomorfismo de grupos de Lie. Para
eso utilizaremos los resultados obtenidos en los caṕıtulos anteriores sobre grupos
locales de Lie. Como consecuencia de esto daremos un ejemplo de un álgebra de
Lie-Banach no integrable.

Definición 5.1.1. Un álgebra de Lie-Banach g se dice integrable si existe un grupo
de Lie-Banach G cuya álgebra de Lie es g, es decir L(G) = g. Pasando por el grupo

recubridor universal G̃ de G se tiene que L(G̃) = L(G) = g con lo cual si un álgebra
de Lie es integrable siempre podemos suponer que existe G simplemente conexo tal
que L(G) = g.

Teorema 5.1.2 (Teorema de Frobenius). Sea H un grupo de Lie-Banach, g un
álgebra de Lie-Banach y ϕ : g → L(H) un homomorfismo inyectivo continuo de
álgebras de Lie. Luego existe un grupo de Lie-Banach G conexo y un homomorfismo
de grupos de Lie f : G→ H tal que g = L(G) y ϕ = L(f).

53
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Demostración. Sea h = L(H). Tomemos un entorno abierto V de 1 ∈ H y R > 0 tal
que expH |Bh(0,R): Bh(0, R)→ V sea un difeomorfismo. Como ϕ : g→ h es coninua,
existe r > 0 tal que ϕ(Bg(0, r)) ⊂ Bh(0, R). Definimos

G := 〈(expH ◦ϕ)(Bg(0, r))〉 ⊆ H

es decir G es el subgrupo de H generado generado por (expH ◦ϕ)(Bg(0, r)). Vamos
a equipar a G con una estructura de grupo de Lie-Banach tal que L(G) = g y la
inclusión f : G ↪→ H satisfaga L(f) = ϕ; sea

K := (expH ◦ϕ)(Bg(0, r)).

Existe una única estructura de variedad de Banach sobre K tal que la aplicación
biyectiva θ := expH ◦ϕ |Bg(0,r): Bg(0, r) → K es un difeomorfismo. El entorno
Bg(0, r) tiene estructura local de grupo de Lie con la multiplicación definida por
la serie de BCH y la inversion dada por x 7→ −x. Luego el difeomorfismo θ nos
permite definir una estructura de grupo de Lie local que respeta la multiplicación y
la inversión heredada de G. Como el subgrupo G de H es generado por K, este tiene
una única topoloǵıa tal que la inclusión K ↪→ G es un embeding y K es un entorno
abierto de 1 ∈ G. Como K es conexo (esto es porque Bg(0, r) es conexa y expH ◦ϕ
es un difeomorfismo) luego G es conexo (por ser unión de conexos cuya intersección
es no vaćıa). Hemos visto que K tiene estructura de grupo de Lie local, de aqúı que
G posee estructura de grupo de Lie modelada por el espacio de Banach g.
Ahora probaremos que L(G) = g; tomemos r0, R0 tal que r0 < r y ϕ(Bg(0, r0)) ⊆
Bh(0, R0). Luego para todo x, y ∈ Bg(0, r0) tenemos que

θ(x ∗ y) = expH(ϕ(x ∗ y)) = expH(ϕ(x) ∗ ϕ(y)) =

= expH(ϕ(x)) expH(ϕ(y)) = θ(x)θ(y).

Ahora como θ : Bg(0, r) → K es carta local alrededor de 1 ∈ G, el corchete de g
coincide con el de L(G), esto hace que L(G) = g. Es fácil ver que f : G ↪→ H, la
inclusión, es diferenciable en un entorno de 1 ∈ G (por ejemplo K ⊂ G); en efecto
basta tomar como carta local de G a θ y de H a exp−1

H |Bh(0,R) : V → Bh(0, R) se
tiene entonces que

exp−1
H ◦f ◦ θ = ϕ ∈ C∞

luego como f es homomorfismo de grupos y G,H son grupos de Lie se tiene que f
es diferenciable en todo G.
Para terminar basta ver que L(f) = ϕ, en efecto sea x ∈ Bg(0, r) la curva

t
γ7→ expH(ϕ(tx)),
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que cumple que γ(t + s) = γ(s)γ(t) luego por unicidad se corresponde con un
subgrupo a un parámetro de G, es decir, expG(x) = expH(ϕ(x)). Por naturalidad de
f se tiene

expH(L(f)x) = expG x = expH(ϕ(x))

y como expH es inyectiva en este entorno, L(f)x = ϕ(x) para x ∈ Bg(0, r), luego
deben ser iguales en g.

Corolario 5.1.3. Sea H un grupo de Lie-Banach con álgebra de Lie h, sea G ⊆ H
un subgrupo cerrado y sea

g := {x ∈ h : expH(tx) ∈ G∀t ∈ R}.

Entonces g es subálgebra cerrada de h y existe una única topoloǵıa y estructura de
variedad sobre G que lo hace un grupo de Lie-Banach tal que L(G) = g.

Demostración. Ya hemos probado en caṕıtulos anteriores que g asi definida es una
subálgebra de h. Sea G0 = 〈expH g〉. Sea ϕ : g ↪→ h = L(H) la inclusión luego por
el Teorema 5.1.2 existe una estructura de grupo de Lie-Banach conexo sobre G0 tal
que L(G0) = g, la inclusión f : G0 ↪→ H es diferenciable y L(f) = ϕ.
Veamos ahora que G0 / G; en efecto para cada g ∈ G ⊂ H tenemos la aplicación
Adg : H → H dada por x 7→ gxg−1 por naturalidad

expH(L(Adg)x) = Adg(expH(x)) = g expH(x)g−1,∀x ∈ h (1)

en particular si x ∈ g , t ∈ R tenemos que

expH(t(L(Adg)(x))) = expH(L(Adg)(tx)) = g expH(tx)g−1 ∈ G

de aqui que L(Adg)(x) ∈ g. Luego de (1) última igualdad muestra que g expH gg−1 ⊆
expH g lo cual implica que G0 / G. Para cada g ∈ G la aplicación G0 → G0, h 7→
ghg−1, resulta diferenciable por ser un homomorfismo de grupos de Lie continuo.
Luego por el teorema de grupos de Lie locales podemos dotar a G con estructura de
grupo de Lie en la cual G0 resulta abierto y L(G) = L(G0) = g

Si dimH < ∞ hay un resultado clásico de la teoŕıa de grupos de Lie en di-
mensión finita que asegura que si G es subgrupo cerrado de H, este posee estructura
de subgrupo de Lie de H. En grupos de Lie-Banach esto no es cierto. Veamos un
ejemplo.

Ejemplo 5.1.4. Consideremos el espacio de Hilbert H := L2([0, 1],R) como grupo
de Lie-Banach con la suma. Sea G := L2([0, 1],Z) es un subgrupo cerrado. Supon-
gamos que G es subgrupo de Lie de H, luego su álgebra de Lie es

L(G) = {f ∈ L(H) : expH(tf) ∈ G,∀t ∈ R}.
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Como el grupo a un parámetro de H es γ : (R,+)→ (G,+), γ(t) = tf con f ∈ G se
tiene entonces que γ(t) = expH(tf) = tf para cada f ∈ L(H). Entonces si f ∈ L(G)
se tiene que tf ∈ G para todo t ∈ R con lo que f = 0 luego L(G) = {0}. Por el
Teorema 2.1.4 se tiene que existe un entorno V de 0 en H tal que

exp(U ∩ L(G)) = V ∩G

como L(G) = 0 se tiene entonces que V ∩ G = 0, luego G es un subgrupo discreto.
Por otro lado el grupo G es arco-conexo y además contractible ya que la aplicación
F : I ×G→ G dada por

F (t, f)(x) =


f(x) si 0 ≤ x ≤ t

0 si t < x ≤ 1

es continua y F (1, f) = f y F (0, f) = 0 lo cual es una contradicción.

Veremos ahora el principal resultado de esta sección. El siguiente teorema
estable las condiciones necesarias para que un morfismo de álgebras de Lie resulte
integrable.

Teorema 5.1.5 (Teorema de integración de morfismos de álgebras de Lie ). Sean G y
H grupos de Lie-Banach tal que G es simplemente conexo. Sea ϕ : L(G)→ L(H) un
homomorfismo. Existe entonces un único homomorfismo de grupos de Lie f : G→ H
tal que L(f) = ϕ.

Demostración. El producto G × H tiene estructura de grupo de Lie-Banach con
las operaciones coordenada a coordenada y su álgebra de Lie es L(G) ⊕ L(H).
Sea Γ(ϕ) = {(x, ϕ(x)) : x ∈ L(G)} (gráfico de ϕ), define una subálgebra de Lie
en L(G) ⊕ L(H) con las operaciones coordenada a coordenada. Por el Teorema
5.1.2 existe un homomorfismo inyectivo de grupos de Lie i : K → G × H tal que
L(K) = Γ(ϕ) y L(i) es la inclusión de Γ(ϕ) ↪→ L(G) ⊕ L(H) . Consideramos la
aplicación π1 ◦ i : K → G × H → G con π1 proyección a la primer coordenada.
Veamos que su diferencial es un isomorfismo. En efecto;

L(π1 ◦ i)(x, ϕ(x)) = π1(L(i)(x, ϕ(x))) = π1(x, ϕ(x)) = x,

luego si consideramos la aplicación

L(G)→ Γ(ϕ) : x 7→ (x, ϕ(x))

es morfismo de álgebras y es una inversa para L(π1 ◦ i). Luego como L(π1 ◦ i) es
un isomorfismo se tiene que π1 ◦ i : K → G es una aplicación recubridora. Como
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G es simplemente conexo esta aplicación define un isomorfismo y de esta manera
podemos identificar a K con G. Sea π2 : G × H → H la proyección a la segunda
coordenada, luego f := π2 ◦ i : G → H es un homomorfismo de grupos de Lie y
L(π2 ◦ i)(x) = π2(x, ϕ(x)) = ϕ(x).

Corolario 5.1.6. Sean G,H dos grupos de Lie-Banach simplemente conexos tales
que L(G) ' L(H) es decir con álgebras de Lie isomorfas, entonces G ' H.

Demostración. Sea ϕ : L(G) → L(H) un iso de álgebras. Como G es simplemente
conexo entonces existe f : G → H homomorfismo de grupos tal que L(f) = ϕ,
análogamente como H es simplemente conexo existe g : H → G tal que L(g) = ϕ−1,
luego por regla de la cadena

L(id) = id = ϕ ◦ ϕ−1 = L(f) ◦ L(g) = L(f ◦ g)

L(id) = id = ϕ−1 ◦ ϕ = L(g) ◦ L(f) = L(g ◦ f)

con lo cual como coinciden en 1,

g ◦ f = f ◦ g = id.

5.2. Un álgebra de Lie-Banach no integrable

Daremos ahora un ejemplo de un álgebra de Lie-Banach la cual no resulta
integrable.

Ejemplo 5.2.1. Sea H un espacio de Hilbert de dimensión infinita sobre C y U(H)
su grupo unitario. Este es un grupo de Lie-Banach cuya álgebra de Lie es

u := L(U(H)) = {X ∈ B(H) : X∗ = −X}.

Veamos en primer lugar que el centro de esta álgebra es z(u) = Ri1. Es claro que
Ri1 ⊂ z(u), la otra inclusión se deduce del hecho de que el centro del álgebra de
B(H) son los escalares. En efecto sea X ∈ z(u) es decir que

XY = Y X, ∀Y ∈ u

luego como (iY )∗ = −iY ∗ = iY , ie es hermitiana X conmuta con iY también.
Como cualquier operador Y ∈ L(H) se escribe como suma de un hermitiano mas
un antihermitiano, tenemos que

XY = X(Yah + Yh) = XYah +XYh = YahX + YhX = (Yah + Yh)X = Y X
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con lo que X conmuta con cualquier elemento de B(H).
Consideramos el álgebra de Lie-Banach cociente

g := u⊕ u/Ri(1,
√

21).

Veremos que esta álgebra resulta no integrable. Supongamos que si lo es, luego existe
un grupo de Lie-Banach G tal que L(G) = g. Sea

Q : u⊕ u→ g

el homomorfismo cociente. De acuerdo al teorema de Kuiper [KU65] el grupo uni-
tario U(H) resulta contractible, en particular simplemente conexo como aśı también
G1 := U(H)× U(H) por ser producto de simplemente conexos. Como

g1 := u⊕ u = L(U(H))⊕ L(U(H)) = L(U(H)× U(H)),

q es integrable a un único homomorfismo de grupos

q : G1 → G, L(q) = Q.

Por naturalidad tenemos que expG ◦Q = q ◦ expG1
, y en particular que exp(kerQ) ⊂

ker q. Como

Z(G1) = expG1
(z(g1)) = expG1

(z(u)× z(u)) = exp(Ri× Ri) ' S1 × S1

y exp(kerQ) es un subgrupo a un parámetro denso en Z(G1) por la continuidad de
q tenemos que Z(G1) ⊂ ker q con lo cual z(g1) ⊂ kerL(q) = kerQ lo cual es una
contradicción pues z(g1) = L(Z(G1)) = R2 y por otra parte kerQ ' R.

Teorema de Ado

Mencionaremos aqúı un resultado que utilizaremos para la demostración de
que toda álgebra de dimensión finita es integrable.

Definición 5.2.2. Una representación de un álgebra de Lie-Banach g es un homo-
morfismo de álgebras ψ : g → End(V ) donde V es algún espacio vectorial. Una
representación se dice fiel si ψ es un monomorfismo.

Teorema 5.2.3 (Teorema de Ado). Si g es un algebra de Lie de dimensión finita
entonces tiene una representación fiel en gln(R) para algún n.

Demostración. Ver [Jac79] p.199.
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Teorema 5.2.4. Si g es un álgebra de Lie de dimensión finita entonces es integrable.

Demostración. Por el Teorema de Ado existe un monomorfismo de álgebras de Lie

g ↪→ gln(R) = L(GLn(R)),

luego por el Teorema de Frobenius 5.1.2, existe G un grupo de Lie-Banach tal que
L(G) = g.

5.3. Álgebra y grupo de caminos

Definición 5.3.1. Sea G un grupo de Lie-Banach conexo, definimos el grupo de
caminos de G, como

P (G) := {γ ∈ C ([0, 1] , G) : γ(0) = 1}

donde la multiplicación es punto a punto, es decir (γα)(t) = γ(t)α(t). Este grupo es
un grupo de Lie-Banach. Sea g un álgebra de Lie, definimos

P (g) := {γ ∈ C ([0, 1] , g) : γ(0) = 0}

que es un álgebra de Lie donde la operación corchete esta dada por [f, g] (t) :=
[f(t), g(t)]. Si g = L(G) es el álgebra de Lie de G, entonces el álgebra de Lie de
P (G) es P (g). Es decir vale que L(P (G)) = P (L(G)), esto se ve del hecho que la
aplicación P (L(G))→ P (G) dada por γ 7→ expG ◦γ es la aplicación exponencial de
P (G).
La aplicación evaluación

ev1 : P (G)→ G, γ 7→ γ(1)

es un morfismo de grupos de Lie, luego su núcleo Ω(G) := ker(ev1) es un subgrupo
de Lie de P (G) debido al Teorema 2.2.1. Es claro por los teoremas de isomorfismo
que como ev1 es sobreyectiva G ∼= P (G)/Ω(G).

Observación 5.3.2. P (G) es contractible. Es decir que la aplicación idP (G) es ho-
motópica a una constante. En efecto basta considerar la homotoṕıa H : I×P (G)→
P (G) dada por H(s, γ(t)) = γ(st). En particular P (G) es simplemente conexo.

A partir de ahora supondremos que g es un álgebra de Lie-Banach y z = z(g)
su centro y gad := g/z, el álgebra de Lie cociente.

Probaremos ahora la integrabilidad de distintas álgebras de Lie las cuales serán
de utilidad en la construcción del grupo de peŕıodos.
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Observación 5.3.3. z es integrable, mas aún toda álgebra abeliana es integrable.

Demostración. Podemos definir en z una estrucutura de grupo de Lie con la opera-
ción x∗ y := x+ y y la operación x−1 := −x observemos que esta definición coincide
con la expansión de la serie de BCH en z ya que z es abeliana. Veamos que z con
esta estructura de grupo de Lie induce en su álgebra de Lie la misma estructura,
es decir el corchete inducido por ∗ es el nulo. Calculemos los campos invariantes a
izquierda, sea v ∈ L(z) tal que Xv(g) = (Lg)∗v, luego se tiene que su diferencial es
(Lg)∗v = v con lo que Xv(g) = v es decir el campo es constante luego el corchete
es 0. Luego L(z) ' z son isomorfos como álgebras con la identidad. Veamos que la
exponencial es la identidad, en efecto sea α(t) = tv es una curva integral de Xv ya
que Xv(α(t)) = α̇(t) luego exp(v) = α(1) = v es la identidad.

Lema 5.3.4. El álgebra de Lie

der(g) := {T ∈ B(g) : T ([X, Y ]) = [T (X), Y ] + [X,T (Y )]∀X, Y ∈ g}

conocida como las derivaciones, es integrable.

Demostración. Como Gl(g) es el grupo de unidades del álgebra de Banach B(g)
se tiene de esta manera que GL(g) tiene estructura de grupo de Lie Banach con
L(GL(g)) = B(g).
Es claro que el grupo Aut(g) de automorfismos de g es subgrupo cerrado. Por el
Corolario 5.1.3 Aut(g) es un grupo de Lie-Banach y además

L(Aut(g)) = {T ∈ B(g) : exp(RT ) ⊂ Aut(g)}.

Veamos que der(g) coincide con este último conjunto. En efecto; sea T ∈ B(g) tal
que exp(tT ) ∈ Aut(g) ∀t ∈ R queremos ver que T es derivación. Como

exp(tT ) [x, y] = [exp(tT )x, exp(tT )y]

derivando ambos miembros (y como la derivada de t 7→ exp(tT ) es T exp(tT ) =
exp(tT )T ) se tiene que

exp(tT )(T [x, y]) = [T (exp(tT )x), exp(tT )y] + [exp(tT )x, T (exp(tT )y)] .

y luego evaluando en t = 0 se tiene

T [x, y] = [Tx, y] + [x, Ty] .

Reciprocamente sea T una derivación, queremos ver que exp(tT ) ∈ Aut(g)∀t ∈ R,
consideramos la función

v(t) = exp(tT )([x, y])− [exp(tT )x, exp(tT )y] .
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Como T es derivación

T [exp(tT )x, exp(tT )y] = [T (exp(tT )x), exp(tT )y] + [exp(tT )x, T (exp(tT )y)]

luego v(t)′ = Tv(t) pero v(0) = 0, aśı se tiene que v(t) = 0.

Teorema 5.3.5. gad es integrable.

Demostración. Consideramos la aplicación

ad : g→ der(g)

Z 7→ (X
D7→ [X,Z]).

Por la identidad de Jacobi se tiene que la aplicación D(X) = [X,Z] es una deriva-
ción, en efecto

D([X, Y ]) = [[X, Y ] , Z] = − [[Y, Z] , X]− [[Z,X] , Y ] = [X, [Y, Z]] + [[X,Z] , Y ]

= [D(X), Y ] + [X,D(Y )] .

Como ker ad = z, la aplicación se factoriza a través de un morfismo inyectivo
g/z → der(g) y como der(g) es integrable pues es el álgebra de Lie del grupo de
Lie-Banach Aut(g) se tiene que también g/z es integrable.

Ahora nos concentraremos en demostrar que el álgebra de caminos P (g) es
integrable apelando a un resultado de Malcev [Mal65] sobre asociatividad generali-
zada en grupos locales. La misma será consecuencia de aproximaciones polinómicas
en espacios de Banach.

Lema 5.3.6. Dado E un espacio Banach, para toda función continua f : I → E y
todo ε > 0 existen a0, a1, ....an ∈ E tales que

‖ f(t)−
n∑
k=0

akt
k ‖ < ε,∀t ∈ I.

Demostración. Sea f : I → E y ε dado. Como f es uniformemente continua pode-
mos tomar una partición 0 = t0 < t1 < .... < tm = 1 tal que ‖ f(t)− f(ti) ‖ < ε/4
para ti 6 t 6 ti+1. Sea l : I → E la función continua definida por trozos {l(t) : ti 6
t 6 ti+1} donde para cada i, l(t) es el segmento que une f(ti) con f(ti+1). Es claro
que ‖f(t)−l(t)‖ < ε/2 para todo t ∈ I. Sea E ′ ⊂ E el subespacio generado por l(I).
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Como dimE ′ 6 m < ∞ por el teorema de Weierstrass existen a0, a1, ...., an ∈ E ′
tales que ‖ l(t)−

∑n
k=0 akt

k ‖ < ε/2 para todo t ∈ I. Luego

‖ f(t)−
n∑
k=0

akt
k ‖6‖ l(t)−

n∑
k=0

akt
k ‖ + ‖ f(t)− l(t) ‖ < ε.

Definición 5.3.7. Una palabra es una n-ésima operación binaria en un grupo local,
la cual definimos por inducción de la siguiente forma:
a) Existe una operación binaria llamada f 1 la cual es la identidad es decir f 1(x) = x
b) Supongamos n > 1, y que para k < n tenemos definida la k-ésima operación que
es una palabra. Luego fn será una palabra si y solo si existen números k, l tal que
k + l = n y las operaciones fk, f l son palabras tales que fn(x1, ...., xn) existe si y
solo si fk(x1, ...., xk), f

l(xk+1, ...., xn) existen y además se cumple que

fn(x1, ...., xn) = fk(x1, ..., xk)f
l(xk+1, ...., xn).

Definición 5.3.8. Un grupo local se dice que satisface la asociatividad general si
para todo par de palabras fn1 , f

n
2 y toda n-upla (x1, ...., xn) donde exista fn1 (x1, ..., xn)

y fn2 (x1, ...., xn) se tiene que

fn1 (x1, ..., xn) = fn2 (x1, ...., xn).

Sea Vr entorno de 0 en g donde la serie de BCH converge absolutamente, con
la multiplicación X ∗Y se tiene que Vr es un grupo local anaĺıtico (ver Sección 1.4).
La forma de insertar los corchetes en X1....Xn es como palabras y las notaremos
w(X1, ...., Xn). Si X1, ...., Xn ∈ Vr, decimos que w(X1, ...., Xn) esta definido en el
grupo local Vr si el producto X1....Xn puede ser calculado en Vr cuando insertamos
los corchetes, como indicados con w. Definimos

dom w = {(X1, ...., Xn) ∈ Vr × ...× Vr : w(X1, ..., Xn) está definido }.

Lema 5.3.9. Supongamos que f1, ....., fn ∈ P (g) son tales que f1(t), ...., fn(t) ∈ Vr
para todo t ∈ I, y wi(X1, ...., Xn) son palabras tales que wi(f1(t), ...fn(t)) está de-
finida para todo t ∈ I. Entonces w1(f1(t), ...fn(t)) = w2(f1(t), ...fn(t)) para todo
t ∈ I.

Demostración. Tomemos ε > 0 suficientemente pequeño tal que w1(X1, ..., Xn) =
w2(X1, ..., Xn) cuando ‖Xi‖ < ε para todo i. Como dom wi es abierto, por el Teorema
5.3.6 existen polinomios tales que ‖fj(t)− gj(t)‖ < ε y (g1(t), ...., gn(t)) ∈ dom w1∩
dom w2 para todo t. Por continuidad de gj en 0 existe η > 0 tal que ‖gj(t)‖ < ε
para todo |t| < η. De aqúı que

w1(g1(t), ..., gn(t)) = w2(g1(t), ..., gn(t)) (∗)
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cuando |t| < η. Ahora como wi : dom wi → g es anaĺıtica y también lo es la aplicación
Iε → dom wi (con Iε entorno abierto de I) dada por t 7→ (g1(t), ..., gn(t)) luego por
el Teorema 1.0.2 la igualdad (*) vale para todo t ∈ I.

El siguiente resultado cuya prueba el lector puede encontrar en el paper de
[Mal65] resultará clave para lo que sigue.

Teorema 5.3.10. Un grupo local V es embebido en un grupo si y solo si V satisface
la condición de asociatividad general.

Teorema 5.3.11. P (g) es integrable.

Demostración. Para probar el teorema consideraremos el grupo local

P (Vr) = {f ∈ P (g) : ‖f‖ < r} = {f : I → Vr}

de P (g). Como el producto en P (g) es definido puntualmente, lo mismo suce-
de en P (Vr). Esto muestra que wi(f1, ..., fn) esta definido en P (Vr) si y solo si
wi(f1(t), ...fn(t)) esta definido en Vr para cada t. Luego por el Teorema 5.3.9 se
satisface la propiedad de asociatividad general y por el Teorema 5.3.10; existe un
grupo topológico G en el cual P (Vr) ⊂ G (el cual es un embeding). Ahora utilizando
el teorema de grupos locales de Lie se tiene que G tiene estructura de grupo de Lie
donde P (Vr) es un abierto y L(G) = P (g).

Teorema 5.3.12. El funtor g 7→ P (g) es exacto.

Demostración. Sea 0 → N ⊂ L
φ→ M → 0 una sucesión exacta de álgebras de Lie.

Aplicando P uno obtiene de manera evidente una sucesión exacta 0 → P (N) ⊂
P (L) → P (M), resta ver que el último morfismo es sobreyectivo. Sea f ∈ P (M) y
sea Pl(M) el subespacio de P (M) de segmentos por trozos continuos. Como vimos
antes, Pl(M) es denso en P (M). Luego existe (fn)n ∈ Pl(M) tal que ĺımn fn = f .
Podemos suponer que ‖ fn − fn−1 ‖< 2−n (reemplazando por alguna subsucesión).
Sea g1 = f1 y gn = fn−fn−1, luego

∑∞
1 gn = f por ser telescópica. Como L/N 'M

las normas son equivalentes, luego existe una constante C tal que para cada X ∈M
tenemos una una preimagen X ′ ∈ L tal que ‖ X ′ ‖≤ C ‖ X ‖. Veamos que
cada gn puede ser levantada a una curva hn ∈ Pl(L) por medio de la aplicación
L→ M ; en efecto supongamos que nos situamos en algún intervalo de la partición
x = ti y escribamos gn(t) = tvn + wn, gn+1 = tvn+1 + wn+1, de manera que gn(x) =
gn+1(x); de esta condición queda determinado wn en función de vn, wn+1, vn+1 como
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wn = x(vn+1 − vn) + wn+1. Podemos levantar via φ estos puntos obteniendo asi
v̄n, ¯vn+1, ¯wn+1 tales que

φ(v̄n) = vn, φ( ¯vn+1) = vn+1, φ( ¯wn+1) = wn+1.

Aśı definimos w̄n := x( ¯vn+1 − v̄n) + ¯wn+1, luego definimos hn(t) = tv̄n + ¯wn+1 y
hn+1(t) = t ¯vn+1 + ¯wn+1 y vale que hn(x) = hn+1(x) y φ(hn) = gn, φ(hn+1) = gn+1.
Además satisfacen que ‖ hn ‖6 C2−n. Tomando como h :=

∑∞
1 hn, h es continua

pues la serie converge uniformemente y claramente por linealidad de φ su imagen es
f .

5.4. Grupo peŕıodico de un álgebra de Lie-Banach

Llamaremos Gad al grupo de Lie-Banach simplemente conexo cuya álgebra de
Lie es gad.

Tenemos una extensión central de álgebras de Lie dada por la inclusión de z
en g y la proyección al cociente

z ↪→ g� gad. (1)

Sea
P̂ (g) := {(α, x) ∈ P (gad)× g : α(1) = x̄}

que es subálgebra de Lie de P (gad)× g. Consideramos una inclusión de z en P̂ (g) y
la proyección Q a la primer coordenada, de la siguiente forma

z
i
↪→ P̂ (g)

Q
� P (gad), (2)

donde i(z) = (0̄, z) ' z, Q(α, x) = α y 0̄ es la curva constantemente cero. Es
claro que kerQ = i(z), en efecto, sea (α, x) ∈ kerQ luego α(t) = 0 para todo t en
particular 0̄ = α(1) = x̄ luego x ∈ z de aqui que (α, x) = (0, x) ∈ i(z). Por definición
de i es claro que i(z) ⊆ ker(Q). Luego (2) es una extensión central.
La restricción de esta extensión a Ω(gad) permite obtener una sección continua de
Q dada por

σ : Ω(gad)→ P̂ (g), α 7→ (α, 0).

En śıntesis hemos construido el siguiente diagrama conmutativo de extensiones cen-
trales

z

id

��

i // P̂ (g)

π2

��

Q // P (gad)

ev1

��
z // g // gad.
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En las próximas lineas demostraremos que el álgebra de Lie P̂ (g) anteriormente
definida resulta integrable.

Teorema 5.4.1. P̂ (g) es integrable.

Demostración. Como el funtor g 7→ P (g) es exacto este induce en la extensión (1)
otra extensión exacta de caminos

0→ P (z)
i→ P (g)

ψ→ P (gad)→ 0

luego por los teoremas de isomorfismo tenemos que P (gad) ∼= P (g)/P (z). Por defi-
nición tenemos el siguiente diagrama conmutativo

z i // g // gad

P (z)

ev1

OO

// P (g)

ev1

OO

// P (gad).

ev1

OO

Definimos la aplicación η : P (g) → P̂ (g) como α 7→ (ᾱ, α(1)) donde ᾱ(t) := α(t).
Entonces η es morfismo de álgebras con las operaciones coordenada a coordenada
y el ker η = Ω(z) luego por los teoremas de isomorfismos P̂ (g) ∼= P (g)/Ω(z). De
aqúı que tenemos otra descripción de la sucesión (2) como

z ∼= P (z)/Ω(z)→ P̂ (g) ∼= P (g)/Ω(z)� P (gad).

Usando el Teorema 5.3.11 existe un grupo de Lie-Banach simplemente conexo H
cuya álgebra de Lie es P (g), es decir L(H) = P (g). Como H es simplemente conexo
y P (gad) = P (L(Gad)) = L(P (Gad)) el morfismo de álgebras ψ es integrable, obte-

niendose un homomorfismo de grupos de Lie H
φ→ P (Gad) el cual es sobreyectivo

por el lema 1.6.6
Sea N := kerφ que es un subgrupo normal y además es subgrupo de Lie-Banach, su
álgebra de Lie es L(N) = kerψ = P (z). Asi obtenemos una descripción P (Gad) ∼=
H/N . Como H → H/N es un fibrado principal trivial, de aqui existe una sucesión
exacta en los grupos de homotoṕıa por la Observación 3.3.4

π2(H/N)→ π1(N)→ π1(H)→ π1(H/N)→ 1.

Como P (Gad) es contractible se tiene que π2(H/N) = π1(H/N) = π1(P (Gad)) = 1
quedando asi que π1(N) ∼= π1(H) = 1, luego N es simplemente conexo. Como N y
L(N) tienen las mismas álgebras de Lie y ambos son simplemente conexos (L(N) lo
es por ser espacio vectorial) se tiene que son isomorfos. De aqui se ve que Ω(z) ⊆ P (z)

es un subgrupo de Lie normal de H. Definimos P̂ (G) := H/Ω(z) que es un grupo

de Lie-Banach por el Teorema 2.2.1 y se verifica que L(P̂ (G)) = L(H)/L(Ω(z)) =

P (g)/Ω(z) = P̂ (g). Pasando por su grupo universal recubridor podemos suponer

entonces que P̂ (G) es simplemente conexo e integra a P̂ (g).
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Tenemos el morfismo

L(P̂ (G)) = P̂ (g)
Q
� P (gad) = L(P (Gad))

que es integrable a un homomorfismo de grupos

P̂ (G)
q−→ P (Gad).

Como asi también la inclusión

z ↪→ P̂ (g) = L(P̂ (G))

a un homomorfismo inyectivo de álgebras de Lie. En resumen hemos conseguido
integrar la extensión central de álgebras de Lie

z
i
↪→ P̂ (g)

Q
� P (gad)

a una extensión de grupos de Lie

z ↪→ P̂ (G)
q−→ P (Gad)

la cual veremos que también resulta central.

Teorema 5.4.2. z
i
↪→ P̂ (G)

q−→ P (Gad) es una extensión central de grupos.

Demostración. Como P (Gad) es conexo y L(q) = Q es sobreyectiva, entonces q es
sobreyectiva por el Lema 1.6.6. Veamos ahora que ker q = z. En efecto, como q es
homomorfismo de grupos de Lie, ker q es subgrupo de Lie-Banach de P̂ (G) y como
la extensión (2) es central

L(ker q) = kerL(q) = kerQ = i(z) = 0̄× z ' z = L(Z)

es decir sus álgebras de Lie coinciden. Si vemos que ker q es simplemente conexo
entonces ker q es isomorfo a z. Veamos entonces que ker q es simplemente conexo;
tenemos un fibrado principal trivial

ker q ↪→ P̂ (G)→ P̂ (G)/ ker q ' P (Gad),

esto induce una sucesión exacta en los grupos de homotoṕıa

π2(P̂ (G)/ ker q)→ π1(ker q)→ π1(P̂ (G))→ π1(P̂ (G)/ ker q)

como P̂ (G)/ ker q ' P (Gad) es contractible entonces

π2(P̂ (G)/ ker q) = π1(P̂ (G)/ ker q) = 1,

quedando π1(ker q) ' π1(P̂ (G)) = 1.
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Lema 5.4.3. Existe Σ : U → P̂ (G) con U ⊂ Ω(Gad) entorno de la identidad tal
que Σ(xy) = Σ(x)Σ(y) para todo x, y ∈ U y además q ◦ Σ = id, es decir Σ es una
sección local para q.

Demostración. Por naturalidad de la exponencial tenemos el siguiente diagrama
conmutativo

P̂ (g)

êxp
��

Q
// P (gad)

σ
uu

exp

��
P̂ (G)

q // P (Gad) ⊇ U.

Como 1 ∈ Ω(Gad) tomemos U un entorno de 1 en Ω(Gad) tal que la exponencial
es difeomorfismo, luego para cada x′ ∈ U podemos expresar x′ = expx de manera
única con x ∈ Ω(gad). Definimos aśı

Σ(expx) := êxp(σ(x)).

Veamos que Σ(xy) = Σ(x)Σ(y); en efecto achicando el entorno U si es necesario tal
que la serie de BCH resulte convergente se tiene que

Σ(expx exp y) = Σ(exp(x ∗ y)) = êxp(σ(x ∗ y)) = êxp(σ(x) ∗ σ(y)) =

= êxp(σ(x))êxp(σ(y)) = Σ(exp x)Σ(exp y).

Veamos por último que q ◦Σ = id, para ello usamos la conmutatividad del diagrama

q ◦ Σ(expx) = q(êxp(σ(x))) = exp(Q(σ(x)) = exp(x)

pues σ es sección para Q.

Observación 5.4.4. Ω(Gad) es conexo.
Como P (Gad)/Ω(Gad) ' Gad y Gad es simplemente conexo, se tiene de la sucesión
exacta en los grupos de homotoṕıa

π1(P (Gad))→ π1(Gad)→ π0(Ω(Gad))→ π0(P (Gad))→ .....

que π0(Ω(Gad)) = 1 pues π1(Gad) = π0(P (Gad)) = 1.

Consideremos el homomorfismo γ : P̂ (G) → Gad , γ(g) = q(g)(1) = ev1(q(g))

(es sobreyectivo por ser composición de morfismos sobreyectivos) y definamos Ω̂(G) :=
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ker γ que es un subgrupo de Lie. Es fácil comprobar que Σ(U) ⊂ Ω̂(G), en efecto
sea λ ∈ U , queremos ver que γ(Σ(λ)) = 1 entonces por definición de γ tenemos que
γ(Σ(λ)) = ev1(q(Σ(λ))) = ev1(λ) = 1 pues q ◦ Σ = id y λ ∈ U ⊂ Ω(Gad).
Por la regla de la cadena se tiene que L(γ)(α, x) = L(ev1)L(q)(α, x) = α(1) = x̄,
luego kerL(γ) = Ω(gad)× z.

Por los teoremas del cociente se tiene que P̂ (G)/Ω̂(G) ' Gad; y como Gad es sim-
plemente conexo, por la sucesión exacta en los grupos de homotoṕıa se tiene nueva-

mente que Ω̂(G) es conexo, luego su grupo recubridor universal es Ω̃(Gad)× z, pues

L(Ω̂(G)) = kerL(γ) = Ω(gad)× z.

Teorema 5.4.5. Tenemos una extensión central de grupos inducida por la restric-
ción de q a Ω̂(G)

z ↪→ Ω̂(G)
q|

Ω̂(G)−→ Ω(Gad).

Demostración. Sea q′ := q |Ω̂(G), es claro que q′(Ω̂(G)) ⊂ Ω(Gad) por definición de γ.

Debido al Lema 5.4.3 y como Σ(U) ⊂ Ω̂(G) se tiene entonces que Σ es una sección
local para q′ en particular, U entorno de 1 es alcanzado por q′; es decir q′(Σ(U)) = U .
Como Ω(Gad) es conexo se tiene que q′ es sobreyectiva.
Resta probar que ker q′ = z; es claro que ker q′ ⊂ ker q = z. Veamos ahora que
ker q ⊂ ker q′, sea g ∈ ker q, luego γ(g) = ev1(q(g)) = ev1(1) = 1 o sea que g ∈
ker γ = Ω̂(G), entonces q′(g) = q(g) = 1 es decir g ∈ ker q′.

Observación 5.4.6. π1(Ω(Gad)) ∼= π2(Gad). En efecto, tenemos la sucesión exacta
en los grupos de homotopia inducida por el fibrado

(P (Gad), P (Gad)/Ω(Gad),Ω(Gad), p)

π2(P (Gad))
p∗→ π2(P (Gad)/Ω(Gad))

∂→ π1(Ω(Gad))
i∗→ π1(P (Gad)).

Como P (Gad) es contráctil se tiene que π2(P (Gad)) = π1(P (Gad)) = 1, con lo
que, como P (Gad)/Ω(Gad) ∼= Gad

π2(Gad) ∼= π2(P (Gad)/Ω(Gad))
∂∼= π1(Ω(Gad)).

Resumiendo lo visto, hemos conseguido una extensión central de grupos

z � � // Ω̂(G)
q′

// U ⊂ Ω(Gad)

Σ
uu
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la cual admite una sección local Σ sobre algún entorno de 1, que es un homomorfismo.
Luego por el Teorema 4.2.2 tenemos una representación del grupo Ω̂(G) como el
cociente

(Ω̃(Gad)× z)/Γ(−perg)

donde perg : π1(Ω(Gad)) ∼= π2(Gad) → z es el homomorfismo dado en el Teorema
4.2.2 y Γ(−perg) es el gráfico de −perg. Definimos el grupo periódico de g como la
imagen de perg, y la notamos Π(g), es decir

Π(g) := Im(perg).

5.5. Caracterización de álgebras integrables

Lema 5.5.1. Sea A ⊂ P̂ (G) el subgrupo conexo anaĺıtico correspondiente a la

subálgebra de Lie cerrada Ω(gad) ⊂ P̂ (g). Luego A ∩ z = Π(g), y A es subgrupo
de Lie si y solo si Π(g) es subgrupo discreto de z.

Demostración. Debido a la identificación de Ω̂(G) como el cociente

Ω̃(Gad)× z)/Γ(−perg),

se tiene que A = ψ(Ω̃(Gad)× {0}) con ψ la aplicación definida en el Teorema 4.2.2;
en efecto; por naturalidad se tiene el siguiente diagrama conmutativo

Ω(gad)× z

exp
��

L(ψ) // Ω(gad)× z

exp

��
˜̂
Ω(G) = Ω̃(Gad)× z

ψ // Ω̂(G).

Como L(A) = Ω(gad) y A es conexo A = 〈expx〉x∈Ω(gad), luego para cada a ∈
A usando la sobreyectividad de L(ψ) y la conmutatividad del diagrama podemos
escribir

a = expx1...... expxk = exp(L(ψ)(t1, 0))..... exp(L(ψ)(tk, 0)) =

= ψ(exp t1, 0)......ψ(exp tk, 0) = ψ(exp t1... exp tk, 0).

Por la definición de ψ tenemos que si a ∈ A , a = ψ(x, 0) = f(x) con x ∈ Ω̃(Gad)

o sea que A = f(Ω̃(Gad)) con f : Ω̃(Gad) → Ω̂(G) definida como en el caṕıtulo
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anterior. Por definición f | π1(Ω(Gad)) = perg, luego es claro que Π(g) ⊂ A ∩ z.
Tenemos el siguiente diagrama conmutativo

Ω̃(Gad)

f

��

qΩ(Gad)

$$JJJJJJJJJ

A
q′ // Ω(Gad).

Sea a ∈ A∩z, luego a = f(g) ∈ z con g ∈ Ω̃(Gad), queremos ver que g ∈ π1(Ω(Gad)) =
ker qΩ(Gad); en efecto

qΩ(Gad)(g) = q′ ◦ f(g) = q′(a) = 1

pues a ∈ z y q′ es central (ker q′ = z), entonces Π(g) ⊃ A ∩ z.

Que el subgrupo normal A ⊂ P̂ (G) es subgrupo de Lie es equivalente a que A sea

subgrupo de Lie de Ω̂(G).
Veamos ahora que A es subgrupo de Lie si y solo si existe un 0 entorno U en z tal
que expU ∩A = {1} es decir Π(g) es subgrupo discreto de z. Ver que A es subgrupo
de Lie es equivalente a ver que existe un entorno V abierto en Ω(gad)× z (el álgebra

de Lie de Ω̂(G) que la identificamos como suma directa) tal que

exp(V ) ∩ A = exp(V ∩ L(A)).

Podemos suponer sin pérdida de generalidad que V = VΩ × U con VΩ , U abiertos
de Ω(gad) y z respectivamente y que V ∩ L(A) = VΩ × {0}.
Supongamos primero que existe U entorno de 0 en z tal que expU ∩ A = {1}.
Siempre es válida ⊇, veamos entonces ⊆. Tomemos VΩ entorno abierto de L(A) tal
que exp sea difeomorfismo y sea V := VΩ × U entorno abierto de Ω(gad) × z sea
a ∈ A ∩ exp(V ), luego

A 3 a = exp(vΩ + z) = exp(vΩ) exp(z)

pues z ∈ z, despejando exp(z) = exp(vΩ)−1a ∈ A de aqui que exp(z) = 1 con lo que
a = exp(vΩ) ∈ exp(VΩ × 0) = exp(V ∩ L(A)).
Reciprocamente, si A es subgrupo de Lie existen entornos suficientemente pequeños
tales que la exponencial es difeomorfismo y además exp(VΩ×U)∩A = exp(VΩ× 0).
Veamos que exp(U)∩A = 1, sea a = exp(z) ∈ A y z ∈ U , entonces a = exp(v′) con
v′ ∈ VΩ por la inyectividad de exp se tiene que z = v′ ∈ Ω(gad) ∩ z con lo que por
ser suma directa z = 0, luego a = 1.

Teorema 5.5.2 (Teorema de caracterización de álgebras integrables). Un álgebra
de Lie-Banach g es integrable si y solo si Π(g) es discreto.
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Demostración. Hemos visto en la construccón de Π(g) que existe una extensión de
grupos

Ω̂(G) ↪→ P̂ (G)� Gad

donde P̂ (G) es un grupo simplemente conexo cuya álgebra de Lie es P̂ (g).
Si g es integrable y G es su correspondiente grupo simplemente conexo, el hecho de
que P̂ (G) sea simplemente conexo permite integrar el homomorfismo proyección a
la segunda coordenada

L(P̂ (G)) = P̂ (g)→ g = L(G)

(α, x) 7→ x

a un homomorfismo de grupos de Lie p : P̂ (G)→ G, donde kerL(p) = Ω(gad).
Como G es conexo y L(p) es sobreyectivo se tiene que p es sobreyectivo, luego por el

teorema del cociente G ' P̂ (G)/ ker p, donde ker p es conexo (esto se ve mirando la
sucesión exacta en los grupos de homotoṕıa y usando el hecho que G es simplemente
conexo). Luego ker p coincide con el subgrupo anaĺıtico conexo A correspondiente a

la subálgebra Ω(gad) de P̂ (g), luego por el Teorema 5.5.1 Π(g) es discreto.
Reciprocamente si Π(g) es discreto, luego A es un subgrupo de Lie y por el teorema

del cociente P̂ (G)/A es un grupo de Lie (A es normal pues su álgebra de Lie que es
Ω(gad) es un ideal) cuya álgebra de Lie es

L(P̂ (G)/A) = L(P̂ (G))/L(A) = P̂ (g)/Ω(gad) ' g.

Corolario 5.5.3. Demostración alternativa del Teorema 5.2.4, sin apelar al teorema
de Ado.

Demostración. Sea g un álgebra de Lie de dimensión finita, por el Teorema 5.3.5,
el álgebra de Lie cociente gad := g/z es integrable y además es de dimensión finita,
luego existe un grupo de Lie de dimensión finita al que llamaremos Gad (como
antes) tal que L(Gad) = gad. Por el Teorema 3.3.5 se tiene que π2(Gad) = 0. Como
el homomorfismo de grupos de periodos es definido de π2(Gad) en z se tiene que su
imagen es 0 pues su dominio π2(Gad) = 0. Luego el grupo de periodos de g es 0 con
lo cual claramente discreto y por el Teorema 5.5.2 resulta integrable.
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