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1. Introduccion

En este trabajo de tesis nos concentraremos en el estudio de conmutadores de ideales de
operadores de acuerdo a los trabajos de C. Pearcy y D. Topping (ver [11]) y de K. Dykema,
T. Figiel, G. Weiss y M. Wodzicki (ver [8]).

Sean I y J dos ideales arbitrarios en el dlgebra de operadores acotados y lineales B(H),
donde H denota un C-espacio de Hilbert, separable y de dimensién infinita. Se define el
conmutador entre I y J como:

.01 = Iz 70,

r=1

donde
[1,J], = {T =Y [Ai,Bj]: Aj€ 1, B; € J}

=1

[A,B] .= AB — BA.

Los principales resultados presentados en este trabajo, debidos a C. Pearcy y D. Topping,
[11] y a K. Dykema, T. Figiel, G. Weiss y M. Wodzicki, [8], (caracterizaciones de ciertos
conmutadores particulares, estudio de la estructura de un conmutador, niimero de con-
mutadores para describir un operador dado) son desarrollados en los Capitulos 4 al 6. En
los Capitulos 2 y 3 se presentan las herramientas necesarias para obtener los resultados
principales.

Una de las herramientas fundamentales es la triple correspondencia existente entre los
ideales propios de B(H), los subespacios sélidos y simétricos de > (sucesiones acotadas)
y los conjuntos caracteristicos de ¢j (las sucesiones no crecientes de nimeros reales que
tienden a 0). Esta correspondencia se puede explicitar de la siguiente manera:

ITeBH)+— SU):={aect>*: diagaecl} Cl*+— SI)*:=5I)Nc; Cc.

Ver Teoremas 3.7.3 y 3.6.1.
Para probar estas correspondencias definiremos, en la Seccién 3.5, a los niimeros singulares
y estudiaremos sus propiedades.

Tal como se menciond arriba, los resultados mas trascendentes aparecen en los tultimos
tres capitulos. Por empezar, en el Capitulo 4 se calcula el espacio [I,I] para dos casos
particulares: el de las p-clases de Schatten, I = Co, con p > 1, y el de los operadores
compactos I = K. Estas descripciones aparecen en el trabajo de Pearcy y Topping [11].
Uno de los objetivos centrales de nuestro trabajo es presentar los resulados de K. Dykema,
T. Figiel, G. Weiss y M. Wodzicki, [8] acerca del espacio de conmutadores. Estos incluyen
que [B,IJ] = [I, J] para todo par de ideales I, J, y que si al menos uno de ellos es propio,
y T € IJ es normal, y
T = Zan < Uy > Up
n>1



es una descomposicién diagonal de T', entonces
Tell,]J]< a,€S(1J).

Aqui o, es la sucesién de sumas aritméticas:

a1+ ...+ an
-

(qg)n ==

Este es un resultado probado en [8], y el estudio de su demostracién serd nuestro principal
objetivo (ver Capitulo 5, Teorema 5.0.16).

En dicho capitulo desarrollaremos también algunas otras consecuencias, mayormente re-
lacionadas con los conjuntos caracteristicos, mencionados en la triple correspondencia
Para finalizar, en el Capitulo 6 estudiaremos el minimo r tal que [Z, J] = [I, J],. Aunque los
resultados probados en este capitulo son independientes del teorema principal (Teorema
5.0.16), permiten también dar una descripciéon mas o menos explicita de los conmutadores
entre ideales.



2. Preliminares: Operadores Acotados

En este capitulo se enunciaran definiciones y resultados clasicos sobre operadores compac-
tos y autoadjuntos. En la Seccién 2.2 demostraremos algunos de ellos explicitamente: el
hecho de que los operadores compactos forman un ideal, el estudio de condiciones nece-
sarias y suficientes para que un operador diagonal sea compacto o acotado y finalmente
la propiedad de que cualquier ideal propio del conjunto de operadores lineales y acotados
estd contenido en el ideal de los operadores compactos.

Notacion 2.0.1 Denotaremos H a un espacio de Hilbert sobre C, separable, de dimension
infinita y B = B(H) al conjunto de operadores lineales y acotados de H en H.

Si Hi y Ha son dos espacios de Hilbert como antes, definimos por B(Hi,Hz) al conjunto
de operadores acotados y lineales de Hy en Ha. St los espacios coinciden entonces usamos
la notacion anterior.

Notaremos por §n(Hi,Hz) al conjunto de operadores, entre dos espacios de Hilbert Hi y
Ha, de rango menor o igual a n, para n > 0.
En el caso en que los espacios de Hilbert coincidan, lo notaremos §,.

Definicion 2.0.2 Si ' es un conjunto numerable definimos los siguientes espacios,
n oo(T) ={Ai=(A)yer: T = C:Ve >0, #{yeT:|\|>¢e} <oo}
w (OT) :== {X:= (\))yerl’ = C : sup|\,| < oo}, dotado de la norma infinito, o sea,

yel’
[Mloo == sup [Ay], si A € £2°(T).
yel’

= 510 <p<oo,

3=

PI) = {X = (A)yer €C: [ D INP] < oo}
yel’

Si I' = N entonces notamos a los espacios anteriores como cg := co(N), £ := (>*(N) y

P .= (P(N).
2.1. Operadores compactos y autoadjuntos

Definicion 2.1.1

= Si By representa a la bola unidad del espacio H, un operador T € B se dice com-
pacto si la clausura de T(By) en H es un conjunto compacto.

Notamos R := R(H) al subconjunto de B(H) de los operadores compactos.

= Para un operador T € B definimos el operador adjunto de T, al que llamamos
T*, como el operador que cumple la siguiente propiedad

<Th,k >=< h, Tk >, Vk,heH.

Un operador T € B se dice autoadjunto si T = T*.



Recordemos el Teorema de Diagonalizacién para operadores compactos y autoadjuntos.

Teorema 2.1.2 Todo operador compacto y autoadjunto T' admite una familia ortonormal
y completa de autovectores vy, va, .... Sus correspondientes autovalores no nulos (contados
con multiplicidad), forman una sucesion finita o infinita A1, Ae, ..., y en este ultimo caso
A — 0, cuando n — oo. Ademds, podemos escribir a T como

T: Z )\n<'77)n>vn-
vn&Ker(T)

Demostracién. Ver [12, Section I, Theorem 6]. m

Utilizaremos con frecuencia el siguiente resultado conocido como Descomposicién Polar de
un operador.

Teorema 2.1.3 Todo operador T se puede factorizar de manera unica,
T= U],

donde |T| := VT*T y U es una isometria sobre la imagen de |T| tal que si h L Im(T)
Uh=0.
A esta factorizacion de T, es lo que llamamos su descomposicion polar.

Demostracién. Ver [12, Preliminaries, Theorem, pp.4]. =

2.2. Ideales de operadores

Probemos algunos resultados sobre ideales de operadores.

Lema 2.2.1 Sea I C*B un ideal a izquierda (resp. a derecha) y definamos al ideal adjunto
como I'* :=={T*: T € I}.
Entonces son equivalentes:

(i) I es un ideal bildtero de B
(ii) I* =1

Demostracién. Probemos que (i)=-(i7). Sea T' € I y escribamoslo por su descomposicién
polar como T" = U|T|, (ver el Teorema 2.1.3). Entonces T* = |T'\U* y U*U|T| = |T).
Luego resulta que

T*=UU|T|\U* =U"TU" € I,

porque I es un ideal bildtero. Por lo tanto, probamos que I* C I. Como I* también es un
ideal bildtero entonces I* C I.

Veamos ahora que (i7)= (). Supongamos que I es ideal a izquierda y veamos que I es ideal
a derecha. Basta probar que dados T € [ 'y S € B, T'S € I. Tenemos T'S = (S*T*)* € I,
pues T* € I* = I es un ideal a izquierda. Entonces I es ideal a derecha. m



Corolario 2.2.2 Sean I,J € ‘B ideales bildteros, entonces 1J = J1I.

Demostracién. Por el Lema 2.2.1 I = I* y J = J*. Por lo tanto, resulta que
ILj=rJ=Ji*=Jl.

|

Proposicion 2.2.3 El subconjunto 8 C B es ideal bildtero.

Demostracién. Es claro que 0 € K.

Supongamos que T' € R, U € B(H) y (hn)n>1 C H una sucesién acotada. Entonces
resulta que (Uhy,)p>1 es una sucesién acotada y (Thy,)n,>1 tiene una sucesion convergente.
Luego, tanto (I'(Uhy))p>1 como (U(Thy,))n>1 tiene una subsucesién convergente y por
tanto TU y UT € R.

Faltaria ver que la suma de operadores compactos es un operador compacto. Sean T y Ts €
Ry consideremos B := {h € H : ||h|| =1} C H, entonces T;(B) es compacto parai = 1, 2
y por lo tanto T7(B) x T5(B) es un conjunto compacto. Como ademads la operacién suma
es continua, se tiene que T1(B)+T>(B) C T1(B) + T»(B) es un conjunto compacto. Luego
TT+T€R nm

Corolario 2.2.4 Sea T € B, entonces
T es compacto <= T lo es.

Introduzcamos ahora algunos resultados que nos facilitard la demostracién de que el ideal
propio K es mas grande en K, en cuanto a la inclusion.

Teorema 2.2.5 Sea T € B. Son equivalentes
(i) T'er
(ii) Todo subespacio cerrado S C Im(T), tiene dimensidn finita.

Demostracién. Ver [5, Lemma 3.1] =

Proposicion 2.2.6 Sea S C H un subespacio cerrado de dimension infinita, entonces S
es isomorfo, unitariamente, a H.

Demostraciéon. Como S es un subespacio cerrado y H es separable, entonces S resul-
ta separable. Como ademds ambos espacios tienen dimensién infinita, se tiene que son
unitariamente isomorfos (ver [7, Cap.I, Corollary 5.5]). m

Proposicion 2.2.7 El ideal R es cerrado en 5.
Demostracién. Ver [7, Chapter II, Proposition 4.2]. =

Teorema 2.2.8 Sea I C B un ideal bilatero, entonces I C R.



Demostracién. Es suficiente probar que, si T no pertenece a R, entonces 1" tampoco
pertenece a I. Supongamos entonces que 7' € I\ R y veamos que esto es absurdo. Si
T ¢ R, por el Teorema 2.2.5 existe un subespacio S C Im(T) cerrado de dimensién
infinita. Definamos N := Ker(T') y T1 := T|y. y consideremos el siguiente diagrama

T (S)—+H=NanNt
Z\L lT
S ; ImT

donde con la funcién i nos referimos a la inclusién en cada uno de los casos.
Usando la Proposicién 2.2.6 existen dos isomorfismos unitarios,

VH-T Y S)yZ:8 = H.

Consideremos la proyeccién ortogonal sobre S, o sea Pg : S @ S+ — S, y el operador
W .= Z o Pg, entonces el isomorfismo W oT oioV € I, pues T € I. Por lo tanto I = ‘B,
pero esto es absurdo ya que el ideal es propio. m

Lema 2.2.9 Sean I y J ideales en B, entonces para todo operador en T € 1J existen
RelySeJ tales que T = RS.

m
Demostraciéon. Como 1" € I.J, escribimos T = Z R;S;con RielyS; €
i=1
Elijamos un isomorfismo ® : H — H®™ y definamos el operador A : H — H®™ como

v
Av):=|
v
V1
Su operador adjunto es A* : =v1+...4 Up.
Um,

Consideremos los siguientes operadores, de H® en si mismo,

Sl V1 51’01 R1 U1 Rwl
: _ ) v . _ )
Sm U SmUm R, U, R, om
U1
para : e HO™,
Um
Sl Rl
Definamos ahora S := &~ o oAy R:=A%o 0d y
S R,

veamos que T = RS.
Si v € H entonces

10



Rl Sl

RS(v) = Ao odod o o A(v)
Ry, Sm
Ry Sh v
= A%o o
R,, Sm, v
Ry Siv
= A*o
R, Smv
R1S1v
= A*
R, Smv

Como esto 1ltimo vale para todo v € H, entonces T'= RS. m

Definamos ahora, al operador diagonal de una sucesién determinada en CY. Probemos lue-
go las condiciones necesarias y suficientes aplicadas a la sucesién, para que dicho operador
sea acotado o compacto.

Definicién 2.2.10 Sean {ey}n>1 una base de Hilbert ortonormal de H y o := (on)n>1 €
CN una sucesion de nimeros complejos. Definimos el operador diagonal diag o : H — H
como

diag a := Zan < - Lepn > ep.
n>1

Lema 2.2.11 Sean a := (an)n>1 una sucesion de nimeros complejos y {en}tn>1 C H una
base de Hilbert ortonormal, entonces resulta que

(i) diag a € B & o € £°°. Mds ain, ||diag | = ||/ co-

(ii) diag o € R < a € ¢o.

Demostracién.

(i) Supongamos primero que (diag a) € B y veamos que ||a|loc < 00. Se tiene

lafloc = sup |an| = sup|(diag a)(en)| < sup (diag a)(h) = ||diag af|.
n>1 n>1 =1

Luego ||aflc < ||diag o y a € £°°.

Por otro lado, si a € £>° y consideremos v := ;51 Aje; tal que [Jv]| =1, entonces
I(diag @)(0) I = [ Y Aicvies]* = Y Ihial* < [lallZ Y INif* = lledfZlloll® = fled
i>1 i>1 i>1

11



Entonces tomando supremo sobre los v € H de norma 1, resulta que ||diag «f <
loflco < 00y por lo tanto (diag o) € B.

(ii) Sea a € £*°, no nula, y supongamos que «;, > 0, ¥ n € N. Si la sucesién « no tiende
a 0 resulta que dado € > 0, « tiene una subsucesion, (ay,, )k>1 tal que oy, | > €.

Dado que |y, | > € > 0, ay, # 0, luego

1
hp, := —e
N ank ng
estd bien definida para todo k£ > 1.
Ademas, resulta que
| = 1 - 1
ng . c

y por lo tanto, (hyn, )r>1 €s una sucesién acotada.

Si el operador diag « fuera compacto, entonces (diaga)(hp,) = ey, tendria una
subsucesién convergente. Como esto dltimo es absurdo, probamos que diag a no es
compacto.

Ahora sea o € £°° es una sucesién arbitraria y no nula que no tiende a 0. Definimos
una nueva sucesion u := (un)n>1 tal que

|<;7n| O‘n#o
Uy, 1= n .
0 a, =0

Notar que ||ulloc = 1 y que upa, > 0 para todo n € N. Si diag « es compacto y
escribimos (diag ua) = (diag u)(diag «), entonces diag ua es compacto, absurdo.
Porque upa, > 0, Vn € Ny uso el caso anterior. Por lo tanto, diag o no es compacto.

Para mostrar la reciproca, o sea que diag a € K si o, — 0, veamos que a dicho
operador lo podemos aproximar por operadores de rango finito. Consideremos para
cada n € N los operadores de la forma

n
E o < -, €65 > €
=1

y mostremos que estos sirven para aproximar a diag a.

Como « € ¢y se tiene que

n
Hdiaga—Zai < e > el = Zai < -,e; > el =sup||a;|| — 0, cuandon — oo.
i—1 >n

>n

Entonces probamos que diag « se puede aproximar por operadores de rango finito,
por lo tanto compactos, y junto con la Proposicion 2.2.7 se tiene que diag o € K.

Con esto concluimos ambas equivalencias. m

12



3. Espacios de Sucesiones y Numeros Singulares

En la Secciéon 3.1 empezaremos considerando para un conjunto infinito arbitrario I', la
coleccion de aplicaciones inyectivas de subconjuntos IV C I" a valores en I". A dicho monoide
lo notaremos Emb(I"). También daremos ejemplos de algunos submonoides de Emb(T").
Esto nos permitira describir una relacién de equivalencia entre elementos del espacio de
sucesiones CN. La clase de equivalencia de un elemento en CN serd lo que llamaremos la
quasiérbita del elemento, y junto con el espacio de sucesiones en ¢y := ¢o(N), reales y
decrecientes que notaremos cjj, podremos definir la operacion x entre ¢y y cf. El rol que
tendra esta operacion se verd en la Seccion 3.6, y serd precisamente la que se utiliza en la
correspondencia biunivoca que hay entre los conjuntos caracteristicos y subespacios solidos
y simétricos de ¢*° contenidos en cg.

Finalmente en la Seccién 3.5 introduciremos la nocién de nimero singular y establece-
remos algunos resultados. Esto nos permitirda dar la segunda correspondencia biunivoca
entre subespacios sélidos y simétricos de cg e ideales propios de operadores en ‘B, que
estudiaremos en la Seccién 3.7.

3.1. Espacios de sucesiones
Definicién 3.1.1 Sea I' un conjunto, consideremos el conjunto Emb(I') :={f : IV —T:

I CT}

Observacioén 3.1.2 Observemos que la aplicacion vacia, O : O — T' es un elemento de
Emb(T).
La operacion composicion la definimos mediante el siguiente diagrama

(Dom g) N g~!(Dom f) g

Dom f

fog if
r

de modo que la composicién estd bien definida, aiin cuando (Dom g) N g~'(Dom f) = 0.

El conjunto Emb(I") es un semigrupo bajo la operacidn composicion. La aplicacion iden-
tidad, idr es el elemento neutro y la aplicacion vacia, 0, es el cero.
Observemos que

» la inclusion i : T" — T es un elemento de Emb(T).

= la antipoda es la aplicacion f — f1, donde f7: f(I') = T esta definida por fT(y) :=
f~Y() y resulta que fto fy foft dan respectivamente la inclusion del dominio y
del rango de f.
Definicién 3.1.3 Definimos tres submonoides de Emb(T"),

w &r:={f € Emb(l'): Dom(f) =T}

= &= {fT: feé&r)

13



« EE=ErNE
Definicién 3.1.4 La accion de f € Emb(T) sobre a € C' se define como
ap-1ty) v € fI)
(fer)y = St /
0 v ¢ f(T)

Aqui la funcion o : T'— C la pensamos como una familia indexada por T.
Notemos que la accion de f preserva el producto y la suma de CT.
En particular, cada f, : C¥ — CU es morfismo de anillos.

Observaciéon 3.1.5 Notemos algunas propiedades acerca de la operacion *,

w si f,g € Emb(I), entonces (fg)« = fegs,
s sifelr= flof=id = flof. =id

3.2. Subespacios sélidos y simétricos

Definicién 3.2.1 Sea S C CU un subespacio. Decimos que S es sélido si (°(I') - S C S
y que S es simétrico si Emb(I"),.S C S.

Notar que los subespacios que son sdlidos y simétricos, son los subespacios £°°(T')-invariantes
y Emb(T)-invariantes.

Ejemplo 3.2.2 FEl espacio de sucesiones £P, para p > 0, es un subespacio solido y simétrico
de £°°.

Definamos el orden entre sucesiones de R, con I' un conjunto numerable.

Definicién 3.2.3 Si\ := (Ay)yer ¥y pt := (ity)yer son dos aplicaciones de I' en R, decimos
que pp < X st piy <Ny, Vy €L, es el orden usual en R lugar a lugar.

Notacién 3.2.4 Si \,u € CN, la sucesion % en el lugar n estd definida por

W
A7 o Ay =0

Proposicién 3.2.5 Si S es un subespacio solido, 0 < A\, € RV y u < X\ € S entonces
weS.

Demostracién. Escribamos a iy = iy /A Ay si Ay # 0 (si Ay = 0 = p, = 0). Por
hipétesis tenemos que ”%Hoo < 1. Entonces, como S es sélido tenemos que ;€ S. =

Definicién 3.2.6 Para o y 8 € CU definimos la siguiente relacion de equivalencia ~;,

a~f & (Er)san(Er).s # 0.

Ademds, notamos a la clase de de equivalencia de un elemento o € CU' como
[o] ={BeCt: a~p},

y es lo que llamamos la cuasiorbita del elemento .

14



Observacion 3.2.7 Para probar que la relacion ~, antes definida, es transitiva suponga-
mos que o ~ By B ~ ~v. Luego, existen f, g, h,k € Er tales que fra = g y hef = kiy. Por
la Observacion 3.1.5 se tiene que (g7 o f).a = (gi ofda=py (htok)y= (h]Lk oky)y = f3,
entonces (hf o k)yy = (g7 o flea con gt o f, hfok e &r ya ~ 7.

Observacién 3.2.8 Si ¢ : N — I' es una biyeccion y o € CU, entonces la cuasiorbita de
a o ¢ es independiente de la eleccion de ¢.

En efecto, dadas ¢,v : N — T' biyecciones consideremos las sucesiones B := a0 ¢ y
v:i= o y veamos que sus cuasiorbitas coinciden. Es suficiente probar que 3 ~ ~.

De las igualdades anteriores se tiene que

yoyp l=Bogp! & qo(hlog) =
& qo(ploy)t=p8
& (97 o)i(v) =B, (¢~ o) € &n.

Entonces v y B estan relacionadas, y por la transitividad de ~ sus cuasidrbitas coinciden.

Observacién 3.2.9 Sean S C C'' un subespacio simétrico y o € S. Si tomamos 3 € [a],

entonces existen f,g € Er tal que f.f = g.a. Entonces como § = flg*a € S se tiene que
[a] C S.

Definicién 3.2.10 Sea f € Emb(N); consideremos la aplicacion Uy, definida en la base
canonica {epfnen por

0 St no

Ujen = { €f(n) st m € Dom(f)

Observemos ademds que Uy, = UsUy y que (Uy)* = Uy, donde f fT es la operacion
antipoda introducida anteriormente.
A partir de la aplicacion inyectiva

(> — B(1*), o diag a,
dada una funcién f € Emb(N) tenemos la siguiente identidad

diag f.() = Up(diag )(Uy)". (1)

3.3. Operaciones entre familias de C'

A continuacién definiremos algunas sucesiones en particular y operaciones entre sucesiones
de CI" que necesitaremos para estudiar, en la préxima seccién, los conjuntos caracteristicos.

Definicién 3.3.1 Se definen dos operaciones binarias sobre C''. La union disjunta (TTIT)

mduce la operacion suma directa

Cl x " - T (,8) = a® B,

15



donde
o, yvel

By ~vel’

mientras que el producto cartesiano induce la operacion producto tensorial

(a® B)y = {

Crx C = ™, (a,8) = a® 8,
donde (o ® B)(y,5) = aBs.
Lema 3.3.2
(1) Sia,A€co=a® e cp(NxN).
(i) Sia, e =ax e P(NxN).
Demostracion.

(i) Supongamos que a, A € ¢y no nulas, entonces dado ¢ > 0, existen Fy, Fo C N subcon-
juntos finitos tales que
—— ., siné¢ F

€
Am| < ———, sim ¢ F5.
ol < e S E
Entonces |, 8| < &, si (n,m) ¢ Fy X Fy. Luego, a ® 8 € ¢o(N x N).
(ii) Si a, A € (P entonces
Z (anAm)P = Zaﬁ Z ALl < oo.
n,m>1 n>1 m>1
Luego o ® X € (N x N).
|
Observacion 3.3.3 Sea S C > un subespacio sélido y simétrico, entonces

sia,feS=adpes.

Definicién 3.3.4 Definiremos dos operaciones entre sucesiones,
la sucesiéon de sumas parciales,

a— o(a), donde on(a):=aj+ ...+ ay.
y la sucesion de la media aritmética,

on(a)

a— ag, donde, (ag)p:=
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Definicién 3.3.5 Si a € @N, donde R := [—o0, ], definimos la siguiente sucesién de-
creciente
uni, (a) := sup oy, (2)

i>n

Notacién 3.3.6 Denotamos co* al conjunto de las sucesiones de nimeros reales, no cre-
cientes A, tales que X\ € cg.

Para cada sucesion o € ¢y, existe un unico elemento o* € [|a|] N co*, (haremos su cons-
truccion en el lema que sigue a continuacion). Esto define una aplicacion (-)* : co — co*
como a+— a*, YV «a € ¢.

Si T es un conjunto numerable y o € co(I") entonces definimos a* como el inico elemento
en [lao @] Nep*, con ¢ : T — N es una biyeccion. Notemos que por la Observacion 3.2.8
la cuasidrbita de |a o ¢| no depende de la ¢ elegida, por lo tanto o* estd bien definida.

Lema 3.3.7 Para una sucesion B de términos reales positivos se puede dar una descrip-
cion de la sucesion B*. Ademdas, existe una aplicacion f € Emb(N) tal que f.(8*) = .

Demostracién. Definimos el primer término de la sucesién 5* como

B7 = méax{p; : i > 1},

f(1) :=min{i: 8; = 57}
De forma recursiva quedan definidos el resto de los términos. Sean
Bri=mdx{B; :i ¢ {f(1),...,f(n)}} Vn>1

y ademas,

fin+1) :=min{i ¢ {f(1),..., f(n)}: Bi = Br 11}
Entonces (f«(58%)) ¢(n) = By = Bfn) para n > 1. Luego, fi(8*) = 5. =

Definicién 3.3.8 En base a la operacion (-)* denotada antes podemos definir la suma
directa interna

B:c* xco* = c*(NIIN), (A p)—= ABpu:=Adp)*,
y el producto tensorial interno
K:cp* X" =" (NxN), Ap)—=ARp:=A®up)*

Ambas operaciones sobre cy*, son asociativas y conmutativas. Ademds, la sucesion 1 :=
(1,0,0,...) es el elemento neutro para la operacion X.

Observacién 3.3.9 Sean o y € CN, escribimos a N como una union disjunta de dos
conguntos infinitos, digamos N = Ny II No. Sean ¢1 : N — Nj y ¢o : N = Ny biyecciones
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y definamos una nueva biyeccion ¢ : N — NIIN como ¢(n) := ¢;'(n) si n € N;, para
i =1,2. Si consideramos o @y 3 := (a ® B) 0 ¢ € CN se tiene que

Qy—1(, n e Nl
(&g B =1 1 @ .
Bozimy mEN:2

Si ahora suponemos que v : N — NII N es otra biyeccion entonces por la Observacion
3.2.8, [« Dy Bl = [a®y A].

En particular, a B = (a @y f)* no depende de la funcion ¢.

Andlogamente se define una biyeccion x : N = N x N como x(n) := x7'(n)x3 " (n) y por
lo tanto AX 1 = (A ®, p)*.

Lema 3.3.10 Si A, u € ¢y, entonces
max{An, tin} < (ABp)p, VvneN.

Demostracién. Supongo sin pérdida de generalidad que (A B p), = A, luego i < n.
Escribamos n = i + j. Tenemos que ver que A, p, < (AH p),, para todo n > 1.

Por un lado, como A es decreciente entonces A, = A\j1; < A;.

Por otro lado, si [ es el maximo subindice de u que aparece en la sucesion A H u antes que
Ai, entonces | < i+ 75— 1y luego pp = pivrj < 1 < Ai, pues p es decreciente y [ es el

maximo. m

Observacion 3.3.11 Sean S C ¢y un subespacio sdlido y simétrico y a € S
entonces |a| € S y por la Observacion 3.2.9 [|a|] € S. Luego o* € S.
En particular, si « € SNy, entonces o = o

Definicién 3.3.12 Basdndonos en la notacion anterior definimos S* := {a*: a € S} =
SNcp.

Proposicion 3.3.13 Sean S1,S2 C ¢y subespacios sdlidos y simétricos, entonces
st 8 € 5152 = 8§ = 81892, 81 € Sl, So € SQ.

Demostracién. Escribimos a un elemento de s € 5§15 como s := rit1 + ... + ruty,, con
i € S1y t; €S2, y probemos el resultado por induccién en n, la cantidad de sumandos.
Supongamos que s := rit] + rots € 5152 con r; € S y t; € So. Por el Lema 3.3.10, existe
C > 0 una constante tal que

s =r1t; +1r2l2 < C(rltl & T2t2)7
y resulta que
rity + raty = y(rity Braty) = (yrity Bayrats) = (yr Byre)(f Bi2)

con v € £°°. Ademads, como .S; son sélidos, simétricos y por lo tanto cerrados para la suma
directa por la Observacion 3.3.3, se tiene que vyr; Hyry € S1 y t1 Hty € Se. Tomando
s1:=~r1 Byry y so := t; His se tiene lo que queriamos probar.
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Si tuvieramos que s := rit;+...+ryt, conr; € 51y t; €S9y suponemos que el enunciado
vale para todo k < n. Consideremos s := (r1t1 + ...+ rp—18p—1) + rntn y por induccién se
tiene que

rit1+ ...+ 71181 =71t, T € S1,t € S9.

Entonces s = rt + r,ty,, y usando la induccién nuevamente, ahora para el caso n = 2, se
tiene probado el resultado para todon € N. m

3.4. Conjuntos caracteristicos

A continuacién daremos la definicién de conjunto caracteristico y algunos ejemplos nece-
sarios. A partir de esto, veremos algunos resultados que usaremos en los Capitulos 5 y
6.

Definicién 3.4.1 Si u € CV, definimos el conjunto de sucesiones
O(p) = eCV: N=au+ 8, acl>®y#lsoph| < oo},
donde sopf representa el soporte de la sucesion 3.

Observacién 3.4.2 Si € CN, entonces

/AN

En efecto, salvo finitos n € N se tiene que
A = Qupin, (o € L)
sty solo si % € (.
Definicién 3.4.3 Decimos que un conjunto ¥ C cfj es caracteristico si cumple la si-
guiente propiedad:
siAecy, preyAeO(uBr)=NeX.

Proposicion 3.4.4 Si S C ¢y un subespacio solido y simétrico, entonces S* C cfj es un
conjunto caracteristico.

Demostracién. Sean A € ¢, p,v € S*y A € O(uHv), entonces % € (°°. Tenemos que
probar que A € S*.

Escribimos
1\

A=——puBrer*.SCS,
wHy

si uH v € S pues S es solido. Por lo tanto, basta ver que pH v € S.
Sean ¢, ¢1 y ¢ como en la Observacién 3.3.9. Consideremos

MA@y 0 =01, A €S, (S es simétrico),

0®g 1= P p €5, (S es simétrico),
Entonces A @g pu € S. Luego ABHpu =A@y p)* € S*. m
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Notacidén 3.4.5 Notaremos w a la sucesion armonica (1, %, e %, cel)e

Definicién 3.4.6 Para dos conjuntos caracteristicos ¥ y X/ definimos el producto ten-
sorial interno entre ambos como

LXRY :={\ech: AN<uR ', para algin p e X yu' € X'}
Definicién 3.4.7 Si ¥ C ¢, definimos el conjunto caracteristico
Yo ={ ey : A€ 0(b,), para algin 0 € X}.
Aqui, 0, es la introducida en la Definicion 3.3.4.

Definicién 3.4.8 Definimos el conjunto caracteristico O, := {\ € ¢ : A € O(wH. . .Bw)}
con la sucesion w definida previamente.

Proposicién 3.4.9 Si A € ¢, entonces
ANRw < A <2ANKw.

Demostracién. Para una sucesién dada A € ¢j elegimos una funcién inyectiva ¢ : N —
N x N, n ~ (in,jn) de manera tal que (A X w), = N, /jn, ¥ que existe lo vimos en la
Observacion 3.3.9. Podemos suponer también que

Dado n € N, el subconjunto S, := ¢({1,...,n}) € N x N tiene la siguiente propiedad:
sii! <iyj <jyademss (i,j) €S, = (i',5') € Sp.

Probemos esta propiedad separando en tres casos,

.. . . DY A A o
ssid=iyi<j F=F<F @) es

Ay
]

nsid <, =5y N <A =A<

= (7,7') € Sh

wsid <i, =5y X=X = (,5) €lm(p) =3I m < n tal que (¢,5") = (im,Jm) €
Sy por lo que supusimos acerca de .

nsii <iy <, A<M S (1)) €S
Sean r = méax{i : (;,1) € Sp} y j(i) := max{j : (i,j) € Sp} y notemos que r <

s
n = Z j(i). En efecto, si m; es la proyeccién en la primera coordenada definimos I,, :=
=1

771(575: m1(Sp N (N x {1})) y escribimos

Sn=| | ({i} x N)N S,.

i€ln
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Tomando cardinal a esta igualdad tenemos que

#1n
n=#8, =Y #({i} xN).
i=1

Si(i,7) € (i x N) como (4,/(z)) € Sy j < ji) = (i,5) € Sp. Como ademds j(i) es el
maximo con esa propiedad, #({i} x N) = j(i).

Si (4,1) € I, x {1} como (r,i) € S, yi <7 = (i,1) € Sp. Como ademds 7 es el maximo
con esa propiedad, #In =r.

Por lo tanto, n = Z] > r porque j(i) > 1 para todo 1.

Ademas, = \

(AKX w) o) (1<i<r) (3)
y \

W < (AXw), (ieN). (4)

En base a la desigualdad (3) tenemos que
1
AR w), Z] YAXw)y, ZAiS(/\a)m

y por la desigualdad (4)

D= At > u< i)+ Y GO+ | ARw),
=1

iin i=1 iin i=1

— Z; +n—1|ARw),=2n—-1DARw), <2nAKw),,

observando que (A X w), = \;, /j(in).
Si ahora dividimos por n en la inecuacién anterior, tenemos que Ay < AXw. ®

Corolario 3.4.10 Para cualquier conjunto caracteristico ¥ C cf), se tiene que
Y =2XKQO,.

Demostracién. Sea A € ¥, entonces existe o € ¥ tal que A € O(0,). Por lo tanto, junto
con la segunda desigualdad de la Proposicién 3.4.9 tenemos que

dJC>0tal que A\ < Co, <2CoRw=AeXXAO,.

Por otro lado, para ver la otra inclusién tomemos un elemento A € ¥ X O,,, entonces
junto con la primera desigualdad de la proposicién anterior tenemos que 3 o € ¥, u €
O,, y constantes C,C" > 0 tales que

A<oRu<CoR(wK.. Kw) <O (o,X...Ko,) =\ € X,
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3.5. Numeros singulares

En esta seccién definiremos para cada operador acotado T', su n-ésimo numero singular,
notado s, (7"), y daremos algunas propiedades que necesitaremos para probar el teorema
principal del trabajo (Teorema 5.0.16 en el Capitulo 5).

Por un lado, empezaremos viendo dos maneras equivalentes de definir a los nimeros singu-
lares y una desigualdad que permitira relacionar los niimeros singulares de dos operadores
acotados dados y los del producto de los mismos. También veremos que si tenemos un ope-
rador compacto T, sus numeros singulares coinciden con los de su médulo |T'| := vVT*T,
y también con los autovalores de |T'|. De esta manera podremos escribir al operador como

|T| :an(T) < -, Up > Uy

n>1

donde {vy, }5,>1 es un sistema ortonormal de autovectores correspondientes a los autovalores
(n(T))nz1-

Por otro lado, estos resultados también permitirdn probar la segunda correspondencia
biunivoca entre los ideales en B y los subespacios sélidos y simétricos S C ¢g, de £°°.

Definicion 3.5.1 Con las notaciones anteriores definimos los siguientes subespacios aso-
ctados al espacio de Hilbert H.:

w &, :={V CH:V es un subespacio vectorial de dimension n}.

w "= {W CH: W es un subespacio vectorial, cerrado, de codimension n}.
Observacién 3.5.2 La correspondencia V < V1 establece una biyeccion &,, <> &".

Definicién 3.5.3 Sea T' € B(H1,H2), definimos el n-ésimo nimero singular de T' como:

so(T)i= inf [PyoT|= if [RuoT],

n—1

donde Py es la proyeccion ortogonal sobre V.

Observacién 3.5.4 inf |P,ioT| = inf |PyroT|.
Ves Ve

n—1 ESn—1
Proposicién 3.5.5 Sea T € B(H1,Hs), entonces se tiene que

sn(T) = Wélé&l | T oiw| = d(T,§n-1(H1,H2)),

donde iy : W — H1 es la aplicacion inclusion.

Demostracién. Probemos que

mf (T oiwl|| = d(T, Fn1(Hy, Ha)).
youf T oiwll = d(T, §n-1(H1, H2))

Sean W € "~ ! y Py, la proyeccién ortogonal sobre W.
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Entonces
IT oiwl| = |TPw| = |IT — TPyl > d(T, §n-1(H1,H2)),

y por lo tanto, tomando infimo sobre los W € &"~! deducimos que

inf Toi >d(T,§n-1(H1, Ho)).
ngm” oiwll = d(T', §n-1(H1,H2))

Por otro lado, para todo K € §,—1(H1,Hz2), se tiene que

IT = K| 2 T = K) liertsy | = IT Iceri) | = I @ ixcers = inf T oL

Tomando infimo sobre los K € §,_1(H1,H2), nos queda probada la otra desigualdad.
Tenemos que

A(T*, §no1(Ha,H1)) =  inf || T o Py
(T, Fn—1(Ha2, H1)) fnf T o Py
= inf ||(T*oPy)*
f (T o Pw)|

= inf ||PwoT|
Wegn—1

= inf || P T
panf [Py o T
y ademds que d(T, Fn—1(H1, H2)) = d(T*, Fn—1(Hz2,H1)). Enefecto,Vn € N, f € F(H1, Ha),
rg(f) = rg(f*) ya que (Im(f*))= = Ker(f) y |T — f|l = |T* — f*||, entonces tomando
infimo tenemos que las distancias coinciden. Por lo tanto, queda probada la proposicion.

]

Proposicién 3.5.6 Sean S € B(H1,Hz) yT € B(Ha, Hs), para cadan y m € N se tiene
la siguiente desigualdad
Sntm—1(T'S) < sn(T)sm(S5)-

Demostracién. Vimos en la demostracién de la Proposicién 3.5.5 que para cada n y
m € N vale que

$n(T) = d(T, Fn—1(H1,H2)) v sm(S) = d(S, Fm—1(H1, H2)).

Entonces dado € > 0, existen f,—1 € Fn-1(H1,H2) ¥ Gm-1 € Fm—1(H1,H2) tales que
IT = fa-1ll < su(T) + ey IS = gm-1ll < sm(S) +e.
Por lo tanto,

Sn+m—1 (TS)

IN

ITS = fn-1S = T9m-1+ fa-19m-1l
(T = fn=1)(S — gm—1)l

< NT = faallllS = gm—1ll

< (sn(T) +&)(sm(S) + e).

Luego, haciendo tender € a 0 tenemos la desigualdad probada. m

Proposicién 3.5.7 Sean S € B(Hi,Hz2), T € B(H2,Hz) y R € B(Hs, Ha) entonces
para cada n € N se tiene que

sn(RT'S) < [|R][sn(T)||S]|
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Demostracién. Por las dos formas de describir al n-ésimo nimero singular de un operador
acotado (ver las Proposiciones 3.5.3 y 3.5.5) tenemos que

sn(RTS) = Ve%lf |y o (RT'S)]|

n—1

< inf T
< Lt o (RD)IIS)
= inf RT) o1 S
ant(RT) 0w |S)
< IRl @t [T oiwlliS]
wesn
= IRIsu(T)ISI,

Luego se tiene probada la desigualdad para todon € N. m

Proposicién 3.5.8 Sea T € B y consideremos su descomposicion polar (ver el Teorema
2.1.3), digamos T = U|T|. Entonces:

(@) sa(T) = sn(|T).

(b) Si T € R, se tiene también que s,(T) = Ay(|T']), donde N\, =: \y(|T'|) (ver Teorema
2.1.2).

Demostracion.
(a) Para cada h € H se tiene,
|Th||?> =< Th,Th >=< U|T|h,U|T|h >=< |T|h, U*U|T|h >= |||T|h|*.
Si consideramos W € &1,

1T Pw || = P T Pwhl| = up 1T Pwhl| = ([T Pw-
hl|=1 hl|=1

y tomando fnfimo sobre los W € &"~! tenemos la igualdad.

(b) Como |T'| es un operador compacto y autoadjunto, existe un sistema ortonormal de au-
tovectores {v, }n>1 (correspondiente a autovalores (A, )n>1 tal que [T'| =" 1 Ay <
©,Up > Up.

Llamemos J := < vy, vp+1,... > y tenemos que

inf | TPg.| <|IT]s] = A
st NITPse || < Tl = An,

luego s, (T") < Ap.

Si S es de dimensién (n — 1) y definimos V,, :=< vy, ...,v, >, entonces existe x €
S+ NV, con ||z|| = 1. Esto tltimo resulta de considerar el diagrama




(donde i y 7 son las aplicaciones inclusién y proyeccion ortogonal, respectivamente)
y de notar que dim(V,,) = n y que dim(S) =n — 1.

Luego, como T'V,, C V,, y los autovalores (A,)n>1 estdn ordenados de manera decre-
ciente, resulta que

n
T2 =D Nl < @0k > 2 = A%l
k=1

Entonces ||Tz|| > A, y por lo tanto

ITPseff = sup [Tyl = An.
{yest, lyl=1}

Si ahora tomamos infimo, nos queda que s, (7)) > A,

Esto concluye la demostraciéon. m

Observacion 3.5.9 Si P € R es un operador positivo, entonces exite un sistema orto-
normal {un}n>1 tal que

P = an(P) < vy Up > Uy

n>1
Luego hay una isometria V' definida en la base candnica por V(ey,) := uy, tal que

VPV* = diag s(P).

En particular, si T € 8 podemos aplicar lo anterior para P := |T|. Asi, si T estd en un
ideal I, entonces diag s(P) también estd en I.

Observaciéon 3.5.10 Notemos que si T € R y autoadjunto, entonces

A; = min max <Tf f>
T WeEs L fewdf|=1 ’

son los autovalores de T
3.6. Relacién entre subespacios sélidos y simétricos, y conjuntos carac-
teristicos

Veamos ahora la correspondencia entre los subespacios solidos y simétricos y los conjuntos
caracteristicos. Esta demostracién esta basada en la prueba de la correspondencia biunivo-

ca, entre ideales propios de B y los conjuntos caracteristicos de cf;, propuesta por J.W.
Calkin en [6].

Teorema 3.6.1 FExiste una correspondencia biunivoca entre los subespacios S C cqy sdlidos
y simétricos de £>° y los conjuntos caracteristicos ¥ C cj.
La definimos de esta manera,

{S Ccp: S esun subespacio sdlido y simétrico de {°} «— {X C ¢ : X es un conjunto caracteristico}
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S—— 5" :=5nN¢;

SE)={acc:[lof]NnE#0}<—%

Demostracién. Vimos en la Proposicién 3.4.4 que S* es un conjunto caracteristico si S
es un subespacio solido y simétrico.

Probemos que S(X) es un subespacio, sélido y simétrico. Para ver que es un suespacio
consideremos a y f en S(X), y definamos las sucesiones en X, A = |a|*, p = |B]* ¥
v := |a+ B|*. Notemos que

2(jaf* +[8) — la+ B = la - I

pues B
2(@a+ ) — (a+ B)(a+ B) = (a = B)(a = p).
Escribimos
2 . ( 2
v, = min max < l|a+ , I >,
" VEFa-a feviifll=t oo+ .1
A2 = min max <la|*f, f >
T WESj fewd [ fll=1 oS, 1
y

2 . ) 2
= min max < |B]°f, f >
we=pmin i, < 1B

entonces 12 < 2()\5 + uz) para j + k < n-+ 1. Supongamos que esta ultima desigualdad no
ocurre, entonces tendriamos que v2 > 2()\5 + ui) y por lo tanto,

2
Vn , [ 2 , ( 2
— > min mix < |a|f,f >+ min max < |BI°f, f >
2 WEF;j1 few L ifl|l=1 o™/, UESk—1 feU*,|fl=1 BI%1:
> min max <l|alf,f>+ mix <|B*f,f>
W+U€3j+k—2(f€W%Hf||:1 o™/, feUL,|Ifll=1 8IS )
2
, , o+
> min mix < ‘*mf,f >
VESjth—2 feVLi|fl=1 2
2 2
, , a+ v
>  min max < %f,f >=
VESn—1 feVL | fll=1 2 2

lo cual es absurdo.

Consideremos la sucesién (r,,),>1 definida como % sin es par, y ”TH sin es impar. Entonces
Tn + 7 < n+ 1, luego por la desigualdad anterior tenemos que v2 < Z(A%n + ufn). Para
todo n > 1 tenemos por el Lema 3.3.10 que

max{ A\, tin} < (AB p)p.
A partir de todo lo que vimos se tiene que para todo n > 1

Vn < 2(>\gn + M%n) < Améx{Ar,, pr, } < AAB p)y,,
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como X es caracteristico entonces AH p € ¥ y por lo tanto, v € ¥. Luego |a+ 5| € S(2).
Probemos que S(X) es sélido. Sea 8 € S(X) y a € £°°. Definimos A := |B]* € Xy pu := |af|*
y probemos que p € . Como al igual que antes,

A = min mix < |B]Af, f >
Y Ve sevifi=1 oEs

2 y . 2
Wy = min max < |aB|*f, f >
" VESao1 few L flI=1 ST =

entonces si consideremos

<[aBlf f>= JanIBalPlfal? < O 1Bl = C < [BIS. f >

n>1 n>1

tenemos que p < CA € ¥ = p € 3. Luego af € S(X).

Para ver que S(X) es simétrico, tomemos f € Emb(N) y a € S(X¥) y probemos que
f«(a) € S(¥). Supongamos primero que #Dom(f) < oo, entonces la imagen también es
finita y podemos considerar una biyeccién g € Emb(N) tal que g |pom(s)= f v sea x € £
la funcién caracterfstica de Dom(f). Si llamo 8 := axpom(s) € £°°S(X) € S(¥), entonces
notemos que fi(a) = g«(B8) € S(X).

Supongamos ahora que Dom(f) es infinito y escribdmoslo como unién disjunta de dos
subconjuntos infinitos, o sea, Dom(f) = B; I By. Entonces Im(f) = f(B1) I f(Ba) y
notemos que B y f(B;)¢ (los complementos en N) son infinitos. Como en el caso anterior
podemos considerar las funciones g; € Emb(N) tales que g; |g,= fi v Bi := axp, €
(>*S(X) C S(¥) para i = 1,2. Luego, escribimos

91*(51) +92*(ﬁ2) = f*(Oé) € S(Z)

Resulta entonces que S(X) es simétrico.

Podemos concluir que S(X) es un subespacio sélido y simétrico y por tanto, £(S(X)) =
S(3) Ncg.

Veamos que S(X)Nc§ = X. Es suficiente probar que si o € S(X) entonces [|la|]]NYE = {a}.
En efecto, llamemos (3 := |a|. Por el Lema 3.3.7 se tiene que existe f € Emb(N) tal que
f«(B*) = B, entonces [|a*] = [|a|], y por otro lado, [|a|] = [«].

Por la Notacién 3.3.6 tenemos que (0 # [lo|]] N X C [lo|] N = {|a|} y por lo tanto,
[la]] N2 = {a}. Eso implica que o € 3.

La otra inclusion es clara.

Veamos que la otra composicién también es la identidad, o sea, si S es un subespacio sélido
y simétrico entonces S(S*) = S.

Si a € S(S*) entonces existen 8 € ¢p y f € £ tales que f.(5) = |a| € S, porque S es
simétrico. Luego o € S y por lo tanto, S(S*) C S.

Si o € S entonces existe f € £ tal que fi(a) = |af* € S*. Luego a € S(S*). m
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3.7. Relacién entre subespacios sélidos y simétricos e ideales propios de

B

A partir de las definiciones vistas y los resultados sobre nimeros singulares, estamos en
condiciones de estudiar la correspondencia biunivoca entre subespacios sélidos y simétrico
en ¢o de £°° y los ideales del conjunto de operadores lineales y acotados.

Comencemos probando una proposicién previa que facilitard la demostracién de la corres-
pondencia.

Proposicién 3.7.1 Sean I C B un ideal propio y S(I) := {a € ¢~ : (diag a) € I}.
Si llamamos diag S(I) := {diag o : a € S(I)}, entonces I = B(diag S(I))B, donde el
operador diagonal diag « fue caracterizado en la Definicion 2.2.10.

Demostracién. Claramente se ve la inclusiéon I O B(diag S(1))B.

Ahora bien, tomemos un operador T € I y por medio de su descompocion polar escribamos
T = U|T| (ver el Teorema 2.1.3). Notemos que U*T = |T| € I C R, pues I es un ideal
propio de B (ver 2.2.8). Entonces |T'| es un operador compacto y autoadjunto, luego existe
un operador unitario W de manera que W*|T'|W=diag «. Por lo tanto,

T = UW (diag)aW™ € B(diag S(I1))B
y asi queda demostrada la proposiciéon. =

Proposicién 3.7.2 Dado un ideal I de B, el subespacio S(I) C £>° definido previamente
es un subespacio solido y simétrico.

Demostracién. Para ver que S(I) es sélido, tomemos dos sucesiones, z € {* y a € S(I)
y veamos que za € S(I). Como diag o € I, entonces (diag za) = (diag z)(diag ) € I,
pues diag z € B por Lema 2.2.11. Luego za € S(I).

Veamos ahora que S(I) es un subespacio simetrico. Sean f € Emb(I") y a € S(I) y veamos
que f.a € S(I).

Por la ecuacién (1) podemos escribir (diag f.o) = Uy(diag oz)U}" y como Uy, Uj € By
(diag «) € I entonces (diag f.«) € I. Por lo tanto, fra € S(I). m

Debido al trabajo [9] de Garling, tenemos la siguiente correspondencia entre ideales propios
de B y subespacios sélidos y simétricos de cg.

Teorema 3.7.3 Fuxiste una correspondencia biunivoca entre los ideales propios de B y los
subespacios solidos y simétricos de ¢y, o sea,

{I C%B :1I es un ideal propio} «— {S C ¢y C L : S es un subespacio sdlido y simétrico de £},
I——S):={acl>®: diagacl}

Y SU NVErsa
J(S) :=<diaga:ae S ><—S85.
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Demostracion. Probemos que efectivamente son inversos. Es claro por la Proposicion
3.7.1 que J(S(I)) = I, para I C B ideal propio.

Mostremos que si S C ¢p es un subespacio sélido y simétrico de £*° se tiene que S(J(5)) =
S.

Por definicién, es claro que S(J(S)) 2 S. Veamos la otra inclusion.

Sea 8 € S(J(S)), entonces existen finitos f; y g; € By a; € S, para i = 1,...,n, tales que

diag g =Y, fi(diag o;) g;.
Consideremos para cada i = 1, ..., n, las siguientes biyecciones entre N y N

0; :N—N, 6;(m):=n(m—-1)+1

Definimos para cada i = 1,...,n, los operadores X; := Up,. Notemos que X = Uy = Uy
y por lo tanto, X X; = ¢; ; para todo 7,5 = 1,...,n.
Luego,

diag 8 = (Z fiX{ ) (ZX diag a;) X > (Z Xle)
= f <diag (Z(Hi)*(az‘)> )g
i=1 neN

= [f(diag a) g,

donde o := (32514 (0i)« (i) [ = 200 filX] ¥ 9= 250, Xigi.

Dado que S es sélido podemos suponer que o > 0 y que 5 > 0. Ademas, dado que S es
también simétrico podemos suponer que o \( 0 y que 5 N\, 0.

Pero entonces para cada n € N,

Bn = sn(diag B) = sn(f(diag @) g) < || f|[llgllsn(diag a) = [|f]l[lgllan = Com,

usando la Proposicién 3.5.7, donde C := || f||||lg|l es una constante.
,8//

Por lo tanto, si es la sucesién definida en el n-ésimo lugar como

(

a 0 a,=0

B {B an #0

resulta que || M| < C, entonces A € £>° y luego S = A -« € S. Esto prueba la inclusién
que restaba ver y entonces se tiene que S(J(5)) =5. =

Proposicién 3.7.4 Sean I y J C*B ideales propios, entonces S(IJ) = S(I1)S(J).
Demostracién. Tomemos una sucesién o € S(I.J), entonces
la] € S(IJ) & 3 fel,geJtal que (diag A\) = fg

& 3 fel,geJtal que (diag A) =|fyg]
< Jfel,geJtal que A= s(fg).
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Por la Proposicién 3.5.6 tenemos que

Aon—1(RS) < Ap(R)An(S)

Entonces
ARS) < AMR)A(S) ® A(R)A(S) € S(I)S(J),

(
porque A(R) € S(I) y A(S) € S(J) y por la Observacién 3.3.3.
Luego, como S(I) y S(J) son subespacios sélidos y simétricos, usando la Proposicién 3.2.5
tenemos que A\(RS) € S(1)S(J).

Para ver la otra inclusién tomemos o € S(I) y B € S(J), entonces

diag aff = (diag «)(diag B) € IJ = ap € S(1J).
[
Proposicion 3.7.5 Sea S C ¢y un subespacio sélido y simétrico y
Jg:={T €B:s(T) € S}.
Entonces Jg = J(95).

Demostracién. Si T € Jg, por la Observacién 3.5.9 se tiene que diag s(T') € Jg
y por el Teorema 3.7.3 tenemos que

ae S(J(S)) =S5,
por lo tanto, T' € J(S). Queda probado que Jg C J(S).
Sea ahora T' € J(S), por la Observacién 3.5.9 se tiene que diag s(T') € J(S). Entonces
s(TYeS=TeJs. m
A partir de las correspondencias probadas en las Secciones 3.7 y 3.6 podemos probar

que existe una correspondencia biunivoca entre los ideales propios de 8 y los conjuntos
caracteristicos de cf;. Esto resultado es debido al trabajo [6] de Calkin.

Corolario 3.7.6 Euxiste una correspondencia biunivoca definida de la siguiente manera

{I CB: 1 es un ideal propio} +— {X C ¢y : X es un conjunto caracteristico}

I+——=o(I):={s(T):Tel}

I(X)={T:s(T) e 2} =—X.
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Demostracién. Probemos que, si I es un ideal propio entonces ¥(S(1)) = o(I). Sea o € ¢
tal que diag a € I, entonces s(diag o) = o € o(I). Esto prueba que 3(S(I)) C o(I).
Supongamos que s(T') € o(I), entonces T' € I y por la Observacién 3.5.9 se tiene que
s(T') € I. Luego, s(T) € S(I) Ncy = X(S(1)).

Falta ver que, si 3 es un conjunto caracteristico entonces I(3) = J(S(X)).

Si T € I(X) entonces s(T') € 3, luego diag s(T") € J(S(X)). Por la Observacién 3.5.9 se
tiene que T € J(S(X)).

Para ver la otra inclusién, basta ver que los operadores de la forma (diag «) pertenecen a
I(X), pues I(X) es un ideal. Veamos ambas afirmaciones.

Para la primera podemos suponer que a > 0 y que la sucesion estd ordenada de mane-
ra creciente, pues S(X) es un subespacio sélido y simétrico y J(S(X)) es un ideal (ver
Teoremas 3.7.3 y 3.6.1). En estas condiciones, se ve claramente que s(diag o) = o € X.
Probemos ahora que I(X) es un ideal. Sean A, B € I(X), veamos que A + B € I(X).
Llamemos A := s(|A|), p = s(|B|) y v := s(|A+ B|) y con esta misma notacién, al igual
que en la prueba del Teorema 3.6.1 se sigue que v € X, que era lo que queriamos probar.
De la misma forma se prueba que, si A € I(X) y X € B entonces AX € I(X). Se sigue
que I(X) es un ideal. m
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4. p-clases de Schatten

Este capitulo estard basado en el trabajo [11] de C. Pearcy y D. Topping. Empezaremos
definiendo el conmutador entre dos ideales del anillo 98, centrdndonos en dos ejemplos
concretos: el ideal de los operadores compactos y los de las p-clases de Schatten, C, para
p > 1. En este punto intervienen los niimeros singulares que vimos en el capitulo anterior.
Probaremos también que las clases de Schatten son ideales en ‘B.

Por dltimo, calcularemos explicitamente los conmutadores de los ideales Co, para p >
1 y R, casos particulares del cédlculo de conmutadores para ideales cualesquiera que se
describird en el préximo capitulo. Hacemos una distincién en cuanto a los ideales Co), y 8,
porque las demostraciones que damos en el presente capitulo son de una naturaleza mas
constructiva que las del Capitulo 5.

Definicién 4.0.7 Si A, B € B son operadores lineales y acotados, escribamos [A, B] como
el conmutador
[A, B] .= AB — BA.

Si I yJ e B son ideales, definimos el conmutador como

[Ia‘]] = U[I7J]7"

r=1
donde
[1,J], = {T => [Ai,Bi]: A;e1, B; € J} .

i=1
Observacion 4.0.8 Sean I,J € B ideales, entonces por el Corolario 2.2.2 tenemos que
[I,J] C IJ.

4.1. Elideal C, C B

Definicion 4.1.1 Para 0 < p < 0o, definimos la p-clase de Schatten como

Cp = TE%:ZSn(T)p<oo

Definicién 4.1.2 Si a := (ap)n>1 €s una sucesion en el espacio (P, y {e,}n>1 es una
base de Hilbert ortonormal de H, entonces definimos el operador (diag «) sobre H como

(diag «)(h) := Zan < h,en>en, VheH.

n>1
Proposicién 4.1.3 El subespacio Cp es igual al ideal generado por

{diag o : a 1= (a)n>1 € P}
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Demostracién. Por la Proposicién 3.7.5 tenemos que
<diaga:a e ll >=: J(P) = Jp =C,.
]

Observacién 4.1.4 Mostramos antes que C, C B es un ideal, entonces por el Teorema
2.2.8 se tiene que Cp, C R.

Lema 4.1.5 5% ]lj + é = % entonces Cp,Cq = Cy.

Demostracién. Por la proposicién 3.7.4 y el Teorema 3.7.3 tenemos que S(CpC,) =
S(Cp)S(Cy) = Lo,
Veamos que P9 = {". Supongamos que a € {" y escribimos para u una sucesién de médulo
L

a = ula| = (u|a|?)|ald € P9,

Para ver la otra inclusién, por el Lema 2.2.9 y el Teorema 3.7.3, basta probar que si « € ¢
y B € {1 entonces af8 € £". Resulta entonces por Holder que

3=
3=

jg:(anﬁn)r = jg:(XZﬁZ

n>1 n>1

S
IR
S 1=

> (B < 0.

n>1 n>1

I
¢
Sgﬁ

T

Entonces ag € £".
Por lo tanto, S(C,Cq) = ¢" = S(C,) y por el Teorema 3.7.3 tenemos que C,Cqy =C,. ®
4.2. Resultados de Pearcy y Topping acerca de conmutadores

En el siguiente teorema, Pearcy y Topping calculan los conmutadores [8, 8] y [C2p, C2p]
para todo p > 1.

Teorema 4.2.1 Bajo las condiciones previas valen los siguientes dos resultados:
(a) R=[R, R].

(b) Cp = [Cap,Cayp| para todo p > 1.

Demostracién. Es posible demostrar los dos resultados de manera andloga. Cuando sea
necesario distinguir cual es el ideal al que nos referimos, lo notaremos.
Una de las inclusiones es clara, porque K 2O [&, £] porque K es un ideal de B y resta ver
que

Cp 2 [Cap,Cop), para todo p > 1.
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Por el Lema 4.1.5 tenemos que

CapCap = C,
pues % + QLp p, entonces teenmos probada la inclusion.
Veamos la otra inclusiéon. Fijemos un isomorfismo unitario entre H y H & H. Podemos
. . . - : ~ T T
identificar un operador T' € B con una matriz de tamano 2x2, digamos T := < Tl T2 >
3 14

que actua sobre H @& H de la manera usual.

Escribamos
~ (T 0O 0 Ty 0 O 0 O
=% o)+ (05 ) (n o) (on) 2

Podemos suponer que T es un operador autoadjunto, si no escribimos a T' como combina-
cion lineal de dos operadores autoadjuntos, o sea

T T+TF + T =T
= i
2 21
y probamos el resultado para cada operador autoadjunto por separado.

Ahora supogamos que T' es autoadjunto y 7' € 8 (resp. en Cp) y veamos que T' € [R], f]

(resp. en [Cap, Cap]). Esto es equivalente a probar que la matriz T" es suma de conmutadores
de cada tipo, respectivamente, y el motivo es el isomorfismo que notamos antes.

Observemos que si los dos primeros sumandos de la ecuacién (5) son una suma finita de
conmutadores, eso va a implicar que los dos siguientes también. Esto es porque se puede

T Gnene e
-

Notemos que T; € £ para todo i = 1,2, 3,4 (resp. en C,, y esto es porque cada T; se escribe

como 1" compuesto a izquierda por la proyeccién en una coordenada y a derecha por la
inclusién, luego usando la Proposicién 3.5.7 queda demostrado que T; € Cp). Ademés, junto

. . - . 1 0O 0 1o
con la observacion previa que hicimos, es suficiente probar que 0o 0) Lo o

€ [R, R] (resp. en [Cap, Cap)).

15
0 0
polar de T, o sea, Ty = U|Ts|, donde U es una isometria parcial y el conmutador

(75 8)- (0] - (5 ) (6 1)
( |T2|2 ><U|70’212 8)
(E)-()
(57%)

Comencemos viendo que ( > en un conmutador. Consideremos la descomposicion
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Como T5 es un operador compacto (resp. un operador en Cp), entonces |T2]% también
es compacto (resp. es un operador en Cpp,). Para mostrar esto, consideremos la forma
diagonalizada (ver el Teorema 2.1.2) de |Ts|, o sea , |Tz| = an(|T2|) < LU >Un Y
n>1
{vp}n>1 un sistema ortonormal.
Entonces
T2 = Z)‘”% < L Un > Up,

n>1

luego como s, (|72|) — 0, cuando n — oo y usando el Lema 2.2.11 se tiene que \T2|% es
compacto.
Para el caso en que |T5| sea un operador en Cp,

como (sn(|To]))ns1 C 7 entonces (sp(|Ts|2))n=1 € €2 y por lo tanto, |Th|2 € Cap.

Concluimos entonces que 8 1(;2 ) € [R, 8] (resp. en [Cap, Cap))

Para ver que < i 0

01 0 > € [R, R] (resp. en [Cyp, Cap]) usaremos el siguiente lema.

Lema 4.2.2 57 S € B, entonces el operador ( g 8

como suma de dos conmutadores, digamos [A, B] + [C, D]. Ademds, si S € R (resp. en
Cp), entonces A,B,C y D se pueden tomar en R(H & H) (resp. en Cop(H & H)).

) € B(H & H) se puede escribir

La demostracion del lema la veremos al finalizar la prueba del teorema.

. . . 71 0 .
Si aplicamos el lema anterior para < 01 0 ) se tiene que es suma de dos conmutadores

de la forma que queriamos probar.
Acabamos de ver entonces que

RC[R Ry CpC [Cap,Cqp], para todo p > 1.

Concluimos entonces la demostraciéon del teorema. m

Lema 4.2.3 La sucesion (Bp)n>1 dada por (0, 1,—%, %,...,—%, %, ...) se puede reordenar

(a la reordenacidn la llamamos (o, )n>1), de manera que la serie ci+. .. 4+an+. .. converja
condicionalmente a 0 y se tenga la siguiente propiedad

n
Do
i=1

Demostracién. Definimos oy = 0, aipg = 1. Sean k1 € Ny a3, au, ..., o, términos negati-
vos, (en el orden de aparicién de la sucesién original), tales que la suma parcial a; +...+ag,
es negativa. Ahora, definimos oy, 11 = % Observar que la suma parcial oy +... +ag, + g, +1
es positiva. Sea ko € N, ko > ki, y agregamos ag, 12, ..., @k, (nuevamente, en el orden de
aparicion de la sucesién original), tales que aj + ... + aj, es negativa. Continuando este

<t (1sn<oo) (6)
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procedimiento, obtenemos la serie a; + ag + ... + ay, + ..., cuya suma es 0, y la podemos
describir asi

Observamos las siguientes dos propiedades:

1- La serie no contiene dos términos positivos consecutivos.

2- La serie no contiene cuatro términos negativos consecutivos.

Esto dltimo es consecuencia de la siguiente desigualdad elemental,

1< 1 +1+ 1
k= 3k—-1 3k 3k+1

que vale para todo k& € N. Esto ocurre si y solo si

L _ 3k(3k+1) + 3k +1)(3k — 1) + 3k(3k — 1)

k= 3k(3k 4+ 1)(3k — 1)
si y solo si
3k(3k 4 1)(3k — 1) < (9k% 4 3k 4 9k* — 1 4+ 9k* — 3k)k
si y solo si
27k% — 3k < 27k> 4+ 9k — k
si y solo si

0 < 9k2 + 2k

y esto vale para todo k € N.
Probemos que

< —, VneN,

S|

n
Do
i=1

por induccién en n.

Sin =1 es claro.
Sin=2=10+1=1<4/2=2.
Sin=3=10+1-1/2=1/2<4/3.
Si n > 4, entonces consiremos la suma

n+1

n
E o = E Q; + Q.
i=1 i=1

Notemos que «;,4+1 es de la forma 1/j,41 o bien —1/j,41 con jo+1 € N y probemos la
desigualdad (6). Entonces separemos la demostracién en estos dos posibles casos:

» Si a1 = —1/jny1 (< 0) significa que > ;a5 > 0y ademds (n + 1)/2 < jpp1 <
(n+1).
Entonces por hipdtesis inductiva, por un lado se tiene que

n

1 4 1 3n+4
TR S
pot n n+1 nn+1)




3n +4 4
< =
nn+1) “n+1 -

lo que es cierto.

Por otro lado,

1 2 4
Zal > > >
Jn+1 Jn+1 n+1 n+1

" Si apg1 = 1/jng1 (> 0) significa que > j a; < 0y ademds (n+1)/4 < jpq1 <
(k+1).
Entonces por hipdtesis inductiva, por un lado se tiene que

1 4
Zal Sn—}—l'

Jn+1 ]n+1

Por otro lado,

(67 - =
‘ jn+1 ~ n n+l nn+1)

—3n —4
—>——— & n >4,
nn+1) n+1

lo que es cierto.

Entonces
n+1

Z@i < 4

— “n+1

y por lo tanto, queda demostrada la desigualdad (6).
En conclusion, vimos que a (8,)n>1 la podemos reordenar de manera que la serie o +
..+ an + ... converja condicionalmente a 0 y cumpla con la desigualdad (6). m

Por 1ltimo veamos la prueba del Lema 4.2.2 usado en el Teorema 4.2.1.

Demostracion del Lema 4.2.2. Si consideramos H @ H e identificamos la segunda copia
de H con la suma de numerables copias de H, entonces el espacio de Hilbert H & H queda
identificado como H = H & (H®H D ...). Definamos ahora al operador matricial diagonal
para una tira infinita de operadores, digamos B1, B, ..., By, ... , € 6 como

0 Bo 0 O
Diag(Bl,Bg,Bg,...) = 0 0 Bg
o o0 -
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. . : . . 0
Por lo tanto, tenemos que a partir de la identificacién anterior, el operador < g 0 > es

unitariamente equivalente al operador matricial diagonal

S 0 0 O
00 0 O
Diag(S,0,0,0,...) = 00 0
0 0
Escribimos
Diag(S,0,0,0,...) =
. S S S S . S S S S
—Dlag(S,—S,5,—5,...,5,—5,...)+D1ag(0,S,—§,5,...,—5,57...) (7)

y si se tuviera que cada sumando es un conmutador entonces tendriamos completa la
prueba del lema. Para esto, introduzcamos notacién necesaria.

Supongamos que (B, Ba, ..., By, ...) es una sucesion de operadores en ‘B

y notemos como UDiag(Bi, Ba, ..., By, ...) o UDiag(B,,) al operador que ubica a By, Ba, ..., By, ...
en la supradiagonal, o sea

0 By 0 O

0 0 By O
UDiag(Bl,Bg, ...,Bn, ) = 0 0 0

0 0

Y denotamos LDiag(B1, B, ..., By, ...) o LDiag(B,,) al operador que ubica a Bi, Bo, ..., By, ...
en la subdiagonal, o sea

60 0 0 O

B 0 0 O
LDiag(Bl,Bg, ...,Bn, ) = 0 32 0

0 O

Supongamos que S es positivo (si no, a S lo escribimos como suma de cuatro operadores
positivos) y notemos que si {e, }n>1 s una base de Hilbert ortonormal de H definimos el
operador U sobre esta base como

en_1 N >2
Z/ﬁ(en)::{() 1 n=1

Luego, a partir de U definimos el operador U := U; ® id.
Entonces

((diag ) ® S2)U = UDiag(((diag o) ® S2),), (8)

y ademas
U*((diag o) ® S%) = LDiag(((diag o) ® S%)n) 9)
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Por otro lado, si a € £*° observamos que

[UDiag(((diag oz)®5%)n), LDiag(((diag a)®5%)n)] = Diag((a)S, (a3—a})S, ..., (@2, —a2)S, ...)).

(10)
En efecto,
[UDiag(((diag @)  S7),), LDiag(((diag @)  52),)] =
0 S 0 0 0 0 0 0
0 0 a8 0 @S 0 0 0
"o o o 0 a8z 0 .|
0 0 0 0
0 0 0 0 0 atS2 0 0
@S 0 0 0 0 0 Sz 0
B 0 Sz 0 0 0 o .|
0 0 0 O
a?2S 0 0 0 0 0 0 0
0 a3S 0 0 0 oS 0 0
]l 0 0 a2 .| |0 0 a5 . |”
0 0 ’ 0 0
a2S 0 0 0
0 (a3—-a?)S 0 0
- 0 0 (a? —a)S -
0 0
= Dlag((a%)sv (Oé% - Ol%)s, Sx) (a%—l-l - ai)S, ))
En el caso en que la sucesién (ay,)n>1 se defina como,
ogp =0 o - L VneN
2n +— y 2n—1 -— \/’ﬁ, )
y reemplazamos en el conmutador anterior resulta que
S S S S
[UDiag(((diag a) ® S2),,), LDiag(((diag &) ® S2),)] = Diag(S, —S, STy T ).

Veamos que los operadores involucrados en el conmutador antes mencionado pertenecen
a R o a Cgp, dependiendo a dénde pertenezca S. O sea, lo que hay que ver es que

si S € & = UDiag(((diag a) ® S2),) y LDiag(((diag a) ® S2),) € & (11)
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y ademads, que

si S € C, = UDiag(((diag ) ®S%)n) y LDiag(((diag «) ®S%)n) € Cyp parap > 1. (12)
Y por las ecuaciones (8) y (9) es suficiente ver que
si S € R = (diag a)®S% €Rr
y ademas,
si S eC,= (diag o) ® Sz € Cop, parap > 1.
Como H ® H es isomorfo a £?(N x N) ~ ¢?(N), identificamos @’H con H® H.

n>1
El operador S 3 es compacto y autoadjunto, luego por el Teorema 2.1.2 lo escribimos como

1 1
5522)\m5<-,wm>wm.

m>1
Si {vp }nen es una base de Hilbert ortonormal de la primera copia de ‘H, en H®H, entonces
((diag o) ® S%)(h) = Z Andm? < By Up @ Wny > Uy @ W,
n,m>1

para h € H @ H.
Por el Lema 3.3.2 (apAp,

(diag o) ® S? es compacto.

NI

Jn,m>1 tiende a 0 y por el Lema 2.2.11 entonces el operador

Mostremos ahora que (diag o) ® S S Cop.
Como

(diag o) ® S%)(h) = Z an/\m% < h,vp @ Wy, > Uy @ W, para h € HQ H,

n,m>1
y por el Lema 3.3.2 (Oén)\m%)n,mzl € (%" queda demostrado.

Concluimos con esto dltimo que

. s S S
Dlag(S, —S, 5, _57 ceny g

es un conmutador como queriamos.

Analicemos el segundo sumando de la igualdad (7), o sea

S S S S
Diag(0,S, — =, —,...,——, —, ...).
lag( b b 2’ 2’ b n? ”’L’ )
Consideremos (fy,)n>1 la sucesion (0, 1, —%, %, vy —%, %, ...) y notemos que
S S S S
Di —— =, ——, —,..) = (di S.
lag(O7S7 2727 ) n7n7 ) ( 1ag6)®
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Lo que falta demostrar ahora, es que diag (8) ® S es un conmutador de operadores de la
forma que enuncia el lema.

Sea (ap )nen la reordenacién de (B, )nen construida en el Lema 4.2.3. El operador (diag 5)®
S es unitariamente equivalente al operador (diag o) ® S, entonces es suficiente probar el
resultado para el operador (diag o) ® S.

Definimos una sucesién, de ntimeros complejos, (7, )nen de manera que

S Z Q.
i=1
A partir de esta definicién es claro, por la férmula (10), que
(diag a) ® S = [UDiag(((diag ~) ® S%),,), LDiag(((diag 7) ® 52),)]
En virtud de la desigualdad (6), se tiene que

2

Entonces,

4P
Z”Yn‘%ﬁz 5y < 00, sip>1.
n

n>1 n>1

Luego v € £?P si p > 1, y de la misma manera que probamos las implicaciones (11) y (12),
usando el Lema 3.3.2, se demuestra que

siSef= (diagvy)® Szef= UDiag(((diag v) ® S%)n) y LDiag(((diag v) ® S%)n) €R
y
siS € C, = (diag ’y)®5% € Cyp = UDiag(((diag 7)®S%)n) y LDiag(((diag 7)@5’%%) € Cyp, parap > 1.

Resulta entonces que diag 5)® S es un conmutador de operadores en los respectivos ideales.
Luego
S S S S

_5757”'7 ﬁ7gu

Diag(0, S, )

es un conmutador como queriamos.

Esto concluye la demostracién, porque probamos que Diag(.S,0,0,0,0,...) es suma de dos
conmutadores de la forma que querfamos, dependiendo a cuél de los dos ideales (R o Cp)
pertenezca S. Esto finaliza la demostracién del Lema 4.2.2. m
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5. Conmutadores de Ideales de Operadores

Este capitulo se basara principalmente en el resultado méas importante de este trabajo:
la relacién que existe entre la pertenencia de un operador normal T' € IJ al conmutador
[1,J], con la pertenencia de la media aritmética de una cierta sucesion al subespacio sélido
y simétrico S(I.J). Dicha relacién fue desarrollada en el trabajo [8] por K. Dykema, T.
Figel, G. Weiss y M. Wodzicki.

Probaremos entonces que estos dos hecho son equivalentes y méas ain, que existen otras
maneras de describirlos.

Como consecuencia del teorema principal (Teorema 5.0.16), se destacaran algunos resulta-
dos importantes, como por ejemplo que son suficientes cuatro conmutadores de operadores
para escribir a un operador en [/, J] y el hecho de que el médulo de un operador T' perte-
nezca a [I, J| es equivalente a que el generado por T lo esté.

Por ultimo, probaremos que el morfismo

diag : S(I) — I, a+— diag «
nos permitird caracterizar el cociente 1/[B, I].
Definicion 5.0.4 Sea k un cuerpo, £ := Ey, y consideremos el anillo
m
k& = {Zaifi ca; €k, fie&}.
i=1

Definimos como Zg al nicleo del morfismo de k-dlgebras

D aifi € k[E] =) ai € k.
i=1 =1

Para un ideal I C B consideremos S(I) su subespacio sélido y simétrico correspondiente
(ver Teorema 3.7.3) y observamos que

TeS(I) = | J(ZeS(D)),

reN

donde
(ZeS(I))r = {Z(fi —f)sNi: fi, fle & N € S(I)} :

i=1

m m
En efecto, supongamos que w = Zaifi*v € ZgS(I). En particular, Zai =0 y por lo

=1 =1
tanto podemos escribir
w = (—Z aifi + Zaifz') v = (Z(fi - f1)> (aiv).
=2 =2 * =2 *

r

Si Z:(fZ — f)i € (ZeS(D)), para algin r, como fi, fy € € tenemos que f; — fl € Ig y
i=1
eso concluye la prueba de igualdad.

Definamos S(I)g como el cociente S(I)/ZeS(I).
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Lema 5.0.5 Sean 3,5 c¢ CN, f.gc & y p:= 'B". Se tiene que

diag ((f — 9).8) = [Uy(diag 8')Uy1, Uy(diag B")Uyi],
donde la operacion * fue introducida en la Definicion 3.1.4.

Demostracién. Por un lado, se tiene que

(f—9)B=fB—g9B= UfBUfT - UgBUgTa

luego
diag (f — 9)«8 = Uy(diag B)Ust — Uy(diag B)Uy;.

Si calculamos el conmutador de la derecha de la igualdad del lema tenemos que

[Uy(diag ﬁ/)UgT, Uy(diag B”)Uﬂ] = Uy(diag B)U,1Uy(diag B’/)Uﬂ — U,(diag ﬁ”)UfT Uy (diag 8")U,;
= Uy(diag 6’5”)Uﬁ — Uy(diag B///BI)UQT
= Uy(diag B)Uy+ — Ug(diag B)Ugt.

Como acabamos de ver que coinciden ambos lados de la igualdad del lema, tenemos pro-
bado en lema. m

A partir de ahora asumamos que I' = N y que H = (?(N).
Del lema previo se sigue el siguiente corolario.

El siguiente resultado es consecuencia del lema anterior y la Proposicién 3.7.4.

Corolario 5.0.6 Sean I y J ideales en B con al menos uno de ellos propio, entonces
tenemos

(ZeS(IT))r — 1, ]y,

donde S(1J) C ¢g es el subespacio solido y simétrico asociado al ideal I.J, definido en la
Proposicion 3.7.1.

Observacion 5.0.7 Consideremos la aplicacion shift, s : N = N, n+— n+ 1, entonces
para cada sucesion o € CN tenemos la siguiente identidad

a = (id — s)so(a), (13)
donde o(«) es la sucesion de sumas parciales introducida en la Definicion 3.3.4.

Definicién 5.0.8 Sea T' € & un operador normal, entonces existe U € U :=U(H), o sea,
en el grupo de unidades, tal que UTU* = diag a. La quasiorbita de T se define como

[T] := [a].
Veamos que estd bien definida. Supongamos que [T] = [o] y [T] = [B] v probemos que
las clases de o y B coinciden. Resulta que

T = U(diag a)U*
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T =V (diag B)V*

donde U y V' son unitarios.
Si evaluamos en la base candnica tenemos que

T(U(e:)) = Uldiag a)(e:) = Ulaies) = aU(ey).

Entonces U(e;) es un autovector correspondiente al autovalor ;.
Definamos para cada A € C el conjunto

I/\ = {i:al-:)\},
entonces
Ker(AMd—T)=<e; 11 € I\ >.

Si a; # 0 entonces aparece en la sucesidn un nimero finito de veces, porque la sucesion o
tiende a 0. Mds atn, esa cantidad es la dimension de

Ker(a;Id —T)

, que solo depende de T, entonces o aparece la misma cantidad de veces en 3. Si a; =0
entonces aparece infinitas veces tanto en « como en 3. Por lo tanto, existe una biyeccion
f N —= N de manera que a = f.(8). Entonces estin en la misma clase.

Para un subconjunto ¥ C ¢y definimos el conjunto

[T]s ={ac[T]: uni(la|) € X},
donde uni(|a|) fue definida por la igualdad (2).
Definicion 5.0.9 Para cada ideal I C B definimos el conjunto caracteristico
X(I):=8()Ncp.
Proposicién 5.0.10 Si o > 0 es una sucesion en cgy, entonces
a* < uni (a).

Demostracién. Llamemos (3, := uni («),. Supongamos que la desigualdad no es cierta
y consideremos
i:=min{n: B, < aj}.
Entonces tenemos que ; < af = «; para algin j, y afirmamos que i < j. Si i > j,
entonces
aj <supay, <sup B, = f; < of = ay,

n>j n>i
absurdo.
Denotemos o, = o (< B;) para k =1,...,7i — 1y observemos que nj > 4 para algin k.
Sino ny > i — 1y como ng # j, para todo k =1,...,7 — 1 entonces j > i, absurdo.

Por lo tanto, tenemos que

*
sup &p = Bz > Qo > a; = oy,
n>1

lo cudl es absurdo. Luego o* < uni (). ®
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Proposicién 5.0.11 Dado un ideal I C B consideramos ¥ = X(I), el conjunto carac-
teristico dado en la Definicion 5.0.9, entonces

[T]s #0eTel.

Demostracién. Supongamos que T € I, entonces (s, (T'))n>1 € [T] y ademés, (sp,(T))n>1 =
uni((s,(T))n>1) € 3, uego (s4(T))n>1 € [T]s.

Para probar la otra implicacién supongamos que existe un elemento « € [T]s. Entonces
a € [T] y uni(Ja|) € 3, pero como |a|* < uni|a| por la proposicién anterior, y ¥ es un
conjunto caracteristico, se tiene que s(7T") = |a|* € . Por lo tanto, T' € I. m

Definamos ahora la traza de un operador T' y algunos resultados previos, necesarios para
la Proposicién 5.0.17.

Definicién 5.0.12 Si T € ‘B es un operador tal que Z sn(T) < 00 y {en}tn>1 una base
n>1
de Hilbert ortonormal de H, entonces definimos la traza de T como

tr(T) := Z < Tep,en > .

n>1

La serie converge absolutamente y no depende de la base elegida (ver [10, Chapter 30,
Theorem 3]).

Proposicién 5.0.13 Sean A y B operadores de rango finito, entonces tr(AB) = tr(BA).
Demostracién. Ver [10, Chapter 30, Theorem 4(iv)]. m

Proposicion 5.0.14 Sean E una proyeccion ortogonal de rango finito y T € B, entonces
tr(ETE) = tr(ET).

Demostracién. Tanto £ como ET son operadores de rango finito, entonces usando la
proposicién anterior y que E? = E tenemos que tr(ETE) = tr(EET) = tr(ET). =

Proposicion 5.0.15 Sea A un operador de rango finito, entonces
tr(A)] < [|Al[rg(A)

Demostracién. A partir de la demostracion de la Proposicion 3.5.5, sabemos que s; =

d(A,To) = ||A]|. Como ademds la sucesién de nimeros singulares es una sucesién decre-

ciente, y |tr(A4)] < Z sn(A) (ver [10, Chapter 30, Theorem 4(i)]), tenemos la desigualdad.
n>1

[

El siguiente resultado es el principal estudio de este trabajo y fue probado en [8]. Nos
permitird relacionar las sumas aritméticas de sucesiones con la pertenecia de operadores
a un conmutador de ideales, bajo de ciertas hipotesis.

Teorema 5.0.16 Sean I y J € B ideales de operadores lineales y acotados, al menos
alguno de ellos propio. Sea T € IJ un operador normal en B. Entonces son equivalentes,

46



(G) T e [I,J]
(i) T €[1,J]s

(iii) Existe una sucesion o € [T] tal que aq € S(1J).

Antes de demostrar el teorema, enunciaremos dos resultados preliminares. Uno de ellos es
una proposiciéon que sera probada a continuacién.

r

Proposicién 5.0.17 Sea T := Z[Ai, B;] € B, entonces para toda proyeccion P € B de

1=
rango p < 0o, se tiene la desigualdad

tr(PTP)]
| (p (87 +2) st )spi1(Bi) + 4r|| PXT P

Demostracién. Para la demostracién de la proposicién es conveniente usar que, si A € B
Sns1(A) = d(A,F,) = min [REA] = min [ ARE].

donde Py es la proyeccion ortogonal sobre el subespacio V' C H.
Entonces existen proyecciones E;;, 1 <7 <7, 1 <j <4, derango a lo sumo p tal que

1B Aill = sp+1(A), IE5Bill = sp+1(Bi) (14)
Definamos a la proyeccién E := P+, ijl E;;, entonces

T 4
Im(E) = Im(P) + Y * Y " Im(Ej).

i=1 j=1

Notemos que el rango de E es a lo sumo p + 4rp. Ademas, como tr(ETE) = tr(ET) se
tiene que

tr(ETE)| = | tr([EA;, EB)])+ > tr(EAE"B;) — tr(EBE"A;)
i=1 =1
< D (IAEIIESBill + | BE||E* Al )re(E)
=1
< @ +2)pY spri(Ai)spa(Bi).

i=1

La tltima desigualdad se debe a que [|A;E*|| < syy(m)11(Ai) < spr1(A4;) y andlogamente
con la otra norma de las ecuaciones dadas en (14).
Por otro lado, como P y E son proyecciones ortogonales e Im(P) C Im(FE), entonces

EP=Py PE=P'E*=P"=P.
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Luego

tr(PTP) = tr(ETE)— (tr(ETE) — tr(PTP) — tr(PTP) + tr(PTP))
= tr(ETE) — (tr(ETE) — tr(PPT) — tr(PPT) + tr(PTP))
= tr(ETE) — (tr(ETE) — tr(EPT) — tr(PET) + tr(PTP))
= tr(ETE) — tr((E — P)T(E — P))
= tr(ETE) —tr((E — P)’T(E — P)?)
= tr(ETE) —tr((E — P)(E — EP)T(E — PE)(E — P))
= tr(ETE) — tr((E — P)EP*TPE(E — P))
= tr(ETE) — tr((E — P)(P*TPY)(E - P))
= tr(ETE) — tr((E — P)(PTTP1))

y esto implica que

ltr(PTP)| < [tr(ETE)|+ |PtTP*|rg(E - P)

T
< (8r+2)p) spr1(Ai)spi1(Bi) +4rp | PET P
i—1

Finalmente, dividiendo ambos lados de la desigualdad por p, tenemos probada la proposi-
cion. m

Enunciemos ahora el Lema de Steinitz (ver [2, 3, 4]).

Lema 5.0.18 (Steinitz). Sea E := (R",||.||) un R-ev normado, con n < oo. Entonces
existe una constante C' > 0 con la propiedad de que, para toda coleccion finita de vectores
U1, € E con o] <1, (1 <0 <7)y> v =0, existe una permutacion p € S, tal

que
m

Z Yp(i)

=1

<C, 1<m<r).

Demostracién del Teorema 5.0.16. El esquema de la demostracién consistira en probar
que (i)=-(iil)=(ii)= (7).

(i)=(iii). Como T € IJ C & sabemos por la Proposicién 5.0.11 que existe o € [T]x(z)
y como T es un operador compacto y podemos suponer que es autoadjunto (sino escri-
bimos a T' como combinacién lineal de autoadjuntos), entonces consideremos la sucesién
de autovectores {vy},>1 correspondientes a la sucesién de autovalores «, de modo que

T:Zan< © L, Un > Uy

Para cada n € N, sea P, la proyeccién ortogonal sobre el subespacio generado por
{v1,...,vp}, entonces

P, TP, al + ...+ oy
tr = = (ag)n-

n n
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.
SiT = Z[Ai’ Bi] con A; € Iy B; € J, entonces usando la Proposicién 5.0.17 tenemos
que =1

T
(el < 87 +2) S sus1 (A st (Bi) + druni (ja) (15)
=1
pues
IPETPE| = o < unips(fal).

Ahora bien, como a € [T]x(r) a partir de la desigualdad (15) tenemos que o, € S(1J).
(i) = (i)

Sea o € [T] tal que |a] \, 0y a € S(IJ), entonces existe U € U(H) tal que T =
U(diag a)U*. Entonces para probar que T' € [I, J]s basta ver que (diag «) € [I, J]3.

Consideremos la funcién e : N — N, ¢(n) := 2[927+1 (donde [logan] denota la parte
entera). Notar que para todo n € N, Le(n) < n < e(n).
Sea
1
B = m e(n)fl(a)v
entonces
1 n e(n)—1

1Bnl <

>

i=1

—I—Zai <

i=n+1

e(n)

1 1 . 1
()< + g méx{lail -0 < i < e(n)} = [(@a)al + 5l

n
Do
=1

Veamos por qué vale la desigualdad (x).
Como

e(n)—1

—l—Zai S%

i=n+1

1
+ §méx{\ai\ tn<i<e(n)}

n
Do
i=1

n
Do
i=1

1
e(n)

es equivalente a que

.2, = )

probemos esto ultimo.
En efecto,

1
+ §|04n+1|,

n
D o
i=1
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q]
’5 —
: 2
Mz
N
8
IN

e(n) —n — 1) o]

<
- (ot
1
2
<

S ‘an—i-l’
11 = 1
n e(n)> ;ai + §|an+1|.
Veamos que (1 — Z("T'S) < % Como
1 n n+1 n+1 1
- < —=< =1- < —.
2 " e(n)  e(n) e(n) 2

Con esto probamos ().
A partir de lo que acabamos de ver podemos concluir que

1
1Bn| < |(cta)n| + iunin(\aD.

Por lo tanto, § € S(IJ) si oy y uni(|a|) pertenecen a S(1.J).
Consideramos las siguientes funciones de N en N,

f *N—=N, n+— 2n,

f"'N=N, n—2n+1.

A partir de estas funciones definimos p como

pi=2Id — f' — )8 = (Id — )8+ (Id — f"):B.

Notemos que e(2n) = e(2n + 1) = 2e(n) para todo n € N y que

ay] = 2/817 n=1
pn=1 260-By, 0 espar
QBH—B—”T_I, n> 1 e impar

Tenemos que
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H2n = 252n_5n

9 e(2n)—1 1 (n)—

B e(2n) ; ZZ

2e(n)—1 e(n)

2 1

- 2e(n) ZZ; Z;
e(2n+1)— e(n)—1

2 1
alEeTE) Z % o &

= 2Bwm+1 — Bn = Hon+1.
Por otro lado, para 0 < i < 2¥ con k € N,
e(2F +i) = 28

y en particular se tiene que

2k+1 1
Hok = Hokq1 = ... = Hok+1_1 = Qk Z Q.
=2k
Entonces V kK € N
2k+1_1
Z (,ui — Ozz') =0. (17)
i=2k

Ademas, para todo i € {2’“, 2k 1} podemos hacer la siguiente estimacién

| — | < |pil + Jou] < |age| + |ai] < 2unige (o). (18)
Ahora definamos
i — oy .
j = ; 0,
v; o] si |agr| #

sino la defino como 0 y a partir de las ecuaciones (17) y (18) y el Lema 5.0.18 (de Steinitz)
sabemos que existen permutaciones py, del conjunto {2%,..., 25T — 11 tales que

l
Z Hp(i) — Xpg (i)

=2k

< 20 |ag| < 2Cunis (|a)), (19)

paral=2F .. 2F1 _1yLkeN.
Sea p := Hyenpr la unién disjunta y notar que p(1) = 1.
Observar que para [l € {2F ... 2k — 1}

gk | = (laf B |af)oen < (Jo| B lal),

pues (Ja| B |a]) es una sucesién decreciente, entonces deducimos de la desigualdad (19)
que
o (o2 (1 — a))| < 2C(uni(|a) B uni(al)).
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En particular, si o € [T]s1.), o(pz*(n — @) € S(IJ). A partir de la identidad (13) y la
definicién del shift s dada en la Observacion 5.0.7, tenemos que

pi(p—a)=o(p (n—a)) = s.o(p; ' (n— a))

y aplicando p, vemos que
a—p=(ps = p)«(7), (20)

donde v := o(p; (1 — ).
Como consecuencia de las ecuaciones (16) y (20), mostramos que

a=(Id— B+ Td— f")B+ (ps — p)«(7)

con B,y € S(1J) si ag € S(IJ) y uni(|a]) € X(1J).

Podemos concluir que (diag «) € [I, J]3 a partir del Corolario 5.0.6.

Para terminar la prueba del teorema notemos que la implicacién (ii)=-(i) es clara por la
definicién de [I, J]. m

Ademas de las equivalencias que acabamos de ver, existen otras que son mas sencillas de
probar a partir del teorema anterior. Las explicitaremos en el siguiente resultado.

Teorema 5.0.19 Sean I y J € B ideales de operadores lineales y acotados, de manera
que, al menos alguno de los dos es propio. Sea T € IJ un operador normal en B. Entonces
son equivalentes,

(i) T el[l,J]

(i) [T1nus) C {o € co: aq € S(IT)}
(iii) [T]us N{a € co:aq € SII)} #0
(iv) [T] C (ZeS(1J))3

(v) [TINZeSTT) # 0

(vi) [T] C ZeS(1J).

Demostracién. Para probar (i)=-(ii) tomamos una sucesién o € [T]5(r) y copiando la
demostracién de la implicacién (i)=-(iii) del Teorema 5.0.16 tenemos que o € {f € ¢y :

Ba € S(1J)}.

Veamos (ii)=(iii). Por la Proposicién 5.0.11 y por (ii) sabemos que §) # [T]x;) € {a €
co:ag € S(IJ)} y claramente la interseccién es no vacia.

La implicacién (iii)=-(iv) es la implicacién (iii)=-(ii) del Teorema 5.0.16.

Supongamos que vale (iv) y veamos (v). Existe a € [T]s(s), en particular tenemos que
a € [T]. Como vale (iv), a € [T] NZgS(1J).

Mostremos que (v)=-(vi). Sean 8 € [T], y a € [T] N ZgS(1J), que existe por hipdtesis,
entonces hay una funcién f € £ tal que g = f.(a). Escribimos 8 = fi(a) —a + a =
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(f —id)«(a) + o, tanto (f —id).(«) como a pertenecen a ZgS(IJ), y como ZgS(IJ) es un
espacio vectorial 8 € ZgS(1J)

Por tltimo, (vi) implica (i) se sigue del Corolario 5.0.6.
Esto concluye la demostracién del teorema. m

Ahora que probamos el Teorema principal y sus equivalencias, podemos enunciar y mostrar
algunas de sus consecuencias.

Teorema 5.0.20 Sean I,J C B ideales de operadores lineales y acotados, al menos uno
de ellos propio, entonces

(i) B,1J]=1[I,J].
(i) [L,J] =11, J]a.

Demostracién. Sea T'= X +iY € [I, J] de manera que X = X* y Y = Y*. Consideremos
U y V los operadores unitarios tales que diagonalizan a X y a Y respectivamente, digamos

UXU* =diag a y VY V™ = diag 8
para «, € S(IJ). Entonces tenemos que
T = U*(diag (o +i8))U + i(V*(diag B)V — U*(diag B)U).
El operador A := U*(diag (o + i))U es normal, pues
AA* = U*(diag |a + i8|*)U = A*A.

Ademéas A € U*(diag S(IJ))U C IJ, entonces por el Teorema 5.0.16 se tiene que A €
[I,J]g,ﬁ [%71*]]3
Por otro lado,

V*(diag B)V — U*(diag S)U = [V*U,U*(diag B)V] (€ [B,1J])
[V*(diag a)U, U*(diag a2)V] (€ [I,J])

donde a1 € S(I) y ag € S(J) son tales que = ay.ag, usando la Proposicién 3.3.13. =

Proposicién 5.0.21 Para A € (Roo)Y y m € N se tiene que
(AFM), < mg.

Demostracién. Tenemos que probar ¥V n € N que (A™),), < m(\y)n. Sea n fijo y
supongamos que n = mk + r donde 0 < r < m es el resto de la divisién por m, entonces

mk+r

k
(AF™) ) = o 3 (), = pr <mZ)\Z +7">\k+1> :
=1

=1
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y ademas

Entonces
(()‘Em)a)n < m()‘a)n <~

1 k m mk+r
o e <m;Ai+mk+1> o e Z \i &
m mk+r
<~ 77”L,1<:—f—7“)\k+1 = mk-l—ri%l Ais

y esto ultimo es cierto porque r < m y los términos de la suma de la derecha son positivos.
]

Teorema 5.0.22 Para un operador T € B, I,J C B ideales y alguno distinto de ‘B, las
stquientes condiciones son equivalentes

(a) <T>C[I,J],
(b) [T]€[L,J].

Demostracién. Si escribimos a 1" a partir de su descomposicién polar, se tiene que
T =U|T|y |T| = U*T. Entonces < |T| >=< T > y queda demostrado que (a) implica
(b).

Supongamos que vale (b) y veamos (a). Tomemos un operador R € <T > y supongamos
que R es positivo. Como |T'| € [I,J] C IJ por la Observacién 4.0.8, tenemos que R € IJ.
Luego podemos aplicar el Teorema 5.0.19 (ii) y tenemos que

Rell,J] < s(R), € X(1J). (21)

Entonces veamos que s(R), € X(1J).
Como R€ <T> = s(R) € X(<T>) = 3Im € N tal que s(R) € O(s(T)"™).
Por otro lado, por el Teorema 5.0.16 tenemos que

T €[I,J] < s(T), € X(1J).
Ademds, por la Proposicién 5.0.21 tenemos que
5(R)q < C(s(T)®™), < Cms(T), € X(1J).
Luego s(R), € 3(IJ) y por la equivalencia (21) esto implica que R € [I,J]. =

Teorema 5.0.23 Sean I,J y L ideales en B, supongamos que al menos uno de ellos es
propio. Entonces son equivalentes:

(a) I C[J, L]
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(b) X(I)a € X(JL)
(c) S(I)R O, C X(JL).

Demostracién. Notemos que por el resultado probado en el Corolario (3.4.10) vale la

siguiente igualdad
Y1)y =2({I)XO,.

Por lo tanto, la equivalencia (b) < (¢) es clara.

Probemos que (a) = (b). Sea A € X(I),, entonces existe 7 € X(I) tal que A € O(7,).
Como 7, € X(I) y vale (a), tenemos que 7, € 3(JL) y como este ltimo es un conjunto
caracteristico A € ¥(JL).

Para ver ahora que (b) = (a) tomemos un operador 7' € I = |T'| € I 'y s(|T])q € £(1)q
y por lo tanto, s(|T'|), € X(JL). Aplicando el Teorema 5.0.16, |T'| € [J, L] y usando la
equivalencia del Teorema 5.0.22, <T'> C [J,L]. m

A partir del Teorema 5.0.22, se pueden deducir facilmente los resultados probados por
Pearcy y Topping, que estudiamos en el Capitulo 4.

Corolario 5.0.24
= RC[R A,
» Cp C [Cop,Cap), para p > 1.
Demostracién. Recordemos que w es la sucesiéon armoénica. Del Lema 3.3.2 resulta que

RO, Cchy RO, C P~
Ademés, por el Teorema 3.7.3 tenemos que

LR)KO, =cg®RO, C 5= 3(RR)

2(C,) KO, = P* RO, C 7" = %(Cp) = 5(CapCap)-

Como consecuencia de las equivalencias del Teorema 5.0.22, queda demostrado el corolario.
]
Por ultimo, caractericemos el cociente I/[B, I] para un ideal I C B.

Teorema 5.0.25 En base a la notacion expresada en la Definicion 5.0.4, para todo ideal
I C B el morfismo dado por

diag: S(I) = I, a+— diag «

induce un isomorfismo
©:Se — I/[B,1.
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Demostracién. Veamos que el morfismo O es suryectivo. Sean T'= X +iY € J, a € [X],
B € [Y], Uy V operadores unitarios, entonces como en la demostracién del Teorema
5.0.20 escribimos

T = U*(diag (a+ip))U +i(V*(diag 5)V — U*(diag B)U)

donde V*(diag B)V — U*(diag B)U = [V*U, U*(diag 5)V] (€ [B, 1)).
Luego, la clase de T' y la de (diag (« + if3)) son iguales en J/[*B,
Para ver que es monomorfismo, supongamos que ©()\) = diag A = 0 entonces (diag \) €
[B,1]. Ademas, por el Teorema 5.0.19 tenemos que A € Zg(S(J)) y por lo tanto, A = 0. =

—

56



6. El Minimo Numero de Conmutadores

En este ultimo capitulo veremos algunos resultados sobre ideales de operadores que no se

relacionan directamente con el teorema principal del trabajo [8](ver Teorema 5.0.16).

Probaremos que un operador T" € 9B, bajo ciertas hipotesis, lo podremos escribir como
suma de conmutadores y analizaremos cuél es la cantidad que necesitamos.
Dos resultados seran los destacados: probaremos primero la identidad

[Iv‘]] = [LJ]Q_"[%’IJ]D

y ademds que si |T'| € [I, J] entonces vale que

T e[I,J) +[B, 1)

Antes de probar el primer resultado mencionado arriba mostremos algunos hechos preli-

minares.

Lema 6.0.26 Sean A un anillo con unidad y r1, ..

., € A tales que st llamamos o 1=

ri+...+rj, para j = 1,...,n 0, = 0. Entonces se tiene la siguiente identidad entre
elementos del anillo de matrices My (A) :

r a1 ’
1 0 oy 1 0
T2
= 1
r 0 ona
" 0 10
Demostracién. Notemos que 7 = 01, rj = 0; —0j—1 para j = 1,...,n y ademds que
Tn = Op — Op_1 = —0n_1. Calculemos el conmutador del enunciado.
Se tiene entonces que
0 g1 0
0 oy 1 0
) 1 =
On—1
0 10
0 g1 0 0 0 g1

0 (o) 10 0 g9

_ - 1
0 On—1 On—1
0 10 0 0
o1 01

o9 o1 02 — 01

= — 02 = 03 — 02
On—1
0 On—1 —Onp-—1
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1
)

T'n

Lema 6.0.27 Supongamos que el operador T € [I,J] y que el subespacio cerrado Ker(T')
es de dimension infinita. Entonces

T =[R,S]+ [N, X] (22)

para algin R€ I, S € J, X € IJ y N € B tales que N3 = X3 = 0. Ademds, si [ =B N
y X se pueden elegir de manera que N?> = X2 = 0.
En particular,

Tell,J)+[B,1J).

Demostracién. Como T € [I, J] escribimos T = Z[Ri’ Si).

i=1
Por hipétesis, sabemos que existe un isomorfismo ® : H — HP™ tal que
Z;’il[Riﬂ SZ]
0
TP ! =
0
en M, (*B).
m
Llamemos 71 := Z[Ri’ Si] y rj == —[Rj,S;] para j = 2,...,m y observemos que a partir
i=2
deestori+...+r, =0.Sioj:=r;+...+r; paraj=1,...,m y usamos el Lema 6.0.26
tenemos que
o[ Riy Si]
R ,S 2122[ 1y M1
4 1, 51 —[Ra, S5
TP — = ‘ _
0 ZZ‘Z2[R1'7 Si] 0
0 2213 [Riv SZ] 10
= ‘. .. y 1
0 Z?lm—1+1[Ri7 SZ] .
- O 1 0 -
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Por otro lado, observemos que

[R1, 51] Ry S
(R, S R, Sm
Luego
Ry Sl
TP ! = , _
Ry, Sm
0 0 Z?LQ[R% SI]
10 0 2113 [Rlv SZ]
- 1 ) ’ T . )
0 Z?im—l-l-l[Ri? SZ]
L 1 0 0 _
y si ademas definimos los operadores
Rl 51
R:=d"1o o®, §:=d1o od,
R, Sm
0 ZZQ[R“ S’L] m (1) .
0 Zi:?;[Ri’ Sl]
X =3 o o® y N := —® 1o 1 . od,

0 Z;‘imfl+1[Ri’ Si]
0

mostramos que T' = [R,S] + [N,X] con R € I, S € J, X € IJ y N € B, donde

N™ = X™ = (. En particular,
Tell,J+[B,1J).

Probemos que
B, 1J]; C[I, ]2

(23)

En efecto, sean A € B y T € IJ. Por el Lema 2.2.9 supongamos que T'= RS con R € [

y S € J. Tenemos

[AR,S] — [R,SA] = ARS — SAR — RSA+ SAR = [A, RS] = [A, T]

entonces [A,T] € [I, J].
En general, a partir de lo que acabamos de ver tenemos que

[I, J]l + [%,Ij]l - [I, J]g.
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Por otro lado, en el caso en que I =B se tiene que
[%, J]l + [SB, %J]l = [SB, J]Q.

Por lo tanto, probamos que m < 3 y repitiendo la primera parte de la prueba para m = 2
(si I =*B) y para m = 3 (en el caso general) obtenemos una representaciéon para 7' como
en la ecuacién (22) de 7. m

Teorema 6.0.28 Si [ y J son ideales en B, entonces
[I,J]=11,J]2+[B,1J]]:. (24)
En particular, st elegimos I =B
[B, J] = [B, J]s.

Demostracién. Sea T' € [I,J] C I.J por la Observacién ??.Por el Lema 2.2.9 existen
operadores R € I y S € J tales que T'= RS. Sea V una isometria de H en un subespacio
que notamos V#H, tal que (VH)* es un subespacio de dimencién infinita. Entonces

[RV*,VS|+ VSRV* = RV*VS —VSRV*+VSRV*=RS =T.

Como VSRV* = V(T — [R,S])V*, si ademds escribimos T = Z[Ri,Si] para m € N,
i=1
R, €Iy S; € J, tenemos que

VSRV* = Y [VRV*, VS;V*] - [VRV*, VSV*| € [, J].

i=1
Por el Lema 6.0.27 VSRV* € [I,J]1 + [B,1J];. Luego T € [I, J]2 + [B,1J];. m
Si combinamos el Teorema 6.0.28 con la inclusién (23) tenemos el siguiente resultado.
Corolario 6.0.29 Si I y J son ideales en B3,
I, J] =11, J]s. (25)

Este resultado fue probado en el Teorema 5.0.20 de la seccién anterior de manera mas
constructiva. En esta secciéon probamos resultados mas concretos, como el Teorema 6.0.28,
que nos permite ver al corolario como una clara consecuencia.

Recapitulando, las igualdades (24) y (25) nos permiten dar el nimero de conmutadores,
a lo sumo, que describen a un operador en [I,.J], donde I y J son ideales en B. Veamos
ahora que serd suficiente suponer que |T| € [I,J], para probar que T es suma de dos
conmutadores.

Teorema 6.0.30 Si [ y J son ideales en B y suponemos que |T'| € [1,J], entonces

T e[I,J) +[B, 1)
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Dejemos la demostracion del teorema para el final del capitulo. Previamente daremos
algunos corolarios, y lemas necesarios para la prueba.
Corolario 6.0.31 Si I y J son ideales en B tales que I C [B, J], se tiene que

IC [%, J ]2
Demostracién. Tomemos un operador 7' € I C [B, J] y usando su descomposién polar
se tiene que |T'| € I C [B, J].

Si ahora usamos el teorema anterior, tenemos que 7' € [B, J]2. =

Notemos que usando el Corolario 6.0.31 y el Teorema 5.0.23 se obtiene el siguiente coro-
lario.

Corolario 6.0.32 Si I y J son ideales en B, son equivalentes:
(a) IR (w) CJ
(b) I C[B,J]2.

En base a la inclusién (23) tenemos un corolario que involucra a tres ideales de B.

Corolario 6.0.33 Si I, J y L son ideales en B y suponemos que I C [J, L], entonces
Ic [‘L L]3

Demostracién. Tomemos un operador T' € I C [J, L] y usando su descomposién polar se
tiene que |T'| € I C [J, L]. Entonces

T e {J, L]l + [%, JL]l - [J, Lh + [J, L]Q = [J, L]g
]

La demostracién del Teorema 6.0.30 estard basada en dos lemas que probaremos previa-
mente.

Lema 6.0.34 Sean A un anillo con unidad, n € A un elemento nilpotente y u € A un
elemento inversible que conmuta con n. Para todo ideal I C A, la aplicacion

O, () = ut + [n,t] Vt € I,

es biyectiva.
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Demostracién. Sea m € N tal que n™ = 0 y consideremos tres morfismos del grupo
aditivo de I, p,L y R: I — I definidos por:

p(t) :==wut, L(t):=nt y R(t):=tn, tel.

Dichos morfismos conmutan entre ellos pues n y u conmutan. Observemos que ®,, =
p+L—Rycomo L™ =R" =0, entonces (R— L)™ = 0.

2m—1

Veamos que O := Z p "1 (R — L)' es el morfismo inverso de ®,, ,,.
i=0

Para cada i = 0,...,2m — 1 tenemos las siguientes igualdades

i o (R—L)io(p— (R—1)) = po(R—Ly—p i o(R— L)
= (p—(R—L))op " 'to(R-L)

g o (R—L) o(p— (R L)) =.

Entonces

Por otro lado,

(I)n,u 00 = Z pii © (R - L)z - piiil © (R - L)i+1

Entonces <I>,‘L7h =0. =

Lema 6.0.35 Sean I y J ideales de B y un operador T € IJ. Supongamos que tenemos
una identificacion entre H y HO* para algin k € N tal que, si vemos a T = (Tij)1<i i<k
como elemento de de My(B) y tenemos que Ty € [I,J] de manera que, los subespacios
cerrados Ker(Ty;) son de dimension infinita para todo i = 1,... k.

FEntonces
Tell,Ji+[B,1J).

Demostracién. A partir del Lema 6.0.27 podemos escribir a cada uno de los elementos
de la diagonal de (Tjj)1<i j< como Ty = [R;,S;| + [N, X;| para R; € I, S; € J, X; € IJ
y N € B(H!). Podemos elegir el mismo operador N para todo i = 0,...,.k y N3 = 0.
Llamemos X;; := X;.

Sabemos que T;; € IJ para cada i,j por la Observacién ??7. Consideremos el anillo de
matrices A = My (*B), el elemento nilpotente N y (para todo i # j) el operador que es
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multiplicar por (j — ). Por el Lema 6.0.34 para todo i # j, existen operadores X;; € I.J
tal que Tz’j = (] — Z)XU + [N, XZJ}
Definamos a la matriz X := (Xj;)1<i j<r ¥y podemos escribir a T" de la siguiente manera,

Ry S 1+N
9 c. + . ,X —
Ry, Sk k+ N
Rl —Sl Sl _Rl
Ry — Sk Sk — Ry,
(1+N)X, (1+ N)Xy) Xi(1+N) Xix(k+N)
+ - - - -
(k+ N) X1 (k+ N)Xj Xp(1+N) Xi(k+N)
(R, S1] [N, Xi] (1= k) X1k + [V, X1x])
- : +
(R, Skl ((k —1)Xk1 + [N, X1x]) [N, Xi]
(R, S1] + [N, Xi] (1= k) X1k + [N, X1])
= = (Tijhi<ij<k =T.
((k — 1)Xk1 + [N, Xlk]) [Rk, Sk] -+ [N, Xk]

Por lo tanto, T € [I,J]1 + [B,IJ];. =

Demostracién del Teorema 6.0.30. Por [1, Theorem 2, y la demostracién de Theorem
3] se puede identificar H con H®* de manera que al operador 7' lo podemos pensar con
una matriz (7j;)1<i j<4 tal que para cada uno de los coeficientes de la diagonal existe un
espacio de dimensién infinita en el cudl vale 0.

Cada coeficiente T;; de la matriz, pertenece al ideal generado <7'>, el cudl estd contenido
en el conmutador [I,J]. Esto ultimo es consecuencia de la hipétesis |T'| € [I,J] y las
equivalencias del Teorema 5.0.22.

Ahora bien, si aplicamos el Lema 6.0.35 para el caso en que k = 4 tenemos que

T €[I,J); +[B, 1)
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