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Introducción

El estudio de la dinámica de operadores lineales de�nidos en espacios de Banach o de
Fréchet es una rama moderna del análisis funcional que ha surgido a partir del trabajo
de muchos autores. Probablemente, el inicio de su estudio de manera sistemática es la
tesis doctoral de C. Kitai en 1982 [23]. En particular, gran parte de la difusión de este
tema de estudio debe ser atribuida a los trabajos de G. Godefroy y J. H. Shapiro [17]
y K.-G. Grosse-Erdmann [20].

Para dar una idea sumamente simpli�cada del tema, podemos decir que el centro
de atención es el comportamiento de las sucesivas iteraciones de un operador lineal.
En otras palabras, se estudian sistemas dinámicos discretos asociados a operadores
lineales. En el contexto �nito dimensional este problema se puede resolver a través
del estudio de la forma de Jordan asociada a una matriz, y los comportamientos son
relativamente simples (de ahí que el caos se asocia naturalmente a sistemas no lineales).
Sin embargo, en espacios de dimensión in�nita los sistemas lineales pueden ser caóticos,
ya que aparecen fenómenos nuevos, como por ejemplo la existencia de órbitas densas
en todo el espacio. Este nuevo fenómeno es el centro de estudio de la tesis. Cuando un
operador admite órbitas densas se dice hipercíclico. La palabra �hipercíclico� tiene su
origen en la noción de �operador cíclico�, ligado al problema del subespacio invariante.
En este caso, los operadores hipercíclicos están ligados al problema de existencia de
subconjuntos invariantes: ¾dado un operador lineal T : X → X, es posible encontrar
un subconjunto cerrado no trivial F tal que T (F ) ⊂ F?

Concretamente, las de�niciones sobre las que desarrollaremos el trabajo son la siguien-
tes. Sea X un espacio de Fréchet separable de dimensión in�nita y T : X → X un
operador lineal y continuo. Dado x ∈ X, la órbita de x por T es el conjunto de�nido
por

Orb(x, T ) = {T nx : n ≥ 0}.
El operador T se dice hipercíclico si existe x ∈ X (vector hipercíclico) tal que Orb(x, T )
es denso en X.

Es importante notar que la existencia de operadores con esta propiedad es sólo posible
en espacios de dimensión in�nita ya que por ejemplo, si T : X → X es un operador
lineal en un espacio de Fréchet y T ′ : X ′ → X ′ es su operador adjunto, la existencia
de algún autovalor para T ′ garantiza que T no es hipercíclico. En los últimos años el
estudio de la hiperciclicidad de operadores ha tenido un desarrollo importante, como
referencia puede consultarse la bibliografía [3] y [21]. Se encontraron sorprendentes
resultados, entre ellos, podemos citar que si un operador admite un vector con órbita
densa, entonces admite in�nitos de estos vectores. Más aún, el conjunto de los vectores
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con órbita densa de un operador hipercíclico es denso, conexo y homeomorfo al espacio
ambiente. También se probó que no existen operadores compactos hipercíclicos.

Los primeros ejemplos de operadores hipercíclicos surgieron en el contexto de la teoría
de funciones analíticas. Así, en 1929, G. D. Birkho� [8] probó que para todo a ∈ C, el
operador traslación en el espacio de funciones enteras de variable compleja (H(C), τ)
con la topología compacto-abierta, Ta : H(C)→ H(C) de�nido por Taf(z) = f(z+a) es
hipercíclico, y en 1952, G. R. MacLane [25], mostró que lo mismo ocurre con el operador
de diferenciación en H(C). Por supuesto, no exitía aún la noción de hiperciclicidad,
y el interés de estos trabajos no se centraba en la dinámica de los operadores sino en
propiedades de las funciones analíticas. Estos resultados fueron generalizados por G.
Godefroy y J. H. Shapiro en 1991 [17] quienes probaron que todo operador lineal y
continuo T : H(C)→ H(C) que conmute con las traslaciones y no sea un múltiplo de
la identidad es también hipercíclico.

El primer ejemplo de existencia de esta clase de operadores en espacios de Banach fue
exhibido por S. Rolewicz en 1969 [27]. En el trabajo se prueba que para 1 ≤ p <∞, si
B : `p → `p es el operador shift a izquierda, B(x1, x2, x3, . . .) = (x2, x3, . . .), entonces
T = λB es hipercíclico para todo λ ∈ C, |λ| > 1.

Para ciertas clases de operadores, se han estudiado en detalle las condiciones para que
se presente la propiedad de hiperciclicidad. Por ejemplo, supongamos que G ⊂ C es
un abierto simplemente conexo del plano complejo y llamemos H(G, τ) al espacio de
funciones holomorfas en G, dotado con la topología de convergencia uniforme sobre
compactos. Dada una función holomorfa φ : G → G, se considera el operador de
composición Cφ : H(G, τ) → H(G, τ), de�nido por Cφf(z) = f ◦ φ(z). En [12], P.
S. Bourdon y J. H. Shapiro determinan si el operador de composición es hipercíclico
estudiando la dinámica de la función φ que lo induce. En [31], se estudian operadores
de composición de�nidos en el espacio de Hardy H2(D).

En 1982, C. Kitai [23] introdujo en su tesis doctoral un criterio de sencilla aplicación que
brinda condiciones su�cientes para que un operador sea hipercíclico; este resultado fue
redescubierto por R. M. Gethner y J. H. Shapiro en 1987 [16]. Las hipótesis supuestas
sobre el operador T : X → X permiten no solo probar su hiperciclicidad, sino también
la del operador T ⊕T : X⊕X → X⊕X. Cuando el operador T ⊕T : X⊕X → X⊕X
resulta hipercíclico, se dice que T es mixing débil. En 1999, J. Bès y A. Peris [6] in-
troducen un criterio similar al anterior, conocido como el �criterio de hiperciclicidad�
y prueban que la hiperciclicidad de T ⊕T implica que el operador T satisface las hipó-
tesis del criterio. Este resultado puede traducirse en el siguiente modo: la a�rmación
�T es hipercíclico ⇔ T ⊕ T es hipercíclico� es equivalente a decir que las condiciones
del criterio de hiperciclicidad son necesarias para la hiperciclicidad de un operador T .
Este problema fue planteado originalmente por D. Herrero [22] y dio lugar a numerosos
trabajos (ver por ejemplo [18], [19] y [29]). Entre los que se encuentran versiones equi-
valentes de que un operador sea mixing débil. El problema planteado por D. Herrero
es reconocido como uno de los problemas más interesantes de la teoría, y permaneció
sin solución durante 15 años. Finalmente, M. De La Rosa y C. Read en 2006 probaron
la existencia de operadores hipercíclicos en espacios de Banach que no satisfacen el cri-
terio de hiperciclicidad [14]. Más aún, en 2007, F. Bayart y É. Matheron [4] muestran
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diversos ejemplos en espacios de Banach clásicos, como por ejemplo en c0(N) o `p(N).

Una vez resuelto este problema, queda abierta la caracterización de aquellos espacios
que admiten operadores hipercíclicos, y también de aquellos espacios en los que todo
operador hipercíclico es mixing débil. Por ejemplo, existen espacios de Fréchet que
no admiten operadores hipercíclicos y también existen espacios que no son localmente
convexos, que admiten operadores hipercíclicos. Además, en el espacio ω := CN todo
operador hipercíclico es mixing débil.

Estructuramos el trabajo de la siguiente forma.

En el primer capítulo presentamos algunas de las propiedades más importantes de
los operadores hipercíclicos. Analizamos el conjunto de vectores hipercíclicos de un
operador. Damos el Criterio de Hiperciclicidad, y mostramos los primeros dos ejemplos.

Dedicamos el segundo capítulo a los ejemplos más importantes que se conocen. Estu-
diamos dentro de distintas familias de operadores condiciones para que estos resulten
hipercíclicos. Se analizan operadores de multiplicación, de composición, de traslación,
de derivación y operadores shift.

En el tercer capítulo estudiaremos operaciones que mantienen la hiperciclicidad de un
operador. Veremos que esta propiedad se mantiene por potencias y rotaciones. Ade-
más, trabajamos en profundidad el criterio de hiperciclicidad presentado en el primer
capítulo. Veremos que si un operador satisface el criterio de hiperciclicidad, entonces
es mixing débil y hereditariamente hipercíclico.

Construimos en el cuarto capítulo un operador hipercíclico que no satisface el criterio
de hiperciclicidad. Mostrando así, que la hiperciclicidad es una propiedad que no se
mantiene por sumas directas.

En el último capítulo, veremos otros resultados de interés que se relacionan con los
temas desarrollados. Estudiamos condiciones que aseguran que un operador hipercíclico
satisfaga el criterio de hiperciclicidad. También damos los lineamientos generales sobre
los sistemas dinámicos caóticos y por último enunciamos una solución al problema del
�subconjunto� invariante.
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Capítulo 1

Operadores Hipercíclicos

1.1. Sistemas Dinámicos Lineales

En esta tesis desarrollamos el análisis de sistemas dinámicos lineales. Trabajaremos
sobre espacios vectoriales X junto con una topología τ . El objeto de estudio serán
operadores lineales y continuos sobre el espacio (X, τ). Notamos

L(X) := {T : X −→ X, T lineal y continuo} .

De�nimos entonces, los sistemas dinámicos lineales.

De�nición 1.1.1. Un sistema dinámico lineal es un par (X,T ) donde X es un espacio
vectorial topológico real o complejo y T ∈ L(X).

Muchas veces trabajaremos en contextos menos generales, como ser espacios de Banach
o de Fréchet.

De�nición 1.1.2. Decimos que el espacio métrico (X, d) es un F-espacio, si es un
espacio vectorial real o complejo con una métrica d, que lo hace completo. Si además
X es un F-espacio localmente convexo, decimos que X es un espacio de Fréchet.

Para entender la dinámica del sistema, estudiaremos las órbitas que de�ne el operador
T .

De�nición 1.1.3. Sea (X,T ) un sistema dinámico lineal. Para x ∈ X, de�nimos la
órbita del elemento x por T como el conjunto

Orb(x, T ) = {T n(x) : n ∈ N0} .

Puntualmente, nos interesa determinar la existencia de operadores lineales y continuos
sobre el espacio X que admiten órbitas densas.

De�nición 1.1.4. Sea (X,T ) un sistema dinámico lineal. Decimos que T es hipercíclico
si existe x ∈ X tal que Orb(x, T ) es denso en X. En ese caso, decimos que x es un
vector hipercíclico de T y notamos HC(T ) al conjunto de los vectores hipercíclicos de
T .

9



10 CAPÍTULO 1. OPERADORES HIPERCÍCLICOS

Observación 1.1.5. Es claro que esta condición nos restringe a trabajar sobre espacios
separables.

Similarmente, de�nimos operadores cíclicos.

De�nición 1.1.6. Se dice que T es cíclico si existe x ∈ X tal que

〈Orb(x, T )〉gen = K[T ]x = {P (T )x : P ∈ K[t]}

es denso en X.

Trabajando en el contexto de los F-espacios podemos hacer uso del siguiente resultado.

Teorema 1.1.7 (Teorema de la categoría de Baire). Si X es un espacio métrico
completo, entonces toda intersección numerable de abiertos densos es densa en X.

Este teorema es muy importante para el desarrollo de la teoría, al igual que muchos teo-
remas de Análisis Funcional, como ser el teorema de la aplicación abierta y el principio
de acotación uniforme.

1.2. Restricciones que trae la de�nición

Así como la separabilidad de X, otras restricciones sobre el sistema (X,T ) deben
considerarse. Empezamos con el primer resultado de S. Rolewicz que a�rma que este
es un fenómeno puramente in�nito-dimensional [27].

Teorema 1.2.1. No existen operadores hipericíclicos en espacios de dimensión �nita.

Demostración. Sea X = KN y supongamos que existe un operador hipercíclico, T ∈
L(KN). Sea x ∈ HC(T ). A�rmamos que {x, T (x), T 2(x), . . . , TN−1(x)} es linealmente
independiente. Si no lo es, entonces existen ai ∈ K, 0 ≤ i ≤ N − 1 no todos nulos, tales
que

N−1∑
i=0

aiT
i(x) = 0.

Sea i0 = max{i; ai 6= 0}, tenemos que

ai0T
i0+1(x) = −

i0−1∑
i=0

aiT
i+1(x) ∈ 〈x, T (x), T 2(x), . . . , T i0(x)〉gen.

Luego,

TN(x) = TN−i0−1
(
T i0+1(x)

)
∈ 〈TN−i0−1(x), . . . , TN−1(x)〉gen
⊂ 〈x, T (x), T 2(x), . . . , TN−1(x)〉gen.
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Tenemos que
〈Orb(x, T )〉gen = 〈x, T (x), T 2(x), . . . , TN−1(x)〉gen,

y por lo tanto

dim(〈Orb(x, T )〉gen) = dim(〈x, T (x), T 2(x), . . . , TN−1(x)〉gen) = N,

lo que implica queOrb(x, T ) no es denso enKN . Luego, los vectores son l.i. Sea α ∈ R>0;
como T es hipercíclico existe (nk)k∈N ⊆ N tal que T nk(x) −→ αx. Al ser T un operador
continuo y {x, T (x), T 2(x), . . . , TN−1(x)} una base de KN , tenemos que

T nk(T i(x)) =T i(T nk(x)) −→ αT i(x)∀i < N ;

⇒ T nk(z) −→ αz ∀z ∈ KN ;

⇒ T nk −→ αI;

⇒ det(T nk) −→ αN .

Si a := |det(T )|, obtenemos que {an : n ∈ N} es denso en R≥0, lo que es una contra-
dicción. Por lo que se deduce que no es posible hallar T ∈ L(KN) hipercíclico.

Cuando estudiamos operadores hipercíclicos en espacios de Banach, debemos conside-
rar restricciones sobre la norma del operador. Por ejemplo, si ‖T‖ ≤ 1, la órbita de
cualquier elemento xo es un conjunto acotado,

Orb(xo, T ) ⊆ B(0, ‖xo‖).

Esto dice que un operador hipercíclico no puede ser contractivo. Tampoco puede ser ex-
pansivo, por que todas las órbitas se mantendrían alejadas del 0. Resumiendo, tenemos
la siguiente observación.

Observación 1.2.2. Sea X un espacio de Banach, y T ∈ L(X),

Si ‖T‖ ≤ 1 ⇒ T no es hipercíclico,

Si ‖Tx‖ ≥ ‖x‖,∀x ∈ X ⇒ T no es hipercíclico.

Continuamos analizando más propiedades que surgen de la de�nición. En este caso, una
propiedad sobre el espectro de T ∗. Notamos σp(R) al espectro puntual del operador R,
i.e., el conjunto de todos los autovalores de R.

Proposición 1.2.3. Sea T ∈ L(X) hipercíclico. Entonces σp(T
∗) = ∅.
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Demostración. Supongamos que σp(T ∗) no es vacío. Sea α ∈ σp(T
∗) y x∗ ∈ X∗ un

autovector de T ∗ asociado a α. Sea x ∈ HC(T ). Como toda funcional no nula es
sobreyectiva, x∗(Orb(x, T )) es denso en K. Pero,

x∗(Tx) = T ∗(x∗)(x) = αx∗(x),

y entonces,

x∗(T nx) = (T ∗)n(x∗)(x) = αnx∗(x).

Así, obtenemos que {αnx∗(x) : n ∈ N0} es denso en K. Lo que es una contradicción, y
resulta σp(T ∗) = ∅.

Observación 1.2.4. Si X es un espacio de Banach, la propiedad σp(T ∗) = ∅ implica
que T − α tiene rango denso para todo α ∈ K, pues

R(T − α)⊥ = Ker(T − α)∗ = Ker(T ∗ − α) = {0}.

Esta propiedad es cierta para operadores hipercíclicos, aunque no estemos en espacios
de Banach. Veremos más adelante que P (T ) tiene rango denso para cualquier P ∈ K[t]
no nulo.

Siguiendo con las restricciones que impone la de�nición, pasamos ahora al último de
los resultados que presentaremos en esta sección. Veremos que no existen operadores
compactos hipercíclicos. Lo probamos primero para espacios complejos, y luego para
reales. Recordamos la de�nición del radio espectral de un operador.

De�nición 1.2.5. Sea X un espacio de Banach y T ∈ L(X). De�nimos el radio
espectral de T como

ρ(T ) := sup{|λ| : λ ∈ σ(T )}.
La fórmula de Gelfand para el radio espectral es

ρ(T ) = lim‖(T )n‖1/n.

Proposición 1.2.6. Sea X un espacio de Banach complejo y T un operador compacto.
Entonces T no es hipercíclico.

Demostración. Recordemos que como T es compacto, T ∗ también lo es y al ser un
espacio vectorial sobre C, tenemos que σ(T ∗) = {0} ∪ σp(T ∗). Si σ(T ∗) 6= {0}, T no
es hipercíclico por la Proposición 1.2.3. Si σ(T ∗) = {0}, se tiene también ρ(T ∗) = 0.
Luego, existe no ∈ N tal que ‖(T ∗)n‖1/n 6 1 para todo n > no. Esto implica que

‖T n‖ = ‖(T n)∗‖ = ‖(T ∗)n‖ 6 1, ∀n > no

y así,

Orb(x, T ) = {x, Tx, T 2x, . . . , T no−1x} ∪ {T nx : n > no}

⊆ {x, Tx, T 2x, . . . , T no−1x} ∪B(0, ‖x‖).

Con lo que la órbita de x por T es un conjunto acotado. Luego T no es hipercíclico.
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Probemos ahora el mismo resultado en el caso real. Para eso, compleji�caremos el
espacio y usaremos que ya hemos probado el caso complejo.

Proposición 1.2.7. Sea X un espacio de Banach real y T un operador compacto.
Entonces T no es hipercíclico.

Demostración. Supongamos que T es hipercíclico. Hacemos la siguiente construcción
para compleji�car el espacio y el operador. Consideramos Y = X ⊕ iX con la norma
de�nida por

‖x⊕ ix′‖ = ‖x‖+ ‖x′‖.

Es fácil ver que Y es un espacio de Banach complejo. De�nimos S : Y −→ Y como
S(x ⊕ ix′) = T (x) ⊕ iT (x′). Veamos que S es un operador acotado y ‖S‖ = ‖T‖.
Notemos que

‖S(x⊕ ix′)‖ = ‖T (x)⊕ iT (x′)‖

= ‖Tx‖+ ‖Tx′‖

≤ ‖T‖(‖x‖+ ‖x′‖)

= ‖T‖‖x⊕ ix′‖,

entonces ‖S‖ ≤ ‖T‖. Tomando una sucesión xn ∈ X, ‖xn‖ = 1 tales que ‖Txn‖ −→
‖T‖, tenemos que S(xn ⊕ i0) = Txn ⊕ i0, y luego ‖S‖ = ‖T‖.
Veamos ahora que S es compacto. Sea (yn)n∈N ⊂ Y una sucesión acotada. Podemos
escribir yn = xn ⊕ ix′n, con (xn), (x′n) ⊂ X dos sucesiones acotadas. Por compacidad
de T , existe x ∈ X y (xnj)j∈N una subsucesión tal que Txnj −→ Tx. Como (x′nj) ⊂ X
es acotada, existe x′ ∈ X y (x′njk

) una subsucesión tal que Tx′njk −→ Tx′. Por lo tanto
S(ynjk ) −→ Tx⊕ iTx′. Luego S es compacto.

Veamos que S∗ : Y ∗ −→ Y ∗ no tiene autovalores. Sea y∗ ∈ Y ∗, y∗ 6= 0 y λ ∈ C tal que
S∗(y∗) = λy∗. Sea xo ∈ HC(T ). Entonces

{|y∗(T nxo ⊕ i0)| : n ∈ N} = {|y∗(Sn(xo ⊕ i0))| : n ∈ N}

= {|(S∗)n(y∗)(xo ⊕ i0)| : n ∈ N}

= {|λny∗(xo ⊕ i0)| : n ∈ N} ,

lo que es una contradicción, pues el primer conjunto es denso en R≥0 y el último no.
Tenemos entonces que σ(S∗) = {0}. Como antes, existe no ∈ N tal que ‖Sn‖ < 1 para
todo n ≥ no. Pero ‖T n‖ = ‖Sn‖ < 1 para todo n ≥ no, y argumentando como en la
demostración del caso complejo, podemos ver que T no es hipercíclico, en contradicción
a lo que habíamos supuesto.
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1.3. Propiedades de los operadores hipercíclicos

Presentamos en esta sección propiedades de los operadores hipercíclicos. Comenzamos
con los resultados que nos permitirán demostrar cuando un operador lineal es hipercí-
clico. En general, no es un trabajo sencillo mostrar que una función cualquiera admite
órbitas densas, pero en el contexto lineal existe un criterio de fácil aplicación que da
condiciones su�cientes para que un operador sea hipercíclico. El primer resultado se
debe a G. D. Birkho� [9], es una aplicación del Teorema de la categoría de Baire y
relaciona sistemas dinámicos lineales con sistemas dinámicos topológicos.

De�nición 1.3.1. Sea X un espacio topológico y T : X −→ X continuo. Decimos que
T es topológicamente transitivo, si para todo par de abiertos no vacíos U y V , existe
n ∈ N tal que T n(U) ∩ V 6= ∅.

Teorema 1.3.2 (Teorema de Birkho�). Sean X un F-espacio separable y un opera-
dor T ∈ L(X). Entonces, T es hipercíclico si y solo si T es topológicamente transitivo.
En ese caso, HC(T ) es un conjunto Gδ-denso.

Demostración. Supongamos que T es hipercíclico. Observemos que si x ∈ HC(T ),
entonces Orb(x, T ) ⊂ HC(T ), pues

Orb(T k(x), T ) = Orb(x, T )− {x, Tx, . . . , T k−1(x)},

y como X no tiene puntos aislados, al quitar �nitos puntos el conjunto se mantiene
denso. Así, HC(T ) es denso. Si U y V , son abiertos no vacíos podemos tomar x′ ∈
U ∩HC(T ). Luego, existe n ∈ N tal que T n(x′) ∈ V , con lo que T n(U)∩V es no vacío.

Recíprocamente, supongamos que T es topológicamente transitivo y sea {Vj}j∈N es una
base numerable de abiertos de X. Tenemos que,

x ∈ HC(T )⇐⇒ Orb(x, T ) ∩ Vj 6= ∅, ∀j ∈ N

⇐⇒ ∀j ∈ N, ∃n ≥ 0 : T n(x) ∈ Vj;

es decir,
HC(T ) =

⋂
j∈N

⋃
n≥0

T−n(Vj)

es un Gδ. Sea Wj :=
⋃
n≥0 T

−n(Vj). Entonces, Wj es abierto y

Wj = X ⇐⇒ ∀U ⊂ X abierto no vacío,∃n ∈ N : U ∩ T−n(Vj) 6= ∅

⇐⇒ ∀U ⊂ X abierto no vacío,∃n ∈ N : T n(U) ∩ Vj 6= ∅.

Como T es topológicamente transitivo, se cumple la última condición y por lo tanto,
Wj es denso ∀j ∈ N. Luego, HC(T ) es intersección numerable de abiertos densos y por
el Teorema 1.1.7, HC(T ) 6= ∅ y T resulta hipercíclico.
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Es inmediato de la de�nición de transitividad que si T es inversible, entonces es topo-
lógicamente transitivo si y sólo si lo es T−1. En consecuencia, tenemos:

Corolario 1.3.3. Sea X un F-espacio separable y T ∈ L(X), T inversible. Entonces

T hipercíclico ⇐⇒ T−1 hipercíclico.

El primer ejemplo de un operador hipercíclico en un espacio de Banach, fue dado por
S. Rolewicz [27]. Mostró que el shift λB : `p −→ `p, λB(x1, x2, . . .) = (λx2, λx3, . . .)
es hipercíclico para todo |λ| > 1. Veremos la demostración en la Subsección 1.4.2. El
argumento usado para demostrar este hecho, daba indicios de poder ser generalizado
a un criterio para testear la hiperciclicidad de cualquier operador. Este criterio fue
presentado en primera instancia por C. Kitai [23], en su tesis de doctorado; y luego
redescubierto por R. Gethner y J. H. Shapiro [16]. Enunciamos ahora una versión del
criterio de hiperciclicidad, que aparece en la tesis doctoral de J. Bés [5].

De�nición 1.3.4 (Criterio de Hiperciclicidad - Bés). Sea X un espacio vectorial
topológico y T ∈ L(X). Decimos que T satisface el criterio de hiperciclicidad si existe
una sucesión creciente (nk) ⊂ N; subconjuntos densos D1, D2 ⊂ X y aplicaciones
Snk : D2 −→ X, que cumplen:

1. T nk(x) −→ 0, ∀x ∈ D1

2. Snk(y) −→ 0, ∀y ∈ D2

3. T nkSnk(y) −→ y, ∀y ∈ D2

Observamos que, en la de�nición, no se supone que los conjuntos densos D1 o D2 sean
subespacios, ni que las aplicaciones Snk sean lineales o continuas.

Podemos entonces, dar un enunciado equivalente del Criterio de Hiperciclicidad.

De�nición 1.3.5 (Criterio de Hiperciclicidad I). Sea X un espacio vectorial to-
pológico y T ∈ L(X). Decimos que T satisface el criterio de hiperciclicidad I, si existe
una sucesión creciente (nk) ⊂ N y subconjuntos densos D1, D2 ⊂ X, que cumplen:

1. T nk(x) −→ 0, ∀x ∈ D1

2. Para cada y ∈ D2, existe (vk) ⊂ X tal que vk −→ 0 y T nkvk −→ y

Damos a continuación la versión original del criterio de C. Kitai.

De�nición 1.3.6 (Criterio de Hiperciclicidad II - Kitai). Sea X un espacio
vectorial topológico y T ∈ L(X). Decimos que T satisface el criterio de hiperciclicidad
II, si existe una sucesión creciente (nk) ⊂ N; subconjuntos densos D1, D2 ⊂ X y una
aplicación S : D2 −→ D2, que cumplen:

1. T nk(x) −→ 0, ∀x ∈ D1
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2. Snk(y) −→ 0, ∀y ∈ D2

3. T ◦ S = ID2

Es fácil ver que si T satisface el criterio de hiperciclicidad II - Kitai, entonces satis-
face la versión del criterio de hiperciclicidad - Bés. Simplemente tomamos la misma
sucesión creciente (nk) ⊂ N, los mismos conjuntos densos D1, D2 ⊂ X y tomamos las
aplicaciones Snk : D2 −→ X, como las sucesivas composiciones de la aplicación que da
el criterio de hiperciclicidad II - Kitai, es decir, Snk = S ◦ · · · ◦ S = Snk . A. Peris [26]
mostró que todos los criterios enunciados anteriormente son equivalentes. Decimos que
T satisface el criterio de hiperciclicidad, si T satisface alguno de los criterios enunciados
anteriormente. Cuando sea necesario, aclararemos qué versión estamos considerando o
con respecto a qué sucesión se satisface el criterio.

Teorema 1.3.7. Sea X un F-espacio separable y sea T ∈ L(X). Si T satisface el
criterio de hiperciclicidad 1.3.4, entonces T es hipercíclico.

Demostración. Veremos que T es topológicamente transitivo. Sean U , V dos abiertos
no vacíos de X. Como D1 y D2 son conjuntos densos de X, podemos tomar x ∈ U ∩D1

e y ∈ V ∩D2. Tenemos entonces que

x+ Snk(y) −→
k→∞

x ∈ U,

y por lo tanto,

T nk(x+ Snk(y)) = T nk(x) + T nkSnk(y) −→
k→∞

y ∈ V

Luego, tomando k su�cientemente grande, tenemos que T nk(U) ∩ V 6= ∅.

En realidad, de esta misma prueba se puede deducir un resultado más fuerte que
observamos a continuación. Antes, necesitamos la siguiente de�nición.

De�nición 1.3.8. Sea {Ti}i∈I una familia de funciones continuas Ti : X −→ Y , entre
dos espacios topológicos X e Y . Decimos que la familia es universal, si existe x ∈ X
tal que {Ti(x)}i∈I es denso en Y . Notemos que un operador T es hipercíclico si y sólo
si la familia {T n}n∈N0 es universal.

Observación 1.3.9. En este contexto, tenemos demostrado lo siguiente: si T ∈ L(X)
satisface el criterio de hiperciclicidad con respecto a la sucesión (nk)k≥0, entonces para
cualquier subsucesión (nkj)j≥0 de (nk)k≥0 se tiene que la familia {T nkj }j≥0 es universal.
Además,

(T nkj ) es universal ⇐⇒ ∀ U, V abiertos no vacios, ∃ j ∈ N; T nkj (U) ∩ V 6= ∅.

y en ese caso, se cumple para in�nitos j ∈ N.

El criterio de hiperciclicidad proveerá la principal herramienta para demostrar la hi-
perciclicidad de la mayoría de los ejemplos que estudiaremos.

Existe una conexión entre el espectro del operador con su hiperciclicidad, como muestra
el siguiente teorema que se debe a G. Godefroy y J. H. Shapiro que a�rma que si un
operador tiene su�ciente cantidad de autovectores, entonces este es hipercíclico [17].



1.3. PROPIEDADES DE LOS OPERADORES HIPERCÍCLICOS 17

Teorema 1.3.10 (Godefroy-Shapiro). Sea T ∈ L(X) donde X es un F-espacio
separable. Supongamos que tanto

⋃
|λ|>1Ker(T − λ) como

⋃
|λ|<1Ker(T − λ), generan

subespacios densos. Entonces, T es hipercíclico.

Demostración. Aplicamos el criterio de hiperciclicidad con respecto a la sucesión (nk)k≥0,
nk = k para todo k ≥ 0, los conjuntos densos

D1 =

〈 ⋃
|λ|<1

Ker(T − λ)

〉
gen

y D2 =

〈 ⋃
|λ|>1

Ker(T − λ)

〉
gen

y los operadores Sk : D2 −→ X de�nidos de la siguiente manera: Sk(y) := λ−ky si
T (y) = λy con |λ| > 1, y extendemos aD2 usando que los subespaciosKer(T−λ), |λ| >
1 son linealmente independientes. Veamos que se cumplen las condiciones del Criterio
1.3.4:

1. Dado x ∈ D1, podemos escribir x = x1 + . . . + xq con únicos xi ∈ Ker(T − λi),
|λi| < 1. Tenemos que,

T k(x) =

q∑
i=1

T k(xi) =

q∑
i=1

λki xi −→
k→∞

0.

2. Similarmente, dado y ∈ D2, podemos escribir y = y1 + . . . + yp con únicos
yi ∈ Ker(T − λi), |λi| > 1. Tenemos que,

Sk(y) =

p∑
i=1

1

λi
k
yi −→

k→∞
0.

3. Dado dado y ∈ D2, nuevamente podemos escribir y = y1 + . . . + yp con únicos
yi ∈ Ker(T − λi), |λi| > 1. Tenemos que,

T kSk(y) = T k

(
p∑
i=1

λ−ki yi

)
=

p∑
i=1

λ−ki T k(yi) = y.

Así, mostramos que T satisface el criterio de hiperciclicidad, y por lo tanto, es hiper-
cíclico.

A continuación presentamos el criterio de comparación para operadores hipercíclicos.

Proposición 1.3.11 (Criterio de Comparación). Sean X y X0 espacios vectoriales
topológicos y T : X −→ X, R : X0 −→ X0 funciones continuas. Supongamos que existe
J : X −→ X0 continua de rango denso tal que el siguiente diagrama

X T //

J
��

X

J
��

X0 R
// X0

conmuta. Entonces
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(a) Orb(J(x), R) = J(Orb(x, T )). Luego, si T es hipercíclico entonces también lo es
R.

(b) Si J es lineal y T satisface el criterio de hiperciclicidad, entonces R también lo
satisface.

Demostración. Observemos primero que J manda conjuntos densos en conjuntos den-

sos, si D ⊂ X es denso, entonces J(D) = J(D) ⊃ J(D) = J(X) = X0.

(a) Notemos que para todo x ∈ X

Orb(J(x), R) =
{
Rn(J(x)) : n ∈ N0

}
=
{
J(T n(x)) : n ∈ N0

}
= J(Orb(x, T )).

Si T es hipercíclico, existe x ∈ X tal que Orb(x, T ) es denso en X. Luego,
J(x) ∈ HC(R), pues J manda conjuntos densos en conjuntos densos. Así, R es
hipercíclico y HC(R) ⊃ J(HC(T )).

(b) Si T satisface el criterio de hiperciclicidad I de la De�nición 1.3.5 con respecto a
(nk) ⊂ N, y a los conjuntos densos D1, D2 ⊂ X densos, veamos que R satisface
el criterio de hiperciclicidad I con respecto a la misma sucesión (nk) ⊂ N y los
conjuntos densos J(D1), J(D2) ⊂ X0.

1. Dado x0 ∈ J(D1), existe x ∈ D1 tal que x0 = J(x). Entonces

Rnk(x0) = Rnk(J(x)) = J(T nk(x)) −→
k→∞

0

.

2. Dado y0 ∈ J(D2), existen y ∈ D2 y (vk) ⊂ X tal que y0 = J(y), vk −→ 0 y
T nk(vk) −→ y. Luego,

J(vk) −→ 0 y Rnk(J(vk)) = J(T nk(vk)) −→
k→∞

J(y) = y0.

Del criterio de comparación podemos destacar el siguiente resultado.

Observación 1.3.12. Sean T ∈ L(X) un operador hipercíclico y J : X → X continua
de rango denso tales que TJ = JT . Entonces HC(T ) es J-invariante.

En lo que resta de esta sección estudiaremos el conjunto HC(T ). Observemos que
para un operador T ∈ L(X) cualquiera, el conjunto HC(T ) es denso o vacío. Cuando
el operador es hipercíclico, HC(T ) es un Gδ-denso. Esto implica que el conjunto de
vectores hipercíclicos es grande en un sentido algebraico.

Proposición 1.3.13. Sea X un F-espacio y T ∈ L(X) hipercíclico. Entonces, todo
vector x ∈ X es suma de dos vectores hipercíclicos.



1.3. PROPIEDADES DE LOS OPERADORES HIPERCÍCLICOS 19

Demostración. Sea x ∈ X. Consideramos los conjuntos

A := HC(T ) y B := x−HC(T ).

Vimos en el Teorema 1.3.2, que A =
⋂
j∈NWj, con Wj ⊂ X abierto denso para todo

j ∈ N. Tenemos entonces que B =
⋂
j∈N x − Wj, con x − Wj ⊂ X abierto denso

para todo j ∈ N. Por lo tanto, por el Teorema 1.1.7 resulta A ∩ B 6= ∅. Luego, existe
y ∈ A ∩B. Es decir, y ∈ HC(T ), y existe z ∈ HC(T ) tal que y = x− z.

En lo que sigue presentamos una serie de resultados necesarios par demostrar el si-
guiente teorema.

Teorema 1.3.14. Sean X un espacio de Fréchet separable, y T ∈ L(X) un operador
hipercíclico. Entonces HC(T ) es homeomorfo a X.

Lema 1.3.15. Si T ∈ L(X) es un operador hipercíclico y L ⊂ X es un subespacio
T -invariante, entonces L = X ó L tiene codimensión in�nita en X.

Demostración. Supongamos que L 6= X y dim(X/L) < ∞. Sea q : X −→ X/L la
aplicación cociente. Tenemos que Ker(q) ⊂ Ker(q ◦ T ), pues al ser L un subespacio
T -invariante:

x ∈ Ker(q)⇒ x ∈ L⇒ Tx ∈ L⇒ q ◦ Tx = 0⇒ x ∈ Ker(q ◦ T ).

Luego q ◦ T se factoriza por q, es decir, existe A ∈ L(X/L) tal que A ◦ q = q ◦ T .

X T //

q

��

q◦T

##

X

q

��
X/L

∃A
// X/L

Tenemos entonces que q es continua y sobreyectiva, luego por el Criterio de comparación
1.3.11, resulta que A ∈ L(X/L) es hipercíclico en un espacio de dimensión �nita. Lo
que es un absurdo por el Teorema 1.2.1.

De�nición 1.3.16. Sea X un espacio vectorial topológico y T ∈ L(X) un operador
hipercíclico. Decimos que el subespacio E ⊂ X es variedad hipercíclica de T , si E −
{0} ⊂ HC(T ).

Vimos en la Observación 1.2.4 que si X es un espacio de Banach y L ∈ L(X) es
hipercíclico, entonces T − α tiene rango denso para todo α ∈ K. El siguiente lema
generaliza este hecho para cualquier polinomio.

Lema 1.3.17. Sean T ∈ L(X) un operador hipercíclico, y P un polinomio no nulo.
Entonces el operador P (T ) tiene rango denso.

Demostración. Si el polinomio P es constante, entonces P (T ) es un múltiplo no nulo de
la identidad y por lo tanto tiene rango denso. Luego, podemos suponer que gr(P ) ≥ 1.
Notemos queRan(P (T )) es T -invariante, pues T◦P (T ) = P (T )◦T y, si y ∈ Ran(P (T )),
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existe x ∈ X tal que P (T )x = y, entonces Ty = P (T )(Tx) ∈ Ran(P (T )). Luego, como
T es continua, L := Ran(P (T )) es T -invariante.
Queremos ver que P (T ) es de rango denso, es decir, L = X. Por el lema previo basta ver
que L tiene codimensión �nita en X. Sea x ∈ HC(T ) y q : X −→ X/L la aplicación
cociente. Dado Q ∈ K[t], existen r, s ∈ K[t] con gr(r) < gr(P ) ó r = 0 tal que
Q = Ps+ r. Por lo tanto,

Q(T ) = P (T )s(T ) + r(T ),

y entonces,

Q(T )x = P (T )(s(T )x) + r(T )x ∈ Ran(P (T )) +
〈
T i(x) : i < gr(P )

〉
gen
.

En consecuencia, obtenemos

K[T ]x ⊂ Ran(P (T )) +
〈
T i(x) : i < gr(P )

〉
gen
. (1.1)

Resulta, por (1.1)
q(K[T ]x) ⊂

〈
q(T i(x)) : i < gr(P )

〉
gen

así,
dim

(〈
q(T i(x)) : i < gr(P )

〉
gen

)
<∞.

Como x ∈ HC(T ), X/L = q(X) es de dimensión �nita, y por el lema anterior,

⇒ L = X.

Teorema 1.3.18. Sea X un espacio vectorial topológico y T ∈ L(X) un operador
hipercíclico. Si x es vector hipercíclico para T , entonces K[T ]x es variedad hipercíclica
de T . En particular, T admite una variedad hipercíclica densa.

Demostración. Como vimos en la Observación 1.3.12, para cualquier polinomio no nulo
P , se tiene que HC(T ) es P (T )-invariante, pues P (T ) conmuta con T y tiene rango
denso. De aquí concluimos que P (T )x ∈ HC(T ), para todo P ∈ K[t] no nulo. Resulta
K[T ]x denso pues, Orb(x, T ) ⊂ K[T ]x.

Corolario 1.3.19. T ∈ L(X) hipercíclico. Entonces HC(T ) es conexo.

Demostración. Sea x ∈ HC(T ) �jo. Observemos que HC(T ) se encuentra entre los
siguientes conjuntos conexos,

K[T ]x ⊂ HC(T ) ⊂ X,

donde K[T ]x es denso en X. Podemos desde aquí concluir que HC(T ) es conexo:
supongamos que HC(T ) = A ∪ B, con A, B abiertos disjuntos. Se tiene que K[T ]x ⊂
A ∪ B y al ser conexo, sin perdida de generalidad, podemos suponer que K[T ]x ⊂ A.
Pero, K[T ]x es denso, B es abierto y B∩K[T ]x = ∅, de lo que sigue que B = ∅. Luego,
HC(T ) es conexo.
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Para la demostración del Teorema 1.3.14, necesitamos la siguiente de�nición.

De�nición 1.3.20. Sea X separable de Fréchet, A ⊂ X cerrado. Decimos que A es
un Z − set si para todo K métrico compacto C(K,X − A) es denso en C(K,X) (con
respecto a la topología de convergencia uniforme en C(K,X)).

Notemos que A es un Z − set si es lo su�cientemente pequeño como para no in�uir
en las funciones continuas de C(K,X). Para la demostración del Teorema 1.3.14 nos
basaremos en el siguiente lema, cuya demostración puede encontrarse en [7].

Lema 1.3.21. Sea X separable de Fréchet. Si A ⊂ X es unión numerable de Z− sets,
entonces X − A es homeomorfo a X.

Demostración del Teorema 1.3.14. Recordemos que si (Vj)j∈N es una base numerable
de abiertos de X, podemos escribir HC(T ) =

⋂
j∈N
⋃
n≥0 T

−n(Vj). Tomando comple-
mentos, obtenemos X−HC(T ) =

⋃
j∈N
⋂
n≥0X−T−n(Vj). De aquí, alcanza con probar

que para todo V abierto no vacío, el conjunto⋂
n≥0

X − T−n(V )

es un Z−set. Queremos ver que, dados un espacio métrico compacto K, f ∈ C(K,X),
y un entorno abierto O de 0 en X, existe g ∈ C(K,X) tal que

g(K) ⊂ X −

(⋂
n≥0

X − T−n(V )

)
=
⋃
n≥0

T−n(V ), (1.2)

y,

(g − f)(K) ⊂ O.

Al ser X localmente convexo, podemos asumir que O es convexo. Sea x ∈ HC(T ). Para
cada t ∈ K, elegimos mt ∈ N tal que

Tmt(x)− f(t) ∈ O,

y de�nimos Wt := {s ∈ K : Tmt(x) − f(s) ∈ O} ⊂ K. De esta forma, obtenemos
un cubrimiento por abiertos (Wt)t∈K del compacto K. Recordemos que un espacio
métrico compacto, cumple que los abiertos separan cerrados disjuntos, y que en todo
espacio métrico compacto vale el teorema de particiones de la unidad �nitas. Es decir,
si tomamos un subcubrimiento �nito (Wti)1≤i≤p existe (φi)1≤i≤p partición de la unidad
�nita que cumple

φi continuas,

0 ≤ φi ≤ 1,∑p
i=1 φi = 1,

sop(φi) ⊂ Wti .
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Notamos mi := mti y g :=
∑p

i=1 φiT
mi(x). Veamos que se cumple lo que necesitamos:

Tenemos que

g(s)− f(s) =

p∑
i=1

φi(s)T
mi(x)− f(s) =

p∑
i=1

φi(s)
[
Tmi(x)− f(s)

]
,

con lo cual, g(s)− f(s) es una combinación convexa de elementos de O. Al ser O
convexo, concluimos que (g − f)(K) ⊂ O.

Para cada a ∈ K, podemos escribir g(a) = Pa(T )x con Pa(z) =
∑p

i=1 φi(a).zmi

polinomio no nulo. Como vimos en la Observación 1.3.12, Pa(T )x ∈ HC(T ).
Luego, existe na ∈ N tal que T na(g(a)) ∈ V . Por lo tanto,

g(K) ⊂
⋃
n≥0

T−n(V ).

por lo tanto g veri�ca la condición (1.2).

Concluimos entonces, que X − HC(T ) es unión numerable de Z − set y por Lema
1.3.21, HC(T ) es homeomorfo a X.

1.4. Primeros Ejemplos de Operadores Hipercíclicos

Presentamos en esta sección dos operadores hipercíclicos. Desarrollaremos más ade-
lante, en profundidad, los ejemplos que damos aquí. Fueron los primeros operadores
hipercíclicos que se encontraron durante el desarrollo de la teoría. No presentaremos
las demostraciones originales de los autores, sino que lo haremos usando el Criterio de
Hiperciclicidad.

1.4.1. Operador de Derivación

El siguiente ejemplo se debe a G. R. MacLane [25] y data del año 1951. Lo presentamos
en el espacio

H(C) = {f : C −→ C, holomorfa},

con la topología dada por la convergencia uniforme sobre compactos. El espacio H(C)
es un espacio métrico completo y separable con la métrica

d(f, g) =
∞∑
n=1

‖f − g‖n
2n
(
1 + ‖f − g‖n

) ,
donde, ‖f − g‖n := sup|z|≤n|f(z) − g(z)|. De�nimos, D : H(C) −→ H(C), D(f) = f ′.
Claramente, D es lineal y continua. Aplicamos el Criterio de Hiperciclicidad II de la
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De�nición 1.3.6 con la sucesión nk = k; los conjuntos densos D1 = D2 = C[z], y
S : C[z] −→ C[z] de�nida por

S(a0 + a1z + · · ·+ anz
n) = a0z + a1

z2

2
+ · · ·+ an

zn+1

n+ 1
.

1. Dado P ∈ C[z], tenemos que Dn(P ) = 0, para todo n > gr(P ). De aquí, es claro
que Dn(P ) −→

n→∞
0.

2. Si K ⊂ C compacto, existe R > 0 tal que K ⊂ {z : |z| ≥ R}. Entonces,

Sn(zk) =
zk+n

(k + n)(k + n− 1) · · · (k + 1)
=

k!zk+n

(k + n)!
,

y tenemos que,

sup
z∈K

∣∣Sn(zk)
∣∣ ≤ k!Rk+n

(k + n)!
−→
n→∞

0,

Por lo tanto, Sn(P ) −→ 0 uniformemente sobre compactos, para todo P ∈ C[z].

3. Es claro que para cualquier polinomio P , se tiene que DS(P ) = P .

Por Teorema 1.3.7, D es hipercíclico. Es interesante observar que, existe g ∈ H(C) tal
que Orb(g,D) es denso en H(C). Así, dada cualquier función holomorfa y cualquier
R > 0, tenemos que en el compacto {|z| ≤ R} la función f , es muy similar a una
derivada de g:

dado ε > 0, existe n ∈ N tal que sup
|z|≤R

|f(z)−Dn(g)(z)| < ε.

1.4.2. Operadores Shift

Otro ejemplo importante para la teoría es el de los operadores Shift. Esta familia de
ejemplos fue presentada por S. Rolewicz [27], en el año 1961. Sea B : `p(N) −→ `p(N),
el shift a izquierda dado por

B(x0, x1, . . . ) = (x1, x2, . . . ), con 1 ≤ p <∞.

Veamos que λB es hipercíclico, para todo |λ| > 1. Aplicamos nuevamente el Cri-
terio de Hiperciclicidad II de la De�nición 1.3.6 con la sucesión nk = k; los con-
juntos densos D1 = D2 = c00(N) formados por las sucesiones de soporte �nito, y
tomamos la aplicación S/λ con S : `p(N) −→ `p(N), el shift a derecha dado por
S(x0, x1, . . . ) = (0, x0, x1, . . . ),

1. Dado x := x0, x1, . . . ) ∈ c00(N) existe n0 ∈ N tal que (λB)n(x) = 0 para todo
n ≥ n0. Luego

⇒ (λB)n(x0, x1, . . . ) −→
n→∞

0.
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2. Notemos que ‖S‖ = 1 entonces ‖S/λ‖ = 1/|λ|. Luego,

‖(S/λ)n‖ ≤ 1/(|λ|)n −→
n→∞

0.

Por lo tanto, dado x := (x0, x1, . . . ) ∈ c00(N)

(S/λ)n(x) −→
n→∞

0.

3. Es claro que B y S son mutuamente inversas en `p(N), luego λB y S/λ son
mutuamente inversas en c00.

Concluimos, por Teorema 1.3.7, que λB es hipercíclico para todo λ con |λ| > 1 . Luego,
para cada |λ| > 1 tenemos asegurada la existencia de una sucesión universal x ∈ `p(N)
tal que

{
(λB)nx : n ∈ N0

}
es denso en `p(N). Podemos concluir que toda sucesión de

`p(N), se comporta de manera similar a un truncado de x.

Observación 1.4.1. Como ‖B‖ = 1, por la Observación 1.2.2, B no es hipercíclico.
Esto dice que el conjunto de operadores hipercíclicos no es cerrado en L(X), pues
λB −→ B, si λ −→ 1+, λ ∈ R.



Capítulo 2

Ejemplos de operadores hipercíclicos

En este capítulo profundizamos los ejemplos que estudiamos anteriormente. Veremos
distintas familias de operadores, tratando de caracterizar en cada caso, cuando resultan
hipercíclicos. Esos son: operadores de traslación en el plano complejo, operadores shift,
de composición, de multiplicación y de derivación. Comenzamos con una introducción
sobre el espacio H2(D) y mostramos algunas propiedades. Introducimos las siguientes
notaciones, que usaremos en el desarrollo de los ejemplos.

D = {z ∈ C : |z| < 1}, el disco unitario complejo.

T = {z ∈ C : |z| = 1}, el circulo unitario complejo.

H(D) = {f : D −→ C : f es holomorfa}, con la topología de la convergencia
uniforme sobre compactos de D.

H∞(D) = {f ∈ H(D) : f es acotada}, con la norma ‖f‖∞ = sup
D
|f(z)|.

2.1. Operadores de Traslación en H(C)

El primer ejemplo que veremos es el de los operadores de traslación en el plano complejo.
Se debe a G. D. Birkho� y data del año 1929 [8]. Más adelante fue retomado por G.
Godefroy y J. H. Shapiro que demostraron que un operador en H(C) que conmuta con
todas las traslaciones y no es múltiplo de la identidad es hipercíclico [17].
Para cualquier número complejo a no nulo, sea Ta : H(C) −→ H(C),

Ta(f)(z) = f(z + a)

el operador de traslación. Para aplicar el Criterio de Hiperciclicidad a Ta, necesitamos
el siguiente lema previo. Notamos eλ a la función z 7→ eλz.

Lema 2.1.1. Sea A ⊂ C, con un punto de acumulación en C. Entonces

〈{eλ : λ ∈ A}〉gen
es denso en H(C).

25



26 CAPÍTULO 2. EJEMPLOS DE OPERADORES HIPERCÍCLICOS

Demostración. Sea ϕ ∈ H(C)∗ tal que ϕ(eλ) = 0 para todo λ ∈ A. Queremos ver que
ϕ ≡ 0. Como ϕ es continua, podemos elegir K = B(0, R) ⊂ C compacto y c > 0 tal
que |ϕ(f)| ≤ c supz∈K |f(z)| = c ‖f |K ‖C(K). Podemos pensar a ϕ como una funcional
continua en el subespacio {f |K : f ∈ H(C)} de C(K). Por el Teorema de Hahn-Banach,
ϕ se extiende a ϕ̃ ∈ C(K)∗. Luego, por el teorema de representación de Riesz existe
una medida compleja µ con soporte en K tal que

ϕ̃(f) =

∫
K

fdµ, para toda f ∈ C(K).

En particular, si f ∈ H(C), tenemos

ϕ(f) =

∫
K

fdµ.

Consideramos la aplicación F (λ) := ϕ(eλ) =
∫
K
eλzdµ(z), con λ ∈ C. Veamos que F es

analítica con F ′(λ) =
∫
K
zeλzdµ(z):∣∣∣∣F (λ)− F (λ0)

λ− λ0

− F ′(λ0)

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ ∫
K

eλz − eλ0z

λ− λ0

− zeλ0zdµ
∣∣∣∣

≤ sup
K

∣∣∣∣eλz − eλ0zλ− λ0

− zeλ0z
∣∣∣∣.∣∣µ(K)

∣∣ −→
λ→λ0

0

Tenemos entonces una función F : C −→ C analítica tal que F (λ) = ϕ(eλ) = 0 para
todo λ ∈ A. Como A tiene puntos de acumulación, F ≡ 0 por principio de identidad
de funciones holomorfas. Derivando, obtenemos

0 = F (n)(0) =

∫
K

zndµ = ϕ(zn), ∀n ∈ N0

Al ser 〈{1, z, z2, . . . }〉gen denso en H(C), concluimos que ϕ ≡ 0, como queríamos ver.

Proposición 2.1.2. El operador Ta es hipercíclico para todo a ∈ C, no nulo.

Demostración. Aplicamos el criterio de hiperciclicidad (versión Kitai) a Ta con

D1 = 〈{eλ : |eλa| < 1}〉gen,

D2 = 〈{eλ : |eλa| > 1}〉gen,

y S : H(C) −→ H(C) dado por S = T−a. Es claro que T ◦S = IdH(C) y, por lo anterior,
D1 y D2 son densos. Además, tenemos

(Ta)
n(eλ) = Tna(eλ) = eλ(z+na) = eλzeλna = (eλa)neλz −→n→∞ 0, si |eλa| < 1.

Con lo que se cumple la primera condición del criterio de hiperciclicidad. Análogamente,
se cumple la condición para S. Luego, por el Teorema 1.3.7, resulta que Ta es hipercíclico
para todo a ∈ C− {0}.



2.1. OPERADORES DE TRASLACIÓN EN H(C) 27

Observación 2.1.3. Lo anterior muestra que la hiperciclicidad no se mantiene por
composiciones. Pues Ta ◦ T−a = Id no es hipercíclico.

G. Godefory y J. H. Shapiro mostraron que este resultado se generaliza a otros opera-
dores como por el ejemplo el operador de derivación. Para mostrar los resultados que
obtuvieron necesitamos la siguiente de�nición.

De�nición 2.1.4. Decimos que φ ∈ H(C) es de tipo exponencial si existen constantes
positivas A, B tales que |φ(z)| ≤ AeB|z| para todo z ∈ C.

Observación 2.1.5. Sea φ ∈ H(C) y sea φ(z) =
∑

n≥0 cnz
n su desarrollo en serie.

Entonces, φ es de tipo exponencial si y sólo si existen constantes C, R tales que |cn| ≤
CRn

n!

Demostración. (=⇒) Por las desigualdades de Cauchy, tenemos que |cn|rn ≤ AeBr

para todo r > 0, n ∈ N. Para cada n �jo,

mı́n
r>0

{
eBr

rn

}
=

en

(n/B)n

se alcanza en r = n/B. Luego, |cn| ≤ A(n/B)−nen ≤ A (Be)n

n!
.

(⇐=) Si |cn| ≤ CRn

n!
, entonces

|F (z)| ≤
∑
n≥0

CRn

n!
|z|n = C

(∑
n≥0

(R|z|)n

n!

)
= CeR|z|.

Observación 2.1.6. Para φ ∈ H(C) de tipo exponencial, φ(z) =
∑
n∈N0

anz
n, notamos

φ(D)(f) =
∑
n∈N0

anDn(f).

Lema 2.1.7. Sea T : H(C) −→ H(C) lineal y continua tal que T ◦ Ta = Ta ◦ T para
todo a ∈ C. Entonces, existe φ ∈ H(C) de tipo exponencial tal que T = φ(D).

Demostración. Sea L : H(C) −→ C el funcional de�nido por L(f) = ev0 ◦ T (f) =
(Tf)(0). Se tiene que L es continuo y

Tf(z) =
(
Tz(Tf)

)
(0) =

(
T (Tzf)

)
(0) = L(Tzf)

para todo z ∈ C. Por un argumento similar al del Lema 2.1.1, obtenemos c > 0,
K = B(0, R) ⊂ C y una medida compleja µ con soporte en K tal que

L̃(f) =

∫
K

fdµ, ∀f ∈ C(K)
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y, en particular, si f ∈ H(C) tenemos que

L(f) =

∫
K

fdµ.

Entonces podemos calcular Tf(z) de la siguiente manera

Tf(z) = L(Tzf) =

∫
K

Tzfdµ =

∫
K

f(w + z)dµ(w) =

∫
K

∞∑
n=0

f (n)(z)

n!
wndµ(w)

=
∞∑
n=0

(
1

n!

∫
K

wndµ(w)

)
︸ ︷︷ ︸

:=cn

Dnf(z) =
∞∑
n=0

cnDnf(z).

Además, tenemos que |cn| ≤
(
Rn

n!

)
‖µ‖ para todo n ∈ N. Luego, φ(z) :=

∑
n≥0 cnz

n es

de tipo exponencial y T = φ(D).

Teorema 2.1.8. Sea T : H(C) −→ H(C) lineal y continuo tal que T ◦ Ta = Ta ◦ T
para todo a ∈ C, y no es un múltiplo de la identidad. Entonces, T es hipercíclico.

Demostración. Como T conmuta con Ta para todo a ∈ C, existe φ de tipo exponencial
tal que T = φ(D), por Lema 2.1.7. Como T no es un múltiplo de la identidad, φ no es
constante. Aplicamos el Teorema 1.3.10. Veamos que las funciones eλ son autovectores
de T :

T (eλ) =
∑
n≥0

anDn(eλ) =
∑
n≥0

anλ
neλ = φ(λ)eλ, ∀λ ∈ C.

Consideramos entonces los conjuntos

U = {λ ∈ C : |φ(λ)| < 1} y V = {λ ∈ C : |φ(λ)| > 1}.

Como φ no es constante, U y V son abiertos no vacíos. Por el Lema 2.1.1, concluimos
que

〈{eλ : λ ∈ U}〉gen y 〈{eλ : λ ∈ V }〉gen

son densos en H(C). Luego, se veri�can las hipótesis del Teorema 1.3.10 y así T es
hipercíclico.

Por último observemos que un operador conmuta con todas las traslaciones si y sólo si
conmuta con el operador de derivación.

Proposición 2.1.9. Sea T ∈ L(H(C)). Entonces

T ◦ Ta = Ta ◦ T, para todo a ∈ C si y sólo si T ◦ D = D ◦ T.
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Demostración. (=⇒)

D(Tf) = ĺım
h→0

Th(Tf)− Tf
h

= ĺım
h→0

T (Thf)− Tf
h

= ĺım
h→0

T
(Th(f)− f

h

)
= T (Df)

(⇐=)Para ver esta implicación, veamos que Ta = eaD, pues

Taf(z) = f(z + a) =
∑
n≥0

f (n)(z)

n!
an.

Por otro lado,

eaDf(z) = eaD(f)(z) =
∑
n≥0

anDn(f)

n!
(z) =

∑
n≥0

f (n)(z)

n!
an.

De esta forma concluimos

T (Taf) = T ◦ eaDf = T

(∑
n≥0

anDn(f)

n!

)

=
∑
n≥0

anDn(Tf)

n!
= eaD(Tf) = Ta(Tf).

Nota: los operadores de traslación son casos particulares de operadores de composi-
ción. Consideramos el automor�smo de C, τa(z) = z + a. El respectivo operador de
composición es Cτa(f) = f ◦ τa actuando en H(C). Se tiene que Ta = Cτa .

2.2. El Espacio de Hardy

Recordemos que toda función holomorfa en el disco es desarrollable en serie, y la
convergencia es uniforme sobre compactos de D. Si f ∈ H(D), notamos f̂(n) = f (n)(0)

n!

al n-ésimo coe�ciente del desarrollo de f y tenemos que

f(z) =
∑
n∈N0

f̂(n)zn, ∀z ∈ D.

De�nimos el Espacio de Hardy H2(D) ⊂ H(D), como sigue:

H2(D) =
{
f ∈ H(D) :

∑
n∈N0

|f̂(n)|2 <∞
}
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con el producto interno dado por

〈f, g〉H2 =
∑
n≥0

f̂(n)ĝ(n)

y la norma inducida

‖f‖ =
( ∑
n∈N0

|f̂(n)|2
)1/2

.

Tenemos un isomor�smo isométrico entre los espacios de Hilbert H2(D) y `2(N),

H2(D) −→ l2(N)

f −→
{
f̂(n)

}
n∈N0

.

Varias propiedades del espacio de Hardy se deducen de la de�nición. El siguiente hecho
muestra que las funciones de H2(D), no crecen demasiado rápido.

Proposición 2.2.1 (Estimación de Crecimiento).

f ∈ H2(D) =⇒ |f(z)| ≤ ‖f‖√
1− |z|2

, ∀z ∈ D.

Demostración. Usamos la desigualdad de Cauchy-Schwartz y el hecho de que z ∈ D:

|f(z)| ≤
∑
n≥0

|f̂(n)||z|n ≤
(∑
n≥0

|f̂(n)|2
)1/2

.
(∑
n≥0

|z|2n
)1/2

= ‖f‖.
( 1

1− |z|2
)1/2

=
‖f‖√

1− |z|2
.

Esta desigualdad muestra que la topología de H2(D), es coherente con la de H(D).

Proposición 2.2.2. Sean fn, f ∈ H2(D) tales que fn −→ f en H2(D). Entonces,
fn −→ f uniformemente sobre compactos de D. Es decir, H2(D) ↪→ H(D) es continua.

Demostración. Para 0 < r < 1 �jo, |z| ≤ r, tenemos

|fn(z)− f(z)| ≤ ‖fn − f‖√
1− |z|2

≤ ‖fn − f‖√
1− r2

Luego,

sup
|z|≤r
|fn(z)− f(z)| ≤ ‖fn − f‖√

1− r2
−→
n→∞

0
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Lo que sigue, es una de�nición alternativa de la norma del espacio de Hardy mediante
promedios en los círculos {|z| = r} con r < 1. Sea f(z) =

∑
n≥0 f̂(n)zn ∈ H2(D).

Escribimos z = reiθ y usamos que las funciones {einθ}n≥0 son ortogonales en L2[−π, π].

M2(f, r)2 :=
1

2π

∫ π

−π
|f(reiθ)|2dθ =

∑
n≥0

|f̂(n)|2r2n

pues,∑
n≥0

|f̂(n)|2r2n =
∑
n≥0

(|f̂(n)|rn)2 =
∑
n≥0

(|f̂(n)|rn)2〈einθ, einθ〉L2[−π,π]

=
〈∑
n≥0

f̂(n)rneinθ,
∑
m≥0

f̂(m)rmeimθ
〉
L2[−π,π]

=
1

2π

∫ π

−π

∣∣(∑
n≥0

f̂(n)rneinθ
)∣∣2dθ

=
1

2π

∫ π

−π
|f(reiθ)|2dθ.

Dada f ∈ H2(D) �ja, la fórmula anterior muestra que M2(f, r) es creciente en r y
acotada,

M2(f, r) =
(∑
n≥0

|f̂(n)|2r2n
)1/2

≤
(∑
n≥0

|f̂(n)|2
)1/2

= ‖f‖.

Recíprocamente, supongamos que

ĺım
r↗1

M2(f, r) = M <∞

entonces,
N∑
n=0

|f̂(n)|2r2n ≤
∑
n≥0

|f̂(n)|2r2n =
(
M2(f, r)

)2

≤M2

de aquí, hacemos r ↗ 1 y obtenemos que todas las sumas parciales
∑N

n=0 |f̂(n)|2
están acotadas, y así f ∈ H2(D), ‖f‖ ≤ M . De esta forma, tenemos la construcción
alternativa de H2(D) que buscábamos. Resumimos en la siguiente proposición lo que
concluimos anteriormente. Si f /∈ H2(D), escribimos ‖f‖ =∞.

Proposición 2.2.3. Sea f ∈ H(D), entonces

‖f‖2 = ĺım
r↗1

(
M2(f, r)

)2
= ĺım

r↗1

1

2π

∫ π

−π
|f(reiθ)|2dθ,

y vale,
f ∈ H2(D)⇔M2(f, r) es acotado en 0 < r < 1.

Así caracterizamos

H2(D) =
{
f ∈ H(D) : sup

r<1
M2(f, r) <∞

}
.
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Existe una tercera forma de ver el espacio H2(D): como subespacio de L2(T). Tenemos
que H2(D) es isométrico a H2(T) := {ϕ ∈ L2(T) : ϕ̂(n) = 0 para todo n < 0}, donde
ϕ̂(n) denota el n-esimo coe�ciente de Fourier de ϕ. Dada f ∈ H2(D), el límite radial

ĺım
r↗1

f(reiθ) =: f̃(eiθ)

existe para casi todo θ, y la función f̃ : T −→ C pertenece a H2(T) con

‖f‖ = ‖f̃‖L2 .

Además,

〈f, g〉H2 = 〈f̃ , g̃〉L2 =

∫
T
f̃ .g̃.

2.3. Operadores de Multiplicación

El primer ejemplo que damos en el espacio de Hardy es el de los operadores de multi-
plicación. Estos son operadores de la forma

Mφ : H2(D) −→ H2(D),

Mφ(f) = φf, con φ ∈ H∞(D) �ja. (2.1)

Observación 2.3.1. Si φ ∈ H∞(D) es analítica y acotada en D, entonces

M2(φ, r) =
( 1

2π

∫ π

−π
|φ(reiθ)|2dθ

)1/2

≤ ‖φ‖∞,

para todo r ∈ (0, 1) y así, φ ∈ H2(D) y ‖φ‖∞ ≤ ‖φ‖.

De igual forma, se muestra que

M2(φf, r) =
( 1

2π

∫ π

−π
|φ(reiθ)|2|f(reiθ)|2dθ

)1/2

≤ ‖φ‖∞
( 1

2π

∫ π

−π
|f(reiθ)|2dθ

)1/2

= ‖φ‖∞M2(f, r) ≤ ‖φ‖∞‖f‖

Por lo tanto, el operador de multiplicación Mφ : H2(D) −→ H2(D), de�nido en (2.1)
es continuo y veri�ca

ı́nf
D
{|φ|}‖f‖ ≤ ‖Mφ(f)‖ ≤ sup

D
{|φ|}‖f‖. (2.2)

Recordemos que fn −→ f en H2(D), implica que fn −→ f uniformemente sobre
compactos de D, por Proposición 2.2.2. En particular para z ∈ D �jo, la aplicación
evz : H2(D) −→ C, evz(f) = f(z) es una funcional lineal y continua. Por el teorema
de representación de Riesz, existe kz ∈ H2(D) tal que

evz(f) = f(z) = 〈f, kz〉H2 . (2.3)

El elemento kz se llama el núcleo reproductor de z.
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Observación 2.3.2. Podemos estimar ‖evz‖, mediante la Proposición 2.2.1:

|f(z)| ≤ 1√
1− |z|2

‖f‖H2 .

De esta forma, tenemos que

‖evz‖ ≤
1√

1− |z|2
.

En este caso, el núcleo reproductor kz está dado por la fórmula explícita

kz(w) =
1

1− zw
pues,

〈kz, wn〉 = 〈wn, kz〉 = evz(wn) = zn, ∀n ∈ N.
Luego, al ser {wn}n∈N base ortonormal de H2(D), resulta

kz(w) =
∑
n≥0

znwn =
1

1− zw
.

La expresión (2.3) es, entonces, una reformulación de la fórmula integral de Cauchy:

f(z) = 〈f, kz〉H2 = 〈f̃ , k̃z〉L2 =

∫ 1

0

f(e2πit).
( 1

1− ze2πit

)
dt

=

∫ 1

0

f(e2πit)

1− e−2πitz
dt =

∫ 1

0

f(e2πit)

e2πit − z
.e2πitdt =

1

2πi

∫
T

f(w)

w − z
dw.

Observación 2.3.3. La aplicación evz : H2(D) −→ C es sobreyectiva y continua. Si
Orb(f,Mφ) fuera denso en H2(D), entonces evz

(
Orb(f,Mφ)

)
sería denso en C. Pero

evz(Mφ(f)) = Mφ(f)(z) = f(z)φ(z),

y entonces,
evz(M

n
φ (f)) = Mn

φ (f)(z) = f(z)(φ(z))n.

En consecuencia,
evz
(
Orb(f,Mφ)

)
=
{

(φ(z))nf(z) : n ∈ N0

}
nunca es denso en C. Por lo tanto, Mφ nunca es hipercíclico.

Sin embargo, algo más se puede decir de los operadores de multiplicación.

Observación 2.3.4. SeaM∗
φ : H2(D) −→ H2(D) el operador adjunto deMφ. Entonces

〈f,M∗
φ(kz)〉H2 = 〈φf, kz〉H2 = φ(z)f(z) = φ(z)〈f, kz〉H2

= 〈f, φ(z)kz〉H2 , ∀f ∈ H2(D).

Esto dice que M∗
φ(kz) = φ(z)kz, es decir, φ(z) es autovalor de M∗

φ para todo z ∈ D.
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Notemos que usando la Proposición 1.2.3, nuevamente obtenemos que Mφ no es hiper-
cíclico pues σp(M∗

φ) 6= ∅.

Proposición 2.3.5. Sea φ ∈ H2(D). Entonces,

M∗
φ es hipercíclico si y solo si φ no es constante y φ(D) ∩ (∂D) 6= ∅.

Demostración. (⇐=) Sean U = φ−1(B(0, 1)) = {z ∈ D : |φ(z)| < 1} y V = φ−1
(
{w :

|w| > 1}
)

= {z ∈ D : |φ(z)| > 1}, que por el teorema de la aplicación abierta para
funciones analíticas, son abiertos no vacíos. Usamos el Teorema 1.3.10. Para esto, basta
ver que, 〈 ⋃

z∈U

Ker
(
M∗

φ − φ(z)
)〉

gen

= 〈kz; z ∈ U〉gen

〈 ⋃
z∈V

Ker
(
M∗

φ − φ(z)
)〉

gen

= 〈kz; z ∈ V 〉gen

son densos en H2(D). Veámoslo para U . Sea f ∈ H2(D) ortogonal a kz, ∀z ∈ U . Por
(2.3) tenemos que f(z) = 0, ∀z ∈ U , lo que implica f ≡ 0 por el principio de identidad
de funciones holomorfas. Del mismo modo se prueba para el abierto V . Luego, M∗

φ es
hipercíclico.
(=⇒) Supongamos queM∗

φ es hipercíclico. Entonces ‖Mφ‖ = ‖M∗
φ‖ > 1 y, así por (2.2),

1 < ‖Mφ‖ ≤ ‖φ‖∞. Es más, ı́nfD |φ(z)| < 1. Si no lo fuera, tenemos que 1/φ ∈ H∞(D).
De aquí podemos concluir que M∗

1/φ no es hipercíclico, pues ‖M∗
1/φ‖ = ‖M1/φ‖ =

supD | 1
φ(z)
| ≤ 1. Como M∗

1/φ = (M∗
φ)−1, por el Corolario 1.3.3 obtenemos que M∗

φ no es
hipercíclico, que contradice la hipótesis. Luego,

ı́nf
D
|φ(z)| < 1 < sup

D
|φ(z)|.

De aquí obtenemos que φ no es constante y, como {|φ(D)|} ⊂ R≥0 es conexo, se tiene
que φ(D) ∩ (∂D) 6= ∅.

2.4. Operadores de Composición

Dada φ : D → D, nos interesa estudiar operadores del tipo Cφ : H2(D) −→ H2(D)
dados por Cφ(f) = f ◦ φ. La hiperciclicidad del operador Cφ depende directamente
de las propiedades de la función φ. Particularmente, estudiaremos en profundidad los
operadores de composición cuando φ es una homografía del plano complejo que cumple
φ(D) ⊂ D. Comenzamos con una introducción sobre homografías en C. Los resultados
de la subsección que sigue pueden encontrarse con mayor detalle en los libros [13] o
[31].
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2.4.1. Homografías

De�nición 2.4.1. Una homografía es una función φ : Ĉ→ Ĉ,

φ(z) =
az + b

cz + d
,

con a, b, c, d ∈ C y ad−bc 6= 0. Notamos LFT (Ĉ) al conjunto de todas las homografías.

Pensamos a las homografías como automor�smos de la esfera de Riemann Ĉ. Recor-
demos que LFT (Ĉ) es un grupo bajo la composición. Cada homografía manda circun-
ferencias de la esfera de Riemann en circunferencias de la esfera -circunferencias en la
esfera de Riemann son, vía la proyección estereográ�ca, circunferencias o rectas en el
plano complejo-. Dados dos círculos de la esfera existe una homografía que aplica uno
en la otro. Lo mismo es cierto en ternas de puntos de la esfera, dados dos pares de
ternas de puntos de la esfera existe una única homografía que manda una terna en la
otra. Las homografías preservan razón doble y ángulos. Cada matriz compleja de 2x2
inversible da lugar a una homografía,

A =

(
a b
c d

)
7→ φA(z) =

az + b

cz + d
.

Esta representación es conveniente al trabajar con homografías porque mantiene las
operaciones del grupo,

φA ◦ φB = φAB,

(φA)−1 = φA−1 .

Debemos tener en cuenta que φA = φλA, para todo λ ∈ C, no nulo. Por esta razón,
trabajaremos con matrices normalizadas, con determinante 1.

De�nición 2.4.2. Si ad− bc = 1, decimos que φ está en forma estándar.

Esto trae un pequeño inconveniente ya que para cada homografía hay dos matrices que
dan su forma estándar. Si det(A) = 1 entonces A y −A representan la misma homo-
grafía y están en forma estándar. Podríamos agregar más condiciones a la de�nición de
forma estándar, pero para solucionar este problema tendremos en cuenta este potencial
±, cuando sea necesario.

De�nición 2.4.3. Decimos que las homografías φ, ψ son conjugadas si existe τ ∈
LFC(Ĉ) tal que φ = τ ◦ ψ ◦ τ−1.

Puntos Fijos

Proposición 2.4.4. Toda homografía distinta a la identidad tiene a lo sumo dos puntos
�jos.
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Este hecho, depende directamente de las soluciones de una ecuación cuadrática en los
coe�cientes de la homografía. Una homografía az+b

cz+d
�ja ∞ si y solo si c = 0; y ∞ es

el único punto �jo si y sólo si a = d. En otro caso, podemos calcular directamente los
puntos �jos. Estos son:

α, β =
(a− d)±

[
(a− d)2 + 4bc

]1/2
2c

.

De�nición 2.4.5. Decimos que α es un punto �jo atractivo de φ, si para todo punto z
de algún entorno de α la sucesión de iteraciones {φn(z)} converge a α. Por el contrario,
decimos que α es repulsivo si la sucesión de iteraciones {φn(z)} se mantiene alejada del
punto �jo para todo punto de algún entorno de α.

Proposición 2.4.6. Sea φ de clase C1 en un entorno del punto �jo α. Si |φ′(α)| < 1,
entonces α es atractivo. Si |φ′(α)| > 1, entonces α es repulsivo.

Traza

De�nición 2.4.7. Para φ en forma estándar, de�nimos la traza de φ como

tr(φ) = ± (a+ d) ,

donde la ambigüedad del signo viene dado por las dos posibilidades para la forma
estándar.

Observación 2.4.8. La homografía φ tiene a ∞ como único punto �jo si y sólo si
φ(z) = z + b, en cuyo caso |tr(φ)| = 2. Si no tiene a ∞ como punto �jo, podemos
expresar la fórmula de los puntos �jos usando la traza,

α, β =
(a− d)± [tr(φ)2 − 4]

1/2

2c
.

Esta ecuación, junto a lo que observamos recién nos permite concluir lo siguiente.

Proposición 2.4.9. φ ∈ LFT (Ĉ) tiene un único punto �jo en Ĉ si y solo si |tr(φ)| = 2.

Derivadas en los puntos �jos Si φ está en forma estándar, entonces

φ′(z) =
ad− bc

(cz + d)2
=

1

(cz + d)2
.

Usando la expresión anterior para los puntos �jos α, β, calculamos

φ′(α), φ′(β) = 4
[
tr(φ)±

[
tr(φ)2 − 4

]1/2]−2

.

De acá, se deduce que

φ′(α) =
1

φ′(β)
y φ′(α) + φ′(β) = tr(φ)2 − 2.

En caso de que φ tenga dos puntos �jos, uno de ellos∞, debe ser de la forma φ(z) = az+
b, en donde de�nimos φ′(∞) = 1/a. Resumimos lo anterior en la siguiente proposición.
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Proposición 2.4.10. Sea φ ∈ LFT (Ĉ). Son equivalentes:

|tr(φ)| = 2

φ′ = 1 en un punto �jo de φ

φ tiene un único punto �jo en Ĉ

Clasi�cación de Homografías Decimos que φ ∈ LFT (Ĉ) es parabólica si tiene
un único punto �jo en Ĉ. Supongamos que α ∈ C es el punto �jo, sea τ ∈ LFT (Ĉ),
τ(z) = 1

z−α . Entonces Φ = τ ◦ φ ◦ τ−1 ∈ LFT (Ĉ), �ja solamente a ∞. Por lo tanto,
Φ(z) = z + δ para δ 6= 0. Decimos que Φ es una conjugada normal a φ. Así, cualquier
homografía parabólica es conjugada a una traslación.
Si φ no es parabólica, tiene dos puntos �jos α, β ∈ Ĉ. Sea τ ∈ LFT (Ĉ) que manda
α a 0 y β a ∞. Entonces Φ = τ ◦ φ ◦ τ−1 ∈ LFT (Ĉ), �ja a 0 y a ∞. Por lo tanto,
Φ(z) = λz, para λ 6= 1, λ ∈ C. Decimos que Φ es una conjugada normal a φ y que λ es
el multiplicador de Φ. De aquí,

φ(z) = τ−1 (λτ(z)) , z ∈ C.

Luego,

φ′(α) = λ y φ′(β) =
1

λ
.

De�nición 2.4.11. Sea φ ∈ LFT (Ĉ), φ 6= IdĈ no parabólica. Sea λ 6= 1 el multipli-
cador de φ. Decimos que φ es:

· Elíptica si |λ| = 1,

· Hiperbólica si λ ∈ R, λ > 0,

· Loxodrómica, en otro caso.

Clasi�camos así LFT (Ĉ)− {Id}:

· Homografías parabólicas (conjugadas a traslaciones),

· Elípticas (conjugadas a rotaciones),

· Hiperbólicas (conjugadas a dilataciones positivas),

· Loxodrómicas (conjugadas a dilataciones complejas).

Al ser, λ+ 1
λ

= tr(φ)2 − 2, podemos clasi�car las homografías por su traza.
Sea φ una homografía no loxodrómica, entonces φ es:

· parabólica ⇐⇒ |tr(φ)| = 2,

· elíptica ⇐⇒ |tr(φ)| < 2,
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· hiperbólica ⇐⇒ |tr(φ)| > 2.

Nos interesa estudiar homografías que cumplan φ(D) ⊂ D, es decir, el subgrupo de
LFT (Ĉ) de homografías que �jan el disco. Notamos LFT (D) al conjunto de todas las
homografías que cumplen φ(D) ⊂ D. Haremos hincapié en las homografías parabólicas
e hiperbólicas.
Supongamos que φ es parabólica y una conjugada normal es Φ = τ ◦φ◦τ−1 ∈ LFT (Ĉ),
Φ(z) = z+ δ. El único punto �jo de Φ es∞, y es atractivo pues Φn(z) = z+nδ −→∞
si n → ∞, para todo z ∈ C. Luego, si llamamos α al punto �jo de φ, tenemos que
φn(z) = τ−1(Φn(τ(z))) −→ τ−1(∞) = α, o sea α es atractivo para φ. Si además
suponemos que φ ∈ LFT (D), tenemos que |α| ≤ 1. Veamos esto: si z, |z| < 1 tenemos
que |φn(z)| < 1, para todo n ∈ N y obtenemos que φn(z) −→

n→∞
α.

Similarmente, supongamos que φ es hiperbólica con puntos �jos α, β. Sea Φ, una
conjugada normal de φ. Tenemos que Φ = τ ◦ φ ◦ τ−1 ∈ LFT (Ĉ), Φ(z) = λz con
λ ∈ R>0, en donde τ(α) = 0 y τ(β) =∞. El punto �jo atractivo de Φ es el 0, luego α
es atractivo de φ. Del mismo modo, α ∈ D. Observemos además que |φ′(α)| = 1/|φ′(β)|,
entonces β es punto �jo repulsivo.

Cuando la homografía cumple φ(D) = D, decimos que φ es un automor�smo de D.
Recordemos que

Aut(D) =

{
eiθ

p− z
1− pz

: con θ ∈ R, p ∈ D
}
.

Mediante un análisis de la forma conjugada normal de una homografía hiperbólica, se
prueba que si |α| = |β| = 1, entonces es un automor�smo del disco.

2.4.2. Teorema de Littlewood

Habiendo introducido los requerimientos necesarios sobre homografías para analizar
los operadores de composición, continuamos con el estudio de la hiperciclicidad de Cφ.
Entonces, sea Cφ : H2(D) −→ H2(D), Cφ(f) = f ◦ φ con φ holomorfa, φ(D) ⊂ D.
Dedicamos esta sección a la buena de�nición y continuidad de este operador. Primero
trabajaremos con φ holomorfa, φ(0) = 0 y φ(D) ⊂ D. Luego con automor�smos del
disco de la forma p−z

1−pz con p ∈ D. Por último probaremos que resulta continua para
cualquier φ holomorfa que veri�que φ(D) ⊂ D.

Proposición 2.4.12 (Principio de subordinación de Littlewood). Sea φ holo-
morfa, φ(0) = 0 y φ(D) ⊂ D. Entonces Cφ : H2(D) −→ H2(D), Cφ(f) = f ◦ φ está
bien de�nido y es contractivo.

Demostración. De�nimos B : H2(D) −→ H2(D), Bf(z) =
∑

n≥0 f̂(n+ 1)zn. El opera-
dor B actúa como el shift en l2(N), visto en H2(D). Es claro que B es contractivo en



2.4. OPERADORES DE COMPOSICIÓN 39

H2(D) y valen las siguientes identidades para f ∈ H2(D):

f(z) = f(0) + z.Bf(z), z ∈ D

Bkf(0) = f̂(k), k ∈ N0.

Supongamos primero que f(z) = a0 + a1z + · · ·+ amz
m es un polinomio. Tenemos que

f ◦ φ está acotada por k := |a0|+ |a1|+ · · ·+ |am| pues,

|f ◦ φ(z)| ≤ sup
D
|f(z)| ≤ k

y, como vimos, esto implica que M2(f ◦φ, r) ≤ k para todo r < 1, y así, f ◦φ ∈ H2(D).
Para ver que Cφ es contractivo debemos estimar la norma H2(D) de f ◦φ. Para z ∈ D,
usamos que

f(φ(z)) = f(0) + φ(z)Bf(φ(z)),

o equivalentemente,
Cφf = f(0) +Mφ (Cφ (Bf)) .

Como φ(0) = 0, todos los factores del desarrollo en serie de φ(z)Bf(φ(z)) tienen un
factor z en común, por lo tanto son ortogonales al término f(0). De aquí, tenemos que

‖Cφf‖2 = |f(0)|2 + ‖Mφ (Cφ (Bf)) ‖2 ≤ |f(0)|2 + ‖Cφ(Bf)‖2

donde la última desigualdad es por que Mφ es contractivo. Cambiando sucesivamente
f por Bf , B2f , . . . en esta última expresión obtenemos:

‖CφBf‖2 ≤ |Bf(0)|2 + ‖CφB2f‖2

‖CφB2f‖2 ≤ |B2f(0)|2 + ‖CφB3f‖2

...

‖CφBkf‖2 ≤ |Bkf(0)|2 + ‖CφBk+1f‖2, ∀k ∈ N.

Poniendo juntas las desigualdades anteriores, llegamos a que

‖Cφf‖2 ≤
k∑

n=0

|(Bnf)(0)|2 + ‖CφBk+1f‖2, ∀k ∈ N.

Como gr(f) = m, Bm+1f = 0, y de esta forma,

‖Cφf‖2 ≤
m∑
n=0

|(Bnf)(0)|2 =
m∑
n=0

|f̂(n)|2 =
m∑
n=0

|an|2 = ‖f‖2.

Por lo tanto, Cφ es contractivo en el subespacio C[z].
Para el caso general, sea f ∈ H2(D) cualquiera. Sea fn la n-esima suma parcial del
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desarrollo de Taylor de f . Tenemos que fn → f en H2(D), y como vimos en la Pro-
posición 2.2.2, fn → f uniformemente sobre compactos de D. Luego, fn ◦ φ → f ◦ φ
uniformemente sobre compactos de D. Es claro que ‖fn‖ ≤ ‖f‖ y por lo visto recién
para polinomios ‖fn ◦ φ‖ ≤ ‖fn‖. Así, para 0 < r < 1 tenemos:

M2(f ◦ φ, r) = ĺım
n→∞

M2(fn ◦ φ, r) (hay convergencia uniforme)

≤ ĺım sup
n→∞

‖fn ◦ φ‖

≤ ĺım sup
n→∞

‖fn‖

≤ ‖f‖.

Concluimos que f ◦ φ ∈ H2(D) y ‖f ◦ φ‖2 = ĺımM2(f ◦ φ, r)2 ≤ ‖f‖2, por lo que es
contractivo.

El siguiente paso de la prueba es verlo para ψp(z) := p−z
1−pz ∈ Aut(D).

Lema 2.4.13. Sean p ∈ D y ψp ∈ Aut(D). Entonces Cψp : H2(D) −→ H2(D) es
continua.

Demostración. Si f ∈ C[z], f es holomorfa en R.D para un R > 1 �jo. Luego podemos
expresar ‖f‖2 = 1

2π

∫ π
−π |f(eiθ)|2dθ. Notemos que ψp es su propia inversa. Entonces

mediante un cambio de variables obtenemos la cota que buscamos:

‖f ◦ ψp‖2 =
1

2π

∫ π

−π
|f(ψp(e

iθ))|2dθ =
1

2π

∫ π

−π
|f(eit)|2|ψ′p(eit)|dt

=
1

2π

∫ π

−π
|f(eit)|2 1− |p|2

|1− peit|2
dt ≤ 1− |p|2

(1− |p|)2

(
1

2π

∫ π

−π
|f(eit)|2dt

)

=
1 + |p|
1− |p|

‖f‖2.

Sea f ∈ H2(D) cualquiera y sea fn la n-esima suma parcial del desarrollo de Taylor de f .
Igual que en la demostración anterior, fn −→ f uniforme sobre compactos, ‖fn‖ ≤ ‖f‖
y recién vimos que ‖fn ◦ ψp‖ ≤

√
1+|p|
1−|p|‖fn‖. Así, para 0 < r < 1 tenemos:

M2(f ◦ ψp, r) = ĺım
n→∞

M2(fn ◦ ψp, r) (hay convergencia uniforme)

≤ ĺım sup
n→∞

‖fn ◦ ψp‖

≤ ĺım sup
n→∞

√
1 + |p|
1− |p|

‖fn‖

≤

√
1 + |p|
1− |p|

‖f‖.
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Por lo tanto,

‖f ◦ ψp‖ ≤

√
1 + |p|
1− |p|

‖f‖,

y

‖Cψp‖ ≤

√
1 + |p|
1− |p|

.

Para concluir el caso general descomponemos una función φ ∈ H(D), φ(D) ⊂ D, como
composición de funciones convenientes.

Teorema 2.4.14. Sea φ ∈ H(D), φ(D) ⊂ D. Entonces, el operador Cφ : H2(D) −→
H2(D) está bien de�nido y es acotado.

Demostración. Sean p = φ(0) y ϕ = ψp◦φ, entonces ϕ(0) = ψp(p) = 0. Como ψp◦ψp =
IdD, tenemos que φ = ψp◦ϕ y así Cφ es composición de operadores continuos y podemos
estimar su norma:

Cφ(f) = f ◦ φ = (f ◦ ψp) ◦ ϕ = CϕCψp(f),

‖Cφ‖ ≤ ‖Cϕ‖.‖Cψp‖ ≤

√
1 + |φ(0)|
1− |φ(0)|

.

2.4.3. Hiperciclicidad

Ahora si, estamos en condiciones de tratar la hiperciclicidad de estos operadores. Traba-
jaremos con homografías parabólicas e hiperbólicas, y caracterizaremos cuándo resultan
hipercíclicos los respectivos operadores de composición.

Proposición 2.4.15. Sea φ ∈ H(D). Si Cφ es hipercíclico en H2(D), entonces φ no
tiene puntos �jos en D.

Demostración. Vimos que al ser Cφ hipercíclico, σp(C∗φ) = ∅. Supongamos que φ(α) =
α. Entonces,

〈f, C∗φ(kα)〉H2 = 〈f ◦ φ, kα〉H2 = f(φ(α)) = f(α) = 〈f, kα〉H2 .

Esto dice que kα es autovector de C∗φ de autovalor 1, lo que es absurdo.

Por lo tanto, nos reducimos a funciones φ homográ�cas sin puntos �jos en D. Por lo
hecho previamente, tenemos las siguientes opciones

Homografías Parabólicas con un único punto �jo atractivo α ∈ T,
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Homografías Hiperbólicas con un punto �jo atractivo α ∈ T y otro punto �jo
repulsivo β ∈ Ĉ− D.

Probamos ahora un lema de utilidad para los resultados que queremos mostrar.

Lema 2.4.16. Sea α ∈ C− D. Consideramos Pα = {P ∈ C[z] : P (α) = 0}. Entonces
Pα es denso en H2(D).

Demostración. Sea f(z) =
∑

n≥0 f̂(n)zn ∈ H2(D) ortogonal a Pα. Elegimos zp+1 −
αzp ∈ Pα y tenemos que

0 = 〈f, zp+1 − αzp〉H2 = f̂(p+ 1)− αf̂(p), ∀p ∈ N0.

De acá, f̂(p+ 1) = αf̂(p), para todo p ∈ N0, pero como |α| ≥ 1 y f ∈ H2(D), se tiene
que f̂(p) = 0 para todo p ∈ N0.

Teorema 2.4.17. Sea φ ∈ Aut(D) parabólico o hiperbólico sin puntos �jos en D.
Entonces Cφ es hipercíclico en H2(D).

Demostración. Veamos el caso hiperbólico: sean α, β los puntos �jos de φ. Tenemos que
β ∈ T porque es el punto �jo atractivo de φ−1. Aplicamos el criterio de hiperciclicidad
con los conjuntos densos D1 = Pα, D2 = Pβ y el operador S = C−1

φ = Cφ−1 . Debemos
ver entonces que Cn

φ −→ 0 en D1. Sea z ∈ T− {β}, entonces φn(z) −→ α y si f ∈ D1,
f(φn(z)) −→ 0. Luego

‖Cn
φf‖2 = ‖f ◦ φn‖2 =

1

2π

∫ π

−π
|f(φn(eiθ))|2dθ,

que tiende a 0, por el Teorema de Convergencia Mayorada de Lebesgue. Análogamente,
para Cn

φ−1 −→ 0 en D2.
El caso parabólico es más sencillo. Tomamos D1 = D2 = Pα y S = Cφ−1 . Como φ es
parabólico, φ−1 también y el resultado se sigue.

Teorema 2.4.18. Sea φ ∈ LFT (D) hiperbólico no automor�smo sin puntos �jos en
D. Entonces Cφ es hipercíclico en H2(D).

Demostración. Supongamos que α, β son los puntos �jos de φ. Sabemos que α ∈ T es
atractivo y β ∈ C−D repulsivo. El hecho que φ no sea un automor�smo, necesariamente
implica que |β| > 1. Supongamos primero que el punto �jo repulsivo β se encuentra en
la línea que une al origen con α, pero del lado antipodal a α. Sea ∆ el disco cuyo borde
es perpendicular a esta línea y contiene a α y a β, como se ve en el siguiente grá�co.
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Como φ es una homografía, manda el borde de ∆ en una circunferencia o recta del
plano complejo. Esta circunferencia o recta, contiene a α y a β, y como φ preserva
ángulos, la única posibilidad es que sea ∂∆. Con un argumento de conexión tenemos
que φ(∆) = ∆, porque φ(D) ⊂ D. Entonces, φ ∈ Aut(∆).
Si β no está en el lugar deseado, podemos construir τ ∈ Aut(D) que �ja a α y manda
a β al lugar que queremos. Veamos, tomando una rotación adecuada podemos suponer
que α = 1. Consideramos ω(z) = 1+z

1−z . Se cumplen las siguientes propiedades ω(D) =
{z : Re(z) > 0}, ω(1) =∞, Re(ω(β)) < 0. Aplicamos después la homografía

γ(z) =
z − Im(ω(β))i

−2Re(ω(β))
;

γ(∞) = ∞, γ(ω(β)) = −1/2 y γ ∈ Aut({z : Re(z) > 0}). Luego, tomamos la homo-
grafía τ = ω−1 ◦ γ ◦ ω, τ ∈ Aut(D), τ(1) = 1 y τ(β) = −3.
Suponiendo que φ tiene sus puntos �jos donde queremos, φ ∈ Aut(∆). De�nimos en
forma análoga H2(∆) = {f ∈ H(∆) :

∑
|f̂(n)|2 < ∞}. Restringiéndonos a D, vemos

que H2(∆) |D⊂ H2(D) es denso porque contiene a C[z], y este nuevo espacio tiene una
topología más fuerte. Si fn −→ f en H2(∆), entonces fn −→ f en H2(D) (los coe�-
cientes del desarrollo de Taylor son los mismos en ambos espacios). Como φ ∈ Aut(∆),
por el teorema anterior, Cφ es hipercíclico en H2(∆). Aplicamos ahora el Criterio de
comparación 1.3.11:

H2(∆)
Cφ //

|D
��

H2(∆)

|D
��

H2(D)
Cφ
// H2(D)

Resulta así, Cφ es hipercíclico en H2(D).

Nos queda entonces determinar qué sucede cuando tenemos una homografía parabólica
no automor�smo. Antes de dar la respuesta, veamos un poco más sobre homografías
parabólicas.

Observación 2.4.19. Sea φ ∈ LFT (D) parabólica sin puntos �jos en D. Por simpli-
cidad supongamos que el punto �jo atractivo es 1. Conjugando φ por la homografía
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ω(z) = 1+z
1−z , obtenemos otra homografía Φ que �ja a ∞ y Φ({z : Re(z) > 0}) ⊂ {z :

Re(z) > 0}. Así
Φ(z) = λz + a,

como ∞ es el único punto �jo atractivo de Φ, en realidad tenemos que λ = 1, y que
Re(a) ≥ 0 pues Φ manda el semiplano derecho en sí mismo. Mediante este análisis,
obtenemos las fórmulas:

Φ(z) = z + a, con Re(a) ≥ 0,

φ(z) = 1 +
2(z − 1)

2− a(z − 1)
.

Derivando obtenemos φ′(1) = 1 (que ya sabíamos, porque es parabólica) y φ′′(1) = a.
Si además suponemos que φ no es un automor�smo del disco, debe ser que Φ no es
automor�smo del semiplano derecho, luego Re(a) > 0.

Teorema 2.4.20. Si φ ∈ LFT (D) parabólico no automor�smo, entonces Cφ no es
hipercíclico.

Demostración. El objetivo de la prueba es ver que el operador Cφ no posee órbitas
densas. Veremos algo mucho más fuerte, solamente las funciones constantes pueden ser
puntos límites de las órbitas de Cφ. Para esto, dividimos la prueba en pasos.
Paso 1. Por lo observado previamente, tenemos que Φ(z) = z + a, con Re(a) > 0 es
conjugada a φ. Luego, tenemos que las iteraciones de φ son conjugadas a las iteraciones
de Φ. Como, Φn(z) = z + na, tenemos que φn se obtiene reemplazando a por na en la
fórmula de φ, entonces

φn(z) = 1 +
2(z − 1)

2− na(z − 1)
.

Para la demostración debemos estimar cuan rápido se juntan las órbitas de φ de puntos
de D entre sí y al punto �jo atractivo 1. Para esto calculamos

φ(z)− φ(0) =
4z

(2 + a)(2 + a− az)
,

ĺım
n→∞

n[1− φn(z)] = ĺım
n→∞

n
−2(z − 1)

2− na(z − 1)
=

2

a
,

ĺım
n→∞

n2[φn(z)− φn(0)] = ĺım
n→∞

n2 4z

(2 + na)(2 + na− naz)
=

4z

a2(1− z)
.

Paso 2. Lo que sigue es una estimación similar a la hecha en la Proposición 2.2.1, pero
para las derivadas de una función f ∈ H2(D). Sea z ∈ D,
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|f ′(z)|2 =

∣∣∣∣∣
∞∑
n=1

nf̂(n)zn−1

∣∣∣∣∣
2

≤

(
∞∑
n=1

|f̂(n)|2
)(

∞∑
n=1

n2|z|2(n−1)

)

≤ ‖f‖2

(
∞∑
n=1

(n+ 1)n|z|2(n−1)

)

= ‖f‖2 2

(1− |z|2)3
,

=⇒ |f ′(z)| ≤
√

2‖f‖
(1− |z|2)3/2

.

Para llegar a la estimación que queremos, acotamos |f(z)− f(w)| integrando f ′ sobre
el segmento que une z con w. Suponemos |z| ≤ |w|,

|f(z)− f(w)| ≤
∫ w

z

|f ′(ζ)||dζ|

≤
√

2‖f‖
∫ w

z

1

(1− |ζ|2)3/2
|dζ|

≤
√

2‖f‖ |w − z|
(1− |w|2)3/2

entonces, para cualquier par de puntos z, w ∈ D,

|f(z)− f(w)| ≤
√

2‖f‖ |w − z|
(mı́n{1− |w|, 1− |z|})3/2

.

Paso 3. Ahora debemos estudiar la geometría de las órbitas de φ. La representación
en el semiplano derecho de φ es Φ(z) = z + a, entonces la de φn es Φn(z) = z + na.
El hecho de que Re(a) > 0 implica que los puntos Φn(w) tienden a ∞ sobre una recta
en el semiplano derecho que no es paralela al eje imaginario. Al volver al disco, esto
fuerza a las órbitas {φn(z)} a aproximarse al punto �jo atractivo no tangencialmente
a 1 en D. O sea, existe ε > 0 tal que

π

2
+ ε < ang(1− φn(z)) <

3π

2
− ε.

Es decir, los puntos de la sucesión {φn(z)} quedan dentro de una región angular como
vemos en la siguiente �gura.
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Sea ahora z ∈ D, la convergencia no tangencial de las órbitas nos da una constante
positiva c, tal que para todo n ∈ N,

1− |φn(z)| ≥ c|1− φn(z)| y 1− |φn(0)| ≥ c|1− φn(0)|.

Paso 4. Finalmente, juntando todos los resultados anteriores, llegamos a que

|f(φn(z))− f(φn(0))| ≤ K
|φn(z)− φn(0)|

(mı́n {1− |φn(z)|, 1− |φn(0)|})3/2

≤ K
n−2

n−3/2

=
K√
n
−→
n→∞

0,

en donde la constante K cambia en cada paso, depende de f , z y φ, pero no de n.
Ahora sí, sea g ∈ H2(D) punto límite de Orb(f, Cφ). Existe una subsucesión (nk)↗∞
tal que f ◦ φnk −→ g en H2(D). Entonces, como tenemos convergencia puntual en z,

g(z)− g(0) = ĺım
k→∞

[f (φnk(z))− f (φnk(0))] = 0

por lo tanto, g es constante.

Por último veamos una aplicación del Criterio de comparación 1.3.11.

Proposición 2.4.21. Sea φ ∈ Aut(D) holomorfa sin puntos �jos en D. Entonces el
operador de composición Cφ actuando en H(D) es hipercíclico.

Demostración. Sabemos que Cφ ∈ L(H2(D)) es hipercíclico, H2(D) ↪→ H(D) es con-
tinua de rango denso (los polinomios son densos en ambos espacios) y convergencia
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en H2(D) implica convergencia uniforme sobre compactos. Además, es claro que el
siguiente diagrama

H2(D)
Cφ //

��

H2(D)

��
H(D)

Cφ
// H(D)

conmuta. Luego, por el Criterio de comparación 1.3.11, Cφ es hipercíclico en H(D) .

2.4.4. Un ejemplo en Lp[0, 1]

Existen restricciones sobre el espacio X que debemos tener en cuenta para asegurar la
existencia de operadores hipercíclicos. Es evidente que debemos trabajar en espacios
vectoriales separables, y mostramos que deben ser de dimensión in�nita. En 1969, S.
Rolewicz preguntó si esta es la única restricción que se debe tener en cuenta para
espacios de Banach, es decir, si todo espacio de Banach separable de dimensión in�nita
admite un operador hipercíclico. Este problema fue resuelto, en forma independiente, en
el año 1997 por S. Ansari y L. Bernal. S. Ansari mostró que una clase mucho mayor de
espacios siempre admiten operadores hipercíclicos. En particular, espacios de Fréchet
bajo cierta condición admiten operadores hipercíclicos. Un año después, J. Bonet y A.
Peris [10] demostraron que en todo espacio de Fréchet hay operadores hipercíclicos.

Teorema 2.4.22. Todo espacio de Fréchet separable de dimensión in�nita, admite un
operador hipercíclico.

Por otro lado este resultado no se mantiene para espacios completos localmente con-
vexos. Existen ejemplos de espacios separables localmente convexos que no admiten
operadores hipercíclicos. Veremos un ejemplo en espacios no localmente convexos que
sí admiten operadores hipercíclicos. Consideramos los espacios Lp[0, 1], con 0 < p < 1.

Lp[0, 1] =

{
f medible, tales que Np(f) :=

∫
[0,1]

|f |pdx <∞
}
.

Tenemos que Np(f)1/p no cumple la desigualdad triangular, por lo tanto no da una
norma para el espacio; pero sí se cumple

Np(f + g) ≤ Np(f) +Np(g),

de�niendo así una métrica d(f, g) = Np(f−g), que lo hace completo, por lo tanto es un
F-espacio. No son espacios de Fréchet, todo abierto convexo que contiene a la función
nula, es no acotado para la quasi-norma Np, luego el vector 0 no posee una base de
entornos convexos.
S. Ansari plantea si estos espacios admiten operadores hipercíclicos [1]. En efecto, los
admiten y podemos dar un ejemplo de un operador de composición hipercíclico en
Lp[0, 1]. Consideramos la función φ : [0, 1] −→ [0, 1] de�nida por

φ(t) =


t
2

si t ≤ 1/2

3t−1
2

si t ≥ 1/2
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Sea Cφ : Lp −→ Lp, Cφ = f ◦ φ el operador de composición correspondiente. Es claro
que Cφ es continuo e inversible. Veamos que satisface el criterio de hiperciclicidad con
respecto a la sucesión {nk}k∈N, nk = 2k y a los conjuntos densos

D1 = D2 = {f continua tal que, f(0) = f(1) = 0}.

Debemos ver que C2n
φ (f) −→ 0 para f ∈ C[0, 1], f(0) = f(1) = 0. Para ello, debemos

estudiar el comportamiento de las funciones φn = φ◦· · ·◦φ. Mediante un rápido análisis
vemos que cada composición φn, es una función �lineal� a trozos. Es decir, para cada
n tenemos una partición {0 < a1 < a2 < · · · < an < 1}, en n + 1 intervalos del [0, 1].
En cada uno de estos intervalos, φn es una recta y se cumple lo siguiente:

En [0, a1], φn ≤ (1/2)n+1,

En [a1, a2], φn ≤ (1/2)n,

En [a2, a3], φn ≤ (1/2)n−1,

...

En [an−1, an], φn ≤ (1/2)2,

En [an, 1], φn ≤ 1.

Con an = 1− 1
2
(2

3
)n−1 para n ≥ 1. Mostramos en las siguientes �guras, los grá�cos de

las primeras 3 composiciones de φ.

Dado ε > 0, sean M > 0 tal que |f(t)| ≤M en [0, 1], δ > 0 tal que |f(t)| < (ε/2)1/p en
[0, δ] y n ∈ N tal que (1/2)n+2 < δ y (2/3)n−1 < ε/Mp. Tenemos entonces que

En [0, a1], φ2n ≤ (1/2)2n+1,

En [a1, a2], φ2n ≤ (1/2)2n,

En [a2, a3], φ2n ≤ (1/2)2n−1,

...

En [an−1, an], φ2n ≤ (1/2)n+2,
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...

En [a2n−2, a2n−1], φ2n ≤ (1/2)3,

En [a2n−1, a2n], φ2n ≤ (1/2)2,

En [a2n, 1], φ2n ≤ 1.

y así,

d(C2n
φ (f), 0) =

∫
[0,1]

|f(φ2n(t))|pdt

≤
∫

[0,an]

|f(φ2n(t))|pdt︸ ︷︷ ︸
(1)

+

∫
[an,1]

|f(φ2n(t))|pdt︸ ︷︷ ︸
(2)

En (1): tenemos que t ∈ [0, an], entonces φ2n(t) ≤ (1/2)n+2 < δ. Luego,∫
[0,an]

|f(φ2n(t))|pdt ≤ sup
[0,an]

|f(φ2n(t))|p.an ≤ ε/2.

En (2): tenemos que∫
[an,1]

|f(φ2n(t))|pdt ≤Mp.(1− an) = Mp(1/2)(2/3)n−1 < ε/2.

Análogamente, usando que f(1) = 0 probamos que C2n
φ−1(f) −→ 0 para f ∈ C[0, 1].

Nota: De aquí, podemos destacar dos problemas que aún se mantienen sin solución.

1. Caracterizar los espacios vectoriales topológicos que admiten operadores hipercí-
clicos.

2. Determinar si en todo F-espacio separable de dimensión in�nita hay operadores
hipercíclicos.

2.5. Operadores Shift

En esta sección continuamos el estudio de los operadores shift. En el capítulo anterior
vimos que si B es el shift unilateral a izquierda λB es hipercíclico para todo λ, |λ| > 1.
Estudiamos ahora operadores shift bilaterales con pesos en el espacio `2(Z). Vamos
a determinar cuando resultan hipercíclicos en términos de la sucesión de pesos. Los
resultados que veremos se deben a N. Salas [30]. En concreto, de�nimos Bw : `2(Z) −→
`2(Z), Bw(en) = wnen−1, en donde (en)n∈Z es la base canónica de `2(Z) y w = (wn)n∈Z
es una sucesión acotada de números reales positivos, que llamaremos sucesión de pesos.
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Es claro que ‖Bw‖ ≤ ‖w‖∞. En vez de trabajar con shifts con pesos en espacios sin
pesos, trabajaremos con el shift bilateral a izquierda sin pesos en un nuevo espacio
`2(Z, ω). Para cada sucesión de pesos w = (wn)n∈Z, consideramos una nueva sucesión
ω = (ωn)n∈Z de números positivos de�nida por ω0 = 1 y ωn/ωn+1 = wn+1 (notar la
diferencia entre ω y w). Así introducimos el espacio

`2(Z, ω) :=

{
x ∈ CN, tal que ‖x‖2 :=

∑
n∈Z

ω2
nx

2
n <∞

}

y trabajaremos con el shift bilateral sin pesos B : `2(Z, ω) −→ `2(Z, ω). Tenemos que
B y Bw son unitariamente equivalentes mediante el operador U : `2(Z) −→ `2(Z, ω),
U(xn) = (xn/ωn). Es claro que U es unitario y que U ◦ Bw = B ◦ U . Luego, por el
Criterio de comparación 1.3.11, la hiperciclicidad de Bw es equivalente a la de B.

Teorema 2.5.1. Sea w = (ωn)n∈Z una sucesión de números positivos tales que

sup
n

ωn
ωn+1

<∞,

y sea B el shift bilateral sin pesos actuando en `2(Z, ω). Entonces B es hipercíclico si
y sólo si

∀q ∈ N : ĺım inf
n→+∞

ω±n+q = 0.

Nota: Lo que queremos expresar en la tesis del teorema cuando escribimos

ĺım inf
n→+∞

ω±n+q = 0,

es que para cada q ∈ N existe una sucesión creciente (nk) ⊂ N que cumple simultánea-
mente:

ωnk+q −→ 0 y ω−nk+q −→ 0

Demostración. Supongamos primero que B es hipercíclico. Fijemos q ∈ N. Tomamos
δ ∈ (0, 1) y consideramos la bola B(eq, δ). Por la transitividad de B, podemos asegurar
que existe n > 2q y x ∈ `2(Z, ω), tal que

‖x− eq‖ < δ y ‖Bn(x)− eq‖ < δ.

Mirando la q-ésima y la (n+ q)-ésima coordenada de ‖x− eq‖, obtenemos que

|ωq(xq − 1)| < δ y |ωn+qxn+q| < δ.

Mirando la q-ésima y la (−n+ q)-ésima coordenada de ‖Bn(x)− eq‖, obtenemos que

|ωq(xn+q − 1)| < δ y |ω−n+qxq| < δ.
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Con esto tenemos que, para δ < ωq,

ωn+q ≤ |ωn+qxn+q|+ |ωn+q(1− xn+q)| < δ + ωn+q.
δ

ωq

=⇒ ωn+q.

(
1− δ

ωq

)
< δ

=⇒ ωn+q <
δωq
ωq − δ

.

También,

ω−n+q ≤ |ω−n+qxq|+ |ω−n+q(1− xq)| < δ + ω−n+q
δ

ωq

=⇒ ω−n+q.

(
1− δ

ωq

)
< δ

=⇒ ω−n+q <
δωq
ωq − δ

.

Usando esta cota repetidas veces obtenemos la sucesión que buscamos. Tomamos δ1 >
0, tal que δ1ωq

ωq−δ1 < 1/2, encontramos n1 ∈ N tal que

ω±n1+q <
1

2
.

Para hallar n2, tomamos δ2 > 0, tal que δ2ωq
ωq−δ2 < 1/4, encontramos n2 ≥ n1 tal que

ω±n2+q <
1

4
.

Repitiendo el procedimiento, obtenemos el resultado.
Recíprocamente, supongamos que

∀q ∈ N : ĺım inf
n→+∞

ω±n+q = 0.

y veamos que B satisface el criterio de hiperciclicidad. Sea C una constante positiva
tal que C > máx{1, supn(ωn/ωn+1)}. Construimos una sucesión creciente (nk) ∈ N, tal
que

ωnk+k ≤ C−3k y ω−nk+k ≤ C−3k.

Para n1, tomamos C−3 > 0 y podemos encontrar n1 tal que

ωn1+1 ≤ C−3 y ω−n1+1 ≤ C−3.
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Para n2, tomamos C−6 > 0 y podemos encontrar n2 > n1 tal que

ωn2+2 ≤ C−6 y ω−n2+2 ≤ C−6,

y así sucesivamente.
Luego, ωnk+i −→ 0 y ω−nk+i −→ 0 cuando k → ∞ para todo i ∈ Z. De hecho, si
�jamos i y k ≥ |i| tenemos,

ωnk+i ≤ Ck−iωnk+k ≤ C−2k−i ≤ C−k

ω−nk+i ≤ Ck−iω−nk+k ≤ C−2k−i ≤ C−k.

Entonces veamos que se satisface el criterio para la sucesión (nk). Tomemos los conjun-
tos densos D1 = D2 = c00(Z) = 〈ei : i ∈ Z〉gen y sea S el shift a derecha S(ei) = ei+1.
Como BS = Id en D2, debemos probar que Bnk(ei) y Snk(ei) ambos tienden a 0 para
todo i ∈ Z (y luego concluimos usando linealidad), pero esto es claro pues

‖Bnk(ei)‖ = ω−nk+i y ‖Snk(ei)‖ = ωnk+i.

Volviendo a `2(Z) y shifts con pesos, podemos dar la versión análoga del teorema
anterior.

Teorema 2.5.2. Sea Bw el shift bilateral a izquierda actuando en `2(Z), con sucesión
de pesos w = (wn)n∈Z. Entonces Bw es hipercíclico si y sólo si, para todo q ∈ N,

ĺım inf
n→+∞

máx{(w1 · · ·wn+q)
−1, (w0 · · ·w−n+q+1)} = 0

Demostración. Simplemente observar que la sucesión asociada (ωn) cumple

ωn+q = (w1 · · ·wn+q)
−1 y ω−n+q = (w0 · · ·w−n+q+1).

Ahora damos la versión del teorema anterior para shifts unilaterales. Consideramos
en `2(N) el operador Bw, de�nido por Bw(e0) = 0 y Bw(en) = wnen−1 para n ≥ 1,
en donde (en)n∈N0 es la base canónica de `2(N) y w = (wn)n es una sucesión aco-
tada de números positivos. Se pueden dar versiones similares a las que vimos en las
demostraciones pasadas. Pero esta vez daremos una prueba basándonos en que ya te-
nemos el resultado para shifts bilaterales. Procedemos mostrando que al �comprimir�
un operador hipercíclico en un espacio de Hilbert, se mantiene la hiperciclicidad.

De�nición 2.5.3. Sean H = `2(Z), T ∈ L(H) y Λ ⊂ H un subespacio, de�nimos la
compresión de T a Λ como el operador PTP restringido a Λ, donde P es la proyección
ortogonal sobre Λ.

Proposición 2.5.4. Sea T un operador hipercíclico en `2(Z). Supongamos que Λ es
un subespacio invariante para T ∗. Entonces la compresión de T a Λ es hipercíclico en
Λ.
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Demostración. Sea P la proyección ortogonal sobre Λ y PTP la compresión de T a
Λ. Notamos P⊥ := I − P la proyección ortogonal sobre Λ⊥. Como Λ es subespacio
invariante de T ∗, Λ⊥ es subespacio invariante de T . En otras palabras, PTP⊥ = 0. Lo
que es equivalente a decir que PT = PTP . A�rmamos que

T n = (PTP )n +
n∑
k=1

(P⊥T )k(PT )n−kP + (P⊥TP⊥)n. (2.4)

Si n = 1, tenemos

PTP + (P⊥T )P + P⊥TP⊥ = PTP + (T − PT )P + (T − PT )(I − P )

= PTP + TP − PTP + T − PT − TP + PTP = T.

Supongamos que es cierto para n y probemos la ecuación (2.4) para n + 1. Queremos
ver que:

T n+1 = (PTP )n+1 +
n+1∑
k=1

(P⊥T )k(PT )n+1−kP + (P⊥TP⊥)n+1.

Veremos que

(PTP )n+1 +
n+1∑
k=1

(P⊥T )k(PT )n+1−kP + (P⊥TP⊥)n+1−[
(PTP )n +

n∑
k=1

(P⊥T )k(PT )n−kP + (P⊥TP⊥)n

]
T = 0

Hacemos las siguientes asociaciones:

[
(PTP )n+1 − (PTP )nT

]︸ ︷︷ ︸
(1)

+

[
n∑
k=1

(P⊥T )k(PT )n+1−kP −

(
n∑
k=1

(P⊥T )k(PT )n−kP

)
T

]
︸ ︷︷ ︸

(2)

+
[
(P⊥TP⊥)n+1 + (P⊥T )n+1P − (P⊥TP⊥)nT

]︸ ︷︷ ︸
(3)

en las que cada uno de los tres términos es cero.
Para (1):

(PTP )nT = (PTP )n−1(PT )(PT ) = (PTP )n+1.

Para (2): [
n∑
k=1

(P⊥T )k(PT )n+1−kP −

(
n∑
k=1

(P⊥T )k(PT )n−kP

)
T

]
=

n∑
k=1

[
(P⊥T )k(PT )n−k(PTP − PT )

]
= 0.
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Para (3):

(P⊥TP⊥)nT − (P⊥T )n+1P − (P⊥TP⊥)n+1 = (P⊥TP⊥)n[T − TP⊥]− (P⊥T )n+1P

= (P⊥TP⊥)nTP − (P⊥T )n+1P = [(P⊥TP⊥)n − (P⊥T )nP⊥]TP = 0.

De la ecuación (2.4), se deduce que para x ∈ H y z ∈ Λ

T nx− z = ((PTP )nx− z)︸ ︷︷ ︸
∈Λ

+

(
n∑
k=1

(P⊥T )k(PT )n−kPx+ (P⊥TP⊥)nx

)
︸ ︷︷ ︸

∈Λ⊥

Luego,
‖(PTP )nx− z‖ ≤ ‖T nx− z‖.

De esta forma, si elegimos x ∈ HC(T ), tenemos que Px es vector hipercíclico para
PTP en Λ.

Teorema 2.5.5. Sea Bw el shift unilateral a izquierda actuando en `2(N). Entonces,
Bw es hipercíclico si y sólo si supn(w1 · · ·wn) =∞.

Demostración. Supongamos que supn(w1 · · ·wn) = ∞. Como vimos en la Subsección
1.4.2, cuando wn = λ con |λ| > 1, podemos aplicar el criterio de hiperciclicidad de
manera similar. Recíprocamente, tomamos Bw ∈ L(`2(N)) como la compresión a `2(N)
de un shift bilateral en `2(Z) cuyos pesos correspondientes a términos negativos son
1/2. Aplicando el Teorema 2.5.2 y la proposición anterior tenemos el resultado.

Observación 2.5.6. Un shift unilateral a derecha nunca puede ser hipercíclico. De
hecho, sea Bw ∈ L(`2(N)), Bw(en) = anen+1. Si x ∈ `2(N), la proyección ortogonal de
Orb(x,Bw) sobre el subespacio generado por {ek : k < n} tiene a lo sumo n vectores.

2.6. La función Zeta de Riemann

Hasta ahora, en todos los ejemplos que estudiamos, obtuvimos que muchos operadores
son hipercíclicos haciendo uso del criterio de hiperciclicidad. Sin embargo, poca in-
formación tenemos de los respectivos vectores hipercíclicos, más allá de su existencia.
De hecho, la mayoría de las veces probamos que existen mediante un argumento que
involucra el Teorema de la Categoría de Baire. Sorprende el hecho de que existan tales
vectores, pero nunca hemos exhibido uno concreto. A pesar de todo, sí existe un caso
que podemos destacar.
La función Zeta de Riemann se de�ne en el semiplano complejo {Re(s) > 1} mediante
la fórmula

ζ(s) :=
∑
n≥1

1

ns
,

y luego se extiende a una función meromorfa en C con un polo simple en s = 1. La
franja crítica es

Ω = {s ∈ C : 1/2 < Re(s) < 1}.



2.6. LA FUNCIÓN ZETA DE RIEMANN 55

Notamos
H∗(Ω) = {f ∈ H(Ω); f no tiene ceros en Ω}.

La Hipótesis de Riemann a�rma que ζ no tiene ceros en la franja crítica Ω. Es decir,
la Hipótesis de Riemann dice que ζ ∈ H∗(Ω). Es uno de los problemas abiertos más
importantes y tiene conexión con varias ramas de matemática. Hasta el momento, todos
los ceros no triviales que se conocen de la función ζ tienen parte real 1/2 y los llamados
ceros triviales son los reales pares negativos.
La franja crítica es invariante por traslaciones puramente imaginarias, tenemos entonces
bien de�nido el semigrupo1 de traslación (Tt)t≥0 (bajo la composición de operadores),
actuando en el espacio H(Ω)

Ttf(s) = f(s+ ti).

El Teorema de Voronin [32] a�rma que cualquier función de H∗(Ω) se puede aproximar
por traslaciones puramente imaginarias de la función Zeta de Riemann.

Teorema 2.6.1 (Teorema de Voronin). Dados f ∈ H∗(Ω), ε > 0 y un compacto
K ⊂ Ω, podemos encontrar números reales positivos t tales que

|ζ(s+ it)− f(s)| < ε, para todo s ∈ K.

Así, si la Hipótesis de Riemann es cierta entonces la función Zeta de Riemann es un
vector hipercíclico del semigrupo de traslación (Tt) actuando en el subespacio invariante
H∗(Ω) ⊂ H(Ω).

1Un semigrupo es un grupo en el cuál sus elementos no tienen inverso, i.e, un conjunto con una

operación asociativa con elemento neutro.
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Capítulo 3

Criterio de Hiperciclicidad

En este capítulo estudiamos operaciones que mantienen la hiperciclicidad de un ope-
rador. Ya obtuvimos ejemplos que muestran que esta propiedad no se mantiene bajo
composiciones y que el conjunto de operadores hipercíclicos no es cerrado. Notemos que
tampoco se mantiene por sumas, si tomamos T y −T con T un operador hipercíclico,
ambos resultan hipercíclicos mientras que la suma no lo es. Recientemente, S. Grivaux
mostró que todo operador en un espacio de Hilbert complejo y separable se escribe
como suma de dos hipercíclicos. Puntualmente trataremos los siguientes problemas: si
T es hipercíclico, es cierto que

· T n lo es?

· µT lo es, con |µ| = 1?

· T ⊕ T lo es?

El último de los tres, tiene grandes conexiones con la teoría desarrollada y volveremos
sobre este problema en el capítulo siguiente.

3.1. Primeros Resultados

Vimos que si T es un operador hipercíclico en un espacio vectorial topológico X, enton-
ces el conjunto HC(T ) de todos los vectores hipercíclicos de T es conexo. Este hecho
alcanza para probar que si un operador T ∈ L(X) es hipercíclico, entonces T n es hi-
percíclico, con los mismos vectores hipercíclicos. Este resultado se debe a S. I. Ansari
[2].

Teorema 3.1.1 (Ansari). Sea X un espacio vectorial topológico sobre K = R o C. Si
x ∈ X es un vector hipercíclico para T ∈ L(X), entonces x es vector hipercíclico para
T n para todo n ∈ N.

Demostración. Antes de dar la prueba general veamos el caso n = 2. Sea x ∈ HC(T ).

57
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Dado U abierto no vacío, queremos encontrar q ∈ N tal que T 2q(x) ∈ U . De�namos

F0 :=HC(T ) ∩ {T 2n(x) : n ≥ 0},
F1 :=HC(T ) ∩ {T 2n+1(x) : n ≥ 0}.

Usando que x ∈ HC(T ), es fácil ver que F0∪F1 = HC(T ). Estos conjuntos son cerrados
en HC(T ) y no vacíos pues x ∈ F0 y T (x) ∈ F1. Por la conexión de HC(T ), existe
z ∈ F0 ∩ F1. Como z ∈ HC(T ), existe m ∈ N tal que Tm(z) ∈ U . En otras palabras,
T−m(U) es un entorno abierto de z.

· Si m es par, usamos que z ∈ F0 para encontrar el q que buscamos. Tenemos que
z ∈ {T 2n(x) : n ≥ 0}, entonces existe n ∈ N tal que T 2n(x) ∈ T−m(U) y tomamos
q = n+m/2.

· Si en cambio, m es impar, procediendo de forma similar usando que z ∈ F1, existe
n ∈ N tal que T 2n+1(x) ∈ T−m(U), y tomamos q = n+ (m+ 1)/2.

Para el caso general, notamos V := K[T ]x = {p(T )x : p ∈ K[t]}, V es variedad hi-
percíclica densa, conexa y T -invariante. Sea A := T |V . Todo vector no nulo de V es
hipercíclico para T , entonces Orb(y, A) es denso en V para todo y ∈ V , o sea, todo ele-
mento de V es hipercíclico para A. Sea n ∈ N y S = Orb(x,An) = {x,Anx,A2nx, . . . },
veremos que S

V
= V , en donde (.)

V
denota la clausura en V . Una vez visto esto,

podemos deducir que S es denso en X. En efecto, tomamos U ⊂ X abierto no vacío,
entonces V ∩ U ⊂ V es abierto en V y no vacío. Luego, si S

V
= V , se tiene que existe

s ∈ (U ∩ V ) ∩ S, y así U ∩ S 6= ∅.
De�nimos los conjuntos

Sk =
⋃

0≤i1<···<ik≤n−1

Ai1S
V ∩ · · · ∩ AikSV , para 1 ≤ k ≤ n.

Es claro que Sk es cerrado en V y Sn ⊂ Sn−1 ⊂ · · · ⊂ S1. Además,

S1 =
⋃

0≤i≤n−1

AiS
V

=
⋃

0≤i≤n−1

AiS
V

=
⋃

0≤i≤n−1

Ai(Orb(x,An))
V

=
⋃

0≤i≤n−1

{Aix,Ai+nx, . . . }
V

= {Akx : k ∈ N0}
V

= Orb(x,A)
V

= V

A�rmamos que:

1. Sk es A-invariante para todo 1 ≤ k ≤ n,

2. 0 ∈ Sn,

3. Sn = V .
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De aquí, podremos concluir el resultado, pues

Sn = S
V ∩ ASV ∩ · · · ∩ An−1S

V
= V =⇒ V ⊂ S

V
.

Para 1.
Para cualquier 0 ≤ i1 < · · · < ik ≤ n− 1, existe 0 ≤ j1 < · · · < jk ≤ n− 1 tal que

A
(
Ai1S

V ∩ · · · ∩ AikSV
)
⊂ Ai1+1S

V ∩ · · · ∩ Aik+1S
V

= Aj1S
V ∩ · · · ∩ AjkSV ⊂ Sk,

· si ik < n− 1, entonces tomamos jr = ir + 1 para r ≤ k,

· si ik = n− 1, entonces tomamos jr = ir + 1 para r < k, jk = 0, pues

AnS = {Anx,A2nx, . . . } = S − {x}

Luego, A(Sk) ⊂ Sk.

Para 2.
Notemos que S1 = S

V ∪ ASV ∪ · · · ∪ An−1S
V

= V y Sn = S
V ∩ ASV ∩ · · · ∩ An−1S

V
.

Como 0 ∈ S1, existe i tal que 0 ∈ AiSV . Aplicando, A repetidas veces y recordando que

A(Aj(S)
V

) ⊂ Aj+1S
V
y AnS

V ⊂ S
V
obtenemos que 0 ∈ AjSV para todo 0 ≤ j ≤ n−1.

Para 3.
Sabemos que S1 = V y 0 ∈ Sn ⊂ Sk para todo k ≤ n. Supongamos que Sk = V para
algún k, 1 ≤ k < n. Veremos que Sk+1 = V .
Si por el contrario suponemos Sk+1 6= V . Si existe x ∈ Sk+1, x 6= 0, al ser A-invariante,
Ax ∈ Sk+1. Entonces, Ajx ∈ Sk+1 para todo j ∈ N, y así Orb(x,A) ⊂ Sk+1. Pero,

V = Orb(x,A)
V
⊂ Sk+1

V
= Sk+1,

lo que contradice Sk+1 6= V . Por lo tanto, Sk+1 6= V implica Sk+1 = {0}.
Notemos que si {i1, . . . , ik} 6= {j1, . . . , jk}, entonces[

Ai1S
V ∩ · · · ∩ AikSV

]
∩
[
Aj1S

V ∩ · · · ∩ AjkSV
]

︸ ︷︷ ︸
hay al menos (k + 1) términos distintos

⊂ Sk+1

Por lo tanto,[(
Ai1S

V ∩ · · · ∩ AikSV
)
− {0}

]
∩
[(
Aj1S

V ∩ · · · ∩ AjkSV
)
− {0}

]
⊂ Sk+1 − {0} = ∅.

Se tiene entonces que,

V − {0} = Sk − {0} =
⋃

0≤i1<···<ik≤n−1

[(
Ai1S

V ∩ · · · ∩ AikSV
)
− {0}

]
︸ ︷︷ ︸

cerrados en V − {0}, disjuntos
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Como V − {0} = Sk − {0} es conexo, uno de los conjuntos de la unión es V − {0} y
los demás son vacío. Sea {l1 < · · · < lk} esta k-upla. Tenemos que(

Ai1S
V ∩ · · · ∩ AikSV

)
− {0} =

{
V − {0} si {i1, . . . , ik} = {li, . . . , lk}
∅ si {i1, . . . , ik} 6= {li, . . . , lk}

Tenemos que

A
((
Ai1S

V ∩ · · · ∩ AikSV
)
− {0}

)
=

{
A(V − {0}) si {i1, . . . , ik} = {li, . . . , lk}
∅ si {i1, . . . , ik} 6= {li, . . . , lk}

Pero,

A
((
Al1S

V
∩ · · · ∩ AlkS

V
)
− {0}

)
⊂
(
Ai1S

V ∩ · · · ∩ AikSV
)
⊂ {0}.

Por lo tanto,
A(V − {0}) ⊂ {0},

lo que es una contradicción, pues A(V − {0}) es denso en V .

En el teorema anterior se puede identi�car una conexión con la teoría de grupos. Te-
nemos la familia de operadores generada por T , es decir, G = {T n : n ∈ N0}. Esta
familia, es un semigrupo abeliano bajo la composición. Si T es hipercíclico, ésta es una
familia hipercíclica o universal. En este contexto, el teorema de Ansari a�rma que todo
subsemigrupo no trivial de G es hipercíclico. Aquí, se trata de determinar subsemi-
grupos de una familia hipercíclica que mantienen la hiperciclicidad. En algún sentido,
estamos tratando de �achicar� las órbitas manteniéndolas densas. Otra instancia del
mismo fenómeno, es el siguiente resultado que se debe a F. León-Saavedra y V. Muller
[24].

Teorema 3.1.2. Sea X un espacio vectorial topológico sobre C. Sea T0 un semigrupo
de L(X) y T el semigrupo de L(X) formado por todas las rotaciones complejas de
operadores de T0, i.e, T = {λS : (S, λ) ∈ T0 × T}. Supongamos que existe T ∈ L(X)
tal que TS = ST para todo S ∈ T0 y T − α tiene rango denso para todo α ∈ C.
Entonces, si el semigrupo T es hipercíclico, también lo es T0, con los mismos vectores
hipercíclicos.

Un caso particular de este resultado, se obtiene tomando T0 = {T n : n ∈ N0} para un
operador dado T ∈ L(X). Si el semigrupo T := {λT n : n ∈ N, λ ∈ T} es hipercíclico,
entonces T es hipercíclico. Podemos entonces destacar un corolario que se deduce de
aquí.

Corolario 3.1.3. Si T ∈ L(X) es hipercíclico. Entonces para todo µ ∈ T, el operador
µT es hipercíclico, con los mismos vectores hipercíclicos.

Demostración. Fijamos µ ∈ T y aplicamos el teorema de León-Saaverda y Muller con
T0 = {(µT )n : n ∈ N0}. El semigrupo asociado T es

T = {λT n : n ∈ N, λ ∈ T}.
Es claro que se veri�can las hipótesis del Teorema 3.1.2. El semigrupo T contiene a
T y por lo tanto es hipercíclico. El operador T conmuta con T0 y, por el Lema 1.3.17,
T − α tiene rango denso, para todo α ∈ C. Luego, concluimos que T0 es hipercíclico y,
por lo tanto también lo es µT .
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3.2. El problema del Criterio de Hiperciclicidad

Siguiendo en una dirección similar, es natural preguntarse si T ⊕ T mantiene la hiper-
ciclicidad de T . Esta pregunta, que puede parecer inocente, es mucho más profunda de
lo que parece. Dio lugar a muchos trabajos, como por ejemplo [4], [6], [14] o [18]. Tiene
grandes conexiones con el Criterio de Hiperciclicidad que, como veremos, dejará de ser
simplemente una herramienta útil para testear hiperciclicidad.

Consideramos T ×T : X×X −→ X×X de�nido por T ×T (x, y) = (Tx, Ty). Cuando
T es lineal, identi�camos T × T con el operador T ⊕ T ∈ L(X ⊕X).

De�nición 3.2.1. Sea X un espacio vectorial topológico. Una función continua T :
X −→ X se dice (topológicamente) mixing débil si T ×T es topológicamente transitivo
en X ×X.

Notemos que si X es un espacio de Baire separable sin puntos aislados, el Teorema de
Birkho� 1.3.2 nos permite cambiar �topológicamente transitivo� por �hipercíclico� en
la de�nición anterior. Así, un operador T en un F-espacio separable es mixing débil si
y sólo si T ⊕ T es hipercíclico.

Proposición 3.2.2. Sea T = T1 ⊕ T2 un operador hipercíclico en X = X1 ⊕ X2.
Entonces Ti es hipercíclico en Xi, (i = 1, 2).

Demostración. Consideramos para i = 1, 2, la proyección en la i-esima coordenada,
πi : X −→ Xi. Tenemos que πi es continua, sobreyectiva y el siguiente diagrama

X
T //

πi
��

X

πi
��

Xi Ti
// Xi

conmuta. Luego, por Criterio de Comparación 1.3.11, Ti es hipercíclico, y πi(HC(T )) ⊂
HC(Ti).

Corolario 3.2.3. Si T es mixing débil, entonces es hipercíclico.

Tenemos entonces el siguiente problema,

Problema - Mixing Débil: Es cierto que si T es un operador hipercíclico en un
F-espacio separable X, entonces es mixing débil? Antes de dar la solución al proble-
ma, damos resultados relacionados a este problema, considerando sumas de distintos
operadores.

Proposición 3.2.4. Si T = T1 ⊕ T2 satisface el Criterio de Hiperciclicidad, entonces
Ti también.

Demostración. Notar que πi es lineal y aplicar nuevamente el Criterio de Comparación
1.3.11.
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Proposición 3.2.5. Sean T1 ∈ L(X1) y T2 ∈ L(X2) dos operadores que satisfacen
el Criterio de Hiperciclicidad para la misma sucesión (nk) ∈ N. Entonces T1 ⊕ T2 es
hipercíclico. Más aún, T1 ⊕ T2 satisface el Criterio de Hiperciclicidad.

Demostración. Notar que en X1⊕X2 tenemos la topología producto. Luego, producto
de conjuntos densos es denso y una sucesión en X1 ⊕X2 converge si y sólo si converge
en cada coordenada.

Corolario 3.2.6. Si T satisface el Criterio de Hiperciclicidad, entonces es mixing débil.

Surge aquí, otra pregunta muy importante para la teoría de operadores hipercíclicos.
Fue presentada por primera vez por D. A. Herrero y es considerada uno de los problemas
más atractivos.

Problema - Criterio de Hiperciclicidad: Es cierto que todo operador hipercíclico
en un F-espacio separable X, satisface el Criterio de Hiperciclicidad?

Todos los ejemplos que estudiamos en el Capítulo 2, cumplen el Criterio de Hiperci-
clicidad, por lo tanto, sería razonable pensar que este problema tiene una respuesta
a�rmativa. Esto implicaría que el Problema - Mixing Débil tiene respuesta a�rmativa.
Vemos en este esquema, la relación entre ambos problemas.

Problema - Mixing Débil: Hipercíclico ? +3 Mixing Débil

Problema - Criterio Hiperciclicdad: Hipercíclico ? +3 Criterio

KS

Antes de dar la respuesta a los problemas, damos otra de�nición que se relaciona con
estos conceptos.

De�nición 3.2.7. Sea X un F-espacio separable y T ∈ L(X). Sea (nk) una sucesión
creciente de números naturales. Decimos que T es Hereditariamente Hipercíclico con
respecto a (nk) si, para toda subsucesión (n′k) de (nk), la familia {T n′k} es universal.
Es decir, existe x ∈ X tal que {T n′kx : n ∈ N0} es denso en X. Decimos que T es
Hereditariamente Hipercíclico, si lo es con respecto a alguna sucesión (nk).

Es claro, que si un operador es hereditariamente hipercíclico, entonces es hipercíclico.
Además, vimos en la Observación 1.3.9, que si un operador satisface el Criterio de Hi-
perciclicidad, entonces es hereditariamente hipercíclico. Para terminar de comprender
la conexión entre estos problemas, probamos el teorema de Bès-Peris, que a�rma que
los tres conceptos son equivalentes. Por lo tanto, los problemas también lo son.

Teorema 3.2.8 (Bès-Peris). Sea X un F-espacio separable, y T ∈ L(X). Son equi-
valentes:

(i) T satisface el Criterio de Hiperciclicidad,
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(ii) T es hereditariamente hipercíclico,

(iii) T es mixing débil.

Demostración. (i)⇒ (ii) Lo vimos en la Observación 1.3.9.

(ii) ⇒ (iii) Supongamos que T es hereditariamente hipercíclico con respecto la su-
cesión (nk). Sean U1, U2, V1, V2 abiertos no vacíos de X. Como la familia {T nk} es
universal, existe (mk) subsucesión de (nk) tal que Tmk(U1) ∩ V1 6= ∅ para todo k ∈ N.
Nuevamente, por hipótesis, la familia {Tmk} es universal, entonces existe k ∈ N tal
que Tmk(U2) ∩ V2 6= ∅. Luego, (T × T )mk(U1 × U2) ∩ (V1 ∩ V2) 6= ∅. Por lo tanto, T es
mixing débil.

(iii) ⇒ (i) Supongamos que T ⊕ T es hipercíclico con x ⊕ y ∈ HC(T ⊕ T ). Vea-
mos que T veri�ca el Criterio de Hiperciclicidad con respecto a los conjuntos den-
sos D1 = D2 = Orb(x, T ); como x = π1(x ⊕ y) es vector hipercíclico de T , te-
nemos que Orb(x, T ) es denso. A�rmamos que x ⊕ T n(y) ∈ HC(T ⊕ T ) para todo
n ∈ N. De hecho, x ⊕ T n(y) = (I ⊕ T n)(x ⊕ y); I ⊕ T n conmuta con T ⊕ T y tiene
rango denso, pues T n tiene rango denso por ser hipercíclico. Luego, por la Observa-
ción 1.3.12, HC(T ⊕ T ) es I ⊕ T n-invariante. Como y ∈ HC(T ), para cada abierto
no vacío U ⊂ X, existe n ∈ N tal que T n(y) ∈ U ; o sea, existe u ∈ U tal que
x⊕u ∈ HC(T ⊕T ). En particular, existe uk ∈ B(0, 1/k) tal que x⊕uk ∈ HC(T ⊕T ).
Tomando Vk := B(0, 1/k) ⊕ B(x, 1/k), conseguimos una sucesión creciente (nk) tal
que (T ⊕ T )nk(x ⊕ uk) ∈ Vk, i.e, uk −→ 0, T nk(x) −→ 0 y T nk(uk) −→ x. De�nimos
funciones, Snk : D2 −→ X, Snk(T

j(x)) = T j(uk) para j ∈ N0, notemos que Snk está
bien de�nido porque T i(x) 6= T j(x) si i 6= j. De esta forma:

T nk(T j(x)) = T j(T nk(x)) −→ 0, ∀j ∈ N
Snk(T

j(x)) = T j(uk) −→ 0, ∀j ∈ N
T nkSnk(T

j(x)) = T j(T nk(uk)) −→ T j(x), ∀j ∈ N.

Por lo tanto, T satisface el Criterio con respecto a la sucesión (nk).

Observación 3.2.9. La prueba anterior muestra que si T satisface el Criterio de
Hiperciclicidad, lo hace con el mismo conjunto denso D = D1 = D2, y como los
vectores T j(x) son linealmente independientes, las funciones Snk se pueden extender
por linealidad a 〈Orb(x, T )〉gen; así en el Criterio de Hiperciclicidad podemos tomar las
aplicaciones Snk lineales.

Tenemos entonces, que los problemas Criterio de Hiperciclicidad y Mixing Débil son
equivalentes.

Corolario 3.2.10. Sea X un F-espacio separable. Si T ∈ L(X) satisface el Criterio
de Hiperciclicidad, entonces T n también lo satisface.

Demostración. Como T satisface el Criterio, T⊕T es hipercíclico. Entonces, (T⊕T )n =
T n ⊕ T n es hipercíclico. Luego, T n es mixing débil, por lo tanto T n satisface Criterio.
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3.3. Caracterizaciones del Criterio de Hiperciclicidad

En esta sección damos más caracterizaciones del Criterio de Hiperciclicidad. Estos
resultados se encuentran en el artículo de S. Grivaux [18].

De�nición 3.3.1. Sea X un espacio vectorial topológico. Un operador T ∈ L(X) se
dice (topológicamente) mixing si para todo par de abiertos no vacíos U y V , existe
n0 ∈ N tal que T n(U) ∩ V 6= ∅ para todo n ≥ n0.

Esta de�nición es claramente una versión más fuerte de la transitividad (topológica).
Si X es un F-espacio separable, entonces los operadores mixing son hipercíclicos. Pero,
vale un resultado más fuerte.

Proposición 3.3.2. Sea X un F-espacio separable y T ∈ L(X). Entonces, T es mixing
si y sólo si T es hereditariamente hipercíclico con respecto a N.

Demostración. El operador T no es mixing si y sólo si existen abiertos no vacíos U , V
y una sucesión in�nita (nk) tales que T nk(U) ∩ V = ∅ para todo k ∈ N. Como vimos
en la Observación 1.3.9, esto es equivalente a que la sucesión {T nk} no sea universal.

Recordemos que un operador es hipercíclico si y sólo si es topológicamente transitivo.
Así, T ⊕ T es hipercíclico si y sólo si para cualquier par de abiertos no vacíos (U1, V1)
y (U2, V2), existe n ∈ N tal que T n(Ui) ∩ Vi 6= ∅, (i = 1, 2). O sea, mixing débil es
una propiedad que involucra cuatro abiertos. Lo siguiente muestra que esta condición
puede ser signi�cativamente debilitada a una propiedad que involucra tres abiertos. El
punto (iv) usualmente se llama �Condición de los Tres Abiertos�.

Teorema 3.3.3. Sean X un espacio de Banach separable y T ∈ L(X). Entonces, las
siguientes condiciones son equivalentes.

(i) T ⊕ T es hipercíclico

(ii) Para todo par de abiertos no vacíos U y V , existe n ∈ N tal que T n(U) ∩ V 6= ∅
y T n+1(U) ∩ V 6= ∅.

(iii) Existe un número natural p tal que para todo par de abiertos no vacíos U y V ,
existe n ∈ N tal que T n(U) ∩ V 6= ∅ y T n+p(U) ∩ V 6= ∅.

(iv) Para todo par de abiertos no vacíos U y V , y para cualquier entorno abierto W
de 0, existe n ∈ N tal que T n(U) ∩W 6= ∅ y T n(W ) ∩ V 6= ∅.

Demostración. Dividiremos la prueba en dos partes. Primero veremos que las tres
primeras condiciones son equivalentes y luego que estas equivalen a la cuarta. Es fácil
ver que (i) implica (ii). Simplemente tomamos n ∈ N tal que T n(U) ∩ V 6= ∅ y
T n(U) ∩ T−1(V ) 6= ∅. Es obvio que (ii) implica (iii). Luego, debemos probar que (iii)
implica (i). Para ello, consideramos abiertos no vacíos U1, U2, V1 y V2. Queremos ver
que T n(Ui)∩ Vi 6= ∅, (i = 1, 2). Notemos que en (iii), está implícita la transitividad de
T . Luego, podemos tomar v1 ∈ V1 ∩HC(T ). Existe r1 ∈ N tal que u1 := T r1(v1) ∈ U1.
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Como T r1 tiene rango denso, por ser hipercíclico, existe algún vector w2 ∈ X tal
que u2 := T r1(w2) ∈ U2. Sea v2 cualquier elemento de V2. Tomemos δ > 0 tal que
B(u2, δ) ⊂ U2 y B(v2, δ) ⊂ V2. Por el Teorema 1.3.18, K[T ]v1 es variedad hipercíclica
de T , y así (T p − I)v1 ∈ HC(T ). Entonces, existe q1 ∈ N tal que

‖T q1(T p − I)v1 − (−v2 + w2)‖ < δ

2‖T‖r1
.

Del mismo modo existe p1 ∈ N tal que

‖T p1v1 − (v2 − T q1v1)‖ < δ

2‖T‖r1
.

Denotemos z = T p1u1 + T q1+pu1, se tiene que z ∈ U2. De hecho, z ∈ B(u2, δ),

‖z − u2‖ =‖T p1+r1v1 + T q1+p+r1v1 − T r1w2‖

≤ ‖T r1‖.‖T p1v1 + T q1+pv1 − w2‖

≤ ‖T r1‖.
[
‖T p1v1 − (v2 − T q1v1)‖+

∥∥v2 − T q1v1 + T q1+pv1 − w2

∥∥]
< δ.

De forma similar, si denotamos y = T p1v1 +T q1v1, se tiene que y ∈ B(v2, δ) ⊂ V2, pues

‖y − v2‖ = ‖T p1v1 + T q1v1 − v2‖ < δ.

Consideramos los abiertos, Uk = B(u1,
1
2k

) y Vk = B(v1,
1
2k

). Aplicamos entonces la
hipótesis (iii) para el par de abiertos Uk y Vk. De esta forma, obtenemos una sucesión
(nk)k∈N tal que

T nk(Uk) ∩ Vk 6= ∅ y T nk+p(Uk) ∩ Vk 6= ∅.

Luego, tenemos dos sucesiones en Uk, (u′k)k∈N y (u′′k)k∈N que veri�can simultáneamente

T nk(u′k) ∈ Vk y T nk+p(u′′k) ∈ Vk.

En otras palabras, vemos que las sucesiones (u′k)k∈N y (u′′k)k∈N cumplen

u′k −→ u1 y u′′k −→ u1,

T nk(u′k) −→ v1 y T nk+p(u′′k) −→ v1.

Para concluir, usando que u′k −→ u1 y T nk(u′k) −→ v1, obtenemos que existe k0 ∈ N
tal que T nk(U1) ∩ V1 6= ∅ para todo k ≥ k0. Similarmente, observemos que

T p1u′k + T q1+pu′′k −→ T p1u1 + T q1+pu1 = z ∈ U2

T nk
(
T p1u′k + T q1+pu′′k

)
−→ T p1v1 + T q1v1 = y ∈ V2.
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Existe entonces, k1 ≥ k0 tal que T nk(U2) ∩ V2 6= ∅, para todo k ≥ k1. Concluimos
entonces que T ⊕ T es topológicamente transitivo, y por ende hipercíclico. Hasta aquí
tenemos demostrada la equivalencia de las condiciones (i), (ii) y (iii). Observemos que
si T ⊕ T es topológicamente transitivo, entonces se veri�ca (iv). Luego, para �nalizar
la demostración veremos que (iv) implica (ii). Consideremos dos abiertos no vacíos U
y V cualesquiera, y un entorno W de 0. Aplicando (iv), a los abiertos U , W ∩ T−1(W )
y T−1(V ) obtenemos que existe n ∈ N tal que

T n(U) ∩ (W ∩ T−1(W )) 6= ∅ y T n(W ∩ T−1(W )) ∩ T−1(V ) 6= ∅.

Lo que implica que,

T n(U) ∩W 6= ∅, T n(W ) ∩ V 6= ∅, T n+1(U) ∩W 6= ∅, T n+1(W ) ∩ V 6= ∅.

Así, si u y v son vectores de U y V respectivamente, con un argumento similar al
anterior, tomando bolas centradas en u y en 0, obtenemos sucesiones (uk)k∈N, (u′k)k∈N,
(wk)k∈N y (w′k)k∈N tales que

uk −→ u y T nk(uk) −→ 0,

wk −→ 0 y T nk(wk) −→ v,

u′k −→ u y T nk+1(u′k) −→ 0,

w′k −→ 0 y T nk+1(w′k) −→ v.

De aquí, obtenemos que

uk + wk −→ u y T nk(uk + wk) −→ v

u′k + w′k −→ u y T nk+1(u′k + w′k) −→ v.

Concluimos diciendo que si k es su�cientemente grande, T nk(U)∩V 6= ∅ y T nk+1(U)∩
V 6= ∅. Luego, se veri�ca la condición (ii).

Observación 3.3.4. Hacemos notar que este resultado da una sensación de cercanía
a la teoría de números y la combinatoria. De�nimos, para un par de abiertos no vacíos
U y V el conjunto

N(U, V ) = {n ∈ N tales que T n(U) ∩ V 6= ∅}.

Para cada par de conjuntos A y B de números naturales, de�nimos el conjunto de las
diferencias como

A−B = {n−m con n ∈ A,m ∈ B y n ≥ m}.
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Vemos que un operador es mixing débil si y sólo si 1 ∈ N(U, V ) − N(U, V ) para
todo par de abiertos no vacíos U y V , si y sólo si existe algún natural p tal que
p ∈ N(U, V ) − N(U, V ) para todo par de abiertos U y V . También es equivalente
a que N(U,W ) ∩ N(W,V ) 6= ∅ para cualquier par de abiertos no vacíos U y V y
cualquier entorno abierto W de 0. De aquí se desprende una nueva de�nición respecto
a la frecuencia con que las órbitas del operador visitan los abiertos del espacio.

De�nición 3.3.5. Sea A ⊂ N. De�nimos la densidad inferior de A como

dens(A) := ĺım inf
N→∞

]{n ∈ A : n ≤ N}
N

.

donde ] denota la cantidad de elementos del conjunto.

De�nición 3.3.6. Sea X un espacio vectorial topológico y T ∈ L(X). Un vector
x ∈ X se dice frecuentemente hipercíclico para T , si para todo abierto no vacío U ⊂ X,
el conjunto

N(x, U) := {n ∈ N : T nx ∈ U}
tiene densidad inferior positiva. En caso de que exista un vector así, decimos que T es
frecuentemente hipercíclico.

Observación 3.3.7. Vimos en el segundo capítulo que un operador en H(C) que
conmuta con todas las traslaciones y no es un múltiplo de la identidad, es hipercíclico.
A. Bonilla y K.-G. Grosse-Erdmann muestran que estos operadores son frecuentemente
hipercíclicos [11].

3.4. Indicios de una respuesta negativa

En un trabajo reciente de S. Grivaux, se demuestra que en todo espacio de Banach
separable de dimensión in�nita hay operadores mixing.

Proposición 3.4.1. Sea X un espacio de Banach separable. Entonces X admite un
operador mixing.

Por de�nición, mixing débil implica transitividad. En sistemas dinámicos topológicos
se pueden encontrar contraejemplos para el recíproco. Por ejemplo, podemos citar, la
rotación por α en [0, 1), de�nida por Rα(x) = x+ α mód 1.
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Cuando α ∈ R es irracional, la función es transitiva pero no es mixing débil. Este
ejemplo, da indicios de que el problema Mixing Débil debería tener respuesta negativa.
Insistimos en que todos los ejemplos estudiados anteriormente satisfacen el Criterio
de Hiperciclicidad. Sin embargo, existen operadores hipercíclicos que no son mixing
débil. Dedicaremos el cuarto capítulo a este tema. Pero antes, veamos que existen
dos operadores hipercíclicos tales que la suma directa no es hipercíclica. Para ello
retomamos la clase de Operadores Shift. Enunciamos la versión análoga al Teorema
2.5.5, para sumas de operadores shifts unilaterales a izquierda.

Teorema 3.4.2. Sean Bi, 1 ≤ i ≤ m, shifts unilaterales con pesos en `2(N), Bi(en) =

w
(i)
n en−1 y Bi(e0) = 0. Entonces,

⊕
Bi es hipercíclico si y sólo si,

sup
n∈N

{
mı́n

{
n∏
s=1

w(i)
s : 1 ≤ i ≤ n

}}
=∞.

Corolario 3.4.3. Existen operadores hipercíclicos B1, B2, tales que B1 ⊕ B2 no es
hipercíclico.

Demostración. Tomamos shifts unilaterales con pesos, Bi(en) = w
(i)
n en−1, de forma

tal que satisfacen la condición del Teorema 3.4.2 cada una por separado, pero no la
satisfacen juntas. Por ejemplo, podemos tomar

{
w

(1)
2n−1 = n, n ≥ 1

w
(2)
2n = 1/n, n ≥ 1

y


w

(2)
1 = 1

w
(2)
2n = 2n, n ≥ 1

w
(2)
2n+1 = 1/2n, n ≥ 1

Tenemos que

k∏
i=1

w
(1)
i =

{
k+1

2
si k es impar

1 si k es par
y

k∏
i=1

w
(2)
i =

{
1 si k es impar
k si k es par

y por lo tanto,

mı́n

{
k∏
i=1

w
(1)
i ,

k∏
i=1

w
(2)
i

}
= 1.

Es claro que cada operador satisface la condición por separado, pero no lo hacen juntos.
Luego B1 y B2 son hipercíclicos pero B1 ⊕B2 no lo es.



Capítulo 4

Contraejemplo del problema Mixing
Débil

Dedicamos este capítulo a mostrar que existen operadores hipercíclicos que no son
mixing débil. Trabajaremos el problema en la forma T ⊕ T . Es un trabajo en conjunto
de F. Bayart y É. Matheron [4], publicado en el año 2007. La construcción que haremos
nos servirá para probar la existencia de estos operadores en muchos espacios de Banach
clásicos, como ser c0(N) o `p(N), 1 ≤ p <∞. Anteriormente el problema fue encarado
por muchos autores. Recién en 2006 M. De La Rosa y C. Read [14] pudieron resolver
la incógnita construyendo un espacio de Banach y un operador hipercíclico que no es
mixing débil. Aunque no es difícil comprender la de�nición del espacio X, no se sabe
si se puede identi�car como un espacio de Banach clásico.

4.1. La estrategia

Primero �jamos el contexto en el que trabajaremos y damos los preliminares que nos
permitirán demostrar el resultado.

De�nición 4.1.1. Si (ei)i∈N es una sucesión linealmente independiente de vectores de
un espacio vectorial. Entonces el shift a derecha asociado a (ei)i∈N se de�ne como el
operador lineal S : E −→ E, S(ei) = ei+1, en donde, E = 〈ei : i ∈ N〉gen.

El resultado principal al que queremos llegar es

Teorema 4.1.2. Sea X un espacio de Banach. Supongamos que X tiene una base
incondicional normalizada (ei)i∈N, para la cual el shift a derecha asociado es continuo.
Entonces, X admite un operador hipercíclico tal que T ⊕ T no es hipercíclico.

Corolario 4.1.3. Existen operadores hipercíclicos en c0(N) o `p(N), 1 ≤ p < ∞ que
no satisfacen el Criterio de Hiperciclicidad. En particular se puede encontrar este tipo
de operadores en todo espacio de Hilbert separable.

69
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4.1.1. Sobre bases incondicionales en espacios de Banach

Trabajaremos en espacios de sucesiones, es decir, aquellos espacios de Banach que
pueden ser presentados en forma natural como espacios de sucesiones. Introduciremos
una noción de �sistema de coordenadas�, en algún sentido, análogo a una base en
espacios de dimensión �nita.

De�nición 4.1.4. Una sucesión {ei}i∈N en un espacio de Banach X, se dice base de
Schauder de X si para todo x ∈ X existe una única sucesión de escalares {xi}i∈N tales

que x =
∞∑
i=1

xiei. Decimos que es normalizada si ‖ei‖ = 1, para todo i ∈ N.

Tenemos la siguiente caracterización de bases de Schauder.

Proposición 4.1.5. Sea {ei}i∈N una sucesión de vectores de X. Entonces, {ei}i∈N es
base de Schauder de X si y sólo si las siguientes tres condiciones se cumplen.

1. Todos los vectores ei son no nulos.

2. Existe una constante K tal que, para toda elección de escalares {xi}i∈N y naturales
n < m, se tiene que ∥∥∥∥∥

n∑
i=1

xiei

∥∥∥∥∥ ≤ K

∥∥∥∥∥
m∑
i=1

xiei

∥∥∥∥∥ .
3. El subespacio generado por {ei}i∈N es denso en X.

Antes de dar la de�nición de base incondicional, vemos en la siguiente proposición
distintas formas equivalentes de de�nir convergencia incondicional.

Proposición 4.1.6. Sea {ei}i∈N una sucesión de vectores en el espacio de Banach X.
Las siguientes condiciones son equivalentes.

1. La serie
∞∑
i=1

eπ(i) converge para toda permutación π de N.

2. La serie
∞∑
n=1

ein converge para toda sucesión creciente (in)n∈N.

3. La serie
∞∑
i=1

θiei converge para toda elección de signos θi = ±1.

4. Para todo ε > 0, existe n ∈ N tal que

∥∥∥∥∑
i∈S

ei

∥∥∥∥ < ε para todo subconjunto S de N

que cumple mı́n{i; i ∈ S} > n.

Una serie que cumple cualquiera de las cuatro condiciones anteriores se dice que con-
verge incondicionalmente.
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De�nición 4.1.7. Una base de Schauder {ei}i∈N en un espacio de Banach X se dice
incondicional si para todo x ∈ X, la expresión de x en la base converge incondicional-
mente.

La convergencia incondicional en una base de Schauder nos permite olvidarnos del
orden en la sucesión {ei}i∈N, y poder mirarlo como un conjunto.

Teorema 4.1.8. Sea {ei}i∈N una base incondicional. Existe una constante K > 0 tal
que para toda elección de escalares {xi}i∈N para los cuales

∑
i xiei converge y para

cualquier sucesión λ ∈ `∞(N), λ = {λi}i∈N, se tiene que∥∥∥∥∥
∞∑
i=1

λixiei

∥∥∥∥∥ ≤ 2K sup
i
|λi|

∥∥∥∥∥
∞∑
i=1

xiei

∥∥∥∥∥ .
Es decir, para toda sucesión acotada λ = {λi}i∈N, tenemos un operador lineal en
E = 〈ei : i ∈ N〉gen de�nido por Mλ(ei) = λiei. Resulta que

‖Mλ‖ ≤ 2K sup
i
|λi|.

En particular, si consideramos sucesiones de la forma λj = 1 para algún j ∈ N y λi = 0
para todo i 6= j, llamamos Mj = Mλ y obtenemos que

Mj(x) = Mj

(
∞∑
i=1

xiei

)
= xjej,

y ‖Mj‖ ≤ 2K. Pero, si consideramos {e∗i }i∈N la sucesión de funcionales de X∗ asociadas
a {ei}i∈N, tenemos que

Mj(x) = e∗j(x)ej.

Así,
‖Mj(x)‖ ≤ |e∗j(x)|‖ej‖ ≤ ‖e∗j‖‖ej‖‖x‖.

Luego, ‖Mj‖ = ‖e∗j‖‖ej‖ y entonces supj ‖e∗j‖‖ej‖ < ∞. En particular, si {ei}i∈N es
base normalizada, {e∗i }i∈N es acotada.

4.1.2. Preliminares Algebraicos

Para demostrar el Teorema 4.1.2, daremos una especie de �criterio de no-hiperciclicidad�
para la suma directa T ⊕ T . Empezamos con resultados algebraicos que darán lugar a
este �nuevo criterio�.

Lema 4.1.9. Sea A un álgebra conmutativa junto con una topología τ . Sea n una
seminorma en A tal que la aplicación (p, q) 7→ pq es continua de (A, τ) × (A, τ) en
(A, n). Dados a, a′, b, b′ en A, supongamos que existen tres sucesiones (pn)n∈N, (qn)n∈N
y (rn)n∈N en A tales que pn → a, qn → b, rnpn → a′ y rnqn → b′. Entonces n(ab′−a′b) =
0.
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Demostración. Usamos que A es un algebra conmutativa y tenemos que

pn(rnqn) // ab′

(rnpn)qn // a′b

Luego, al ser (p, q) 7→ pq continua de (A, τ)× (A, τ) en (A, n), tenemos que

0 = n(0) = n(pn(rnqn)− (rnpn)qn) −→ n(ab′ − a′b).

Corolario 4.1.10. Supongamos que el álgebra A tiene unidad, y que para cualesquiera
a, a′, b, b′ en A, existen sucesiones (pn)n∈N, (qn)n∈N y (rn)n∈N en A que cumplen la
hipótesis del Lema 4.1.9. Entonces n = 0.

Demostración. Tomamos a ∈ A cualquiera, b′ = 1A y a′ = b = 0. Luego, por 4.1.9,
n(a) = n(a1A − 0) = 0 para todo a ∈ A.

Aplicaremos el Corolario 4.1.10, al álgebra K[T ]e0, en donde T ∈ L(X),X es un espacio
de Banach y e0 es un vector cíclico de T . Recordemos que un vector cíclico cumple que

K[T ]e0 = {P (T )e0, P polinomio} = 〈Orb(e0, T )〉gen,

es denso en X. El producto en el álgebra K[T ]e0 está dado por

P (T )e0.Q(T )e0 = (P.Q)(T )e0,

y e0 es la unidad del álgebra. Además, K[T ]e0 hereda la topología de X.

Corolario 4.1.11. Sea X un espacio de Banach de dimensión in�nita. Sea T ∈ L(X)
un operador cíclico con vector cíclico e0. Supongamos que existe una funcional lineal no
nula φ : K[T ]e0 −→ K, tal que la aplicación (x, y) 7→ φ(x.y) es continua en K[T ]e0 ×
K[T ]e0. Entonces T ⊕ T no es hipercíclico en X ×X.

Demostración. Supongamos, por el absurdo, que T ⊕ T es hipercíclico. Tenemos en-
tonces, que HC(T ) es denso en X ⊕X. Sean, a, a′, b, b′ en K[T ]e0 cualesquiera. Existe
xk ⊕ yk ∈ HC(T ⊕ T ) tal que xk ⊕ yk −→ a⊕ b y una sucesión de números naturales
(nk)k∈N tales que T nkxk ⊕ T nkyk −→ a′ ⊕ b′. Como K[T ]e0 es denso en X, podemos
encontrar sucesiones de polinomios en K, (Pk)k∈N, (Qk)k∈N tales que

‖xk − Pk(T )e0‖ < mı́n

{
1

k
,

1

k‖T nk‖

}
y ‖yk −Qk(T )e0‖ < mı́n

{
1

k
,

1

k‖T nk‖

}
.

Es claro que Pk(T )e0 −→ a y también

‖T nk(Pk(T )e0)− a′‖ ≤ ‖T nk(Pk(T )e0)− T nkxk‖+ ‖T nkxk − a′‖

≤ ‖T nk‖mı́n

{
1

k
,

1

k‖T nk‖

}
+ ‖T nkxk − a′‖ −→ 0.
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Análogamente para la sucesión Qk(T )e0. Consideramos entonces pk = Pk(T )e0, qk =
Qk(T )e0 y rk = T nke0. Tenemos que

pk = Pk(T )e0 −→ a,

qk = Qk(T )e0 −→ b,

rk.pk = T nke0.Pk(T )e0 = T nk ◦ Pk(T )e0 −→ a′, y

rk.qk = T nke0.Qk(T )e0 = T nk ◦Qk(T )e0 −→ b′.

Aplicamos el Corolario 4.1.10 con la seminorma de K[T ]e0, n(z) = |φ(z)|. Por hipótesis,
K[T ]e0 es un álgebra conmutativa y (z, w) 7→ |φ(z.w)| es continua. Obtenemos de esta
forma una contradicción pues φ es no nula.

4.1.3. Pasos a seguir

En lo que resta de este capítulo X será un espacio de Banach con base normalizada
incondicional (ei)i∈N cuyo shift a derecha asociado es continuo. Notamos c00 := 〈ei; i ∈
N〉gen. El Teorema 4.1.2 quedará probado si somos capaces de construir un operador
lineal T : c00 −→ c00 y una funcional lineal no nula φ : c00 −→ K tales que se veri�can
las propiedades siguientes.

(a) 〈T ie0; i ∈ N〉gen = 〈ei; i ∈ N〉gen, i.e, K[T ]e0 = c00.

(b) El conjunto {T ie0 : i ∈ N} es denso en c00.

(c) T es continuo.

(d) La aplicación (x, y) 7→ φ(x.y) es continua en c00 × c00.

De hecho, (c) nos permite extender el operador a todo el espacio X. Por (a) y (b), T
tiene a e0 como vector hipercíclico. Finalmente resulta, por (a), (d) y el Corolario 4.1.11
que T ⊕T no es hipercíclico. Lo que resta de la demostración es construir el operador T
y la funcional φ. Ambos dependerán de tres sucesiones de números positivos (an)n∈N0 ,
(bn)n∈N0 y (w(n))n∈N. Especi�caremos en el camino, las condiciones necesarias sobre
las sucesiones. Por conveniencia pedimos a0 = 1 y b0 = 0.

Notaciones Si P es un polinomio, notamos gr(P ) al grado de P y |P |1 a la suma
de los módulos de los coe�cientes de P . Fijamos, de ahora en más, un conjunto denso
numerable Q ⊂ K. Diremos que una sucesión de polinomios P = {Pn}n∈N es admisible
si P0 = 0 y P enumera todos los polinomios con coe�cientes en Q (no necesariamente
de forma inyectiva). Pedimos desde ahora que bn − 1 > gr(Pn) para todo n ∈ N.

4.2. El operador T

A�rmación 4.2.1. Sea P una sucesión admisible de polinomios. A las sucesiones P,
(an)n∈N, (bn)n∈N y (w(n))n∈N, le podemos asociar un único operador lineal T : c00 −→
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c00 que cumple las siguientes dos condiciones.

Tei = w(i+ 1)ei+1 si i ∈ [bn−1, bn − 2] para todo n ∈ N, (4.1)

T bn(e0) = Pn(T )e0 +
1

an
ebn para todo n ∈ N. (4.2)

Demostración. En efecto, notemos que en realidad estamos de�niendo T sobre todos
los vectores de (ei)i∈N. Para mostrar cómo es que queda de�nido T (ebn−1), lo vemos
primero con n = 1. Tenemos que

Tei = w(i+ 1)ei+1 si i ∈ [b0, b1 − 2],

T b1(e0) = P1(T )e0 +
1

a1

eb1 .

Aplicamos T reiteradas veces al vector e0 para despejar el valor de T (eb1−1):

Te0 = w(1)e1,

T 2e0 = w(1)w(2)e2,

...

T b1−1e0 = w(1)w(2) . . . w(b1 − 1)eb1−1 := Web1−1.

Luego, tenemos las siguientes dos expresiones para T b1(e0). Por un lado,

T b1(e0) = WT (eb1−1),

y por el otro lado,

T b1(e0) = P1(T )e0 +
1

a1

eb1 .

Así,

T (eb1−1) =
1

w(1) . . . w(b1 − 1)
T b1(e0)

=
1

w(1) . . . w(b1 − 1)

(
P1(T )e0 +

1

a1

eb1

)
.

Como gr(P1) < b1− 1, T (eb1−1) está bien de�nido. De igual forma, se despeja T (ebn−1)
en el caso general:

T bne0 = T bn−bn−1T bn−1e0

= T bn−bn−1

(
Pn−1(T )e0 +

1

an−1

ebn−1

)
= T bn−bn−1Pn−1(T )e0 +

w(bn−1 + 1) . . . w(bn − 1)

an−1

T (ebn−1).

De aquí, podemos despejar T (ebn−1) usando nuevamente que T bne0 = Pn(T )e0 + 1
an
ebn .

Tebn−1 := εnebn + fn (4.3)



4.2. EL OPERADOR T 75

con
εn =

an−1

anw(bn−1 + 1) . . . w(bn − 1)
y

fn =
an−1

w(bn−1 + 1) . . . w(bn − 1)
(Pn(T )e0 − T bn−bn−1Pn−1(T )e0). (4.4)

Como gr(Pn) < bn − 1 para todo n ∈ N, tenemos de�nido T en todos los vectores de
la base por (4.1) y (4.3).

Observación 4.2.2. Tenemos, por de�nición de T , {P (T )e0; gr(P ) ≤ N} = 〈e0, . . . , eN〉gen
para todo N ∈ N. Luego, K[T ]e0 = c00. Se sigue que {Pn(T )e0; n ∈ N} es denso en c00,
puesto que P es admisible. Entonces por (4.2), también lo es el conjunto {T ie0; i ∈ N}.
De esta forma, tenemos aseguradas las primeras dos condiciones (a) y (b).

Notemos que las sucesiones P, (an)n∈N, (bn)n∈N y (w(n))n∈N son parámetros en la
de�nición de T . Podemos entonces encontrar distintos operadores hipercíclicos que no
satisfacen el Criterio de Hiperciclicidad. Para simpli�car la notación tomamos ahora y
para el resto de la construcción,

w(n) := 4

(
1− 1

2
√
n

)
,

an := n+ 1,

bn := 3n.

Observamos que w(n) es creciente y 2 ≤ w(n) ≤ 4, para todo n ≥ 1.

De�nición 4.2.3. Decimos que una sucesión admisible P está controlada por una
sucesión de números positivos {un}n∈N, si gr(Pn) < un y |Pn|1 < un para todo n ∈ N.
En ese caso, tal sucesión {un}n∈N se llama una sucesión de control. Es claro que para
cualquier sucesión no acotada {un}n∈N, existe una sucesión admisible de polinomios P,
que está controlada por {un}n∈N.

De�nición 4.2.4. Para x ∈ c00, x =
∑

i∈N xiei , de�nimos la norma `1, como ‖x‖1 :=∑
i∈N |xi|.

El próximo lema nos permitirá probar la continuidad de T . Notamos dn = gr(Pn).

Lema 4.2.5. Con las notaciones de la A�rmación 4.2.1, se cumple:

1. εn ≤ 1 para todo n ≥ 1.

2. Si n ≥ 1 y si ‖fk‖1 ≤ 1 para todo k < n entonces

‖fn‖1 ≤ n 4máx(dn,dn−1)+1

(
|Pn|1
2bn−1

+ |Pn−1|1 exp(−c
√
bn−1)

)
,

en donde c > 0 es una constante universal.
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Demostración. La primera parte es obvia pues, w(n) ≥ 1, entonces

εn =
n

(n+ 1)w(bn−1 + 1) . . . w(bn − 1)
<

n

n+ 1
< 1.

Para probar la segunda parte, �jemos n ∈ N y supongamos que ‖fk‖1 ≤ 1, para todo
k < n. Para cada j ∈ N, notamos Ej := 〈e0, . . . , ej〉gen. Tenemos que como {w(i)} es
creciente y w(i) ≥ 2, si j < bn− 1 entonces ‖T (x)‖1 ≤ w(j + 1)‖x‖1 para todo x ∈ Ej.

Veamos, si x =
j∑
i=1

xiei, se tiene que

T (x) =

j∑
i=1

xiT (ei) =
∑

i=bk−1

xiT (ei) +
∑

i 6=bk−1

xiT (ei)

=
∑

i=bk−1

xi(εkebk + fk) +
∑

i 6=bk−1

xiw(i+ 1)ei.

Así,

‖T (x)‖1 ≤
∑

i=bk−1

|xi| (εk‖ebk‖1 + ‖fk‖1)︸ ︷︷ ︸
≤2≤w(j+1)

+
∑

i 6=bk−1

|xi|w(i+ 1)‖ei+1‖1

≤ w(j + 1)

j∑
i=1

|xi| = w(j + 1)‖x‖1.

De aquí, deducimos que

‖T pe0‖1 ≤
p∏
i=1

w(i),

para todo p ∈ [1, bn). Mirando en (4.4), obtenemos que

‖fn‖1 ≤
n
(
|Pn|1

∏dn
i=1w(i) + |Pn−1|1

∏bn−bn−1+dn−1

i=1 w(i)
)

w(bn−1 + 1) . . . w(bn − 1)
;

y como, 2 ≤ w(i) ≤ 4 para todo i ∈ N, se sigue que

‖fn‖1 ≤ n

(
|Pn|14dn

2bn−bn−1−2
+ |Pn−1|14dn−1+1

bn−bn−1−1∏
i=1

w(i)

w(i+ bn−1)

)

≤ n4máx(dn,dn−1)+1

(
|Pn|1

2bn−bn−1−1
+ |Pn−1|1

bn−bn−1−1∏
i=1

w(i)

w(i+ bn−1)

)
.

Consideramos la función h(u) = (1−u)eu, con u ∈ [0, 1). Tenemos que h es decreciente
pues, h′(u) = −ueu ≤ 0, si u ∈ [0, 1). Luego, si consideramos 0 ≤ u < v < 1, tenemos
que

(1− v)ev ≤ (1− u)eu ⇐⇒ 1 ≤ (1− u)eu

(1− v)ev

⇐⇒ 1− v
1− u

≤ eu−v ⇐⇒ ln

(
1− v
1− u

)
≤ u− v.
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Así, obtenemos que

ln

(
bn−bn−1−1∏

i=1

w(i)

w(i+ bn−1)

)
=

bn−bn−1−1∑
i=1

ln

 1− 1
2
√
i

1− 1

2
√
i+bn−1


≤

bn−bn−1−1∑
i=1

(
1

2
√
i+ bn−1

− 1

2
√
i

)
.

Con lo cual,

bn−bn−1−1∏
i=1

w(i)

w(i+ bn−1)
≤ exp

[
bn−bn−1−1∑

i=1

(
1

2
√
i+ bn−1

− 1

2
√
i

)]
.

Consideramos la función g(u) = 1
2
√
x
, con x > 0. Tenemos que g′(x) = −1

4x3/2
. Usamos el

Teorema del Valor Medio, y obtenemos que existe µ entre i y i+ bn−1, tal que

1

2
√
i+ bn−1

− 1

2
√
i

= g(i+ bn−1)− g(i) = g′(µ)(bn−1) =
−bn−1

4µ3/2
.

Por lo tanto,

1

2
√
i+ bn−1

− 1

2
√
i
≤ −bn−1

4(i+ bn−1)3/2
,



78 CAPÍTULO 4. CONTRAEJEMPLO DEL PROBLEMA MIXING DÉBIL

Notemos que bn−1 = 3n−1 ≤ 3n − 3n−1 − 1 = bn − bn−1 − 1, tenemos entonces que,

bn−bn−1−1∏
i=1

w(i)

w(i+ bn−1)
≤ exp

[
bn−bn−1−1∑

i=1

(
1

2
√
i+ bn−1

− 1

2
√
i

)]

≤ exp

(
bn−bn−1−1∑

i=1

−bn−1

4(i+ bn−1)3/2

)

≤ exp

(
−1

4

bn−1∑
i=1

bn−1

(i+ bn−1)3/2

)

= exp

−1

4

2bn−1∑
i=bn−1+1

bn−1

i

1

i1/2



≤ exp

−1

8

2bn−1∑
i=bn−1+1

1

i1/2



≤ exp

(
− 1

8
√

2

√
bn−1

)
.

Tomando c = 1
8
√

2
, obtenemos el resultado. Por lo hecho anteriormente y usando que

bn−1 ≤ bn − bn−1 − 1,

‖fn‖1 ≤ n4máx(dn,dn−1)+1

(
|Pn|1

2bn−bn−1−1
+ |Pn−1|1

bn−bn−1−1∏
i=1

w(i)

w(i+ bn−1)

)

≤ n4máx(dn,dn−1)+1

(
|Pn|1

2bn−bn−1−1
+ |Pn−1|1 exp(−c

√
bn−1)

)

≤ n4máx(dn,dn−1)+1

(
|Pn|1
2bn−1

+ |Pn−1|1 exp(−c
√
bn−1)

)
.

Podemos entonces, mostrar que si elegimos adecuadamente la sucesión admisible P, T
resulta continua.

Proposición 4.2.6. Existe una sucesión de control {un}n∈N tal que si P está controlada
por {un}n∈N, entonces T es continuo en c00 con respecto a la topología de X.
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Demostración. Sea {un}n∈N una sucesión creciente de números positivos tal que

ĺım
n→∞

un =∞ y

n4un+1
( un

2bn−1
+ un exp(−c

√
bn−1)

)
≤ 1

2n
,

para todo n ≥ 1, podemos encontrar tal sucesión pues bn = 3n. Si P está controlada
por {un}n∈N, entonces aplicando el Lema anterior junto con una inducción directa,
tenemos que

‖fn‖1 ≤
1

2n
, para todo n ≥ 1.

Descomponemos entonces T como T = R+K, donde R es un shift a derecha con pesos
asociado a la sucesión acotada

rn =

{
w(i+ 1) si i 6= bn − 1
εn si i = bn − 1

y K está de�nido por K(ebn−1) = fn para todo n ∈ N y K(ei) = 0 si i no es de la forma
bn − 1. Como el shift asociado a {ei}i∈N es continuo y la base {ei}i∈N es incondicional,
tenemos que R es continuo. También, como {ei}i∈N es normalizada

‖K(ebn−1)‖ = ‖fn‖ ≤ ‖fn‖1.

Así, si x ∈ c00, ‖x‖ ≤ 1, se expresa en la base {ei}i∈N, como x =
∑

i xiei con |xi| =
|e∗i (x)| ≤ ‖e∗i ‖‖x‖ ≤ ‖e∗i ‖ y la sucesión {e∗i }i∈N es acotada tenemos que

‖K(x)‖ =

∥∥∥∥∥K
(
∞∑
i=1

xiei

)∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥
∞∑
j=1

xbj−1fbj−1

∥∥∥∥∥
≤

∞∑
j=1

|xbj−1|‖fbj−1‖1 ≤
∞∑
j=1

‖e∗bj−1‖
1

2j
,

está acotado y luego K es continuo. Por lo tanto, T es continuo.

4.3. La funcional lineal φ

Para concluir con la prueba del Teorema 4.1.2, nos resta construir una funcional lineal
no nula φ : c00 −→ K, tal que la aplicación (x, y) 7→ φ(x.y) sea continua en c00 × c00.
El siguiente lema nos brinda una herramienta para asegurarla.

Lema 4.3.1. Sea φ una funcional lineal en c00. Supongamos que
∑

p,q |φ(ep.eq)| <∞.
Entonces la aplicación (x, y) 7→ φ(x.y) es continua en c00 × c00.

Demostración. Escribimos x =
∑

p xpep y y =
∑

q yqeq, tenemos que

|φ(x.y)| ≤
∑
p,q

|xp||yq||φ(ep.eq)| ≤ C2
∑
p,q

|φ(ep.eq)|‖x‖‖y‖,

para todo (x, y) ∈ c00 × c00, donde C = supi‖e∗i ‖.
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Debemos entonces, estimar los términos φ(ep.eq). En este punto, se presenta el problema
de comprender los productos ep.eq. Recordemos que c00 = K[T ]e0, por esta razón
trabajamos con la base {T i(e0)}i∈N que es �natural� para trabajar con el producto que
hemos de�nido en c00 = K[T ]e0.

De�nición 4.3.2. Decimos que x ∈ c00 está soportado en I ⊂ N si

x ∈ 〈T i(e0); i ∈ I〉gen.

Observación 4.3.3. Para calcular |φ(ep.eq)|, �jamos p ≤ q, y escribimos p = bk + u,
q = bl + v, con u ∈ [0, bk+1 − bk) y v ∈ [0, bl+1 − bl). Por de�nición de T tenemos que

T p(e0) = T u(T bk(e0)) = T u
(
Pk(T )(e0) +

1

k + 1
ebk

)

= Pk(T )T u(e0) +
w(bk + 1) . . . w(bk + u)

k + 1
ep.

Luego,

ep =
k + 1

w(bk + 1) . . . w(bk + u)

(
T bk − Pk(T )

)
T u(e0).

De forma similar,

eq =
l + 1

w(bl + 1) . . . w(bl + v)

(
T bl − Pl(T )

)
T v(e0).

Por lo tanto, para cualquier funcional lineal φ : c00 −→ K se tiene que

|φ(ep.eq)| ≤
(k + 1)(l + 1)

2u+v
|φ(y(k,u)(l,v))|,

en donde
y(k,u)(l,v) = (T bk − Pk(T ))(T bl − Pl(T ))T u+v(e0).

Por lo tanto, bastará asegurar la convergencia de∑ (k + 1)(l + 1)

2u+v
|φ(y(k,u)(l,v))|.

De�nimos φ como sigue: φ(e0) = 1 y φ(T i(e0)) = 0 para i ∈ (0, b1). Si i ∈ [bn, bn+1),con
n ≥ 1, ponemos

φ(T i(e0)) =


φ(Pn(T )T i−bn(e0)) si i ∈ [bn, 3bn/2) ∪ [2bn, 5bn/2),

0 en otro caso.

Notemos que φ(T i(e0)) está bien de�nido si conocemos todos los valores que toma φ en
potencias menores que i, pues dn+ i− bn < i y entonces Pn(T )T i−bn(e0) está soportado
en [0, i).
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Lema 4.3.4. Supongamos que dn := gr(Pn) < bn/3 = 3n−1, para todo n ∈ N. Si
0 ≤ k ≤ l, se tienen las siguientes propiedades:

|φ(y(k,u)(l,v))| = 0 si u+ v < bl
6
.

|φ(y(k,u)(l,v))| ≤Ml(P) := máx
0≤j≤l

(1 + |Pj|1)2
∏

0<j≤l+1

máx(1, |Pj|1)2.

Antes de dar la prueba, necesitamos un lema previo para poder demostrar el segundo
item.

Lema 4.3.5. Para todo n ∈ N, se cumple que

máx
i∈[0,bn)

|φ(T i(e0))| ≤
∏

0<j<n

máx(1, |Pj|1)2.

Demostración. Observemos primero que si R es un polinomio entonces aplicando la
desigualdad triangular obtenemos,

|φ(R(T )e0)| ≤ |R|1 máx
j≤gr(R)

|φ(T j(e0))|.

Notamos
Kn :=

∏
0<j<n

máx(1, |Pj|1)2 y φi := |φ(T i(e0))|.

Si n = 0 o n = 1, asignamos el valor 1 a un producto vacío y el resultado es cierto.
Supongamos que es válido para algún n ≥ 1, veámoslo para n + 1. Tenemos que
Kn+1 = Kn.máx(1, |Pn|1)2 ≥ Kn. Queremos ver que

máx
i∈[0,bn+1)

φi ≤ Kn+1.

Aplicando la hipótesis inductiva tenemos que

máx
i∈[0,bn)

φi ≤ Kn ≤ Kn+1.

Luego, basta ver que
máx

i∈[bn,bn+1)
φi ≤ Kn+1.

Lo haremos en dos partes. En [bn, 2bn), usamos las desigualdades bn/2 + dn < bn y
|Pn|1 ≤ máx(1, |Pn|1) ≤ máx(1, |Pn|1)2 y tenemos que

máx
i∈[bn,2bn)

φi = máx
i∈[bn,3bn/2)

|φ(Pn(T )T i−bn(e0))|

≤ |Pn|1 máx
j<bn/2+dn

φj

≤ |Pn|1Kn ≤ Kn+1.
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En [2bn, bn+1), usamos la desigualdad 3/2bn + dn < 2bn y tenemos que

máx
i∈[2bn,bn+1)

φi = máx
i∈[2bn,5bn/2)

φi

≤ |Pn|1 máx
j<2bn

φj

≤ |Pn|21.Kn ≤ Kn+1.

Así, probamos el resultado.

Ahora sí, damos la demostración del Lema 4.3.4.

Demostración. Veamos la primera parte: observemos primero que si z está soportado
en A := [0, bk/2) ∪ [bk, 3bk/2), entonces φ((T bk − Pk(T ))z) = 0. Puesto que si z =∑
α∈A

zαT
α(e0), tenemos que

φ((T bk − Pk(T ))z) = φ

(∑
α∈A

zαT
bk+α(e0)

)
− φ

(
Pk(T )

∑
α∈A

zαT
α(e0)

)

=
∑
α∈A

zαφ(T bk+α(e0))−
∑
α∈A

zαφ(Pk(T )Tα(e0))

=
∑
α∈A

zαφ(Pk(T )T bk+α−bk(e0))−
∑
α∈A

zαφ(Pk(T )Tα(e0)) = 0.

Supongamos ahora que u+ v < bl
6
, con l ≥ 1. Cuando k = l ≥ 1, escribimos

y(k,u)(l,v) = (T bk − Pk(T ))(T bk − Pk(T ))T u+v(e0)

= (T bk − Pk(T ))(z1)− (T bk − Pk(T ))(z2).

En donde, z1 := T bk+u+v(e0) está soportado en [bk, bk+u+v] ⊂ [bk, 7bk/6) ⊂ [bk, 3bk/2)
y z2 := Pk(T )T u+v(e0) está soportado en [0, dk + u + v] ⊂ [0, bk/3 + bk/6) = [0, bk/2).
Luego, ambos términos se anulan y φ(y(k,u)(l,v)) = 0. Cuando l > k, escribimos

y(k,u)(l,v) = (T bl − Pl(T ))(z),

en donde, z := (T bk − Pk(T ))T u+v(e0) está soportado en [0, bk + u + v] ⊂ [0, bl/2).
Para la segunda parte, notar que el vector y(k,u)(l,v) tiene la forma R(T )e0, con R un
polinomio en K. Se cumple que gr(R) ≤ bk + bl + u+ v < bk+1 + bl+1 < 2bl+1 < bl+2 y
|R|1 ≤ (1 + |Pk|1)(1 + |Pl|1) ≤ (1 + |Pl|1)2. De aquí, junto con el Lema 4.3.5 se concluye
el resultado.
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Ahora sí, podemos probar que si elegimos correctamente la sucesión admisible P, la
funcional φ satisface lo que necesitamos.

Proposición 4.3.6. Existe una sucesión de control {vn}n∈N, tal que si P está contro-
lada por {vn}n∈N, entonces la aplicación (x, y) 7→ φ(x.y) es continua.

Demostración. Notamos Λ := {(m,w) ∈ N× N; w < bm+1 − bm}. Entonces,∑
p,q

|φ(ep.eq)| ≤
∑

(k,u)∈Λ
(l,v)∈Λ

(k + 1)(l + 1)

2u+v
|φ(y(k,u)(l,v))|

≤ 2
∞∑
k=0

∑
l≥k

(l + 1)2Ml(P)
∑

u+v≥ bl
6

1

2u+v

≤
∞∑
k=0

∑
l≥k

(l + 1)2Ml(P)
∑
i≥ bl

6

i+ 1

2i
.

Tomemos ahora, una sucesión {An}n∈N de números positivos tendiendo a in�nito, con
An ≥ 2, tal que

∞∑
k=0

∑
l≥k

(l + 1)2Al
∑
i≥ bl

6

i+ 1

2i
<∞.

Podemos entonces �jar una sucesión de control {vn}n∈N, tal que si P está controlada por
{vn}n∈N entoncesMn(P) ≤ An; notar queMn(P) depende solamente de los polinomios
de P. Luego, ∑

p,q

|φ(ep.eq)| <∞

y por el Lema 4.3.1, obtenemos el resultado.

Juntando las Proposiciones 4.2.6 y 4.3.6, tenemos que si la sucesión admisible P es-
tá controlada por mı́n{un, vn}, se cumplen las condiciones (c) y (d). De esta forma
concluimos la prueba del Teorema 4.1.2.

4.4. Variaciones del resultado principal

El mismo Teorema 4.1.2 nos permite encontrar operadores hipercíclicos que no son
mixing débil en una clase más grande de espacios de Banach.

Lema 4.4.1. Sean X0, Y dos espacios de Banach separables de dimensión in�nita. Si
T0 es un operador hipercíclico en X0, entonces existe un operador R ∈ L(Y ) tal que
T := T0 ⊕R es hipercíclico en X := X0 ⊕ Y .
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Demostración. Por el Teorema 3.4.1, tomamos R ∈ L(Y ) un operador mixing. Enton-
ces, T0 ⊕R es topológicamente transitivo, luego hipercíclico.

Con este lema y el Teorema 4.1.2, podemos concluir el siguiente teorema.

Teorema 4.4.2. Sea X un espacio de Banach separable. Supongamos que X admite un
subespacio complementado X0 que tiene base normalizada incondicional cuyo shift aso-
ciado a derecha es continuo y tiene codimensión in�nita. Entonces existe un operador
hipercíclico en X que no satisface el Criterio de Hiperciclicidad.

Demostración. Tomamos T0 ∈ L(X0) hipercíclico que no satisface el Criterio de Hiper-
ciclicidad. Luego, aplicamos el Lema 4.4.1 y obtenemos un operador hipercíclico que no
satisface el Criterio de Hiperciclicidad (recordemos que si T0 ⊕ R satisface el Criterio
de Hiperciclicidad entonces T0 también lo satisface).

Corolario 4.4.3. Si X es un espacio de Banach separable que contiene una copia
complementada de algún `p(N), 1 ≤ p < ∞ o una copia de c0(N), entonces existe un
operador hipercíclico en X que no satisface el Criterio de Hiperciclicidad. En particular,
podemos encontrar este tipo de operadores en L1[0, 1] y C[0, 1].

Demostración. El resultado es obvio si contiene una copia complementada de algún
`p(N), 1 ≤ p < ∞. Para la parte de c0(N), un resultado de A. Sobczyk a�rma que
si X contiene una copia de c0(N), entonces c0(N) está complementado en X. Para
aplicar el resultado a los espacios L1[0, 1] y C[0, 1], notar que L1[0, 1] contiene una copia
complementada de `1(N) y C[0, 1] contiene una copia de c0(N), que necesariamente está
complementada.



Capítulo 5

Comentarios Finales

Para �nalizar el trabajo, damos algunos resultados de interés. Son problemas que que-
dan abiertos dentro de la teoría. Por ejemplo, se trata de caracterizar los espacios en
los que todo operador hipercíclico es mixing débil o aproximarse a una solución del
problema del subespacio (o subconjunto) invariante.

5.1. Operadores hipercíclicos que son mixing débil

Sabemos que los conceptos de hiperciclicidad y mixing débil no son equivalentes. Vere-
mos que agregando hipótesis extra de regularidad sobre el operador podemos asegurar
que T ⊕ T sea hipercíclico.

Teorema 5.1.1. Sea X un espacio de Banach separable de dimensión in�nita. Dado
T ∈ L(X) hipercíclico, son equivalentes las siguientes condiciones.

(i) T ⊕ T es hipercíclico.

(ii) T ⊕ T es cíclico.

(iii) Para cualesquiera abiertos no vacíos U1, U2, V1 y V2 de X, existe un polinomio
p con coe�cientes en K, tal que los conjuntos p(T )(U1) ∩ V1 y p(T )(U2) ∩ V2 son
no vacíos.

(iv) Para todo par de abiertos no vacíos U y V y para todo entorno abierto W , de 0,
existe un polinomio p con coe�cientes en K, tal que los conjuntos p(T )(U) ∩W
y p(T )(W ) ∩ V son no vacíos.

Demostración. Las implicaciones (i) ⇒ (ii) y (iii) ⇒ (iv) son obvias. Veamos (ii) ⇒
(iii). Supongamos que T es hipercíclico y T ⊕ T es cíclico. A�rmamos que el conjunto
de vectores cíclicos de T ⊕ T es denso en X ⊕X. Tomamos x ⊕ y vector cíclico para
T ⊕ T y p un polinomio cualquiera no nulo. Se tiene que p(T )x ⊕ p(T )y es cíclico de
T ⊕ T , pues

K[T ⊕ T ](p(T )x⊕ p(T )y) = (p(T )⊕ p(T ))K[T ⊕ T ](x⊕ y)

85



86 CAPÍTULO 5. COMENTARIOS FINALES

es denso por que (p(T )⊕p(T )) tiene rango denso y K[T ⊕T ](x⊕y) es denso en X⊕X.
Tenemos entonces los abiertos de X ⊕X, U1⊕U2 y V1⊕V2. Tomamos x⊕ y ∈ U1⊕U2

vector cíclico de T⊕T . Como K[T⊕T ](x⊕y) es denso en X⊕X, existe p polinomio, tal
que p(T )x⊕ p(T )y ∈ V1⊕V2. Por lo tanto, los conjuntos p(T )(U1)∩V1 y p(T )(U2)∩V2

son no vacíos. Por último veremos (iv)⇒ (i). Mostraremos que se cumple la condición
de los tres abiertos para T . Vimos en el Teorema 3.3.3, que esta es equivalente a que el
operador T sea mixing débil. Tomemos entonces abiertos U y V no vacíos y un entorno
abierto W de 0. Queremos ver que existe n ∈ N tal que T n(U) ∩ W y T n(W ) ∩ V
son no vacíos. Por hipótesis, elegimos un polinomio p con coe�cientes en K, tal que los
conjuntos p(T )(U) ∩W y p(T )(W ) ∩ V son no vacíos. Sea x ∈ HC(T ) tal que x ∈
U ∩(p(T ))−1(W ), (podemos elegir tal x, pues U ∩(p(T ))−1(W ) es un abierto no vacío y
HC(T ) es denso en X). De aquí, podemos �jar n ∈ N tal que T n(x) ∈ W ∩(p(T ))−1(V )
(podemos elegir tal n, puesW∩(p(T ))−1(V ) es un abierto no vacío y Orb(x, T ) es denso
en X). Luego podemos concluir que x ∈ U y T n(x) ∈ W , por lo tanto T n(U) ∩W es
no vacío. De forma similar, p(T )x ∈ W y T n(p(T )x) = p(T )(T n(x)) ∈ V , así tenemos
que T n(W ) ∩ V es no vacío.

Observación 5.1.2. Notar que en la prueba de la implicación (iv) ⇒ (i) solamente
usamos que p(T ) y T conmutan. Luego la misma prueba sirve si para cualquier par de
abiertos no vacíos U y V , y cualquier entorno no vacío W de 0, existe un operador A
que conmuta con T tal que A(U) ∩W y A(W ) ∩ V son no vacíos.

El anterior es un resultado de S. Grivaux. Además de éste, ella dio otros resultados que
aseguran que un operador hipercíclico es mixing débil. Por ejemplo, podemos citar que
si T tiene un conjunto denso de vectores con órbita acotada entonces es mixing débil.

5.2. Caos y Caos Lineal

Recientemente los sistemas dinámicos caóticos han sido un objeto de estudio en cons-
tante progreso al igual que los sistemas dinámicos lineales. Aunque no se reconoce una
de�nición formal de caos, podemos decir que una de las más estudiadas fue la de�nida
por R. L. Devaney en el año 1989 [15]. Se intenta de�nir funciones cuyas órbitas se
comportan de manera complicada e impredecible. Esta de�nición involucra tres con-
ceptos que juntos dan la noción de caos en el sentido de R. L. Devaney. Uno de ellos
es la transitividad topológica que de�nimos en el Capítulo 1. Las otras dos son las
siguientes.

De�nición 5.2.1. Sean (X, d) un espacio métrico y f : X → X una función continua.
Decimos que x ∈ X es un punto periódico si existe k ∈ N tal que fk(x) = x. En ese
caso, decimos que k := mı́n{n ∈ N : fn(x) = x} es el período de x.

De�nición 5.2.2. Sean (X, d) un espacio métrico y f : X → X una función continua.
Decimos que f tiene sensibilidad a las condiciones iniciales si existe δ > 0 tal que para
todo x ∈ X y para cualquier entorno abierto N de x, existe y ∈ N y n ∈ N tal que
d(fn(x), fn(y)) > δ. En ese caso, decimos que δ es una constante de sensibilidad para
f .
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Con las de�niciones anteriores podemos dar la de�nición de caos en el sentido de R. L.
Devaney.

De�nición 5.2.3. Sean (X, d) un espacio métrico y f : X → X una función continua.
Decimos que f es caótica si

f es topológicamente transitiva,

los puntos periódicos de f forman un conjunto denso en X,

f tiene sensibilidad a las condiciones iniciales.

Uno de los problemas que trae esta de�nición es que la tercera condición no es, en
general, preservada por conjugaciones topológicas. Es decir, si tenemos una función
caótica f y un diagrama conmutativo

X
f //

h
��

X

h
��

X0 g
// X0

con X0 otro espacio métrico y h un homeomor�smo. Es cierto que g es caótica?
Queda claro que las primeras dos condiciones de la De�nición 5.2.3 son puramente topo-
lógicas y por lo tanto son preservadas por conjugaciones topológicas. Pero no podemos
decir lo mismo de la sensibilidad a las condiciones iniciales. Sin embargo, veremos en
el siguiente teorema que la transitividad y la existencia de un conjunto denso formado
por puntos periódicos aseguran que la sensibilidad se preserve por conjugaciones topo-
lógicas. Más aún, el siguiente teorema muestra que la tercera condición de la De�nición
5.2.3 es redundante.

Teorema 5.2.4. Sean (X, d) un espacio métrico in�nito y f : X → X una función
continua. Si f es topológicamente transitiva y admite un conjunto denso formado por
puntos periódicos, entonces f tiene sensibilidad a las condiciones iniciales.

Demostración. Observemos primero que si q1 y q2 son dos puntos periódicos de f
tales que Orb(q1, f) ∩ Orb(q2, f) 6= ∅, entonces Orb(q1, f) = Orb(q2, f). En efecto, si
q ∈ Orb(q1, f)∩Orb(q2, f), se tiene queOrb(q, f) = Orb(q1, f) yOrb(q, f) = Orb(q2, f).
Puesto que, como q ∈ Orb(q1, f) obtenemos que Orb(q, f) ⊂ Orb(q1, f). Por otro lado,
si fk(q1) = q1 y f j(q1) = q con j ≤ k, entonces

q1 = fk−j(f j(q1)) = fk−j(q) ∈ Orb(q, f).

Luego, Orb(q1, f) ⊂ Orb(q, f). De igual forma se muestra que Orb(q, f) = Orb(q2, f).
De aquí, asumiendo que X es in�nito y el conjunto de puntos periódicos es denso,
podemos asegurar la existencia de dos puntos periódicos q1 y q2 tales que

Orb(q1, f) ∩Orb(q2, f) = ∅.

Sea δ0 = d(Orb(q1, f), Orb(q2, f)). De esta forma, usando la desigualdad triangular,
conseguimos que para cualquier x ∈ X la distancia de x a alguna de las órbitas
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Orb(q1, f) ó Orb(q2, f) es por lo menos δ0/2. Mostraremos que f tiene sensibilidad
a las condiciones iniciales con constante de sensibilidad δ := δ0/8.
Sea x ∈ X arbitrario y sea N un entorno abierto de x. Por densidad, existe p ∈ X
punto periódico de f tal que p ∈ U := N ∩ B(x, δ). Sea n ∈ N el período de p. Por
lo observado previamente, existe un punto periódico q ∈ X tal que la órbita Orb(q, f)
dista de x como mínimo en 4δ. Consideramos

V :=
n⋂
i=0

f−i(B(f i(q), δ)).

Es claro que V es abierto y no vacío pues q ∈ V . Como f es transitiva, existe k ∈ N
tal que V ∩ fk(U) 6= ∅. Es decir, existe y ∈ U tal que fk(y) ∈ V .
Consideramos ahora, j ∈ N la parte entera de k/n+1. Se tiene que k/n < j ≤ k/n+1,
y luego, 1 ≤ nj − k ≤ n. Por construcción tenemos que

fnj(y) = fnj−k(fk(y)) ∈ fnj−k(V ) ⊂ B(fnj−k(q), δ).

Al ser, fnj(p) = p aplicando la desigualdad triangular obtenemos

d(fnj(p), fnj(y)) = d(p, fnj(y))

≥ d(x, fnj−k(q))− d(fnj−k(q), fnj(y))− d(p, x).

Por lo tanto, usando que p ∈ B(x, δ) y fnj(y) ∈ B(fnj−k(q), δ) se tiene

d(fnj(p), fnj(y)) > 2δ.

Para concluir, notemos que aplicando una vez más la desigualdad triangular tenemos
que

d(fnj(x), fnj(y)) > δ o bien d(fnj(x), fnj(p)) > δ,

y tanto p como y pertenecen a N . Resulta entonces, que f tiene sensibilidad a las
condiciones iniciales.

Volviendo al contexto lineal, los operadores hipercíclicos veri�can una especie de sen-
sibilidad a las condiciones iniciales más fuerte que la de�nición 5.2.2.

Proposición 5.2.5. Sea X un F-espacio separable y sea T ∈ L(X) hipercíclico. En-
tonces, para cualquier x ∈ X existe un conjunto Gδ denso G(x) ⊂ X tal que el conjunto
{T n(y)− T n(x); n ≥ 0} es denso en X para cualquier y ∈ G(x).

Demostración. Dado x ∈ X, buscamos un conjunto Gδ denso tal que y − x ∈ HC(T )
para cualquier y ∈ G(x). Simplemente tomamos G(x) := x+HC(T ), y listo.

Así en el contexto lineal, para cualquier elemento x ∈ X y cualquier entorno abierto
no vacío N de x, existe y ∈ G(x)∩N . Por lo tanto, y ∈ N y {T n(y)−T n(x); n ≥ 0} es
denso en X. Mientras que en la de�nición 5.2.2 pedíamos que para cualquier elemento
x ∈ X y cualquier entorno abierto no vacío N de x, exista y ∈ N tal que alguna
iteración de f separe a x de y en mayor distancia que δ.
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Desde aquí, asumimos que X es un F-espacio complejo, separable de dimensión in�nita.
Luego, un operador T ∈ L(X) es caótico si y sólo si T es hipercíclico y

Per(T ) := {x ∈ X;x es punto periódico de T }

es denso en X.

Proposición 5.2.6. Si admite T puntos periódicos entonces existen autovectores de T
cuyo autovalor en una raíz enésima de la unidad. Más aún,

Per(T ) = 〈{x ∈ X tales que existe n ∈ N y λ ∈ C con λn = 1 y Tx = λx}〉gen.

Demostración. Es claro que Per(T ) es un subespacio vectorial, pues T es lineal. Si
Tx = λx para algún λ ∈ C y n ∈ N con λn = 1, entonces T nx = x y luego x ∈ Per(T ).
Para la otra inclusión, si T nx = x, descomponemos el polinomio zn− 1 en un producto
de monomios

zn − 1 = (z − λ1) . . . (z − λn).

Como todas las raíces λi, con i = 1, . . . , n son distintas, es fácil ver que {p1(z), . . . , pn(z)}
con pi(z) =

∏
j 6=i(z − λj), es una base del espacio de los polinomios de grado menor

estricto que n. En particular, existen αi, i = 1, . . . , n tales que

1 =
n∑
i=1

αipi(z).

Evaluando en T , obtenemos

I =
n∑
i=1

αipi(T ).

Consideramos ahora, yi := pi(T )x. Tenemos que

(T − λi)yi = (T − λi)
∏
j 6=i

(T − λj)x = (T n − I)x = 0,

y entonces Tyi = λiyi con λni = 1. Además, x =
∑n

i=1 αiyi. De esta forma, x es
combinación lineal de autovectores de T asociados a autovalores que son raíces enésimas
de la unidad.

Como consecuencia directa tenemos la siguiente generalización del Corolario 1.3.10.

Corolario 5.2.7. Sea X un F-espacio complejo, separable de dimensión in�nita, y
T ∈ L(X). Si⋃

|λ|>1

Ker(T − λ),
⋃
|λ|<1

Ker(T − λ) y
⋃
|λ|=1

Ker(T − λ),

generan subespacios densos, entonces T es caótico.
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5.2.1. Operadores Shift

En la Sección 1.4.2, vimos que en `p(N) con 1 ≤ p <∞, el operador λB : `p → `p con
|λ| > 1 es hipercíclico. Veamos que son caóticos. Debemos mostrar que Per(λB) es
denso en `p. En efecto, observemos que dada una sucesión x = (x1, x2x3, . . . ) podemos
encontrar x(n) puntos periódicos de λB, tales que x(n) −→

n→∞
x en `p. Tomamos

x(n) =
(
x1, x2, . . . , xn,

x1

λn
,
x2

λn
, . . . ,

xn
λn
,
x1

λ2n
,
x2

λ2n
, . . . ,

xn
λ2n

, . . .
)
.

Luego, como |λ| > 1 se tiene que x(n) ∈ `p para todo n ∈ N. Es claro que (λB)nx(n) =
x(n), y

‖x− x(n)‖p =

(
∞∑

i=n+1

|xi − x(n)
i |p

)1/p

−→
n→∞

0.

Concluimos que los puntos periódicos de λB son densos, y luego el operador es caótico.

5.2.2. Operador de Derivación

Otro ejemplo de operador caótico es el operador de derivación que de�nimos en le
Sección 1.4.1. Veamos ahora que los puntos periódicos de D : H(C) → H(C) son
densos en H(C). Sea λ ∈ C una raíz n-ésima de la unidad. Luego eλ ∈ H(C) es un
punto periódico de D,

Dn(eλ) = λneλ = eλ.

Además,
S := 〈{eλ;λ raíz de la unidad}〉gen

es un subespacio formado por puntos periódicos. Puesto que si λ1 = e
2πi
n1 y λ2 = e

2πj
n2

son dos raíces de la unidad y α ∈ C, entonces

Dn1n2(eλ1 + αeλ2) = eλ1 + αeλ2 .

Por Lema 2.1.1, como el conjunto A := {λ ∈ C; λ raíz de la unidad } tiene un punto
de acumulación, tenemos que S es denso. Por lo tanto, D es caótico.

5.2.3. Criterio de Caoticidad

Veremos a continuación un criterio que da condiciones su�cientes para determinar si
un operador es caótico. Recordemos que seguimos trabajando en F-espacios complejos,
separables de dimensión in�nita.

Teorema 5.2.8. Sea T ∈ L(X). Supongamos que existe un conjunto denso D ⊂ X y
una aplicación S : D → D que cumplen

(1) Las series
∑

n≥1 T
n(x) y

∑
n≥1 S

n(x) convergen incondicionalmente para todo
x ∈ D,
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(2) TS = I en D.

Entonces, T es caótico.

Demostración. Se sigue de (1), que T n(x) −→ 0 y Sn(x) −→ 0 para cualquier x ∈ D.
Por lo tanto, T satisface el Criterio de Hiperciclicidad. Ahora, dados x ∈ D y k ≥ 1,
consideramos

xk :=
∞∑
n=1

Snk(x) + x+
∞∑
n=1

T nk(x).

Por la De�nición 4.1.6, las series de�nidas anteriormente convergen y entonces xk −→
k→∞

x.

Además, se sigue de (2) que

T k(xk) =
∞∑
n=1

T k(Snk(x)) + T k(x) +
∞∑
n=1

T (n+1)k(x)

=
∞∑
n=1

S(n−1)k(x) + T k(x) +
∞∑
n=1

T (n+1)k(x) = x+
∞∑
n=2

S(n−1)k(x) +
∞∑
n=1

T nk(x)

= xk.

Por lo tanto, cualquier punto de D se aproxima por puntos periódicos de T , concluimos
entonces que Per(T ) es denso en X. De esta forma queda demostrado que T es caótico.

Queda claro que si T satisface el Criterio de Caoticidad entonces es mixing débil. Pero
vale notar que todos los operadores caóticos son mixing débil. Para mostrarlo, citamos
el siguiente resultado de S. Grivaux [18].

Teorema 5.2.9. Si T ∈ L(X) es hipercíclico y el conjunto de vectores con órbita
acotada es denso, entonces T es mixing débil.

Corolario 5.2.10. Si T ∈ L(X) es caótico entonces es mixing débil.

5.3. El Problema del Subespacio Invariante

Para concluir, comentamos un resultado de C. Read [28], que resuelve de forma negativa
el problema del subespacio invariante para espacios de Banach.
Problema del Subespacio Invariante: es cierto que en un espacio de Banach todo
operador acotado admite un subespacio propio cerrado e invariante?
Encontrar un contraejemplo para el Problema del Subespacio Invariante, es equivalente
a encontrar un operador acotado, tal que el subespacio generado por la órbita de
cualquier elemento no nulo sea densa.

Teorema 5.3.1 (C. Read). Existe un operador lineal y continuo en `1(N) tal que todo
vector no nulo es hipercíclico.

Es más, este operador no tiene conjuntos propios cerrados e invariantes. Si F 6= ∅ es
cerrado, T -invariante y x ∈ F entonces, X = Orb(x, T ) ⊂ F .
Todavía queda abierto el problema para espacios de Hilbert.
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