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Introduccion y preliminares

“On the banks of the Rhine a beautiful castle had been standing for
centuries. In the cellar of the castle an intricate network of webbing had
been constructed by the industrious spiders who lived there. One day a great
wind sprang up and destroyed the webs. Frantically the spiders worked to
repair the damage. For you see, they thought it was their webbing that was
holding up the castle.”

Thirty years ago, this charming tale was regularly told to students
specializing in logic, to leave them in no doubt as to how their field was
regarded by their fellow mathematicians. [... NJowadays the ‘spiders’ are to
be found all over the castle. Far from being obsessively concerned with
providing a ‘secure’ foundation for mathematics, logicians freely use
whatever mathematics they need.

Martin Davis, 1977, resennando el libro Mathematical Logic de Monk.

En este trabajo estudiamos algunas ideas matematicas muy versatiles que tuvieron ori-
gen en la légica matematica. La herramienta principal es una construccion algebraica —los
ultraproductos— con propiedades que la vuelven de especial interés para los l6gicos. Su na-
turaleza es sin embargo sumamente general y puede ser aplicada a toda clase de objetos
matematicos. La idea se basa en la nocion conjuntista de ultrafiltro y es en verdad muy
simple: identificar las secuencias de objetos que coincidan en la mayoria de sus términos.

Las dos areas provenientes de la légica que mas interactiian con ramas clasicas de la
matematica son posiblemente el andlisis no-estandar y la teoria de modelos, y los ultra-
productos son un instrumento importante para ambas. Tras presentar la teoria de dicha
construccién estudiaremos ejemplos de aplicacion de estas dos areas por separado. Asi, los
ultraproductos nos serviran de puente con temas de teoria de la medida, por una parte, y de
algebra y en especial teoria de cuerpos, por la otra. Esta eleccién es arbitraria, por cuanto
muchos otros temas de aplicacién son posibles; estd motivada sin embargo por una idea
comun, como se vera, que es el otro propésito general de este trabajo: el estudio mediante
métodos logicos de la interaccion entre objetos matematicos finitos e infinitos.

En el primer capitulo exponemos entonces la teoria de los ultralimites —mombre general
para referirnos a las construcciones basadas en ultrafiltros. Los temas tratados son clésicos y
pueden encontrarse por ejemplo en los libros de Bell y Slomson [4] o de Chang y Keisler [5].
El analisis no-estandar y la teoria de modelos enfocan las mismas herramientas de maneras
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distintas (el primero de modo mds conjuntista, la segunda con énfasis en el lenguaje de
primer orden), y hemos tratado de lograr una exposicién que compagine ambos enfoques.

El segundo capitulo estudia la medida de Loeb, que es un espacio de probabilidad
estandar construido con métodos no-estandar. Como caso particular, un ultralimite de
espacios finitos —sucesivamente mas grandes— con la medida de contar da lugar a un
espacio de probabilidad infinito que todavia identifica la idea de ‘medir’ con la de ‘contar’.
Resenamos su relacion con la medida de Lebesgue e investigamos por nuestra cuenta ideas
de desintegracion de medidas aplicadas a este espacio. Contamos por ultimo una aplicacion
sencilla que vincula resultados de teoria ergddica con resultados de densidad sobre los
enteros. Las referencias se dan en el texto; asumimos sin embargo conocimientos de teoria
de la medida, por ejemplo como pueden encontrarse en [35].

El tercer capitulo, independiente del anterior, estudia estructuras algebraicas infinitas
indistinguibles en primer orden de las estructuras finitas. Analizamos las posibilidades
de caracterizarlas axiomaticamente y consideramos distintos casos particulares, el mas
notable siendo el de los cuerpos pseudofinitos. Asumimos familiaridad con las definiciones
y propiedades bésicas de las estructuras algebraicas mas comunes (entre ellas las algebras
de Boole, ver por ejemplo [11]), y especialmente con la teorfa de extensiones de cuerpos,
como puede leerse en [20]. Otras referencias més especificas se dan en el texto.

Esperamos que el todo sea una invitacion agradable y estimulante a estudiar logica como
una herramienta basica del quehacer matematico. Muchos otros desarrollos mateméticos
vinculados quedan en el tintero, o mucho antes de eso —por aprender. En particular ideas
de medidas en teoria de modelos, que habrian servido para conectar los distintos temas
abordados, y que tienen una notable actualidad (ver [15, 21]). Otros trabajos recientes
utilizan ultraproductos en &areas hasta el momento insospechadas. Referimos algunos de
ellos al final del Capitulo 2. Mencionemos también los tltimos desarrollos sobre subgrupos
aproximados [30], que dieron un giro inesperado tras la introduccién de ultraproductos
por parte de Hrushovski. En [25] se emplean ultraproductos en dlgebra conmutativa, como
puente entre resultados en caracteristica p y sus analogos en caracteristica cero. Entre
los temas clésicos, nos ha quedado pendiente comentar las ideas bésicas de topologia no-
estdndar, como pueden verse en [14].

En la seccion siguiente repasamos los conceptos basicos de la légica de primer orden
y su semantica, en la forma en que los emplearemos luego. Puesto que —esperamos—
algunos de los temas de esta tesis pueden interesar a personas no familiarizadas con la
logica, creemos que el resumen es 1til.

Sentido y referencia

Para compensar el caracter expeditivo de este apartado empezamos recordando el an-
tiguo analisis de los dos componentes del significado, que en los populares términos de
Frege son: la referencia, es decir el objeto denotado, y el sentido, que es el modo en que
nos referimos a él. Cumplimos con la obligacién de citar su ejemplo de ‘el lucero matutino’
y ‘el lucero vespertino’, que tienen dos sentidos distintos y una misma referencia: Venus.
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En logica de primer orden limitamos el sentido al de aquellas expresiones que podemos
construir con los simbolos l6gicos

v737/\7\/7—>7H7_‘7(7)7x7y7z7'"7:7

interpretados de la manera usual, y un conjunto distinguido de simbolos no légicos que
denominamos la signatura del lenguaje. La signatura la notaremos invariablemente con
la letra o. Estd conformada por simbolos (o letras) de relacion y de funcion, cada uno
con una aridad determinada. Las letras de funcién de aridad cero se llaman constantes y
acostumbramos nombrarlas por separado; las letras de relacién de aridad cero se llaman
letras proposicionales, y acostumbramos omitirlas (su estudio aislado es el objeto de la
l6gica proposicional). Usamos por ejemplo o = {<} (una relacién binaria) para hablar de
conjuntos ordenados, o bien ¢ = {+,—,-,0,1} (tres funciones binarias y dos constantes)
para tratar anillos y cuerpos.

Los términos son las expresiones adecuadamente construidas usando variables, constan-
tes y letras de funcién, como ‘(z 4+ 1) -y’. A partir de ellos y utilizando los cuantificadores,
conectivas, el simbolo de igualdad y los de relacién se construyen las formulas. Las férmulas
atomicas son las que se obtienen igualando dos términos o aplicando una letra de relacién
a una cantidad adecuada de términos, por ejemplo ‘z < y’. Las variables libres de una
formula son las que figuran sin estar cuantificadas, y las sentencias o enunciados son las
férmulas que no tienen variables libres. Una férmula libre de cuantificadores es exactamente
lo que el nombre indica.

Las o-estructuras son los objetos de donde las expresiones formales (construidas a partir
de una signatura o) toman su referencia. Una o-estructura M consiste en un conjunto M,
el dominio, acompanado por relaciones, funciones y elementos distinguidos para interpretar
los simbolos de . Mas precisamente, debemos destacar:

» para cada letra de relacién R € o de aridad n, una relacién RM c M™,

» para cada letra de funcién f € o de aridad n, una funciéon f™ : M™ — M,
= para cada letra de constante ¢ € o, un elemento c™ € M,

» para cada letra proposicional p € o, un valor de verdad p™ € {0, 1}.

Las féormulas cobran significado mediante la nocién de satisfaccion. Dadas una o-férmu-
la ¢(x1,...,x,) en las variables libres x4, . .., x,,, una g-estructura M y elementos a, .. .,
a,, en su dominio, se dice que M satisface la formula ¢ interpretando z; por a;, y se nota

M E olay,. .. an),

cuando (hablando informalmente) aquello que se afirma con ¢(ay, ..., a,,) es verdadero en
M. Los cuantificadores Vz, dx se deben interpretar como ‘para todo x en M’ ‘existe x
en M’, y los simbolos de o como si se refirieran a las relaciones, funciones y elementos
destacados de M. Como es sabido, el término primer orden alude a la restriccién de los
cuantificadores a los elementos del dominio (por oposicién a sus subconjuntos o relaciones).
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Las férmulas con variables libres se pueden leer como propiedades o relaciones sobre
los elementos de las estructuras. El conjunto o relacién definido por ¢ en M es

d(M) ={(as,...,am) € M™: M E= ¢(ay,...,am)},

es decir su referencia en la estructura considerada (generalizando asi la interpretacién de
los simbolos de la signatura). Las sentencias en cambio se pueden leer como propiedades
de las estructuras mismas. Se dice que M es un modelo de una sentencia ¢ precisamente
cuando M = ¢. En uno u otro caso es comun usar el término elemental para referirse a
las propiedades (de los elementos o de las estructuras) expresables de esta forma —es decir
como sinonimo de primer orden.

Frege entendia la referencia de las sentencias como su valor de verdad, lo que condice
y generaliza la interpretacién de las letras proposicionales. Pensandolas sin embargo como
propiedades de las estructuras, podemos concebir la referencia de una sentencia como la
clase de sus modelos. Siguiendo esta idea se define, para un conjunto 7' de sentencias,

Mod(T) = {M : M = T}

(lo dltimo queriendo decir que M | ¢ para toda ¢ € T). Se dice que una clase K de
o-estructuras es elemental cuando existe un conjunto T° de o-sentencias que la determina,
i.e. tal que £ = Mod(T'). Decimos que la clase es definible cuando T' se puede elegir
finito, o lo que es lo mismo si K se puede determinar con una sola sentencia. Las clases de
los grafos, los 6rdenes parciales o totales, las dlgebras de Boole, los anillos o los cuerpos
son todas definibles (sobre las signaturas apropiadas); basta listar sus axiomas usuales.
La clase de las estructuras infinitas, la de los anillos de caracteristica cero o la de los
cuerpos algebraicamente cerrados son elementales, pero no definibles.

Una teoria es un conjunto de sentencias. Normalmente queremos que las teorias sean
consistentes, es decir que no lleven formalmente a contradiccién (aplicando las reglas de
inferencia y axiomas bdsicos de la légica). El teorema de completitud de Gddel establece
que una teoria es consistente si y sélo si tiene un modelo, relacionando asi la deducibilidad
formal con la semantica. Implica a su vez que las consecuencias formales de una teoria T’
coinciden con sus consecuencias semanticas: se dice que una teoria T implica semdntica-
mente una sentencia ¢, y se nota

Tk ¢,

si ¢ vale en todos los modelos de T' (es decir si M = ¢ cada vez que M = T'). Al conjunto
de consecuencias semanticas de 1" se lo nota a veces Con(T').

La teoria de una estructura M, notada Th(M), es el conjunto de sentencias que valen
en M:; la teoria Th(C) de una clase de modelos K es el conjunto de las sentencias que
valen en todos los miembros de la clase. Una teoria se dice completa si implica a ¢ o a
—¢ para cada sentencia ¢, lo que es siempre el caso para teorias de la forma Th(M). Una
teoria T' se dice decidible si se puede determinar algoritmicamente si una sentencia es o
no es consecuencia de 7', i.e. si Con(7T") es computable (en el sentido, por ejemplo, de las
maéquinas de Turing). Una condicién més débil es que T sea recursivamente axiomatizable,
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es decir que exista un conjunto computable A de sentencias que sirvan de axiomas de T,
i.e. tal que Con(7) = Con(A). Del teorema de completitud de Gdodel se deduce que, si
T es recursivamente axiomatizable (y la signatura es computable), entonces Con(T) es
computablemente enumerable, es decir hay un algoritmo que va listando en algtin orden los
miembros de Con(7"). Si las consecuencias de una teoria son computablemente enumerables
y la teoria es ademas completa, se desprende facilmente que la teoria es de hecho decidible.

Muchas de estas nociones no seran necesarias sino hasta el Capitulo 3. S{ utilizaremos
antes el concepto de equivalencia elemental, que se da entre dos estructuras M y N cuando
Th(M) = Th(N), y se nota M = N. También el de inmersion elemental, que se aplica
a las funciones f : M — N entre o-estructuras que preservan las propiedades de primer
orden, o en simbolos:

M E ¢(ar,...,ay) siysélosi N E é(f(ar),. .., flan))

para toda o-férmula ¢ en cualquier nimero m de variables libres y todos aq,...,a,, € M.
Considerando en particular las sentencias se tiene en dicho caso M = N.

Maés conceptos relacionados y resultados de la teoria de los modelos se listaran en la
ultima seccion del Capitulo 1.

Notacion

Si el dominio de M es M, el de N sera seguramente N. El nimero 2 denota a veces el
conjunto {0, 1}, como querfa von Neumann y celebraba Halmos. El conjunto de los niimeros
naturales puede ser w 6 N, segun la filosofia del caso (vale notar que el primero contiene al
cero, mientras que, en el caso del segundo, no estamos seguros). El lector distinguird dénde
el prefijo ‘o-" hace referencia a la signatura y donde a la propiedad de ser cerrado por
uniones numerables. Si algo se puede hacer de manera elemental, es porque es basico o
fundamental, como siempre. Por lo demés la notacién es estandar, y las excepciones son
introducidas y explicadas en el texto.






Capitulo 1

Ultralimites

Un concepto fundamental en matematicas es el de limite: la idea de que una sucesiéon o
un conjunto de objetos se puede aproximar a otro objeto, que viene a representar un estado
terminal de la sucesion o el conjunto. La geometria —y més en general la topologia— es
desde ya el contexto natural para que aparezca la idea de limite, porque en ella se tiene
una nocién precisa de proximidad entre elementos. Estamos habituados también a otro tipo
de limites, los categdricos, que suelen aparecer cuando se tiene una familia de espacios o
estructuras conectadas mediante morfismos adecuados; la nocién de proximidad del espacio
limite toma la forma de una propiedad universal.

Hay un tercer tipo de limite, que es de naturaleza légica, y que puede tomarse de
un conjunto de elementos o estructuras sin necesidad de disponer de una topologia o de
morfismos que los conecten y dirijan. Supongamos dada {0;}ic; una familia de objetos
indexados por un conjunto infinito /. Formaremos a partir de ellos un nuevo objeto u de
manera que sus propiedades elementales sean precisamente aquellas que valgan en casi todo
objeto o;. Asi, el limite u estara cerca de los o; en el sentido de poseer aquellas propiedades
comunes a la mayoria de ellos. La nociéon de proximidad dependera entonces del modo de
determinar tales mayorias. Esto sera formalizado considerando ultrafiltros no principales
sobre el conjunto I de indices.

1.1. Ultrafiltros

Dado un conjunto infinito I, queremos formalizar la idea de que una propiedad P(i)
valga para casi todo ¢ € I. Es natural considerar entonces una medida de probabilidad
2-valuada, finitamente aditiva, sobre el conjunto de subconjuntos de I,

D:P(I)— 2,

y convenir que P vale para casi todo i precisamente cuando D({i : P(i)}) = 1. La condicién
de ser 2-valuada asegura que P o su negacion valga para casi todo 1.

Para ser fieles a nuestra motivacién es necesario exigir ademas que la medida no esté con-
centrada en ningun punto, i.e. D({i}) = 0 para todo ¢ € I. En particular, si I es numerable,

9
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entonces no D podra ser o-aditiva. Por otra parte, si [I| > Ny, la pregunta de si existen
medidas o-aditivas sobre el conjunto de partes P(I) es un problema famoso de la teoria
de conjuntos (el problema de la existencia de cardinales medibles; es consistente relativo a
la teorfa ZFC' que de hecho no existan). Esto explica que nos conformemos con medidas
finitamente aditivas.

Para proceder a construir los ultralimites debemos asegurar entonces la existencia de
una tal medida D. Observemos que la misma queda totalmente determinada por la familia
U={ACI:D(A) =1}, que a su vez tiene las siguientes propiedades:

1.0 ¢U, IeU;

2. si A,B e U, entonces ANB € U,
3.siAeUy AC BCI,entonces B € U,

4. para cada A C I se tiene A € U o bien [ \ A € U;
5. FCU,donde F ={AC1I:1I\ A es finito}.

Una familia U de subconjuntos de I que satisfaga las propiedades (1), (2) y (3) se
denomina un filtro propio sobre I (o un filtro propio del algebra P(I)), y un ejemplo
importante sobre cualquier conjunto infinito I es el filtro de Fréchet F dado en (5). A
la familia P(I) la llamamos a veces el filtro impropio. Un filtro propio que cumpla la
condicién (4) se denomina un ultrafiltro.

Por otra parte, decimos que una familia F' de subconjuntos de [ tiene la propiedad de
interseccion finita (fip) si la interseccién de una cantidad finita de sus miembros es siempre
no vacia.

Lema 1.1.1. Toda familia de subconjuntos de I con la fip estd contenida en un filtro
propio.

Demostracion. Sea F' una familia con la fip y sea

E={ACI:A= ﬂAk, donde para cada k es B, C Ay C I para algin By € F'}
k=1

la familia de intersecciones finitas de subconjuntos de I mayores que algiin miembro de F'.
Es claro que I € E, y ademéas () ¢ E precisamente porque F tiene la fip. Es inmediato
verificar para E la condicién (2) de arriba, y si por otra parte ();_, Ay C B con By, C
Ay C I, By € F, entonces B = (,_,(A; UB) con B, C A, UB C I, por lo que B € E.
Concluimos que E es un filtro propio que contiene a F'. O

Proposicién 1.1.2. Un filtro U sobre I es un ultrafiltro si y sélo si es un filtro propio
mazximal (respecto de la inclusion).
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Demostracion. Si un ultrafiltro U esta estrictamente contenido en otro filtro V', sea A €
V\U. Como A ¢ U, por (4) se tiene I \ A € U C V. Por cuanto V' es un filtro, resulta
D=AN(I\A) eV, esdecir V="P() es el filtro impropio.

A la inversa, si U es un filtro propio maximal, sea A ¢ U. Entonces U U {I \ A} tiene
la fip: si fuera (I \ A) N B = () para algin B € U, se tendria B C A y luego A € U.
Existe entonces un filtro propio que contiene a U U {I \ A}, y por maximalidad se tiene
que I \ A € U. Por tanto U verifica (4). O

Teorema 1.1.3. Todo filtro propio estd contenido en un ultrafiltro.

Demostracion. Usamos el lema de Zorn. Como la unién de una cadena arbitraria de filtros
propios sobre I que contienen a uno dado es de vuelta un filtro propio sobre I que contiene
al original, existe un filtro maximal que lo contiene. Conforme la proposicién anterior, el
mismo resulta un ultrafiltro. O

Este resultado no es otra cosa que el teorema del ideal primo: observemos que U es un
ultrafiltro si y sélo si {I \ A : A € U} es un ideal primo del algebra P(I). Notemos por
otra parte que toda familia con la fip esta contenida en un ultrafiltro.

Un filtro F estd generado por un conjunto A cuando F' = {B C I : A C B}, y en
tal caso decimos que F' es principal. Observemos que un ultrafiltro U es principal si y
sélo si estd generado por un singleton {i}, o equivalentemente si y sélo si contiene algin
subconjunto finito. La condicién (5) de arriba equivale a pedir que U no contenga conjuntos
finitos, y por tanto a pedir que U sea no principal.

Corolario 1.1.4. Si I es infinito, existe un ultrafiltro no principal sobre I.
Demostracion. El filtro de Fréchet se puede extender a un ultrafiltro. ]

Volvemos ahora a las medidas finitamente aditivas sobre los subconjuntos de I. Dado un
ultrafiltro no principal U, podemos definir D por D(A) = 1siysélosi A€ U,y D(A) =0
en otro caso. La funcion D : P(I) — 2 asi definida resulta una medida de probabilidad
finitamente aditiva, 2-valuada y no concentrada en ningtin punto sobre los subconjuntos
de I. En efecto, si AN B = (), entonces no pueden ser ambos A y B miembros de U debido
a las condiciones (1) y (2), y tenemos esencialmente dos casos. Si D(A) =1y D(B) =0,
entonces D(AUB) = 1 porser A C AUBy A € U. Si en cambio D(A) = D(B) = 0,
entonces por (4) es INAe Uy I\BeU,yluego I\ (AUB)=(I\A)N{I\B)eU,de
donde D(AU B) = 0. De (5) es claro que D no puede estar concentrada en ningin punto.

Esta construccién es la inversa de la que hicimos arriba para obtener un ultrafiltro U
a partir de una medida D, por lo que tenemos una biyeccion natural entre tales medidas
y los ultrafiltros no principales sobre I. De ahora en mas identificaremos las unas con los
otros.

Nota. Los ultrafiltros son un objeto mateméatico sumamente ubicuo y se pueden enten-
der de muchas otras maneras equivalentes. Entre ellas, los podemos considerar: como
2-homomorfismos del dlgebra de Boole P(I) (la mas inmediata); como los elementos de la
compactificacién de Stone-Cech del espacio discreto I (precisamente el espacio de Stone del
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algebra P(I)); cuando I = N, como limites de Banach (extensiones lineales *-multiplicativas
del funcional lineal lim : ¢ — C a todo [*°(N)); incluso como métodos de eleccién social
para un conjunto de votantes I (sirviendo la existencia de ultrafiltros no principales co-
mo refutacién del Teorema de Arrow en el caso infinito). Mirar por ejemplo las amenas
exposiciones de [28, 29].

1.2. Ultraproductos

Sea D un ultrafiltro no principal sobre /. Cuando sean dadas para cada ¢ una propiedad
o un enunciado P(7), notaremos

P(i) D-a.e.(i)

para indicar que {i € I : P(i) es verdadero} € D, i.e. que P(7) vale para casi todo ¢ segin
la medida D. Esta notacién no es estandar pero es practica y es fiel a nuestra motivacion.

Observacion 1.2.1. La notacién anterior permite utilizar intuitivamente las propiedades de
D como filtro: si dos propiedades valen para casi todo i, lo mismo se puede decir de su
conjuncion o de cualquier otra propiedad implicada por alguna de ellas. El hecho de que
D sea ademas un ultrafiltro queda capturado por la siguiente observacion:

—(P(i) D-a.e.(i)) = (—P(i) D-a.e.(i)),

es decir, si no es cierto que una propiedad vale para casi todo 7, entonces su negacion vale
para casi todo . La implicacion reciproca también vale, pues D es propio. La condicion de
que D sea no principal legitima la intuicién de que si una propiedad vale para todo 7 salvo
quizas finitos, entonces vale para casi todo 1.

Fijemos ahora una signatura ¢ para un lenguaje de primer orden y consideremos
{M.}ier una familia de o-estructuras; como antes, D es un ultrafiltro no principal so-
bre I. Dados & = {x;}icr, ¥y = {yi}ier en el producto cartesiano [[,., M; = {z: 1 = |J M, :
z; € M, para cada i}, diremos que z e y son equivalentes respecto de D, y escribiremos
x ~ y, cuando

x; = y; D-a.e.(i),

es decir cuando {i € I : x; = y;} € D. Del hecho de que D sea un filtro es inmediato
deducir que ~ es efectivamente una relacién de equivalencia. Por ejemplo, si los conjuntos
{iel:x;=y}y{i€l:y =z} estdn en D, estardn también en D su interseccién y el
conjunto {i € I : x; = z;}, que la contiene.

A la clase de equivalencia de x la notaremos indistintamente:

x/Dzuihgn% ={y e HMz cx o~ oyl

el

y la llamaremos el wltralimite de la familia {z;};cr.
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Nota. En la literatura el término ultralimite denota mas usualmente otras construcciones
que se realizan a partir de ultraproductos. Seguimos aqui a Terence Tao [26, 29] en usar
el término de forma amplia para referirnos a clases de equivalencias en el espiritu de las
recién definidas y a otros objetos afines. La notacién ‘ulim; p x;” tampoco es estandar, pero
nos gusta; una similar se usa en [25]. A veces omitiremos los subindices.

Definicién 1.2.2. Sea M = [[,.; M;/D el conjunto de ultralimites de familias de elemen-
tos de los conjuntos M;. El ultraproducto M = Hie 1 Mi/D de las o-estructuras M, es
la o-estructura que tiene por dominio a M y que interpreta la signatura de la siguiente

manera. Dados z'/D, ..., 2" /D ultralimites en M con z*/D = ulim; p ¥, definimos:

1. para cada letra de relacién n-aria R € o,

(z'/D,...,2"/D) € RM siysdlosi (z}

77"

2ty € RM D-ae.(i)
2. para cada letra de funcién n-aria f € o,

7

(D, " /D) = ulim f ()

3. para cada letra de constante ¢ € o,

M = ulim M.
i.D
Probemos la buena definicién. Supongamos z*/D = y*/D para k = 1,...,n. Si se tiene

(z},...,27) € RMi D-a.e.(i), entonces para casi todo 7 valen, todas a la vez, las condiciones

79

1 _ 1 n__.mn 1 n M,
T, =Y, =y (.., 2) € R

y para esos i también es (y},...,y") € RMi. Es decir, (y},...,y") € RMi D-a.e.(i). Para
los ¢ para los que x} =y}, ..., 2 =y, se tendrd adema4s

fMZ(‘/'U7,17"7x?>:sz<y’L17"Jy:L>7

y por tanto las expresiones a cada lado del igual coinciden para casi todo . Es decir,
ulim; p fMi(z}, ..., 2?) = ulim, p fMi(yl, ..., y"). Este manejo intuitivo estd justificado
por las propiedades (2) y (3) de la definicién de filtro de la seccién anterior.

Noétese que la construccién puede hacerse a partir de un ultrafiltro principal, digamos
generado por un singleton {ig}, pero en ese caso x ~ y siy sélo si x;, = y;,, y de hecho M ~
M., . Por ello a veces hablaremos de ultraproductos no principales, queriendo remarcar que

la construccion se hizo a partir de un ultrafiltro no principal.

Definicién 1.2.3 (Objetos internos, aproximacién informal). En verdad no hay por qué res-
tringirse a las relaciones y funciones destacadas por la signatura. La naturaleza tan general
de la construccién hace posible que formemos ‘ultraproductos’ o ‘ultralimites’ a partir
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de casi cualquier cosa. Por ejemplo, si tenemos funciones g; : M; — N entre estruc-
turas, podemos considerar el ultralimite ¢ = ulimg; : [[M;/D — J[N;/D dado por
g(ulim z;) = ulim g;(x;), que resulta bien definido; decimos que g es una funcidn inter-
na entre los ultraproductos considerados. También, si tenemos subconjuntos A; C M,
para cada i, podemos formar el ultraproducto [] A;/D, que se identifica naturalmente
con un subconjunto de [[ M;/D; lo llamamos un subconjunto interno del ultraproducto
M = [ M;/D. Mas adelante en este trabajo consideraremos ultralimites de o-algebras y
medidas.

Observacion 1.2.4. Como subconjunto de M, el ultraproducto [[ A;/D es la imagen del
ultralimite de las inclusiones A; < M;. Esta caracterizado por la condicién

uil’%n T; € HAl-/D < z; € A; D-a.e.(i).

el

Observacion 1.2.5. Si A;, B; son subconjuntos de M; tales que A; = B; D-a.e.(i), entonces
[1A:/D =[] B:;/D como subconjuntos de M. Y reciprocamente, si A; # B; D-a.e.(i) (ver
la Observacién 1.2.1), sea x; € A;AB; para aquellos ¢ en los que tenga sentido; si z; €
A; D-a.e.(i), entonces z; ¢ B; D-a.e.(i), y si x; € B; D-a.e.(i), entonces z; ¢ A; D-a.e.(i);
en cualquier caso [[ A;/D # [ Bi/D. Concluimos que

A;=B; D-ae.(i) < [[A/D=]]B:/D.

i€l el

Tiene sentido entonces utilizar también la notacién ulim; p A; para referirse al ultrapro-
ducto [[ A4;/D.

Proposicién 1.2.6. Los subconjuntos internos de un ultraproducto M forman una subdlge-
bra del dalgebra de subconjuntos de M, y valen las iqualdades:

1. ulim A; Nulim B; = ulim(4; N By);
2. ulim A; U ulim B; = ulim(A4; U B;);
3. M\ ulim A; = ulim(M; \ A4;).

Demostracion. Basta probar (1) y (3). Se tiene ulimz; € ulim A; N ulim B; si y sélo si
x; € A; D-a.e.(i) y z; € B; D-a.e.(i), lo que a su vez ocurre siempre y cuando z; €
A; N B; D-a.e.(i); esto prueba (1). El punto (3) se sigue inmediatamente de la Observacién
1.2.1 cuando P(i) es la férmula ‘x; € A;’: es falso que z; € A; D-a.e.(i) siy sélo si es el
caso que z; ¢ A; D-a.e.(i). O

Observacion 1.2.7. El élgebra de subconjuntos internos del ultraproducto M se puede
identificar con el cociente del dlgebra producto [],.; P(M;) por el ideal {(A;)ics : A; =
() D-a.e.(i)}, precisamente porque ulim; p A; = ulim; p B; siy sélo si A;AB; = () D-a.e.(i).
Podemos notarla [],., P(M;)/D o incluso ulim; p P(M;).
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Observacion 1.2.8. De manera analoga a lo observado en 1.2.4, dados S; C M," podemos
identificar el ultraproducto ulim; p S; con un subconjunto de M"™ mediante:

(uih’mxil, cooulimal) € u}%n S; <= (x},...,2}) € S; D-a.e.(i).

(2
7D 1,

Es inmediato verificar entonces la igualdad: ulim(A4; x B;) = (ulim A;) X (ulim B;). Las
relaciones internas de M se definen como ultralimites de relaciones sobre los dominios M;.

La siguiente proposicion es evidente.

Proposicién 1.2.9. Sea M un ultraproducto como arriba, y para n < w consideremos la
proyeccion
7 M x M™ — M", m™(xo,T1, ..., Xn) = (X1, ..., Tp).

Convenimos en que M° =1 y 7°(x¢) = 0 para todo zo. Sean ' : M; x M;" — M;" las
correspondientes proyecciones para cada M;. Entonces m" = ulim; p 7}".

Los ultraproductos constituyen el limite logico prometido al principio de este capitulo.
A continuacién exponemos el teorema fundamental de los ultraproductos, que explica su

importancia y utilidad, su relacion con la légica y el sentido en el cual satisfacen las
propiedades mencionadas al comienzo.

1.3. El teorema de Los

Una clase muy importante de subconjuntos de una o-estructura M es la clase de sus

subconjuntos definibles. Recordemos que, dada una o-féormula ¢(z1, ..., z,) en las variables
libres x1,...,x,, el subconjunto definido por ¢ en M"™ es (M) = {(ay,...,a,) € M™ :
M E é(ay,...,a,)}. El teorema fundamental que probamos a continuacién muestra que

en un ultraproducto M los subconjuntos definibles de M™ son internos, y que de hecho

Teorema 1.3.1 (Teorema de Log). Sea M = [[,., M;/D. Dados ¢(z1,...,r,) una

o-férmula y elementos a*/D = ulim; paf € M, k=1,...,n, se tiene

M E¢(a'/D,...,a" /D) <= M, = ¢(a},...,a}) D-a.e.(i). (1.1)
Demostracion. Por simplicidad notemos a = (a',...,a"), a/D = (a'/D,...,a"/D), y
analogamente para otras n-tuplas. En primer lugar observemos que para todo término
t(zq,...,x,) en el lenguaje generado por o se tiene

tM(a/D) = ulim tMi(a;).

i, D
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Esto vale por definicién si ¢ es una variable o un simbolo de constante, e inductivamente,
sites f(ti1(Z),...,tn(Z)) para f € o y términos ¢; para los que vale la hipdtesis, tenemos

tM@/D) = fM(...tM@a/D)...)
= M ulimtg(@). )
— u}%nsz( Lt @) )

_ M;
= ulhlr)n (@),

como queriamos.
Sea ahora ¢ una férmula atémica. Si tiene la forma R(t1(z),...,t,,(Z)) para un simbolo
de relacién R, entonces, de la definicién de RM y usando lo probado para términos:

M ¢(a/D) sii (...t}"%a/D)...) € RM,
sii (.. uhmt i(a@;)...) € RM,
(-

sii tMl( ) ...) € RMi D-a.e.(i),
sii - M, = ¢(a;) D-a.e.(i).

Hay otro caso, cuando ¢ es t;(b) = t5(Z), que es inmediato a partir de la definicién del
dominio de M. Por tanto el teorema vale para formulas atémicas, y seguimos por induccion
en la cantidad de conectivas y cuantificadores.

A partir de la Observacién 1.2.8 es facil ver que la condicién (1.1) del teorema (cuantifi-
cada sobre a/D) es equivalente a la igualdad ¢(M) = ulim; p ¢(M;). Si ¢ es una sentencia,
basta definir $(M) = 1 cuando M = ¢, (M) = 0 en caso contrario; recordemos para lo
que sigue que 0 =0 y 1 = {00}. Si ¢ es ¢ A x, y para ¢ y x vale la hipdtesis, agregando de
ser necesario variables mudas a estas ultimas se tiene

(¥ AX) M) = (M) N x(M),

y por tanto ¢(M) = ulim; p ¢(M;) a partir de la hipdtesis inductiva y la Proposicién 1.2.6
—o su analogo para subconjuntos de M". Si ¢ es =), entonces

P(M) = M" \ (M),

y volvemos a aplicar 1.2.6. Si por ultimo ¢ es 3xyt)(xg, ), usando la Proposicién 1.2.9 y
su notacién tenemos

pM) = 7" (p(M)) = (ulim 77*) (ulim ¢ (M;)) = ulim 7 ((M;)) = ulim ¢(M;),

i,D i,D i,D i,D
lo que completa la induccion. O

Como caso particular del teorema, observemos que una sentencia vale en el ultrapro-
ducto M si y sélo si vale en casi todos los factores M;, i.e. las propiedades elementales
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se conservan por ultraproductos. Por ejemplo, un ultraproducto de grupos sera un grupo,
un ultraproducto de 6rdenes lineales densos sera un orden lineal denso y un ultraproducto
de cuerpos algebraicamente cerrados de caracteristica cero sera también un cuerpo alge-
braicamente cerrado de caracteristica cero, por cuanto estas clases de estructuras estan
caracterizadas por axiomas de primer orden (eventualmente infinitos, como en el tltimo
caso).

Otra consecuencia de la misma observacién es la siguiente. Si tenemos M =[], M, /D
donde las M,, son estructuras finitas pero cuyas cardinalidades tienden a infinito con n,
entonces (asumiendo desde ya que D es no principal) M serd infinita. En efecto, el enun-
ciado existen al menos k elementos se formaliza en primer orden mediante la sentencia
Or = Jxy ... 3dxy /\Kj z; # xj. Como |M,| — oo, existe ny tal que M,, = ¢, para todo
n > ng. Por cuanto ws,, € D, se sigue que M = ¢y, es decir que M tiene més de k
elementos; y esto para cualquier k£ < w. Este argumento muestra que la clase de las estruc-
turas finitas no es elemental. De modo parecido podemos ver que la clase de los cuerpos
de caracteristica cero no es definible: en un cuerpo formado como un ultraproducto no
principal ' =[] i Fp/D de los cuerpos finitos F), se tiene 14----+1 # 0 para cualquier
cantidad de sumandos. Esto muestra que tener caracteristica positiva no es expresable en
primer orden —ni siquiera mediante infinitos axiomas—, y en particular que su negacién
no se puede escribir con una sola sentencia.

El teorema de Lo$ permite dar una demostracion muy sencilla del teorema de compa-
cidad para la légica de primer orden. La exponemos aqui para ilustrar no solo la potencia
del teorema, sino la técnica mediante la cual es posible emplearlo para construir modelos
a partir de condiciones puramente existenciales.

Teorema 1.3.2 (Teorema de compacidad). Si todo subconjunto finito de un conjunto de
sentencias I' tiene un modelo, entonces I' tiene un modelo.

Demostracion. Sin pérdida de generalidad asumimos que I' es infinito y cerrado por con-
junciones. Para cada ¢ € I', sea M un modelo de ¢, y definamos J, = {¢p € I' : M, |= ¢}.
Como ¢ A € JyNJy, y en general A7 ¢; € (., Js,, la familia {J,}ser de subconjuntos
de I" tiene la propiedad de interseccion finita. Existe por tanto un ultrafiltro D sobre I' que
la extiende. Sea
M = [[ Mq/D.
Pel’

Dada ¢ € I se tiene que My, = ¢ D-a.e.(¢), precisamente porque J, € D. Por el teorema
de Lo$, M = ¢ para toda ¢ € T. O

A continuacién enunciamos una pequena generalizacién del teorema de Los para un
fragmento de segundo orden. Recordemos que una férmula ¢ es 31 si es equivalente a una
de la forma AR, ...3dR,3f1 ... 3f,,1 con ¢ una férmula de primer orden sobre la signatura
extendida 0’ = 0 U{Ry,..., Ry, f1,..., fm}. Tales férmulas se interpretan de la manera
natural.

Proposicién 1.3.3. Bajo la notacién del Teorema 1.5.1, si ¢ es una férmula X1 y se tiene

M; | ¢(a;) D-a.e.(i), entonces M = ¢(a/D).
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Podemos argumentar esta generalizacién informalmente de la siguiente manera. La
férmula 1) de primer orden de arriba se puede leer como una propiedad predicada de las
relaciones y funciones representadas por R;, fi (junto a los elementos representados por
las variables x;). Si en casi todas las estructuras M; existen relaciones R;\A y funciones
f,?/“ con la propiedad ¢*(d;), entonces sus ultralimites ulim; p Rj\/l y ulim; p f,?/“ daran
lugar a relaciones y funciones (internas) correspondientes para M, que por el teorema de
Lo$ (aplicado sobre la signatura extendida ¢’) tendrdn la propiedad ™ (a/D). Vale la
pena destacar este hecho:

Observacion 1.3.4. El teorema de Los nos autoriza a trasladar de los factores al ultrapro-
ducto —y viceversa— propiedades de primer orden predicadas de relaciones y funciones
internas. Esto se enunciard con mas precisiéon en el marco de los universos no-estandar
mas adelante.

La implicacion reciproca de la Proposicion 1.3.3 no vale en general precisamente porque
no toda relacién ni toda funcién es interna. Por ejemplo, la férmula ¥} que afirma que existe
una funcion inyectiva no sobreyectiva sera cierta en un ultraproducto infinito de estructuras
finitas, pero falsa en todos sus factores; tal funciéon no puede ser interna. Observemos sin
embargo que la contrarreciproca de la proposicion anterior se puede parafrasear diciendo
que toda féormula II (es decir con cuantificadores universales sobre R;, fi en lugar de
existenciales) verdadera en el ultraproducto vale necesariamente en casi todos los factores.
Como corolario se puede decir que el teorema de Lo$ vale de hecho para féormulas en
A}l = X1 NTI, es decir las que se pueden escribir tanto en forma puramente existencial
como puramente universal de segundo orden.

Nota sobre la cardinalidad de los ultraproductos

Vimos antes que un ultraproducto de estructuras finitas pero cada vez mas grandes
serd infinito. Surge la pregunta de determinar la cardinalidad de un ultraproducto en
términos de sus factores, del conjunto de indices y del ultrafiltro. Notese que de los factores
solo su cardinalidad es relevante —y no ningin otro dato de su estructura—, ya que la
cardinalidad del ultraproducto depende tinicamente de su dominio.

El andlisis minucioso de este problema resulta bastante sutil, y cuando el conjunto de
indices es no numerable se hace necesario un estudio y clasificacion de los distintos tipos
de ultrafiltros mas agudo que la sencilla distincion entre principales y no principales; las
conclusiones ademas pueden depender de la Hipdtesis del Continuo. Aqui nos limitamos
a establecer algunas observaciones basicas y a dar una respuesta completa en el caso de
ultraproductos de numerables factores finitos. Por lo dicho arriba, asumiremos que los
factores son meramente cardinales. Como antes, abreviamos ulimo; = [[,.; ;/D. Para
cada i € I, a; y B; denotaran cardinales.

Proposicién 1.3.5. Si a; < §; D-a.e.(i), entonces | ulim o;| < | ulim f;].

Demostracion. Para casi todo ¢ tenemos funciones inyectivas f; : a; — ;. El ultralimite
ulim f; es una funcién inyectiva de ulim ay; en ulim §;: si ulim f;(x;) = ulim f;(y;) entonces
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fi(z;) = fi(y;) para casi todo i, y luego x; = y; para casi todo i también. O bien, siguiendo
la Observacién 1.3.4: porque ulim f; es interna y la inyectividad es expresable en primer
orden. ]

Proposicién 1.3.6. Si para algin n < w se tiene a; = n D-a.e.(i), entonces | ulim o;| = n.

Demostracion. Usamos el teorema de Los: la sentencia de primer orden que afirma que hay
exactamente n elementos es cierta en casi todos los factores, y por tanto en el ultraproducto.
]

Cuando todos los factores a; = « son iguales, notamos ulim a; = a!/D.
Corolario 1.3.7. Si « es finito, entonces |a!/D| = a.

Lema 1.3.8. Sea {«;}ier una familia de cardinales finitos acotados médulo D, es decir
tales que o; < n D-a.e.(i) para cierto n < w. Entonces | ulim ay| es finito.

Demostracion. Casi todos los factores verifican tener a lo sumo n elementos, y el resultado
se sigue nuevamente de Los y de la expresabilidad de esta condicién. O

Lema 1.3.9. Sea {«;}ier una familia de cardinales finitos no acotados médulo D, es decir
tales que a; > n D-a.e.(i) para todo n < w. Entonces 2% < |ulfm ).

Demostracién. Dado i € I definamos n(i) como el tnico n < w tal que 2" < a; < 2"+
y tomemos {a;},con) una secuencia de elementos distintos de «;. Observemos que la
sucesion {n(7)}ie; no puede estar acotada médulo D.

Para cada funcién f € 2* tomemos f € w¥ dada por

flm) =" fk)2".

k<m
Definamos luego hy € [[ oy por
hy () = @; fngiy)-
Como f(n(i)) < 2" el elemento hy estd bien definido. Supongamos ahora que hy/D =
hy/D para f,g € 2¥. Entonces para casi todo ¢ se tiene @i fn(i)) = @ig(n(i)), Y POr tanto

f(n(i)) = §(n(i)) D-a.e.(i). Esto implica que f y § coinciden para infinitos valores de
n, pues {n(i)} es no acotada médulo D. De la definicién es inmediato ver que entonces

f = g. Concluimos que {h¢/D} feow es un subconjunto del ultraproducto ulim «; de cardinal
2o, [

Teorema 1.3.10. Un ultraproducto de una familia numerable de estructuras finitas es
finito o de cardinal 2%°.

Demostracion. Se sigue de los dos lemas anteriores (recordemos la Observacién 1.2.1),

observando que
[T ow/DI < TT] ol <R =2%.

n<w n<w
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Corolario 1.3.11. Si Ry < a < 2% y D es no principal sobre w, entonces |a¥/D| = 2%,

Demostracion. Por cuanto n < « para todo cardinal finito n, del Lema 1.3.9 y la Proposi-
cién 1.3.5 se tiene 2% < |ulfimn| < |a*/D|. Por el otro lado es

0%/D| < a0 < (2%0)N = 2%,

1.4. Ultrapotencias y universos no-estandar

Ya hemos utilizado la notacién M’ /D para designar un ultraproducto con todos sus
factores iguales. Llamamos a M! /D una ultrapotencia de M, y en ciertos casos la notare-
mos también * M. La aplicacion

d: M —= M'/D, d(z) = ul%na:,
2y
que hace corresponder a cada x en M la clase de la funcién constantemente x en la ultra-

protencia, se denomina la inmersién candnica de M en M?!/D. El teorema de Lo$ prueba
que d es una inmersion elemental:

M= d(a', ... a™) sit M'/D = ¢(d(a'),...,d(a™))
para toda o-férmula ¢(zy, ..., z,,) y elementos a',... a™ € M, ya que en la condicién
M E¢(at,...,a™) D-a.e.(i)

del teorema la referencia ‘D-a.e.(i)” es superflua. En particular, M?/D es elementalmente
equivalente a M.

Observemos que si M es finita, entonces la inmersién canénica, que es siempre inyectiva,
es también suryectiva —por el Corolario 1.3.7—, y por tanto un isomorfismo. Consideremos
ahora el caso en que M es infinita, I = w y D es un ultrafiltro no principal. En ese caso la
inmersién candnica no es suryectiva, pues por ejemplo s/D no esté en la imagen de d para
ninguna s : w — M inyectiva. Si |M| = 2% entonces por 1.3.11 es |[M*/D| = 2%y por
tanto la ultrapotencia es una extension elemental y propia de M de igual cardinal.

Por ejemplo, *C = C*/D es una extensioén propia y algebraicamente cerrada de C. Esto
es porque son elementalmente equivalentes y porque la condicién de ser algebraicamente
cerrado se expresa en primer orden mediante las (infinitas) sentencias

Vag, ... Ve, 1y 0=zo+zy+...+y" (n>1).

El teorema de Steinitz afirma que hay un tinico cuerpo algebraicamente cerrado de carac-
teristica cero de cada cardinal no numerable, y por tanto es *C ~ C. Como nota al margen,
este mismo hecho puede usarse para deducir que ulim, p F,, ~ C, es decir: un ultraproducto
no principal de las clausuras algebraicas de los cuerpos finitos F,, p primo, tiene que ser
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isomorfo a C, pues es también un cuerpo algebraicamente cerrado de caracteristica cero
con la potencia del continuo.

Un caso completamente distinto ocurre al considerar *R = R“/D. El resultado son los
nimeros hiperreales (o una versién de los mismos: el cociente por diferentes ultrafiltros
podria dar lugar a versiones no isomorfas; salvo que asumamos la Hipdtesis del Conti-
nuo, como observaremos al final del capitulo). Forman un cuerpo totalmente ordenado
de cardinal 2% que extiende elementalmente a R, pero que goza de una forma de com-
pletitud logica, en un sentido que precisaremos mas adelante. Observemos por lo pronto
que, si {a,}n<w C R es una sucesién no acotada superiormente, entonces el ultralimite
ulim,, p a,, € "R serd mayor que todo nimero entero n € Z C *R. Esto dice que *R es no
arquimediano y por tanto no isomorfo a R.

Los ntimeros hiperreales cumpliran un rol mas adelante, por lo que introducimos algunas
nociones relacionadas con ellos. Sea R; el conjunto de los hiperreales finitos, i.e.

Ry = {z € "R : *|z| < n para algin n € N},

donde *|-| : *R — *Rs denota el ultralimite de la funcién médulo |- | : R — Rsq. Es
sencillo verificar que R; es de hecho un subanillo de *R. Notemos que R C R;, donde desde
ya identificamos a R con su imagen por la inmersiéon canoénica; sus elementos son llamados
reales estandar.

Sea por otra parte Ry el conjunto de los nimeros infinitesimales de *R, es decir

Ry ={z € "R : *|z| < 1/n para todo n € N}.

Los numeros infinitesimales son menores en médulo que cualquier real positivo estandar
r € Ryp, precisamente porque R es arquimediano. Desde ya, Ry C R;. De hecho, los
infinitesimales forman un ideal dentro de los hiperreales finitos. Para x,y € R;, decimos
que x esta infinitesimalmente cerca de y, y abreviamos x = y, si la clase de = en el cociente
R1/ Ry coincide con la de y, esto es si su diferencia es infinitesimal. Toda clase [z] en este
cociente contiene exactamente un nimero real estdndar st(z), al que llamamos la parte
estandar de x. Equivalentemente, podemos definir st : Ry — R por

St(l‘) = sup R<x7

es decir como el supremo (en R) de los reales estandar que son menores que el hiperreal finito
x. Obsérvese que st(x+vy) = st(z)+st(y) y que st(zy) = st(z)st(y) para todos x,y € Ry: si
rxr,y~s,r,s€R entonces x+y~r+syxy~rs, pues los infinitesimales forman un
ideal de R;. Por otra parte, si {*°(N) denota el espacio de sucesiones acotadas de nimeros
reales estandar, es facil ver que la aplicacion

st oulim : [*(N) — R

es una extension lineal (y multiplicativa) del funcional lim : ¢ — R definido sobre las
sucesiones convergentes. Ademds se tiene

liminfr, <stulimr, <limsupr,
n—>00 n,D N—00
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para toda sucesién acotada {r,},eny C R.

Notemos que *R contiene como subconjuntos internos a las ultrapotencias *Q = Q¥/D
y *N = N¥/D, que son las versiones no-estandar de los subconjuntos Q y N de R. También
Q v N estéan contenidos en *R (por medio de la inmersién candnica) pero, como veremos,
estos subconjuntos no son internos. Sobre las versiones no-estandar de estas estructuras
conocidas podemos definir versiones no-estandar de todas las operaciones y relaciones usua-
les. Podemos por ejemplo calcular el factorial de un nimero hipernatural N € *N, como
antes calculamos el médulo de un niimero hiperreal; o podemos definir cudando un nimero
hipernatural divide a otro. A veces se justifica este hecho mediante el artificio de incluir
en la signatura de la estructura original simbolos para todas sus funciones y relaciones
—o0 las que sean necesarias; las versiones no-estandar son entonces las interpretaciones de
tales simbolos en la ultrapotencia. Como ya hemos dicho y practicado, podemos en cambio
hablar simplemente de ultralimites de las funciones y relaciones pertinentes, de la manera
que definimos antes. En lo que sigue damos un marco mas amplio para este enfoque.

Introdujimos anteriormente el concepto de subconjunto interno (y relacion interna) de
un ultraproducto, y también el de funcion interna entre dos ultraproductos. Estas ideas
admiten un tratamiento mucho mas general, y también ttil. Esbozamos a continuacion la
construccion de los universos no-estandar. Ofrecemos una exposicion intermedia en cuanto
al nivel de detalles incluidos, en relacién a las que encontramos en la literatura; para una
presentacién més pormenorizada consultar por ejemplo [5].

En lugar de trabajar en un tnico ultraproducto, queremos considerar todo un universo
de ultralimites de elementos, conjuntos, funciones, familias de conjuntos, y asi siguiendo.
Partimos de un conjunto base B, que contendra los elementos ‘estandar’ de nuestro univer-
so, suficientemente rico para la matematica que queramos desarrollar; por ejemplo B = R.
Lo importante es considerar a los elementos de B como individuos o urelementos, es decir
no como conjuntos. Formamos el universo a partir de ellos. Preliminarmente definimos

Vo(B) = B, Vi1(B) =V (B)UP((Vi(B))
inductivamente en k£ < w, y luego

V=V(B) =] Vu(B).

k<w

Pero lo que deseamos es una ampliacion *V de esta superestructura, compuesta por ul-
tralimites de los objetos de V, y una funciéon * : V — *V que asigne a cada objeto o del
universo estandar V su versién no-estandar *o.

Podemos estar tentados a definir *V como una ultrapotencia no principal V¥ /D de V,
considerando a V como una estructura sobre la signatura o = {€} con un simbolo para la
relacion de pertenencia. La funcion * : V — *V seria precisamente la inclusién canénica.
El primer problema es que tal ultrapotencia no conservara la ‘estratificacion’ que posee
VY= Uk<w V. Por ejemplo, si cada a, € V es una familia de rango n, i.e. a, € V,, \ V,,_q,
no podremos asignarle un rango al ultralimite ulima,, al menos no un rango finito. Si
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miramos las inclusiones Vo C V; C ... como una torre, podemos decir que queremos
expandirla horizontal pero no verticalmente.

Una solucion a este problema es formar *V como una ultrapotencia acotada de V:
partimos de numerables copias de V junto con un ultrafiltro no principal D, pero la cons-
truccién difiere de la usual en que el dominio estd compuesto tinicamente por ultralimites
ulim a,, para sucesiones {a,} con rango acotado médulo D. Para tales sucesiones es claro
que existird k tal que a,, € Vi \ Vi_1 D-a.e.(n), y éste sera el rango de ulim a,,. El conjunto
de los elementos de rango cero es precisamente la ultrapotencia usual *B = B“/D, y los
de rango mayor se interpretan como conjuntos o familias de conjuntos a partir de estos
elementos. Pero no son realmente conjuntos o familias de conjuntos, ni la interpretacién
para € es exactamente la relacion de pertenencia. Nos gustaria que lo fueran. Asi, por
ejemplo, querriamos que *Vy = ulim V| fuera efectivamente el conjunto de los elementos
de rango cero, i.e. *Vg = *B.

En otras palabras, nos gustaria que *V(B) C V(*B). Redefiniremos pues las clases de
equivalencia a/D = ulim, pa, como elementos de V(*B), en el espiritu de la Observa-
cién 1.2.4. Esto se logra por induccién en el rango de ulim a,,. Llamemos

Wy ={a€V¥:a, €V, D-a.e.(n)},

de forma que la unién W = (J,_, W} contenga a todas las sucesiones de rango acotado
modulo D. Los ultralimites de rango cero ya son elementos de *B C V(*B). Para a €
Wi\ Wi_1, k > 1, redefinimos inductivamente

a/D = ull’lr)n a, ={b/D € V(*B) : b, € a, D-a.e.(n)},

)

que es correcto pues si b, € a, D-a.e.(n), entonces b € Wj_;. Aunque sea redundante
repitamos que, de este modo, si b, € a, para casi todo n, entonces ulimb,, € ulima,, en el
sentido usual de la pertenencia de conjuntos.

Se define la aplicacién * : V(B) — V(*B) por *o = ulim, p o, en el nuevo sentido de
este ultralimite; resulta una inmersion de la primera superestructura en la segunda: o € p
si y solo si *o € *p. Notemos que *Vy = *B y que, en general,

Vi = {uh’lr)n a, € V(*B) : a, € Vi D-a.e.(n)}.
n,
El universo no-estandar es la coleccién de todos los ultralimites asi construidos,

Y = U *Vk;
k<w
o equivalentemente

*V={ueV(B):ué& o para algin o € V}.

En efecto, los elementos de la unién de arriba son miembros de algiin elemento en la imagen
de *, a saber algin *Vy, y reciprocamente si u € oy o € V entonces u € *V.
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Observacion 1.4.1. Desde ya, la imagen de * esta contenida en *V; pero no coincide con
*V si la base B es infinita. No alcanza por ejemplo a todos los elementos de rango cero,
pues la restriccion de * a Vo = B es la inclusion candnica de B en *Vy = *B, que no es
suryectiva, como vimos antes. No todo ultralimite es la versiéon no-estandar de un objeto
estandar, por lo que *V es efectivamente una ampliaciéon del universo V.

Nota. Construimos el universo no-estandar utilizando un ultrafiltro no principal sobre
I = w. Se puede bien construir a partir de ultrafiltros sobre conjuntos I arbitrarios; la
condicién de ser no principal se debe cambiar por otra mas estricta para asegurar que *V
extienda propiamente a V, i.e. que * : V — *V no sea un isomorfismo.

Definicién 1.4.2. Los objetos u € V(*B) que estan en *V son llamados internos. Los que
no, externos.

Esto generaliza nuestras nociones de conjuntos, funciones y relaciones internas. En
efecto, un ultraproducto sobre factores M, C B se puede considerar como un conjunto
interno M = ulim M,, € *V, y sus subconjuntos internos son los elementos de P(M)N*V.
En el caso de una ultrapotencia M = *N, el algebra de sus subconjuntos internos es
precisamente *P(N). El producto cartesiano de dos conjuntos internos u,v € *Vy, k > 1,
es de vuelta un conjunto interno, u X v € *V, 3, como se verifica facilmente a partir de la
definicién conjuntista de pares ordenados. Una relacién interna es un subconjunto interno
de un tal producto, y lo mismo una funcién interna entre dos conjuntos internos.

La propiedad fundamental del universo no-estandar *V es un principio de transferencia,
y no es otra cosa que una versién del teorema de Los adecuada para esta construccion.
Decimos que una férmula sobre la signatura o = {€} tiene cuantificadores acotados si
es equivalente a una en la que todos los cuantificadores aparecen en la forma Vr € y
6 Jr € y. Formalmente, Vx € y ¢(x,y) abrevia la férmula Vz(z € y — ¢(z,y)), mientras
que dx € y ¢(x,y) abrevia Jz(x € y A ¢(z,y)). Notemos que —Vz € y ¢(z,y) equivale
efectivamente a dx € y —¢(x,y).

Teorema 1.4.3. Sea ¢(x1,...,xy) una oc-formula con cuantificadores acotados y sean
a* €W, k=1,...,m, sucesiones de rango acotado modulo D. Se tiene

Vi o¢(a'/D,...,a"/D) <= V= ¢(a.,...,a") D-a.e.(n).

Demostracion. Por inducciéon en la complejidad de ¢. Cuando ¢ es de la forma z; € 9
0 r1 = x9, se sigue inmediatamente de la construccion. En el paso inductivo, los casos
¢ =1 ANxy ¢ = salen de las propiedades de ultrafiltro de D. Si ¢ = Jxg € zy ¥ (x0, T),
tenemos

*V = ¢(a/D) sii  existe a® € W con a°/D € a*/D y *V = 4(a’/D,a/D),
sii  existe a” € W tal que [a® € a¥ v V |= 4(a®, a,)] D-a.e.(n),
sii  [existe a) € aF tal que V = (a2, a,)] D-a.e.(n),
sii V[ o(a,) D-a.e.(n).



1.4. ULTRAPOTENCIAS Y UNIVERSOS NO-ESTANDAR 25

Es crucial que los cuantificadores estén acotados: si para casi todo n tuviéramos a2 € V
con V = ¢(al, a,), la sucesiéon a® = {a’}, <, podria no tener rango acotado médulo D, y
dri “V satist | existencial de ¢. L dicién a? € af D-
no podriamos asegurar que *V satisfaga el existencial de ¢. La condicién a, € a, D-a.e.(n
con a* € W lo asegura. ]

El primer corolario es inmediato.

Corolario 1.4.4 (Principio de transferencia). La aplicacion * : V. — *V es una inmersion
elemental acotada, es decir:

VEo¢o,...,0") <= *VE ¢, ..., 50"
para toda oc-férmula ¢(z1, . . ., ) con cuantificadores acotados y elementoso',... 0™ € V.
Corolario 1.4.5. La aplicacion * : V(B) — V(*B) es una inmersion elemental acotada.

Demostracion. Por el corolario anterior, basta probar que la inclusion
i:"V(B) = V(*B)

es una inmersion elemental acotada.

Observemos que *V(B) es un submodelo transitivo de V(*B), es decir: si u € vy
v € *V(B), entonces u € *V(B). Esto es claro a partir de la construccién de los elementos
de *V(B).

Ahora la prueba procede por induccién en la complejidad de las férmulas con cuantifi-
cadores acotados, del modo usual. Baste notar que, si V(*B) |= 3z € v ¢ para v € *V(B),
y siu € V(*B) es un elemento que realiza el existencial, se tiene entonces u € v, y por tran-
sitividad v € *V(B); usando la hipdtesis inductiva se deduce que *V(B) | Jz € u . O

Observacion 1.4.6. Los resultados anteriores siguen valiendo si consideramos una signatura
o’ que extienda a oc. Por simplicidad comentemos tinicamente el caso en que las interpre-
taciones de los nuevos simbolos de ¢’ en V son de hecho elementos de V. Por ejemplo, si
incluimos simbolos para la relacién de orden o la suma en R, sus interpretaciones <, +
son conjuntos en la superestructura V(R). En el universo no-estandar *V(R), las interpre-
taciones de dichos simbolos han de ser precisamente los conjuntos * < y *4. Definiendo
las férmulas con cuantificadores acotados del mismo modo que antes e interpretando los
nuevos simbolos de este modo, el principio de transferencia sigue siendo valido. Esto se
puede pensar como una consecuencia del mismo principio 1.4.4 (6 1.4.5), leyendo los nue-
vos simbolos como objetos de V y reescribiendo las férmulas para utilizar inicamente la
relacion €.

Como una aplicacién del principio de transferencia mostremos que la inclusién *V(R) C
V(*R) es estricta. El enunciado todo subconjunto acotado de R tiene supremo se escribe
facilmente como una propiedad con cuantificadores acotados, y el principio asegura en-
tonces que, en el universo no-estandar *V(R) (o en V(*R)), todo subconjunto (interno)
de *R tiene supremo. En particular, como N C *R estd acotado (por cualquier hiperreal
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infinito y positivo ¢ R;) pero no tiene supremo (restar 1 a cualquier cota superior da
una cota superior menor), se concluye que N es de hecho un subconjunto externo de *R.
De modo similar podemos probar la misma conclusion respecto de los subconjuntos Ry,
Ry, Q 6 *N\ N.

A continuaciéon deducimos un principio util para probar que ciertos subconjuntos son
internos.

Teorema 1.4.7 (Principio de definicién interna). Sean v,u', ..., u™ € *V objetos internos
y sea ¢(xo, X1, ..., Tm) una formula con cuantificadores acotados. El conjunto

w={ucv:*VEd(u,u,... u"}
es interno.

Demostracion. Consideremos n < w tal que v, u!, ..., u™ sean todos elementos de *V,,. La
férmula con cuantificadores acotados

Vz,21,..., 2, €V,Jy eV Ve eV, j(x €y <= (x€zN@(x,21,...,2Tp)))

vale en V. Aplicando el principio de transferencia y tomando u* por z; v v por z, se tiene
que
Jy e *V,Vr €*V, (z €y < (v €vAd(z,ut,....u™)).

Tal y es sin duda el w del enunciado, de donde w € *V,, C *V es interno. ]

Tomando el principio de transferencia como caracteristica definitoria, es posible dar una
definicion abstracta de universo no-estandar. Se dice que cualquier inmersién elemental
acotada

V(X)) = V(Y)

entre dos superestructuras sobre bases infinitas X, Y, induce un universo no-estandar sobre
X,
V(X)) ={ue V() :ue o para algin o € V(X)}.

Se pide en realidad una condicién adicional: que {*a : @ € A} sea un subconjunto propio de
*A para todo A C X infinito, de modo que en particular la inmersiéon * no sea suryectiva.
Observemos que *V(X) se puede escribir, igual que antes, como la unién J,_, *V,(X).
Usando las ideas de la demostracion de 1.4.5 se puede ver que la restriccién

“LV(X) = V(X))

es también una inmersién elemental acotada, y por tanto los universos no-estandar asi de-
finidos gozan de un principio de transferencia.

En la proxima seccién analizaremos una propiedad adicional —fundamental para el
desarrollo del capitulo siguiente— que es usual pedir a un universo no-estandar, y que
puede pensarse indistintamente como una forma de saturacion o de compacidad.
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1.5. Compacidad numerable

Introdujimos los ultraproductos como una forma de limite l6gico de estructuras. Al
considerar ultrapotencias, es decir ultraproductos con todos sus factores iguales, vimos sin
embargo que el resultado puede ser una estructura distinta y mas rica que la original, como
en el caso de R y *R. Esto sugiere que nuestra intuiciéon de los ultraproductos como un
limite es insuficiente. Hay otro fenémeno a explicar, y consiste en que los ultraproductos
suelen aumentar y completar las estructuras consideradas.

Restringiéndonos al caso de ultraproductos M = [],,_ M, /D con numerables facto-
res, veremos a continuacién que, cuando D es no principal, estos gozan de una forma de
compacidad numerable respecto de sus subconjuntos internos.

Teorema 1.5.1. Si {Ai}k<w €s una familia numerable de subconjuntos (o relaciones)
internos del ultraproducto M con la propiedad de interseccion finita, entonces [\, Ar # 0.

Demostracion. Escribamos Ay = ulim,, p Ay, para ciertos subconjuntos Ay, C M, (6 M.
Entonces para todo m < w es () # (), Ay = ulim, p (,—, Akn,. Por tanto

m
0 # ﬂ Agn D-a.e.(n).

k=1
Consideremos los conjuntos E,, = {n < w : 0 # (_; Ak}, que estdn todos en D. Por
cuanto ﬂ;”:ll Apn C Ny Ak, se tiene E,, . C E,, para todo m. Dado n € Ej, sea m(n)
el mayor ntimero natural m < n tal que n € E,,. Elijamos elementos z,, € ﬂzl:(?) Agn-

Sin € Ey, Nwspy, entonces m < m(n) y por tanto x, € (-, Agn. Como D es no

principal, el conjunto ws,, estd en D. El conjunto de los n tales que =, € ()i—; Akn
contiene por tanto a £, Nws,, € D, y concluimos que

T, € ﬂ Agp D-a.e.(n),

k=1
de donde ulim,, p =, € ulim,, p (;—, Axn = e, Ax para todo m. N

Equivalentemente, si A es un subconjunto interno de M cubierto por numerables sub-
conjuntos internos A, entonces A es cubierto por una subfamilia finita de los mismos: la
interseccion (), (A \ Ax) es vacia, luego alguna interseccién finita también lo es.

Cuando un universo no-estandar *V satisface el resultado anterior, es decir cuando toda
familia numerable de conjuntos internos con la fip tiene interseccién no vacia, decimos que
*V es Ny-saturado. El universo no-estandar *V(B) dado por la construccién de la seccién
anterior es Wy-saturado: la prueba puede calcarse de la anterior cambiando ‘A, C M,’
por ‘A, € V(B)'.

Si la propiedad expresada en 1.5.1 evoca una forma de compacidad, la expresada por
la siguiente equivalencia corresponde a la idea de saturacion. Diremos que una relacion
binaria R C A x C es satisfacible sobre E C A (en C) si existe b € C tal que (a,b) € R
para todo a € F; diremos que es finitamente satisfacible sobre E (en C') si es satisfacible
(en C') sobre todo subconjunto finito de E.
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Teorema 1.5.2. Un universo no-estandar *V es Ri-saturado si y solo si toda relacion
binaria interna R € *V finitamente satisfacible sobre un subconjunto numerable E (posi-
blemente externo) de su dominio es satisfacible sobre E.

Demostracion. (=) Sean R una relacién binaria interna y F un subconjunto numerable
de su dominio. Consideremos las secciones

R, ={b: (a,b) € R}.

Usando 1.4.7 es claro que los conjuntos R, son internos. Si R es finitamente satisfacible
sobre E, entonces la familia numerable {R, },cp tiene la propiedad de interseccion finita:
dado F' C FE finito, existe b tal que (a,b) € R para todo a € F, esto es b € [,.p Ra. Por
hipétesis existe entonces b € (), Ra; se tiene (a,b) € R para todo a € E.

(<) Sea {Ag}r<, una familia numerable de conjuntos internos con la propiedad de
interseccién finita; podemos suponer A, C A; para todo k. Definimos la relacién

acF

R={(Az):z€Ac PA).

A partir de 1.4.7 es facil verificar que R es interna. La familia { Ay }r<, es un subconjunto
numerable de *P(A;). Ademds, dados Ay,,..., Ay, ¥y @ € [;_, Ay;, se tiene (Ay;,r) € R
para cada j = 1,...,n. Es decir, R es finitamente satisfacible sobre { Ay }x<,. Se sigue por
hipétesis que existe x con (Ag,x) € R para todo k, es decir x € [, _,, Ak ]

Observacion 1.5.3. Notemos que la equivalencia sigue valiendo si en lugar de pedir que R
sea interna pedimos meramente que las secciones R, sean conjuntos internos.

En este contexto es 1til pensar las relaciones como conjuntos de condiciones o propieda-
des, y viceversa. Decir que R es satisfacible sobre E en C' se puede parafrasear diciendo que
las condiciones {(a,x) € R}.cp en la variable x son satisfacibles en simultdneo por un ele-
mento de C'. Si ahora tenemos un conjunto interno C'y un conjunto {¢x(z) }ren de numera-
bles condiciones dadas por férmulas ¢ () con pardmetros internos (es decir, con constantes
para elementos de *V), podemos considerar la relaciéon R = {(k,b) € Nx C': *V |= ¢, (b)}.
Si las férmulas tienen cuantificadores acotados, las secciones Ry seran conjuntos internos,
por 1.4.7. Asi, un universo es N;-saturado si y sé6lo si todo conjunto numerable de condicio-
nes con cuantificadores acotados en una variable (0 mas) que sea finitamente satisfacible
en un conjunto interno C' es de hecho satisfacible en C'.

Corolario 1.5.4. Sea *V(B) C V(*B) un universo Wy-saturado. Si C € V(*B) es infinito
numerable, entonces es externo.

Demostracion. Supongamos que C' = {b }r<,, es interno. El conjunto numerable de condi-
clones = # by, es finitamente satisfacible en C', porque C' es infinito. Por saturacién existe
b € C distinto de todo elemento de C', 1o que es absurdo. ]

Volvamos a considerar o-estructuras. La propiedad del Teorema 1.5.1 sélo tiene sentido
en ultraproductos, pues habla de subconjuntos internos; podemos preguntarnos si es posible
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dar un analogo basado en los subconjuntos definibles. Resenando brevemente la bonita
exposicién de Tao en [26], podemos convertir la propiedad de compacidad numerable en
una forma de completitud logica. Supongamos dada una o-estructura M. Una o-férmula

¢(r1,...,x,) en m variables libres se puede pensar como una funcién
M M™ =2
quevale lena = (a',...,a™) € M" siy sélosi M [ ¢(a). Podemos decir que una sucesion

{@n }n<w de m-tuplas de M es elementalmente de Cauchy en M si, para toda o-féormula ¢
en m variables libres, el valor de ¢ (a,,) es constante a partir de cierto de n. Si @ es otra
m-~tupla, diremos ademas que a,, converge elementalmente a a cuando, para toda o-férmula
¢ en m variables libres,

lim 6™ (@,) = ¢*(a).

n—oo

Por dltimo, la c-estructura M se dird elementalmente completa cuando toda sucesion
elementalmente de Cauchy en M sea elementalmente convergente en M.

Proposicion 1.5.5. Sea M una estructura sobre una signatura numerable. Toda sucesion
{@n}n<w de m-tuplas en M tiene una subsucesion elementalmente de Cauchy.

Demostracion. Podemos enumerar las férmulas en m variables libres: ¢, ¢, . . .. El valor de
gb{"‘(dn;) es constante para alguna subsucesion {an; }icw de {@n}n<w. Una sub-subsucesién

{@,2} ;<. hace que ¢3"(d,2) sea también constante. Continuamos extrayendo subsucesiones
J J
{dn§ }j<w de este modo; la diagonal {@,x }r<., resulta elementalmente de Cauchy. O

Teorema 1.5.6. Si la signatura es numerable y M es un ultraproducto no principal sobre
numerables factores, entonces M es elementalmente completo.

Demostracion. Sea {a,}n<, una sucesiéon elementalmente de Cauchy de m-tuplas de M.
Tomemos {¢y }r<, una enumeracién de todas las o-férmulas ¢(z) tales que

lim ¢M(a,) = 1.

n—oo
Para cada k < w sea Ay, = ¢p(M) = {a € M™ : M |= ¢r(a)}, que es un subconjunto o
relaciéon interna de M, por el teorema de Los.

La familia {Ay}x<, tiene la propiedad de interseccién finita: como {ay }r<. es elemen-
talmente de Cauchy, para cada k existe ny tal que a,, € Ay para todo n > ny; considerados
finitos k, basta tomar el mayor de los naturales n y luego a,, estara en la interseccién de
los finitos Aj, en cuestion.

Por compacidad numerable existe a € [, _,, Ax. Si ¢ es una o-férmula en m variables
libres, entonces para algin k es ¢ = ¢, o bien ¢ = —¢y. Respectivamente se tendrd ¢ (a) =
16 ¢M(a) =0, pues a € Ay, pero en cualquier caso

¢™(a) = lim ¢™(an),

n—oo

como queriamos. ]



30 CAPITULO 1. ULTRALIMITES

En particular, una ultrapotencia *A de una estructura A se puede pensar como una
completacion légica de N. Sobre el lenguaje de los cuerpos ordenados, por ejemplo, la
estructura R es incompleta: la sucesién {1/n} tiene una subsucesién de Cauchy, por 1.5.5;
pero dicha subsucesion no puede ser elementalmente convergente, pues el limite deberia
ser positivo y menor que todo real de la forma 1/n (tales propiedades son expresables en
la signatura). La extension *R es en cambio completa, por 1.5.6.

Observemos que estas nociones de convergencia dependen fuertemente de lo que sea ex-
presable mediante la signatura o: se restringen al aspecto 1égico de las estructuras conside-
radas. Asi, la completitud elemental es moralmente més débil que la compacidad numerable
en el sentido de més arriba. En su lugar, es equivalente (bajo una signatura numerable) a
que toda familia numerable de conjuntos definibles con la propiedad de interseccién finita
tenga interseccion no vacia. Una implicaciéon se prueba como en 1.5.6. Para la otra, podemos
suponer que tenemos una sucesion decreciente de conjuntos definibles no vacios; tomamos
un elemento de cada uno y extraemos una subsucesién elementalmente de Cauchy, por
1.5.5; la misma es convergente, por hipdtesis, y el limite estéa en cada uno de los conjuntos
considerados.

Si nos restringimos a sucesiones de m-tuplas para un m fijo, la nocién de convergencia
elemental es de hecho la inducida por la topologia generada en M™ por los subconjuntos
definibles. Cuando la signatura es numerable, la completitud elemental equivale a afirmar
que M™ es compacto bajo dicha topologia para todo m. Queriamos establecer un analogo
de la propiedad 1.5.1 para estructuras, y el que hemos expuesto puede pensarse enton-
ces como una forma de compacidad topoldgica. Con todo, debemos decir que existe otra
nocién analoga, sutilmente mas fuerte que la de completitud elemental, y que es la que
verdaderamente se usa. Es la idea de saturacion para modelos, y se expone al final de la
seccién siguiente.

1.6. Herramientas de teoria de modelos

En esta seccion final enumeramos concisamente varios conceptos y resultados de la
teoria de modelos que usaremos en el Capitulo 3. Los detalles y las demostraciones ausentes
se pueden encontrar en [19, 4, 5].

Subestructuras, extensiones y morfismos

Dadas dos o-estructuras M y N, se dice que la primera es una subestructura de la
segunda, o que la segunda es una extension de la primera, cuando M C N y ademas:
RM c RN y fM = fN|\ para cada letra de relacién o de funcién R, f € o0, y M =V
para cada letra de constante ¢ € 0. Esto equivale a afirmar que la inclusién M < AN sea
una inmersion, es decir una funciéon n que respete las férmulas atémicas ¢:

M= ¢(ay, ... ,an) sty sélosi N = o(n(ar),...,n(an))
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para todos ay, ..., a, € M. Sise tiene sélo una inmersién (no necesariamente una inclusién
de conjuntos) podemos decir que M es embebible en N'. Nétese que toda inmersion 7 es
inyectiva y verifica n(fM (a1, ..., am)) = fN(n(ay), ... ,nlaw)), n(c") = V. El 'si y sélo si’
de arriba se extiende automaticamente a férmulas libres de cuantificadores. Cuando vale
para féormulas arbitrarias se dice que 7 es una inmersién elemental, como ya hemos dicho
antes. Si la inclusion M < N es elemental se habla de una subestructura (o extensién)
elemental, y se nota M < N. Observemos que en dicho caso se tiene M = N. Un
isomorfismo es, desde ya, una inmersion biyectiva, y resulta siempre elemental.

Dada una cadena de extensiones My C M; C ..., la unién de todas las relaciones y
funciones induce una o-estructura sobre la unién de los dominios de las My, que denotamos
por la uniéon M, = J, ., My; lo mismo cambiando w por otro ordinal a. Los siguientes
hechos se verifican facilmente.

Proposicién 1.6.1. Sea { My }r<n una familia de o-estructuras.
= 51 My C My y My, My < My, entonces My < M.

s Si las estructuras forman una cadena elemental My < My < ..., la union M,
verifica My < M, para todo k. Si ademds es My, < N para otra o-estructura N y
para todo k < «, entonces My, < N.

Enunciamos a continuaciéon una consecuencia clasica del teorema de compacidad.
Teorema 1.6.2 (Lowenheim-Skolem). Sea M una o-estructura infinita.

» (Descendente) Si A C M es un subconjunto, existe una subestructura elemental N <
M con A C N y de cardinal menor o igual a |A| + |o| + Ro.

n (Ascendente) Si Kk es un cardinal mayor o igual a |M|+ |o|+ R, existe una extension
elemental M < N de cardinal k.

La nocién de equivalencia elemental, que se define en términos logicos, tiene un equi-
valente puramente algebraico, que enunciamos a continuacién. Una implicacion es trivial,
la otra requiere trabajo y asume la Hipétesis Generalizada del Continuo.

Teorema 1.6.3 (Keisler-Shelah). Dos o-estructuras M y N son elementalmente equi-

valentes si y solo si existen un conjunto de indices I, un ultrafiltro D sobre I y un
o-isomorfismo M! /D ~ N1 /D.

Eliminacion de cuantificadores

Algunas teorias de primer orden tienen un atributo privilegiado: cualquier propiedad
definible en sus modelos se puede escribir sin usar cuantificadores. En otras palabras, T’
elimina cuantificadores si para toda férmula ¢(Z) existe una férmula libre de cuantificadores
() en las mismas variables libres de manera que

T EVYz(6(z) < ¥(7)).
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Los ejemplos paradigmaticos de eliminacion de cuantificadores son la teoria de los 6rdenes
lineales densos sin extremos y la teoria de los cuerpos algebraicamente cerrados. También
la teorfa de (R, +,—,-,<,0,1), donde por ejemplo la férmula 3z 22 + yx + 2 = 0 en las
variables libres y, z es equivalente a 0 < y? — 4z.

Observacidén 1.6.4. Si T elimina cuantificadores y M, N son modelos de T, M una subes-
tructura de N, entonces M es automdticamente una subestructura elemental de N. En
efecto, si M C N entonces ambos modelos verifican las mismas férmulas libres de cuanti-
ficadores con parametros de M. Como toda férmula es equivalente a una libre de cuantifi-
cadores, entonces M < N. Por lo mismo toda inmersién entre modelos de T es elemental.

El siguiente criterio no trivial nos serd 1til mas adelante:

Teorema 1.6.5. Sea T una teoria con la siguiente propiedad: cada vez que se tienen M, N
dos modelos de T, A C M, N una subestructura comin, a una tupla en A y ¢(Z,y) una
férmula libre de cuantificadores con M = Jyd(a,y), entonces también N = Jyo(a,y).
Luego T elimina cuantificadores.

Tipos y modelos saturados

Un elemento o una tupla en un modelo no siempre queda determinado por una férmula
de primer orden, posiblemente ni siquiera por el conjunto de todas las férmulas que satisfa-
ce. Inversamente hay conjuntos de férmulas que, pudiendo ‘moralmente’ ser satisfechos por
algun elemento o tupla, no lo son. A veces estos elementos ‘posibles’ son mas importantes
que los reales. Un n-tipo p sobre un subconjunto A C M en una c-estructura M es un
conjunto de o4-férmulas en las variables libres 1, ..., z, que es consistente con Th4(M).
Aqui 04 denota la signatura ¢ aumentada con constantes para cada uno de los elementos
de A, y Tha(M) denota la teoria de la o4-estructura M, interpretando las nuevas cons-
tantes de la manera obvia. Pedir que el conjunto de férmulas p U Th (M) sea consistente
equivale a que p sea finitamente satisfacible en M: que para todo A C p finito exista una
tupla a en M con M = ¢(a) para todo ¢ € A. Usando compacidad se sigue que para todo
tipo p existen una extension elemental M < A y una tupla b en su dominio que satisfacen
simultdneamente todas las férmulas de p. Se dice que b realiza a p en N.

Un n-tipo p sobre A en M se dice completo si ¢ € p o bien —¢ € p para cada
é(x1,...,2,) € 0a. Al espacio de todos los n-tipos completos se lo nota SM(A) (pues
es el espacio de Stone del dlgebra de Lindenbaum de Th4(M) en n variables libres). Todo
tipo esta contenido en un tipo completo (como todo filtro en un ultrafiltro). Dada una
tupla @ en M, el conjunto tpM(a/A) = {p(Z) € 04 : M |= ¢(a)} es obviamente un tipo
completo y realizado por a.

Un modelo M se dice k-saturado para un cardinal infinito x si, para todo A C M con
|A| < Ky todo p € SM(A), p se realiza en M. Basta chequearlo para n = 1. Equivalente-
mente, todo conjunto de condiciones finitamente satisfacible en M con parametros en un
subconjunto de cardinal menor a x es de hecho satisfacible en M. En el contexto de un
modelo k-saturado, es usual denominar pequenios a los subconjuntos A C M de cardinal
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menor a k, es decir aquellos bajo la hipétesis de la propiedad de saturacién. Un modelo
M se dice saturado si es | M |-saturado.

Observacion 1.6.6. Como los subconjuntos de un ultraproducto definidos por formulas con
parametros son internos, el Teorema 1.5.1 implica que todo ultraproducto no principal sobre
numerables factores es N;-saturado. Notemos también que un modelo M es N;-saturado si
y s0lo si es elementalmente completo como o 4-estructura para todo A C M numerable. En
cuanto a los universos no-estandar, si se los entiende como (super)estructuras sobre una
signatura con el simbolo para la pertenencia, la nocién de Ny-saturacién no es exactamente
la de esta seccion: hay que restringir las férmulas a aquellas con cuantificadores acotados
y variables libres acotadas.

Los modelos saturados quedan caracterizados por su tamano y sus propiedades elemen-
tales.

Teorema 1.6.7. Sean M y N modelos saturados de igual cardinalidad. S M = N,
entonces M ~ N

Observacion 1.6.8. Si asumimos la Hipotesis del Continuo, el Teorema 1.6.7 completa nues-
tra intuicién de que los ultraproductos son ezactamente un limite 16gico saturado de sus
factores, al menos para el caso de numerables factores de cardinal menor o igual a Ny y
un ultrafiltro no principal. En efecto, sabemos que un tal ultraproducto resulta entonces
saturado y que tiene por teoria a la ‘D-interseccién’ de las teorias de sus factores (i.e.
el teorema de Lo$ restringido a sentencias); el teorema afirma que dichas propiedades lo
caracterizan completamente en tanto o-estructura (salvo cardinalidad). De la Hipotesis
N; = 2% y el teorema anterior se sigue también que el cuerpo de los reales no estandar *R
queda definido con independencia del ultrafiltro no principal elegido para la ultrapotencia.

Podemos asegurar una provision abundante de modelos saturados. Por comodidad asu-

mimos la Hipdtesis Generalizada del Continuo.

Teorema 1.6.9. Sea M una o-estructura infinita y sea k un cardinal con |o| < k, | M| <
2%, Entonces existe una extension elemental saturada M < N de cardinal 2.






Capitulo 2

La medida de Loeb

Presentamos una aplicacién de la teorfa de ultralimites (o més en general de la teoria
de los universos no-estandar) en la teorfa de la medida. En las Secciones 2.1, 2.3 y el primer
apartado de 2.4 seguimos de cerca la clara y agil exposicién de Cutland [7], completando
algunos de los detalles que alli se omiten. Trabajamos implicitamente bajo una signatura
adecuada para un universo no-estandar suficientemente rico; no nos interesaran otras pro-
piedades algebraicas de los objetos estudiados, por lo que los tratamos como conjuntos y
no como estructuras.

2.1. El espacio de Loeb

Sea M un ultraproducto no principal sobre numerables factores, o més en general un
conjunto interno en un universo no-estandar X;-saturado, por ejemplo construido como en
la Seccién 1.4. Sea A un algebra interna de subconjuntos de M junto con una medida interna
1 finitamente aditiva sobre A; asumamos ademas que p es finita, o incluso normalizada.
En otras palabras, sean dados (M,, A,, ti,) espacios de medida finitamente aditiva con
pn(M,) = 1, y consideremos M = ulim, p M, y A = ulim, p.A, junto con la medida
no-estandar

w = ulim p,, : A — [0, 1].
n,D

Si A=ulimA,, B =ulim B, en A son disjuntos, entonces en efecto

p(AU B) = ulim 11, (A U Bn) = ulita (0 (An) + pn(Bn)) = u(A) + p(B),

va que A, N B, = D-a.e.(n): si tuviéramos z,, € A, N B,, para casi todo n, el ultralimite
ulim x,, serfa un elemento de A N B. Alternativamente, usando el Teorema 1.4.3: la aditi-
vidad (finita) se expresa en primer orden, por lo que p hereda esta propiedad de las p,.
Ademés, p(M) = ulim p,,(M,,) = 1.

Definimos ahora fi : A — [0, 1] tomando la parte estandar de p,

(A) = st(u(A)).

35
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Recordemos que st(x + y) = st(z) + st(y) para todos x,y € *[0,1]. Obtenemos asi un
espacio de medida finitamente aditiva en el sentido esténdar, (M, A, 1). El algebra de
conjuntos 4 no seré en general una o-algebra, salvo que sea finita (pensar en el Corolario
1.5.4). Observemos sin embargo que si { Ej }ren €s una coleccién numerable de subconjuntos
disjuntos de A con la propiedad de que

E:UEkGA,

keN

entonces por la compacidad numerable tiene que haber un subcubrimiento finito de FE;
como los E}, son disjuntos, se sigue que Ej, = () salvo para finitos k. Pero entonces

UE) =Y ((Ey),

ya que se trata de una unién finita. Esto dice que (M, A, 1) satisface las hipétesis del
teorema de Hahn-Kolmogorov (o de Carathéodory), que caracteriza cudndo una medida
finitamente aditiva se puede extender a una medida o-aditiva sobre la o-algebra generada.
Existe por tanto un (tnico) espacio de probabilidad (M, o (A), /') con una medida i’ que
extiende a fi. A la completacion (M, L(A, p), 1) de este espacio lo llamaremos el espacio
de Loeb formado a partir de (M, A, p), v a su medida la medida de Loeb del mismo. Fue
introducida por Peter A. Loeb en [13].

Hemos apelado al teorema de Hanh—Kolmogorov para formar la medida de Loeb sobre
un ultraproducto de espacios de medida; podemos sin embargo construirla més artesanal-
mente, y eso es lo que haremos a continuacion.

Definicién 2.1.1. Un subconjunto arbitrario X C M se denominara un subconjunto nulo
cuando para todo real estandar ¢ > 0 exista un subconjunto interno A, € A tal que X C A,

y i(Ae) < e.

El primer paso serd probar que A es casi una o-algebra, en el sentido de que toda union
numerable de elementos de A difiere de un elemento de A por un subconjunto nulo.

Lema 2.1.2. Sea {Ap}ren C A una familia creciente, A = |J, oy Ak. Entonces existe
B e A tal que

m A C B,’
= B\ A es nulo.

Demostracion. Sea t = limy_, o, 1(Ag). Para cada k € N tenemos

R 1 1
1(Ar) < (Ar) + T St+o
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El conjunto numerable de condiciones

1
{Ar CxAp(z) <t+ E}keN

es finitamente satisfacible en A: basta tomar z = A, con k el maximo de los finitos indices
considerados. Por saturacion existe B € A tal que

—_

A C B, M(B)St—F—

o

para todo k € N. Luego A C B, y ademés i(Ay) < fi(B) < ¢ + 1 para todo k, de donde
f(B) = t. Por ultimo, B\ A C B\ A, y como ji(B\ Ax) =t — i(Ax) es arbitrariamente
pequena, la diferencia B\ A es un subconjunto nulo. [

Lema 2.1.3. El conjunto de los subconjuntos nulos de M es un o-ideal del dlgebra de
subconjuntos de M, es decir:

m 50 X CY conY nulo, entonces X es nulo;
= 51 Xj es nulo para cada k € N, entonces la union UkeN X es nula.

Demostracion. El primer item es claro. Dados X como en el segundo, sean A, € A tales
que Xy C Ag, f(Ar) < €/2F. Por el lema anterior, existe A € A tal que oy Xi C

Uren Ak C A, A(A) < limy o Z§:1 [i(A;) < €. u

Definicién 2.1.4. Diremos que dos subconjuntos E, F' C M son congruentes, £ = F|,
si FAF es nulo. Un subconjunto £ C M se dird medible Loeb cuando exista B € A
congruente a E. A la familia de subconjuntos medibles de M la notaremos L(A, i), o
simplemente L(A). La aplicacion

mr e L(A) — [Oa 1]7 ,UL(E) = I[:L(B) si B = Ea
es la medida de Loeb sobre L(A).

Teorema 2.1.5. (M, L(A), ur) es un espacio de probabilidad completo.

Demostracion. Veamos que L(A) es una o-algebra y que py, resulta o-aditiva. Si £ = A,
F =B, con A, B € A, entonces del hecho de que los subconjuntos nulos forman un ideal
se sigue que ENF =ANBe Ay que EUF = AUB € A. Es claro también que
E¢ = A° € A. Esto prueba que L(A) es un algebra de conjuntos. Ademés, si A = B,
A, B € A, entonces es facil ver que fi(A) = i(B), lo que asegura la buena definicién de py,.
Si E,F € L(A) son disjuntos, E= A€ A, F =B € A, entonces ANB=ENF =), por
lo que i(AN B) = 0; luego p(EUF) = ((AU B) = i(A) + i(B) = pr(E) + pr(F).
Sea {Ej}ren C L(A) una familia de subconjuntos disjuntos, Ey = Ay € A. Entonces

(U Ek)A(U Ay) C U EpAAy,

keN keN keN
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y como los subconjuntos nulos forman un o-ideal se tiene que (J, oy Ex = Upen Ak Por el
Lema 2.1.2, existe A € A tal que | J, .y Ar = A y con la propiedad de que

1im A Ax) = a(A).
k=1

En particular la unién de los Ej estd en L(A). Ademds, como | J,—, Ex = U], Ak v dichas
uniones tienen por tanto igual medida, concluimos que

> (B = i(A) = pi(| B

keN keN

La completitud del espacio se sigue facilmente de la construccion. [
Los conjuntos medibles Loeb se pueden caracterizar también de la siguiente manera.

Proposicién 2.1.6. Sea E C M. Entonces E € L(A) si y sélo si para todo € > 0 existen
A, Be Atales que ACEC B yu(B\A)<e.

Demostracion. (=) Sea F' € A tal que F = F. Dado € > 0 existe D € A con i(D) < ey
EAF C D, porque EAF es nulo. Sean A= F\ D, B=FUD. Entonces ACE C By
B\ A) = (D) < e.

(<) Sean A,,, B, € A tales que A, C E C B, ii(B, \ A,) < 1/n. Por saturacién existe
F € Acon A, C F C B, para todo n € N. Luego para cada n es EAF C B, \ A,, lo que
muestra que F = F. O]

2.2. Ultraproductos de espacios finitos: la medida de
contar de Loeb

Un caso que nos interesard especialmente es el que se obtiene al tomar un ultraproducto
de espacios M, finitos con la medida de contar. En el contexto de un universo no-estandar
construido como en el Capitulo 1, los ultralimites de conjuntos finitos se denominan hiperfi-
nitos. Asi, por ejemplo, el conjunto de los nimeros hipernaturales menores que un N € *N
fijo es un conjunto hiperfinito.

Recordemos que la medida de contar (normalizada) g, en un conjunto finito M, se
define sobre el dlgebra A, = P(M,,) de subconjuntos de M, mediante

1A
Al

Hn (A)

donde | X| denota la cantidad de elementos de X.
La medida g7 construida como en la seccién anterior a partir de los espacios fini-
tos (M, An, i) se denomina la medida de contar de Loeb sobre el ultraproducto M =
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ulim,, p M,,. Es claro que para subconjuntos internos A € A = ulim, p A, de M vale de
hecho

/LL(A) =st

donde |- |: A — *N es el ultralimite de las correspondientes funciones | - | : A, — N.

Observacion 2.2.1. Si el ultraproducto M es infinito, la medida de contar de Loeb no tiene
atomos, es decir todo subconjunto de medida positiva admite un subconjunto de medida
estrictamente menor y positiva. Como todo subconjunto medible Loeb es congruente a
un subconjunto interno, basta ver que todo subconjunto interno A = ulim A,, de medida
positiva se puede partir en dos subconjuntos internos de medida positiva. Por ejemplo,
podemos partir cada A,, en dos subconjuntos B,,, C,, tales que |B,| = |C,,| 6 |B,| = |Cy|+1.
Como M es infinito se tiene st(1/|M]|) = 0, y por tanto pr(ulim B,) = pr(ulimC,) =
pr(A)/2.

Un rasgo caracteristico de la medida de contar en espacios finitos es que se preserva por
biyecciones, lo que desde ya no es cierto para espacios de medida arbitrarios. En el caso
del espacio de Loeb, sin embargo, observamos que la medida se preserva por biyecciones
internas. En efecto, si f = ulim f,, es biyectiva es porque las funciones f,, son biyectivas
para casi todo n. Luego p,(Ay,) = pn(fn(Arn)) D-a.e.(n) y por tanto pur(A) = up(f(A))
para todo subconjunto interno A. Esto se extiende inmediatamente a todo subconjunto
medible Loeb. Veamos ahora que esta propiedad caracteriza completamente a la medida
de Loeb sobre espacios hiperfinitos.

Teorema 2.2.2. La medida de contar de Loeb es la unica medida de probabilidad sobre
(M, L(A)) que es invariante por biyecciones internas. Mds ain, su restriccion al dlgebra
A es la unica medida de probabilidad finitamente aditiva sobre A que es invariante por
biyecciones internas.

Demostracion. Asumimos que M es infinito. Sea S el grupo de biyecciones internas de
M y sea v otra medida de probabilidad finitamente aditiva sobre A invariante bajo S.
Probaremos que v(A) < p11(A) para todo A € A. Tomando complementos se obtiene luego
V=Uur.

Supongamos que pr,(A) < 1/m para algin m € N. Luego la medida no-estandar verifica
u(A) < 1/m. Usando el principio de transferencia, podemos afirmar que existen biyecciones
internas s; € S,i=1,...,m, tales que s;(A)Ns;(A) = 0 parai # j. Como v es S-invariante,
se tiene entonces

s

v((Jsi(A) = Z v(s:(A)) = mr(A),

i=1

de donde v(A) < 1/m. Si en cambio sabemos que pp(A) < n/m, n,m € N, entonces,
razonando como en el final de la Observacion 2.2.1, se ve que A se puede partir en n
conjuntos A;, cada uno de medida z;, menor que 1/m. Luego

n n

v(4) =3 u(4,) <

Jj=1 Jj=

1
m - m
1
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Asi queda probado que v(A) < ¢ cada vez que up(A) < ¢, si ¢ € QN [0,1]. Se sigue que
v < pr, como querfamos. O

Observacion 2.2.3. Dada una familia de grupos finitos GG,,, la medida de contar de Loeb
sobre un ultraproducto G = ulim GG, es evidentemente invariante por traslaciones, lo que
nos recuerda a la medida de Haar de grupos. Sin embargo, no tenemos en principio una
estructura natural de grupo topoldgico para G. (Fijada una signatura numerable, la topo-
logia logica generada por los subconjuntos definibles de GG lo convierte —por saturacion—
en un espacio topologico compacto; pero dicha topologia no hace de G un grupo topoldgico
—basta notar que {1} es abierto).

2.3. Funciones medibles e integracién

En un espacio de Loeb (M, L(A),ur) conviven dos nociones distintas de funciones
medibles. Las funciones f : M — R medibles respecto de L(.A) en el sentido habitual se
llaman medibles Loeb. Por otro lado estan las funciones internas F' : M — *R que son
ultralimites de funciones medibles estdndar; son aquellas que verifican F~!([a, f]) € A
para todos «, f € *R. Es natural denominarlas *medibles.

Dadas f: M — Ry F : M — *R interna, decimos que F' es un levantado de f si

f=stF pp-a.e.,

o lo que es lo mismo, si f estd infinitesimalmente cerca de F' en casi todo punto respecto
de la medida de Loeb.

Teorema 2.3.1. Una funcion f: M — R es medible Loeb si y solo si tiene un levantado
*medible. Se puede asumir incluso que el rango del levantado es hiperfinito.

Demostracion. (=) Elresultado es inmediato si f es simple (i.e. de rango finito). Asumimos
ahora que f es acotada. Tomemos funciones simples f; tales que |f — fi| < 1/28*! en todo
punto; sean Fy sus levantados *medibles. Notemos que |Fy — F}| < 1/2F en casi todo punto
si k < j. Asi, el conjunto de condiciones

{u(A) >1-1/2" AV € A |Fy(z) — F()] < 1/2%}

en el par de variables (A, F') es finitamente satisfacible en el producto del dlgebra interna
A por el conjunto interno de las funciones *medibles. Usando saturacién se obtienen A € A
de medida total y F *medible tales que |Fy, — F| < 1/2* en A para todo k. Luego f = stF'
en casi todo punto. Para el caso general, sean A,, conjuntos internos y crecientes con
My, o0 pr(Ar) = 1y tales que |f| < m en A,,. Sean F,, *medibles con f = stF,, en
casi todo punto de A,,. Como |F,, — F,| < 1/2™ en casi todo punto de A, si m < n, por
saturacion se obtienen F' *medible y un conjunto de medida total donde f = stF'. En cada
uso de saturacion podiamos pedir que el rango de F' fuera hiperfinito.

(<) Como la medida de Loeb es completa, basta ver que stF' es medible para toda F
*medible. Esto es claro si se nota que st™'([a, b]) = ,enla — 1/k,b+ 1/k] C *R. O
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En un espacio de Loeb hay que considerar también dos integrales distintas. Las funciones
f M — R integrables respecto de uy, en el sentido convencional se llaman integrables Loeb,

y su integral
/ fdur,

se define de la manera usual. Las funciones internas F : M — *R que son ultralimites
de funciones integrables estandar se denominan *integrables. Si 1 denota, como antes, la
medida ultralimite, la integral interna

/ Fdu

se define por el ultralimite de las integrales estandar correspondientes. En particular, si el
espacio es un ultraproducto de espacios M, finitos con la medida de contar y F' = ulim F},,
entonces

L1 1 )
/Fdﬂ:ug}glm Y Fuz) = 7 > F(a). (2.1)

zeMp zeM
Digamos que una funcién F' : M — *R es finitamente acotada si |F| < d para algin

hiperreal finito d € R;.

Teorema 2.3.2. Sea F' : M — *R una funcion *medible. St F' es finitamente acotada,

entonces
/sth,uL = st/Fd,u.

Corolario 2.3.3. Una funcion medible f : M — R es esencialmente acotada, f € L*®(ur),
sty solo si admite un levantado F' finitamente acotado. En dicho caso se tiene

/fduL:st/Fd/L.

La funcién parte estandar se puede extender a los hiperreales infinitos de la manera
obvia si en el codominio admitimos los reales extendidos R = R U {—00,00}. La carac-
terizacién 2.3.1 sigue siendo vélida para funciones f : M — R, pero la igualdad de 2.3.2
puede fallar si F' no es acotada. Por ejemplo, sea K € *R un hiperreal infinito y definamos
F:*0,1] - *Rpor F(z) = K siz <1/K, F(x) = 0 en otro caso. Luego | Fdu =1, pero
como stF(z) = 0 para casi todo x se tiene [stFdu;, = 0. No obstante vale la siguiente
desigualdad.

Proposicién 2.3.4. Si F': M — *R es *medible y no negativa, entonces

/sthuL Sst/Fd,u.
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Para conseguir que valga la igualdad se define una nueva nocién de integrabilidad respec-
to de u, que excluye las funciones que son grandes en conjuntos infinitesimalmente chicos.
Mas precisamente, se dice que una funcién *medible F' es S-integrable si es *integrable vy,

ademas,
/ Fdu~0
A

para todo A € A con p(A) ~ 0. Para una tal funcién F vale la pretendida igualdad; més
aun se consigue el siguiente resultado.

Teorema 2.3.5. Una funcion medible f : M — R es integrable Loeb si y solo si tiene un
levantado S-integrable F': M — *R. FEn tal caso

/fduL:st/Fd,u.

Las demostraciones omitidas se pueden ver en [14].

2.4. Aplicaciones

La medida de Lebesgue

La medida de contar de Loeb se puede utilizar para construir facilmente otras medidas
estandar conocidas, favoreciendo la intuicién de que medir es una generalizacion de la idea
de contar. Mostramos cémo construir la medida de Lebesgue en el intervalo [0, 1].

Sea N € *N\ N un hipernatural infinito. El infinitesimal At = 1/N sera la unidad de
la llamada linea temporal hiperfinita con la que aproximaremos al intervalo [0, 1]:

T = {kAt}o<k<n = {0, At,2A¢,...,1 — At} C *[0, 1],

que es un subconjunto interno e hiperfinito de *[0,1]. Sean p;, la medida de contar de
Loeb sobre T, o(Ar) la o-dlgebra generada por los subconjuntos internos de T y L(Ar)
el espacio completo de Loeb. La restriccion

stp: T — [0, 1]

de la funcién parte estandar st : *[0, 1] — [0, 1] resulta ser suryectiva. En efecto, sir € [0, 1]
y escribimos N = ulim N,,, tomemos por ejemplo k, = [rN, | € N la parte entera de rN,,.
Para cada real € > 0 se tiene entonces |r — k, /N, | < € D-a.e.(n), de donde r ~ kAt para
k =ulimk, < N (separar el caso r = 1).

Antes de seguir observemos que la medida del conjunto de puntos de T contenidos entre
dos s,t € T es
tN —sN + 1

N

Definamos ahora el dlgebra M = {E C [0,1] : stz *(F) € L(At)} y la funcién

A M =R, NE) = pp(sto ™ (EB)).

(T N [s,t]) = st = st(t) — st(s).
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A continuacién mostramos que M resulta ser el algebra de conjuntos medibles Lebesgue
del intervalo, y A la medida de Lebesgue.

Es claro que M es una o-algebra y que A es una medida completa sobre M. Mas atn,
la inclusiéon T — *R es un levantado de la funcién stt, lo que dice que ésta es medible
Loeb. Por tanto M contiene al dlgebra de Borel de [0, 1] y a su completacion.

La medida A es invariante por traslaciones: si E € My F+a € M, sea s € T tal que
st(s) = a; luego

ME +a) = pr(str™ (B +a)) = pr(ste™ (B) +5) = pr(str ™ (E)) = A(E),

pues sumar s (médulo 1) es una biyeccién interna de T. Ademaés, A([a, b]) = b—a. Para verlo,
tomemos € > 0 suficientemente chico; sean s,t € T tales que st(s) = a+e¢, st(t) = b—e. El
conjunto interno TN [s, t] estd contenido en st~ ([a, b]), y su medida de Loeb es b—a — 2e.
Luego

b—a—2e < Xa,b]).

Analogamente se prueba la desigualdad en el otro sentido. Estamos autorizados a concluir
que A extiende a la medida de Lebesgue.

Para ver que todo conjunto en M es medible Lebesgue nos apoyamos en el siguiente
resultado.

Lema 2.4.1. Si A € At es un subconjunto interno de T, el conjunto st(A) C [0,1] es
cerrado.

Demostracion. Sea {s,}n<, una sucesién de elementos de A y supongamos que st(s,,)
converge a un real a € [0, 1]. Para cada k se tiene entonces

la — s, < 1/k

a partir de cierto n. Por Ny-saturacién, existe s € A con |s — s,| < 1/k para todo k. Luego
s =~ a. Por tanto

a = st(a) = st(s) € st(A),

lo que muestra que toda sucesién convergente de elementos de st(A) converge en st(A). O

Sea ahora E € M. Puesto que sto7!(F) es medible Loeb, sea A C stp™'(F) un
subconjunto interno de T tal que pr (st 1(E) \ A) < ¢, como lo garantiza la Proposicién
2.1.6. Entonces stp(A) C E es un subconjunto cerrado, por el lema anterior. Ademds

ME \ str(A)) = pr(str ™' (E) \ str ' (str(A))) < pr(str ™' (£) \ A) <e

Esto muestra que podemos aproximar F por subconjuntos cerrados de [0, 1], lo que implica
que E es medible Lebesgue.

Hemos probado que stt 1 (E) es medible Loeb si y sélo si E es medible Lebesgue. Dada
f :]0,1] — R podemos definir f:T — R por f = fostr. Se sigue que f es medible
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Lebesgue si y sélo si f es medible Loeb; luego f es medible Lebesgue si y solo si existe
F: T — *R interna con

f(st(s)) = st(F(s)).

Se deduce ademas que f es integrable Lebesgue si y sélo si f es integrable Loeb, o bien si
y sélo si existe F' S-integrable como arriba. En cualquier caso

1 A
/0 fd\ = /dem =5ty F(s)At.

seT

Queda visto como representar la medida de Lebesgue mediante ultraproductos de la
medida de contar. Lo anterior se generaliza con facilidad para la medida de Lebesgue en
varias dimensiones; ver [14]. Mds aun, un teorema general de Anderson [1] prueba que
cualquier medida de Radon sobre un espacio topoldgico Hausdorff, como lo son la mayoria
las medidas que aparecen en el andlisis, puede ser representada mediante una medida de
contar de Loeb.

Desintegracion de la medida de contar de Loeb

En este apartado desarrollamos un andlogo —para el espacio de contar de Loeb— del
teorema de desintegracion de medidas de Rokhlin para espacios de Lebesgue. No hemos
hallado este analogo en la literatura, a pesar de que surge naturalmente al considerar el
problema de la probabilidad condicional para la medida de contar de Loeb, que se responde
facilmente. Fueron de hecho estas consideraciones las que nos llevaron al teorema clasico de
Rokhlin, que repasamos al final. Dejamos planteada la pregunta: ; puede usarse el resultado
que probamos aqui para dar una prueba no-estandar del resultado clasico para espacios de
Lebesgue? Por lo demés, el desarrollo sirve como un ejemplo interesante de aplicacion del
principio de transferencia desde los espacios finitos al espacio de Loeb.

Dados un espacio de probabilidad arbitrario con medida v y un subconjunto medible
E de medida positiva, siempre es posible inducir una probabilidad condicional vg sobre los
subconjuntos medibles de E, de la manera obvia: vg(A) = v(A)/v(F). Cuando E tiene
medida nula en general no hay una manera natural de hacer esto.

En un espacio de contar de Loeb, sin embargo, los subconjuntos internos B € A\ {0}
admiten de manera natural una medida de probabilidad, incluso cuando p(B) = 0. Se

trata de la medida de contar de Loeb 2 = (1) inducida por el ultralimite
B 4y Al L
u’(A) = B A C B subconjunto interno.

Notando BNY = {BNA : A € ¥} C P(B), observemos que el algebra de Loeb
L(B N A) donde estd definida la medida 2 puede estar estrictamente contenida en la
restricciéon B N L(A) del élgebra del espacio original. De hecho, si p(B) = 0, se tiene
BN L(A) = P(B). Para evitar este problema trabajaremos con el espacio (M, o (A), u1,),
es decir restringiéndonos a la o-algebra generada por los subconjuntos internos de M, y
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lo mismo al considerar la medida de contar de Loeb inducida en subconjuntos internos.
Nétese que o(BNA) = BNo(A).

Si ahora consideramos una particién de M en subconjuntos internos B;, posiblemente
de medida nula, se nos ocurre naturalmente preguntar si la medida py, puede recuperarse
a partir de las probabilidades condicionales 7 .. Consideremos una unién disjunta

M:U&

el

para cierto conjunto de indices I, que supondremos interno. Notemos u} = ,ufi. Nos
preguntamos si podemos dar una medida de probabilidad v, sobre el conjunto de indices
I de manera que

uslB) = [ (B0 B, (2:2)

para todo E € o(A). O en una formulacién mas general,

Awm—ﬂémﬁm (2.3)

para toda f : M — R o(A)-medible e integrable. Notemos por ejemplo que si la particién
es la conformada por los singletons de elementos de M, entonces I se puede identificar
con M vy se tiene pj (E N {x}) = xp(x); poniendo v, = ur, la férmula (2.2) se transforma
simplemente en pir,(E) = [,, xg(x)dpur.

En general, la medida correcta sobre I serd la ‘empujada’ por la proyeccion «w : M — I,
m(x) =i sil @ € B;. Més precisamente, digamos que un subconjunto J C I es medible si y

solo si
UBeL

y en ese caso definamos v,(J) = pur(7~1(J)). Nétese que hemos considerado la o-algebra
completa L(A) para determinar los subconjuntos medibles de I. Podemos llamar a v, la
medida cociente de la particion.

Asumamos ahora que la particion {B;}cr es interna. El principio de transferencia nos
da la igualdad con la suma hiperfinita

Al=3" |0 By
icl
para todo A C M interno. Luego

Al 14nB]|B] 1B,
M) = = 2B~ 2 M AN By 24)

el

La intuicién indica que al tomar la parte estandar podremos cambiar la suma por una

integral y el cociente % por el diferencial dv,. En efecto, en este contexto la medida v,
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recién definida es esencialmente la medida de Loeb de la particién {B;};e; construida a
124,
Para ser més explicitos, supongamos que tenemos escrita la particién {B;};e; como un
ultralimite de particiones {B!};cs, de conjuntos finitos M,,; si definimos v, : P(I,) — R
por vn(Jn) = [Uies, BPl/IMy| y consideramos v = ulim, p v,, entonces por definicién
tenemos, como en la igualdad (2.1) de la seccién sobre integrabilidad,

/1de = F(i) :Z:

iel

partir de la medida no estandar que toma los conjuntos B; por atomos de medida

para toda F': I — *R interna. Pero ademés v, = vy. Observando que la funcién p'(ANDB;) :
I — *[0,1] C *R es interna y finitamente acotada, de la igualdad (2.4) y el Teorema 2.3.2
deducimos

nel) = [ AN Bav. (2.5)

para todo A € A. Es rutina extenderlo a todo E € 0(A) o a toda f : M — R integrable,
en el sentido de (2.3).

Ahora nos gustaria evadirnos de requerir que la familia {B;};c; sea interna, o incluso
de pedir que los conjuntos B; sean internos. Proponemos la siguiente definicion.

Definicién 2.4.2. Digamos que una particién {E;};c; de M por conjuntos F; € o(A) es
medible Loeb si existe una particién interna {B;};,c; de M tal que la unién

| JEAB,
i€l
sea pz-nula. Podemos decir que bajo dicha condicién las particiones {F;}ier v {B;}ies son

congruentes, y notar {F; }ier = {B;}ier-

Observacion 2.4.3. Dos particiones congruentes {E;}ie; = {B;}ier inducen la misma me-
dida cociente v, sobre I. Si por ejemplo | J,.; E; € L(A), entonces, como

(JE)AalB) c|JEAB;

y el conjunto de la derecha es nulo, tenemos J,.; Ei = (U, Bi; por tanto | J,.; B; € L(A)
Y 1r(Uies Ei) = pr(U;ey Bi)- Se ve asi que las particiones inducen la misma o-dlgebra y
la misma medida cociente sobre I.

Teorema 2.4.4 (Desintegracion del espacio de contar de Loeb). Dada una particion me-
dible Loeb {E;}icr del espacio (M,o(A), ur), existe una familia {p;}ic;r de medidas de
probabilidad sobre (M, o(A)) tales que

1. pi(E;) =1 para casi todo i respecto de v,
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2. para toda f: M — R o(A)-medible e integrable, la aplicacion i — [ fdu,; es medible
respecto de la o-dlgebra cociente sobre I, y vale [ fdu, = [, [ fdpdv.,

donde v, denota la medida cociente de la particion. Ademds, si {v;}icr es otra familia de
medidas de probabilidad con las mismas dos propiedades, entonces para todo E € o(A) se
tendrd v;(E) = p;(E) vi-a.e.(i).

Noétese que, puesto que para casi todo ¢ es u;(E;) = 1, las medidas de probabilidad p;
pueden considerarse probabilidades condicionales sobre los subespacios (E;, o(E; N A)).

Demostracién. Sea {B;}icr una particion interna congruente con {E;}icr, v sean ub las
medidas de Loeb de los conjuntos internos B;. Definimos las medidas de probabilidad p;
por p;(E) = put (E N B;). En virtud de la Observacién 2.4.3 y por lo obtenido antes para
particiones internas, sabemos ya que ¢ — [ fdu; es medible y vale

[ fus = /I [ fud.

para toda f o(A)-medible e integrable, con lo cual la segunda condicién se verifica.
Queremos probar la primera condiciéon. Como J,.; £;AB; es piz-nulo, para cada k € N
existe Ay, € A con (J,.; BiAB; C Ay pr(Ax) < 1/k. Definimos ¢y, : I — R por

or(i) = g (Ax N B;).

Como cada A es interno, las funciones 5 se obtienen como la parte estandar de las
funciones internas u‘(AyNB;) : I — *R, y son por tanto medibles. Por otra parte definimos
p: I =R,
(i) = pp(Bi \ Ei).

No sabemos en principio que ¢ sea medible, pero lo probaremos a continuacién; mas ain
veremos que ¢ se anula en casi todo i, de donde p;(F;) = 1 v4-a.e., como queremos.

Notemos que B; \ F; C Ap N B;, de donde 0 < ¢ < ¢} para todo k. Por otra parte, de
(2.5) resulta

1
/(pkdl/* = /LL(Ak) < E
1

Luego, dado € > 0, se tiene {i € [ : (i) > e} C{i € [ : pp(i) > €} y

1 1
vi{i € I : pi(i) > €}) < —/gokdu* <
I

€

para todo k, lo que muestra que {i € I : ¢(i) > €} es un subconjunto nulo de I. Como
la medida v, es completa por construccién y e es arbitrario, deducimos a la vez que ¢ es
medible y nula en casi todo punto.

Sea ahora {v; };c; otra familia con las propiedades de {u; };cr. Recordemos que 7 : M —
I denota la proyeccién inducida por la particién, m(x) =i sii € E;. Dado J C I medible,
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por la condicién 1 se tiene, para casi todo i, Xz-1(5) = Xz-1(s)nE, Vi-a.e. Dado E € o(A),
usando la condicién 2 tenemos luego

pr(rH(J)NE) = /Xﬂ-—l(J)XEdﬂL = //Xw—l(J)ﬂEiXEdVidV*a
I

y lo mismo cambiando v; por p;. Como Xr-1(yng, () = x(i)XxE (), obtenemos

pr(x Y (J)NE) ://XEiXEdI/Z'dV* :/Vi(E)dl/*,
J J

y lo mismo para con las medidas p;. Igualando tenemos

/J 1i(E)dv, = /J vi(E)dv,

para todo J C I medible, lo que muestra que v;(F) = u;(E) vi-a.e.(i). O

Observacion 2.4.5. No podemos de lo anterior concluir que v; = p; para casi todo i, puesto
que el conjunto de indices i donde v;(E) = p;(E) puede cambiar con E. Podriamos deducir
esta forma fuerte de unicidad a partir de lo anterior si el espacio de medida fuera separable,
pero el de Loeb no lo es.

El enunciado del Teorema 2.4.4 emula el del teorema de Rokhlin para espacios de
Lebesgue; ver [24, 8, 32]. Un espacio de probabilidad se dice de Lebesgue si es separable
y completo médulo cero respecto de su base. A la postre resulta que un espacio es de
Lebesgue si y s6lo si es isomorfo médulo cero al intervalo [0, 1] con la medida de Lebesgue.
Rokhlin llama a una particion P de un tal espacio medible si coincide con la particion
generada por una familia numerable {A,,}, . de conjuntos medibles, es decir si

P = {ﬂ Anﬁ(n) 0 € 20')},

nw

donde usamos A,, o para denotar A, y A, 1 para denotar A¢, su complemento. Luego prueba
que toda particion medible P = {E;};c; de un espacio de Lebesgue admite un sistema
{pi}ier de medidas satisfaciendo las mismas dos condiciones del teorema de desintegracion
que probamos arriba (con las adaptaciones minimas necesarias; la medida cociente es, como
arriba, la empujada por la proyeccién). Mas atin vale la unicidad, y en el sentido fuerte de
la Observacion 2.4.5, puesto que los espacios de Lebesgue son separables. La demostracion
de la unicidad se puede calcar de la que dimos en nuestro teorema, agregando el argumento
de separabilidad.

La prueba de la existencia del sistema de medidas condicionales es en cambio mas
complicada en el caso cldsico de espacios de Lebesgue. En [8] por ejemplo se prueba primero
para el intervalo [0, 1] y se apela después a la caracterizacion de los espacios de Lebesgue
mencionada arriba. En el caso del intervalo (o de un espacio métrico compacto, como en
[32]) se puede aprovechar el teorema de Riesz de representacién de medidas borealianas en
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términos de funcionales lineales sobre el espacio de funciones continuas. La construccién
del funcional lineal no es en absoluto trivial.

Seria interesante saber si la existencia en el caso cldsico (que se reduce al del intervalo
[0, 1]) puede ser obtenida a partir del Teorema 2.4.4 usando la representacién de la medida
de Lebesgue del intervalo mediante la medida de contar de Loeb (véase el apartado ante-
rior). En particular podemos preguntarnos: dada una particién P del [0,1] medible en el
sentido de Rokhlin, jes cierto que la particion

sty H(P) = {str '(P): P € P}

de la linea hiperfinita T resulta medible Loeb en el sentido de la Definicién 2.4.27 La res-
puesta es negativa: la medida cociente inducida en el conjunto de indices I tiene que ser
separable para una particiéon medible Rokhlin, mientras que esto es falso para particio-
nes medibles Loeb. Nos gustaria saber si alguna variante de este enfoque es conducente,
de manera de hacer posible una demostracion ‘intuitiva’ del teorema de desintegracion
de Rokhlin, o al menos basada directamente en la intuicién expresada por la férmula de
contar (2.4).

El principio de correspondencia de Furstenberg

La siguiente aplicacion estd basada de las estimulantes exposiciones de [27, 26]. El
principio de correspondencia de Furstenberg es un puente que conecta resultados de teoria
ergédica con temas de teoria de nimeros combinatoria. A esta tltima area pertenece el
celebrado teorema de Szemerédi, que establece que todo subconjunto A C Z de densidad
(superior) positiva, es decir con

d(A) = lim sup [An[=N, N]|

>0
N—o0 2N +1 7

debe poseer sucesiones aritméticas arbitrariamente largas. El resultado habia sido conje-
turado por Erdds y Turan en 1936 y fue finalmente establecido por Szemerédi en 1975.

Dos anos mas tarde Furstenberg consiguié una prueba alternativa al demostrar un
resultado de teoria ergddica que probd ademas ser equivalente al teorema de Szemerédi.
Antes de enunciarlo recordemos que un sistema que preserva la medida (mps) es un espacio
de probabilidad (X, B, 1) junto con una transformacién 7' : X — X medible, biyectiva, con
inversa medible e invariante para p, es decir tal que u(7T-*(F)) = u(F) para todo F € B
(o lo que en este caso es equivalente: p(7T(F)) = u(E) para todo E € B). El teorema
de recurrencia de Furstenberg afirma que para todo mps (X, B, u,T), todo k > 1 y todo
E € B de medida positiva se puede hallar un entero positivo r tal que

0<uwENT'En---NnTHIE), (2.6)

Aunque referidos a objetos muy distintos, se prueba sin mucha dificultad que el teorema
de Szemerédi implica el teorema de recurrencia de Furstenberg; ver [27]. Deducir el teorema
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de Szemerédi a partir del de Furstenberg requiere una construccion menos elemental, mal
que le pese a la intuicion: si la funcién de densidad d fuera una medida sobre Z, bastaria
aplicar el teorema de recurrencia a la transformacion invariante n — n + 1. Obviamente,
d no es una medida de probabilidad, y ésta es la dificultad que subsana el principio de
correspondencia de Furstenberg, que enunciamos a continuacion.

Teorema 2.4.6. Dado A C 7 de densidad positiva, existen un mps (X,B,u,T) y un
subconjunto E € B con u(E) = d(A), tales que, para todos ng, ..., ng_1 € Z,

pw(TEN---NT" 1 E) <d(A4+ng) N---N(A+ng_1)).

La medida de contar de Loeb permite dar una demostracion sencilla de este principio,
distinta de la original de Furstenberg.

Demostracién. Elijamos una sucesién estrictamente creciente {N,, },«», C N que verifique

. AN [=N,, N
d(A) = 1
0 <d(4) = lim IN, + 1

Llamemos E,, = AN[—N,, N,], X,, = ZN[—N,,, N,,], y consideremos las funciones biyectivas
T, : X, — X, dadas por T,,(m) = m + 1, salvo T,,(N,,) = —N,,. Tomaremos X como un
ultraproducto no principal de los conjuntos X,,, y el sistema (X, B, u,T) sera el espacio
de contar de Loeb correspondiente junto con la transformacién interna distinguida T =
ulim7;,. Es inmediato verificar que el sistema asi definido es un mps. Definimos £ =
ulim F,,, y se tiene claramente

[Enl _ B

wWE) = Stunl’%n X, Jim. X, d(A).

Por otra parte, dados ng,...,ng_1 € Z, vale

WT™E - AT ) = st ulim | Cnt70) 0N (B 4 1-1) 0K
L X, :

ya que 7" (m) = m + n; en casi todo m. El dltimo término es menor o igual que

lim sup [(A+mn9) NN (A+ ng—1) N [= Ny, No|

<d((A4+ng)N---N(A+ngq)),

lo que completa la prueba. O

Sean ahora k > 1y A C Z de densidad positiva. Concatenando el principio de corres-
pondencia y el teorema de recurrencia obtenemos r tal que

0<dAN(A+r)N---N(A+ (k—1r)),

lo que en particular muestra que la interseccion es no vacia. Esto es equivalente a que exista
una sucesion aritmética en A de razon r y longitud k.
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Otras

El libro de Cutland [7] usa la teorfa de la medida de Loeb como paradigma para
abordar temas de mecanica de fluidos estocastica, ecuaciones diferenciales estocasticas y
matematica financiera.

Referimos otras aplicaciones diversas y recientes que hemos encontrado. El trabajo [9]
de Elek y Szegedy emplea la medida de contar de Loeb para dar nuevas pruebas del Lema
de regularidad de hipergrafos y otros resultados afines. En [6] se estudian ultraproductos
de acciones de grupos en espacios de medida, con aplicaciones a combinatoria de grafos.
Las ideas de la construccion de la medida de Lebesgue mediante la de Loeb se pueden
utilizar para la medida y dimensiéon de Hausdorff, como se muestra en [23].

En [14] se exponen detalladamente més desarrollos del analisis no-estandar.






Capitulo 3

Estructuras pseudofinitas

En el capitulo anterior consideramos varias veces ultraproductos de espacios finitos, pero
desde el punto de vista del analisis. En este capitulo tornaremos hacia el algebra, y por
consiguiente los estudiaremos en tanto o-estructuras. Sabemos que, pudiendo ser infinitos,
tales ultraproductos heredan sin embargo caracteristicas propias de los modelos finitos.
Desde el punto de vista de la l6gica de primer orden: un tal ultraproducto M = [[,., M;/D
debe satisfacer todas las o-sentencias comunes a todas las estructuras finitas, es decir

M = Fin,

donde Fin = () v, Th(N). Esto es consecuencia del teorema de Los, puesto que M; |=
Fin para todo 7, por ser finitas. Aunque la interseccién sea sobre todas las o-estructuras fini-
tas, el conjunto Fin no es en absoluto trivial. Si, por ejemplo, Fin, = anzqﬁ,lNKw Th(N) es
la teorfa comtn a todas las o-estructuras finitas de una clase definible K = {M : M = ¢},
entonces Fin C Fing. Pero Fin contiene a todas las sentencias de la forma ¢ — 1 para
1 € Fing, con cual la contencion ‘se invierte’: Fin guarda una copia de la teoria comun a
las estructuras finitas de cualquier clase definible.

Por otra parte, sabemos que el cardinal de un ultraproducto infinito M de estructuras
finitas es mayor o igual que 2% (Lema 1.3.9). Asumiendo que la signatura es a lo sumo
numerable, debe existir una subestructura elemental N’ < M de cardinal R, por el teorema
descendente de Lowenheim-Skolem. Se tiene N' = M, y por tanto A = Fin, pero N/ no
puede ser (isomorfo a) un ultraproducto de modelos finitos, por ser infinita numerable. Esto
muestra que hay modelos de Fin que no se obtienen como ultraproductos de estructuras
finitas.

Definicién 3.0.7. Llamamos hiperfinitas a las estructuras isomorfas a ultraproductos de
modelos finitos, y pseudofinitas a aquellas que son modelos infinitos de Fin. Se dice por
otra parte que una estructura M tiene la propiedad de modelo finito si toda sentencia
verdadera en M tiene un modelo finito.

Nota. En [34] se incluye a las estructuras finitas dentro de las pseudofinitas. En la literatura
de cuerpos y grupos pseudofinitos se las excluye, y aqui seguimos esta convencion.

23
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Proposicién 3.0.8. Sea M una estructura infinita. Son equivalentes:
1. M es pseudofinita;
2. M tiene la propiedad de modelo finito;
3. M es elementalmente equivalente a una estructura hiperfinita,
4. M tiene una ultrapotencia hiperfinita.

Demostracion. (1)=(2): Si ¢ es una sentencia sin modelos finitos, entonces —¢ vale en
toda estructura finita. Luego —¢ € Fin y por tanto ¢ es falsa en M.

(2)=(3): Procedemos como en la demostracién del teorema de compacidad mediante
ultraproductos. Para cada ¢ € Th(M), sea M, un modelo finito de ¢. Consideremos
Jy = {¢ € Th(M) : My = ¢}. Como A, ¢ € (N, Jo,, la familia {J,}sernm) tiene la
propiedad de interseccién finita y existe un ultrafiltro D sobre Th(M) que la extiende. Sea

N= [ My/D.

$ETh(M)

Se tiene que My = ¢ D-a.e.(¢) para toda ¢ € Th(M), pues Jy € D. Del teorema de
Lo$ concluimos que N = Th(M), i.e. N = M.

(3)<(4): Notemos que las ultrapotencias de estructuras hiperfinitas son hiperfinitas.
Més en general se tiene ulim; p(ulim;  M;;) ~ ulim, jy pep M,;, donde

FeD={CclIxJ:((ij)€C F-a.e.(j)) D-a.e(i)}

es el ultrafiltro producto. La equivalencia se infiere del teorema de Keisler—Shelah.
(3)=-(1): Se sigue inmediatamente pues, como ya sefialamos, toda estructura hiperfinita
es modelo de Fin. ]

Nétese que la condicién (4) brinda una caracterizacién puramente algebraica de las
estructuras pseudofinitas.

Observacion 3.0.9. Por compacidad (o bien: por la equivalencia (3) de arriba y el teorema
de Los), una sentencia ¢ tiene un modelo pseudofinito si y sélo si tiene modelos finitos
arbitrariamente grandes.

Un ejemplo interesante de un modelo pseudofinito numerable lo da el grafo aleatorio,
o grafo de Rado, que se obtiene (con probabilidad 1) si se conectan numerables nodos
al azar, cada par de ellos con probabilidad 1/2. El mismo se puede caracterizar como el
unico grafo numerable R —salvo isomorfismo— con la siguiente propiedad de extension:
dados dos subconjuntos finitos y disjuntos U, V' de vértices de R, existe un vértice x en R
conectado con todo punto de U y con ninguno de V. La misma condicién, pero restringida
a subconjuntos disjuntos U, V de cardinal menor o igual a cierto n < w, es facilmente
expresable en primer orden, digamos mediante una férmula v, (sobre la signatura con un
simbolo para la relacién de adyacencia del grafo). Debido a la unicidad del grafo de Rado,
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la teorfa Th(R) queda determinada por los infinitos axiomas 1, junto con los axiomas de
grafos (irreflexividad y simetria de la relacién de adyacencia) y axiomas para la existencia de
infinitos elementos. Para ver que R tiene la propiedad de modelo finito basta ver entonces
que cada una de las sentencias v, se verifica en grafos finitos arbitrariamente grandes
(notemos que v, implica 1, para m < n). Pero un conocido argumento probabilistico
muestra mas aun que la proporcion de grafos de tamano k que satisfacen v, tiende a 1
cuando k aumenta (Ley cero—uno de grafos). Las demostraciones de estos hechos se pueden
ver en [19, 33].

3.1. El teorema de Trakhtenbrot

En las secciones siguientes de este capitulo nos propondremos estudiar distintas clases
de estructuras pseudofinitas. Notemos que toda clase elemental que posea modelos finitos
arbitrariamente grandes debe poseer también modelos pseudofinitos. Dada una clase ele-
mental I, nos gustaria por ejemplo caracterizar axiomaticamente los modelos pseudofinitos
en K. Desde ya, bastaria en principio listar los axiomas que definen a la clase I junto con
los enunciados existen al menos n elementos para cada n < w, y anadir como axiomas
los enunciados de Fin. jPero cudles son los enunciados contenidos en Fin? El teorema de
Trakhtenbrot, que enunciamos a continuaciéon, muestra que no podemos responder satis-
factoriamente a esta pregunta. Adaptamos el argumento para extender la conclusién a la
teoria Psfin de las estructuras pseudofinitas, es decir las consecuencias de sumar a Fin los
axiomas existen al menos n elementos para cada n < w.

Observacion 3.1.1. Psfin es el conjunto de los enunciados que valen en toda estructura
finita suficientemente grande. Si la signatura es finita, estos son los enunciados que valen
en casi toda estructura finita (todas salvo finitas).

Teorema 3.1.2. Si la signatura contiene al menos un simbolo de relacion binario, entonces
Fin no es recursivamente axiomatizable. La teoria Psfin tampoco lo es.

Demostracion (esbozo). Se prueba de hecho que Fin y Psfin no son computablemente
enumerables. Para el caso de Fin se construye una aplicacién recursiva que asigna a cada
maquina de Turing 7" una sentencia ¢ de manera que

T se detiene si y s6lo si ¢ tiene un modelo finito,
o lo que es lo mismo,
T no se detiene si y sélo si ~¢r € Fin.

Esto reduce el complemento de Halt (el problema de la detencién) a Fin; del tipo de
reduccién se ve que, como el primero no es computablemente enumerable, el segundo
tampoco. La construccién de la aplicacién es posible, heuristicamente, porque decir que
una maquina 7T se detiene es afirmar que existe un computo finito para T'; la férmula ¢p
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permite interpretar cualquier modelo suyo como un cémputo para T'. Los detalles se pueden
encontrar en [33, 31].

Para adaptar la prueba a Psfin recordemos que una sentencia tiene un modelo pseu-
dofinito si y sélo si tiene modelos finitos arbitrariamente grandes. Si podemos construir la
aplicacion de arriba de manera que

T se detiene si y s6lo si ¢ tiene modelos finitos arbitrariamente grandes,
tendremos entonces que
T no se detiene si y sélo si ~¢r € Psfin,

completando el teorema. Esto se puede lograr de muchas maneras. Una forma natural
es adoptar la convencién inocua de que las maquinas de Turing no frenan: llegadas al
estado ‘final’ gy, reescriben lo mismo que leen y ‘pasan’ al estado gs. El problema de la
detencion consiste en decidir si el cémputo de la maquina llega eventualmente al estado
q¢- La construccién de ¢r se puede adaptar facilmente para que sus modelos finitos sean
computos truncados para 7' terminados en el estado g¢. Por la convencién adoptada, si ¢r
admite un modelo finito, admitird modelos finitos arbitrariamente grandes. ]

Del teorema anterior debemos inferir que no siempre podremos exhibir axiomas para
los modelos pseudofinitos de una clase elemental dada. Mostramos arriba un ejemplo de
un grafo pseudofinito; no podemos sin embargo describir las propiedades comunes a todos
los grafos pseudofinitos. Esto se debe a que los grafos son suficientemente laxos como para
interpretar a cualquier otra estructura. Més precisamente se tiene (ver [12]):

Teorema 3.1.3. Sea o una signatura finita y sea o la signatura de los grafos, es decir con
un unico simbolo de relacion, binario. Fxiste una aplicacion recursiva que asigna a cada
o-sentencia ¢ una og-sentencia ¢g y existe una manera de asociar a cada o-estructura M
un grafo Mg de modo tal que, para todas ¢ y M,

M [ ¢ siy sdlo si Mg | de-

El grafo Mg es finito si y solo si M lo es. Ademdas, existe una og-sentencia X tal que
Mg E x para toda M y tal que para todo grafo N | x existe una o-estructura M
con Mg ~ N. Por iltimo, para cada cg-sentencia 1) existe una o-sentencia ¢ tal que

X F Y oa.

Asi, para decidir si ¢ € Fin basta verificar si x — ¢¢ vale en todo grafo finito. Se
desprende que la teoria de los grafos finitos es tan dificil como Fin, y por tanto no puede
ser axiomatizada recursivamente. Para extender la conclusién a la teoria de los grafos
pseudofinitos notemos que, bajo la notacién del teorema, M resulta pseudofinito si y solo
si M lo es. Prueba (mediante la propiedad de modelo finito): (=) Si M | ¢ entonces
Mg E ¢ N X, y por tanto ¢¢ tiene un modelo finito N que verifica x (y los axiomas de
grafo). Sea M’ con My, ~ N. Entonces M’ es un modelo finito de ¢. (<) Supongamos
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que Mg | 1. Si ¢ es tal que x = ¢ <> ¢g, entonces M = ¢. Luego ¢ tiene un modelo
finito M', y M, es un modelo finito para 1.

Se sigue que ¢ € Psfin si y sélo si x = ¢¢ vale en todo grafo pseudofinito, y que la
teoria de estos tltimos tampoco es recursivamente axiomatizable. Lo que dijimos para los
grafos ocurre también con la clase de los reticulos (lattices).

En la seccion siguiente estudiaremos dos clases cuyos modelos pseudofinitos si pueden
ser caracterizados con facilidad, a saber los 6rdenes lineales y las algebras de Boole. Estos
casos son especialmente rigidos: las teorias involucradas resultan ser completas. Aunque
sencillo, su estudio permite ver en accién varias de las herramientas fundamentales de la
teoria de modelos.

En la seccién que le sigue analizaremos otro caso con respuesta positiva, pero de com-
plejidad mucho mayor: el de los cuerpos pseudofinitos. Desde el trabajo fundacional de
Ax [2], el estudio de estos cuerpos ha demostrado ser sumamente fértil y ha dado lugar a
conexiones insospechadas entre algebra, légica, geometria algebraica y teoria de ntimeros;
una exposicién exhaustiva de estas conexiones se puede encontrar en [10].

Aunque no los analizaremos en este trabajo, mencionemos por tltimo que distintas
subclases de grupos pseudofinitos también han sido estudiadas; ver [16, 17].

3.2. Ordenes lineales y algebras de Boole

Consideremos la signatura ¢ = {<}. Todo orden lineal finito verifica las siguientes
condiciones, que se expresan en primer orden:

= es acotado, es decir tiene un minimo y un méaximo;

= es discreto, en el sentido de que todo elemento distinto del minimo tiene un predecesor
inmediato y todo elemento distinto del méximo tiene un sucesor inmediato.

Estas condiciones son entonces necesarias para todo orden lineal pseudofinito. También
son suficientes —asumiendo que el orden es infinito—, como veremos ahora. Ocurre més
ain que la teoria de primer orden T' de los 6rdenes lineales infinitos, acotados y discretos
es de hecho completa. Asi, todos los érdenes lineales con estas propiedades son elemental-
mente equivalentes a algiin —cualquier— orden lineal pseudofinito (recordemos que existe
alguno), y son por tanto pseudofinitos también. La completitud de 7" se puede probar de
manera elemental, por ejemplo usando juegos de Ehrenfeucht—Fraissé. Damos una prueba
que en cambio aprovecha los resultados sobre modelos saturados enunciados en el Capitulo
1.
Empecemos por notar que todo modelo de T tiene que ser isomorfo a

w+L-(+w'

para algin conjunto totalmente ordenado L, posiblemente vacio. Aqui L - ( denota el
producto cartesiano L X Z con el orden lexicografico, y w* denota el orden de los enteros
negativos. Sean ahora M un modelo de T'y M = w+w*. Consideremos M < N, My < N
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extensiones elementales saturadas con |[N| = |Ny| > Xy (ver 1.6.9). Como N, Ny = T, sean
L, Ly 6rdenes lineales tales que N~ w + L - +w* y Ny ~ w + Ly - ( + w*. Nétese que
L] = | Lo|-

Como consecuencia de la saturacion, es facil convencerse de que L y Ly deben ser
no vacios, densos y sin extremos. La teoria de los 6rdenes lineales densos sin extremos es
conocida por ser completa y eliminar cuantificadores (ver [19]). Como es completa podemos
afirmar que L = Ly. Como elimina cuantificadores deducimos que L y Ly son también
érdenes saturados: en efecto, si A C L es pequeno y p € SE(A), entonces —por eliminacién
de cuantificadores— p queda determinado por las féormulas de la forma a < x y = < a
(a € A) que estan en p (salvo que p se realice en A, en cuyo caso no hay nada que hacer);
del hecho de que p es finitamente satisfacible en L se ve que el conjunto de férmulas

{<a7 n) < x}(a<x)€p,n€Z U {l‘ < (au n)}(a?<a)€p,n€Z

con parametros de A x Z C w+ L - ( + w* es finitamente satisfacible en w + L - { + w*; es
por tanto satisfacible en w + L - ( + w*, por saturacion, y el elemento que lo realiza induce
facilmente un elemento en L que realiza p. Del mismo modo se ve que Ly es saturado.
Pero entonces L y Ly son dos modelos saturados elementalmente equivalentes de igual
cardinalidad: del Teorema 1.6.7 se sigue que L ~ Ly. Luego M = N ~ Ny = M,, y
concluimos que:

Teorema 3.2.1. Todos los ordenes lineales infinitos, acotados y discretos son elemen-
talmente equivalentes a w + w*. La teoria T de dichos ordenes coincide entonces con la
teoria de los ordenes lineales pseudofinitos. Puesto que es recursivamente axiomatizable y
completa, T es ademds decidible.

Como aplicacién podemos observar que si una o-sentencia ¢ es verdadera para érdenes
lineales finitos arbitrariamente grandes, entonces debe valer en todo orden lineal finito de
cardinal mayor que algin k < w. Caso contrario sean {M,} y {N,} sucesiones de érdenes
lineales finitos que sean modelos de ¢ y de —¢, respectivamente, de cardinal estrictamen-
te creciente. Los ultraproductos no principales [[ M,,/D y [[N,/D son érdenes lineales
pseudofinitos, y por tanto elementalmente equivalentes. Esto es absurdo, pues el primero
satisface ¢ y el segundo no. Asi, por ejemplo, no hay ningin enunciado de primer orden
que separe a los conjuntos ordenados de cardinalidad par de los de cardinalidad impar.

Se puede de hecho concluir que el algebra de Lindenbaum de la teoria de los érdenes
lineales acotados y discretos es isomorfa al algebra de partes finitas y cofinitas de N; los
atomos son los enunciados que afirman que hay exactamente k elementos, para cada k < w.

Un caso similar es el de la teoria de las algebras de Boole. Las algebras de Boole finitas
son obviamente atémicas, y ésta es una propiedad expresable en primer orden. Ocurre que
la teoria de las algebras de Boole atomicas e infinitas es completa. Asi se concluye que las
algebras de Boole pseudofinitas son exactamente las infinitas y atomicas, y que son todas
elementalmente equivalentes entre si. Los posets (P(N), C) v (Phncofin(N), C), por ejemplo,
no se pueden distinguir en primer orden.
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Probemos que la teoria de las algebras de Boole infinitas y atémicas es completa.
Nuestra prueba es una adaptacién de la que se encuentra en [22]. Aunque las dlgebras
de Boole se puedan pensar como conjuntos ordenados, trabajaremos con la signatura
usual de estas estructuras. En realidad, consideraremos una ampliacion de esta signatura,
o={NV,,0,1, A, }m<w, enriquecida con predicados unarios A,,(x) para abreviar las pro-
piedades definibles: x domina al menos m dtomos. (Decimos que z domina a y cuando x
es mayor o igual que y, i.e. cuando y = y A x). Mostraremos a continuacién que, bajo esta
signatura, la teoria T' de las algebras de Boole infinitas y atémicas —con axiomas para la
interpretacion correcta de los predicados A,,—, admite eliminacién de cuantificadores. Por
otra parte, es facil convencerse de que el dlgebra M, de las partes finitas y cofinitas de N
es embebible en cualquier algebra de Boole infinita y atémica. De estos dos hechos se sigue
que todas las élgebras de este tipo son elementalmente equivalentes a My (recordemos la
Observacién 1.6.4).

Usamos el criterio 1.6.5. Sean M, N modelos de T, A una o-subestructura comun.
Sean ¢(Z,y) una o-férmula libre de cuantificadores, a = (ay,...,a,) una tupla en A, y
supongamos que M E Jyo(a,y). Queremos ver que N | Fyd(a,y). Sea N' < N’ una
extension elemental Ny-saturada. Basta ver que N’ = Jyo(a, y).

Sea b € M tal que M = ¢(a,b). Usaremos la notacién ea = eja; A -+ - A €,a,, donde
€ = (€1,...,€6,) € 2" es una tupla binaria y €;a; es bien a; o bien a, segin el valor de ;.
Notemos ademas b, = b A ea, b'. = b’ A ea. Para cada tupla binaria ¢ definiremos elementos
e, € N’ considerando tres casos:

= Si ea domina exactamente m atomos en M, también domina exactamente m ato-
mos en N’ pues tal propiedad se expresa mediante la férmula atémica A,,(ea) A
—A,+1(€a), que vale en la subestructura comun A. Para ciertos p,q con p+¢q = m
se tiene que b, y b/, dominan exactamente p y ¢ dtomos, respectivamente. Definimos
ce € N’ como el supremo de cualesquiera p dtomos bajo ea en N’, y ¢/, como el
supremo de los restantes q.

» Si ea domina una cantidad infinita de dtomos en M (de donde A = A,,(ea) para
todo m) mientras que b, domina sélo p dtomos en M, tomamos ¢. € N’ como el
supremo de cualesquiera p dtomos bajo ea en N’ (pues N’ = Ay(ea)), y ¢e € N/
como el complemento de ¢, relativo a ea. Los definimos a la inversa si es b, el que
domina una cantidad finita de atomos.

s Siea, b, y b'. dominan una cantidad infinita de dtomos en M, elegimos c. y ¢, en
N ,c.Ncde=0,c V.= ea, de manera que ambos dominen una cantidad infinita
de 4dtomos en N’. Esto es posible por la Ny-saturacién: las condiciones

{A(z Nea), Ap (' N ea)bmew

son finitamente satisfacibles en N, gracias a que ea domina una cantidad infinita de
atomos en N.
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Por construccion se tiene, para todo m,
M= A (b)) sit NV = An(ce), (3.1)
y lo mismo con V. y ¢. La condicién de que M y N’ sean atémicas asegura que
be =0siicec =0 (3.2)

(y lo mismo para b, y ), ya que en tales dlgebras un elemento es nulo si y sélo si no
domina ningin atomo.

Finalmente definimos ¢ = \/ ¢, como el supremo en N’ de los elementos ¢, definidos
para cada €. La construccién fue hecha para que la subdlgebra generada por {a,b} en
M sea isomorfa a la subdlgebra generada por {a,c} en N’ (como o-subestructuras). Estas
subalgebras son finitas y sus conjuntos de dtomos son {b., ¥} y {cc, ¢}, respectivamente.
A partir de (3.1) y (3.2) es facil verificar que la aplicacién b, — ¢, b'c — ¢ induce
efectivamente un o-isomorfismo. Como la o-férmula ¢ es libre de cuantificadores, M |=
¢(a, b) y las subdlgebras son o-isomorfas, deducimos que N’ |= ¢(a, ¢), como querfamos.

Queda probada la siguiente proposicién.

Teorema 3.2.2. Un dlgebra de Boole es pseudofinita si y solo si es infinita y atomica, y la
teoria T de dichas dlgebras es completa: coincide con la teoria del dlgebra de partes finitas
y cofinitas de N. Por ser recursivamente axiomatizable y completa, T es decidible.

3.3. Cuerpos pseudofinitos

Los cuerpos pseudofinitos fueron caracterizados por Ax en [2], utilizando la Hipdtesis de
Riemann para curvas sobre cuerpos finitos (Teorema de Weil) y el Teorema de densidad de
Chebotarev. Su trabajo contenia por primera vez la respuesta (positiva) a la vieja pregunta
de Tarski sobre la decidibilidad de la teoria de los cuerpos finitos. Para conseguirla fue
crucial su analisis de los ultraproductos de cuerpos finitos, que inauguré el area de las
estructuras pseudofinitas. El estudio en profundidad de toda la matematica implicada en
la investigacion de estos cuerpos supera ampliamente los limites de este trabajo, y referimos
para ello al fascinante libro de Fried y Jarden [10]. Procuraremos sin embargo analizar con
bastante detalle la prueba de su caracterizacion algebraica y axiomatica. Nos basamos
principalmente en las dos fuentes citadas.

Trabajamos con la signatura de los anillos, 0 = {+, —,-,0, 1}. Un cuerpo K resulta ser
pseudofinito si y sélo si posee las siguientes propiedades:

= es perfecto;

» tiene exactamente una extensién de grado n para cada n € N (en una clausura
algebraica K fija);

= es pseudo algebraicamente cerrado, i.e. toda variedad absolutamente irreducible sobre
K admite un punto K-racional.
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Recordemos que la condicién de ser perfecto es equivalente a pedir que charK = 0 o
bien charK =p > 0y K? = K (que todo elemento de K sea una potencia p-ésima). Es
decir que se la puede expresar mediante las infinitas formulas, una para cada primo p € N:

O=1+... 41 =Vedyz=y-... vy,

donde la cantidad de sumandos 1 y de factores y es p. Todo cuerpo finito es perfecto.

Los cuerpos finitos cumplen ademés la segunda condicién, y ésta también se puede
codificar en primer orden. Para nuestros propdsitos, basta dar un conjunto de férmulas
que distinga a los cuerpos perfectos que la satisfacen de los cuerpos perfectos que no. Toda
extension finita de un cuerpo perfecto es simple (mondgena), y queda determinada —salvo
isomorfismo— por el polinomio minimal de un generador; el grado del minimal es el grado
de la extensiéon. Reciprocamente, todo polinomio irreducible de grado d con coeficientes en
K induce una extensién de grado d. Asi, dado d > 2, pedir que exista una extensién de
grado d equivale a pedir que exista un polinomio irreducible de grado d, y esto se puede
escribir en términos de los coeficientes de la siguiente manera:

d—1 d
Jag ... Jag(aq #OA J\ =3y . Fbm3co. .. Feam \(ar = D bicy)),
m=1 k=0 i+j=k

lo que es —salvo notacién— un enunciado de primer orden.
Lo anterior formaliza la parte de la existencia de la segunda condicién. Para formalizar
la unicidad empecemos por notar el siguiente hecho, que también sera 1til mas adelante.

Lema 3.3.1. Sea K un cuerpo perfecto. Son equivalentes:

1. K tiene a lo sumo una extension finita de cada grado;

2. toda extension finita de K es normal y cualesquiera dos extensiones finitas de igual
grado son isomorfas;

3. toda extension finita de K es ciclica.

Demostracion. (1)=(2): Sea K [a] una extensién finita de K y sea § otra raiz del polinomio
minimal de «. La extensiéon K|[f] tiene el mismo grado que K[|, y son por tanto iguales.
En particular § € K[a]. Concluimos que la extensién es normal.

(2)=(3): Una extensién normal de grado n es ciclica si y sélo si admite exactamente
una subextensién de cada grado posible, es decir de cada grado d con d | n. Dada una
extensiéon F'/K finita (luego normal) de grado n y dado p un divisor primo de n, usando la
correspondencia de Galois y el teorema de Cauchy obtenemos una subextensién L/K de
grado n' para n = n’p, que también es normal. Inductivamente obtenemos subextensiones
de todos los grados posibles. Para ver que son tnicas probamos directamente (1). Si o :
K[a] — K[f] es un isomorfismo entre dos extensiones finitas y normales de K, entonces «
es raiz del mismo polinomio minimal que o(«a) € K[f]. Como K[S] es normal se sigue que
a € K[f], y se concluye que las extensiones son iguales.

(3)=-(1): Sean F/K, L/K extensiones finitas de igual grado d. La composicién FL/K
admite una sola subextensién de grado d, por hipdtesis. O
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Usaremos la caracterizacion (2) del lema anterior. Para que dos extensiones de K deter-
minadas por polinomios irreducibles p, ¢ € K[X] de grado d sean isomorfas, es necesario y
suficiente que p tenga una raiz en la extension determinada por ¢. Esta tltima es isomorfa
a la extensién K[X]/(q) de K. Dado r € K[X], la condicién p(r/(q)) = 0 se traduce en
que p o r sea divisible por ¢g. Asi, la unicidad salvo isomorfismo (para grado d) es equiva-
lente a que para todos p,q € K[X] irreducibles de grado d existan r,s € K[X]| de grado
menor a d, d? respectivamente tales que la composicién por sea igual al producto g¢s. Esto
se puede escribir en primer orden cuantificando sobre los coeficientes, de manera similar
—vpero menos sencilla— a lo hecho para la condicion de existencia.

Resta formalizar que toda extensién finita sea normal. Sea K[Z]/(p) la extensién de-
terminada por un polinomio monico irreducible p de grado d. Tenemos que expresar que
p(X) se factoriza linealmente en (K[Z]/(p))[X], es decir que existen r; € K[Z] de grado
menor a d, j =0,...,d — 1, tales que

d—1

p(X) = [(X =ri/(p)).

Jj=0

Si ay, es el coeficiente de p(X) correspondiente a X9*, lo anterior equivale a que para cada,
k exista s € K[Z] de grado menor a d tal que

ar = s (2)p(Z)+ > ri(Z)-... - (Z) en K[Z].

J1<.<Jk

A partir de alli se puede expresar la condicién en términos de los coeficientes de los po-
linomios p,r;, s;. Esto termina de expresar elementalmente la segunda condicién de la
caracterizacion de los cuerpos pseudofinitos.

Como adelantamos arriba, un cuerpo K se dice pseudo algebraicamente cerrado (PAC)
cuando toda variedad absolutamente irreducible definida sobre K tiene un punto K-racional.
Una formulacién algebraica equivalente y conveniente de esta condicién geométrica es la
siguiente (véase [10]):

Todo polinomio absolutamente irreducible f € K[X,Y] admite un cero (z,vy)
en K x K.

Tales ceros se llaman K -racionales. Recordemos que un polinomio en varias variables es
absolutamente irreducible sobre un cuerpo K cuando es irreducible sobre su clausura alge-
braica K. Los cuerpos algebraicamente cerrados satisfacen evidentemente esta condicion,
mientras que ningin cuerpo finito puede verificarla: en F,, basta considerar el polinomio
(X?7—X)(Y?—Y)+ 1. Sin embargo, si partimos la condicién en las numerables clausulas:

¥4: todo polinomio absolutamente irreducible f € K[X,Y] de grado menor o
igual a d admite al menos un cero K-racional,

resulta venturosamente que
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= las condiciones 14 son de primer orden,
» para todo d existe gy tal que F, = 14 para todo ¢ > gp.

La segunda afirmacion se desprende de la Hipdtesis de Riemann para curvas sobre cuerpos
finitos. La formulamos a continuacién de la siguiente manera:

Teorema 3.3.2 (Weil). Sea f € F,[X,Y] un polinomio absolutamente irreducible de grado
d, y sea N, la cantidad de ceros de f enF,xF,. Entonces |N,—(q+1)| < (d—1)(d—2)q*/*+d.

Con la notacién del teorema, tenemos luego
g+ 1—(d—1)(d—-2)¢"* —d< N,
para cualquier tal polinomio, y una condicién suficiente para que F, |= 14 es entonces que
1<q+1—(d—1)(d—-2)¢"*—d.

La existencia de gp tal que F, |= 14 para ¢ > gy se sigue inmediatamente.
Para ver que 14 se puede escribir en primer orden basta ver que podemos expresar el
predicado
abs-irrq(ago, aot, - - -, G4q)

que afirma que el polinomio

d
=3 % axy
k=0 i+j=k
es absolutamente irreducible. A veces escribiremos simplemente abs-irrq(f). Luego 1y
serd equivalente a

d
Vag . . . Yaga(degxy (f) < d A abs-irrq(f) — EIxEIyZ Z aiz'y’ = 0)),
k=0 itj=k

donde f es como arriba y degyy (f) < d expresa la condicién elemental de que el grado
total de f sea menor o igual a d.

Decir que f € K[X,Y] es absolutamente irreducible es afirmar que no existen g,h €
K [X, Y] de grado mayor o igual a 1 tales que f = gh. Normalmente traducimos enunciados
sobre polinomios (de grado menor o igual a cierto nimero fijo) como enunciados sobre sus
coeficientes, pero en este caso los coeficientes de los factores g, h no estdn en K sino en la
clausura K. No obstante, basta lograr expresar que no hay factores de f con coeficientes

en ninguna extensién finita de K. Mejor atn se tiene el siguiente lema crucial.

Lema 3.3.3. Si un polinomio f € K[X,Y] de grados degy(f) y degy (f) estrictamente
menores a d se factoriza en K, entonces se factoriza en una extension finita de K de grado
menor o igual a (d* —1)!.
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Demostracién. La sustitucion de Kronecker —para polinomios en dos variables de grado
menor a d en cada variable— es la aplicacién Sy que toma f =, ., a;; X'Y7 € K[X,Y]
y devuelve el polinomio de una sola variable

Salf)= > ayZ"" e K[Z].

0<i,j<d

Sig,he K [X, Y] tienen grado menor a d en cada variable y lo mismo le ocurre al producto
f = gh, entonces

Sa(f) = Sa(g)Sa(h),

como es facil verificar.

Supongamos ahora que tenemos un polinomio f € K[X,Y] de grado menor a d que
se factoriza en dos polinomios g, h € K [X,Y]. Podemos asumir que f,g y h son ménicos.
Efectuando la sustitucion de Kronecker obtenemos la igualdad de polinomios de una varia-
ble Sy(f) = Si(g)Sa(h). Pero los coeficientes de Sy(f) estdan en K: son los mismos que los
de f. Las raices de Sy(g) y de Sg(h) anulan entonces a un polinomio de grado menor a d?
con coeficientes en K, a saber Sy(f), y por tanto estdn todas en una extensién finita de K
de grado menor o igual a (d*> — 1)! (el cuerpo de descomposicién de Sy(f)). Lo mismo por
tanto sus coeficientes, pues asumimos que los polinomios eran ménicos; dichos coeficientes
son los mismos que los de g y h. [

Querfamos probar que el predicado abs-irr,(f) es elemental. Por simplicidad asumimos,
como hicimos antes, que K es perfecto, lo que para nuestros propositos es inocuo. Toda
extension finita de K es isomorfa a K[Z]/(q) para algun polinomio irreducible ¢ € K[Z].
El polinomio f se factoriza en (K[Z]/(q))[X,Y] si y sélo si se da la siguiente condicién:

Existen g,h € K[X,Y, Z] con grados degyy (g) v degyy (h) mayores o iguales
a ly existe s € K[X,Y, 7] tales que

FX,Y)—g(X,Y, 2)h(X,Y, Z) =q(Z)s(X,Y,Z) en K[X,Y, Z];

ademsds, si el grado de f en cada variable es menor o igual a d, podemos pedir
que los grados de g, h y s sean menores o iguales a d en las variables X e Y y
acotados por 2deg,(q) en la variable Z.

Negando lo anterior y cuantificando sobre todos los polinomios irreducibles ¢ de grado
menor a ((d+1)>—1)! obtenemos —gracias al Lema 3.3.3— una formulacién de abs-irrq(f)
que es facilmente traducible al lenguaje de primer orden. Esto termina de probar que los
enunciados 1, son elementales.

Teorema 3.3.4. Todo cuerpo pseudofinito es perfecto, pseudo algebraicamente cerrado y
tiene exactamente una extension de cada grado.

Demostracion. Vimos que la clase de los cuerpos perfectos que tienen una y sélo una
extension de cada grado es elemental y contiene a los cuerpos finitos. Por tanto contiene a
los cuerpos pseudofinitos. Vimos que para todo d existe gq tal que el enunciado de primer
orden
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si existen al menos qy elementos y valen los (finitos) axiomas de cuerpo, en-
tonces vale g4

estda en Fin. Como todo cuerpo pseudofinito verifica el antecedente, todo cuerpo pseudofi-
nito verifica 14. Concluimos que todo cuerpo pseudofinito es PAC. [

En lo que sigue estudiaremos la implicacion reciproca del teorema anterior. Va a resultar
practico dar un nombre temporal a los cuerpos perfectos y pseudo algebraicamente cerrados
que admiten exactamente una extension de cada grado finito. En la literatura se emplea
por definicién el término pseudofinitos (asi fueron introducidos por Ax), lo que no podemos
hacer; llamémoslos cuerpos pseudofinitos algebraicamente definidos (pad).

Ax descubrié que la teoria de primer orden de un cuerpo pad F' queda determinada por
el cuerpo de sus numeros absolutos, es decir por

FNK = {a € F : « es algebraico sobre el cuerpo primo K de F'}.

Mas precisamente:

Teorema 3.3.5 (Equivalencia elemental para cuerpos pad). Sean E y F cuerpos pad de
wqual caracteristica, K su cuerpo primo. Luego E = F si y solo st ENK ~ FNK.

Aplazamos la idea de la demostracién de este resultado a un apartado posterior. Antes
lo utilizaremos para deducir —con la ayuda de una version del Teorema de densidad de
Chebotarev— que todo cuerpo pad es pseudofinito. El plan consiste en mostrar que el
cuerpo de ntimeros absolutos de un cuerpo pad cualquiera se puede obtener como el cuerpo
de numeros absolutos de algin cuerpo hiperfinito, lo que permitira aplicar el teorema a
nuestro fin.

Observacién 3.3.6. Si L = FN K es el cuerpo de nimeros absolutos de un cuerpo F'y
L[a] es una extensién de L de grado finito d, en particular « es algebraico sobre K, y por
tanto o € K. Més aun, si f y f’ son los polinomios minimales de « sobre F' y sobre L,
respectivamente, entonces f | f’, y en particular las raices de f se anulan en un polinomio
con coeficientes en K. Dichas raices estdn luego en K , ¥ lo mismo entonces los coeficientes
de f. Por tanto f = f’: las extensiones L|a]/L y F[a]/F tienen igual grado. Supongamos
que tenemos L[] otra extensién de L de grado d, L{«, 5] = L[v], y que F' admite a lo sumo
una extension de cada grado, por ejemplo que F' es pad. Por lo anterior y por la hipdtesis
sobre F' tenemos Fa] = F[f], que a su vez debe coincidir con F[v|. El grado de L[v]/L
es entonces d, de donde L[a] = L[f]. Conclusién: el cuerpo de niimeros absolutos de un
cuerpo pad admite a lo sumo una extension finita de cada grado.

Proposicion 3.3.7. Sea L una extension algebraica de un cuerpo finito K. Denotemos
por Ky, a la inica extension de K de grado n. Existe un ultraproducto no principal H =
[[ K./D de las extensiones K,, tal que L =H N K.

Demostracion. Para cada entero positivo d sea Ay = {n € N : K, N Ky, = LN Ky}
Recordando las propiedades de extensiones algebraicas de cuerpos finitos es facil verificar
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que cada A, es infinito y que Ay C Ay cada vez que d | d'. Entonces Agy C Aqg N Ay para
cualesquiera d, d’, lo que muestra que la familia de los conjuntos A, tiene la propiedad de
interseccioén finita. Como los conjuntos A, son infinitos, podemos unir el filtro de Fréchet a
la familia y la fip se conserva. Extendemos la familia resultante a un ultrafiltro no principal
D sobre N y formamos H = [[ K,,/D, que se interpreta naturalmente como una extensién
de K.

Veamos que, para cada d, K; C L si y sélo si K; C H, lo que completa la prueba.
Consideremos « tal que K; = KJ[a] y sea f el polinomio minimal de « sobre K. Si K; C L
entonces Ky C K, para cada n € Ay, por lo que f tiene una raiz en todo K, con n € A.
Pero entonces

K, E3dzx f(z) =0 D-a.e.(n),

y por tanto H tiene una raiz de f. Luego K; C H, pues cualquier raiz de f genera K,
sobre K. Si en cambio K; no esta contenido en L, entonces K, N K, esta estrictamente
contenido en K, para cadan € Ay. En ese caso f no tiene raices en ningin K, conn € Ay.
Por el teorema de Los, H tampoco las tiene y por tanto tampoco contiene a K. O

Para demostrar la proposicion analoga en caracteristica cero necesitaremos el siguiente
lema, que ademas demuestra la implicacion facil del Teorema 3.3.5. Fue observado por Ax
en [3]; donde alli se apela a un limite proyectivo de un sistema de conjuntos finitos hemos
preferido usar el teorema de compacidad de la légica proposicional.

Lema 3.3.8. Sean E y F dos extensiones algebraicas de su (mismo) cuerpo primo K, y
supongamos que, para todo polinomio f € K[X], f tiene una raiz en E si sélo si tiene una
raiz en F'. Entonces £ ~ F.

Demostracion. Para una extension algebraica L de K, es natural usar el término L-normales
para denominar a las subextensiones H C L con la siguiente propiedad: si H ~ H' C L,
entonces H = H'. Toda extensiéon H C L esta contenida en una subextensiéon L-normal
minimal de grado finito sobre K: la composicién H de las subextensiones H' C L isomorfas
a H.

Bajo las hipotesis del enunciado resulta que cada subextension F-normal H de grado
finito es isomorfa a una (inica) subextensién F-normal J de grado finito. En efecto, si
H = Kla] es E-normal y  es una raiz en F del polinomio minimal de «, entonces
H ~ J = K|[§], y basta ver que J es F-normal. Sea ' un generador de la minima
extensién F-normal de J, J = K [5'], v sea o/ una raiz en E del polinomio minimal de .
Consideremos 7 : K[f'] — K][d/] el isomorfismo que aplica f’ en o/. Las subextensiones
J' de K[p'] isomorfas a J generan K|[f']. Las subextensiones 7(J’) son isomorfas a H y
generan K[o/]. Como H es E-normal, H = K[o/] y por tanto J = K[#] = J, como
queriamos.

Sea N el conjunto de subextensiones E-normales de grado finito. Dadas H € N y J su
correspondiente isomorfa F-normal, denotemos por Xy al conjunto (finito) de isomorfismos
de Hen J. Dadas H C H en N y 0 € Yy, la restriccion o|y pertenece a Y. Para definir
un isomorfismo de E en F basta elegir un oy de cada Xy de modo que

UHZUH/‘H (33)
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cada vez que H C H'. Sea ¥ = |Jycn Xu- Elegir los morfismos oy de cada Xy con la
condicién deseada equivale a hallar una valuacién binaria de los simbolos proposicionales
{Ps}oes que satisfaga el conjunto de férmulas proposicionales:

{ @ pa}HeN U {pa’ - pU}JCa’eZ- (34)

oEYH

Desde ya, interpretamos p, como que hemos elegido al morfismo . El simbolo & denota el
‘0’ exclusivo, de manera que el primer conjunto retine las condiciones: elegir uno y sélo un
morfismo de cada conjunto (finito) ¥Xp. El segundo bloque expresa las condiciones dadas
por (3.3). Como cualquier subconjunto finito de N tiene una cota superior en N respecto
de la inclusién, se deduce que el conjunto (3.4) es finitamente satisfacible. Por el teorema
de compacidad, la eleccién coherente de los isomorfismos oy es posible. O

Observacion 3.3.9. Cuando K = Q, basta chequear la condicién del lema para polinomios
f € Z[X] ménicos, pues toda extensién finita estd generada por un elemento con un
polinomio minimal de este tipo, como es facil ver.

Necesitaremos ademéas un par de resultados de la teoria de nimeros algebraica, que
enunciamos a continuacién de manera elemental; consultar por ejemplo [18, 10]. Dada una
extension finita y normal N de Q, el anillo de los enteros algebraicos de N es el conjunto Oy
de los elementos de N cuyo polinomio minimal (por definicién ménico) tiene coeficientes
en Z. Dados p € Z primo y p C O un ideal primo, se dice que p esta sobre p simplemente
cuando p contiene a p. Si nos es dado un automorfismo o en el grupo de Galois de N/Q,
diremos que N tiene el tipo de o mddulo p si, para algun ideal primo p C Oy sobre p,
resulta

o(x) =2 mdbd (p)
para todo x € Op. Un teorema fundamental de la teoria de niimeros afirma que:

Teorema 3.3.10 (Chebotarev). Si N/Q es normal y o € Gal(N/Q), existen infinitos
primos p tales que N tiene el tipo de o modulo p.

El teorema nos sera til a través del siguiente hecho.

Lema 3.3.11. Sean N/Q una extension normal, p € N un primo, o € Gal(N/Q) un
morfismo y f € Z[X] un polinomio mdnico con discriminante coprimo con p y con todas
sus raices en N. Supongamos que N tiene el tipo de o mddulo p. Entonces, f tiene una
raiz fija por o si y solo si f tiene una raiz modulo p (es decir en F)).

Demostracion. (=) Si « es una raiz de f, notemos que a € Op. Si « esté fija por o,
entonces por hipétesis
a=ao’ mod (p)

para algin primo p sobre p. Las clases de Oy médulo p forman un cuerpo finito de carac-
teristica p, y lo anterior dice que la clase de a esta fija por el automorfismo de Frobenius
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de la extensién. Es decir que su clase estd de hecho en [F, —y es una raiz de la proyeccién
de f a F,[X].

(=) Las raices de f inducen raices de la proyeccion f € F,[X], y es posible ver, bajo
la condicién sobre el discriminante de f, que esta asignacién es inyectiva (y por tanto
biyectiva). Si a es una raiz de f cuya clase médulo p estd en F,, entonces o = o méd (p)
y por la hipotesis sobre la extension tenemos

o) =a mod (p).
Como o(«) es una raiz de f tiene que ser o(a) = a. O
Finalmente podemos establecer la siguiente proposicion.

Proposicion 3.3.12. Sea L una extension algebraica de Q, y supongamos que L posee a
lo sumo una extension finita de cada grado. Existe un ultrafiltro no principal D sobre el
congunto de los nimeros primos de tal manera que el ultraproducto H = [[F,/D verifica

L~HNQ.

Demostracién. Denotemos por P C N al conjunto de los niimeros primos; dado h € Z[X]
monico, denotemos ademas

P,={pe P:F, =3z h(z) =0},

Qn=P\P,={pe P:F, = -3z h(z) =0}.

Es decir que P, retine a los primos p para lo que A tiene una raiz modulo p y @), retine a
aquellos para los que no. Si Z!'[X] denota al conjunto de polinomios ménicos con coeficientes

enteros, sean
A ={h € Z'[X] : h tiene una raiz en L},

B =7'X]\ A

Supongamos que hallamos un ultrafiltro no principal D sobre P de forma tal que P; €
D cada vez que f € A,y QQ, € D para cada g € B. En dicho caso el ultraproducto
H = [[F,/D tendra una raiz de h € Z'[X] siempre y cuando h tenga una rafz en L, por
el teorema de Lo$. Aplicando el Lema 3.3.8 (y la Observacion 3.3.9) se tendra entonces
L~HnN @, €OmMo queremos.

Para conseguir un tal ultrafiltro basta ver que la familia

{Pr}reaU{Qqtoen UF

tiene la propiedad de interseccion finita, donde F es el filtro de Fréchet. Notemos en primer
lugar que, dados g1, g2 € B, se tiene gi1go € By Qg, N Qy, = Qg,g,- Es inmediato ver que
la propiedad de interseccion finita queda garantizada si mostramos ademas que:

1. para todos fi, fo € A existen f € Ay A C P finito con Py \ A C Py, N Py,;

2. dados f € A, g € B, el conjunto Py N Q) es infinito.
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Sean fi, fo como en el primer item, y sean «q,ay raices en L de dichos polinomios,
respectivamente. Sea a € L de manera que Q[ag, as] = Q[a]; podemos elegir a para que
sea un entero algebraico, es decir que su polinomio minimal f esté en Z'[X] y por tanto
en A. Existen p1,ps € Q[X] con p;(«) = a;; como las composiciones f; o p; anulan a «,
existen ademds ¢, ¢2 € Q[X] con

fiopi= fa.
Si A retune a los finitos primos involucrados en los denominadores de los coeficientes de
D1,D2,q1, G2, ¥y p es un primo afuera de A, la igualdad anterior se puede proyectar a F,[X]
(transformar 1/k en el inverso de k médulo p). Luego si p € P\ A y [ es una raiz de f
médulo p, entonces p;(f) es una raiz de f; médulo p, mostrando que p € Py, N Py,.

Para el segundo {tem sean f € A, g € B, o una raiz de f en L, y M el cuerpo de
descomposicion de g sobre Q. Asumimos sin pérdida que los discriminantes de f y g son
no nulos (i.e. que no tienen raices multiples). Por la hipétesis sobre L y recordando el
Lema 3.3.1, la extensién LM/ L es ciclica. Sea o € Gal(LM /L) un generador del grupo de
automorfismos de la extensién. Notemos que, mientras que o(«) = «, ninguna de las raices
de g es fijada por o, caso contrario estarian en L. Sea N una extensién finita y normal de Q
que contenga a M|a]; en particular N contiene todas las raices de f y de g. La restriccién
de o a M[a] se extiende a un autormofismo de N, que denotaremos también o. Definimos

R ={p € P: N tiene el tipo de o médulo p}.

Por el teorema de Chebotarev, R es infinito. Como f tiene una raiz fija por o y g no tiene
ninguna, por el Lema 3.3.11 se tiene

RCP,UA, RCQ UA,

donde A retne a los divisores primos de los discriminantes de f y g. Pero A es finito. La
interseccion Py N @), tiene que ser infinita, como querfamos. ]

Teorema 3.3.13. Todo cuerpo perfecto, pseudo algebraicamente cerrado con exactamente
una extension finita de cada grado es pseudofinito.

Demostracion. Sea F un cuerpo pad y sea K su cuerpo primo. El cuerpo L = F' N K
de numeros absolutos de F' esta bajo las hipdtesis de alguna de las Proposiciones 3.3.7
6 3.3.12, segun la caracteristica de F' (en el caso K = Q, recordemos la conclusién de la
Observacion 3.3.6). En uno u otro caso podemos concluir que existe un cuerpo hiperfinito
e infinito (y por tanto pseudofinito) H tal que F' N K = HN K. Por el Teorema 3.3.4, H
es un cuerpo pad. Aplicando el Teorema 3.3.5 obtenemos F' = H, y por tanto que F es
pseudofinito. O

Prueba del teorema de equivalencia elemental

Dos cuerpos pad son elementalmente equivalentes si y sélo si tienen cuerpos de niimeros
absolutos isomorfos. Segun el propio Ax [2], su prueba original de este hecho es “desafortu-
nadamente bastante complicada”. Contamos algunos de los detalles de la prueba ofrecida
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en el libro de Fried y Jarden [10] —donde en verdad se demuestra una versiéon mucho més
general del Teorema 3.3.5.

Una implicacién se sigue inmediatamente del Lema 3.3.8: dos cuerpos elementalmente
equivalentes anulan exactamente los mismos polinomios con coeficientes en el cuerpo primo.
En ella no se usa siquiera que los cuerpos sean pad. De hecho, en la deduccién del Teorema
3.3.13 a partir del 3.3.5 no se usa en ningun sitio la condicién de que los cuerpos sean PAC.
Esta propiedad, crucial entonces para la implicacion que nos falta, se aprovecha mediante
el siguiente caso particular del Lema de inmersién para cuerpos PAC.

Recordemos antes que el grupo de Galois absoluto de un cuerpo K, notado Gal(K), es el
grupo de automorfismos de la clausura separable de K que fijan los elementos de K'; desde
ya, cuando K es perfecto éste es el grupo de automorfismos de K sobre K, y es el tinico
caso que necesitaremos. Es un grupo profinito de manera natural. Dada una extension
E/K, siempre podemos definir el morfismo restriccién resg,x : Gal(£) — Gal(K). Por

otro lado, si E y F son perfectos, toda inmersion ® : £ — F con ®(E) C F induce un
morfismo ¢ : Gal(F') — Gal(E) dado por ¢(0)(z) = @ 1(o(®(x))). Si @ es un isomorfismo
con ®(F) = F entonces ¢ es un isomorfismo a su vez.

Lema 3.3.14 (Lema de inmersién). Sean E/K, F/L extensiones de cuerpos perfectos, con
E numerable y F' un cuerpo PAC Ny-saturado. Supongamos que tenemos un isomorfismo
Oy : K — L con o(K) = L y un diagrama conmutativo

Cal(E) «~Z— Gal(F)

lres \LI‘GS
Cal(K) «2— Gal(L)

donde g es el isomorfismo inducido por ®q. Entonces existe una inmersion P : E— F
con ®(F) C F que extiende a ®y y que induce p.

La demostraciéon del Lema de inmersion se basa en nociones de variedades absoluta-
mente irreducibles y extensiones regulares de cuerpos. Como justificacion parcial e intuitiva
—vy como explicacion del significado de la propiedad PAC—, mencionemos que un cuerpo
F' es pseudo algebraicamente cerrado cuando todo sistema de ecuaciones polinomiales

{(f(x)=0:fel}

dado por un ideal absolutamente primo I C F[X] es finitamente satisfacible en F'. Si F' es
ademas Ni-saturado, esto permite —bajo ciertas condiciones— copiar los elementos de un
cuerpo numerable F que extienda a un subcuerpo de F'.

Retomando la prueba del Teorema 3.3.5, notemos ahora que si dos cuerpos E, F' tienen,
cada uno, exactamente una extensién de cada grado, entonces Gal(E) ~ Z ~ Gal(F),
donde Z es el limite inverso de los grupos topolégicos finitos Z/nZ con las proyecciones
naturales. Recordando las nociones basicas de grupos profinitos se consigue sin dificultad
el siguiente lema. (Nétese que la restriccion resy IENR del grupo de Galois absoluto de
un cuerpo al grupo de Galois absoluto del cuerpo de sus nimeros absolutos es siempre
suryectiva).
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Lema 3.3.15. Sean E, F' cuerpos perfectos de igual caracteristica con exactamente una
extension de cada grado, K su cuerpo primo. Sean Lp = ENK, Lp = FNK, y supongamos
que Lp ~ Lp. Consideremos una extension del isomorfismo a un automorfismo de K.
Existe un isomorfismo ¢ : Gal(F) — Gal(E) que hace conmutar el diagrama

Cal(E) «+%— GCal(F)

l res l res

Cal(Lg) +2— Cal(Lp)
donde pq es el isomorfismo inducido por el automorfismo de K.

Consideremos FE, F' cuerpos pad tales que sus cuerpos de nimeros absolutos sean iso-
morfos. Tomemos extensiones Ni-saturadas £ < *F, F' < *F, por ejemplo ultrapotencias
no principales de E'y F'. Es facil ver que Lp = ENK = *EF‘IK y lo mismo para F'y *F'. Del
lema anterior extraemos isomorfismos ¢ : Gal(*F) — Gal(*E) y ¢ : Gal(Lg) — Gal(Fg)
con res«g/r, © P = Yo o res«p/r,., el segundo inducido por un automorfismo de K.

Probaremos que *E = *F con el siguiente argumento de back and forth basado en el
Lema de inmersion. Los cuerpos *F y *F' son pad y Nj-saturados. Por el teorema descen-
dente de Lowenheim—Skolem existe una subextensién elemental y numerable Ey < *E que
contiene a L. Se tiene el diagrama conmutativo

I‘eS*E/EOOga

Gal(E()) Gal(*F)

l res J/ res

Gal(Lg) <+2— Gal(Lp)

Por 3.3.14 existe una inmersién @, : Ey — *F con (IJO(EO) C "F que induce res-g/p, © ¢.
Si Ly = ®o(FEo) y 1o es el isomorfismo inducido por <I> LO — Eo, entonces también es
conmutativo el diagrama

Cal(*E) 2 Gal(*F)

l res l res

Gal(E,) —2 Gal(Ly)

ya que 9, Lo resp /1, €s el morfismo inducido por ®4. Nétese que Ey y Lo son perfectos.
Ahora podemos tomar una subestructura elemental y numerable Fy < *F que contenga a
Lg y repetir el argumento en el sentido opuesto. La inmersion ¥ : Fy — *E que obtenemos
extiende a ®;".

Seguimos indefinidamente para construir cadenas

EhLCcEyC...CYE, FhbCcFiC...C*F
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con Ky < *E, F), < *F para todo k < w, e inmersiones Py, : E’k — ﬁk, W, : ﬁk — EkH con

O C U, U C Dy

para todo k < w. Notemos que por la Proposicion 1.6.1 es Ey < Exiq, v la unién E, =
Uk<w Er €s una subestructura elemental de *E. Lo mismo para F, = |J,_, Fr y *F.
Ademas, la union de las restricciones ¢ = ®,|p, es un isomorfismo de E,, en F,, —su

) k<w k|Ey w w
inversa es la unién de las restricciones Wy |p, . Finalmente:

FE="F=FE,~F,="F=F.

Observaciones y comentarios

Hemos mostrado una axiomatizacion recursiva para la teoria de los cuerpos pseudofi-
nitos. Puede verse que la teoria es de hecho decidible, y lo mismo la teoria de los cuerpos
finitos. Como dijimos al comienzo, este iltimo problema fue la motivacién del trabajo
fundacional de Ax.

Por lo demas, dado un cuerpo pseudofinito F fijo, el Teorema 3.3.5 junto con la Propo-
sicion 3.3.8 afirman que su teoria particular queda determinada por los axiomas de cuerpo
pseudofinito, su caracteristica y el conjunto de los enunciados

{3z f(z) =0, Vo g(x) # 0}

para los f € Z[X] con una raiz en F y los g € Z[X] sin raices en F.

Digamos por ultimo que los cuerpos pseudofinitos existen en abundancia. Entre las
extensiones algebraicas de un cuerpo finito K, son pseudofinitas exactamente aquellas F
que, siendo infinitas, verifican sin embargo sup{m : K,» C F'} < oo para cada primo p,
donde K, denota la inica extensién finita de K de grado g. Entre las extensiones algebraicas
de Q, son pseudofinitas casi todas las de las forma Q(o) con o € Gal(Q). Aqui, Q(c) denota
el cuerpo fijo por ¢ en @, y el término casi todas debe entenderse en referencia a la medida
de Haar del grupo de Galois absoluto. De hecho ocurre que la medida del conjunto de los
o € Gal(Q) para los que Q(o) = ¢ (para un enunciado de primer orden ¢ dado) coincide
con la proporcién (en el sentido de la densidad de Dirichlet) de los primos p tales que
F, = ¢. Todo esto se puede leer en [10], junto otros resultados deslumbrantes.
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