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Gracias infinitas a René por la ayuda, paciencia y apoyo d́ıa a d́ıa, por hacer
que no baje los brazos. Gracias a mis papás por la confianza y entusiasmo y la
educación que me dieron, a mi hermano por su asistencia computacional y su aliento.
A mi t́ıa por su contención constante. Gracias a la familia de René que siempre
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Caṕıtulo 1

Introducción

En este trabajo se modelan sistemas para identificar y caracterizar defectos en
tubos y planchas de acero. En particular analizaremos técnicas de inspección no des-
tructivas, es decir que estudiaremos al tubo conservando su integridad. Emplearemos
aqúı el método de dispersión del flujo magnético (MFL por sus iniciales en inglés),
que consiste en magnetizar un material ferromagnético y leer, con detectores, el cam-
po magnético expulsado ([7], [8]). La intención es poder sacar conclusiones sobre el
estado del tubo a partir del campo obtenido.

La formulación matemática de este problema nos lleva en general a lo que llama-
mos un problema mal planteado, es decir un problema que no tiene solución, o que
tiene infinitas, o que no depende de manera continua de los datos (el campo detecta-
do por los sensores). Además tenemos que tener en cuenta que las mediciones tienen
errores, y no queremos que los mismos nos impidan obtener una buena descripción
del material estudiado. Para esto lo que hicimos fue regularizar el problema, o sea
que incorporamos alguna condición extra (a partir de conocimientos a priori del pro-
blema) que debe tener la solución, y mediante un replanteo ((adecuado)) del problema
obtener la ((mejor)) solución. Utilizaremos el llamado ((método de regularización de
Tikhonov))([5], [9]).

1.1. Inspección no destructiva. Método MFL.

Uno de los métodos más usados en ensayos no destructivos para materiales ferro-
magnéticos es el método de dispersión de flujo magnético (en inglés: magnetic flux
leakage, abreviadamente: MFL). Esta es una de las técnicas más antiguas para la
inspección de tanques, tubeŕıas y gasoductos en búsqueda de pérdidas de material,
fisuras y defectos.

Este método se basa en el hecho de que un material ferromagnético tiene una
permeabilidad magnética alta. La permeabilidad es lo que caracteriza el comporta-
miento de un material frente a un campo magnético, si la permeabilidad es alta el
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2 CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN

campo de inducción se concentra en el interior del mismo. Llamaremos defecto de un
objeto a una región del mismo con una permeabilidad distinta. En nuestro caso el
material será estudiado solamente en contacto con el aire y por lo tanto de existir un
defecto la permeabilidad encontrada será la del aire que es mucho más chica que la
del objeto. Luego, las ĺıneas del campo de inducción se configuran de tal modo que
un número pequeño de ellas son expulsadas en la zona del defecto, mientras que la
mayoŕıa de las ĺıneas intentan esquivar la discontinuidad. Esta expulsión provoca la
aparición de dipolos magnéticos locales que distorsionan el campo en cercańıas del
mismo ([7], [8]).

Su principio de operación se basa en la aplicación de un campo magnético intenso
al material a examinar y se coloca algún detector (sensor Hall, bobinas, etc) a una
pequeña distancia de la superficie que medirá la dispersión del campo. Después se
recorre la superficie del material, puede ser tanto moviendo el detector o moviendo
el material. Cuando el detector pasa por la discontinuidad la señal que recibe el
detector muestra una variación abrupta.

En la figura (1.1) se pueden observar las expulsiones que generan los defectos en
la parte superior e inferior del objeto. Además podemos ver la señal que produce
el transductor. Aśı es como ésta señal tiene mucha información de los defectos del
material, tanto de su ubicación como su tamaño y geometŕıa.

Por todo esto es que es muy importante para la industria caracterizar apropia-
damente el fenómeno y mejorar las posibles debilidades del modelo.

1.2. Problemas inversos

Cuando usamos el término problemas inversos uno inmediatamente se pregunta
¿inverso a qué? Se podŕıa decir que dos problemas son inversos uno del otro si la
formulación de uno implica al otro.

Por diversos motivos se llama a uno de estos dos problemas (generalmente el más
simple o el que fue estudiado antes) el problema directo y al otro el problema inverso.
De todas maneras, si existe un mundo de problemas reales detrás del problema
matemático estudiado, hay una distinción muy natural entre el problema directo y el
inverso. Por ejemplo, si quisiéramos predecir el comportamiento futuro de un sistema
f́ısico conociendo su estado presente y las leyes f́ısicas, podŕıamos decir que este es un
problema directo. Mientras que determinar el estado presente de un sistema a partir
de observaciones futuras (es decir calcular la evolución de un sistema hacia atrás en
el tiempo) o identificar parámetros f́ısicos a partir de observaciones en la evolución
del sistema son problemas inversos [5].

Desde el punto de vista de las aplicaciones existen dos diferentes motivaciones
para estudiar problemas inversos. Uno es querer saber estados pasados o parámetros
de un sistema f́ısico, el otro es encontrar cómo influir en un sistema mediante su
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Figura 1.1: Las ĺıneas del campo se mantienen en el interior del objeto cuando no
hay defectos, mientras que donde hay falla éstas son expulsadas de manera distinta
si la misma es interna o externa.

estado presente en orden de poder dirigirlo a un estado deseado en el futuro.
Este tipo de problemas pueden no tener solución en el sentido estricto, o tal vez

las soluciones no son únicas y/o no dependen en forma continua de los datos. Pro-
blemas matemáticos con este tipo de propiedades no deseadas se llaman problemas
mal planteados y poseen muchas dificultades numéricas (en especial por la depen-
dencia discontinua). Una cuestión importante al trabajar con problemas inversos es
hallar una manera de forzar al mismo para que tenga una solución única, decidir
qué información adicional hay que solicitar o qué hipótesis nueva debemos asumir.

La siguiente lista de problemas inversos nos da una buena idea de la gran variedad
de aplicaciones que tiene esta teoŕıa:

Problema inverso de la inducción geomagnética.

Tomograf́ıa por rayos X, tomograf́ıa por ultrasonido, tomograf́ıa laser.
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Dispersión acústica.

Análisis de imágenes.

Locación de grietas o minas por prospección magnética.

Exploración śısmica.

Deconvolución, reconstrucción de señales truncadas.

Determinar la volatilidad en modelos financieros.

Evolución hacia atrás en el tiempo, conducción inversa del calor.

El problema inverso de la teoŕıa del potencial.

Supongamos que tenemos un modelo matemático de un proceso f́ısico. Nosotros
asumimos que este modelo nos da una descripción del sistema detrás del proceso,
de las condiciones con las que opera y que explica las principales cantidades del
modelo: la entrada, el sistema de parámetros y la salida. En la mayoŕıa de los casos
la descripción del sistema viene dada en términos de un conjunto de ecuaciones
que contienen ciertos parámetros. El análsis del proceso f́ısico dado v́ıa un modelo
matemático puede ser separado en tres distintos tipos de problemas:

1. El problema directo. Dada la entrada y el sistema de parámetros encontrar
la salida del modelo.

2. Reconstrucción del problema. Dado el sistema de parámetros y la salida
hallar qué entrada nos ha llevado a esta salida.

3. Identificación del problema. Dada la salida y la entrada determinar el sis-
tema de parámetros que están de acuerdo con la relación entre la entrada y la
salida.

Decimos que un problema del tipo 1 es directo ya que el problema está orientado
hacia una secuencia causa-efecto. En este sentido los problemas 2 y 3 se llaman
inversos porque son problemas de hallar causas no conocidas a partir de consecuencias
conocidas. Es claro que la solución de uno de estos problemas involucra también el
tratamiento del otro.
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1.3. Problemas mal planteados

Los modelos inversos involucran la estimación de la solución de una ecuación a
partir de un conjunto de datos observados. La teoŕıa se divide en dos partes bien
diferenciadas. Una trata con el caso ideal en el que el dato se conoce de manera
perfercta. El otro trata con problemas prácticos que son creados por datos imprecisos
e incompletos. Resulta ser que en los problemas inversos la solución obtenida por la
fórmula anaĺıtica es muy sensible a los errores que pueda tener el dato. Por esto es
que decimos que los problemas inversos tienen como caracteŕıstica ser problemas mal
planteados, para ello utilizamos la definición de Hadamard:

Definición 1.3.1. Se dice que un problema matemático basado en un fenómeno f́ısico
está bien planteado si se cumplen las siguientes condiciones:

1. Existencia de solución.

2. La solución es única.

3. El comportamiento de la solución cambia poco cuando se modifica ligeramente
el dato inicial.

Si el problema no tiene solución única entonces sabemos que aún conociendo
el dato perfectamente, éste no contiene información suficiente para reconstruir la
cantidad f́ısica que debemos estimar. En la cuestión de la estabilidad debemos decidir
si la solución depende de forma continua del dato. La estabilidad es necesaria si
queremos estar seguros que una pequeña variación en el dato dado nos da un pequeño
cambio en la solución obtenida [5].

Cuando resolvemos numéricamente un problema mal planteado debemos esperar
ciertas dificultades, puesto que cualquier error actúa como una perturbación en la
ecuación original y puede causar grandes variaciones en la solución. Los errores en las
observaciones tienen el mismo efecto. Como los errores no pueden ser completamente
evitados, encontraremos un conjunto de soluciones posibles, y la idea es encontrar la
que sea más razonable en algún sentido determinado.

Ejemplo 1.3.2 (La diferenciación como un problema inverso). Sean f ∈ C1[0, 1]
una función cualquiera, δ ∈ (0, 1), n ∈ N (n ≥ 2) un número arbitrario y definamos

f δ
n := f(x) + δ sin

(nx
δ

)
, x ∈ [0, 1].

Entonces
(f δ

n)
′(x) = f ′(x) + n cos

(nx
δ

)
, x ∈ [0, 1].

Considerando las normas infinito tenemos que

∥f − f δ
n∥∞ = δ,
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pero
∥f ′ − (f δ

n)
′∥∞ = n.

Si consideramos a f y f δ
n como el dato exacto y el perturbado respectivamente, en-

tonces para un error pequeño en el dato, el error en el resultado, la derivada, puede
ser arbitrariamente grande, luego la derivada no depende de forma continua en el
dato con respecto a la norma infinito.

Notemos que f ′ soluciona la ecuación integral:

(Kx)(s) :=

∫ s

0

x(t)dt = f(s)− f(0),

que es solucionable en C1[0, 1] solamente si f ∈ C[0, 1]. El correspondiente problema
directo seŕıa calcular f a partir de x, i.e. integración, que es un proceso estable en
C[0, 1]. Observemos que la integración es un proceso suavizante. O sea errores en x de
altas oscilaciones quedan amortiguadas y tiene un efecto muy pequeño en el dato para
el problema inverso. En general, siempre que el problema directo tenga propiedades
suavizantes, uno debe esperar oscilaciones provenientes de pequeñas perturbaciones
en el dato en la solución del problema inverso. Este efecto es más pronunciado cuanto
más suavizante sea el problema directo.

Ejemplo 1.3.3. [Ecuación integral de Fredholm]
Un ejemplo t́ıpico de problema mal planteado es la ecuación integral de Fredholm

de tipo 1 con núcleo en L2.
Consideremos ∫ b

a

K(s, t)f(t)dt = g(s), c ≤ s ≤ d. (1.1)

donde las funciones g y K son datos y la función f es la solución buscada. A la
función K se la llama el núcleo de la ecuación.

Podemos reescribir la ecuación (1.1) de la siguiente manera:

K̃f = g

donde K̃ es un operador lineal. Entonces luego la idea es investigar si este operador
es inversible, es decir ¿existe un operador, que denotaremos como K̃−1, tal que

f = K̃−1g?

Pero no solamente nos importa si el operador es inversible, sino que también su-
poniendo que el operador fuese inversible debemos decidir si el operador inverso es
acotado o no lo es. En la práctica este tipo de ecuaciones surgen constantemente y
tienen propiedades muy poco deseables, son problemas mal planteados. Veamos que
por ejemplo no cumple la condición de continuidad respecto del dato.
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Si perturbamos la solución por:

∆f(t) = ϵ sin(2πpt), p = 1, 2, ...., ϵ = constante

donde ϵ puede ser eventualmente un número muy grande. Entonces la correspondiente
perturbación en la función g esta dada por:

∆g(s) = ϵ

∫ b

a

K(s, t)sin(2πpt)dt, p = 1, 2...

Mediante el lema de Riemann-Lebesgue obtenemos que ∆g → 0 cuando p → ∞. De
este modo tenemos que el cociente ∥∆f∥

∥∆g∥ puede ser arbitrariamente grande eligiendo p
entero suficientemente grande. Es decir que el problema inverso está mal planteado
pues no cumple la condición 3.

En particular este ejemplo muestra que las ecuaciones integrales de Fredholm
de primer tipo con núcleo de cuadrado integrable son extremadamente sensibles a
perturbaciones de altas frecuencias.

Si hablamos de manera estricta los problemas mal planteados deben estar en di-
mensión infinita, de lo contrario el cociente ∥∆f∥

∥∆g∥ se mantendrá acotado aunque puede
ser muy grande. Sin embargo algunos problemas de dimensión finita tienen propie-
dades muy similares a los problemas mal planteados, tales como ser muy sensibles
a perturbaciones con altas frecuencias; y entonces es natural asociar el término pro-
blemas discretos mal planteados con estos problemas. En el caṕıtulo 2 intentaremos
analizar cuáles son las caracteŕısticas que hacen a un sistema de ecuaciones lineales:

Ax = b, A ∈ Rm×n

y al problema de cuadrados mı́nimos asociado a ese sistema:

argmı́n ∥Ax− b∥2, A ∈ Rm×n, m > n

un problema mal planteado. Vale observar que los t́ıpicos problemas mal planteados
discretos son sistemas de ecuaciones lineales y sus respectivos problemas de cua-
drados mı́nimos que provienen de la discretización de problemas mal planteados de
dimensión infinita, como el que trabajaremos en nuestro problema en particular.

Las condiciones (1) y (2) de Hadamard son equivalentes a decir que el operador
A tiene una inversa bien definida y que el dominio de A−1 es todo el espacio de
datos. El requerimiento de la condición (3) de dependencia continua de la solución
respecto del dato es una condición necesaria pero no suficiente para la estabilidad de
la solución. La propagación del error relativo está controlado por la condición de la
matriz:

∥∆x∥
∥x∥

≤ cond(A)
∥∆b∥
∥b∥
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donde

cond(A) = ∥A∥∥A−1∥ y ∥A∥ = supx̸=0
∥Ax∥
∥x∥

.

Entonces nos gustaŕıa que la cond(A) sea chica. Si cond(A) no es muy grande el
problema Ax = b está bien condicionado y la solución es estable cuando hay poca
variación en el dato. De otra forma se dice que el problema está mal condicionado.

Un aspecto importante de los problemas discretos mal planteados es que para
poder calcular una solución no se pueden aplicar métodos directos sino que como vi-
mos se deben aplicar métodos más sofisticados en orden de asegurar el cálculo de una
solución que tenga sentido. Este es el objetivo esencial de los métodos regularizantes.

1.4. Regularización

La mayor dificultad de los problemas mal planteados es que son esencialmente
indeterminados. Por lo tanto es necesario incorporar más información sobre la solu-
ción esperada, para estabilizar el problema y encontrar una solución útil y estable.
Este es el propósito de la regularización [9].

Supongamos que estamos en el caso finito (todos estos resultados pueden ser
generalizados a dimensión infinita):

Ax = b, A ∈ Rm×n

En principio se puede agregar distintos tipos de información a la solución buscada,
un requerimiento muy usual es el de pedirle que su norma-2 no sea muy grande. Más
en general, se puede exigir que la solución minimice cierta cantidad

Ω(x) = ∥L(x)∥2.

Si además conocemos un estimador inicial de la solución x∗, éste puede ser incluido
en la parte de las restricciones:

Ω(x) = ∥L(x− x∗)∥2.

T́ıpicamente el operador L es la identidad o el operador de derivación. De esta manera
la restricción Ω controla la suavidad de la solución regularizada.

Al introducir la restricción Ω(x) lo que se empieza a buscar no es ya una solución
del sistema Ax = b sino una solución que proporcione un equilibrio ((justo)) entre la
minimización de Ω(x) y la minimización de la norma residual ∥Ax − b∥2. La idea
subyacente es que la solución regularizada con seminorma chica y norma residual
también pequeña no esté demasiado lejos de la solución deseada y desconocida del
problema no perturbado.
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Ejemplo 1.4.1 (Tikhonov). El método más común y conocido de regularización es
el de Tikhonov, la idea es definir la solución regularizada xλ de la siguiente manera:

xλ = argmı́n{∥Ax− b∥22 + λ2∥L(x− x∗)∥22},

donde λ, el parámetro de regularización, controla el peso que se le da a minimizar
la restricción en relación con la minimización de la norma residual. Claramente
cuando λ es grande la solución regularizada obtenida tendrá una seminorma pequeña
a expensas de una norma residual grande, mientras que si el valor de λ es chico el
efecto será el opuesto. De este modo se ve que el parámetro λ es un valor importante
que controla las propiedades de la solución regularizada, por ende debe ser elegido
cuidadosamente.
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Caṕıtulo 2

Fundamentos matemáticos

En este caṕıtulo expondremos la teoŕıa matemática que hay detrás de los pro-
blemas inversos. Para ello seguimos principalmente el libro [5] que tiene un enfoque
muy generalizado del tema. Incluimos también teoŕıa de dimensión finita de [9] que
nos será útil para la resolución de nuestros problemas.

2.1. Inversa generalizada de Moore-Penrose

Consideremos la ecuación:

Tx = y (2.1)

donde T es un operador lineal y acotado entre los espacios de Hilbert X e Y . Si
y ∈ R(T ) entonces existe solución de (2.1). Si además N(T ) = {0} la solución es
única y además existe T−1 sobre R(T ). La continuidad de T−1 es equivalente a que la
solución dependa de manera continua del dato. Pero en los problemas mal planteados
estas condiciones no se cumplen (al menos no todas).

Supongamos que y /∈ R(T ) o bien que N(T ) ̸= {0} aún aśı queremos encontrar
una solución en un sentido generalizado de (2.1), es decir buscar un elemento que
solucione (2.1) en un sentido aproximado. Esta noción generalizada de solución es la
que nos brinda la inversa generalizada de Moore-Penrose. El tema de la continuidad
sobre el dato lo veremos más adelante en este caṕıtulo.

Definición 2.1.1. Sea T : X → Y un operador lineal acotado, X e Y espacios de
Hilbert.

1. x ∈ X se llama solución de mı́nimos cuadrados de Tx = y si

∥Tx− y∥ = ı́nf{∥Tz − y∥ : z ∈ X}

11
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2. x ∈ X se llama la mejor aproximación a la solución de Tx = y si x es una
solución de mı́nimos cuadrados de Tx = y y

∥x∥ = ı́nf{∥z∥/z es una solución de mı́nimos cuadrados de Tx = y}

Definición 2.1.2. Dado un operador T ∈ L(X, Y ), la inversa generalizada de
Moore-Penrose de T , que se nota T †, se define como la única extensión lineal de
T̃−1 al conjunto D(T †) := R(T )+̇R(T )⊥ con N(T †) = R(T )⊥ y donde

T̃ := T |N(T )⊥ : N(T )⊥ → R(T ).

Observación 2.1.3. T † está bien definida, pues N(T̃ ) = {0} y R(T̃ ) = R(T ) ⇒
∃ T̃−1. Por el requerimiento de que N(T †) = R(T )⊥ y de que T † es lineal ⇒ si
y ∈ D(T †) con representación única y = y1 + y2 donde y1 ∈ R(T ) e y2 ∈ R(T )⊥,

entonces T †(y) = T †(y1) + T †(y2) = T †(y1) = T̃−1(y1)

Proposición 2.1.4. Sea P : X → N(T ) y sea Q : Y → R(T ) proyectores ortogo-
nales. Entonces R(T †) = N(T )⊥ y se cumplen las siguientes ecuaciones de Moore-
Penrose:

1. TT †T = T

2. T †TT † = T †

3. T †T = I − P

4. TT † = Q|D(T †)

Demostración 2.1.5. Debido a la definición de T † para todo y ∈ D(T †) vale que:

T †(y) = T̃−1Q(y) = T †Q(y) (2.2)

entonces queda que T †(y) ∈ R(T̃−1) = N(T )⊥. Para todo x ∈ N(T )⊥ se tiene

T †T (x) = T̃−1T̃ (x) = x. Esto demuestra que R(T †) = N(T )⊥. Para y ∈ D(T †), por
la ecuación (2.2), tenemos que

TT †(y) = TT †Q(y) = T T̃−1Q(y) = T̃ T̃−1Q(y) = Q(y),

ya que T̃−1Q(y) ∈ N(T )⊥. Aśı tenemos que vale la ecuación 4. Por la definición de
T † tenemos que, para todo x ∈ X,

T †T (x) = T̃−1T [P (x) + (I − P )(x)] = T̃−1TP (x) + T̃−1T̃ (I − P )(x) = (I − P )(x)

lo cual implica la ecuación 3. Aśı mismo, la ecuación 3 implica que

TT †T = T (I − P ) = T − TP = T.

Con esto obtenemos la ecuación 1. Por las ecuaciones (2.2) y 4 obtenemos la ecuación
2.



2.1. INVERSA GENERALIZADA DE MOORE-PENROSE 13

Proposición 2.1.6. La inversa generalizada de Moore-Penrose, T †, tiene gráfico
cerrado. Más aún, T † es acotado (i.e continuo) ⇔ R(T ) es cerrado.

Demostración 2.1.7. Primero veamos que

{(y1, T̃−1(y1))/y1 ∈ R(T )} = {(T (x), x)/x ∈ X} ∩ (Y ×N(T )⊥). (2.3)

Sean y1 ∈ R(T ), x := T̃−1(y1). Por la definición de T̃ tenemos que x ∈ N(T )⊥, y
por la ecuación 4, T (x) = TT †(y1) = y1. Por lo tanto

(y1, T̃
−1(y1)) = (T (x), x) ∈ Y ×N(T )⊥.

Si x ∈ N(T )⊥, y1 := T (x) (aqúı y1 ∈ R(T )), entonces T̃−1(y1) = T †T (x) = x, luego

(y1, T̃
−1(y1)) = (T (x), x),

resultando válida la ecuación (2.3). Por definición de T †, tenemos que

gr(T †) = {(y, T †(y))/y ∈ D(T †)}
= {(y1 + y2, T̃

−1(y1)/y1 ∈ R(T ), y2 ∈ R(T )⊥}
= {(y1, T̃−1(y1))/y1 ∈ R(T )}+ (R(T )⊥ × 0), (2.4)

lo cual, junto a la igualdad (2.3), implica que

gr(T †) = [{(T (x), x)/x ∈ X} ∩ (Y ×N(T )⊥)] + [R(T )⊥ × 0]. (2.5)

Los espacios en el lado derecho de(2.5) son cerrados y ortogonales entre śı en X×Y ,
luego su suma, el gr(T †), es cerrada.

Veamos ahora que vale la segunda parte de la proposición. Para la vuelta, supon-
gamos que R(T ) es cerrado, entonces D(T †) = Y . Por el teorema del gráfico cerrado
vale que T † es acotada. Para la ida, sea T † acotada, luego T † tiene una única exten-
sión continua T † a Y . Por la ecuación 4 y la continuidad de T †, podemos concluir
que TT † = Q. Aśı, para y ∈ R(T ), y = Q(y) = TT †(y) ∈ R(T ), por lo que reulta
que R(T ) es cerrado.

El siguiente teorema muestra la relación entre la solución de mı́nimos cuadrados
y la inversa de Moore-Penrose.

Teorema 2.1.8. Sea y ∈ D(T †). Entonces T (x) = y tiene una única mejor apro-
ximación a la solución, que viene dada por x† := T †(y). El conjunto de todas las
soluciones de mı́nimos cuadrados es x† +N(T ).
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Demostración 2.1.9. Sea S := {z ∈ X/Tz = Qy}. S ̸= ∅, ya que como

y ∈ D(T †) = R(T ) +R(T )⊥,

resulta Qy ∈ R(T ). Como el proyector ortogonal Q es también un proyector métrico,
tenemos que para todo z ∈ S y x ∈ X : ∥Tz − y∥ = ∥Qy − y∥ ≤ ∥Tx − y∥. Por lo
tanto tenemos que todos los elementos de S son soluciones de mı́nimos cuadrados de
Tx = y.

A la inversa, sea z una solución de cuadrados mı́nimos de la ecuación Tx = y,
entonces ∥Qy − y∥ ≤ ∥Tz − y∥ = ı́nf ∥u− y∥/u ∈ R(T ) = ∥Qy − y∥, luego Tz es el
elemento más cercano a y en R(T ), o sea Tz = Qy. De ésta manera hemos mostrado
que

S = {x ∈ X/x es solución de cuadrados mı́nimos de Tx = y} ̸= ∅.

Tomemos ahora a z, el elemento de mı́nima norma en el cerrado S = T−1({Qy}).
Como S = z +N(T ), es suficiente mostrar que

z = T †y. (2.6)

Como z ∈ N(T )⊥, vale que

z = (I − P )z = T †Tz = T †Qy = T †TT †y = T †y,

que es lo que queŕıamos demostrar.

Teorema 2.1.10. Sea y ∈ D(T †). Entonces x ∈ X es una solución de mı́nimos
cuadrados de Tx = y si y solo si se cumple la siguiente ecuación:

T ∗Tx = T ∗y. (2.7)

La ecuación (2.7) se llama ecuación normal.

Demostración 2.1.11. x es una solución de mı́nimos cuadrados de Tx = y si y
solo si Tx es el elemento más cercano a y en R(T ), lo que es equivalente a decir que
Tx− y ∈ R(T )⊥ = N(T ∗), o sea T ∗(Tx− y) = 0, y por lo tanto a (2.7).

Observación 2.1.12. T †y es la solución de la ecuación (2.7) de mı́nima norma, i.e
T † = (T ∗T )†T ∗.

Por todo esto es que la inversa generalizada de Moore-Penrose sirve para calcular
la mejor aproximación (en el sentido de mı́nimos cuadrados) de la solución de un
sistema lineal de ecuaciones que carece de solución única. También se utiliza para
hallar la solución de mı́nima norma de un sistema de ecuaciones lineales con múltiples
soluciones. La inversa de Moore-Penrose se puede calcular usando la descomposición
en valores singulares.
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2.2. Descomposición en valores singulares

En lo que sigue supongamos que el operador K es un operador lineal y compacto,
consideremos también que es un operador autoadjunto. De esta manera tenemos un
conjunto de autovalores (λn) distintos de cero y sus correspondientes autovectores
(vn) que forman una base ortogonal. Con estos conjuntos el operador K puede ser
diagonalizado de la siguiente manera:

Kx =
∞∑
n=1

λn⟨x, vn⟩vn

para todo x ∈ X. Si K no es autoadjunto no tienen por qué existir autovalores. La
idea es construir un sistema sustituto para operadores no autoadjuntos que llamare-
mos sistema singular.

Definición 2.2.1. Sea K : X → Y un operador lineal y compacto. Se define el
sistema singular (σn; vn, un) de K del siguiente modo:

si K∗ : Y → X es el operador adjunto de K, entonces {σ2
n}n∈N son los autovalores

distintos de cero del operador autoadjunto y compacto K∗K escritos en orden decre-
ciente con multiplicidad, σn > 0, {vn}n∈N es el correspondiente sistema completo y
ortonormal de autovectores de K∗K, y los {un}n∈N se definen como un = Kvn

∥Kvn∥ .

Observación 2.2.2. Valen las siguientes afirmaciones:

Los un están bien definidos, pues ∥Kvn∥ = σn ̸= 0.

Los {vn}n∈N generan R(K∗K) = R(K∗).

Los {un}n∈N son una base ortonormal de autovectores de KK∗ y generan
R(KK∗) = R(K). Que los un son autovectores ortonormales de KK∗ sa-
le sencillamente haciendo las cuentas y usando la definición de los un. Vea-
mos que es un conjunto completo de autovectores de R(KK∗). Sea w auto-
vector de KK∗ asociado a un autovalor λ ̸= 0, por lo tanto tenemos que
KK∗w = λw ⇒ K∗KK∗w = λK∗w ⇒ K∗w es autovector de K∗K de un
autovalor ̸= 0. Aśı, K∗w = vn ⇒ Kvn = KK∗w = λw ⇒ w = Kvn

λ
. Como

∥w∥ = 1 ⇒ λ = ∥Kvn∥ ⇒ w = un para algún n.

Proposición 2.2.3. Sean K un operador lineal y compacto, (σn; vn, un) su sistema
singular. Entonces valen las siguientes igualdades:

1. Kvn = σnun

2. K∗un = σnvn

3. Kx =
∑∞

n=1 σn⟨x, vn⟩un
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4. K∗y =
∑∞

n=1 σn⟨y, un⟩vn
donde estas series infinitas convergen en los espacios de Hilbert X e Y en sus res-
pectivas normas. Los ı́tems (3) y (4) se denominan expansión en valores singulares.

Demostración 2.2.4. Probemos que son verdaderas las fórmulas de la proposición:

1. Sale usando que ∥Kvn∥ = σn.

2. Sale fácilmente de la definición de un y del ı́tem anterior.

3. Dada la base de autovectores vn de K∗K asociados a los autovalores σ2
n ̸= 0,

extiendo a una base de autovectores del espacio X agregando los autovectores
wn asociados al autovalor 0. Entonces tenemos que:

∥Kx−
N∑

n=1

σn ⟨x, vn⟩un∥ ≤ ∥Kx−K
N∑

n=1

⟨x, vn⟩ vn −K
N∑

n=1

⟨x,wn⟩wn∥

+ ∥K
N∑

n=1

⟨x,wn⟩wn∥

Como vale que ∥Kwn∥2 = ⟨Kwn, Kwn⟩ = ⟨wn, K
∗Kwn⟩ = 0, entonces el

segundo término del sumando es cero mientras que el primero tiende a cero
cuando N → ∞.

4. Sale con las mismas ideas que el ı́tem anterior.

Observación 2.2.5. K tiene rango de dimensión finita si y solo si K tiene fini-
tos valores singulares. En ese caso todas las series infinitas que involucran valores
singulares se transforman en sumas finitas.

Proposición 2.2.6. Sea K : X → Y un operador compacto, dimR(K) = ∞.
Entonces K† es un operador densamente definido, lineal, no acotado y con gráfico
cerrado.

Demostración 2.2.7. Veamos primero que si R(K) es cerrado esto implica que
dimR(K) <∞. Como R(K) es cerrado entonces es completo y por el teorema de la
aplicación abierta [2] tenemos que

K|N(K)⊥ : N(K)⊥ → R(K)

tiene inversa continua. Además vale que

K(K|N(K)⊥)
−1 = IR(K)

y como K es compacto y (K|N(K)⊥)
−1 es continua, resulta que IR(K) es compacto y lue-

go dimR(K) <∞, que es lo que queriamos ver. Como por hipótesis dimR(K) = ∞,
obtenemos que R(K) no es cerrado, y por la proposición (2.1.6), K† no es acotado.
Por la misma proposición K† tiene gráfico cerrado.
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Observación 2.2.8. Este resultado nos dice que para un operador lineal, compacto y
con dimR(K) = ∞, la mejor solución aproximada de Kx = y no depende de forma
continua de y, y por ello representa un problema mal planteado.

Utilizando el sistema singular se puede encontrar una serie que representa la
inversa de Moore-Penrose para un operador compacto.

Teorema 2.2.9. Sea (σn; vn, un) un sistema singular para el operador lineal y com-
pacto K, y ∈ Y . Entonces vale que:

1.

y ∈ D(K†) ⇔
∞∑
n=1

| ⟨y, un⟩ |2

σ2
n

<∞ (2.8)

2. Si y ∈ D(K†) entonces,

K†y =
∞∑
n=1

⟨y, un⟩
σn

vn.

Demostración 2.2.10. Sea y ∈ D(K†), o sea Qy ∈ R(K). El proyector ortogonal
Q en R(K) puede ser escrito de la siguiente forma:

Q =
∞∑
n=1

⟨., un⟩un,

puesto que un genera R(K). Como Qy ∈ R(K), existe x ∈ X tal que Kx = Qy, sin
perdida de generalidad podemos asumir que x ∈ N(K)⊥.

Ya que vn genera R(K∗) = N(K)⊥, vale que x =
∑∞

n=1 ⟨x, vn⟩ vn y aśı resulta

Qy =
∞∑
n=1

⟨y, un⟩ un = Kx =
∞∑
n=1

⟨x, vn⟩Kvn =
∞∑
n=1

σn ⟨x, vn⟩un.

En consecuencia, para todo n ∈ N vale que:

⟨y, un⟩ = σn ⟨x, vn⟩ . (2.9)

Tenemos que (⟨x, vn⟩) ∈ ℓ2 pues es una sucesión de coeficientes de Fourier, y aśı por
(2.9) también (⟨y, un⟩ /σn) ∈ ℓ2.

Contrariamente, asumiendo que:

∞∑
n=1

| ⟨y, un⟩ |2

σ2
n

<∞,
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definimos

x :=
∞∑
n=1

⟨y, un⟩
σn

vn.

Entonces, por el teorema de Riesz-Fischer, vale que x ∈ X.
Se tiene entonces que

Kx =
∞∑
n=1

⟨y, un⟩
σn

Kvn =
∞∑
n=1

⟨y, un⟩un = Qy.

Como Qy ∈ R(K) nos queda que y ∈ D(K†). Aśı queda demostrado el primer
resultado del teorema.

Sabemos que vn genera N(K)⊥, entonces x ∈ N(K)⊥. Hab́ıamos visto en la
demostración del teorema (2.1.8) que {z ∈ X|Kz = Qy} = K†y + N(K). Como
x está en estos dos conjuntos, aśı como también esta en N(K)⊥, x es el elemento
de mı́nima norma en este conjunto, es decir, x = K⊥Qy = K†y, lo cual prueba el
segundo resultado del teorema.

Observación 2.2.11. La primera condición del teorema (2.2.9) para la existencia
de una mejor aproximación a la solución, es conocida como ((el criterio de Picard)).
Esta dice que que la mejor aproximación a la solución de Kx = y existe solo si los
coeficientes de Fourier (⟨y, un⟩) decaen suficientemente más rápido que los valores
singulares σn.

Observación 2.2.12. El ı́tem (2) del teorema (2.2.9) muestra cómo los errores en
y afectan al resultado K†y. Los componentes del error que corresponden a valores
singulares grandes son inofensivos, mientras que los componentes del error corres-
pondientes a valores singulares chicos, σn, son amplificados por el factor 1/σn, de
modo que estos valores son peligrosos. Si dimR(K) <∞ entonces hay sólo una can-
tidad finita de valores singulares, y por lo tanto los factores de amplificación están
al menos acotados, sin embargo pueden ser demasiado grandes. Si dimR(K) = ∞
entonces vale que ĺım

n→∞
σn = 0 y por ende los errores en el dato de un tamaño fijo

pueden ser amplificados arbitrariamente, esto es por el factor 1/σn, que crece sin
ĺımite.

2.3. Descomposición en valores singulares para di-

mensión finita

Para lo que sigue nos importará analizar el caso de dimensión finita.
Sea A ∈ Rm×n una matriz, supongamos m ≥ n. Entonces podemos pensar a A

como un operador lineal y acotado de Rn → Rm y como estamos en dimensión finita
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es un operador compacto. Entonces usando la definición de sistema singular existe un
sistema (σi; vi, ui) tal que Ax =

∑s
i=1 σi ⟨x, vi⟩ui y donde σ1 ≥ . . . ≥ σs > 0. Es decir

σ2
s es el autovalor más chico de A⊤A pero distinto de cero. Luego se puede extender

al conjunto ortonormal (vi)1≤i≤s de autovectores de A⊤A a una base ortonormal de
Rn con los autovectores asociados al autovalor nulo de A⊤A. Aśı mismo se puede
extender al conjunto ortonormal (ui)1≤i≤s de autovectores de AA⊤ a un conjunto
ortonormal (ui)1≤i≤n con elementos del núcleo de AA⊤. Y entonces seguirá valiendo
que

Ax =
n∑

i=1

σi ⟨x, vi⟩ui, (2.10)

donde σi = 0 ∀s + 1 ≤ i ≤ n. Si definimos a las matrices U y V como las matrices
cuyas columnas son los vectores (u1, . . . , un) y (v1, . . . , vn) respectivamente. Y la
matriz Σ es la matriz diagonal que tiene a los σ1, . . . , σn obtenemos que:

A = UΣV ⊤ =
n∑

i=1

uiσiv
⊤
i . (2.11)

Los elementos σi son los valores singulares de A, mientras que los vectores ui y vi
son los vectores singulares a izquierda y a derecha respectivamente. Y la ecuación
(2.11) representa la descomposición en valores singulares de A abreviadamente se
nota SVD (singular value decomposition).

Observación 2.3.1. La condición de la matriz A es igual a σ1/σn.

En relación a problemas discretos mal planteados hay dos rasgos caracteŕısticos
de la descomposición en valores singulares que se encuentran muy a menudo, sin
embargo son muy dif́ıciles, o quizás imposible de demostrar en general. Estas son:

Los valores singulares σi decrecen gradualmente a cero sin una brecha en par-
ticular en el espectro. Un crecimiento en las dimensiones de A generará un
incremento en la cantidad de valores singulares.

Los vectores singulares a izquierda y a derecha tienden a tener más cambios de
signo en sus elementos a medida que σi decrece.

A partir de la ecuación (2.11) se desprenden las siguientes dos relaciones:{
Avi = σiui
∥Avi∥2 = σi

Aśı podemos ver que si σi es un valor chico esto implica que A tiene rango casi
deficiente y que los vectores vi asociados a valores σi pequeños son numéricamente
vectores del núcleo de A (es decir que una computadora podŕıa registrar para estos
valores pequeños σi que la ecuación es Avi = 0). Por este motivo y por las carac-
teŕısticas previamente enunciadas podemos concluir que la matriz A de un problema
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discreto mal planteado está muy mal condicionada y que su espacio numéricamente
nulo está generado por vectores con muchos cambios de signo. El SVD nos permite
analizar otro aspecto muy importante de los problemas discretos mal planteados y
tiene que ver con el efecto suavizante t́ıpicamente asociado a los núcleos en L2.

Notemos que a medida que los σi decrecen los vectores singulares ui y vi son cada
vez más oscilatorios. Usando la ecuación (2.10) se observa claramente que debido
a la multiplicación con los σi las componentes de alta frecuencia de x están más
amortiguados en Ax que las frecuencias bajas. Es aśı que el problema inverso, es
decir aquel que calcula el valor de x a partir de Ax = b con b conocido debe tener el
efecto opuesto, o sea que amplifica las oscilaciones de alta frecuencia del lado derecho
b.

2.4. Descomposición en valores singulares genera-

lizado

La descomposición en valores singulares generalizada (GSVD, generalized singu-
lar value decomposition) para un par de matrices (A,L) es una generalización del
SVD para A en el sentido de que los valores singulares generales de (A,L) son las
ráıces cuadradas de los autovalores del par de matrices (A⊤A,L⊤L). Supondremos
que A ∈ Rm×n y L ∈ Rp×n satisfaciendo que m ≥ n ≥ p, puesto que es lo que sucede
generalmente en el caso de los problemas discretos mal planteados. Luego la GSVD
es una descomposición de las matrices A y L de la forma:

A = U

(
Σ 0
0 In−p

)
X−1,

L = V (M, 0)X−1,

donde las columnas de U ∈ Rm×n y V ∈ Rp×p son ortonormales, X ∈ Rn×n es una
matriz inversible y las matrices Σ y M son matrices diagonales de p× p tales que la
diagonal de Σ es (σ1, . . . , σp) y la de M es (µ1, . . . , µp). Más aún los elementos de las
diagonales de Σ y de M son no negativos y están ordenados de la siguiente manera:

0 ≤ σ1 ≤ . . . ≤ σp ≤ 1, 1 ≥ µ1 ≥ . . . ≥ µp > 0,

y están normalizados de manera tal que

σ2
i + µ2

i = 1, i = 1 . . . p.

Los valores singulares generalizados de (A,L) se definen como los

γi = σi/µi, i = 1 . . . p,
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que son una secuencia no decreciente. Por razones históricas el orden en el que
aparacen los valores singulares generalizados es el opuesto que en caso del SVD.
Debe tenerse cuidado respecto de la notación, pues las matrices Σ, V y U simbolizan
distintas cosas en cada caso.

Cuando L es la matriz identidad In entonces las matrices U y V de la descom-
posición GSVD son idénticas a las matrices U y V de la descomposición SVD, y
los valores singulares generalizados de (A, In) coinciden con los valores singulares de
A, exceptuando por el orden en el que aparecen los valores singulares y los vectores
singulares.

Para los casos en que se utiliza la GSVD en relación a problemas discretos mal
planteados la matriz L es generalmente una matriz bien condicionada. Cuando sucede
esto se puede ver a partir de la definición de L que la matriz X también está bien
condicionada. Por lo tanto la diagonal de Σ debe provocar el mal condicionamiento
de A. Como γi = σi(1− σ2

i )
−1/2 para valores σi pequeños vale que γi ≈ σi, aśı los γi

decaen a cero al igual que los valores singulares ordinarios.
En el caso discreto la condición de Picard (2.2.9) pierde sentido pues la serie

de (2.8) está siempre acotada. Por lo tanto introduciremos la condición discreta de
Picard de la siguiente manera:

Definición 2.4.1. Sea y0 el dato sin perturbaciones y L la matriz de regularización
entonces para que se satisfaga la condición discreta de Picard debe cumplirse que los
coeficientes de Fourier

⟨
u⊥i , y0

⟩
decaigan a cero más rápido que los valores singulares

generalizados γi, esto es lo que dice la observación (2.2.11)

En lo que sigue analizaremos cómo solucionar el problema de la discontinuidad del
problema inverso mencionado en el comienzo del caṕıtulo. Una de las herremientas
que nos será útil para este fin es la descomposición en valores singulares generalizados
recién estudiada.

2.5. Regularización

Hasta aqúı hemos visto que si la ecuación Tx = y representa un problema mal
planteado y si y ∈ D(T †) entonces la mejor aproximación y única es de la forma
x† = T †y. Si además T es compacto usando el sistema singular nos queda por el
teorema (2.2.9) que x† =

∑∞
n=1

<y,un>
σn

vn. Pero en la mayoŕıa de los problemas reales
con los que uno se encuentra y en particular con los que trabajamos aqúı el dato
no es exacto, sino que viene con algún error. Luego nuestra ecuación pasa a ser
Tx = yδ donde yδ es el dato observado con ruido. Como hab́ıamos comentado los
problemas mal planteados no son continuos respecto del dato. Por lo tanto habiendo
modificado el dato puede ocurrirnos que yδ /∈ D(T †) o bien que la solución de la
ecuación Tx = yδ esté lejos de la buscada. Por lo tanto será necesario regularizar.
Pero, ¿qué es regularizar?
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La regularización es la aproximación de un problema mal planteado mediante
una familia de problemas bien definidos cercanos al problema original. Queremos
arrimarnos a la mejor solución aproximada x† = T †y de la ecuación

Tx = y (2.12)

para un dato exacto y que no se conoce en forma precisa, sino que sólo se conoce
una aproximación de este valor notado por yδ y sabiendo que

∥yδ − y∥ ≤ δ.

Llamaremos a yδ el dato con ruido y a δ el nivel de ruido.
Cuando nos encontramos en un problema mal planteado T †yδ no es una buena

aproximación de T †y debido a la discontinuidad de T †. Estamos entonces buscando
una aproximación de x†, llamémosla xδα, tal que por un lado dependa de forma
continua del dato con ruido yδ para que aśı pueda ser calculada de manera estable y
que por el otro lado tenga la propiedad de que a medida que el nivel de ruido δ tiende
a cero y el parámetro de regularización α es elegido apropiadamente obtengamos que
xδα tienda a x†.

Aśı pues tiene más sentido no solo observar la ecuación (2.12) para un valor
espećıfico y, sino considerar la ecuación (2.12) como una colección de ecuaciones
para todo y ∈ R(T ) o para todo y ∈ D(T †). Luego la idea de regularizar una
ecuación pasa a ser la de regularizar al operador T †, y la regularización de T † debe
reemplazar al operador T † no acotado por una familia de operadores continuos {Rα}
que dependen del parámetro α. Entonces tomamos como una aproximación de x† a

xδα = Rαy
δ

que puede ser calculada de una manera estable. Un requerimiento para el parámetro
α es que si el nivel de ruido δ tiende a cero entonces la solución regularizada xδα
debe tender a x†. Es por esto que el parámetro α tendrá que relacionarse de alguna
manera con δ y/o con yδ y tal vez con otra información sobre T o sobre y. En lo que
sigue veremos que las reglas de elección del parámetro α estarán conectadas con yδ

o con alguna información a priori sobre el dato exacto y.

Definición 2.5.1. Sea T : X → Y un operador lineal y acotado entre los espacios
de Hilbert X e Y . Sea α0 ∈ (0,+∞]. Para todo α ∈ (0, α0) definimos

Rα : Y → X

un operador continuo (no necesariamente lineal). La familia {Rα} se llama regu-
larización del operador T † si para todo y ∈ D(T †) existe una regla de elección de
parámetro α = α(δ, yδ) tal que se cumple:

ĺım
δ→0

sup{∥Rα(δ,yδ)y
δ − T †y∥/yδ ∈ Y, ∥yδ − y∥ ≤ δ} = 0 (2.13)
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Donde
α : R+ × Y → (0, α0)

es tal que
ĺım
δ→0

sup{α(δ, yδ)/yδ ∈ Y, ∥yδ − y∥ ≤ δ} = 0. (2.14)

Para un y ∈ D(T †) espećıfico el par (Rα, α) se llama método de regularización con-
vergente para resolver Tx = y si se cumplen las condiciones (2.13) y (2.14).

Luego un método de regularización consiste en una regularización del operador
y en una regla de elección de parámetro que sea convergente en el sentido de que si
el parámetro de regularización es elegido de acuerdo a esa regla entonces la solución
regularizada converja en norma a medida que el nivel de ruido tiende a cero.

Se puede extender la definción anterior al incluir no sólo perturbaciones en el
dato yδ sino también perturbaciones en el operador T . En este caso suponemos que
en lugar de conocer al operador T únicamente conocemos alguna aproximación Tη
tal que:

T − Tη ≤ η,

y aśı la regla de elección del parámetro dependerá de δ, η, yδ y de Tη. En este ca-
so el requerimiento natural para que el método de regularización sea convergente
será que el ĺımite superior de la condición en (2.13) valga cuando δ, η → 0. Aqúı nos
restringiremos a trabajar en el caso en el que el operador T es conocido exactamente.

Si a los operadores Rα les pedimos que sean lineales entonces su correspondiente
método de regularización se llamará método de regularización lineal y a la familia
{Rα} operadores lineales de regularización. De todos modos tiene sentido considerar
métodos regularizantes no lineales para resolver problemas lineales, como por ejemplo
el método del gradiente conjugado [5].

Definición 2.5.2. Sea α una regla de elección de parámetro conforme con la defini-
ción (2.5.1). Si α depende solamente de δ y no de yδ entonces diremos que α es una
regla de elección del parámetro a-priori y la notaremos α = α(δ). De otra manera
diremos que α en una regla de elección de parámetro a-posteriori.

Aśı una regla de elección de parámetro a-priori depende solamente del nivel de
ruido y no del dato actual, no depende de los resultados obtenidos a partir del cálculo
residual ∥Txδα−yδ∥ donde xδα = Rαy

δ es la solución regularizada. Tal regla puede ser
concebida antes del cálculo por eso es que se llama regla de elección de parámetro
a-priori.

Teorema 2.5.3. Sea T : X → Y un operador lineal y acotado y supongamos que
existe una regularización {Rα} para T † con una regla de elección de parámetro α que
depende solamente de yδ y no de δ tal que el método de regularización (Rα, α) es
convergente para todo y ∈ D(T †). Luego T † es acotado.
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Demostración 2.5.4. Si α es independiente de δ, o sea α = α(yδ) y a partir de la
ecuación (2.13) se tiene que:

ĺım
δ→0

sup{∥Rα(yδ)y
δ − T †y∥ /yδ ∈ Y, ∥yδ − y∥ ≤ δ} = 0 (2.15)

en particular se tiene que Rα(y)y = T †y para todo y ∈ D(T †). Dada una sucesión
yn ∈ D(T †) que converge a y ∈ D(T †) por (2.15) vale que T †yn = Rα(yn)yn → T †y de
modo que T † es continua en D(T †) y por (2.1.6) R(T ) es cerrado y aśı D(T †) = Y .

Luego si T † no es acotado no hay ninguna estrategia de selección de parámetro
independiente del nivel de ruido que pueda producir un método de regularización
convergente.

Aparecen entonces las siguientes peguntas:

¿Cómo se pueden construir operadores regularizantes?

¿Cómo se pueden construir reglas de elección de parámetros que den lugar a
métodos de regularización convergentes?

¿Cómo se pueden realizar estos pasos de algún modo ((óptimo))?

El siguiente resultado ayuda a contestar la primera pregunta:

Proposición 2.5.5. Sea T un operador lineal, y sea Rα un operador continuo para
todo α > 0. Entonces la familia {Rα} es una regularización de T † si

Rαy → T †y ∀y ∈ D(T †) cuando α → 0. (2.16)

En este caso para cada y ∈ D(T †) existe una regla de elección de parámetro a-priori
α tal que (Rα, α) es un método de regularización convergente para resolver Tx = y.

Demostración 2.5.6. Fijemos un y ∈ D(T †) cualquiera. Por suposición existe una
función monótona σ : R+ → R+ donde ĺımϵ→0 σ(ϵ) = 0 tal que para todo ϵ > 0,

∥Rσ(ϵ)y − T †y∥ ≤ ϵ

2
.

Como cada Rσ(ϵ) es continua para todo ϵ > 0 existe un ρ(ϵ) tal que si ∥z− y∥ ≤ ρ(ϵ)
entonces

∥Rσ(ϵ)z −Rσ(ϵ)y∥ ≤ ϵ

2
.

Esto define una función ρ : R+ → R+ que se puede suponer, sin pérdida de gene-
ralidad, que es estrictamente monótona, continua y que tiene la propiedad de que
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ĺımϵ→0 ρ(ϵ) = 0. Por ende existe la función inversa ρ−1 en el rango de ρ, es estric-
tamente monótona, continua y cumple que ĺımδ→0 ρ

−1(δ) = 0. Se puede extender la
función ρ−1 a todo R+ y aśı definir

α : R+ → R+

δ 7→ σ(ρ−1(δ))

La función α es monótona y tiene la propiedad de que ĺımδ→0 α(δ) = 0. Más aún,
para todo ϵ > 0 existe δ > 0, llamémoslo δ := ρ(ϵ) tal que si ∥yδ − y∥ ≤ δ entonces

∥Rα(δ)y
δ − T †y∥ ≤ ∥Rα(δ)y

δ −Rα(δ)y∥+ ∥Rα(δ)y − T †y∥ ≤ ϵ

2
+
ϵ

2
= ϵ,

puesto que α(δ) = σ(ϵ). Luego para el método (Rα, α) se verifican las condiciones
(2.13) y (2.14). Aśı la función α define una regla de elección de parámetro a-priori.

Observación 2.5.7. La inversa de la proposición anterior se cumple en el siguiente
sentido:

Si (Rα, α) es un método de regularización convergente entonces por (2.14) se
tiene que

ĺım
δ→0

Rα(δ,y)y = T †y

para todo y ∈ D(T †). Si α es continua en δ esto implica que

ĺım
σ→0

Rσy = T †y,

si no, ésto vale únicamente sobre el conjunto de valores σ que están en el rango de
parámetro de estrategia de elección α.

Aśı se observa que las regularizaciones son aproximaciones puntuales de la inversa
de Moore-Penrose de T . Si {Rα} está uniformemente acotado, es lineal y además
R(T ) es no cerrado entonces la convergencia en (2.16) no puede ser en la norma
del operador, pues si no T † tendŕıa que ser acotado. Además, debido al teorema de
Banach-Steinhaus [2], si R(T ) no es cerrado,

∥Rα∥ → +∞, cuando α → 0 (2.17)

Por el Principio de Acotación Uniforme [2], (2.17) implica que debe existir y ∈ Y tal
que

∥Rαy∥ → +∞, cuando α → 0. (2.18)

De hecho (2.18) se cumple para todo y ∈ Y −M donde M es un conjunto de Baire
de primera categoria. Por otro lado

xα := Rαy (2.19)

converge a T †y en el conjunto denso D(T †) debido a (2.16). Resulta que bajo condi-
ciones adicionales razonables el conjunto donde se cumple (2.18) es precisamente el
complemento de D(T †):
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Proposición 2.5.8. Sea {Rα} una regularización lineal, xα definida como (2.19)
para todo y ∈ Y . Luego si y ∈ D(T †) entonces:

ĺım
α→0

xα = T †y (2.20)

Y si
sup
α>0

{∥TRα∥/α > 0} <∞, (2.21)

entonces
ĺım
α→0

∥xα∥ = +∞ para y /∈ D(T †). (2.22)

Demostración 2.5.9. Que se cumple la ecuación (2.20) sigue como en la obser-
vación 2.5.7. A partir de la misma observación se puede concluir que Rα → T †

puntualmente en D(T †) (en el sentido descripto alĺı), entonces como TT † = Q|D(T †),
TRα → Q puntualmente en el conjunto denso D(T †). Como por hipótesis ∥TRα∥
esta uniformemente acotado, TRα → Q puntualmente en todo Y .

Ahora supongamos que existe una sucesión αn → 0 tal que ∥xαn∥ está acotada,
entonces ∥xαn∥ tiene una subsucesión (notada nuevamente por ∥xαn∥) que converge
débilmente a un x ∈ X. Como T es débilmente secuencialmente continuo Txαn ⇀
Tx. Por otro lado Txαn = TRαny → Qy, por lo tanto Tx = Qy. De aqúı que
y ∈ D(T †). Luego si y /∈ D(T †) no puede existir ninguna sucesión acotada ∥xαn∥
(donde αn es de la forma αn(δn, y) → 0), entonces se cumple (2.22).

En la siguiente proposición veremos como puede ser caracterizada una regla de
elección de parámetro a-priori.

Proposición 2.5.10. Sea {Rα} una regularización lineal, para todo y ∈ D(T †) sea
α : R+ → R+ una regla de elección de parámetro a-priori. Entonces (Rα, α) es un
método de regularización convergente si y sólo si se cumplen las siguientes condicio-
nes:

ĺım
δ→0

α(δ) = 0 (2.23)

y
ĺım
δ→0

δ∥Rα(δ)∥ = 0 (2.24)

Demostración 2.5.11. Supongamos ciertas las condiciones (2.23) y (2.24). Usando
la notación (2.19) tenemos que para todo yδ ∈ Y tal que ∥yδ − y∥ ≤ δ,

∥Rα(δ)y
δ − T †y∥ ≤ ∥xα(δ) − T †y∥+ ∥xα(δ) −Rα(δ)y

δ∥
≤ ∥xα(δ) − T †y∥+ ∥Rα(δ)∥δ.

Usando (2.20), (2.23) y (2.24) se obtiene (2.13).
Para la inversa estamos considerando que α es una regla de elección de parámetro

a-priori luego por definición se cumple (2.23). Supongamos que no se cumple (2.24),
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luego existe una sucesión δn → 0 tal que ∥δnRα(δn)∥ ≥ C > 0. Entonces existe una
sucesión zn en Y tal que ∥zn∥ = 1 y ∥δnRα(δn)zn∥ ≥ C/2. Luego para cualquier
y ∈ D(T †) e yn := y + δnzn,

Rα(δn)yn − T †y = (Rα(δn)y − T †y) + δnRα(δn)zn

no converge a cero puesto que el primer término converge a cero y el segundo no.

2.6. Regularización de Tikhonov

El método de regularización de Tikhonov es el más popular de los métodos. Para
poder definirla necesitamos antes algunos resultados. Sea Eλ una familia espectral
para T ∗T [5]. Si T ∗T es continuamente inversible entonces (T ∗T )−1 =

∫
1
λ
dEλ. Co-

mo la mejor aproximación a la solución de Tx = y es x† = T †y esta puede ser
caracterizada usando la ecuación normal 2.7 de la siguiente manera:

x† =

∫
1

λ
dEλT

∗y. (2.25)

Pero si R(T ) es no cerrado e y /∈ D(T †) es decir Tx = y esta mal planteado,
entonces la integral (2.25) no existe puesto que el integrando 1

λ
tiene un polo en 0

que pertenece al espectro de T ∗T . Entonces la idea es reemplazar el integrando 1
λ
por

una familia de funciones gα(λ) que dependen del parámetro α que sean continuas
a trozos en [0, ∥T∥2] (o sea en un conjunto que contiene al espectro de T ∗T ) y
que, por conveniencia, sean continuas a la derecha en los puntos de discontinuidad.
Aśı reemplazamos la ecuación (2.25) por

xα :=

∫
gα(λ)dEλT

∗y (2.26)

Por construcción el operador definido en (2.26) es continuo en y. Entonces para un
dato con ruido yδ donde ∥y − yδ∥ ≤ δ se puede acotar el error entre xα y

xδα :=

∫
gα(λ)dEλT

∗yδ, (2.27)

como veremos proximamente en el teorema 2.6.3.
Con estas funciones gα se puede construir una familia de operadores del siguiente

modo:

Rα :=

∫
gα(λ)dEλT

∗ (2.28)

La idea es entonces que esta familia de operadores Rα sea una regularización del
operador T † ¿cuáles son las condiciones que debemos pedir? y ¿cómo construimos
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la regla de elección de parámetro? En principio se puede observar que con el fin de
obtener convergencia de xα a x† cuando α→ 0 tenemos que tomar funciones gα tales
que ĺımα→0 gα(λ) =

1
λ
.

Si xα se define como en (2.26) entonces por (2.1.10) vale que:

x† − xα = x† − gα(T
∗T )T ∗y = (I − gα(T

∗T )T ∗T )x† =

∫
(1− λgα(λ))dEλx

†.

Definimos:
rα(λ) := 1− λgα(λ)

para todo (α, λ) donde está definida gα(λ), y luego

rα(0) = 1,

entonces nos queda que
x† − xα = rα(T

∗T )x†. (2.29)

El teorema que viene a continuación nos dice cuales son las caracteŕısticas de la
función gα para poder obtener convergencia en las soluciones regularizadas para un
dato exacto.

Teorema 2.6.1. Sea, para todo α > 0 y un ϵ > 0, gα : [0, ∥T∥2] → R una función
que cumple las siguientes suposiciones: gα es continua a trozos y existe un C > 0 tal
que:

|λgα(λ)| ≤ C (2.30)

y

ĺım
α→0

gα(λ) =
1

λ
(2.31)

para todo λ ∈ (0, ∥T∥2]. Entonces para todo y ∈ D(T †),

ĺım
α→0

gα(T
∗T )T ∗y = x† (2.32)

donde x† = T †y. Si y /∈ D(T †) entonces ĺımα→0 ∥gα(T ∗T )T ∗y∥ = +∞.

Demostración 2.6.2.

∥x† − xα∥2 =
∫ ∥T∥2+

0

r2α(λ)d∥Eλx
†∥2

Esto vale usando (2.26) y (2.29) y además vale que la integral esta acotada por la
constante (C + 1)2, la cual es integrable respecto de la medida d∥Eλx

†∥2. Luego por
el Teorema de Convergencia Dominada:

ĺım
α→0

∫ ∥T∥2+

0

r2α(λ)d∥Eλx
†∥2 =

∫ ∥T∥2+

0

ĺım
α→0

r2α(λ)d∥Eλx
†∥2
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Por (2.31) y como rα(0) = 1 entonces: limα→0r
2
α(λ) = 0 para λ > 0 y además

limα→0r
2
α(0) = 1. Además ĺımα→0+ ∥Eλx

†∥2 − ∥E0x
†∥2 = ∥Px†∥2 donde P es el

proyector ortogonal sobre N(T ). Como x† ∈ N(T )⊥, Px† = 0 aśı se obtiene que
ĺımα→0 ∥x† − xα∥2 = 0. Lo cual demuestra (2.32).

El hecho de que ∥xα∥ → +∞ cuando α→ 0 si y /∈ D(T †) se sigue de la proposi-
ción 2.5.8. Sea Rα = gα(T

∗T )T ∗ y resulta por (2.30) que ∥TRα∥ = ∥TT ∗gα(TT
∗)∥ ≤

C y por lo tanto se cumple (2.21) para poder usar el resultado de la proposición antes
mencionada.

Ahora veremos la cuestión de la estabilidad para estos métodos.

Teorema 2.6.3. Sean gα y C como en el teorema anterior. Y sean xα y xδα definidas
como en (2.26) y (2.27) respectivamente. Para α > 0 sea

Gα := sup{|gα(λ)| /λ ∈ [0, ∥T∥2]}.

Entonces se cumplen las siguientes desigualdades:

∥Txα − Txδα∥ ≤ Cδ (2.33)

y
∥xα − xδα∥ ≤ δ

√
CGα.

Demostración 2.6.4. Sabiendo que

gα(T
∗T )T ∗ = T ∗gα(TT

∗), (2.34)

podemos acotar:

∥Txα − Txδα∥ = ∥Tgα(T ∗T )T ∗(y − yδ)∥ ≤ ∥TT ∗gα(TT
∗)∥∥y − yδ∥,

entonces:
∥Txα − Txδα∥ ≤ δ∥TT ∗gα(TT

∗)∥

Sea Fλ una familia espectral para TT ∗. Luego para todo y ∈ Y donde ∥y∥ = 1 vale
que:

∥TT ∗gα(TT
∗)(y)∥2 =

∫ ∥T∥2+

0

(λgα(λ))
2d∥Fλy∥2

≤
∫ ∥T∥2+

0

C2d∥Fλy∥2 = C2∥y∥2.

Por lo tanto,
∥TT ∗gα(TT

∗)∥2 ≤ C2.
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Y fnalmente:
∥Txα − Txδα∥ ≤ δC.

Análogamente se puede probar que

∥gα(TT ∗)∥ ≤ Gα. (2.35)

Las expresiones (2.33), (2.34) y (2.35) implican que:

∥xα − xδα∥2 =
⟨
xα − xδα, T

∗gα(TT
∗)(y − yδ)

⟩
=

⟨
Txα − Txδα, gα(TT

∗)(y − yδ)
⟩

≤ ∥Txα − Txδα∥∥gα(TT ∗)∥δ
≤ Cδ2∥gα(TT ∗)∥ ≤ Cδ2Gα.

Se podŕıa elegir como posible función gα a la función:

gα(λ) :=
1

λ+ α
(2.36)

Esta función cumple todas las condiciones del teorema (2.6.1) con C = 1. Aśı usando
(2.27) obtenemos que:

xδα = (T ∗T + αI)−1T ∗yδ (2.37)

o sea
T ∗Txδα + αxδα = T ∗yδ

que puede ser pensado como una forma regularizada de la ecuación normal (2.7). Si
consideramos la ecuación pero reemplazando el dato con ruido por el dato exacto
obtenemos:

xα = (T ∗T + αI)−1T ∗y.

Este método es el método de regularización de Tikhonov. Como

(T ∗T + αI)−1T ∗ = T ∗(TT ∗ + αI)−1

Se puede calcular de la siguiente manera:

TT ∗zδα + αzδα = yδ,

xδα = T ∗zδα

Para un operador compacto K con sistema singular (σn; vn, un) queda que

xδα =
∞∑
n=1

σn
σ2
n + α

⟨
yδ, un

⟩
vn

Si comparamos esta expresión con la obtenida en (2.2.9) se puede ver cuanto más
estable es esta solución a perturbaciones en el dato. Los errores en ⟨y, un⟩ no se
propagan con un factor 1/σn sino que lo hacen con un factor σn/(σ

2
n + α) y estos

factores se mantienen acotados cuando n→ ∞
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Teorema 2.6.5. Sea xδα como en (2.37). Entonces xδα es la única que minimiza el
funcional de Tikhonov

x 7→ ∥Tx− yδ∥2 + α∥x∥2. (2.38)

Demostración 2.6.6. Notemos con fα(x) al funcional definido en (2.38). Para
α > 0, fα es estrictamente convexo, ĺım∥x∥→+∞ fα(x) = +∞. Luego fα tiene un
único mı́nimo y debe cumplir que

f ′
α(x)h = 0 ∀h ∈ X.

f ′
α(x)h = ĺım

θ→0

fα(x+ θ)h− fα(x)

θ
= 2(

⟨
Tx− yδ, Th

⟩
+ α ⟨x, h⟩) =

2(
⟨
T ∗Tx− T ∗yδ + αx, h

⟩
) = 0.

Entonces el mı́nimo del operador es el xδα definido en (2.37).

Minimizar (2.38) es un compromiso entre minimizar la norma residual mientras
se mantiene chico el término de penalización ∥x∥, forzando aśı la estabilidad por lo
visto en (2.6.3). El método de Tikhonov puede ser generalizado en el sentido de que
en lugar de querer minimizar el funcional (2.38) podemos querer minimizar:

g(x) := ∥Tx− yδ∥2 + α∥Bx∥2

aqúı B es un operador cerrado tal que el hecho de controlar ∥Bx∥ es una restricción
de manera que la solución obtenida pertenezca a un subconjunto S ⊆ X donde S
representa cierta información a-priori que debe tener la solución x. Observemos que
si B = I estamos en lo que llamamos el método clásico de Tikhonov.

En este caso la solución que minimiza al funcional g(x) debe cumplir la ecuación:

(T ∗T + αB∗B)xδα = T ∗yδ

Para llegar a este resultado hay que hacer la misma cuenta que se hizo para probar
que (2.37) es la solución del método clásico de Tikhonov.

Proposición 2.6.7. Si hacemos la siguiente suposición

∃ c > 0 talque c∥x∥2 ≤ ∥Tx∥2 + ∥Bx∥2 ∀x ∈ X (2.39)

Entonces para todo α > 0 existe una única solución xδα que es solución del método
generalizado de Tikhonov. Y además esta solución cumple para todo α > 0:

∥xδα − x0∥ ≤
(

δ√
α
+ ∥Bx0∥

)
ν(
√
α,B) (2.40)

donde ν(τ, B) := sup{∥x∥/x ∈ X, ∥Tx∥ ≤ τ, ∥Bx∥ ≤ 1}.
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Si estamos en dimensión finita es decir T es una matriz A ∈ Rm×n y B una matriz
L ∈ Rp×n, usando la descomposición en valores singulares y (2.37) obtenemos que la
solución regularizada para el método de Tikhonov clásico es de la forma:

xδα =
n∑

i=1

fi
u⊤i y

δ

σi
vi (2.41)

Mientras que para el método generalizado es:

xδα =

p∑
i=1

fi
u⊤i y

δ

σi
xi +

n∑
i=p+1

⟨
u⊤i , y

δ
⟩
xi (2.42)

Los números fi se llaman factores de filtro y en el caso del método de Tikhonov son:

fi =
σ2
i

(σ2
i + α)

si L = In

y

fi =
γ2i

(γ2i + α)
si L ̸= In.

Los factores de filtro tienen la importante propiedad de que a medida que los σi
decrecen los correspondientes fi tienden a cero de tal modo que las contribuciones

(
u⊤
i b

σi
xi) a la solución cuando σi es chico son efectivamente filtrados. La diferencia

entre distintos métodos de regularización radica esencialmente en como se definen
los factores de filtro.

2.7. Curva-L

Tal vez una de las herramientas gráficas más útiles para el análisis de problemas
mal planteados es la llamada curva-L, la cual es un gráfico, para todos los parametros
de regularización válidos, de la (semi)norma ∥Bxδα∥ de la solución regularizada versus
la correspondiente norma residual ∥Txδα − y∥. En este sentido la curva-L muestra
claramente el compromiso entre la minimización de estas dos cantidades, que es la
cuestión en los métodos de regularización.

Cuando el α es grande en pos de poder minimizar el funcional de Tikhonov
el término ∥Bxδα∥ debe ser chico. De esta manera para parámetros de regulariza-
ción grandes obtengo soluciones regularizadas que pueden estar lejos de solucionar
mi problema pero que cumplen fuertemente con la condición a-priori. Es decir se
está penalizando mucho. Mientras que si el α es chico pasa exactamente lo contrario,
es decir el término ∥Txδα − y∥ es chico mientras que el término de la (semi)norma
pierde importancia. En este caso la solución regularizada tendrá una norma residual
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pequeña pero no tiene por qué cumplir la restricción que se le plantea. Decimos
entonces que se está penalizando poco.

La curva-L grafica en escala logaŕıtmica estas dos cantidades para ciertos valores
de α. La idea es que el α que corresponde a la esquina de este gráfico es el mejor
parámetro de regularización que se puede pedir, ya que es el que hace más pequeños
a la norma residual y a la semi-norma simultáneamente.

Luego una vez que tenemos el parámetro de regularización que mejor se adapta
a nuestro problema podemos construir la solución regularizada que depende de él
usando las expresiones (2.41) y (2.42). En el caṕıtulo 4 se pueden ver varias figuras
con la curva L de los distintos problemas, como por ejemplo la imagen (4.4).
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Caṕıtulo 3

Problemas Electromagnéticos

Siendo el problema de MFL muy complicado por la no linealidad del material
ferromagnético, intentaremos primero simplificarlo concentrándonos en el problema
en el aire. De este modo, intentaremos revertir el efecto suavizante del alejamiento
respecto de la superficie a inspeccionar tratando de calcular el campo justo en la
superficie a partir de la medición del campo a una distancia conocida de la misma.

Este estudio se realizará en dos geometŕıas de interés: planchas y tubos (superfi-
cies planas y ciĺındricas respectivamente).

Por último estudiaremos un problema mucho más complejo (y más realista):
tratar de determinar perturbaciones desconocidas del borde de una región con la
forma de corona circular (tubo) conocidas las perturbaciones en el campo magnético
expulsado.

3.1. Ecuaciones de Maxwell magnetostáticas

Las ecuaciones de Maxwell que describen el problema magnético en el caso inde-
pendiente del tiempo son:

1. ∇ · B⃗ = 0

2. ∇× H⃗ = J⃗

donde B⃗ es el vector de inducción magnética, H⃗ el campo magnético y J⃗ la
densidad de corriente ([13]). Estas ecuaciones deben resolverse junto con una relación

constitutiva que vincula B⃗ con H⃗. En el caso más sencillo se supone una relación
lineal

B⃗ = µH⃗, (3.1)

donde µ es la permeabilidad magnética.

35
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En ausencia de corrientes externas J⃗ ≡ 0 y por lo tanto ∇ × H⃗ = 0. En estas
condiciones es conveniente introducir el potencial escalar magnético ϕ tal que:

H⃗ = −∇ϕ. (3.2)

Si usamos (3.2) y (3.1) en la primera ecuación de nuestro sistema obtenemos que:

∇ · (µ∇ϕ) = 0

Con condición asintótica −∇ϕ→ Hext en infinito.
Además si ϕ ∈ C2 en cada dominio se satisface automáticamente la segunda

ecuación del sistema.
Si µ es constante dentro del material, o sea

µ =

{
µ0 en el aire;
µ̃ en el material.

Entonces vale que ∆ϕ = 0 en cada dominio pero con las condiciones de interface
correctas:

1. Continuidad de la componente tangencial de H⃗ y por lo tanto ϕ es continua.

2. Continuidad de la componente normal de B, entonces

−µ̃∇ϕ|acero · n̂ = −µ0∇ϕ|aire · n̂.

3.2. Determinación del campo en la superficie

3.2.1. Caso dos dimensiones

Este caso idealizado corresponde a un problema con simetŕıa de traslación en la
dirección perpendicular a x e y.

Tenemos entonces una función ϕ(x, y) que es el potencial que corresponde al

campo H⃗. Cuando y = 0 estamos sobre la superficie del material que queremos
inspeccionar. Mientras que si y = d estamos a una distancia d de la superficie.
Aplicando el método del MFL podemos conseguir el campo magnético expulsado a
la distancia d que es la distancia a la cual está el sensor del material, es decir que
nuestro dato es la función ϕ(x, d) donde x es la dirección a lo largo de la superficie
(ver figura 3.1).

Podemos resumir las ecuaciones de nuestro problema del siguiente modo:


∆ϕ(x, y) = 0
ϕ(x, 0) = ϕ0(x)

ϕx(x, y) → −Ht cuando ∥(x, y)∥ → +∞
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Figura 3.1: Gráfico ilustrativo

Tomando la función ψ tal que ψ(x, y) = ϕ(x, y)−Htx nos queda:
∆ψ(x, y) = 0
ψ(x, 0) = ψ0(x)

ψx(x, y) → 0 cuando ∥(x, y)∥ → +∞
(3.3)

A la función ψ se la llama potencial escalar magnético reducido.
Usando la fórmula de Green [6] obtenemos:

ψ(x, y) =
1

π

∫
y

(x− s)2 + y2
ψ0(s)ds

en particular:

ψd(x) =
1

π

∫
d

(x− s)2 + d2
ψ0(s)ds (3.4)

donde ψd(x) = ψ(x, d). La ecuación (3.4) es una ecuación de Fredholm de primer
tipo donde el núcleo de la ecuación es la función:

Kd(x, s) =
1

π

d

(x− s)2 + d2
.

Como vimos en (1.3.3) en este tipo de ecuaciones tanto la función núcleo como la
función ψd(x) son datos conocidos mientras que la función ψ0(x) es la función que
estamos buscando.
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Podemos reescribir la ecuación (3.4) de la siguiente manera:

ψd = Kψ0 =

∫
Kd(., s)ψ0(s)ds. (3.5)

En una aplicación real la función ψd representa un dato experimental solamente
obtenido en un conjunto finito de puntos xi. Usualmente estos puntos son pocos y
contienen cierto error de medición. Para poder resolver el problema numéricamente
y computacionalmente es que debemos discretizarlo, de forma de transformar la
ecuación integral (3.5) en una ecuación matricial:

Aψ̃0 = ψ̃d.

Donde ψ̃0 y ψ̃d son vectores de dimensiones m y n respectivamente y A es una matriz
de n×m. Expĺıcitamente,

ψ̃di =
n∑

j=1

aijψ̃0j, i = 1 . . .m.

En lo que sigue veremos cómo nuestro problema inverso que como vimos está mal
planteado se encuentra asociado a un problema discreto también mal planteado.

Discretización del problema
Consideremos el conjunto de funciones {φj(x)}j∈Z donde

φj(x) =


0 si x ≤ xj−1

x−xj−1

xj−xj−1
si xj−1 < x ≤ xj

xj+1−x

xj+1−xj
si xj < x ≤ xj+1

0 si x > xj+1

(3.6)

que es una base para funciones continuas y lineales a trozos. Entonces como las
funciones ψ0 y ψd son continuas tenemos que:

ψ0(x) ≈
∑
j∈Z

ψ0(xj)φj(x) y ψd(x) ≈
∑
j∈Z

ψd(xj)φj(x).

Luego por (3.4) obtenemos:

ψd(x) ≈
d

π

∑
j∈Z

ψ0(xj)

∫
φj(s)

(x− s)2 + d2
ds.

Usando la expresión de φj calculamos la integral.
Por hipótesis ψ0 tiene soporte compacto. Entonces:

ψd(x) ≈
d

π

j=N∑
j=1

{ψ0(xj)(

∫ xj

xj−1

φj(s)

(x− s)2 + d2
ds+

∫ xj+1

xj

φj(s)

(x− s)2 + d2
ds)}. (3.7)
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Luego la matriz del problema discreto asociado A está definida como:

ai,j =
d

π
(Fd(xi, xj)− Fd(xi, xj−1) +G(xi, xj+1)−G(xi, xj)) (3.8)

donde las funciones F y G son las primitivas de las integrales que aparecen en el
miembro derecho de (3.7) respectivamente y 1 ≤ i, j ≤ N .

Por la forma de estas primitivas se puede ver que cuando la malla se afina esta
matriz es ((casi singular)), luego los valores singulares de A tienden a cero a medida
que la malla se afina y además el cociente entre el valor singular más grande y el
valor singular más chico es muy grande, o sea la matriz está mal condicionada y por
estos motivos es que el problema está mal planteado y tendremos que regularizar
como explicamos en el caṕıtulo anterior.

3.2.2. Caso de tres dimensiones

Procediendo como se hizo anteriormente y utilizando al potencial escalar magnéti-
co reducido ψ obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones:

∆ψ(x, y, z) = 0 si z > 0
ψ(x, y, 0) = ψ0(x, y) si z = 0

ψx(x, y, z) → 0 cuando ∥(x, y, z)∥ → +∞

Usando la fórmula de Green [6] obtenemos una relación entre la funciones ψd y
ψ0 que es la siguiente:

ψ(x0, y0, z0) =
2z0

3α(3)

∫
∂R3

+

ψ0(x, y)

||(x0, y0, z0)− (x, y, 0)||3
dxdy

donde α(3) es el volumen de la bola unitaria B(0, 1) en R3 que es igual a 4
3
π. Aśı si

llamamos d a la distancia de la chapa al sensor nos queda:

ψd(x, y) =
1

2π

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞

d

||(x− s, y − t, d)||3
ψ0(s, t)dsdt (3.9)

Notamos con

Kd(x, s, y, t) =
d

||(x− s, y − t, d)||3

Esta función es el núcleo de la integral y tiende a cero cuando s y t tienden a infinito.
Bases de Fourier Este método se basa en expandir una función en una serie.

Empecemos haciendo una separación de variables:

ψ(x, y, z) = f(x)g(y)h(z)
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Supongamos que ψ es peŕıodica en las variables x e y y de peŕıodo T . Consideremos
a las funciones ρn(x) = exp (iwnx) donde wn = 2πn

T
que forman una base ortonormal.

Entonces podemos escribir:

ψ(x, y, z) =
∑
n∈Z

∑
m∈Z

αnmρn(x)ρm(y)h(z)

Como ψ debe cumplir la ecuación de Laplace:

h(z) = exp (−
√
w2

n + w2
mz)

Por lo cual:

ψ(x, y, z) =
∑

n,m∈Z

αnmρn(x)ρm(y) exp (−
√
w2

n + w2
mz) (3.10)

Nuestro dato es ψ constante en z, que representa la distancia del sensor a la
superficie de objeto (notemosla d) y buscamos conocer a ψ cuando z = 0. Usando
(3.10) tenemos que:

ψd(x, y) = ψ(x, y, d) =
∑

n,m∈Z

αnmρn(x)ρm(y) exp (−
√
w2

n + w2
md)

y

ψ0(x, y) = ψ(x, y, 0) =
∑

n,m∈Z

αnmρn(x)ρm(y).

De este modo obtenemos una relación entre los coeficientes del dato y los coefi-
cientes de la función incognita.

βnm = αnm exp (−
√
w2

n + w2
md) (3.11)

donde los βnm son los coeficientes de ψd(x, y).
Truncando las sumatorias con un N suficientemente grande:

ψd(x, y) ≈
N∑

n,m=−N

βnmρn(x)ρm(y)

y

ψ0(x, y) ≈
N∑

n,m=−N

αnmρn(x)ρm(y).

Llegamos a una ecuación matricial A = KB, donde A es el vector compuesto
por los coeficientes {αnm}(−N≤n,m≤N) y B tiene a los coeficientes {βnm}(−N≤n,m≤N).
La matriz K de este sistema es una matriz diagonal. Y los elementos de la diagonal
tienden a cero a medida que N → ∞, por lo tanto estamos ante una matriz mal
condicionada y un problema mal planteado. En orden de encontrar una ((buena))
solución será necesario regularizar.
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3.2.3. Caso de tres dimensiones para un tubo

En el caso de simetŕıa ciĺındrica el potencial escalar magnético reducido en el
exterior de un tubo escrito en coordenadas ciĺındricas obedece al siguiente sistema
de ecuaciones: 

∆ψ(r, θ, z) = 0
ψ(r, θ, h) = 0
ψ(r, θ, 0) = 0
ψ(b, θ, z) = 0

ψ(a, θ, z) = ψ0(θ, z)

(3.12)

El radio del tubo es a y b es un número lo suficientemente grande donde sabemos
que ya no hay campo electromagnético, por lo que ψ es igual a cero. Con esta
notación r − a es la distancia del lector del MFL al tubo, por lo que para nosotros
r será un número conocido (tal vez con cierto error de medición) entre a y b. θ es
la variable angular y verifica que 0 ≤ θ ≤ 2π; consideramos que los extremos del
tubo se encuentran entre los planos Z = 0 y Z = h y la variable z representa la
altura que toma valores entre estos extremos. Entonces al rotar y trasladar el tubo
tenemos la lectura del campo magnético expulsado para todos los valores de θ y z a
una distancia (r − a) del tubo, con esta información queremos reconstruir el campo
sobre el tubo (es decir cuando el radio es exactamente a). Luego nuestra incógnita
es la función ψ0 mientras que nuestro dato es la función ψr = ψ(r, θ, z) para un valor
de r dado.

Para resolver este problema utilizamos la idea de una expansión en serie como en
el caso anterior pero aqúı dada la geometŕıa en cuestión no se tomaron como base a
las funciones de Fourier. Estudiemos cómo encontrar las funciones que representan
una base para las posibles soluciones buscadas de este caso. ([1],[12])

Sabiendo que ψ cumple la ecuación de Laplace y tomando en cuenta que estamos
trabajando con coordenadas ciĺındricas tenemos que:

∆ψ =
1

r

∂

∂r
(r
∂ψ

∂r
) +

1

r2
∂2ψ

∂θ2
+
∂2ψ

∂z2
(3.13)

Separando variables,
ψ(r, θ, z) = R(r)Θ(θ)Z(z)

usando la ecuación (3.13) y las condiciones de contorno obtenemos la siguiente re-
presentación de la función ψ:

ψ(r, θ, z) =
∑

m,n∈Z, m,n ̸=0

γmn

(
Ym(λnri)−

Ym(λnbi)Jm(λnri)

Jm(λn)bi

)
eimθ sin (λnz) (3.14)

Donde λn = nπ
h
, y donde Jm e Ym son las funciones de Bessel de m-ésimo orden de

primera y segunda especie respectivamente. Truncando la ecuación (3.14) para N
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grande nos queda:

ψ(r, θ, z) =
N∑

m,n=−N, m,n ̸=0

γmn

(
Ym(λnri)−

Ym(iλnbi)Jm(λnri)

Jm(λnbi)

)
eimθ sin (λnz)

(3.15)
Mediante el método de MFL conseguimos como dato a la función ψr(θ, z) y de esta
manera podemos conocer los valores de las proyecciones en esta base, a las cuales
notaremos con βmn:

βmn =
⟨
ψr(θ, z), e

imθ sinλnz
⟩
= γmn

(
Ym(λnri)−

Ym(iλnbi)Jm(λnri)

Jm(λnbi)

)
Discretizando la integral que define a los βmn utilizando el método de trapecios para
θ y z obtenemos:

βmn =
h2π

k2

k−1∑
j=2

k−1∑
i=1

ψr(θi, zj)e
−imθi sin (λnzj) (3.16)

Además tenemos la siguiente relación:

αmn

(
Ym(λnri)−

Ym(λnbi)Jm(λnri)

Jm(λnbi)

)
= βmn

(
Ym(λnai)−

Ym(λnbi)Jm(λnai)

Jm(λnbi)

)
(3.17)

Aqúı los αmn son los coeficientes de la función ψa en la expansión con las funciones
de base eimθ sin (iλnz). Aśı pues una vez obtenidos los coeficientes βmn a partir de
la ecuación (3.17) tenemos a los αmn y con ellos la reconstrucción de la función ψa.
En este caso el problema inverso se plantea entonces en el hecho de despejar los αmn

una vez conocidos los βmn. Observemos que en este caso la matriz que relaciona el
dato con la incógnita es una matriz diagonal de (N2 ×N2):

Aβ = α (3.18)

Donde los elementos de la matriz A son de la forma:(
Ym(λnri)− Ym(iλnbi)Jm(λnri)

Jm(λnbi)

)
(
Ym(λnai)− Ym(iλnbi)Jm(λnai)

Jm(λnbi)

)
en la diagonal y cero fuera de ella. La ecuación definida en (3.18) representa una
problema discreto mal planteado, ya que a medida que crece la dimensión de la
matriz la condición de la matriz es cada vez más grande. Y esto sucede porque a
medida que crece N y por lo tanto también lo hace el orden de las funciones de Bessel
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m, tenemos que Ym es muy grande mientras que Jm tiende a cero, es por esto que el
cociente

Ym(iλnb)

Jm(λnb)
→ ∞

cuando m → ∞. Luego la ecuación (3.18) es un problema mal planteado y para
resolverlo se deberá regularizar.

3.3. Detección de fallas en el espesor de un tubo

En este caso se inspeccionarán posibles deformaciones en el espesor de un tubo
suponiendo que la forma externa del tubo es una circunferencia, o sea analizaremos
si hay cambios en el radio interno del objeto. Se sumerge el objeto en un campo
magnético uniforme en infinito que forma un ángulo θ con el eje x y se mide el
campo expulsado a una pequeña distancia del mismo. A partir de esta medición
para todo θ en [0, 2π] buscamos reconstruir el radio interior r(ϕ) para ϕ en [0, 2π]
(ver figura 3.2).
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Figura 3.2: Imagen del tubo

Este caso es más complicado que el anterior, puesto que aqúı el operador en
cuestión que es el que relaciona el radio interno con el campo tangencial expulsado,
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o sea:
T : r(ϕ) → Htan(θ)

no es un operador lineal.
Notemos con r0 al radio interno de un tubo cuando éste no tiene perturbaciones en

el espesor (en particular r0 no depende del ángulo ϕ) y con Hr0 al campo tangencial
expulsado para ese radio constante. Entonces lo que vamos a hacer es suponer que
si hay pequeñas perturbaciones en el espesor éstas generan pequeñas variaciones en
el campo tangencial expulsado. O sea que:

T : r0 + εδ(ϕ) → Hr0 + εHtan(θ)

donde ε y δ son números pequeños. De este modo nos interesa estudiar la aplicacción
que manda a δ(ϕ) en Htan(θ).

Consideremos una base de perturbaciones {1, {sin(kθ), cos(kθ)}k∈N} y luego trun-
quemos esta base para conseguir un conjunto finito tomando un k0 fijo:

C = {1, sin(θ), cos(θ), ..., sin(k0θ), cos(k0θ)} (3.19)

Aplicando el método de MFL sobre las perturbaciones del conjunto (3.19) obtenemos
como dato al campo tangencial Htan para cada perturbación y para toda rotación θ.

Representando el campo expulsado en la base de Fourier hasta el orden máximo l
se tiene una matriz A de R(2l0+1)×(2k0+1) donde donde la columna j-ésima corresponde
a los coeficientes de Fourier de la medición del campo tangencial expulsado (medido
en A/m) para la k-ésima perturbación del conjunto (3.19).

Nos queda aśı una ecuación matricial:

Ax = y

donde el vector x tiene los correspondientes coeficientes de Fourier de la perturbación
en el espesor e y los coeficientes de Fourier del campo tangencial. Nuestro dato es el
vector y y lo que buscamos es al vector x.

Como el valor de Htan depende de un promedio de la perturbación en el radio
interior, mediado por la solución de la ecuación de Laplace en cada subdominio,
resulta suavizado respecto de la perturbación. Esto hace que el problema inverso sea
mal planteado. Una comprobación directa surge de calcular el cociente de los valores
singulares:

σmax

σmin

(σmax representa el valor singular más grande mientras que σmin el más chico), y
observar que este cociente es un número muy grande.

Por lo tanto para poder encontrar una solución ((posible)) para este problema
deberemos regularizar.
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3.4. Regularización

Como vimos los problemas recientemente expuestos son problemas que deben ser
regularizados. Con este fin es que utilizamos el método de Tikhonov clásico:

xλ = mı́n
x

(∥Ax− b∥2 + λ2∥x∥2), (3.20)

donde el quid de la cuestión es hallar cuál es el λ apropiado. Para decidir cuál era
el parámetro que nos da la solución que más se aproxima a la buscada utilizamos la
ya mencionada esquina de la curva-L y escribimos la descomposición de la matriz A
en sus valores singulares. Claramente para cada uno de los casos la matriz A de la
ecuación (3.20) es diferente y es la que describe el problema discreto. Usamos este
método debido a que la norma de la solución buscada no es muy grande.

También usamos el método de Tikhonov generalizado:

xλ = mı́n
x

(∥Ax− b∥2 + λ2∥Lx∥2) (3.21)

Se utilizó como operador L a una discretización del gradiente; elegimos a L de este
modo puesto que por la f́ısica del problema sabemos que la solución buscada es una
una función suave sin muchas oscilaciones. Para el método generalizado se siguieron
los mismos pasos que para el caso clásico, haciendo la descomposición (ahora gene-
ralizada) en valores singulares del par (A,L) y buscando la esquina de la curva-L
que aqúı es la que grafica para un conjunto de parámetros λ la norma de Lxλ de la
solución regularizada versus la correspondiente norma residual ∥Axλ − b∥.

En el próximo caṕıtulo expondremos los resultados obtenidos de los problemas
que se han analizado aqúı.
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Caṕıtulo 4

Resultados

Los problemas expuestos en el caṕıtulo anterior fueron desarrollados utilizando
algunos métodos mencionados y armando para ellos programas en MATLAB. En los
mismos usamos el toolbox para MATLAB de regularización [9], y de este paquete en
particular trabajamos con los programas: fil fac, l curve, l corner, picard, plot lc,
tikhonov. Ahora veremos algunas soluciones obtenidas.

4.1. Problema en dos dimensiones

4.1.1. Caso con datos sintéticos

Para el caso de dos dimensiones consideremos al potencial escalar magnético
reducido ψ de la forma:

ψ(x, y) =
y + 0,8

x2 + (y + 0,8)2

el cual cumple con el sistema de ecuaciones (3.3). Hacemos la discretización (3.8)
donde tomamos el valor N igual a 100, la distancia al sensor d es 1 y la cantidad de
particiones del intervalo es n = 1000. Con estos parámetros se obtiene la figura 4.1
para el gráfico del potencial expulsado a distancia d de la superficie del objeto.

Mientras que en la figura 4.2 se puede ver cómo seŕıa la reconstrucción del po-
tencial expulsado sobre el objeto si resolvieramos el sistema directamente.

Aqúı se puede ver cómo el sistema representa un problema mal condicionado,
pues como hab́ıamos comentado anteriormente a partir del teorema (2.2.9) cuando
los valores singulares son muy pequeños se amplifican los errores en el problema
inverso. En este caso el cociente σmax

σmin
= 3,1897e + 014. Luego estamos ante un

problema mal planteado y por ende la solución obtenida de manera directa no es la
solución buscada.

En la realidad suele haber errores en las mediciones y por lo tanto en el dato, por
ejemplo en lo que respecta a nuestro ensayo podemos suponer que hubo errores en la

47
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Figura 4.1: Gráfico de la función ψ(x, 1) para el caso con datos sintéticos.
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Figura 4.2: Gráfico de la solución obtenida sin regularizar en el caso de datos sintéti-
cos.

lectura del dato, y el potencial expulsado a cierta distancia del objeto contenga erro-
res de medición. Analicemos cómo responde el modelo si sucede esto. Consideramos
que el ruido que se le agrega al dato es una variable aleatoria con distribución normal
cuya media es igual a cero y su desv́ıo igual a 0,05 . En el gráfico 4.3 se puede ver
que en el caso del dato sin ruido la mayoŕıa de los coeficientes de Fourier satisfacen
la condición discreta de Fourier (2.4.1). Para el problema con ruido esto no sucede
pues los coeficientes de Fourier están por arriba de los valores singulares.

La curva-L de este problema para el dato con ruido se puede ver en el gráfico 4.4.
Y donde la esquina es 0,1898.

Como en este caso la función ψ es una construcción artificial, conocemos el ver-
dadero valor del potencial sobre el objeto (lo cual no sucede en la realidad) y aśı po-
demos ver cuán bien se aproxima la solución obtenida mediante el método de regu-
larización a la verdadera. En la figura 4.5 se puede ver en el gráfico a) cómo es la
verdadera solución de este problema, mientras que en b) se encuentra el gráfico de la
solución regularizada con el método de Tikhonov donde el parámetro es la esquina
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Figura 4.3: Criterio de Picard para dato sin ruido y con ruido en caso de datos
sintéticos.

de la curva-L.
Además podemos observar que el valor máximo que toma la solución verdadera es

1,2497, el de la solución sin regularizar es 245,0182 y el de la regularizada es 0,8316.
Lo cual muestra que la solución regularizada está más cerca de la solución buscada
que la que se obtiene resolviendo directamente el sistema.
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Figura 4.4: Curva L para el problema de datos sintéticos.

4.1.2. Caso con datos experimentales

Veamos ahora los resultados obtenidos también para el problema de dos dimen-
siones, pero considerando una medición realista. Para eso trabajamos a partir de
mediciones del campo magnético expulsado realizadas sobre placas de acero rectan-
gulares con ranuras maquinadas [4]. En este caso usamos las mediciones donde el
liftoff (la distancia del sensor al objeto) es de 2.7 mm y calculamos el campo que se
obtendŕıa a 1.7 mm de distancia del objeto. Como en [4] se hicieron mediciones a 2.7
y a 1.7 mm, se pueden utilizar los resultados observados a 1.7 mm de distancia para
verificar las soluciones obtenidas y considerarla como la solución verdadera.

Aqúı nuevamente utilizamos la ecuación (3.8), con los valores: N = 100, d = 1
y n = 1000. Aśı pues el problema es nuevamente mal planteado pues la matriz del
sistema es la misma que en el caso anterior. Con este dato obtenemos la figura 4.6 en
la cual podemos ver en a) el gráfico del dato, en b) la solución real, en c) la solución
del sistema sin regularizar y en d) la solución regularizada con el método de Tihkonov
usando como parámetro de regularización la esquina de la curva-L. El gráfico de esta



52 CAPÍTULO 4. RESULTADOS

−50 0 50
0

0.5

1

Potencial magnético reconstruido con método de Tikhonov.

−50 0 50
0

0.5

1

Potencial magnético real sobre la superficie del objeto.

b)

a)

Figura 4.5: a) Gráfico de la ψ(x, 0) que es la solución verdadera del sistema. b)
Solución regularizada con método de Tikhonov. Caso con datos sintéticos.

última está en la figura 4.7. Se puede observar que la solución regularizada es mejor
que la que se obtiene si invertimos el problema.

Otra forma de que aparezcan errores es si la distancia real del sensor al objeto
no es la supuesta. Claramente esto afecta a la solución buscada y, como hab́ıamos
comentado previamente, en los problemas inversos suele ocurrir que la solución del
sistema no es continua respecto del dato dado. En el gráfico 4.8 vemos en a) cómo es
la solución regularizada si la medición de la distancia del objeto al sensor es correcta,
usamos como parámetro de regularización al 0,0492 (la esquina de la curva-L). En b)
se ve la solución regularizada si hubiese un error (consideramos que el error sumado
es una variable aleatoria uniforme [−0,01, 0,09]), aqúı el parámetro de regularización
es la esquina de la curva-L para este problema (0,0438). Se puede ver cómo con
un pequeño error en la distancia la solución obtenida cambia mucho. Este era otro
aspecto de los problemas mal planteados, los cuales no eran continuos a pequeñas
modificaciones en el dato.
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Figura 4.6: El gráfico a) corresponde a la medición obtenida a 2.7 mm del objeto,
el b) es la medición observada a 1.7 mm, el c) es la solución que se obtiene si se
invierte el sistema y el d) es la solución regularizada con la esquina de la curva. Caso
bidimensional con datos experimentales.

En este mismo ejemplo veamos cómo seŕıa la solución regularizada si utilizáramos
el método de Tikhonov generalizado, es decir que en lugar de buscar una solución con
norma chica buscamos una solución cuyo gradiente sea chico. En este caso la matriz
L del método generalizado (3.21) es como hab́ıamos comentado una discretización
del gradiente y la curva-L se ve en el gráfico 4.9. Como en los casos anteriores se
tomó como parámetro de regularización a la esquina de la curva.

En el gráfico (4.10) podemos comparar las soluciones regularizadas que se obtie-
nen si utilizamos el método de Tikhonov clásico y si lo hacemos con el generalizado.
Los parámetros de regularización que se usaron fueron las esquinas de las curvas-L
de cada caso, 0,0492 y 0,0633 para el caso clásico y el generalizado respectivamente.
Se puede ver que son soluciones parecidas y esto se puede reafirmar observando que
en ambos casos las esquinas de las curvas-L son números pequeños.
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Figura 4.7: Curva-L para el caso con datos experimentales en dos dimensiones. La
esquina de la curva es 0.0492
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Figura 4.8: a) Solución regularizada cuando no hay error en la medición de la dis-
tancia del objeto al sensor. b) Solución regularizada cuando hay error. Caso dos
dimensiones con datos experimentales.
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Figura 4.9: Curva-L para caso generalizado. Problema en dos dimensiones. Datos
experimentales.
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Figura 4.10: a) Solución regularizada con método clásico de Tikhonov. b) Solución
regularizada con método generalizado de Tikhonov. Caso bidimensional, datos expe-
rimentales.
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4.2. Problema en tres dimensiones. Plano

En lo que sigue analizaremos los resultados obtenidos al trabajar en tres dimen-
siones. Para esto trabajaremos con el método de las bases de Fourier (3.11).

Nuevamente utilizamos las mediciones realizadas en [4]. El dato se tomó a partir
de la medición con un liftoff de 2,7 mm y se buscó reproducir cómo seŕıa el campo a
1,7 mm de distancia.

Elegimos este método porque el programa Matlab calcula eficiente y rápidamente
los coeficientes de Fourier de una función y aśı mismo a partir de los coeficientes de
Fourier nos devuelve la función asociada a los mismos. Para esto supusimos que las
funciones involucradas son periódicas, esta hipótesis se puede imponer tomando al
peŕıodo como un número lo suficientemente grande. El problema matricial relaciona
los coeficientes de Fourier de la función dato y la función buscada (3.11). Aqúı con-
sideramos que el peŕıodo de la función es T = 45 y la cantidad de modos de Fourier
es N = 71. Se puede observar que este problema está mal planteado, pues el valor
singular más pequeño es 9,9661e− 004, más aún σmax

σmin
= 1,0034e+ 003.

La figura 4.11 en a) vemos el dato conseguido a partir de las mediciones a 2,7 mm
por [4]. En b) esta la solución del sistema sin regularizar, en c) la solución regularizada
con el método clásico de Tikhonov. Y en d) está el gráfico de la medición a 1,7 mm.
Nuevamente podemos ver que la solución regularizada es una mejor solución del
problema que la que se consigue sin regularizar.

La solución regularizada se obtuvo utilizando como parámetro las esquina 0,0414
de la curva-L (4.12).

4.3. Problema en tres dimensiones. Cilindro.

Estudiemos las soluciones que encontramos para el caso tridimensional donde el
objeto de estudio es un tubo. Tomamos como potencial magnético reducido a la
función:

ψ(r, θ, z) = [Y1(λ1ri)−
Y1(iλ1bi)J1(λ1ri)

J1(λ1bi)
]eiθ sin (λ1z) (4.1)

donde λn = nπ
h
. Esta función cumple con las ecuaciones del sistema (3.12). Consi-

deramos que la distancia del sensor a la superficie del objeto es 0,02, es decir que
r = 0,02. Luego podemos calcular los βmn como en la ecuación (3.16)

El gráfico de la función dato se puede ver en la figura 4.13.

En este caso la matriz del problema expuesto es una matriz diagonal y com-
pleja, su valor singular más pequeño es 3.4793e-007 y la condición de la matriz es
2.0363e+006. Estamos nuevamente ante un problema mal planteado y si hacemos
crecer la distancia del sensor al objeto o si tomamos más términos en la sumatoria
el problema empeora aún más.
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Figura 4.11: a) Solución sin regularizar b)Solución regularizada. Caso tres dimensio-
nes. Geometŕıa plana. Usando base de Fourier.
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En el gráfico 4.14 la curva L no tiene la forma habitual esto se debe a que se
necesita un rango más grande de valores singulares para que la tenga y para esto es
necesario tomar mayor cantidad de elementos en la sumatoria lo cual implica mayor
memoria de la máquina. Aqúı tomamos N = 42 donde N es la cantidad de sumandos,
y nos quedó que la esquina de la curva es 0.0053 y la solución regularizada es más
parecida a la real que la que obtenemos del sistema si invertimos.
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Figura 4.15: Solución regularizada

4.4. Problema del espesor.

Para el caso del problema del espesor trabajamos como dato con los coeficientes
de Fourier de una posible perturbación creada de manera sintética. La matriz que
relaciona los coeficientes de Fourier genera un problema mal planteado, pues σmax

σmin
=

8,2163e+004
0,0023

es un número muy grande. En la figura 4.16 se puede ver la curva-L para
el problema de regularización clásico de Tikhonov que nos da como parámetro de
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regularización su esquina (0,1474). La solución regularizada que se obtuvo con este
parámetro junto con la verdadera perturbación se encuentran en el gráfico 4.17.
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Figura 4.16: Curva de Tikhonov para el problema del espesor en un tubo.
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Figura 4.17: Comparación de resultado para el problema del espesor del tubo.
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Conclusiones

En este trabajo se plantearon problemas inversos en electromagnetismo relevan-
tes para el estudio de ensayos no destructivos. Debido a que estos problemas se
encuentran mal planteados, se estudiaron técnicas de regularización para resolverlos.

Con este fin se desarrollaron modelos numéricos ejecutados con el programa
MATLAB utilizando diversas técnicas y considerando distintas fuentes de errores
t́ıpicas del campo experimental. Además se conformaron dos modalidades para apro-
ximar el problema a uno discreto. Una fue la de representar a la función del potencial
escalar en una base adecuada para el problema dado (como por ejemplo con la se-
paración de variables), la otra fue el uso de una base más general pero con la cual
la convolución sea más fácil de calcular (como en el caso de dos dimensiones). Con
ambos enfoques se encontraron soluciones comparables, aunque con el primer méto-
do los cálculos se simplifican mucho ya que la matriz del sistema es diagonal. Se
analizaron posibles soluciones de los problemas (regularizando de distintos modos)
y se observaron cuáles de ellas estaban más próximas de las soluciones reales. En
general se puede decir que las soluciones obtenidas son satisfactorias.

Por último se investigó la detección de alteraciones en el espesor de un tubo de
acero, el cual no es un problema estándar. Estos cambios son t́ıpicamente causados
por corrosión, el deterioro propio del paso del tiempo y agentes externos a los cuales
puede estar expuesto el material, y son un inconveniente frecuente en la industria
petrolera, entre otras. Si bien este es un problema intŕınsecamente no lineal, se con-
sideró la posibilidad interesante de simplificarlo mediante una linealización local. El
resultado obtenido nos permite describir con bastante precisión posibles perturba-
ciones en los bordes.
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