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Resumen

El problema que se desea resolver en esta tesis es calcular el campo electromagné-
tico en cada punto del espacio al interactuar con una estructura cristalina formada por
conductores perfectos que se distribuyen periédicamente en alguna direcciéon. En el pri-
mer capitulo partimos de las ecuaciones de Maxwell para plantear mateméaticamente el
problema. Obtenemos una ecuacién en derivadas parciales en IR?> con condiciones de
contorno especificas que representan el comportamiento del campo en el borde de los
conductores. Para resolver esta ecuacion, proponemos una formulacién de ecuaciones in-
tegrales. En el segundo capitulo desarrollamos la teoria necesaria para fundamentar esta
manera especifica de resolver la ecuacion diferencial. Como en cualquier formulacién de
ecuaciones integrales, es de vital importancia encontrar una funcién de Green apropiada
para la geometria del problema. En ese sentido, definimos la funcién de Green cuasipe-
riddica clasica que viene dada por una serie. Por lo tanto, serd necesario probar distintos
resultados de convergencia para ésta. Veremos que existe una clase de frecuencias, llama-
das Wood anomalies, en donde esta serie deja de converger. Para que nuestra formula-
cion soporte toda clase de frecuencias, describimos la funcién de Green cuasiperiddica
de medio espacio (introducida en [2]) y sus principales resultados de convergencia.

Debido a que en la mayoria de las ocasiones resulta imposible resolver analiticamen-
te una ecuacién integral, describiremos en el tercer capitulo el método de Nystrom que
permite aproximar la solucién de la ecuacién integral mediante la resolucién de un sis-
tema lineal de dimension finita. Para emplear esta metodologia deberemos ser capaces
de evaluar cualquiera de las dos funciones de Green cuasiperiddicas. Al estar dadas por
series, serd necesario truncarlas de alguna manera para su evaluacién. De esta forma,
describimos un método presentado en [17] que, lejos de las frecuencias anémalas, posee
convergencia superalgebraica. Este método, como ya se verd, fue pensado en su formu-
lacién para computar eficientemente ciertas integrales impropias. Como veremos, la geo-
metria de nuestro problema, al ser no conexa, no permitird que podamos reescribir los
operadores que consideraremos como integrales impropias. En esta etapa fue necesario
contar con un resultado para seguir teniendo convergencia superalgebraica en nuestra
geometria. Por lo tanto, basados en un teorema introducido en [4], cuya demostracién no
estd completa, daremos un teorema y su respectiva prueba para obtener un resultado de
convergencia mds fuerte que en [17].

En el altimo capitulo presentamos tres propuestas que hemos considerado para re-
solver el problema de este trabajo. El estudio que haremos en este capitulo es netamente
numérico. Como se verd, todos nuestros esfuerzos han girado en torno a como obtener
ecuaciones bien condicionadas y métodos de alto 6rden para toda frecuencia, incluso
para las Wood anomalies y frecuencias cercanas.
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Capitulo 1

Scattering electromagnético

El fenémeno de scattering es un proceso que atraviesa transversalmente diversas
areas de la fisica. La idea subyacente es que cierta forma de radiacién, ya sea luz, so-
nido o incluso particulas (esto tltimo entendiéndolo como un gran ntiimero de particulas
idénticas moviéndose en una direccion especifica) se ven forzadas a apartarse de su tra-
yectoria rectilinea. Un ejemplo cldsico de esta idea es el experimento de Rutherford, el
cual permitié conocer la estructura atémica de la materia. Rayos de particulas alfa inci-
den sobre una lamina de metal (oro en el experimento original) y, debido a la interaccién
electrostética entre estas particulas cargadas y los nticleos de los 4&tomos, las particulas al-
fa (varios 6rdenes mas livianas que los 4&tomos de oro) se desvian cierto angulo respecto
de su trayectoria original. Posteriormente, al alejarse de la placa de metal, contintian en
trayectoria rectilinea en otra direcciéon. Otro fénomeno famoso que se puede entender a
partir de la teorfa de scattering de la luz es la explicacién de por qué el cielo es azul: la
luz proveniente del Sol se ve desviada por la presencia de diminutas particulas presen-
tes en la dtmosfera (se dispersan en mayor medida aquellas ondas cuyas longitudes son
cercanas al azul).

Nuestro andlisis lo haremos en el caso electromagnético: queremos entender cémo
la luz interacttia con ciertos materiales (conductores o dieléctricos) que cambian ciertas
propiedades en el espacio y dan origen al fenémeno de scattering. Nuestro estudio se
encuadra dentro de la llamada "6ptica fisica", en tanto que partiremos de las leyes funda-
mentales del electromagnetismo y entenderemos a la luz como un fenémeno ondulatorio.
Arribaremos a la ecuacién de ondas y nuestro objetivo final sera calcular el valor del cam-
po en cualquier punto del espacio. Por ello, haremos una suposiciéon fundamental antes
de comenzar: todas las magnitudes fisicas involucradas en el problema seran del mismo
6rden (como ya veremos, estas serdn la longitud de onda, la dimensién del obstaculo y
la separacion entre copias de este). El caso extremo en que el obstdculo es varios 6rdenes
de magnitud mds grande que la longitud de onda puede ser estudiado con cierto grado

"z

de éxito mediante la llamda "6ptica geométrica".

1.1. Scattering de ondas electromagnéticas

Nuestro punto de partida, como cualquier fenémeno electromagnético, seran las ecua-
ciones de Maxwell que, en forma diferencial, se escriben [7]

5



6 CAPITULO 1. SCATTERING ELECTROMAGNETICO

div(D) = py div(B) =0
oB . - oD
3 rot(H) = jr + =

rot(E) = o

donde D es el desplazamiento eléctrico, B es la intensidad magnética, E el campo eléctrico
y H el campo magnético. A su vez ps y j; son las densidades de carga y corriente libres
respectivamente. Suponiendo que los medios son isétropos, lineales y homogeneos se
verifica que D = ¢E, B = uH donde ¢ y u son la permitividad eléctrica y permeabilidad
magnética del medio respectivamente. Dichas constantes dependen de cada material y se
relacionan con gg y 4o (la permitivadad y permeabilidad del vacio) del siguiente modo:

e = keg U= Urlo

con k la constante dieléctrica y p, la permeabilidad magnética relativa. Para el estudio
de ondas supondremos que no hay cargas ni corrientes libres. Luego las ecuaciones de
Maxwell resultan:

div(D) =0 div(B) =

0
JB - 0
3 rot(H) =

]

rot(E) =

¥
S

Usando la identidad para el rotor de campos vectoriales:

rot(rot(F)) = V(div(F)) — AF

obtenemos
_ oB d _ 0 - 3’D d’E
—AE = —rot(g) = —g(rot(B)) = —ya(rot(H)) =—hap = THEsm
Si llamamos ¢ = ;—S resulta:
_19%E
AE=a5p =0

Si se realiza la misma cuenta para el campo B llegamos al mismo resultado:

19°B 0
2o

Las ecuaciones que hemos deducido deben ser entendidas componente a componente.
El carécter vectorial de los campos y el acoplamiento que existe entre estos (dando lugar
a la polarizacién de la luz) introducen una mayor complejidad que, por ejemplo, el caso
acustico. Daremos a continuacion hipétesis que nos permitirdn reducir este problema de
cardcter general a la resolucién de cierta ecuacién en derivadas parciales en el plano junto
a ciertas condiciones de contorno que dependen de la clase del material.

En primer lugar, asumiremos que los campos tienen simetria de traslacién en alguna
direccién en particular:

AB —

Jd e R?/Va € R, E(x +ad) = E(x) y B(x +ad) = B(x)
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Sin pérdida de generalidad (reorientando los ejes de ser necesario), podemos suponer
que la direccion de simetria es la del eje z. Por comodidad, utilizaremos notacién comple-
ja, es decir, supondremos que los campos toman valores en C y tomaremos al finalizar la
parte real de la solucién que obtengamos. Esta eleccion se encuentra justificada en que
tanto las ecuaciones de Maxwell como las ecuaciones de contorno que tomaremos son
lineales. Ademads, supondremos que las soluciones son arménicas, i.e.

E(x,t) = e ' E(x) B(x,t) = e “'B(x)

que reducen las ecuaciones de Maxwell a

div(E) =0 div(B) =0

rot(E) = iwB rot(B) = —iwueE

Como los campos son invariantes por la traslacion 7 — 7 + z2, E y B no dependen de
la coordenada z. Desglosando las ecuaciones para los rotores obtenemos:

9E, = iwBy 9B = —iwpueEy
dy dy
aEZ _ . aBZ .
i —iwBy, x iwpeE,
JdE, OE, . dB, 0B, .
i By iwBy, i T —iwueBy
1. Supongamos que B, = 0. Entonces
Ex=E, =0
_ Lok, 10E
T iwooy TV dw ox
0B, 0B, 1 0°E,  9°E.

—iwpeE;, = —= —

ox dy _E( 9x2  9y? )

Por lo tanto, en este caso, el comportamiento del campo electromédgnetico queda
determinado por la componente E; y esta, a su vez, obedece la ecuaciéon

AE, +KE, =0
donde k = %,cz = #

2. Supongamos que E, = 0. Entonces

Bx — By :0
_ 1 9B p _ 1 9B
wue oy "V wue 9x

AB, +k’B, =0
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Al caso B, = 0 se lo llama polarizaciéon TE (transverse electric) y cuando E, = 0, polari-
zacion TM (transverse magnetic). Vemos entonces que la solucién del problema general se
puede obtener a partir de la superposicién de las soluciones a estos dos casos fundamen-
tales para los cuales s6lo hace falta resolver

Au(x) +Ku(x) =0, x€R? (1.1)

Esta tltima ecuacion recibe el nombre de ecuacién de Helmholtz, en honor al fisico alemén
Hermann Ludwig Ferdinand von Helmholtz que la introdujo en el estudio de ondas actsticas.
Hemos mencionado anteriormente que estamos interesados en estudiar el resultado de la
interacciéon del campo electromagnético con ciertos obstaculos. Por lo tanto, deberemos
prescribir el comportamiento de una solucion en un subconjunto del plano.

El primero caso es el de un conductor perfecto, que es una idealizacién de un material
en cuyo interior el campo eléctrico se anula. Esto se explica a partir de que en esta clase
de materiales (por lo general metales) existen cargas que son libres de moverse. Ante la
presencia de un campo externo, estas cargas se redistribuyen en la superficie del conduc-
tor de forma tal que el campo que ellas producen cancelan al campo externo en el interior
del conductor. A partir de la ley de Faraday, vemos que la derivada temporal del campo
magnético es cero. De este modo, dentro del conductor no tenemos campos oscilatorios.
En este caso las condiciones de contorno son:

B-a=0 Eon=t
_ €0
Exn=0 BXﬁ:]/les

donde 7i es la normal exterior al obstaculo, ps y js son las densidades superficiales de
carga y corriente. Las ecuaciones igualadas a cero indican que la componente tangencial
del campo eléctrico y la componente normal del campo magnético deben anularse en el
borde.

Para hacer uso de nuestra aproximacién supondremos que nuestro dominio se extien-
de infinitamente a lo largo del eje z. O sea:

D =Dy xR, Dy C R?

Claramente la configuracién es invariante por una traslacién en el eje z, de modo que
el campo electromagnético presentard la misma simetria. Ademads la componente z de la
normal exterior a este dominio es nula, o sea:

it = (ny,ny,0)

1. Polarizacion TE

Si B, = 0, entonces E; = E, = 0. Luego, la componente tangencial del campo
eléctrico es cero y por lo tanto debe ser:

EZZO

Si C es una curva cerrada en el borde del dominio y la misma encierra una superficie
S (la superficie encerrada esté en el borde) entonces:
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/SB-ﬁds = (iw) ! /Srot(E) fids = (iw)_lfcﬁ-dl_: 0

pues la componente tangencial del campo eléctrico se anula sobre la superficie del
conductor. Como la curva era arbitraria, debe ser:

B-n=0
sobre el borde del dominio.

2. Polarizacién TM
Si E, = 0, entonces B, = B, = 0. Es inmediato que B-a=0 pues el campo y la

normal son ortogonales.

- . _ oB dB
fi-E = (0,0,nyEy — nyEy) = (iwpe) (0,0, —nxa—xz = nya—yz)
y por lo tanto, se cumpliran las condiciones de borde si:

0B,
on

=0

De este modo, el problema se reduce a hallar u : R*? — R tal que:

Au+k*u =0en D"
u = 0enaD (TE)

Au+k*u =0en D¢
g =0endD (TM)

Por otra parte estaremos también interesados en estudiar el campo electromagnético
en materiales cuya estructura interna responde a la presencia del campo externo. Por un
lado encontramos los materiales dieléctricos. Estos, al contrario de los conductores, no
poseen cargas que se muevan libremente (esto es una aproximacién pues si el campo ex-
terno es muy intenso puede arrancar electrones de los 4&tomos que forman el material).
Lo que si ocurre, a grandes rasgos, es que los &tomos o moléculas se elongan generan-
do pequerios dipolos que tienden a orientarse con el campo eléctrico. Esto genera una
densidad de momento dipolar P que verifica

D=¢E+P

Usualmente, cuando se desea calcular el campo eléctrico en estos casos, P y E son
incégnitas que, si bien estdn relacionadas, pueden hacerlo de maneras intrincadas. No-
sotros supondremos que los medios son lineales, homogeneos e is6tropos y entonces se
cumple que:

P =eox.E

donde x. es una constante que depende del medio, llamada susceptibilidad eléctrica.

De este modo,

D =¢(1+ x.)E
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y sie = ¢go(1+ x.) entonces
D =¢E

Una situacién similar ocurre con los materiales que responden al campo magnético.
El movimiento de las cargas en los d4tomos junto a cierta propiedad intrinseca de estos,
llamada spin, da origen, ante la presencia de un campo externo, a una densidad de mo-
mento dipolar magnético M (llamada magnetizacion) que verifica

B
= —H+M
Ho

Al igual que en el caso dieléctrico, supondremos que existe una relacion lineal entre
el campo magnético y la magnetizacion, o sea:

y por lo tanto, llamando u = po(1 + xm),

Las condiciones de contorno que cumplen los campos en la interfase de dos medios
con permitividades e1, €2 y permeabilidades ji1, y y sin fuentes externas son

fix(Ea—E) =0
ix (H,—Hy) =0
ft-(Bp—B1) =0
ii-(Dy—Dy) =0

donde 71 es la normal a la interfase que va del medio 1 al medio 2.

Estas ecuaciones expresan la continuidad de las componentes tangenciales del campo
eléctrico e intensidad magnética y de las componentes normales del campo magnético y
el desplazamiento eléctrico. Escribiendo todo en términos de E 'y H

Ax (Ea—E;) =0
ix (H,—H;)=0
- (upHy —u1Hy) =0
il (e2Ep —e1E1) =0

y de igual manera que para un conductor perfecto, usando nuestra aproximacién, las
condiciones para los casos (TE) y (TM) son:

E§2) _ Egl) Hz(z) _ HZ(1)
9E” <y2>2359> 9H <Q>2aﬂﬁ>

H1

on - on on
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1.2. Obstaculos periédicos

1.2.1. Gratings

Un grating es un material que presenta una configuracion peridédica en su superficie.
Idealizdndolo, podemos pensar que su borde se puede parametrizar del siguiente modo:

S={(x,f(x),z):xeR,ze R}

donde f es una funcién periddica de periodo L, el cual es también llamado espaciado del
grating. La validez de suponerlo con simetria cilindrica en z siempre estara supeditada
a que las amplitudes de los campos que interactuen con la superficie sean mucho me-
nores que la altura del grating. Claramente, esta simetria se enmarca en nuestro andlisis
anterior. Por lo tanto, para hallar el campo electromagnético para esta configuracion bas-
tara resolver la ecuacién de Helmholtz en R? junto a ciertas condiciones de borde sobre
{(x, f(x)) : x € R} dependiendo del caso en el que estemos interesados (conductores o
dieléctricos).

Los gratings han encontrado una gran cantidad de aplicaciones en el campo de la
6ptica como, por ejemplo, espectroscopia, litografia, selectores de frecuencias para lasers,
filtros de colores, etc. Para ver con mayor detalle estas aplicaciones se recomienda [19].

Supongamos que tenemos una onda plana y monocromaética que incide con un angulo
8 (respecto del eje y) sobre el grating:

u'(x,y) = exp(iax — ify)
con o = ksin(f) y B = kcos(). Supongamos ademds que el material es un conductor
perfecto.
Queremos saber como se refleja la onda en {(x,y) : x € R,y > f(x)}. El campo total
serd la superposicién de la onda incidente y de la onda saliente, o sea

u=u +u’

y como u' es solucién de la ecuacién de Helmholtz, nuestra tinica incégnita serd u°® que
verifica

Figura 1.1: Esquema de un grating conductor con periodo 27t y angulo incidente 6
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Au® +Ku =0 siy> f(x))
ut = —u' siy = f(x), (TE)
Aw + k2w =0 siy > f(x))
W= sy =f(x), (M)
Una primera observacion que podemos hacer es la siguiente: para fijar ideas, suponer
que u° es solucién con la polarizacion (TE). Considerar la funciéon

v(x,y) = exp(—iaLl)u®(x + L,y)

Es claro, por la linealidad de la ecuacién de Helmholtz, que v es solucién de esta. Si
tomamos (x,y) € R?*/y = f(x), al ser f periédica, y = f(x + L) y por lo tanto:

v(x,y) = exp(—iaL)u*(x + L, f(x + L))
= —exp(—iaL)exp((in(x + L)) +ipf(x+L))
= —exp(iax + Bf(x))
= u(x,y)

Si asumimos la unicidad de la solucién, debe ser
u(x+Ly) = exp(iaL)u(x,y), ¥(x,y) € R%,y > f(x)

Una funcién que verifica esto se llama «L-cuasiperiddica. Es claro que para resolver la
ecuacion solo hace falta conocer la solucién sobre un tnico periodo del grating.

Si llamamos T(x,y) = exp(—iax)u®(x,y), T resulta ser una funcién periédica en x y
desarrolldndola por su serie de Fourier

(o) = X talylexp (in'x )

nez

y por lo tanto

u(x,y) = Y, ta(y)exp (inyx)

nezZ

donde a, = 2Zn + a. Una diferenciacién directa muestra que para

y > H =max{f(x)/x € R}

&ty K—a2)t,=0VneZ
a2 + (k* —ap) ty =0,Vn €
Luego,
ta(y) = Anexp(—iBny) + Buexp(iBny) siy > H
donde

8 _{ k2 — a2 sine U
" ive:—k*2 singU
dondeU = {n € Z:k* — a2 > 0}
Si bien esta es una solucién aceptable desde un punto de vista matematico, no lo es
desde la fisica que pretendemos modelar. La solucién que buscamos debe dar cuenta de
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cémo una onda se dispersa en el espacio luego de que la onda incidente interacttia con
el grating. La solucién buscada debe representar a una onda reflejada que se aleja del
grating. Diremos que u es una solucién radiante si u(x,y) es acotada cuando y — o y es
saliente (notar que, debido a la periodicidad en x de la interfase, sélo podremos alejarnos
tomando y — ©0).

Vemos que sin ¢ U, exp(—ifny) — oo cuando y — 0. Sin € U entonces exp(—ifny)
es una onda que incide sobre el grating y por lo tanto no es saliente. Suponiendo que
UUU® =Z,debeser A, =0,Vn € Zy por lo tanto:

u®(x,y) = Y Buexp(ianx +iBuy), y > H

nez

Esta expresion es llamada expansion de Rayleigh. Vemos que la onda reflejada consiste en
la superposicién de ondas salientes propagantes, cuyos vectores de onda forman dangulos
8, con el eje y, los cuales verifican

2
o a—”:sin(H——n

7T
NCET A i

Ademés la solucién se compone de modos que decaen exponencialmente con y (n ¢ U),
llamados evanescentes. Si para algtin n € Z se cumple que 8, = 0 estamos en presencia
de un modo que se desplaza paralelamente al eje x. Una frecuencia que verifica esto recibe
el nombre de Wood anomaly. Fenémenos como éste se reproducen experimentalmente y,
precisamente, fue Robert W. Wood quien los observé por primera vez [22].

sin 6,, =

Una de las metodologias que ha gozado de mayor popularidad en el drea para eva-
luar la viabilidad de un método de resolucion ha sido el criterio del balance de la energia.
Consideremos la curva que se muestra en la figura

Ly=ty=d}

L=tx=-L/2} L=fx=L/2}

L ={y=F(x)

Figura 1.2: El borde del dominio C estd formado por las curvas Ly, L, L3, Ly

y usemos las identidades de Green alli: tomamos una solucion de la ecuacién de Helm-
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holtz cuasiperiédica y obtenemos

/(%Z—-an)ds—/ u) dv

aoC
w(Ad + K2i) — a(Au + Ku)) dV =0

0\0

Podemos dividir dC en cuatro caminos. Debido a la cuasiperiodicidad, las contribucio-
nes de los segmentos verticales se cancelan. Si suponemos que la solucién verifica las
condiciones Dirichlet o Neumann homogeneas, o sea u = u' + u°, resulta

L/2

/ u(x, d)gy(x,d)dx =0

—L/2

Al ser d > H, podemos expresar a u° por su expansiéon de Rayleigh. Como podemos
tomar d arbitrariamente grande, las exponenciales ¢/f? serén despreciables si n ¢ U. Por
lo tanto, luego de calcular la anterior integral obtenemos

B—Y_ BuBuBy=0

nel

Si definimos e;, = %”Bn By, la expresion se reduce a

Y en=1 (1.2)
nel
Los coeficientes e, reciben el nombre de eficiencia del modo n-ésimo. Teniendo en mente al
vector de Poynting para una onda plana, e, expresa la fraccién de energia, respecto a la
proveniente de la onda incidente, que lleva la n-ésima onda propagante. El resultado (1.2)
puede ser interpretado entonces como la conservacion de la energia: lo que ingresa por
la onda incidente debe ser igual a lo que sale por las ondas salientes.

Supongamos ahora que tenemos dos materiales dieléctricos, cada uno llenando una
region del plano y de forma tal que su interfase es periédica en x e invariante por trasla-
ciones de z. De este modo, las permeabilidades magnéticas son iguales pero cambian las
permitividades. Las llamaremos {e¢* e~ }.

Suponiendo que hay una onda u' plana y monocromatica que incide con un dngulo
6 sobre el grating, tendremos entonces una onda reflejada #” y una transmitida u’. En
el dieléctrico superior, la onda total sera u = ut +u’ y en el inferior sera sélo ut y el
problema a resolver es:

Au"+Ku =0 y> f(x)
Aut —l—kZu =0 y<f(x)
W = iy = f()
WG =% V=S
donde:
1 (TE
CP:{ &2 ((T]3/1)

€1
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Figura 1.3: Esquema de un grating dieléctrico con periodo 27t y d&ngulo incidente 0

De igual modo que antes, podemos encontrar expansiones de Rayleigh para u” y u'

w'(x,y) = ) Brexp(inyx +iByy) y>max{f(x)}

nez

w'(x,y) = ) Byexp(ianx —if,y) y < min{f(x)}
nez
2 \2
con e + ()" =k y o+ (By)” = k2.
De igual manera que hicimos para un conductor perfecto, se puede obtener un criterio
del balance de la energia para el dieléctrico:

Y B |BIP+C X B [BiT =0

nel™t nel~

Una deduccion de este célculo se puede consultar en [16].

1.2.2. Estructuras cristalinas

El uso de obstaculos periédicos para la luz se remonta a fines del siglo XVIII cuando el
astronomo estadounidense David Rittenhouse cre6 por primera vez un arreglo de estas
caracteristicas. Algunos afios después, el fisico aleman Joseph von Fraunhofer redescu-
bri6 independientemente el principio de funcionamiento de estos objetos. Sus investiga-
ciones resultaron en grandes contribuciones, tanto desde la teoria como de las aplicacio-
nes, al estudio de las llamadas redes de difraccion [5], las cuales consisten en una grilla
compuestas por finas hebras o alambres dispuestos verticalmente y separados por la mis-
ma distancia. Si las magntiudes involucradas son todas comparables con la longitud de
onda, se producen, debido a la presencia de los obstaculos, ciertos patrones luminosos
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caracteristicos de estas estrucutras. Esta misma idea surge también en la llamada crista-
lografia de Rayos X la cual constituye una difundida técnica experimental para el estudio
de materiales que poseen en escala atémica una estructura cristalina. Los obstaculos aqui
son los constituyentes de la red y las ondas que se ven obstaculizadas son los rayos X
(que no es mds que luz no visible al ojo humano).

En los dltimos treinta ands esta idea ha sido reutilizada en el estudio de ciertos mate-
riales llamados cristales foténicos. La idea tuvo su origen, en realidad, en fisica del estado
solido. Por lo general, los conductores son, en escala microscépica, estructuras cristalinas:
sus dtomos o moléculas se encuentran distribuidas de manera periédica en el espacio y
cada uno de llos genera un potencial eléctrico. Se puede ver que el potencial neto del con-
ductor tiene la misma periodicidad que el cristal. Durante largo tiempo fue un misterio
cOémo es que los electrones (que son los portadores de cargas en un metal) se comportan,
bajo ciertas condiciones, como un gas difuso de particulas en vez de ser afectadas por
este potencial periddico. La respuesta vino desde la mecénica cuéntica, a partir del teo-
rema de Bloch que, en realidad, dada la dualidad onda-particula, puede ser aplicado a
cualquier fendmeno vibratorio donde exista algtn tipo interacci¢én con una estructura
periddica. De alli surge el interés por repetir lo que ocurre en un conductor para otros
fenémenos ondulatorios como, por ejemplo, la radiacion electromagnética.

El andlogo 6ptico son los cristales foténicos. Aqui el potencial peridédico pasa a ser
un cambio periédico en la constante dieléctrica por donde se propaga la onda. Lo que
se logra es que para ciertas frecuencias la onda no se puede propagar en determinadas
direcciones pero para otras si, logrando entonces controlar su flujo. Esto es lo que ha
convertido a los cristales foténicos en un objeto de interes en los tltimos afios, dados los
avances para construir en escala nanométrica dichos arreglos periédicos.

Nuestro objetivo final serd simular el comportamiento de un cristal foténico bidimen-
sional sobre el que incide una onda con una frecuencia del mismo orden de magnitud de
la distancia con que estdn separados los dieléctricos.

Supongamos que Dy C IR? es una region acotada del plano tal que el borde de cada
componenta conexa del mismo se puede parametrizar como una curva cerrada C.

Tomemos L > 0y consideremos D, = {(x +nL,y) : (x,y) € Do}. D, es la traslaciéon
a lo largo del eje x de Dy. Si

D= J Da
nez
D posee la estructura periédica que deseamos, con periodo L, que lo supondremos de
forma tal que
DiNDy =0, Vnez

000000000
000000000
000000000

Figura 1.4: Ejemplo de una distribucion periddica de tres discos de radio 1 separados con
un perfodode L =3

Por lo tanto, para conocer el valor en cada punto del espacio del campo electromag-
nético al interactuar con un cristal foténico debemos resolver el siguiente problema de
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contorno
Aui+Kkup =0 (x,y) € D
Auy+k5u; =0 (x,y) €D
up =1uy (x,y) €D
aa% —Cl%aa% =0 (x,y)€adD
donde:

1 (TE
Cr= { o ((le/l)

Las condiciones de contorno para un dieléctrico acarrean algunas dificultades extra
que, por simplicidad, hemos decidido no tratar. Sin embargo, como un primer paso que
daremos en este vasto mundo de la nano-6ptica, resolveremos el problema suponiendo
que el material es un conductor perfecto en vez de un dieléctrico. Este es el caso de una
red de difracciéon constituida por conductores perfectos. Por lo tanto, el problema que
deberemos resolver sera, para la polarizacion TE

Au+kKu=0 (x,y) €D
U= —uUpy (x,y) €D

y para la polarizacion TM

A+kKu=0 (xy)€D°
%:—% (x,y) € 0D

n

donde en ambos casos la onda incidente serd una onda plana, o sea

uinc(xr]/) — eiksin(@)xfcos((?)y
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Capitulo 2

Ecuaciones integrales

Uno de lo métodos que ha gozado de mayor popularidad en una amplia gama de
problemas de scattering es la formulacion de ecuaciones integrales. Al igual que en otras
formulaciones integrales para EDP, jugara un rol predominante encontrar una soluciéon
fundamental adecuada para la geometria del dominio donde se imponen las condiciones
de contorno. El objetivo central de este capitulo sera estudiar diversos abordajes que se
han empleado en la literatura para poder, en el dltimo capitulo, proponer ecuaciones
integrales cuyas soluciones permitan resolver el problema de esta tesis.

2.1. Funciones de Bessel

El primer paso que daremos es hallar la funcién de Green de espacio libre para la
ecuacion

Au+Ku =0 (2.1)
en el plano. Usando el método de separacion de variables, proponemos

u= f(kr)g(e)

ld (d AV
m(%)*("ﬁz)f—o

g -
Ze =0

dg? +ug
Usualmente, la singularidad de una funcién de Green esta asociada a la presencia de una
fuente puntual que produce el fenémeno estudiado; por ejemplo, para la ecuacién de

Laplace en IR?, la funcién de Green viene dada por

y por lo tanto

1 1
Glrir) = 47 lr—r|

En el contexto electrostético, la funcién G se interpreta como el potencial eléctrico pro-
ducido por una carga puntual unitaria colocada en la posicién r’. En nuestro contexto,

19
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la funcién de Green se interpretard como la perturbacién del campo electromagnético
producto de oscilaciones en las densidades de carga y corriente a lo largo de una recta in-
finita (recordar que consideramos la ecuacién (2.1) en el plano). Dado que supondremos
al espacio is6tropo, ninguna direccién serd privilegiada. La fisica nos impone entonces
buscar soluciones con simetria radial. Por lo tanto, en las anteriores ecuaciones tomamos
yu = 0 para eliminar la dependencia angular. De este modo, debemos hallar soluciones
de la ecuacién

Ldf  L@f s
il

que se pueden simplificar ain mas multiplicando por 72 e introduciendo el cambio de
variables t = kr. Como resultado obtenemos la relacién

2
tZitf()+td{()+t2f(t):0

que, como se detalla en la siguiente definicién, da lugar a las renombradas funciones de
Bessel.

0=Au-+KkKu=k-

Definicién 1. Sea U C C un conjunto abierto y sea v € C. Una funcién de Bessel (o
cilindrica) de orden v es una funcién f : U — C tal que:

2
zzﬂ +zﬂ + (22

_2 —
722 1 vo)f =0.

Vemos que la solucién fundamental para la ecuacién de Helmholtz vendra dada por
una funcién de Bessel de orden 0. Esta familia de funciones ha sido largamente estudiada
debido a su importancia en diversas dreas de la fisica y la matematica. Incluimos a conti-
nuacién algunas de sus propiedades que nos serdn de gran utilidad. Las demostraciones
de estos resultados pueden encontrarse en [12].

La ecuacion de Bessel de 6rden n (n € INp) es una EDO de orden dos. De acuerdo a la
teoria de ecuaciones ordinarias, cualquier solucién se podra expresar como una combina-
cién lineal de dos soluciones linealmente independientes. Usando el criterio del cociente
se puede ver que las expresiones

ad Z\ n+2p
,,Z()P'ern (5) ,zeC 2.2)

[log (g) —i—fy} Ju(z) — lni:l (n-1-p) <§> " _

T =0 p!
fti ot G @ 1y ze €\ (-0 23

Yu(z) =

>HN

definen funciones analficas en sus respectivos dominios de definicién y convergen uni-
formemente sobre subconjuntos compactos del plano complejo. Ademas, mediante una
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diferenciacion directa de las expresiones (2.2) y (2.3) se ve que son soluciones de la ecua-
cién de Bessel de orden n. En estas férmulas hemos usado la notacion:

Las funciones J, e Y}, reciben el nombre de funciones de Bessel de primer y segunda especie,
respectivamente. A partir de (2.2) y (2.3), igualando exponentes, se puede ver que tanto
Jn e Yy y sus derivadas satisfacen las siguientes relaciones de recurrencia:

fat(2) + foa(2) = 2 fo(2) 24

d . _
fur1(z) = _ZnE [Z nfn(z)} (2.5)
fn—i—l(z) _fn—l(z) = 26(1/{;(2)1 n=>1 (2.6)

A partir de (2.5), el Wronskiano W(J,(z), Y (z)) satisface:

AW 1
ot W=0 2.7)

y por lo tanto, tomando el limite para z — 0, resulta:

W(u(2), Ya(2)) = — @8)

De este modo, |, e Y}, constituyen un conjunto de soluciones de la ecuaciéon de Bessel
de orden 7 linealmente independientes.
Presentamos a continuacion las funciones de Hankel de primera y segunda especie:

HY =, + 1Y, 2.9)

HY =1, —iY, (2.10)

las cuales son soluciones linealmente independientes de (2.1) y poseen el siguiente com-
portamiento asintoético:

HO (2) = o/ 2 i-%-1) [1 L0 (i)] si—m<argz) <2 (1)
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HP (2) = %e—i(z—%—%) [1 +0 <i)] si —2m <arg(z) < m. (2.12)

Tras introducir las funciones de Bessel y sus propiedades, estamos en condiciones de
hallar la solucién fundamental para la ecuacién (2.1). Definamos @ : R? \ {0} — C por
medio de la expresion:

®(7) = H}(k|7]). (2.13)

Como ya hemos visto, dicha funcién es analitica en su dominio de definicién y posee una
singularidad de tipo logaritmico en el origen. Por lo tanto, para ver que ® € L] (RR?)
basta observar, a partir de (2.3), que

o )H&(kp)‘ —0sip—0 (2.14)

y, usando coordenadas polares, la integral sobre la bola unidad centrada en el origen de
|H3 (k7) ‘ es finita, concluyendo entonces que ® define una distribucién sobre el conjunto
de funciones CF (IR?).

Veamos ahora que

AD + KD = Cydy

en el sentido de distribuciones, donde Cy serd una constante de normalizacién. Nota-
remos por Ax(r,R) al anillo con centro en x, radio interior r y exterior R. Tomemos
¥ € C°(IR?) y supongamos que su soporte estd contenido en By(R). Es claro que

@(x) (A (x) +Kp(x)) € L'(R?)

luego

/R @) (Ap(x) + K2y (x)) dx = / O(x) (Ap(x) + K2p(x)) dx =

Bo(R)
= lim D (x) (Ap(x) +Ky(x)) =
" Ap(r,R)
0 0P
—tim [ (800 +Re) piodx+ [ (@050~ y(n 57 () as)
Ap(r,R) 9Ao(r,R)
(2.15)
Tenemos que A®(x) + k?®(x) = 0en Ag(r,R) y que ¢ = g—lfl] = 0en dBy(R). Luego,
0 0

[ @) () + Ry dr =timy [ (9050 ()~ @ 5E ) ) dsx) - 2a16)

9Bo(r)
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A partir de (2.14), es inmediato ver que

] P _
113(1] CD(x)%(x)dS(x) =0
aBo(T)

y usando (2.5), (H})'(t) = —H}(t). De este modo,

[ 902 st = k(H) (k) [ pdsx) =
9By(r) 9By(r)

21
= —27Terl(kr)2l7r/¢(rcos(t),rsin(t))dt (2.17)
0

Debido a que ¥ es una funcién continua:

—hm/gb rcos(t),rsin(t))dt = 1(0),

27T r—0

y a partir de (2.3) es claro que

lim krH1 (kr) = 21
r—0
obteniendo asi
0P .
| 9%, (0ds(x) = —4ip(0) 218)
aBo(T)
Hemos probado que

AP + KD = —4id (2.19)

y por lo tanto, la solucién fundamental para la ecuaciéon de Helmholtz est4d dada por:

Go(r,7') = iHS(k lr—7']). (2.20)

A partir de ella, daremos a continuacién dos representaciones integrales para la so-
lucién de la ecuacion de Helmholtz en el interior y exterior de un dominio acotado, res-
pectivamente. En la literatura, dichas férmulas reciben el nombre de representaciones de
Green.

Teorema 1. Sea D C R? un dominio acotado con borde C? y sea n su normal exterior. Sea
u € C2(D) N C(D) una funcién que posee una derivada normal en el borde de D en el sentido de
que el limite:

ou .
%(x) = hlgghn(x) -Vu(x —hn(x)), x € 0D
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existe uniformemente en 0D. Entonces

) = [ [SewGol )~ uln)3r

oD

(x,y) | ds(y)

Demostracién. El resultado es claro a partir de las identidades de Green, aislando la sin-
gularidad como hemos hecho anteriormente para obtener (2.19). O

Observacion 1.

Se puede demostrar que la funcién de Bessel de primer orden ]y tiene una cantidad
infinita de ceros [12] y, al ser ésta una funcién analitica y no nula, los mismos forman un
conjunto sin puntos de acumulacién. Llamemos Ry al primer cero positivo y considere-
mos D = {x € R?: ||x|| < kRy}. Es inmediato que la funcién f(x,y) = Jo(k\/x2 +1?)
es una solucién de (2.1) en R? \ D con condiciones de Dirichlet homogéneas. Por otra
parte, la funcién constantemente nula es también una solucién del mismo problema de
contorno. Es necesario entonces imponer alguna condicién adicional al problema exterior
para que haya unicidad.

La dificultad esencial que encontramos aqui es que la funcién f no representa una
solucion admisible para el problema fisico que pretendemos modelar. En efecto, es inme-
diato que

HY (kr) + HP (kr)

Jo(kr) = 5 .

De las expansiones (2.11) y (2.12) se ve que f es la superposicién de dos ondas viajeras:
una que se propaga desde el origen hacia infinito y la otra desde infinito hasta el origen.
Esta ultima es la situaciéon que deseamos evitar. La soluciéon que buscamos pretende mo-
delar cémo ciertas ondas, después de interactuar con un obstdculo, se dispersan desde
éste hacia todo el espacio. La fisica de nuestro problema nos impone buscar soluciones
que sean radiantes.

La condicién que necesitamos recibe el nombre de condicion de radiacién de Sommerfeld,
en honor a Arnold Sommerfeld, quien la introdujo en el afio 1912. Para consultar una
resefia histérica a este problema consultar [21].

Definicién 2. Dado D un conjunto abierto y acotado del plano, diremos que
u:R*\D — C
satisface la condicién de radiacién de Sommerfeld, o que es una solucién radiante, si:

lim /r ?;f — iku

r—o0

=0

uniformemente en todas las direcciones.

Teorema 2. Sea D C R? un abierto acotado cuyo borde es C? y sea n su normal exterior. Sea
u € C2(R*\ D) N C(R?\ D) una solucién radiante de la ecuacion de Helmholtz en R?\ D y
cuya derivada normal se encuentra definida en el sentido que el limite:

g—Z(x) = lim n(x)-Vu(x —hn(x)),x € 0D

h—07+
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existe uniformemente en 0D. Entonces:

u(x) = [ |5 )Gol, ) = ) g s (e | s

oD

Demostracién. Llamemos Sg = {x € R?/ ||x|| = R}. En primer lugar, veamos que
/ u|?ds
Sk

estd acotado. Para ello, observar en primer lugar que, a partir de la definicién (2),

2
a—u—iku

lim ds =0.
R—oo ) |On
SR
Desarollando el integrando,
2 2 _
/a”—iku dS:/ O\ okt (2" + K2 |ul?] ds.
on on on
Sk Sk

Llamando Dg = {x € R*\ D : ||x|| < R} y usando la primer identidad de Green resulta

/uﬁdS—/u%dS%—/ {|Vu| —k* |ul ]dy
SR dD Dr

o1l o1l
Im (j/uandS) =Im (é/ uandS) .
R D

Combinando los resultados anteriores,

2 -
lim ou + k2 |ul|*| dS = —2kIm /uaudS
R—o0 on on
D

SR

y por lo tanto

Ambas cantidades en la primer integral son no negativas y por lo tanto, al tener la suma
limite finito, las dos integrales por separado deben permanecer acotadas.
A partir de (2.11) tenemos:

3Gy
on(y)

y esto es valido uniformemente para y € Sg. Si definimos

. . 2 (klx—y|— T . X—Yy 1
x,y) — ikGo(x, ‘ = ik, | ———¢i(klx=vl=1) <—z n(y)—1+0 ())
( ]/) 0( y) nk]x—y] ‘x_]/‘ (y) k]x—y]

b= [uw) (%(w) - ikGa(x,y) ) dS(0)

R
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b= [ Gatxy) (G 00) ~ ikutw) ) dsio)
Sr

y utilizamos la desiguladad de Holder, vemos facilmente que I1,12 — 0 cuando R — oo.
Si usamos el teorema anterior para el dominio acotado Dg, resulta

) = [ (GaGo(x) = u()gacts 1) ) dS(o)

aGO ou
= [ (u(y) (x,y) = 5= (¥)Go(x,y) | dS(y) + L1 — L
a{ ( an(y) on )

y obtenemos el resultado tomando R — co.
O

A partir de las representaciones de Green para el interior y exterior de un dominio
acotado (en el dltimo caso asumiendo ademaés la condicién de radiacién), la soluciéon de
la ecuacién de Helmholtz queda univocamente determinada si conocemos los valores
de ésta sobre el borde del dominio. De esta forma, el enfoque que tienen las ecuaciones
integrales es proponer combinaciones lineales como las de la representaciéon de Green
(con alguna funcién de Green adecuada) y tomar como incégnitas ciertas densidades en
el borde. El desafio serd doble: por un lado, encontrar ecuaciones (bien condicionadas)
para estas densidades que reflejen las condiciones de borde de la EDP y, por otro, una
vez que pasemos a estudiar dominios periddicos (por lo tanto, no acotados), hallar una
funcién de Green que absorba en si misma esta geometria.

2.2. Operadores integrales

Las ecuaciones integrales se pueden formalizar como operadores lineales en ciertos
espacios funcionales y, si verifican ciertos resultados de compacidad, mediante la teoria
de Fredholm podremos establecer la existencia de soluciones para ellas. A continuacién
introduciremos operadores que nos permitirdn plantear el problema en este escenario.

Definicién 3. SeaT' C IR%. Diremos que I' es una curva de clase C¥sidado x € T, 3U C R?
abierto, I C R intervalo abiertoy @ : UNT — I tal que:

l.xel
2. ® es una biyeccionentre UNT e |
3. @1 e CHI)

Definicién 4. Sea T' C R? una curva de clase Cky K : T x T — C. K se dice un nticleo
débilmente singular si:

1. Kestd definido y es continuoenT x I'\ {(x,x) : x € T'}

2.3M>0,a € (0,1] talque: Vx,y € T, |[K(x,y)| < M|x —y|*?
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Observacion 2.

1. Al considerar una curva I' con la topologia heredada de R?, queda determinada la
nocién de continuidad para una funcién definida sobre I'. Notaremos por C(T') al
conjunto:

C(T)={¢:T — C: ¢escontinua}

2. Como a lo largo de esta tesis consideraremos dominios cuyas componentes cone-
xas son acotadas, nuestras curvas serdn compactas como conjuntos de IR?. De este
modo, para ¢ € C(T') notaremos con

1]l = max{[p(x)| : x € T}
(C(T), |||ls) €s un espacio de Banach.

3. Para una curva I' € C!, notemos con o(x,y) la distancia entre x e y recorriendo la
curva. Se verifica que dado un dngulo ay € (0, %), 309, que sélo depende de «y, tal
que sio(x,y) < 0y, el angulo que forman la tangente a x (0 a y) y el segmento Xy no
supera a 3.

Al estar definida la recta tangente en cada punto de la curva, fijado x € I' podemos
obtener una parametrizacion por longitud de arco (al menos localmente). Llame-
mos s al pardmetro. Luego s = £0(x,y) dependiendo de qué lado se encuentre y
respecto de x en la curva. Si

r(y) = |y — x|
se prueba en [18] que
dr
75 = +cosa

donde « es el &ngulo que forman el segmento xy y la tangente a y. Nuevamente, los
signos corresponden al lado en que se encuentra y respecto de x sobre la curva. De
este modo obtenemos la siguiente acotacion

kols| < r(y) <1s|

donde ko = cos% > 0.

Teorema 3. Sea I’ C R? una curva C' compacta, K : T x T — C un niicleo débilmente singular.
Sea A : C(T') — C(T') el operador lineal

Ag(x) = [ K(x,1)g(w)ds(y)
r
Entonces

1. A estd bien definido, 0 sea Ap € C(T'), V¢ € C(I')

2. A es un operador compacto
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Demostracién. Supongamos en primer lugar que K es continuo sobre I' X I, el cual es
un conjunto compacto. Luego, K es uniformemente continuo; dado e > 0, 36 > 0 / si
|lx—x|| <éd=VyeT, |K(x,y) — K(x',y)| < e. Tomando ¢ € C(T')

[49(x) = Ap(x)| < [ [K(x,9) = K 9)| [p() ds(y) < ], Tong(T)e
r

resultando asi A¢ una funcién continua. Més audn, si ||¢||,, < C entonces
|Ap(x) — Ap(x")| < Clong(T)e

para ||x — x'|| < 4.Sinotamos por Bc = {¢ € C(T') : ||¢||, < C}, lafamilia A(B¢) C C(T)
resulta ser equicontinua en todo punto de I' y es evidente que paracadax € T

|A¢(x)| < ClIK]lao(rxr) - ¢ € B,

obteniendo entonces que {A¢(x) : ¢ € B¢} es relativamente compacto. Por el teorema
de Arzela-Ascoli, concluimos que A(Bc) es relativamente compacto y, por lo tanto, el
operador A es compacto.

Supongamos ahora que K es débilmente singular. Tomemos p suficientemente chico
de manera que podamos aplicar la acotacién de la observacién anterior. Dado x € T,

49 <ol | [ KGeyldsm) M [y as(y)
ro{|x—y|>p} ro{lx—y|<p}

La segunda integral podemos acotarla de la siguiente manera:

a—1 50 1 a—1 1 2
X — S < s s < Tsy < —
ey asty) < Rl s < 2k s < ot
rn{lx"yl<p} ’

y se observa que la integral impropia que define al operador es finita para cada x € T
Para probar la continuidad de A¢ y la compacidad del operador, definamos para cada
neNyt>0

1 sit>1
kn(t) =14 2nt—1 sizg <t<i
: 1
0 S]tgﬂ
SeaK,: I'xI' =»C

fate) = { p K G2y

Es claro que los K;, son nicleos continuos. Notemos con A, a los respectivos operadores
integrales con ntcleo K. Dado x € T fijo:

49() = A < @l M [ Jx =yl ds(y)

TOp(x,;)
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Usando la observacién, tomando 7 suficientemente grande y parametrizando el en-
torno de x sobre la curva por longitud de arco tenemos:

S0 o 2 /1\"
4905) — 4] < lolod [ ks s < ol ()
—S0 0

n

Por lo tanto,

2 /1\*
0

n

y resulta entonces que A¢ es continua.
Mads audn, de la desigualdad anterior es claro que A, — A en sentido fuerte. Por lo
tanto A es un operador compacto. [

Observacion 3.

1. Como VA > 0, t* log(t) — 0 cuando t — 0, si consideramos

K(x,y) = f(x,y)log(|x —y|) + g(x,y)

donde f y g son funciones continuas, entonces K es débilmente singular.

2. A partir de las definiciones de la funciones de Bessel,

THY() =~ Y0(0) + Th(t) = o log (,t() +](t)

J(t) = _% [(log (;) +C> Jo(t) — i (=17 (;>2p¢(P)

p=0 (P!)z

y esta constituye una funcién analitica que verifica
J'(£) = tH(t)
con H(t) analiticay H(0) # 0

Definicién 5. Sea I' C R? una curva C? compacta. Notemos con 7(y) la normal a la curva
eny. Dada ¢ € C(T) definimos en R? \ T el potencial monopolar con densidad ¢ como

u(x) = [ 9()Go(x, ¥)ds(y)
r

y el potencial dipolar con densidad ¢ como

o) = [ 9ly) g s e 1)ds()
T




30 CAPITULO 2. ECUACIONES INTEGRALES

Como ya hemos visto, las soluciones a los problemas interiores y exteriores se pueden
expresar como combinaciones lineales de los potenciales monopolar y dipolar con den-
sidades apropiadas (i.e. los valores de la solucién y su derivada normal en el borde del
dominio).

Para x € R?\ T, la solucién fundamental y su derivada normal son regulares y por lo
tanto podemos iterar las derivadas con la integral. Es inmediato que para cualquier den-
sidad ¢ € C(T'), ambos potenciales son soluciones de la ecuacién de Helmholtz y por lo
tanto cualquier combinacion lineal lo serd. Para encontrar soluciones a nuestro problema
propondremos como solucién la suma de los potenciales, teniendo como incégnitas a las
densidades; para obtener ecuaciones para éstas necesitaremos conocer c6mo se compor-
tan los potenciales a medida que nos acercamos a la curva sobre la que estan definidos.

A partir de la observacién anterior,

1
Go(x,y) = —5log(lx —y|) + J(k|x —y|)

_ 1 x—y fre o XY
VyGo(x,]/> o |x_y|2 +k] (k|x ]/|) ‘X—y|
1 x—y >
= —— +k“H(k|x — X —
iy HRHKE =)= )

Resulta entonces que el comportamiento singular de la solucién fundamental provie-
ne exclusivamente del término logaritmico, que es exactamente la solucién fundamental
para la ecuacion de Laplace en el plano. De este modo, para estudiar el comportamien-
to de los potenciales a medida que nos acercamos a la curva basta hacerlo para el caso
k = 0. Este anélisis se puede encontrar en [10] o en [20]. Enunciaremos aqui el resultado
principal.

Teorema 4. Sea I una curva C?y ¢ € C(T'). Entonces el potencial monopolar con densidad ¢ es
continuo en el borde, valiendo:

u(x) = [ 9()Golx,y)ds(y) , x €T
T

Ademds: 3 G 1
S (x) = r/ ) 3y (K W) F 50()

El potencial dipolar con densidad ¢ puede ser extendido de manera continua en I' valiendo:

01(6) = [ 0(4) g (o)) & 39(x) 3 €T
r

Observacién 4. Los indices +, — se refieren al lugar desde donde nos aproximamos a

la curva, siendo + si nos acercamos desde el semiespacio que determinan la curva y su
normal y — en el caso contrario.

. . . .. 3G 9Go . .

Las integrales que aparecen estdn bien definidas ya que Gy, an() Y anly) definen na

cleos débilmente singulares.
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La derivada normal del potencial dipolar no esta, por lo general, bien definida pero
vale el siguiente resultado:

lim {gZ(x+hn(x)) _ gZ(x —hn(x))} —0

h—07t

Definicién 6. Dada una curva I € C? definimos los operadores

Sr¢(x /Go X, y)p(y)ds(y)

Kiglx) = [ 5o (5 )9(0)ds(y)
r
Kipl) = [ 5o e n)o(w)ds(y)
T
Trg(x P(y)ds(y)

!

Observacion 5. Los operadores Sr, Kr y K} son acotados y compactos de C(I') en C(T)
pues sus niicleos son débilmente singulares. Si bien el operador Tt resulta no acotado, en
esta tesis s6lo aparecerdn diferencias de operadores similares cuyos nicleos serdn conti-
nuos (debido a la cancelacion de las singularidades)

Ejemplo 1. Sea D C R? un dominio acotado con borde C?. Queremos resolver la ecuacién
de Helmholtz en IR? \ D con condiciones Dirichlet u = f, donde f es una funcién continua
en adD.

Supongamos que, de alguna manera, encontramos ¢ € C(dD) que verifica la siguien-
te ecuacion:

00 +2 [ S (5, )9()ds(y) = 2f(x) x € 0D @21
oD
Definamos
_ [ %o
()= [ Sy )

Ya hemos visto que esta es una solucién de la ecuacién de Helmholtz en R? \ D. A partir
de las relaciones de salto, es inmediato que u asi definida verifica la condicién de borde.
Hemos reducido entonces el problema exterior a resolver la ecuacién (2.21). La alterna-
tiva de Fredholm nos da condiciones bastante generales para determinar la existencia y
unicidad de soluciones para (2.21). En un capitulo posterior daremos métodos numéricos
para poder calcular, de manera aproximada, dicha solucion.
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2.3. Scattering por objetos periédicos

El scattering de ondas por objetos periédicos surge naturalmente en distintos &mbitos,
entre ellos: redes de difraccién, disefio de metamateriales (con el objetivo de responder
de ciertas maneras deseadas a la interaccion con el campo electromagnético), disefio de
antenas, semiconductores, etc. La ecuaciéon de Helmholtz es formalmente equivalente a la
ecuacion de Schrodinger independiente del tiempo. Las geometrias periddicas surgen en
fisica del estado s6lido en el estudio de la propagacién de electrones en una red cristalina.

Seguiremos el enfoque de ecuaciones integrales introducido anteriormente. Para ello,
deberemos dar una funcién de Green que tenga incorporada esta geometria.

2.3.1. Funcién de Green cuasiperiédica

Definicién 7. Sea u : R? — C una funcién, a, L > 0. Diremos que u es cuasiperitdica si:

u(7 4 L&) = e*tu(r)
Observacién 6. 1. Una funcién cuasiperiédica queda determinada por los valores que

asume en un unico periodo y, posteriormente, se puede extender considerando la
fase correspondiente.

2. La cuasiperiodicidad es una propiedad deseable para una onda que interacttia con
un dominio periédico. Supongamos que el obstdculo se repite periédicamente a lo
largo del eje x con periodo L. En una gran cantidad de aplicaciones se supone que
la onda incidente es plana, es decir, es de la forma

(x’ y) — ei(lxl_;B)(x/y)

Uine
conu = ksin (@), p = kcos(8), siendo 0 el &ngulo de incidencia. Es inmediato que u;,,c
es cuasiperiddica. Por lo tanto tendremos condiciones de borde cuasiperiédicas pa-
ra el problema de contorno. Si usdramos nuevas coordenadas (x',y’) <> (x £ L,y),
el fenémeno no tendria que cambiar, solamente verfamos un desfasaje producto de
coémo expresamos la onda incidente en las nuevas coordenadas.

En este sentido supondremos que las soluciones a nuestro problema son cuasipe-
riddicas.

3. Hemos visto anteriormente que la funcién

i

4
representa la perturbacién generadada en el origen y que se propaga radialmente
al exterior. En una geometria periédica, si hay una fuente en la posicion r’, entonces
habra infinitas fuentes en las posiciones {+' +nL%,n € Z}. Por la linealidad de la
ecuacion,

Hy (k|r|)

7 L maHG (k|r =7 +nLg]) € C (2.22)
nez
describe la perturbacién en un punto del espacio producida por estas infinitas fuen-
tes. Funciones como (2.22) reciben el nombre de sumas sobre ldtices. Para un estudio
mas detallado se recomiendan [13] y [14].
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4. A partir de las observaciones anteriores, para obtener una funcién de Green cuasi-
periddica, basta tomar los coeficientes y;,, como

—ianL
Pn =€

Definicién 8. Sean «, L > 0. Definimos la funcién de Green cuasiperiédica como:

Gi(x,y) = i Y e rHi (k|r—1' +nL%|) (2.23)

nez

A continuacién probaremos resultados de convergencia para (2.23) y daremos otra re-
presentacion para la misma, la cual nos dara una interpretracion fisica de cémo funciona
esta funcién de Green. Para ello necesitamos el siguiente lema, remitiendo al lector en
busca de su demostracién a [3].

Lema 1. Sean I C R un intervalo que contiene al 0, s,y : I — C funciones de variacién acotada
que tienden a cero al acercarse al origen. Sea

1
th=MA—r)+s <n>
donde Im(A) >0, A ¢ {2ntn : n € Z}, r € C. Entonces:

1. 3C > 0 tal que
N
eirn

<(C,VN €N

n=1
2. Sipy = (L), entonces
(o)
Z Vnelrn
n=1
converge

3. Sis, y dependen ademds de un pardmetro A € RP y s, u — 0 cuando t — 0 uniformemente
en A, la anterior serie converge uniformemente en A.

Demostracion. Usando la férmula de Abel:
N N-1/n N
anl/ln = E Ek] (‘un _,unJrl) + UN Ek]
n=1 n=1 \j=1 j=1

2.y 3. son inmediatas a partir de 1. Para una demostracién de 1. ver [3] O

Notacion 1.

Am(y)| <

N
N~

B:= {(x,y) € C?: —L— v < Re(x) < L+, [Im(x)] < } (2.24)

K:={keC:Im(k) >0,k #0,k # |ay|Vn € Z} (2.25)

K es el conjunto de frecuencias que no son Wood anomalies.
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Teorema 5. La serie

Y, e ™"Hg (k|(x+nLy)l)
n#—1,0,1

A =

converge uniformemente sobre compactos de B x K

Demostracién. Recordando el comportamiento asintético de la funcién de Hankel (2.11)

2 (o _wn_n 1 .
H,Sl)(z) = Eel(z 1) [1 +0 <z>] si —m <arg(z) <2m
basta ver entonces que la serie
ei(kp,,fanL)
—— (2.26)
n>2 kpﬂ

converge uniformemente, donde p, = \/ (x + nL)* + 2.

Para ello, sean
L\? 1
p(x,y,t) = \/<x+t> +y?te <0,2]

L k2
s(x,y,k, 1) :kp(t)—k<x+t) _ ky
(x+5) " +2+ (x+ %)
1
X, /k/t — T~
w(xy,k t) ko(o,u0)

Tanto s como y tienden a 0 si t — 0 uniformemente en (x, Y, k). Ademas, son funciones
suaves y, por lo tanto, de variacién acotada. Al ser

kon —anL = nl(k —a) + kx +s (i)

podemos utilizar el lema para concluir el resultado, pues

L(k—a) #2mm,Nm € Z

Observacion 7. .
ei(kpn—nL) 1

n|Z2:N \/k’#?l h \/N

lo cual, tanto desde un punto de vista computacional como analfico, resulta ser una con-
vergencia lenta. En la préxima seccién introduciremos una nueva funcién de Green que
converge méas rapidamente e incluso para frecuencias que son Wood anomalies.

Teorema 6. Sean (x,y) € R tales que (x,y) # (nL,0),n € Z. Tomemos k € K y a > 0. Sean
2
Xy :zx—i—%n, Bn = /K> — a3

Entonces (et fuly])
i ez X X+Pnly
Glvy) =57 ), —— (2.27)
0 2L ng Bu
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Demostracién. Suponer k = a + ib con b > 0. Utilizando la notacién del teorema anterior,
ebon < g b(xtLn)p—by
y por lo tanto
|G{(x,y)| — 0 paray — oo uniformemente en x € [0, L] (2.28)

La funcién '
F(x,y) = e ™ G{(x,y)

es periddica en x, si definimos para y # 0

L
1 ; 21
a(y) = 1 / e Gl (x, y)e T dx (2.29)
0

tenemos que
d2a,

1
+ by = _Z5(y>

dy?
y entonces '
_ b ialyl
an(y) 215, e (2.30)
Por otra parte, como  # Z, aplicamos el lema a la serie
ei(“nx+ﬁn‘y‘)
_ (2.31)
nez IB”
tomando .
;,[ =
tOBGY)
27 1
o= oyl =t o (1)l
donde

gy = i (w211

que es una funcién suave y tiende a cero si t — 0. Luego, la serie (2.31) converge unifor-
memente sobre compactos de

{%#ZﬂéRk#Qbﬂ@ZQﬁ#a&

y es por lo tanto continua respecto de (k, x,y). Como la igualdad del teorema vale para
Im(k) > 0y la funcién de Green cuasiperiddica es continua en K, concluimos que la
igualdad vale también para Im(k) = 0. O

Observacion 8.

Llamemos U = {n € Z : k* > a2}. Para frecuencias que no son Wood anomalies, tene-
mos que Z = U U U°. La representacion espectral nos da una clara interpretacién fisica
de la funcién de Green cuasiperiddica. Las infinitas fuentes (desfasadas por la cuasipe-
riodicidad) se superponen generando frentes de onda planos: para n € U¢, decaen ex-
ponencialmente (ondas evanescentes) y para n € U son ondas viajeras con vector de
onda (a,, Bn). Ademads, vale destacar que todos los modos satisfacen una condicién de
radiacién: para y > 0 se propagan hacia +oo y, para y < 0, hacia —oco.
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2.3.2. Nueva funcién de Green cuasiperiédica

A continuacién presentaremos una funcién de Green cuasiperiédica que converge
para toda frecuencia. Daremos los principales resultados introducidos en [2] y comenta-
remos ciertos problemas que introduce esta nueva funcién.

Observacion 9. 1. Usando el teorema del valor medio y la relacién 2.5, dado i > 0,
3¢/Y <& <Y+ htal que

Hy(kv/X2 +Y2) — Hy (k\/ X2 4 (Y 4+ h)?) = )?ff&?g)zH%(k\/XH(Y+é’)2)

Como queremos evalular la funcién de Hankel para X + NL con N — o e |Y]|
acotado, usando la expresién asintética (2.11), concluimos que

Hi (kv X2 4 Y2) — HY(ky/ X2 + (Y +h)2)| <

2. Sea j € IN. Consideremos los siguientes operadores

C
1X|?

Ij : Cj+1 — Cj+1,Ij(u0...uj) = (Mo...uj)
5] : Cj+1 — Cj+1,5j(u0...uj) = (M] ...u]-,O)

Pl .t —>C,Pj(u0...uj) = 1y

y el operador de diferencias finitas

Filuy...u;) = g(_l)l <;> "

Dado que Z/ conmuta con cualquier otro operador, por la férmula del binomio te-
nemos

Fl=Pio(l —FE)
o sea, F/ resulta de aplicar j veces el operador de diferencias finitas Z/ — &/.
Si tomamos un polinomio P € C[Z] la aplicaciéon de I; — E; al vector en citt

u=P(Z+1e),l=0...j

produce en cada componente del vector un polinomio de grado menor que P. Lue-
go, si gr(P) = j, al aplicar el operador j veces, obtendremos

]' .
Y (—1)! @ P(Z+el) =0
=0

Si consideramos una funcién v suave y aplicamos un desarrollo de Taylor resulta

¥ (1) @v(z +el) =& lio(_l)l G) Z”U)(Z o

1=0
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Definicién 9. Seanh € R,j € N,k > 0.Sean (X,Y) € R?\ {(0,/h) : 0 < I < j}. Se define
la funcién de Green de medio espacio como:

606) = § -0 () b (k2 v

Lema 2. Sean h € R,j € N,k > 0,M > 0. Existe C > 0,C = C(k,h, M) tal que VY € R,
Y| <M, VX eR,[X|>1

j+1
X777 g
Gx )| <cd X e (2.32)
|X|727"  jesimpar
Demostracion. Sea
i
f(X,Z) = ;Hy (k|X|u(X)), u(Z) = V1422 (2.33)

Es claro que

J ' Y | Ih
Gi(XY) =Y ()" (1) f (X, = + =
00 =L (1) (X i+ )
Para estudiar el decaimiento de G;(X,Y) cuando |X| — oo, aplicaremos la observacién
anterior a la funcién

Gi(X,Y) = (&)] i(—l)’(f) g0 (X|§| +cz> 0<E < ’Xh‘ (2.34)

= z
donde /) denota la derivada respecto de Z de la composicién de funciones (2.33):

Wixzy— L4 (m

fx,2) = ;= (Ho(k 1X| u(Z))) . (2.35)
Lo tinico que deberemos hacer para probar el lema serd acotar esta cantidad. Usando la
féormula de Faa di Bruno [8]

j

. . 4 " (@) mg
f(])(X’Z):iZ J! (H(l))( )(k|X|u(Z))H<k|X’uq(Z)>

myl...omjl g=1 q!

donde m = mj + --- + m; y la suma se realiza sobre todas las j-uplas de enteros no
negativos (my,...,m;) que verifican my + 2my + - - - + jm; = j. Deberemos acotar dos
cantidades: las derivadas de la funcién de Hankel de primer orden y la productoria de la
anterior ecuacion.

A partir de las relaciones (2.5) y (2.6) se puede ver facilmente que

(1) " (1X102) = Ly bk x| u(2)
L
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y usando (2.11)
Lq .
Hl(t ‘<7, €Z,0<qg<j,t>0
] OIS i <q<j
para ciertas constantes 031 y L;. Claramente,
M + jh

Y
+¢| <
| X|

‘IXI
y por lo tanto existe Ly, = Ly(k, M, j, h) tal que

1<m>< (y >)‘ Ly P
‘(HO) IX]u + N VI=0...j,Ym=0...] (2.36)

Por otra parte, haciendo un desarrollo en serie de la funcién v/1 + 2 se ve facilmente
queparag =0...j

u(q)(Z) < Lz  sigespar
L3Z sigqesimpar

para cierta constante L3. De este modo,

f j/2 j’2

. — X g L my
Ii[ <k|X|u(‘7)(Z)>mq < L4\X\4 T | X | ' sij es par
| — / (+1)/2 (G-1)/2
q=1 q: - 2¢—1 My
Ly \X|‘7:1 A= A | X] ot ! si j es impar

A su vez, es facil ver que
j/2

Z Moy < 51 j es par

Yy que

si j es impar

obteniendo finalmente
i (LX) si
H L() _ Ll \(j_s; jes par. 237)
1 ! Ly |X| si j es impar
Combinando (2.36) y (2.37) resulta
Y C~3|X|_j/2_1/2 sij es par
DX, — + ) ‘ 2.38
‘f ( | X 2 C|X]| izl si j es impar (238)
para cierta constante C. Teniendo en cuenta (2.34) el lema se deduce facilmente. O
Lema 3. Sean h € R,j € N,k > 0,M > 0. Existen C; > 0,C; = Cy(k,h, M),C, > 0,
Cy = Ca(k,h, M) tal queVY € (=M, M), VX € R, |X| > 1
dG;j
axl

ISR
x,v)<c X jzl JeSPAr— 11,2 (2.39)
|X|727"  jesimpar
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3G N
I l(xy)y<c X7 despar 1=1,2p=1,2 (2.40)
0x;0x it
P 1 X|2 j es impar
Demostracién. Para probar este resultado, calculamos las derivadas de
H} (ku(x,y + Ih))
con u(ty, tp) = 4/ t% + t%. Para ello, usamos las relaciones
dH}
P (2) = ~Hl(2)
dH} Hi(z
()= 1 o)
Luego
J 1 B 1 X
= <H0 (ku(x,y + Zh))) = —kH] (k) s
3 (Ho(ku(x,y + lh))) = —kHi (k) 2
? (1 Hj (ku(x,y + 1h)) x? 1
552 (HO (ku(x,y + lh))> =—k < ERES R kuz(x,y T lh)Hz(ku(x,y + lh)))
s 1 Hi (ku(x,y + ) (y+1h)?
i (M (kuCey =+ 11))) = ( G ke Ay zh)))
02 e Hi (ku(x,y + 1h))

9xdy (Ho (ke +11))) W2 (x,y + Ih)

De este modo, las derivadas del término [-ésimo de la sumatoria es una combinacién
lineal de funciones de Hankel por derivadas de la funcién u. Debido a (2.11), todas las
funciones de Hankel de primer 6érden poseen el mismo comportamiento asintético que
hemos usado anteriormente. Por lo tanto, la prueba para estos casos se hace de manera

analoga al lema anterior.

O]

Definicién 10. Sea j € IN, /1 € R. Se define la funcién de Green cuasiperiédica con j polos

como:

GI(X,Y) =) e ™ Gi(X+nLY)

nez

A partir de estos lemas, el siguiente teorema es inmediato.

Teorema 7. Sean j € N,k > 0,h € R,M > 0. Sea N € IN. Entonces

3Dy > 0,Dy = Dy(k,h, j, M) tal que VX € (=5,5) VY € (-M,M)y VN > 1

j—1

< Dy {N_]/Z j es par

Y e ™IG(X+nL,Y) o
N~z jesimpar

neZ,|n|>N

(2.41)



40 CAPITULO 2. ECUACIONES INTEGRALES

. 0G
e—zanLT](X + nL’ Y)
neZ,|n|>N X

N_J';l .

2

<Dy{  , oM (2.42)
N~z  jesimpar

—1

i .
SDM{N jz j es par (2.43)

. 9%G;
Z efme ] (X+7ZL,Y)

nez,|n|>N 9x9xp N~z  jesimpar

El truncamiento de la serie

N
Y e G(X 4 nL,Y)
n=—N
y sus respectivas derivadas convergen a la funcién de Green cuasiperiédica y a sus derivadas
cuando N — oo como N=U=1/2 para j par y como N=1/2 si j es impar.

Esta nueva funcién corrige dos problemas que posee la funcién de Green cuasiperié-
dica presentada en la seccion anterior: la convergencia no falla para frecuencias que son
Wood anomalies y es acelerada a medida que aumentamos ;.

De todos modos, la introduccién de los polos conlleva, en principio, dos problemas. Si
tomamos una frecuencia que no es una Wood Anomaly, podemos usar la representacion
espectral. Tomando /& > 0 (los polos estan debajo del eje x) e Y > 0

~ i ! ] i i(apx
X = T g (1_20<—1>’<l>eﬁnlh> i)

nez
i ; J
_ 1— ezﬁ,,h el(anx+ﬁny)
n;z 2LB, ( )

De esta forma, si elegimos el pardmetro arbitrario & de manera que
Brnh =0 (27)

para algtin n € Z, la funcién de Green perderd la informacion sobre ese modo.
De igual manera, si hacemos un desarrollo de Taylor de (1 — elﬁnh)] , es inmediato que
paraj > 2

(1 elbh)
Bn
Recordando que B, — 0 para algtin n cuando nos acercamos a una Wood Anomaly,
la funcién de Green G;’, si bien sigue convergiendo, pierde la informacién de los modos
que se desplazan paralelos al eje x. Los autores corrigen este problema sencillamente su-

mando aquello que desparece: si A es el conjunto de indices de los modos que se pierden,
se considera una nueva funcién de Green:

—0sif, =0

GI(X,Y) = GI(X,Y) + ) Ayellethuy) (2.44)

neA

donde A,, son constantes a definir.

El problema producido por las Wood anomalies es, en algtin sentido, més fundamen-
tal que el producido por la seleccién arbitraria de /. Entender cémo introducir los modos
que desaparecen producto de las Wood anomalies (e incluso, evaluar si ese es el abordaje
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correcto) ha sido la mayor fuente de problemas de esta tesis. En un capitulo posterior
usaremos las herramientas presentadas aqui para dar un planteo en términos de ecuacio-
nes integrales al problema presentado en el primer capitulo y daremos una solucién al
problema que generan las frecuencias anémalas.
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Capitulo 3

Métodos numéricos

3.1. Método de Nystrom

En el capitulo anterior habiamos definido operadores entre espacios funcionales para
establecer ecuaciones integrales que den cuenta de las condiciones de borde de la EDP.
En general, dado un nicleo arbitrario para un operador integral resulta dificil (si no im-
posible) hallar expresiones cerradas para las soluciones y, por ello, acudimos a rutinas
numéricas para aproximarlas. El enfoque que hemos elegido para resolver las ecuaciones
integrales que obtendremos en el siguiente capiutlo es el llamado método de Nystrom.

Sea G C R™ un conjunto medible (Jordan), K : G x G — C un nucleo (continuo o
débilmente singular) y consideremos, como en el capitulo anterior, el operador integral
A:C(G) = C(G)

Alp)(x) = [ Kxy)p(y)dy
G

La idea principal del método es aproximar la integral que da lugar al operador por una
regla de cuadratura. Tomando n € IN, eligiendo puntos x; ... x, € G como nodos y pesos

(n) (n)

ay’ ...a construimos el operador

n
(Ang) (x) = ) 05" K(x,x1) 9 (xe)
k=1
Supongamos que queremos resolver, por ejemplo, la ecuacién de segundo tipo
p—Ap=f
Si definimos f,, € C"™1, (f,); = f(x;) y resolvemos el sistema lineal que verifica

Pn — Angﬂn = fn

podriamos interpolar ¢, € C" para aproximar ¢. Con mayor formalidad formulamos el
siguiente teorema de facil demostracion.

Teorema 8. Sea ¢, € C(G) una funcién que verifica
Pn(x) — Z oclgn)K(x, ) @n(xx) = f(x),x € G (3.1)
k=1

43
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Entonces los valores go](”) = ¢u(x;),j = 1...n, son solucién del sistema lineal

q)](n) — Y aK(x), xk)q),((n),j =1...n (3.2)
k=1

(n)

Respectivamente, si ¢;, j =1...nes solucion de (3.2), entonces la funcién

on(x) == F(x) + Y wmK(x, )9\, x € G
k=1

resuelve la ecuacion (3.1)

Para obtener sistemas lineales deberemos dar reglas de cuadratura especiales. Como
hemos mencionado anteriormente, algunos de los nticleos con los que vamos a trabajar en
esta tesis tienen una singularidad de tipo logaritmico. En [11] y [15] se introduce una regla
de cuadratura especial, la regla MK (o de Martensen-Kussmaul), que permite tratar con
gran precision esta clase de singularidades. En efecto, consideremos el operador integral

(Qg)(t) :== % 710g [4 sin? (‘j)] g(T)dt (3.3)
0

donde g es una funcién continua y 27-peridédica. Esta tiltima hipotesis se encuentra fun-
damentada en que consideraremos ecuaciones integrales sobre curvas cerradas (y que
por lo tanto podremos parametrizar de manera periédica) o sobre superficies periédicas
(el caso de un grating) donde podremos reescribir el operador de manera tal que las densi-
dades y los nticleos resulten peridédicos. De este modo, tomamos n € IN y si consideramos
los 21 nodos

T,
tj:];,jzo...Zn—l

obtenemos la cuaratura

2n—1
(Qu)() = Y R™(H)3(t)) (3.4)
j=0
donde
1 o= 7 t—t
(M) gy & iqg(T—t;) .2 (1 —
R]. (t) = ” _; /eqT i’ log [4sm ( 5 >} dt (3.5)
q= n+10
Con la ayuda de las integrales
E/o log [4s1n (E)}e dt = _% Gm—12 .. (3.6)

resulta

n—1

R](”)(t) - = { ) %cos (m(t—t;)) + %COS (n(t— tj))} paraj=0...2n—1 (3.7)

m=1
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Por otra parte, tendremos que evaluar integrales con nicleos regulares. Para ello, uti-
lizaremos la regla de trapecios compuesta

27 2m-1
[ Kt Dp@dr~ TN Kt t)olt) (38)
j=0

0

Ambas reglas de cuadratura poseen 6rdenes de convergencia altos para la clase de fun-
ciones de nuestro interés. Para funciones analiticas y periddicas, la regla de Martensen-
Kussmaul y la de trapecios convergen exponencialmente con el nimero de nodos y, para
funciones C* y periddicas, la convergencia es stiperalgebraica, o sea, mejor que cualquier
potencia en el niimero de nodos. Las ventajas que presenta el método de Nystrom frente a
otros consisten en que solamente exige una evaluacién de cada ntcleo para calcular cada
elemento de la matriz. Ademads, es en general estable, en tanto que se preserva la con-
dicién de la ecuaciéon de operadores integrales al pasar a un sistema lineal y, fundamen-
talmente, el andlisis del error en la solucién es simple: se puede probar bajo condiciones
generales sobre el nicleo y la solucién exacta del problema de operadores que el 6rden
de convergencia de la cuadratura se traslada al orden de convergencia en la solucién. Se
puede consultar una demostracién de todos estos resultados en [10].

3.2. Evaluacidn eficiente de la funcién de Green cuasiperiédica

Como acabamos de mencionar, el método de Nystrom requiere de la evaluacién, en
un conjunto finito de nodos, del nticleo que da lugar al operador integral. En este trabajo,
este ntcleo proviene de la funcién de Green cuasiperiédica (con o sin polos) o bien de
sus derivadas normales en diferentes curvas. Una parte esencial serd buscar una forma
de evaluar eficientemente dicha funcién, la cual viene dada por una serie, razén por la
cual deberemos truncarla de alguna manera. La primer idea que puede proponerse es,
sencillamente, realizar la suma con n = —N ... N. Ya hemos mencionado en el anterior
capitulo que esto resulta en una convergencia de orden O(N~1/2) sin agregar polos y
O(N77/2) si los agregamos. Presentaremos a continuacién dos resultados que nos daran
un método de convergencia superalgebraica, i.e., mejor que O(N~*) para cualquier ente-
ro positivo p.

3.2.1. Meétodo de la ventana

En la tesis [17] se introduce por primera vez un método para la integracion eficiente
de la funcién de Green cuasiperiédica GJ y de su derivada normal para problemas de
gratings, es decir, curvas que son el gréfico de una funcién periédica. La idea principal
es reescribir la integral cuyo ntcleo esta asociado a la funcién de Green cuasiperiddica
sobre un tnico periodo como una integral impropia y aproximar esta tltima por una
integral con limites finitos. Por simplicidad y para no recargar la notacién, analizaremos
solamente el caso en que el ntcleo es la funcién de Green cuasiperiddica. El caso en que
el nticleo sea alguna derivada de esta funcion se analiza de igual manera.

Llamemos I' = {(x, f(x)) :x € R} y Iy = {(x, f(x)) :x € [-5,%]} donde f € C?y
es periddica con periodo L. Estamos interesados en evaluar la siguiente integral
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/ GI(r — ") u(r')ds(r") (3.9)
Ty

Recordando que la funcién G] viene dada por una serie que converge uniformemente
sobre compactos que no contienen singularidades y para frecuencias lejanas a una Wood
anomaly, (3.9) se puede reescribir como

Y einnk / Go(r — " +nL&)u(r')ds(r') =
Ty

nez
= Ze’i“”L/Go(x—x’—i—nL,y—f(x’))y(x’) 14 (f'(x))2dx" (3.10)

nez
2

Supongamos que y, que en principio es una densidad definida sobre I'y, la extendemos
de manera cuasiperiédica a toda la curva I'. Luego, como ya hemos visto, la funcién

v(x,y) = e " pu(x,y)

es periddica de periodo L. Reescribiendo (3.10) resulta

nez

Ze‘i“”L/Go(x—x'+nL,y—f(x'))y(x/) 1+(f/(x/))2dxl

L
2
=) / Go(x —x' 4+ nL,y — f(x'))e ™™ y(x') /14 (f/(x'))2dx’ (3.11)
nez ’;

2
Realizando para cada n € IN el cambio de variables ' = x’ — nL, la tltima expresion
resulta igual a

[ee]

[ Golr =,y = FNuG) 1+ (f ()2’ (312
—0o0
El método que describimos aproxima esta integral, cuyo soporte es infinito, por una
integral cuyo soporte es compacto y este truncamiento se realiza utilizando una particiéon
suave de la unidad. Consideremos la funcién

1 |x| < xo
—1/u _
S(x,x0,x1) = exp(%) xo < |x| <x1,u= Lﬁfjfg (3.13)
0 |x] > xq

y, dados ¢ € (0,1), A > 0, tomemos la siguiente particion suave de la unidad

Pi(t,c,A) = S(t,cA,A)
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0.8 b

0.6 q

0.4 =

I I I I I
-3 -2 -1 0 1 2 3

Figura 3.1: Funcion Sconxp =1y x; =3

Pz(t, C,A) =1- P1(t, C,A)
Claramente (3.12) puede ser expresada como

(e 0]

/Pl(x—x’,c,A)Go(x—x’,y—f(x/))]/t(x’) 1+ (f'(x))2dx'+

—o0

+ / Pa(x — x', ¢, A)Go(x — x'y — FX)Nu(¥)/1+ (F(x')2dx (3.14)
Si usamos la notacién

= [ Pl —¥,0 A)Go(x ¥y — FE D)1+ (F ()2

es evidente que la integral que nosotros pretendemos aproximar se obtiene calculando
I con A suficientemente grande. Para estimar el error que cometemos basta estudiar el
comportamiento de la integral

[ee]

[ Pal— ¥, AGolx ¥,y P+ (1) Py

—00

con A — o0. En [17] se demuestra que esta familia de integrales converge superalgebrai-
camente con el tamafio de la ventana. En el siguiente apartado nosotros iremos atin mds
lejos dado que probaremos que el uso de particiones de la unidad para truncar la serie
que define la funcién de Green cuasiperiédica produce la convergencia superalgebraica
sobre compactos y, como consecuencia, la convergencia con esta tasa de las integrales.
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Sin embargo, por completitud y para facilitiar la comprensiéon de la prueba que dare-
mos, mostraremos un analisis simplificado de la convergencia de las integrales. Para ello
recordamos que, para argumentos grandes, la funcién de Hankel H] tiene el siguiente
comportamiento asintético

Por otra parte, p(x’")y/1+ (f'(x"))? es una funcién cuasiperiddica y por lo tanto puede
ser expresada como una serie de Rayleigh

PO+ (f())2 = Y ane™

nez
De esta manera, el integrando de (3.12) puede ser aproximado por una suma infinta de
términos de la forma

/

eiknx
Ve

conk, =k=+ (a+ 2T”n) Nuestro analisis simplificado se basard en usar la particiéon de la
unidad para aproximar

00 eiknt
o= [ Sat
0 Vi
Remarcamos que esto es vélido s6lo para frecuencias que no son Wood anomalies ya
que, como se puede apreciar, si la frecuencia fuera una Wood anomaly, k;, seria nulo para

algtn entero y, por lo tanto, la anterior integral no serfa convergente. Como hemos hecho
anteriormente, separamos la integral usando la particién de la unidad

eiknt

Vi

eikn

t [e5)
dt+/ Py(t cA, A)—dt
0

I :/ Py(tcA, A
ex 0 1( )\/E

Luego, aproximaremos I, por
0 eiknt
I :/ Py(t,cA, A)S—dt
s4= | 1 ( ) 7

y para estudiar el error que cometemos deberemos analizar la segunda integral:

o0 ellet (o) elknt
Le—1 :/ Py(t cA A dt:/ Po(t cA A) et
ex S,A 0 2( )\/E A 2( )\/E

que, realizando el cambio de variables x = L, es igual a

00 1 eiknt
\/CA/ P (t,l,) dt
ol c) it

Es claro que P»(1,1,1) = 0y como P»(t,1,1) € C*® y es constante en (—1,1) todas sus
derivadas se anulan en 1. De esta manera, integramos p veces por partes obteniendo
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(iky )P (cA)P=172 Jop OxP Vx

Como ya veremos, las derivadas p-ésimas permanecen acotadas y decaen cuando x — c.
Por lo tanto, para cada p € NN, la dltima integral permanece acotada uniformemente en
A (aunque crecen cuando c es cercano a 0 o 1, por lo que la eleccién de este pardmetro
arbitrario debe hacerse para evitar estos dos casos) y obtenemos

—1)P w or (P(x1,1 .
Lox — IS,A = ( 1) / J <(xc))> elknCAxdx
c

<
kh(cA)p-1/2
En otras palabras, el error |Ix — I; 4| es de 6rden O (AP~1/2) para todo p € N, obtenien-

do la convergencia superalgebraica deseada.
Para comparar nuestro método introducimos la expresion

|Iex - Is,A’ < (3.15)

4 ikt

mA:/ dt
J Vi

que se puede interpretar como truncar la serie que define a la funcién de Green cuasipe-
riédica hasta el término N-ésimo o tomar como funcién de truncamiento en la integral a
la funcién de Heaviside.

A ’Iex - IH,A |Iex - IS,A
10 50x102%2 85x10°
20 36x10%2 97x1077
50 23x1072 49x10°10
100 16x1072 77x1014

Cuadro 3.1: Comparacién de los errores producidos al aproximar I, para k, = 2y
c=0,1

3.2.2. Particiones suaves de la unidad

Tal como se ha mencionado, la primer prueba que se dio sobre la convergencia su-
peralgebraica en [17] era acerca de integrales impropias similares a las anteriores. Como
hemos visto, para reescribir la integral sobre un tinico periodo, se uso fuertemente la hip6-
tesis de que la superficie sobre la que se integra es un grating. En esta tesis, los obstaculos,
si bien se repiten de manera periddica, estdn desconectados. De esta forma, al querer inte-
grar sobre un 6bstaculo la funcién de Green cuasiperiddica, no podremos usar la misma
idea de reescribir la integral. Al arribar a esta parte, nos resulté necesario contar con un re-
sultado de convergencia para integrales sobre curvas cerradas. En [4] se puede encontrar
un teorema para el caso 3D, cuya demostracion estd incompleta, analogo al que nosotros
probaremos. En pocas palabras, nuestro resultado establece que si el término general que
da lugar a la funcién de Green cuasiperiédica es multiplicado por una funcién C* con
soporte compacto y que vale 1 en, por ejemplo, (—c,c) con ¢ € (0,1), entonces esta su-
ma finita converge a la funcién de Green cuasiperiédica uniformemente sobre compactos
que no contienen singularidades y con tasa superalebraica a medida que aumentamos el
soporte de la funcién suave.
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Teorema 9. Sea x : R — R una funcién C® que vale 1 en (—c,c) y 0 en ( ,1) c<16i

k es una frecuencia que no es una Wood anomaly, o sea Aj € Z /k* = (a + 2£j)? entonces I
funcién
G(x,v) Z e L HY (ku(x +nL,y))x (x —;nL) (3.16)
neZ

con u(x,y) = /x2 + y? converge superalgebraicamente a la funcién de Green cuasiperiédica G]
cuando A — oo para (x,y) ¢ LZ x {0}. Mds aiin, si K C R? es un compacto que no contiene
singularidades y p € IN entonces existe C, = Cp(k, K) tal que
CP

< (3.17)

o -6t

para A suficientemente grande.

Demostracion. Segun la férmula de suma de Poisson [9], dada f

Y f(t+nP) = —Zf( ) et

nez mez.

donde esta férmula debe ser entendida en el sentido distribucional. De este modo,

Gi(x,y) — GA(x,y) = Ze*“"”LH%ku(HnL y))( x(x;”L» (3.18)

HGZ
Z e T, (3.19)
mGZ
donde .
I = / e Hy(ku(s,)) (1-x (5)) e Frds (3.20)

Realizando el cambio de variables s = %

Iy=A / H (ku(As,y)) (1 — x (s)) e~ n45ds (3.21)

Dado que 1 — x(s) = 0 para |s| < c resulta
—C
In=A / H} (ku(As,y)) (1 — x (s)) e “nAsds+

+ A/Hé(ku(As,y)) (1—x(s))e ™ 45ds (3.22)

Analizaremos la integral con limites c e oo, la restante se analiza de igual manera. Que-
remos ver que dado p € IN fijo, cada una de estas integrales puede ser acotada en la
forma

] < by
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con (by, ) mez una sucesiéon sumable. Notamos que, como tomaremos A — o, s6lo nos in-
teresard conocer de la funciéon de Hankel H} su comportamiento para argumentos gran-
des. Por lo tanto, usamos la respectiva expansion asintética

1/2 n
H}(z) = (2) pi(z=7/4) [Z Ck o fn(fl)] (3.23)

-k
iz =z

con n € IN. Dejamos para el final la acotacién del término correspondiente al resto. Los
restantes términos son integrales de la forma

[ee]

eiku(As,y) - )
/W (1 —X(S>)eilam sds, ] = 07’1 (324)
c 4
que, luego de realizar ciertas operaciones, pueden ser reescritas como
e
e S S Iy . _
/ W (1 - X(S)) el(k “V”)Asds (325)
c 7

Para analizar la integral impropia estudiaremos, como es usual, la integral definida con
el extremo superior finito y luego tomaremos limite. Escribamos

(u(As,y)) /2 As + \/A?%s% + 12

Realizando una integracién por partes, resulta

) M
i dh

h(s)eiAs(kfam) M
T Ak—an ] @
C

iAs(k—ay)
A= ) (s)e ds (3.26)

M
/h(s)eiAs(k—txm)ds _

Debido a que x(c¢) = 1, h(c) = 0. Es inmediato de la definicién de h que h(M) — 0
cuando M — co. Luego,

/h(s)eAs(k""'")ds - dh(s)eiAs(k”"”')ds (3.27)

Ak — ap) / ds

Nos vemos tentados a seguir integrando por partes para obtener factores % y obtener
una tasa de convergencia arbitraria. Como la funcién de truncamiento es C* sus deri-
vadas evaluadas en c siempre serdn nulas y, por lo tanto, no deberemos preocuparnos
por este extremo de integracion. S6lo deberemos ver que las derivadas de i convergen
rapidamente. En efecto, es inmediato que paras > 1, h(s) = ¢(As) donde

2

()= exp ik
P ey T\ N e g

Las derivadas de h serdn de la forma

H(s) = A" (as)
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y, de este modo, deberemos ver que

e () =0 (") sit— oo
Definamos la funcién

P(w) = ! ex <ik w>
(1 + w2)//2H/4 § y1+\/1+w2

que es analitica en una bola centrada en el origen y verifica

olt) = t]'+11/2 (%)

para |t| > poy
p(0) =1

Por lo tanto

oo ,BI
o(t) =) PRy

1=0

Diferenciando n veces obtenemos el decaimiento deseado pues

d"e 2 (GHI+1/2) . (j+I+n—-1+1/2)
At (t) = (_1)nl;)ﬁl ptj+l+1/2

Las constantes ; dependen sélo de k y de y. De este modo, en (3.27) podemos integrar
por partes una cantidad arbitraria de veces obteniendo

As(k—ay) _ ; iAs(k—am)
/h(s)e ds <A(k — “m)> T (s)e ds (3.28)
c c

Se puede ver facilmente a partir del decaimiento rapido que mostramos anteriormen-
te que las integrales impropias convergen para cualquier p vy, fijado p, cada integral esta
acotada uniformemente en A. Mds atin, suponiendo que y € K, con K un compacto de la
recta, existe C, = C,(k, K) tal que las integrales en (3.28) pueden ser acotadas por

1 P

| A= an)

Por ultimo debemos acotar el término correspondiente al resto. Si bien tomando n sufi-
cientemente grande, podriamos acotar a

eiku(As,y) i As
/ e SR(K(u(As,y))) (1 - x(s)) e~ *nAods (3.29)

por

Ap—1
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con C alguna constante, no debemos olvidar que tenemos que realizar una suma infinita.
Por lo tanto, es necesario que la constante dependa explicitamente de m y que esta suce-
sion de constantes sea sumable. Una forma que podemos hacerlo es aplicando la misma
metodologia que antes, o sea, integrando por partes. En primer lugar, definamos

S 1-x(9) ; U
") = (u(As,]/))”+3/2R(ku(AS'y))exp (kAs+ \/W)

En [12] se prueba que la expresion (3.23) puede ser derivada y por lo tanto R es derivable.
Maés atin, R(z) y sus derivadas primeras y segundas estdn acotadas cuando |z| — 0. De
esta manera, tomando A suficientemente grande, integramos por partes (pues h tiene un
decaimiento rdpido como en las anteriores integrales) y (3.29) puede ser acotada, como
hemos hecho anteriormente con h, por

1 C
(Aw—wafffwAawW”“%

y al ser \/A%s% + y? > As, esta tltima es menor igual que

c (.1 .
Ant7/2 / gn+3/2%°
A

De esta forma, para el término del resto, si tomamos 7 tal que n + 5 > p, obtenemos la
acotacion deseada. Asi, resulta finalmente que

C 1
AP |k — o,

|In| <

— 27
yalseray, =a+ 5m

C 1

A p

-] s £
me m

uniformemente en (x,y) € K con K un conjunto compacto del plano que no contiene
singularidades. De este modo, nuestro teorema queda probado O

Observacién 10. Un resultado andlogo puede formularse para aproximar las derivadas
de la funcién de Green cuasiperiédica puesto que las derivada n-ésima de H} puede
expresarse como una combinacion lineal de H ... H} y todas poseen el mismo compor-
tamiento asintético que mencionamos anteriormente.

Usando la notacién del teorema anterior, probamos la convergencia superalgebraica
de las integrales.

Teorema 10. Sea I'g una curva en el plano compacta y suave. Sea k > 0 una frecuencia que no es
una Wood anomaly y x como en el teorema anterior. Llamemos n(r) a la normal de T en el punto
r € Ty. Sea u € C(T'), entonces

/ G'(r — Y u(r)dS(r') — / Gl(r — ' )u(r)dS(r'), a — oo (3.30)
To Ty
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0G” n o , oG/ . .
/an(r’) (r—r"u(r")ds(r") %r/a”(;)’) (r—ru(r"ds(r"), a — oo (3.31)

Ty 0
a q
O =S = [ S (s () e e 332)
Iy Iy
13 L nasey | = 2 2% yuds) | a s e
ox; 4 an(r') s ox; . an(r') " ’
0 0

(3.33)
y la convergencia es superalgebraica. Para las primeras tres integrales, el punto campo r puede
incluso pertenecer al conjunto

U {To+nL}

nez

Demostracién. La demostracion es clara por la convergencia sobre compactos del teorema
anterior si el punto no esta sobre la curva (o sea, r — ' no es una singularidad). Si r perte-

necea |J {Iop+ nL}, recordamos que la singularidad que tiene el ntcleo es logaritmica,
nez
o sea es débilmente singular. Por lo tanto, usando la absoluta continuidad de la integral

podremos aislar la singularidad y esa porcién de la integral sera arbitrariamente chica.
La parte restante se realiza usando la convergencia sobre compactos. O

3.3. Descomposicién SVD

Tal como comentamos anteriormente, nuestra rutina numérica se reducird a resolver
un sistema lineal finito. Una herramienta que nos ha resultado de vital importancia para
comprender ciertos problemas de no unicidad que surgen en la formulacién integral de
nuestro problema ha sido la descomposicién SVD (singular value decomposition). Daremos
a continuacién una breve descripicién de la misma y haremos un comentario sobre la
informacién que se puede extraer de ella para entender la estructura algebraica de una
matriz. Las pruebas las haremos en el caso que las matrices tengan coeficientes reales. El
caso complejo se repite de igual manera cambiando la condicién de ortogonalidad por
la condicion de que la matriz sea unitaria. Para una mayor amplitud de la brevisima
descripcién que daremos de la descomposicién SVD recomendamos consultar [6]

En primer lugar notamos que, a partir del proceso de Gram-Schmidt, el siguiente
resultado es inmediato

Teorema 11. Sea Vi € R™™" cuyas columnas forman un conjunto ortonormal, entonces existe
Vo € R0 tal que
V = [V1V,]

es ortonormal.

Al ser la norma euclidea invariante por transformaciones ortogonales, dadas A &€
R™", Q € R™™, Z € R"" con Q, Z ortogonales es claro que

1Al = QAZ,
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Usando estos resultados podemos pasar a demostrar el resultado fundamental de esta
seccion.

Teorema 12. Sea A € R™*", entonces existen matrices ortogonales

U=[uy...uy € R™™ yV =1lv;...04] € R"™"

tales que
A=UuzvT’

donde Y. € RP*F, % = diag(cy ...0p), p = min(n,m). Los valores 0; son denominados valores
singulares de la matriz, son no negativos y verifican o1 > 0;.

Demostracién. Sean x € R" e y € R™ vectores de norma euclidea unitaria tales que
Ax = oy

con o = ||Al|,. A partir del teorema anterior existen V; € R"*("~1 y U} € R™*("~1) tales
que V = [x V4], U = [y U;] son ortogonales. Se ve facilmente que

r T
o w
UTAV = 0 ] = A

B

Como

o 1| 2

‘Al [ H > (02+wTw)
w
2

tenemos que ||A}||, > (¢ + w’w). Pero, por la observacién anterior, ¢ = [|A||, = || A1,
Al ser el conjunto de matrices ortogonales un grupo bajo el producto, el resultado se sigue
claramente haciendo induccién. O

Observacién 11. 1. Escribiendo AV = UZX es inmediato que
AUZ‘ = OjU;

Esto tiene un claro significado geométrico: la funcién lineal canénica T(x) = Ax
transforma cada vector v; en el vector u; estirandolo una cantidad o;. Mds atn, si
A es una matriz inversible, la imagen de la bola unidad de R" se transforma en el
elipsoide de R" con semiejes o7y . .. 0.

2. La descomposicién SVD da una gran cantidad de informacién sobre la estructura
algebraica de la matriz. Supongamos que parar € IN, 0,1 ...0, = 0. Entonces

Rg(A) =r
Nu(A) =< vp41...05 >

Im(A) =<up...u >

.
A=Y ogup!
i=1
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Existe una enorme cantidad de resultados del dlgebra lineal que tienen como hipétesis
ciertas propiedades sobre el rango de una matriz. Desde un punto de vista numérico,
debido a errores de redondeo o datos introducidos con desviacién, la tarea de establecer
el rango de una matriz no es una tarea sencilla. Sin embargo, la descomposicién SVD
nos da gran informacién en este sentido. Cada valor singular ¢y nos informa cuél es la
distancia, en norma 2, de la matriz al conjunto de matrices de rango k. En otras palabras

Teorema 13. Sea k < r = Rg(A) y sea Ay € R"*",

k
T
Ak = Z OiUu;v;
i=1

entonces
min {||A— Bl|, : Rg(B) =k} = [|A — Akll, = 0ks1

Demostracién. Es claro que
U'AyV = diag(oy, . ..,0%,0,...,0)
y por lo tanto Rg(Ay) = k. Ademads, como
Ut (A — AV = diag(0,...,0,0.1...00)

y los valores singulares estdn ordenados en orden decreciente, || A — Ak||, = 041

Supongamos entonces que B € R"*", Rg(B) = k. Sea x; ... x,,_j una base ortonormal
del ntcleo de B. Por un argumento de dimensién, es claro que la interseccién de los
subespacios < v1...0k41 >y < X1...X,_; > no puede ser trivial. Tomemos entonces
z € R" un vector de norma 1 en dicha intersecciéon. Como Bz =0y

k+1

Az =) 0i(viz)u;
i=1

obtenemos que

k+1
2 2 2
1A =Bl > [[(A = B)z|l; = [|Az]l; = }_ 07 (v2)* = o7y
i=1

O]

Esto nos permite analizar de manera precisa si un sistema estd mal condicionado y, al
conocer la base que corresponde a la matriz V, podremos saber con exactitud de dénde
proviene este mal condicionamiento.



Capitulo 4

Scattering en estructuras cristalinas

Para empezar, recordamos el problema que dejamos planteado en el primer capitulo.
Consideremos un conjunto abierto y acotado Dy C R? con finitas componentes conexas
que, sin pérdida de generalidad, suponemos que contiene al origen. Sean L > 0 el periodo
del cristal y e > 0 tal que

Do+L—eNDy=Dy—L+enNDy=@

Introducimos & > 0 para evitar que los obstaculos sean cercanos entre si (en ese caso
aparecen singularidades que deben ser tratadas apropiadamente). Queremos entender
coémo interactua una onda incidente plana con conductores perfectos representados por
el dominio

D= |J{Do+nL}

nez

Para ello, debemos resolver la ecuacion de Helmholtz con condiciones de borde de
conductor perfecto en el exterior del conjunto D. Si suponemos que el campo total esta
formado por la onda incidente mds la onda dispersada, o sea

Ug + Uinc
con e (x,y) = eksin®)x=cos()y Jos problemas de contorno que obtenemos son

Aug+Kug =0,x € R*\ D Aug +Kug =0,x e R*\ D
(TE) ' (TM) duy ou; (4.1)
Ug = —Ujpc , X € 0D 2 =_"" xecaD
on on

000000000
000000000
000000000

Figura 4.1: Ejemplo de una distribucién periddica de tres discos de radio 1 separados con
un periodode L =3

57
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vvvivvvvvuvuwvyw

Figura 4.2: Ejemplo de una distribucién periédica de un dominio cuyo borde se parame-
triza por la ecuacion (4.23)

A continuacién presentaremos tres propuestas para resolver (4.24), todas basadas en
ecuaciones integrales. La primera hace uso de la funcién de Green cuasiperiddica clasica
y, por lo tanto, serd vélida para frecuencias lejanas a las Wood anomalies. En vistas de
incluir este caso, propondremos una segunda alternativa para poder hacer uso de la fun-
cioén de Green con polos. Veremos que al acercarnos a una Wood anomaly, esta idea no
funciona. Finalmente presentaremos una propuesta que sirve para toda clase de frecuen-
cias. El andlisis numérico ha ido a la par del entendimiento de este problema, retroali-
mentandose el uno al otro durante el desarrollo de este trabajo. De esta manera, creemos
conveniente presentar a lo largo de este capitulo los resultados que hemos obtenido en
lugar de presentarlos en un capitulo adicional.

Observacién 12. En vista de varios cdlculos que haremos, llamaremos

M=inf{M>0:D CRx[-M,M]}

4.1. Criterio del balance de la energia

Como hemos sefialado en el primer capitulo, uno de los abordajes que se ha usado
en el drea para evaluar la convergencia de distintos métodos ha sido el criterio del balan-
ce de la energfa. Antes de comenzar, deberemos reescribir ligeramente el resultado que
establecimos para la conservacién de la energia. Es claro que, dado que el dominio que
se repite periddicamente tiene finitas componentes conexas y exigimos que el periodo L
produzca que las clausuras no se intersequen, existe una curva suave que separa a Dy y
sus copias inmediatas. En otras palabras, podemos incluir a Dy en un dominio como el
de la figura

Ly=ty=d}

oD

@ 0 0@

L=tx=-L/2} L=fx=L/2}

L,=ty=d}

Figura 4.3: Dy estd contenido en el dominio C cuyo borde estd formado por las curvas
L1, Ly, L3, Lyy 0Dg. Ademads, tomamos d > M

Aplicando las identidades de Green, dadas u y v soluciones de la ecuacién de Helm-
holtz en el exterior
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00 Ju Jv Ju
/ (“an — Uan) ds — / (uan — van) ds = / (uAv — vAu)dV

oC aDy C\Dy
= / (u(Ao +K*v) — v(Au + K*u)) dV =0
C\Dy

Por lo tanto, si u es la solucién de (4.24), claramente i también lo sera. Concluimos enton-

ces que
Jii  _du B
aC

Si suponemos que la solucién es cuasiperiddica entonces las integrales a lo largo de las
curvas que separan a los obstdculos se cancelan y obtenemos finalmente

Im LL/: <u(x,d)g§(x,d)> ds | =1Im Z/: <u(x,—d)3z(x,—d)) s (4.2)

Recordamos que el campo total se compone por la onda incidente y por la onda reflejada,
por lo tanto, usando la cuasiperiodicidad, representamos u por una suma de Rayleigh, o
sea

u(x/y) — eiocxfiﬁy + Z B;reiocnwriﬁny Y > M
nez
u(x,y) — eiacxfi‘By + Z aneioc,,xfiﬁny Y < -M
nez
Llamemos U = {n € Z : k* > 42}. Los modos que corresponden a n ¢ U son modos
evanescentes, por lo tanto decaen exponencialmente. Podemos tomar 4 suficientemente
grande y despreciar estos términos. Fisicamente esto significa que la energia que transpor-
tan estos modos es insignifcante frente a aquellos que corresponden a n € U, los cuales
son verdaderas ondas que transportan energia. De este modo, la serie se reemplaza por
una suma finita y luego de un calculo paciente y cuidadoso, obtenemos

L/2 B
/ <u(x,d)gZ(x,d)) ds = iL (/3 +2iBIm (Bgezl'ﬁd) ~ Y B, w;f)
_L/2 nel

L/2 .
/ <u(x, —d)g;(x, —d)> dS =il <,B +2BRe(By) + Y Bn ‘Bn‘z)

—L/2 neld

Finalmente, tomando parte imaginaria,

2Re(By)+ Y et +e, =0

nel
donde hemos definido la expresion e} = % |B:f|°, la cual recibe el nombre eficiencia del

modo n-ésimo 'y corresponde a la fraccién de energia que propaga la respectiva onda.
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Cabe mencionar que este criterio constituye una condicién necesaria mas no suficiente
para la convergencia del método. Es atin un problema abierto establecer hipétesis para
que esto ultimo sea vélido. Es, sin embargo, un buen indicador de la potencialidad de un
método.

4.2. Solucién con la funcion de Green cldsica

Queremos proponer una solucién cuasiperiédica que, al tomar limite cuando nos acer-
camos al borde del dominio, de lugar a una ecuacién integral de segundo tipo. A partir
de las relaciones de salto dadas en el segundo capitulo es facil ver que si definimos

(TE) () = [ 50—yt as(r) @)
= ) an(r) K '
aDy
(TM) u(r) = / GI(r — ") u(r')dS(r') (4.4)
aDy
obtenemos las relaciones
1 oG]
(TE) 5]/1(?) +alZ an(;?’) (r —"Yu(r")dS(r'") = —uic(r), r € 9Dy (4.5)
1 ' an ! ! ! d inc
(TM) = Su(r) +a£ sy (RS = S (), re Dy (46)
que escrito en lenguaje de operadores resulta
(TE) (I+2Kjp,) (1) = —2utinc (4.7)
T™) (I—2K _ o Jinc 48
( ) ( - BD()) (l’l) - an(r) ( . )

Ya hemos visto que los operadores Kj, , Kyp, : C(9Dg) — C(dDyg) son compactos. Si bien
existen casos donde las ecuaciones anteriores tienen ntcleo no trivial, éstos se producen
debido a problemas de autofunciones del laplaciano para un dominio especifico. Esta cla-
se de dificultades no las tendremos en cuenta ya que no revisten un problema en s mismo.
Nosotros propusimos una determinada forma que debe tener la solucién y las complica-
ciones surgen por eso y no por un problema intrinseco del problema de EDP. Este tipo
de coyunturas se suele resolver cambiando el nticleo del operador integral y resolviendo
otra ecuacion integral. De esta manera, la existencia y unicidad de soluciones para estas
ecuaciones integrales queda supeditada a determinar los casos en que el ntcleo del ope-
rador sea trivial. Suponiendo que ese sea el caso, basta aplicar la alternativa de Fredholm
para concluir que las ecuaciones integrales tienen solucién tinica y como corolario, el pro-
blema de borde tiene una solucién. Asegurar que la ecuacién diferencial posea una tinica
solucién es un problema abierto del drea. Existen ciertos estudios al respecto [1] pero atin
no ha sido posible dar una prueba convincente y, menos atn, constructiva, que permita
conocer, por ejemplo, qué frecuencias fallan en la unicidad de la ecuacién.
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Como se puede apreciar, las formulaciones para cada caso de polarizacién son muy si-
milares. Bastar4 realizar nuestro andlisis para el caso (TE). A partir de la representacion
espectral de la funcién de Green cuasiperiddica podemos calcular facilmente los coefi-
cientes de la expansién de Rayleigh y, en consecuencia, las eficiencias de cada modo. En
efecto, paray > M

i iy (x—x")+iBn(y—y') / /
/ an ( 2Lﬁne u(r)ds(r') 4.9)
=) L / < (o, Br), (1) > e X =By (YA (1) | el HiBY(4.10)
nez ZLﬁ”
3Dy
yparay < M
i iy (x—x")—iBu (y—y') / /
/ an ( 2Lﬁne u(rds(r") 4.11)

= Z (ZLﬁn/ ((xn, ’Bn) ( ) e i”‘”x,*iﬁ”y,y(r’)ds(r/)) ol x—iPuy (4.12)

nez
Dy

obteniendo entonces

B;f = 2L1‘B / < (“n,ﬁn)/n(r,) > e*l’lxnx’,iﬁny’y(r/)ds(r/) (413)
" 9D
B, = . / (6, —B), n(r') > e+ 3y () dS (') (4.14)
ZLﬁnaD
0

Como ya hemos dicho, resolveremos las ecuaciones integrales numéricamente. Usa-
remos para ello las rutinas numéricas que introdujimos en el anterior capitulo. En primer
lugar, emplearemos la particion de la unidad que describimos en la seccién 3.2.1. De este

. / .
modo, el operador integral K, lo aproximaremos por

Ka(p) = / ),

aDo nez

(Pl(x—x +nL,cA, A)a ?r) ( H( k\/ (x—x"+nL)?>+ (y—y')? ))y(r’)dS(r’)

(4.15)

Como estamos considerando tinicamente a Dy en la integracion, la tinica singularidad en
la suma aparece cuando 17 = 0. Los restantes términos son C*. De esta forma, el ntcleo
puede ser separado en una parte regular y otra singular y esta tiltima puede ser reescrita
para hacer explicita la singularidad logaritmica. En efecto,

an?}//) <411H(1) (k\/(x _ x/)z + (y _ y/)2> _ Hgg/(lix__xii/;yy__y]//)/» < (x —x',y—y/);n(r’) S
(4.16)

donde hemos escrito

H(s) = isHll(s)
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u(x,y) = /x> +y>?

La ecuacién integral estd evaluada sobre puntos de la curva y la integral se efecttia sobre
ésta. De ahora en maés, por simplicidad, suponemos que el obstdculo es un conjunto cone-
xo. Esto es s6lo para simplificar los calculos y el programa. Como se puede apreciar, nada
cambia (excepto estas dos situaciones que sefialamos) si se supone que hay més de una
componente conexa. Si usamos la parametrizacién 0Dy = {(Cx(t),Cy(t)) : t € [0,27]} la
anterior expresion es igual a

H(ku(Cx(t) — Ce(1), Gy (1) = Gy (1))
W2 (Cx() — Co(1), Gy (1) — Gy (1))

K(t,7) =
oy (GlD),~C()
VG2 + Gy (72

De la definicién de la funcién de Bessel de segunda especia Yi, se puede ver facilmente
que

- < (Calt) = Cu(1), Cy(t) — > (4.17)

H(s) = H(9) 5 tog (5 ) shio

donde H, es una funcién analitica y H,(0) = 5-. Como % y sin’($) poseen el mismo
comportamiento cuando s — 0, con el objetivo de usar la cuadratura MK reescribimos
(4.17) como

K(t,7) = log (4 sin’ (“;)) Ks(t,T) + Ko (1, 7)

k Ji(ku(Cx(t) — Ca(t ) () Cy(1))

. (Cy(T)r _CX(T))

T ’ . .
VG2 + Gy (702
.o f(t—T
K,(t,t) = K(t,T) —log | 4sin 5 Ks(t,T) (4.19)
Tanto Ks como K, son ntcleos analiticos fuera de la diagonal. La funcién de Bessel J;

tiene un cero de 6rden 1 en el origen. Luego, la singularidad de K; es evitable y podemos
extenderlo de forma analitica sobre la diagonal (anuldndose alli). Mé&s atin,

t—1
lTlir}log<4sm< 7 >>Ks(t,”c)—0

y por lo tanto, la singularidad de K, es también evitable, valiendo sobre la diagonal

> (4.18)

1 Ce(£)Cy (1) = Cy(£)Cu(t)

(e
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De esta manera, K; y K, son analiticos como funciones de t y de 7 y (4.15) puede ser
expresado como

Ka(1)(C(t)) = 7 <Kr(t, 7) +log (4 sin? (t_zT)) (¢, T)) u(t)dt (4.20)
0

donde K, y K; surgen a partir de la descompisicién que hicimos anteriormente, de la su-
ma de los términos no singulares en la funcién de Green cuasiperiédica y de multiplicar
por la particion de la unidad. Por lo tanto, los niicleos resultantes son infinitamente de-
rivables y periédicos como funcién de t y de 7. De esta forma, al aplicar las reglas de
cuadatura introducidas en el capitulo anterior, obtendremos los respectivos 6rdenes de
convergencia que alli comentamos. Si tomamos la particiéon uniforme de [0, 27]

2
T i=0...2m
i

o=
N

]

donde N; es un nimero par, construimos el vector b € CNix1
b] = —2uinC(Cx(tj), Cy(t]))
y, finalmente, consideramos las matrices M, € CNixNi ppo e CNixNi ) ¢ CNixNi

27T
(Mr)i,j = ﬁKr(ti, t])

1

(Ms)i,j = KS(t,’, t])

2 Ni/2—1 1 1
W= N { mZ=:1 - cos (m(t; —tj)) + N 08 (N;(t; — tj))}

el sistema lineal que debemos resolver entonces es

(HNi +2(M, + WM;)) Wy, =D (4.21)

4.2.1. Resultados numéricos

Daremos a continuacién una seleccién de resultados numéricos de esta propuesta
para mostrar la convergencia del método. Ademds, presentaremos para estos casos la
solucion de la ecuacién diferencial que se obtiene aplicando esta metodologia.

Para ver la convergencia analizaremos el caso en que el obstaculo es un circulo de
radio a determinar. Variaremos el espaciado entre éstos, el nimero de onda y el angulo
de incidencia. Comenzamos tomando los siguientes valores de los pardmetros

k:3,L:3,9:%,R:1
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Figura 4.4: La figura de la izquierda muestra el campo dispersado, o sea, la solucion que
nosotros calculamos mientras que la figura de la derecha muestra el campo total, o sea,

la onda incidente mas la onda dispersada para los pardmetrosk =3, L =3,0 = %

N A 100 200 400 800 1600

1
32 502x 10742134 x10%[439x107[405x10°7 [ 431 x10 11
64 491 x107% | 1,36 x 107% | 429 x 1077 | 4,06 x 1072 | 3,34 x 10712
128 49x107% [ 1,36 x 1074 | 428 x 107 | 4,05 x 10~? | 3,35 x 10~ 12

Cuadro 4.1: Error en el criterio del balance de la energia. k =3, L = 3,0 = ¢

Como se puede apreciar en este cuadro, para nimeros de onda chicos, aumentar el
ntimero de nodos no aumenta en gran medida la precision del método. Esto se entiende
a partir del 6rden alto de las reglas de cuadratura que empleamos. Sin embargo, en el
siguiente ejemplo, en dénde aumentamos el ntimero de onda, se hace relevante la necesi-
dad de aumentar el nimero de nodos, como se puede apreciar en la siguiente tabla.

N 4 100 200 400 800 1600

1
32 378 x107%[139%x10°[275x10°°[292x10° ] 2,92x10°°
64 276 x107% | 1,2x107° | 1,27 x1077 | 6,93 x 102 | 1,98 x 1011
128 269%x107%|{125x10°° | 1,15x107 | 717 x 107 | 1,88 x 10~ 1

Cuadro 4.2: Error en el criterio del balance de la energfa. k =10, L =3,0 = %

3
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Figura 4.5: La figura de la izquierda muestra el campo dispersado, o sea, la solucién que
nosotros calculamos mientras que la figura de la derecha muestra el campo total, o sea,

la onda incidente més la onda dispersada para los parametros k = 10, L = 3,60 = %

3

A su vez, al aumentar el espaciado entre los obstaculos, es necesario aumentar el
tamafio de la ventana. Esto es claro a partir de que para un tamafio fijo de la ventana, si
aumentamos L, la cantidad de términos que sumamos para el truncamiento suave de la
funcién de Green cuasiperiddica disminuye.

N 4 100 200 400 800 1600 3200

1
32 52x103]915x10 3 [576 x10° [ 154 x10° [491x107 | 82x 10 1T
64 53x1073(9,02x10%|578x107° | 159x 1072|501 x 1077 | 4,7 x 1012
128 53x1073]900x107% 578 x10° | 1,6 x10™° | 502 x 1077 | 4,82 x 10712

Cuadro 4.3: Error en el criterio del balance de la energia.k =3, L = 10,6 = 7

28
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Figura 4.6: La figura de la izquierda muestra el campo dispersado, o sea, la solucion que
nosotros calculamos mientras que la figura de la derecha muestra el campo total, o sea,
la onda incidente mas la onda dispersada para los parametros k =3, L = 10,60 = ¥
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Finalmente, mostramos la solucién para dominios no triviales. La primer figura co-
rresponde a la curva parametrizada por

C(t) = (14 0,1 cos(5t) 4+ 0,01 cos(10t))(cos(t),sin(t)), t € [0,27] (4.22)

SSSS3S3 rs v
$3:ci: iz
222‘2‘2;‘ »'._0.-0,'0._.:..’0'.'
222222z .-
2222222 LTl

Figura 4.7: La figura de la izquierda muestra el campo dispersado, o sea, la solucién que
nosotros calculamos mientras que la figura de la derecha muestra el campo total, o sea,

la onda incidente mas la onda dispersada para los pardmetros k = 2, L = 4,0 = %. Para
los valores A = 800, ¢ = 0,5, N; = 64 hemos obtenido un error de 2,61 x 107>
La segunda geometria que consideraremos corresponde a la parametrizaciéon
C(t) = (1,5sin(t), — cos(t) — 0,65 cos(2t) 4+ 0,65), t € [0,27] (4.23)

N LA A & _J
>> sess
~

Figura 4.8: La figura de la izquierda muestra el campo dispersado, o sea, la solucion que
nosotros calculamos mientras que la figura de la derecha muestra el campo total, o sea, la
onda incidente mds la onda dispersada para los parametros k = 0,5, L = 5, 6 = 7. Para
los valores A = 800, ¢ = 0,5, N; = 64 hemos obtenido un error de 2,61 x 107>
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4.3. Solucién usando la funcién de Green con polos

En vista de contar con métodos que soporten todo tipo de frecuencias, presentaremos
a continuacién un esquema basado en la funcién de Green cuasiperiddica con j polos.

Esta funcioén esta bien adaptada para obtener soluciones en la mitad de un semiespa-
cio del plano, por ejemplo, en una de las regiones delimitadas por una superficie periédi-
ca: basta introducir los polos en el semiespacio donde no nos interesa evaluar la solucién
de la ecuacién diferencial.

Nuestro problema es en todo el plano: el dominio que se repite periédicamente, si
bien constituye un obstaculo, debido a la separaciéon que existe entre cada componente,
no logra separar al plano en dos. Si pusiéramos los polos debajo de cada dominio no
podremos evaluar la solucién en puntos debajo de los obstaculos.

000000000

Figura 4.9: En este ejemplo, tomando j = 3, 1 > 0 si usamos la nueva funcién de Green,
al introducir los polos, no podremos evaluar la solucién en los puntos que se encuentran
en las linea punteadas.

Nuestra propuesta consiste en colocar, artificialmente, una superficie periédica debajo
de los obstaculos. Asi, deberemos resolver dos problemas: la reflexién de la onda produc-
to del dominio y la transmisién de la onda a través de la superficie periédica. Esto es, en
realidad, anédlogo a resolver el problema de obstdculos periédicos que poseen debajo un
grating dieléctrico con la tnica particularidad que las constantes dieléctricas coinciden.

SeaTy = {(x,f(x)):x€[-5,L]}, T = {(x,f(x)) : x € R} donde f es una funcién
L-periédicay f € C’,r > 2. Supondremos que

max{f(x):x e R} < —M

o sea, la superficie se encuentra por debajo de los obstaculos y no se intersecan. Como
podemos elegir la posicién de esta curva arbitrariamente, para evitar trabajo extra en el
tratamiento numérico de la singularidad de los operadores, supondremos que los pun-
tos de mayor acercamiento entre las curvas son mayores que varias longitudes de onda.
Llamemos

R* = {(x,y) e R\D:y > f(x)}
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R™={(xy) € R2:y < f(x)}

0000000000

PV Ve VaVWaVaVa Ve Ve Ve Waaa

Figura 4.10: El espaciado en la nueva funcién de Green debe elegirse de manera que la
primer copia del obstaculo se encuentre por debajo de la curva que agregamos.

Las ondas al pasar de la regién R a la regién R~ no deben sufrir ningtin cambio: la
separacion es completamente artificial. Por lo tanto, nada en particular debe ocurrir alli.
Esta condicién se satisface si el campo y su derivada normal son continuos a lo largo de
esta curva. De este modo, deberemos resolver los siguientes problemas

Auy +kKu, =0enR" Auy +ku, =0enR"
Au_ +Ku_=0enR™ Au_+kKu_ =0enR™
au+ Ol
(TE) Uy = —Ujyc endD (TM) SE= -5 en aD @24)
Heou-=0enk Uy —u_=0enl
aa%r_aa%_:oenr a;lr;r—a;ln—OenF

Observamos que en este problema aparecen dos nuevas condiciones de borde sobre I'. Es-
to nos da la pauta de agregar, en nuestra propuesta de ecuaciones integrales, dos nuevos
términos que corresponden a la contribucién de la curva peridédica al campo. Propone-
mos para la polarizacién (TE)

oG7 oG
/ (r =S+ [ S (= wast) + [ g =g )as ()
" " (4.25)
/ / an,Z / / /
/ (r—7+) )dS(r)—|—/an(]r,)(r—r)v(r)d5(r) (4.26)

Ty

y para la polarizacién (TM)

2G!
/ (r= (s () + [ e (7= ) aS() ¢ [ Glar=r)p()ds(r)
To oD

(4.27)
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:/GZZ(r—r/ P)dS(r */a (r = ")()dS () 4.28)
Iy

Aqui las funciones G?l y G;’3 toman los polos debajo de la curva, o sea h; > 0,h3 > p
(donde p es mayor a la maxima distancia entre dos puntos cualesquiera del obst4culo y
delacurva)y 672 toma los polos arriba de la curva, o sea hy < 0.

Como antes, nos concentraremos en analizar el caso (TE). El caso (TM) se analiza de
la misma manera. Al igual que antes usamos las relaciones de salto y obtenemos

oGl 9G], o /
y _r{ <8n<]r> ) anfr)) (r=ru(r)ds(r)=
0 aG?J E)G}",z Ny A\
- on(r) (r{ <8n(r’) B an(r/)> (r—7r")v(r')as(r')

J 9Cjs No()dS(r) | =0, r €Ty (4.29
_W / on(r )(r—r)tp(r) ()| =0,reTly (4.29)

1’

q q
vt [ (61— Gla) = ru(r)as(r +/<ai aGg)u—wwwwam+
Ty

an
+ / (r—r")p(r)dS(r') =0, r €Ty (4.30)
aDy

oG
¢+2/Gﬁv—wwwwﬁwv+/awﬁgw~0wwwaw+
To

+2/

Reescrito en forma de operadores resulta

- (&, -) —(B,-1%) T, ]\ /& 0

/1 2 3 —

ld+ | (st,-s2)  (Kpn-kg2) K, v=l e (4.32)
251 2K}/ 2K 4 —ZHine

(r —r"(r)dS(r") = —2u;c(r), r € 9Dy (4.31)

El espacio vectorial C(Ty) x C(I'y) x C(dDy) junto a la norma

(£)

= max{|[p|l, [[vIl, [lpl} (4.33)
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es un espacio de Banach. El operador
B: C(ro) X C<r0> X C(aD()) — C(ro) X C(r0> X C(aD())

dado por la matriz de operadores anterior es compacto pues cada uno de los operado-
res que lo componen es compacto [20]. De esta forma, para determinar la existencia y
unicidad de soluciones de este sistema de ecuaciones basta analizar el ntcleo de Id + B.
Supondremos, como antes, que este es trivial y por lo tanto existe una tinica solucién al
sistema de ecuaciones integrales.
El planteo numérico se hace sin mayores dificultades pues los operadores

Kf, — K§, S}% - S%OZ

Tllo o Tlgo K%o - Ki“,o
tienen ntcleos suaves a lo largo de la curva ya que, al poseer la misma frecuencia k, el
término singular en cada una se cancela. Los operadores correspondientes a

B13,B23,B31,B3p

poseen ntcleos suaves pues los puntos de evaluacién y de integracién pertenecen a dife-
rentes curvas y los polos adicionales no caen sobre ninguna de ellas (recordar que toma-
mos el espaciado en la funcién de Green que usamos en dD suficientemente grande)

Por lo tanto, para usar la metodologia de Nystrom bastard, en estos casos, usar la
regla de trapecios. Para el tltimo de los operadores aplicamos la misma idea que descri-
bimos anteriormente. La tnica singularidad proviene del polo que tiene la funcién de
Green original. Los polos adicionales, al tomar el espaciado suficientemente grande, no
constituyen singularidades adicionales al momento de calcular el respectivo operador
integral.

Los coeficientes de la expansién de Rayleigh se obtienen de igual manera que antes,
o sea, expresando la funcién de Green cuasiperidédica por su respectiva representaciéon
espectral. Obtenemos

L/2

C (1 — eifrlinlyi o
B = gro g | O (1) P
! —L/2
_ibalnlyi H7 o
_|_21L(1;1) / (ﬁn —txnf/(x/)) o ianX _lﬁ”f(x)v(x/)dx'+
" —L/2
_eifalialyi . , ,
- 21L<1,63)/ (20 Cy (T) = BaCa(7)) eI TR y(r)dT - (4.34)
! 0
(1 — iy M
B; = 21L(1i%2) / o inX +lﬁ"f(x)‘u<x,) 1+ (f/(x/))del_
! —L/2
. . L/2
— piBulha])j o ,
_21L(1‘EB) / (‘Bn_I_(an/(x/))e—wc,lx—o—zﬁnf(x)v(x/)dx/ (4.35)
n

—L/2
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Utilizando esta metodologia, para los casos que estudiamos anteriormente obtenemos
los siguientes resultados en el error del balance de la energia.

Caso Error
k=3L=36=ZR=1 1293 x10°
k=10,L=3,0=%,R=1 51767 x 10°°
k=3L=106=%R=1]|11174x 108

Cuadro 4.4: Error del criterio del balance de la energia. Los parametros del algoritmo
que hemos tomado son A = 1000,N; = 64, j = 3, hy = —hy = 2y h3 = 10 siendo estos
altimos pardmetros el espaciado entre los polos adicionales para las respectivas funciones
de Green.

Observacién 13. Se puede apreciar con claridad en el calculo de los coeficientes de la
expansion de Rayleigh la dificultad que menciondbamos en el final del segundo capitulo.
En efecto, consideremos el caso en que 31y € IN tal que

Bny |h2| =0 (27) (4.36)

De esa manera

B, =0
y esto nos dice que la solucién debajo de los obstdculos no tendrd este modo en su expan-
sién de Rayleigh: el campo final pierde completamente la informacién sobre esa onda.
De igual manera podemos perder los modos en la regioén superior realizando malas elec-
ciones de los pardmetros hy, h3. Esta dificultad resulta grave en nuestro planteo pues el
problema subyacente es que el operador integral

I+B

no puede ser invertido. En efecto supongamos que elegimos h, como en (4.36) y que po-
demos invertir las ecuaciones. Luego, para cualquier condicién de borde cuasiperiddica
encontraremos soluciones y, v, . Podemos tomar como condicién de borde

u(x,y) = e = Pny (x,y) € dD

La exponencial compleja
eianox—iﬁnoy

es trivialmente una solucién de la ecuacién diferencial en todo el espacio y de la condiciéon
de borde. Por lo tanto, suponiendo que haya unicidad del problema de borde, la solucién
calculada a partir de las densidades p, v,y debe ser igual a esta exponencial. Esto es
absurdo pues, por lo comentado respecto a la expansiéon de Rayleigh, la solucién no posee
ese modo.

De igual forma se presenta la misma dificultad cuando nos acercamos a una Wood
anomaly. El término

y tiende a cero para j > 2. Por lo tanto, el respectivo modo desaparecera y la solucién no
podréa dar cuenta de éste.
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Por lo tanto, en vista de la alternativa de Fredholm, esto genera que el ntcleo del
operador I + B sea no trivial. Trasladado a nuestra rutina numérica, al acercarnos a una
de estas situaciones, el sistema serd cada vez mds cercano a una matriz singular dando
lugar a problemas en el condicionamiento y, claramente, en el empobrecimiento de la
precisién de nuestro método.

Los siguientes ejemplos numéricos ponen de manifiesto estas dificultades. En primer
lugar, examinamos el mal condicionamiento producido por las Wood anomalies. Con-
sideramos nuevamente cilindros de radio R = 1, espaciado L = 3 y angulo incidente
8 = 7. Una forma sencilla de obtener frecuencias que son Wood anomalies es tomar

27
k= nm, nelN
Paran = 1, k = 1,3963. A su vez, usaremos la notacién ¢ para denotar al minimo de
todos los valores singulares del sistema lineal que obtenemos.

j | Error o

20,0030 | 2,321 x 107>

30,0002 | 1,828 x107°

40,0055 | 1,909 x 1076

50,0053 | 529 x 1077

6 | 0,0089 | 1,0883 x 10~7

7 | 0,0101 | 2,054 x 1078

8| 0,0163 | 5472 x 1077

910,018 | 1,84x107°
Cuadro 4.5: Comportamiento singular del sistema para distintas cantidades de polos
adicionales. Tomamos como pardmetros del algoritmo A = 1000,c = 0,5, N; = 32,
hi = —hy = 2y h3 = 10 . Recordamos que estos dos tltimos pardmetros son los es-

paciados que tomamos para cada funcién de Green.

Podemos variar los pardmetros del problema para observar el mismo comportamien-
to singular, por ejemplo, R = 0,5, L = 2,0 = 7, k = 3,6806

Error o
0,0050 | 2,034 x 10~*
0,0013 | 6,8627 x 10~
0,0087 | 1,237 x 107°
0,0146 | 4,92 x 10~°
0,0055 | 2,274 x 10~
0,0114 | 6,2305 x 107
0,0196 | 1,792 x 10~
0,0607 | 4,573 x 10~8

O 0 N3 O U1 = W N|—-

Cuadro 4.6: Comportamiento singular del sistema para distintas cantidades de polos adi-
cionales. Tomamos los mismos pardmetros del algoritmo que antes.

También veremos el comportamiento singular del sistema cuando tomamos una mala
eleccion del espaciado de los polos. Consideramos un caso lejos de una Wood anomaly,
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por ejemplo, k = 3, L = 3,0 = % y R = 1y tomemos hy = —2,4702. Para este caso
tenemos 3 modos propagantes siendo

B—2 =2,5435, p_1 = 2,9574, Bo = 1,5

Por lo tanto
B2 |ha|

= 0,99981
27 0,9998

estando entonces cerca de la singularidad que mencionamos antes. La siguiente tabla
muestra numéricamente este comportamiento.

0,6508 1,5335 x 1013
0,4204 2,9411 x 10713

j Error o
2]2,4803 x 10~% | 4,1925 x 10~?
3 0,1563 6,3367 x 10713
4 11,82 3,0512 x 10714
5 1,304 8,7257 x 1014
6

7

Cuadro 4.7: Comportamiento singular del sistema para distintas cantidades de polos adi-
cionales. Tomamos los mismos pardmetros del algoritmo que antes.

Seguiremos el enfoque presentado en [2] para resolver la singularidad presentada por
el pardmetro h. No hemos tenido éxito en aplicar el mismo enfoque para el caso de una
Wood anomaly en nuestro problema (si bien en el articulo mencionado la misma idea da
buenos resultados).

Como hemos visto, las dificultades surgen a partir de que la funcién de Green con
polos pierde un conjunto finito de modos. La idea entonces serd, sencillamente, sumar
aquello que se perdié. En otros términos, dado € > 0 consideramos el conjunto

u,, = {n €Z:(1—ePhiy < s}
y definamos las funciones

Gres(X,Y) =} ™Y, i=1,3

ne uTI:SS

Gies(X/Y) = Z eitan—z'ﬁnY, i=2

nell,

Las nuevas funciones de Green serdn
GHX,Y) + Gys(X,Y)

y con ellas se reescriben las ecuaciones integrales. El desarrollo de los coeficientes de la
expansion de Rayleigh sufren pequefias modificaciones.
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. L/2
] — eiPullnl)j . ,
HZ(ﬁuEl)+%ﬁw>/em“%WWwvl+wwWw#
—L/2

1 <1 — eiﬁ”‘h]‘>j : o 10 OV ") / /
o~ Pm) / (Bn — anf'(x')) e X =IPuS Oy (x)dx' 4

—L/2

21

- <2L - i‘SLI;”ES(n)) / (Déncy(T) — ,Ban(T)) e*i“'lcx(T)*iﬁficy(f)lp(r)dr
0

4.37)

C (1 piBalial)i L2
m:<iue)+%w“>/EWWWWWW>1+WWWwL

‘Bn —L/2
— iﬁ’llh ‘ ] L2 . ! /
_ (21L(1i32) + i(surzgs(n)> / (’3” + Dénf'(x’)) o~ ionX' i f (x )v(x')dx' (4.38)

—L/2

donde dy;; () representa a la funcién indicadora del conjunto U,
T
Para finalizar esta seccién, mostramos los resultados que obtuvimos con la correccién
para el caso analizado en la tabla (13).

Error o
3,4709 x 10~8 | 0,0244
1,289 x 10~8 | 0,0233
2,4771 x 1078 | 0,0203
1,6394 x 107 | 0,0149
4,0875 x 10~7 | 0,0094
4,0513 x 10~7 | 0,0055

N O O = W N—-

Cuadro 4.8: Correccién a la singularidad producida por una mala elecciéon del parametro
h.

4.4. Alternativa simple para toda frecuencia

La representacion integral que dimos en (4.25), (4.26) y (4.27), (4.28) para la solucién
oculta, en cierta medida, la fisica del problema: introducimos dos densidades pues ha-
biamos agregado dos condiciones de borde adicionales. En este sentido, pareciera que el
rol que cumplen es enteramente matematica: preservar la continuidad del campo y de
su derivada normal. Veremos que tienen una interpretacion fisica especifica y ello nos
conducird naturalmente a nuestra propuesta.

A partir de ahora supondremos que la curva dénde imponemos la condicién de trans-
misién es una recta infinta paralela al eje x y, al menos por el momento, que estamos lejos
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de una Wood anomaly. Veamos, en primer lugar, como es el campo que genera 0Dy a par-
tir de la funcién de Green con polos en la regién debajo de los obstaculos pero arriba de
la recta. Debido a como elegimos el espaciado, esto corresponde a evaluar la funcién de
Green G?(X, Y) con —h <Y < 0. Luego, usando la representacion espectral, obtenemos

J 1 i . 4
1=0 nez n
= ; iy X _i;BnY — iﬁ”h ]— i‘BnY
né ZLﬁne {e * <(1 ¢ ) e 440
= Z ;eitanfi/SnY + Z i <(1 — ei'B”h>j — 1> el XFipuY (4.41)
nez ZLﬁn nez ZLﬁn

Vemos aqui que, en esta zona, G;(X,Y) da lugar a ondas que se desplazan hacia abajo
y ondas que se desplazan hacia arriba. Estas tltimas no deberian extrafiarnos: son el
producto de haber introducido los polos adicionales. Estos, al ser integrados sobre dD,
generan copias artificiales del dominio separados una distancia h. De esta manera, la
zona que estamos evaluando es, para las j copias, la region superior y, de esa manera,
generan ondas que irradian hacia arriba. Por lo tanto, el campo producido por Dy en esta
region es

u(x,y) =Y Ca()e™* Pr¥ 1 Y Dy, () Py (4.42)

nez nez
donde
_ 1 _ / —iay X' +iBny’ / /
Co(#) = 575 [ < (an—prnlr') > Y )ds(r)

3Dy

(1—eibul) —1 o

D, () = ( 205, ) / < (&n, Bn),n(r") > e > =BV (" )dS (1)

aDy

Hemos insistido en que las soluciones a nuestro problema deben ser radiantes. Por lo
tanto, al estar analizando la situaciéon debajo de los obstaculos, las ondas de la forma

D, (¢)eianx+i[3,,y

no son admisibles pues se dirigen hacia arriba. Sin embargo, no debemos olvidar que
el campo total se compone de la contribucién de los obstdculos y de la recta. Para esta
altima, la region de nuestro andlisis es la parte superior. Por lo tanto, la funcién de Green,
al ser integrada sobre el segmento, se compondra s6lo de modos que van hacia arriba. De
esta manera, el campo generado por el segmento debe cancelar a

Z Dn (lp)eizxnx—i-iﬁny

nez

para que la solucién que obtengamos tenga sentido fisico.
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Usando la respectiva representacion espectral e integrando, se puede ver facilmente
que el campo generado por la curva en R™ es

Z Aneianx‘Fiﬁny
nez

yenR™

Z Bneianxfiﬁny
nez

con A, y B, constantes (esto se logra usando la cuasiperiodicidad y reemplazando las
densidades u y v por sus respectivas expansiones de Rayleigh, pasando a tener como
incégnitas a los coeficientes de cada una). De esta forma, la fisica que queremos modelar
nos impone que

Ap=—Dy(y),VneZ

para que los modos no deseados se cancelen. Podemos interpretar esto también matema-
ticamente. El campo debajo del segmento se compone de la superposiciéon de exponen-
ciales complejas que se dirigen hacia abajo y, si por encima de éste existiera algtiin modo
que se dirige hacia arriba, la solucién de la ecuacién diferencial, representada de esta
forma, jamds podra preservar la continuidad del campo y de su derivada normal: en el
segmento, el campo total tendra un salto. Por lo tanto, para exigir la continuidad sobre
el segmento arbitrario que introdujimos debemos cancelar todos los modos que van ha-
cia arriba. Asi, una vez que eliminamos esos modos, el campo total arriba de la curva y
debajo de los obstaculos es igual a

¥ Colypenr i

nez

y, por lo tanto, para que el campo y su derivada normal sean continuos a lo largo de la
curva debe ser

B, =Cu(¢), VneZ

A partir de estas observaciones planteamos nuestro método. El campo producido por
el segmento es una combinacién lineal infinita de ondas de la forma

ei“nx+iﬁny

eianxfﬁny

Al ser
Bn =i/ |k* — a7

para todo entero salvo un conjunto finito, la mayoria de los modos decaen exponencial-
mente con y. Por lo tanto, la mayor parte de la informacién estard concetrada en unos
pocos modos. De esta forma, para aproximar la solucién propondremos que el campo
producido por la curva arriba y debajo de ésta sea una combinacién lineal finita de es-
tos modos, teniendo como incégnitas los coeficientes que acompafian a las exponenciales
complejas. Por otra parte, para la contribucién de 9Dy, propondremos como antes una
formulacién integral. En otras palabras, dado H < —M, definimos
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oG] .
u(r) = 871(1{/) (r—)p(r")dS(r') + Z Aty -y 5 H (4.43)
aD, nely
0
u(r) = Z By iy, y < H (4.44)

nely

donde Uy = {m; — N <i < my+ N} con
my = min{n € Z : k* — a2 > 0}

my = max{n € Z : k* — a* > 0}

es decir, 2N es la cantidad de modos evanescentes que agregamos para aproximar la
contribucién al campo del segmento.
De esta forma debemos resolver:

P(r) +2MZ an(;’) (r—r")(r)dS(r") +2n€ZLIN Ape®rtiba=H) — oy, (1), r= (x,y) € 9Dy
0 (4.45)
A, = _2L1‘Bn <(1 B ei,Bnh)j _ 1)814 < ((Xn/,Bn)/n(r/) > e—z‘anx’—z'/%ny’lp(r/)ds(r/) (4.46)
B — 1 / > (lX B ) 1’1(1”) > o~ itn X' +iPry’ (1”)615(1’/) (4.47)
" 2LB, nr—Pn)s % .

aDy

Una observacién pertinente que debemos hacer es que las tinicas incégnitas que se
encuentran realmente acopladas son ¢ y A,. Es inmediato que una vez que obtengamos
1 podremos despejar facimente B,,. Por lo tanto, el tinico problema auténtico sera resolver
las ecuaciones (4.45) y (4.46).

Como antes, para obtener un sistema lineal, usamos la cuadratura MKy la regla de
trapecios en (4.45) (separando las partes regulares y singulares) y la regla de trapecios en
(4.46), ambas con N; nodos. El sistema que obtenemos es de la forma

Ki E o\ _ (Db
(e a)l(5)=(o)

donde K; € CN*Ni surge a partir de discretizar el potencial dipolar, E € CN>*IUn| surge a
partir de evaluar las respectivas exponenciales en (4.45) sobre los puntos de la curva C(t;)
j =0...N; —1, Ky surge a partir de discretizar las integrales en (4.46) e I representa la
respectiva matriz identidad.

En los ejemplos numéricos con los que hemos experimentado, lejos de una Wood
anomaly, no encontramos un comportamiento singular de este sistema. Como se puede

apreciar en la siguiente tabla, obtenemos errores del mismo 6rden comparado con las
alternativas de las anteriores secciones.
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Caso Error
k=3L=360=%R=1 |27647x10"°
k=10,L=3,0=%R=1]3,6911x10"
k=3L=106=%R=1]70638x10°°

Cuadro 4.9: Error del criterio del balance de la energia. Los parametros del algoritmo que
hemos tomado son A =1000, N; =64,j =3, h =5

Por otra parte, al acercarnos a una Wood anomaly, el nimero de condicién vuelve a
aumentar a medida que tomamos frecuencias méds y mds cercana a la anémala. Como se
puede apreciar en las siguiente tablas, esto no se debe a que la matriz tenga un ntcleo sino
a que existe una direccion que, al aplicarle la matriz del sistema, produce un crecimiento
hacia cc. Esto se puede ver claramente gracias a la descomposiciéon SV D, ya que el primer
valor singular (o sea, el mdximo de todos los valores singulares) aumenta cada vez mas.

]
r 3 5 7 9
kwa — 1072 (|B_1] = 0,2) 0,0438 | 0,0438 | 0,0438 | 0,0438
kwa — 1074 (|B_1] = 0,02) | 0,0427 | 0,0427 | 0,0427 | 0,0427
kwa — 1076 (|B_1] = 0,002) | 0,0427 | 0,0427 | 0,0427 | 0,0427
kwa — 1078 (|B_1| = 0,0002) | 0,0427 | 0,0427 | 0,0427 | 0,0427
kwa — 10719 (|B_1] = 0,00002) | 0,0427 | 0,0427 | 0,0427 | 0,0427
kwa — 10712 (|B_1| = 0,000002) | 0,0427 | 0,0427 | 0,0427 | 0,0427

Cuadro 4.10: Célculo del minimo valor singular del sistema lineal para L = 3, 0 = %,

R=1yky, = W. Los parametros del algoritmo son A = 2000, c = 0,5, N; = 64y
h=5.
]
' 3 5 7 9
kwa — 1072 (|B_2] =35x1071) [48x107%[48x10%[48x107%[48x10°*
kwa —107* (|B_2| =35%x107%) | 78x107° |78 x107° | 78 x 107> | 7,8 x 107>
kwa —107% (|B_2] =35x107%) | 78x107° | 78 x 107 | 7,8 x 107> | 7,8 x 107>
kwa — 1078 (|B_2| =35%x107%) | 78x107° |78 x107° | 78 x 107> | 7,8 x 107>
kwa — 10710 (|B_2| =35%x107°) | 78x107° | 78x107° | 78x 107> | 78 x 107°
kwa — 10712 (|B_2| =35x107%) | 78x107° | 78x107° | 78 x 107> | 7,8 x 1073

Cuadro 4.11: Célculo del minimo valor singular del sistema lineal para L = 2, 0 = %,
R=05yky;, = W. Los pardmetros del algoritmo son A = 2000, c = 0,5, N; = 64
yh=5.
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j
L 3 5 7 9

kwa — 10°2(|B_1| = 0,2) 16,11 16,12 16,12 16,13

kwa — 1074 (|B_1| = 0,02) 16,17 16,17 16,17 16,17

kwa — 1076 (|B_1] = 0,002) 89,36 89,36 89,36 89,36

kwa — 1078 (|B_1| = 0,0002) 893,0 893,0 893,0 893,0
kwa — 10710 (|B_1| = 0,00002) | 8,93 x 10> | 8,93 x 103 | 8,93 x 10% | 8,93 x 103
kwa — 10712 (|B_1| = 0,000002) | 8,93 x 10* | 8,93 x 10* | 8,93 x 10* | 8,93 x 10*

79

Cuadro 4.12: Célculo del maximo valor singular del sistema lineal para L = 3, 6 = %,

21

R =1y kv = rrzsingy
h=5.

. Los pardmetros del algoritmo son A = 2000, c = 0,5, N; = 64y

]
' 3 5 7 9
kwa — 1072 (|B_2] = 3,5 x 1077) 14,8 14,8 14,8 14,8
kwa — 1074 (|B—2| = 3,5 x 1072) 15,09 15,01 15,1 15,1
kwa — 1076 (|B_2| = 3,5 x 1079) 19,8 19,8 19,8 19,8
kwa — 1078 (|B_2| =3,5x 107%) | 1,01 x 10® | 1,02 x 10® | 1,02 x 10® | 1,02 x 10?
kwa — 10710 (|B_2] = 3,5 x 1075) | 1,02 x 10* | 1,02 x 10* | 1,02 x 10* | 1,02 x 10*
kwa — 10712 (|B_2| =3,5x 107°) | 1,02 x 10° | 1,02 x 10° | 1,02 x 10° | 1,02 x 10°

R:O/5ykwa:mé+
yh=5.

Cuadro 4.13: Célculo del méximo valor singular del sistema lineal para L = 2, § =

T
17

@) Los parametros del algoritmo son A = 2000, c = 0,5, N; = 64

Deseamos descubrir a qué se debe este comportamiento. Examinando la ecuacién
(4.46) para ng € Z tal que B, — 0 podemos ver que al discretizarla, la fila correspondien-
te en el sistema lineal tiene en la j-ésima columna el valor

(1 (- eiﬁnoh)j> -
2LB, N;

< (D‘nm ,Bno)/ (Cy(tj)f _Cx(tj)) > e~ ittng Cx (£]) =iy Cy (£7)

Es inmediato a partir de esto ver que cada uno de estos valores tiene un médulo més y
mas grande si B,, — 0. Luego, esta fila es la que produce que exista una direccién que al
aplicarle la matriz genere un vector mas y mas grande.
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j
L 315 |7 |9

kwa — 1072 (|B_2| =35 x1071) [ 11,0 | 11,1 | 11,2 | 11,2
kwa —107* (|B_2| =3,5x107%) | 157 | 15,7 | 15,7 | 15,7
kwa — 1076 (|B_2] =3,5x107%) | 16,1 | 16,1 | 16,1 | 16,1
kwa — 1078 (|B_2] =3,5x107%) | 16,2 | 162 | 16,2 | 16,2
kwa — 10710 (|B_2| =35x107°) | 16,2 | 16,2 | 16,2 | 16,2
kwa — 10712 (|B_2] =35 x107°) | 162 | 16,2 | 16,2 | 16,2

Cuadro 4.14: Célculo del segundo maximo valor singular del sistema lineal para L = 3,
0 =%, R=1ykp = 2T ___ 108 pardmetros del algoritmo son A = 2000, c = 0,5,

L(1+sin(6))
N;=64yh=5.

j
. 3 5 7 9

kwa — 1072 (|B_2| =35 x 1071 [ 13,79 | 14,7 | 17,3 | 23,19
kwa —107* (|B_2] =3,5x1072) | 16,32 | 16,5 | 18,32 | 24,4
kwa — 1076 (|B_2| = 3,5 x 107%) | 20,45 | 21,45 | 24,2 | 36,98
kwa —1078 (|B_2| =3,5x107%) | 20,5 | 21,5 | 243 | 379
kwa — 10710 (|B_2| =3,5x 1075 | 205 | 21,5 | 243 | 37,9
kwa — 10712 (|B_2| =3,5x107°) | 205 | 21,5 | 243 | 37,9

Cuadro 4.15: Céalculo del segundo méaximo valor singular del sistema lineal para L = 2,
0 =75 R=05ykw = L47”. Los parametros del algoritmo son A = 2000, ¢ = 0,5,

(1+sin(0))
N;=64yh=5.

Como se puede apreciar en las tablas anteriores, el segundo de los valores singulares
no se agranda si 8,, — 0. En este sentido podemos decir que el mal condicionamiento de
la matriz proviene exclusivamente de esta fila. Para sortear esta dificultad haremos uso
de la identidad de Woodbury [23]

(B+ucv) =B t-Blu(ct+velu)lve! (4.48)

donde B € CINiHIUND>*(Nit|Un|) es jgual a la matriz del sistema restandole a la matriz K
la fila que tiende a oo,

(1 —(1- eiﬁnoh)j)
2LBy,

C =

y U y V son vectores columna y fila respectivamente de manera que UCV produce una
matriz en C(Ni+HUNDX(Ni+[Unl) que contiene a la fila que estamos considerando en su ubi-
cacion original y es cero en el resto de los coeficientes. De esa manera, el comportamiento
singular que tiene C se invierte, obteniendo una cantidad que varia continuamente y es
cero en una Wood anomaly. Por lo tanto, a partir de (4.48) las sucesivas soluciones cuando
nos acercamos a una Wood anomaly poseen un limite y este tltimo puede ser calculado
usando esta misma identidad.
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Observacién 14. Recordamos que

po 2 (a 2n)’

Por lo tanto, podrian existir casos donde existan dos n € Z que verfiquen 8, = 0, dando
lugar a dos filas que tienden a infinito. Para este caso, la idea se extiende facilmente
redefiniendo las matrices C, U y V para contemplar esto.

Nos resta calcular el coeficiente B, cuando estamos en una Wood anomaly para el
modo problemadtico que, como se puede apreciar en (4.47), posee la misma dificultad de
dividir por B, = 0. Para resolver esto, calculamos

AW*%:z#n@—“—éwwli<(%ﬁHMUU>fW”%”¢WMﬂﬂ—
1 i, X +iBny’ /
“5tgy [ < o B > T S 49

Como tomamos la cantidad de polos adicionales j > 2, el término
(1—eP)l i1
o)

podremos despreciarlo en el cdlculo que haremos, ya que tomaremos el limite. Indique-
mos con * a los valores limites de A, B, &, y 3. Luego

Ay — B, = ﬁlnlglo ZLlﬁn L[ < (“nzﬁn),n(i’/) > eimnx/iiﬁ"y/lp(r/)dS(r’)_
1 o ,
_ 216, / (an, —Bn),n(r ') > et +iBuy W(r)dS(r)  (4.50)

aDy

A —Bf = lim

1 iB1 o .
o /5;—>02Lﬁn/ < (@, Ba) (') > 7P — < (=), n(r') > &P | e (1) dS ()

Do

(4.51)

Ay =By = lim 2L1ﬁn / [< (lxn (e—iﬁny’_efﬁny'>,5n (e—iﬁny’+eiﬁny’>),n(r') >} e (1Y dS ()

aDy
Ay~ By = lim 2L1ﬁn E[ [< (—an2isin(Buy’), Bu2cos(Buy')) ,n(r') >] e ™ (r')dS(r')

(4.53)

(4.52)
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Ar — B = % / [< (—aziy/, 1), n(r') >] e” ™ (' )dS(r) (4.54)
aDy
Obteniendo finalmente
1 I
By = Aj+1 / (< (ahiy/, —1), n(r') >] e~ g (+')dS (+') (4.55)

aDy

Como se puede ver en las siguientes tablas, la matriz B que debemos invertir no pre-
senta un comportamiento singular cuando nos acercamos (o estamos) sobre una Wood
anomaly.

J
P 3 5 7 9
kwa — 1078 (|B_1] = 0,0002) | 0,0427 | 0,0427 | 0,0427 | 0,0427
kwa — 10710 (JB_1]| = 0,00002) | 0,0427 | 0,0427 | 0,0427 | 0,0427
kwa — 10712 (|B_1] = 0,000002) | 0,0427 | 0,0427 | 0,0427 | 0,0427
kwa (|B-1] = 0) 0,0427 | 0,0427 | 0,0427 | 0,0427
Cuadro 4.16: Calculo del minimo valor singular de la matriz BparaL =3,0 = 7, R =1

Y kwa = m. Los pardmetros del algoritmo son A = 2000,c = 0,5, N; =64y h = 5.

)
r 3 5 7 9
kuwa — 1078 (|B-1| = 0,0002) 19,3 [ 19,3 | 19,3 | 19,3
ks — 10710 (|B-1] =0,00002) | 19,3 | 19,3 | 19,3 | 19,3
kwa — 10712 (|B=1] = 0,000002) | 19,3 | 19,3 | 19,3 | 19,3
kwa (|B-1] = 0) 19,3 1 19,3 | 19,3 | 19,3
Cuadro 4.17: Célculo del maximo valor singular de la matriz B para L = 3,6 = %, R=1

Y kwa = m. Los parametros del algoritmo son A = 2000,c = 0,5, N; =64y h = 5.

]
' 3 5 7 9
kwa — 1078 (|B_2] =35x107%) [73x107° [73x107°[73x107°[73x107°
kwa — 10710 (|B_2] =3,5x107%) [ 73x107° | 7,3 x 1075 | 7,3 x 107° | 73 x 107>
kwa — 10712 (|B_2| =35%x107°) | 73x 1075 | 73x107° | 73x107° | 73 x 107>

Cuadro 4.18: Calculo del minimo valor singular de la matriz BparaL = 2,6 = %, R =05

4

Y kwa = TATsin(@)" Los parametros del algoritmo son A =2000,c = 0,5, N; =64y h =5.
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j
L 35| 7] 9
kwa —10 8 (B2 =35 x 10 %) [ 235 | 268 | 29,5 | 43,6
ko — 10710 (|B_o| =3,5x107%) | 23,5 | 26,8 | 29,5 | 43,6
ko — 10712 (|B_2| =3,5x1076) | 23,5 | 26,8 | 29,5 | 43,6
ko — 10712 (|B_o| =3,5x1076) | 23,5 | 26,8 | 29,5 | 43,6

Cuadro 4.19: Célculo del maximo valor singular del sistema lineal para L = 2, § =

4t

T
47

R=05ykys = T sin(@))" Los parametros del algoritmo son A = 2000, c = 0,5, N; = 64

yh=>5.

Para concluir, mostramos el valor del error del balance de la energia que este método

arroja para los casos anémalos.

j

' 3 5 7 9
kwa — 1072 (|B_1] = 0,2) 12x107° [ 72x1078 [41x108[19x10°®
kwa — 1074 (|B_1] =0,02) [ 59x107%| 1,01 x107° | 9,5x1078 | 89 x 1078
kwa —1076 (|B_1] =0,002) | 45x107°| 1,1 x10°% |29x107% |78 x 108
kwa — 1078 (|B_1| = 0,0002) | 45x107° | 1,1 x107° | 28x 1078 |77 x 1078
kwa — 10710 (|B_1| =0,00002) | 45x107¢| 1,1 x107® |28 x 1078 | 7,7 x 10~8
kwa — 10712 (|B_1] = 0,000002) | 45x107¢ | 1,1 x107° | 2,8x 1078 | 7,7 x 108
kwa (|B-1] = 0) 45x107° | 1,1 x107% | 28%x1078 | 7,7 x 1078
Cuadro 4.20: Error del balance de la energifapara L =3,0 = ¢, R = 1y kyy = W.
Los parametros del algoritmo son A = 2000, ¢ = 0,5, N; =64y h = 5.
]
' 3 5 7 9
kwa —1072(|B—2] =35x1071) [15x107° | 1,0x10°8 [ 1,31 x 107 [ 14 x 10°®
kwa —107% (|B_2| =35%x1072) | 65x107° | 1,3 x107° | 33x107® | 3,7x 1077
kwa — 1076 (|B_2] =35%x107%) | 9,1 x 107> | 42x107® | 3,0x107° | 84x 1077
kwa —1078 (|B_2] =3,5x107%) [ 9,1 x 107> | 42x107% | 29x107® | 8,6 x 1078
kwa — 10710 (|B_2] =3,5x1075) [ 9,1 x 1075 | 42x107% | 29x107® | 8,6 x 1077
kwa — 10712 (|B_2] =3,5x107%) | 91 x107° | 42 x107® | 29 x107® | 8,6 x 1077
kuwa (|B-2| = 0) 91x107% | 42x107° | 29x107° | 8,6 x 1077
Cuadro 4.21: Error del balance de la energfapara L = 2,0 = 7, R =05y kys = L(1+4577irn(9))'

Los parametros del algoritmo son A = 2000, ¢ = 0,5, N; =64y h = 5.

Se puede apreciar que a medida que aumentamos j el error disminuye. Esto se explica
a partir de que, dado que estamos cerca de una Wood anomaly, el método de la ventana
pierde la convergencia superalgebraica. Sin embargo, una de las virtudes de la funcién
de Green cuasiperiédica con polos es que su 6rden de convergencia aumenta con j. De
alli que observemos este comportamiento.

El siguiente cuadro muestra la convergencia al aumentar el tamafio de la ventana para
una frecuencia que es una Wood anomaly.
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j 4 1000 2000 4000 8000
3 222x10° | 45x10°° | 842x107 | 1,53 x 1077
5 14x10° | 1,1x107° [ 877 x10°8 | 7,29 x 10~°?
7 365x107° (277 x10°8 | 512x1077 | 3,1 x 10710
9 492x1077 | 771 x1078 | 1,7x 1077 | 8,3 x 10712
27T

Cuadro 4.22: Error del balance de la energia para L = 3,0 = 7, kyy =

Los parametros del algoritmo que dejamos fijos son ¢ = 0,5, N; =32y h = 5.

j A 1000 2000 4000 8000
3 399 x10°%] 64x10° |1,07x10° | 1,83 x 10°°
5 42 x107° | 68x107° | 233x1077 | 2,34 x 108
7 238x10°|161x10°| 59x10°8% | 1,69x 108
9 492 x107°|592x1077 | 1,68 x1078 | 873 x 10~°
Cuadro 4.23: Error del balance de la energfa para L = 2,0 = T, ky, = m
Los pardmetros del algoritmo que dejamos fijos son ¢ = 0,5, N; =32y h = 5.

Para finalizar, exhibimos la solucién para estos dos casos, ambos considerando fre-

cuencias que son exactamente Wood anomalies.

Figura 4.11: Campo dispersado (izquierda) y campo total (derecha) para los pardmetros
y R = 0,5. Los pardmetros para el algoritmo son j = 5,A =

_ _ _ 4
L=2,0=7 ko= 7L(1+s7irn(9))

1000, c = 0,5, N; = 64, h = 5 y agregamos 20 modos evanescentes.

L(1+sin(6))
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z=.

Figura 4.12: Campo dispersado (izquierda) y campo total (derecha) para los pardmetros
L=3,0=7% ko= m y R = 1. Los pardametros para el algoritmo son j = 5,A =
1000, ¢ = 0,5, N; = 64, h = 5 y agregamos 20 modos evanescentes.
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Conclusiones

A'lo largo de este trabajo hemos desarrollado el formalismo de ecuaciones integrales
para resolver el problema de scattering de una onda electromagnética por un conjunto de
obstaculos que se repiten periédicamente. Como resultados principales podemos desta-
car la demostracion de la convergencia superalgebraica sobre compactos del truncamien-
to suave y el nuevo método que hemos introducido para calcular el campo electromagné-
tico para todo tipo de frecuencias, aquellas cercanas a una Wood anomaly y exactamente
en una Wood anomaly.

Esta tesis es quizd, por decirlo de alguna manera, la parte visible de un proyecto de
mayor envergadura. Aun queda mucho trabajo por hacer. Nuestro programa lo hemos
implementado en MATLAB por la rdpidez que posee este para trasladar ideas del papel
a la computadora. Un programa en un lenguaje compilado reducira el tiempo de proce-
samiento en gran medida. Mds atin, en [2] se introduce una metodologia para optimizar
la evaluacion de la funcién de Green cuasiperiddica basada en el anélisis asintético de
esta, teniendo implementaciones que resuelven el problema con gran precisién en unas
pocas fracciones de segundo. Si bien hemos resaltado que las geometrias tratadas en ese
articulo y en esta tesis son de distinta indole, el uso que se hace de la funcién de Green
es practicamente el mismo que el nuestro. Esperamos que una implementaciéon optimi-
zada de los cdlculos de esta tesis resulte también en tiempos computacionales similares.
Por otra parte queda pendiente dar fundamentos sélidos al método que propusimos y
estudiar con rigurosidad su condicionamiento. Ademads, debemos darle mayor generali-
dad al programa para admitir que el obstaculo posea mds de una componente conexa.
Dado el creciente interés que existe en los cristales foténicos, el proximo paso a dar sera
incorporar condiciones de dieléctrico al planteo. Por tltimo, y por sobre todas las cosas,
es de vital importancia entender en mayor profundidad las implicancias fisicas que tiene
nuestro método, preguntandonos qué informacién valiosa podemos extraer a partir de
conocer en cada punto del espacio el campo electromagnético para estas condiciones de
contorno.
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