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Introduccién

1. Objetivo del trabajo

Un problema central de la teoria de nimeros es el de resolver una ecuacién diofantica: dado un polinomio P €
Z[x1,- -+ ,xp] no constante, consideramos

(1.1) Pz, - ,zn) =0.

Una solucién entera de es un vector x € Z" tal que P(x) = 0. De manera andloga, definimos una solucién racional
de .

PREGUNTA 0.1. ;La ecuacion tiene alguna solucion entera?

PREGUNTA 0.2. ;La ecuacion tiene alguna solucion racional?

PREGUNTA 0.3. ;FEuziste alguna forma de calcular todas las soluciones enteras de ? (décimo problema de Hilbert)

PREGUNTA 0.4. ;Euxiste alguna forma de calcular todas las soluciones racionales de (|1.1)) ¢

Las preguntas anteriores son naturales, aunque para una ecuacién arbitraria como (1.1]), son muy complicadas. Por
ejemplo, si consideramos P(x,y, z) = 2" + y™ — 2™, la ecuacién (|1.1)) se convierte en

(1.2) "yt ="

Tenemos soluciones triviales como (0,0,0) 6 (z,0,z). ;Pero hay otras soluciones? En el caso n = 2 la respuesta no es dificil;
una tal solucién se conoce como terna pitagérica y tales ternas admiten una representacién sencilla, de la que se deduce que
hay (infinitas) soluciones no triviales. Para n > 2, esta pregunta es el célebre tltimo teorema de Fermat, cuya demostracién
es sumamente complicada.

Consideramos ahora P(x,y,2) = 22 + 4% + 22 + 1. La ecuacién se convierte en

(1.3) 2+ yt + 22 =1,

con lo que no tiene siquiera soluciones racionales.

Se sabe que no existe un algoritmo para hallar soluciones enteras de P € Z[z1,- - - , z,] arbitrario ([33]). Esto dice que
la Pregunta tiene respuesta negativa si se aspira a encontrar una manera general de resolver ecuaciones diofanticas. Sin
embargo, permanece abierta la pregunta andloga para soluciones racionales, con lo que la Pregunta permanece abierta.

La Pregunta [0.4] es particularmente interesante, pues en algunos casos es posible obtener soluciones racionales a partir
del conocimiento de alguna solucién. Por ejemplo, si P € Q|x, y] define una curva eliptica, el conocimiento de una solucién
racional permite calcular todas las soluciones racionales de P(x,y) = 0.

En esta tesis vamos a estudiar preguntas relacionadas a las anteriores que permiten obtener informacién de una ecuacién
diofantica. Estas preguntas son:

PREGUNTA 0.5. sHay alguna estimacion para la cantidad de soluciones enteras de la ecuacién (1.1) en una region
acotada, digamos, [0,7]™?¢

PREGUNTA 0.6. ;Hay alguna estimacidn para la cantidad de soluciones racionales de altura a lo sumo H de la ecuacion (|1.1)) 2

La nocién de altura que vamos a considerar es la siguiente. Dado # € Q, si # = § con (a : b) =1y b > 0, definimos
H(z) = max{|a|,b}. Si P = (z1, - ,2p) € Q", definimos H(P) := maxy<i<n{H(x;).}

v
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Estas preguntas estan relacionadas con el estudio de la distribucién que tienen los conjuntos de soluciones enteras y
racionales de una ecuacién diofantica. Para mostrar por qué responder estas preguntas da informacién 1til, damos algunos
ejemplos, extraidos de la exposicién de Heath-Brown [14, pag. 51-57].

EJEMPLO 0.1. Sea P(x1,22,73) = ¥ + 25 + 25 — N. Tenemos la ecuacion

(1.4) o a4 2k = N ay, 29,23 > 0.

Para k < 6 se sabe que hay infinitos N para los que tiene infinitas soluciones “esencialmente distintas”(no son
permutaciones unas de otras). Para k > 7 en cambio se cree que hay a lo sumo una solucidn, salvo permutaciones. Este
problema estd relacionado con el famoso problema de Waring, en el que se pregunta cudl es el menor r para el que todo N
suficientemente grande se escribe como suma de r potencias k-perfectas.

EJEMPLO 0.2. En virtud del ejemplo anterior, se puede estudiar la ecuacion

(1.5) i+l =2k bl 0< 2y, 2 <N

En este caso, la pregunta es “de cudntas maneras se puede escribir un nimero como suma de potencias k-perfectas”. Este
problema fue estudiado por Hardy-Littlewood, por medio del método circular. Para un tratamiento cldsico de este problema,
consultar la exposicion de Davenport en [11].

EJEMPLO 0.3. El valor medio de Vinogradov, relacionado con el valor promedio de una suma exponencial, puede ser
estimado mediante el sistema de ecuaciones diofdnticas

(1.6) o} al = aly + ol (1<h<k),

con 0 < z; < B para todo 1 < i < 2s. Se sabe que si s es suficientemente grande, el nimero de soluciones enteras
del sistem es a lo sumo cB2s_k<k2+l>, con ¢ > 0 una constante. Tales cotas tienen numerosas aplicaciones, como
dar estimaciones de la region no nula de la funcion zeta de Riemann. Una heuristica por medio del método circular de
Hardy-Littlewood lleva a conjeturar que la cota mencionada deberia valer para s > kED | Gj esta conjetura fuera cierta, se

2
obtendrian resultados nuevos sobre la funcion zeta.

EJEMPLO 0.4. Se conjetura que todo polinomio irreducible f € Z[X] que satisface cierta condiciones de congruencia
deberia asumir infinitos valores que son libres de cuadrados. FEsto se sabe para polinomios de grado a lo sumo 3. Consideramos
entonces P(x,y,z) = f(x) — y?z. Tenemos la ecuacion

(1.7) fx)=y*2,1<2z<N,y>N.

Tener una buena cota para la cantidad de soluciones enteras de (1.7)) permitiria avanzar en la conjetura mencionada al inicio
del ejemplo.

Existe una pregunta mas, que surge de manera natural, que es preguntarse si las estimaciones que se desean se pueden
hacer uniformes, esto es, hallar una cota uniforme para la cantidad de soluciones de todas las ecuaciones diofanticas definidas
por un polinomio de grado total fijo. Entonces, volvemos a considerar P € Z[z1,- - ,x,] no constante, pero ahora de grado
total d.

PREGUNTA 0.7. sHay alguna estimacidn uniforme sobre los polinomios P para la cantidad de soluciones enteras de (|1.1))
en una region acotada, digamos, [0,7]™ 2. Con un poco mds de precision, nos preguntamos, por ejemplo, si existe una constante
¢ = c¢(deg(P)), dependiente sdlo de deg(P), y una funcién f tal que

(1.8) H#{xecZ":P(x)=0}nI[0,7]"} < c(deg(P))f(r).

De manera analoga, reformulamos la Pregunta [0.7 pero para puntos racionales de altura a lo sumo H. Esta tesis trata
la Pregunta principalmente en el caso que P es un polinomio de dos variables. Ya este caso tiene ejemplos interesantes,
como son las ecuaciones

(1.9) y?> =23 + Az + B,
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con A, B € Z (curvas elipticas en forma de Weierstrass). También se tienen las ecuaciones

(1.10) y" = f(z),

con f € Z[z] que no es una potencia n-ésima de algin polinomio entero, y tal que su discriminante es no nulo (curvas
hiperelipticas). Un dltimo ejemplo es el de la ecuacién de Pell

(1.11) z? —ny® =1,

con n € N un nimero que no es un cuadrado perfecto.

Para estudiar las Preguntas y observamos que el problema que nos interesa, de naturaleza aritmética, puede
plantearse de manera geométrica, pues una ecuacién P(z,y) = 0 en R? define (siempre que tenga alguna solucién) una curva
algebraica plana C. Entonces la Pregunta [0.5| se traduce en estimar la cantidad de puntos enteros de una curva.

PREGUNTA 0.8. ;Hay alguna estimacion para la cantidad de puntos enteros de una curva algebraica plana C en una
regién acotada, digamos, [0,7]*?

La ventaja de este planteo es que ahora es posible implementar técnicas geométricas para obtener informacién sobre C'.
La Pregunta [0.§ motiva una pregunta opuesta, que también estudiamos en esta tesis:

PREGUNTA 0.9. ;Hay alguna estimacion para la cantidad de puntos enteros de una curva plana “no muy algebraica”?

Por ejemplo, una curva plana “fuertemente no algebraica” serfa {(t,exp(t)) € R? : t € R}, el grafico de la funcién
exponencial.

Esta tesis estudia las Preguntas 0.8 principalmente siguiendo el trabajo de Bombieri y Pila [6] y Helfgott
y Venkatesh [18]. En referencia a la Pregunta Bombieri-Pila desarrollan el método del determinante con el que dan el
resultado:

TEOREMA (Bombieri-Pila). Sea C C R? una curva algebraica irreducible de grado d y R un cuadrado de lado N. Para
todo € > 0, se tiene que existe c¢(d,€) tal que

#(CNRNZ2) < c(d,e)Nate,

donde la constante c(d, ) es efectiva.

Helfgott-Venkatesh [18] obtienen la estimacién del teorema anterior, utilizando el método de Bombieri-Pila, pero medi-
ante una estrategia distinta. En el proceso, desarrollan un método de criba en el plano, que les permite obtener el siguiente
resultado, de interés propio:

TEOREMA (Helfgott-Venkatesh). Sea S C [N]? C Z? con N > 1. Supongamos que existe o > 0 tal que

#{(z (mod p),y (mod p)): (z,y) € S} < ap,
para todo primo p. Entonces, para todo € > 0 se tiene que ocurre alguna de las proposiciones siguientes:

o Eziste una constante ¢ = c¢(a,e) > 0 tal que #S < c¢(a,e)N*
o cxiste una curva algebraica plana C de grado Og.(1) tal que al menos (1 — €)#S puntos de S se encuentran en C

Para la Pregunta[0.9] estudiamos el caso que I sea el grifico de una funcién analitica trascendente. Tenemos el resultado
de Bombieri-Pila, también deducido del método del determinante:

TEOREMA (Bombieri-Pila). Sea f : [0,1] = R una funcidn analitica trascendente. Sea T el grdfico de f. Para todot > 1
ye >0, existe r(f,e) tal que

#((t0) NZ2) < r(f,e)t.

Estudiar los puntos de intersecciéon de curvas “no algebraicas”, o equivalentemente, estudiar curvas que tienen pocos
puntos de interseccion con curvas algebraicas racionales, es importante para muchos problemas diofanticos, como la conjetura
de Manin-Mumford y la conjetura de André-Oort. Pila en [40] da una demostracién incondicional de la conjetura de André-
Oort para producto de curvas modulares, mostrando que se pueden estudiar las curvas “no algebraicas” mediante el estudio
de curvas definidas en alguna estructura O-minimal. Por esta razén, nos van a interesar las estructuras O-minimales, y
vamos a estudiar el teorema de Pila-Wilkie, que en tltima instancia es una generalizacién adecuada de la Pregunta
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TeEOREMA (Pila-Wilkie). Sea X C R™ un conjunto definible en L, una estructura O-minimal que contiene la suma y el
producto de los niumeros reales. Sea € > 0. Se tiene la estimacion

(X — X¥8)(Q, H) = Ox . (T?).

Para entender el teorema de Pila-Wilkie, introducimos el lenguaje de las estructuras O-minimales y analizamos las
propiedades que tienen. Finalizamos explicando cémo se conecta el estudio de curvas “no algebraicas”, o en general, el estudio
de conjuntos definidos en una estructura O-minimal, con estudiar un problema diofantico. Concretamente, estudiamos la
estrategia de Pila-Zannier de [43] aplicada al teorema de Mann:

TEOREMA (Mann, 1965). Sea n > 1 un entero positivo. Sea G(z1,---,x;) € Clxy, -+, 2] un polinomio no nulo.
Entonces el conjunto de puntos torsion de {(x1,---,7;) € C' : G(x1,--+,m;) = 0} es una union finita de coclases de

subgrupos de C* L

2. Estructura de la tesis

El trabajo central para esta tesis es el trabajo de Bombieri y Pila [6], en el que desarollan el “método del determinante”.
Por este motivo, hemos decidido aislar la parte “métodica” de [6] y los resultados que se obtienen como parte de este método.
De esta forma, el capitulo 1 desarrolla la estrategia general del método del determinante, y el capitulo 2 muestra aplicaciones
del método del determinante para estimar soluciones enteras de curvas; estas aplicaciones son del trabajo [6]. Se presentan
dos casos en algin sentido extremos: curvas analiticas trascendentes, y curvas algebraicas. También se esbozan algunas
ideas de qué cosas se pueden intentar hacer con el método del determinante en dimensiones superiores, notando también
como estos primeros intentos tienen limitaciones. Concluimos el capitulo 2 esbozando algunos resultados para dimensiones
superiores, de Heath-Brown [17], que estudian ecuaciones diofdnticas dadas por formas homogéneas.

La idea subyacente del método del determinante es decidir cudndo una familia finita de puntos estd contenida en una
curva algebraica controlada (grado acotado por algunos pardmetros; definida de formas particulares). Esta idea se puede
traducir en detectar una nocién de estructura algebraica de un conjunto de puntos. Esta interpretacién del método es la
que se estudia en el capitulo 3, en el que se prueba, siguiendo los argumentos de [18], que los conjuntos que estdn “mal
distribuidos” y son “grandes” tienen algin tipo de estructura algebraica: estan contenidos de manera controlada en curvas
algebraicas. Este resultado en si es interesante, pues da una suerte de resultado reciproco a la estimacion de Lang-Weil.
Desde el punto de vista de esta tesis, el teorema de Lang-Weil dice que las curvas (y las hipersuperficies) algebraicas son
conjuntos mal distribuidos. Dado que el argumento de Helfgott-Venkatesh se basa esencialmente en desarrollar una criba
para los puntos del plano, introducimos en este capitulo las ideas béasicas de los métodos de criba.

En el capitulo 4 estudiamos el problema de estimar los puntos racionales “pocos algebraicos” de curvas trascendentes, en
un contexto més general, que es el de las estructuras O-minimales. Por esta razén, desarrollamos la teoria de las estructuras
O-minimales para poder estudiar en general los puntos racionales “poco algebraicos” de superficies trascendentes. El objetivo
principal de este capitulo es esbozar la idea detrds del teorema de Pila-Wilkie [42] y sus aplicaciones a la geometria diofdntica,
concretamente, a la conjetura de Manin-Mumford y a la conjetura de André-Oort. Debido a que estas conjeturas son
sumamente profundas, estudiamos casos muy particulares, concretamente, el teorema de Mann, siguiendo la exposicién de
Scanlon de [46].

3. Notacién

La notacién que empleamos es en general estandar. Para A un conjunto finito, #A denotard el cardinal del conjunto A.
El méximo comiin divisor y minimo comiin miltiplo van a ser denotados ged,lem. Dado z € Q*, vamos a denotar H(x) a
la funcién H : Q™ — R que se define como

H(%) := max{|al,b} si a,b € Z,b> 0y ged(a,b) = 1.
H(z1, -+ ,xn) = maxi<i<n{H(z;)}.
Si X C R¥, vamos a escribir
X(Z) = X N7ZF.
X(Q,H):={zxe(XnQ*) : H(x) < H}.
De la misma forma, si X C I[qu con F, un cuerpo de g elementos y E su clausura algebraica, vamos a denotar
XFqp) ={ze(Xn IFZn)}.
Las dilataciones de un conjunto X son una forma sencilla de perturbar al conjunto. Para t > 0, notamos
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tX = {tx:x € X}.
En muchos casos vamos a utilizar estimaciones de cotas, con una notacién mas comprimida. Si f,g: R — R son funciones
con g positiva, si se verifica para todo = € R

[f(z)| < Cg(z),

notamos f = O(g). En general, las funciones pueden usar varios pardmetros y las cotas tener dependencias de algunos de
los pardmetros. Por ejemplo, si

|f(z,y,n)|] < 2"g(z,y),

en este caso la constante C' de antes, ahora 2", depende de n. Notamos f = O,(g). Asi en general, si la constante que
mayora a f contiene pardametros, se los agregamos a la notacién como subindice. También en algunos casos

[f(z)| < Cg(z),

lo vamos a notar f < g, y como recién, si la constante depende de pardmetros a,e,n o los que fuera, los agregamos como
subindices, por ejemplo f <, ¢, g denota que existe C' = C(a,&,n) (una funcién de estos pardmetros) tal que

|f(z)] < C(a, e,n)g().
Usamos la notacién f = g para describir dos funciones positivas tales que se comportan asintéticamente iguales, esto es,

f(x)

A
e o)

Dada una funcién f € C*(I) con I un intervalo cerrado y acotado, para cada par N,k de enteros positivos, denotamos

S
Al = maxi<u<reer N® 1|/<;,7'().
Para notar al conjunto de nimeros naturales del 1 al N vamos a usar la notacién [N]. Dado un conjunto S C Zd, para p

primo notamos
Sp = {(x1, -+ ,zq) (mod p): (21, -+ ,zq) € S}.
Estamos denotando (z1,- - ,2zk) = (y1, - ,yk) (mod p) a la relacién x; = y; (mod p) para todo 1 <1 < k.
Vamos a denotar 14 a la funcién indicadora de A, es decir, la funcién que en z vale 1 si z € A y 0 si no. Con la notacién

Prob, E vamos a denotar respectivamente a la probabilidad y la esperanza de una variable aleatoria.
En general, para distinguir entre escalares y vectores, utilizamos x para denotar un escalar y x para denotar un vector.
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Existe otra razén més por la cudl opté por escribir una secciéon de agradecimientos, motivados por la siguiente analogia:
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CAPITULO 1

El método del determinante

En geometria, el determinante es un objeto algebraico que sirve para modelar el concepto de “integrar” sobre superficies
de dimensiones superiores a 2. Esto es debido a que permite dar una forma de “detectar” cudndo un conjunto de vectores
es linealmente independiente, lo que se traduce en detectar puntos que se encuentran en posiciones “degeneradas” en el
espacio. Concretamente, el determinante en, digamos, R™, mide si vy, -+ ,v, € R™ son los vértices de un paralelepipedo de
dimensién n o no. Esta forma de “deteccién” es buena, debido a que el determinante es una funcién multilineal (alternada).
Por “buena” nos estamos refiriendo a que como objeto algebraico es relativamente sencillo.

La idea de usar el determinante como un objeto que detecta “posiciones concretas” de un conjunto es bastante comun.
El método del determinante de Bombieri-Pila tiene el mismo principio: “detectar cuando un conjunto de puntos se encuentra
contenido en una misma estructura algebraica, sujeta a algunas condiciones”. En el caso que la estructura algebraica sea, por
ejemplo, una curva algebraica, la pregunta tiene bastante sentido, pues el problema de decidir si un conjunto estd contenido
en una curva algebraica, digamos, de grado a lo sumo d, es equivalente a preguntarse si cierto sistema de ecuaciones lineales
tiene alguna solucién (que no sea la nula). En la préctica esto se traduce a considerar una matriz (a;;(x));; que contiene
informacién acerca de la estructura algebraica de los puntos a estudiar. El método luego busca establecer una cota del estilo

(0.1) |det(aij(m))i,j| S D.

Utilizando algtin dato adicional, como que los a;;(x) son puntos enteros, se tiene que det(a;j);; € Z con lo que si D < 1
resulta det(a;;(2));; = 0. Teniendo la estimacién (0.1)) se obtiene:

TEOREMA (Bombieri-Pila). Sea M un conjunto finito de monomios en x,y. Decimos que C es una curva algebraica
definida en M si existe un polinomio P € Rz, y| cuyos monomios son elementos de M. Sean
D= #Ma J = {.7 = (jlaj?) : leyjz € M}7

p= > (it a= > Jo

J=(1.j2)€J j=(j1,j2)€J

Sea f € CP~1([0,N]) y sea T el grifico de f. Se tiene que T'(Z) estd contenido en la union de no mas de

2
D(D—1) 2
(Dp|\f||§1v7D_1) PP NBBID 4 1
curvas algebraicas definidas en M.

El Teoremal[I]resulta 1itil, pues en varios casos es posible determinar explicitamente la cantidad de puntos enteros comunes
de una curva suave I' y una curva algebraica, lo que, combinado con el Teorema [I| nos permite obtener una estimacién de

#I(Z).

1. Resultados preliminares

Sean z,x;,y;; para i,j = 1,---n indeterminadas y sea V(x1,---,xx) el determinante de la matriz de Vandermonde en
ri,- -+, Tk, €8 decir

Ve, o) = [ (@i—=)
1<i<j<k

Sea
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Loy a7t oy
-1
(1.1) gij(z) := ————— det )
V(.’I;l,"' 7mi) 1 T; e x271 ylj
1z - 21 0
el polinomio interpolador de grado a lo sumo ¢ — 1 de los puntos {yx;} en los nodos z1,--- ,z;, es decir, g;; € R[z] es el

unico polinomio de grado a lo sumo 7 — 1 que verifica g;;(z;) = y;; para todo j. Esto puede corroborarse considerando el
determinante

1 T e x’iil ylj
det 71
1z - oz Yij
1z 2l gy(e)
que se anula evaluando en x1,--- ,z; y notando que
1 x - $§71 Y1j 1 z - C(Jliil Yij
det i : = V(21 ,2)gi5(x) + i1

Loy - oy Yij Loz - Yij
1z - 271 gi() 1z - 27t 0

La expresién ([1.1]) del polinomio interpolador nos permite obtener:

PROPOSICION 1.1. Con las notaciones anteriores, se tiene que
V(xly e axn)

(i-1)
1 (n—1)! det(g;; )-

det(yi;) =

DEMOSTRACION. Primero observemos que g;;(z) nos da, desarrollando el determinante por la tltima fila:

Z (71)i+jcjxj71’

1< <i

—1
gz](x) - V(.’El,' . ’vi)

donde los C; son los cofactores correspondientes, que no dependen de x. Luego, derivando 7 — 1 veces respecto de z, sélo
queda el coeficiente de z*~!:

xl P x yl,
. 1 1 .J

(i—1) F— 1)(=1 l—‘r’LC - -
T1, 7;EZ-)(Z M=) V(1)

_ -1 :
9;; (x)=gy; = Vv (i — 1)l det
Lo a7y
Si escribimos ), para denotar que la variable zp es omitida, desarrollando el iltimo determinante por la ultima columna

obtenemos

i—1 -1 . —q ~
(1.2) gz(j = m(l - 1)! Z (D "V (w1, L0 )Ykj -
1, s Lg 1<k<i

Observemos que la ecuacién ((1.2) se puede escribir como un producto de matrices (a-y)i;, con y = (y;5) y a = (a,;) triangular
inferior

ai; = (=1)"IV (21, @5, 20) sy,
donde 1;>; denota la funcién caractéristica del conjunto {(4, j) : ¢ > j}. Lo que acabamos de obtener es la expresién

V(l‘l, R 71‘”)

det(g\: V) = ‘;(56.1.,(-7;,33!) det(v(xl,_..l. = (i — 1)la- 1)),
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con lo que para concluir la proposicién nos basta probar que se tiene

-1
Vi, @i

‘;(:m,('?;_ . )(i = Dla - y)i;) = det(yi;).

Utilizando la multilinealidad del determinante, en particular, la propiedad

det(A - B) = det(A) det(B),

(1.3) n) et

se deduce la igualdad (1.3]) y por lo tanto la proposicién. (I
Es de interés admitir que los coeficientes y;; sean funciones, dependientes de un pardmetro. Vamos a suponer entonces
que y;; == fj(x;) con f;j € C""'([a,b]) y los z1,- -+ ,x, son n puntos distintos del intervalo [a, b]. Escribiendo
1 k-1
(1.4) det(gl; ) =" sen(@) [ oteq):
€S, 1<k<n

queremos usar la identidad algebraica probada en la Proposiciénpara poder acotar. Dado que los g;; eran los polinomios
interpoladores de grado a lo sumo ¢ — 1 de puntos concretos, vamos a recordar un resultado clasico que involucra dichos
polinomios.

PROPOSICION 1.2. Dado n > 0 un entero positivo, sean g < x1 < -+ < T, n + 1 nimeros reales distintos y sea f
una funcidn n veces diferenciable en [xg,z,]. Sea g el polinomio interpolador de grado a lo sumo n de f en los puntos z; y
llamemos a al coeficiente principal de g. Se tiene que existe € € (g, Tn) que verifica f((€) = nla

DEMOSTRACION. Como g tiene grado a lo sumo n, se tiene que g™ (z) = nla para todo z. Sea h(z) := f(z) — g(x).
Dado que h se anula en los z;, luego en n + 1 puntos distintos, tenemos en virtud del teorema de Rolle que h’ se anula en n
puntos distintos del intervalo (zg,z, ). Procediendo asi, concluimos que h(") se anula en algin punto ¢ € (o, x,). Entonces

7€) = g™ (€) = nla. 0

Dado que g;; es el polinomio interpolador de grado a lo sumo 7 — 1 de f; en los puntos z1,-- -, z;, la proposicién anterior
nos dice que existe &; € (0, N) tal que

1 i—1
o P ()
Esto en particular nos permite deducir la siguiente proposiciéon, que es un corolario inmediato de la Proposicion

PROPOSICION 1.3. Sean fi,--- fn € C" Y([a,b]) y sean x1,--- ,x, puntos distintos de [a,b]. Entonces existen puntos
intermedios (£;;):; tales que
V(zy, -, 2n) i1
det(fj(zi)is) = 31y =7 4ot 6

Volviendo a la expresién (1.4), como #5S,, = n!, se tiene

(k 1) (k—1)
/5 5 fotey (€
(1.5) | det(g, (l 1) )| < E H (k ( k)l < n!max M

0€S, 1<k<n 7€ Shien (k —1)!

Para escribir de manera un poco mas compacta , introducimos una norma adecuada sobre C*([a, b]).

DEFINICION 1.1. Sea I un intervalo cerrado y acotado. Sean N,k enteros positivos. Dada f € C*(I) definimos

(%)
— N7 @)
1fllv = max N -
Notemos que || - || .1 define una norma en C*(I). Ahora, sea f € C*(I) y consideremos f; : tI — R definida por
x
fi(x) = tf(?)
Se verifica que f, € C*(tI). Por otro lado, haciendo el cambio de variables z — £ tenemos que ||f;|[¢n,k = || f]|n,5. Esto nos

dice que la norma es “invariante por dilataciones”. Notemos en particular, que para f(z) := z, tenemos f'(z) = 1, f*)(z) = 0
para k > 1, luego en este caso ||f||nx = 1 para I C [0, N].
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PROPOSICION 1.4. Supongamos que fi,--- , fm € C*(I). Entonces
m—1
I TI FAillve < [(B+1)N] 1T 17l
1<j<m 1<j<m

DEMOSTRACION. Para cada x < k, tenemos

dxr I Z iqleeg | J
. . 3 1- m- N
1<j<m i1+t =K 1<j<m

Dado que i1 + -+ +im = K, tenemos [], ., N = N*. Entonces

NtE—1 = Ne—1. ym—& H ]\ﬂjfl7

1<j<m

con lo que, usando la desigualdad triangular:

Nﬁ_l d" K— m—kK z—1|f(2])(x)‘
venel bl B | (ZTCON NS SR A | B i e

K! ) ‘ 15
1<j<m i1t i, =k 1<j<m

Acotando N”*lw < || fjlIn.k, ¥ notando que la cantidad de soluciones en enteros positivos de i1 + - + i, = K estd
1 ;

acotada por (k + 1)™~1, concluimos la proposicién. O

De la Proposicion obtenemos la siguiente estimacién:
COROLARIO 1.1. Sea f € C*(I). Si llamamos g, 4(x) := 2P f ()9, se tiene
+q-1
llgp.allvne < [(k+ NI fl19 -

Podemos reescribir la cota que obtuvimos antes. Usando la Proposicién y la definicién de las normas || - ||nx ¥
acotando, tenemos:

LEMA 1.1. Sean z1 < --- < x,, puntos distintos del intervalo [0, N] y para cada n, sea f; € C"~1([0, N]). Se tiene que

(1.6) | det(f; ()] < [V, 2a)[nN5 T fellvv-1.

1<k<n

La estimacién (1.6) da una cota superior para un determinante que contiene informacién de una cierta familia de (f;)
con condiciones de regularidad, evaluadas en ciertos puntos. En las aplicaciones, lo que se hace es elegir los puntos z; y las
funciones f;.

2. Detectando puntos en curvas algebraicas

En lo que sigue, nuestra meta es buscar una forma de detectar cuando ciertos puntos de una curva estdn en una curva
algebraica; en este caso esa seria la nocion de detectar que los puntos poseen algiin tipo de estructura algebraica.

Sea d > 1. Observemos que una curva algebraica plana de grado d definida por la ecuacién F(z,y) = 0 con deg(F) =d
tiene a lo sumo %(d + 1)(d + 2) monomios. En efecto, si homogeneizamos F, sustituyendo = = %’, y = L, y multiplicamos
por z% obtenemos

ap @y b
2 F Z 2y = la, 10 ,cC
(Z’Z) Z ea,b,cxyz7
a+b+c=d
con lo que la cantidad total de posibles polinomios F' de grado d, que es la maxima cantidad de monomios que puede
poseer un polinomio de grado d, coincide con la cantidad de soluciones no negativas de la ecuacién a + b + ¢ = d, que es

<d+2_ 1> = <d;2> = D. Entonces:
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PROPOSICION 1.5. Sea k un cuerpo. Un polinomio F € klz,y| de grado d tiene a lo sumo D monomios, con

1
(2.1) D = §(d+1)(d+2).
Podemos concluir:

PROPOSICION 1.6. Sea D = 1(d+ 1)(d +2). Dada una familia {Ps}1<s< de puntos del plano, con k < D, existe una
curva algebraica plana de grado a lo sumo d que se anula en todos los Ps.

DEMOSTRACION. Sea {P;}s; una familia de puntos como en la proposicién y notemos Ps; = (as, bs). Reemplazando en
una ecuacion general de un polinomio de grado d, tenemos el sistema de ecuaciones

(2.2) Z cijaibg =0.

i+j<d
Dado que hay D incégnitas (una por cada monomio genérico) y k < D ecuaciones, la ecuacién (2.2]) admite una solucién no
trivial,. Luego existe una curva algebraica plana de grado a lo sumo d que contiene a los k puntos {Ps}1<s<k- ([l

Ahora estamos en condiciones de probar una generalizacién de la Proposicién [I.6] Fijado d > 1, vamos a denotar
Ja:={j = (j1,J2) : 0 < j1,0 < jio, j1 + j2 < d}.
Por la Proposicién tenemos #Jg = D. Si P = (z,y) entonces
Pi = plg2) .— Iy,
LEMA 1.2. Los puntos Py,--- , P, pertenecen a alguna curva algebraica plana de grado a lo sumo d si y solo si

rank(P/)1<i<t jes, < D.

DEMOSTRACION. Sea A la matriz dada por

A= (Pij)n+1§i§n+t,j€Jd'

Se trata de una matriz de t X #J; =t x D. Sit < D, la cota del rango se verifica automéaticamente y la Proposicién [1.6| nos
dice que existe alguna curva algebraica plana de grado a lo sumo d que contiene los puntos. Supongamos entonces t > D y
que

P(z,y) = Y a;aly”,
Jj€Ja

con a; € R definen una curva algebraica plana de grado a lo sumo d que anula a los puntos P, -+, P;. Entonces tenemos
que los a; verifican

Z ajPij =0 para todo 1 <17 < t.

Jj€Ja
Esto es lo mismo que decir que para cada conjunto de indices I C [t] con #I = D, la matriz cuadrada (Pf)le I1,jeJ, DO es
inversible, condicién que es equivalente a que el rango de dicha matriz sea estrictamente menor a D. Puesto que se trata

de una submatriz de A, lo que acabamos de probar es que el rango de A es estrictamente menor a D. Reciprocamente,
supongamos que el rango de A es estrictamente menor a D. Sea rank(A4) =r < D. Sea

Ary = (P)icr,jes,

un menor principal de tamafio r x r de rango maximal con R C [¢], J C J;. En particular, la matriz Agr; es inversible luego
su determinante es no nulo. Como r < D, tenemos que J # Jy luego existe j* = (47, j5) € J4\J. Definamos

Aypj
Q(z,y) = det < o ) .
xhyh JeIu)

Al tenerse que ji + jo < d, resulta f un polinomio de dos variables de grado a lo sumo d y con det(Ag;) de cofactor de
91 y% . Para cada 7 con 1 <7 < ¢ resulta



6 1. EL METODO DEL DETERMINANTE

A .
F(Pr) = det KPZJH =0,
v JjeJU{ji*}

dado que si ¢ € R, la matriz en la que se evalia el determinante tiene dos filas iguales, mientras que si i ¢ I, el determinante
estd forzado a ser 0 pues en caso contrario encontramos una submatriz cuadrada de A de tamaifio (r+1) x (r+1) e inversible,
lo que contradice que r sea el rango de A. ([

Nuestro objetivo es detectar si los puntos enteros de una curva I' en una regién como [0, N]? estdn en una curva
algebraica, digamos, de grado d. Supongamos que I'(Z) N[0, N|? = {Py,--- , P;} donde los puntos {P;}; estdn ordenados por
abscisa creciente. Podemos apelar a la Proposicién sis <D conD = %(d + 1)(d + 2), entonces tenemos que todos los
puntos estan sobre una curva algebraica plana de grado a lo sumo d. De tenerse s > D, agrupamos todos los Py, -+, Py, 1
que podemos cubrir por una misma curva algebraica de grado a lo sumo d, es decir, manteniendo el orden de los puntos
{P;}i, se tiene que los puntos Py,---, P, _1 estdn contenidos en alguna curva algebraica de grado a lo sumo d, pero los
puntos Pj,---, P, no. Luego continuamos este procedimiento, agrupando P, ,---,P,,—1 de manera “maximal”’. Este
procedimiento necesariamente termina (hay finitos puntos). La nocién de “estructura algebraica” en este caso es, entonces,
que los puntos estén contenidos de manera “controlada” en curvas algebraicas de grado “pequeno”.

A priori, para saber la cantidad de curvas empleadas en este procedimiento, requerimos conocer s = #I'(Z), que es
exactamente lo que queremos acotar. El método del determinante de Bombieri-Pila permite invertir este proceso.

Formalicemos los pasos que mencionamos. Dada I" una curva (el gréfico de una funcién suave, una curva regular), sean
Py, , P, los puntos de coordenadas enteras de I' N [0, N]2?, ordenados por orden creciente de abcisa. Luego Py = (x4, y:)
con xy,y; € Z. Sea d > 1 un entero positivo.

Definimos la secuencia finita de enteros (n;); de la siguiente forma:

(1) nog = 1

(2) Supongamos n;_1 ya definido. Entonces n; es el inico entero tal que los puntos P; para n;_1 < i < n; se encuentran
en alguna curva algebraica plana de grado a lo sumo d pero los puntos P; para n;_1 < ¢ < n; no, si tal entero n;
existe. Caso contrario, la secuencia termina con n;_1

Por la Propiedad tenemos que D — 1 puntos se encuentran siempre en alguna curva algebraica plana de grado a lo
sumo d. Luego se tiene n; —n;_1 > D — 1. El Lema nos permite obtener

COROLARIO 1.2.

J —
o rank(P/ ), , <i<njes, =D — 1.

J J—
o rank(P! ), ,<i<n, jes, = D.

Veamos ahora como combinaremos el Lema y el Lema para acotar s = #I' N[0, N]?. Para ello, notemos lo
siguiente. Si conseguimos A > 0 que cumpla

|xnk+1 - Ink‘ > Aa

para todo k, con (ng) la secuencia que armamos cuando cubrimos los Py, entonces tenemos que los puntos zp, , Tn,, - - , Tn,
estan distribuidos en [0, N| separados por distancias de al menos A. Esto implica que n; < % y como los puntos de abcisa
entre Tp, y Tp,,, estdn todos contenidos en una curva algebraica plana de grado a lo sumo d, resulta que los Py, -, P

estan contenidos en a lo sumo % curvas algebraicas planas de grado a lo sumo d. Esto quiere decir que conseguir una cota

suficiente buena de A implica conseguir una cota buena de s. Ese es el objetivo del préximo lema.

Sea f : [0, N] = R una funcién suave. Consideremos I el grafico de f. Notemos que T'(Z) es finito. Lo que vamos a hacer
es cubrir a I'(Z) por curvas algebraicas planas de grado a lo sumo d. Para estimar la cantidad de curvas del cubrimiento,
usamos el Lema para dar una cota inferior a |z, , — zp,|.

LEMA 1.3. Sea d > 1 un entero positivo y sea D = 1(d+ 1)(d +2). Sea T el grifico de f € CP~1([0,N]) y escribamos
T(Z) = {Py,---,Ps}. Consideremos la secuencia finita de enteros positivos (n;) introducida en el pdrrafo anterior para T.
Si P, = (x, f(xr)) se tiene que

__ 4 _ 8
|y — ng| = (D] fllnpo1) " N1 s@e

DEMOSTRACION. El Corolario [1.2|dice que la matriz (P} )n,<i<n,,,,jeJ, tiene rango D. Entonces existe un subconjunto

K2

I C {ng,---,n41} de cardinal D tal que la matriz (P/)ics,jes, de tamafio D x D es inversible. Como los P; tenian

S i 1 ; . . j
coordenadas enteras, si j = (j1,j2), los valores P} = x/' - f(x;)’> son enteros. Esto nos permite concluir que (P/)icr jes, €s
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una matriz inversible de coordenadas enteras, con lo que A = det((P})icr je,) s un entero no nulo. Tenemos en particular
|A| > 1. Ahora usamos el Lema con la matriz (P/), obteniendo:

—D(D=3)

(23) ‘Al = ‘det(Pij)iEIJEJd‘ < |V(1‘m,$nl+1,-~- axnz+1)|N 2 D! H ||fj||N7D—1'
J€Ja
donde
f(j17j2)<37) = lef(m)b'
Dado que V(2y,, - ,%n,,,) consiste de todos los productos x; — x; con i < j,i,j € I, podemos acotar cada |z; — ;| por
|Tn,,, — Tn,|. Dado que hay @ de tales posibles productos, concluimos que
D(D-1)
(24) |V(xnl? T 7xnz+1)| S ‘anl - x’nl| 2

Ahora, el Corolario nos da una cota para las normas de las funciones f;:

(2.5) 1fillv,p—1 < (DN) 27| f[1% by
Usamos la expresién (2.5]) para acotar el producto de las normas || f;||n,p—1 en la expresién (2.3). Nos queda

(2.6) [T (ONY 1112 -

Jj€Ja
Contando bien las potencias de cada factor que aparece en el producto, combinando las desigualdades (2.4)), (2.6) y usando
la cota D! < DP en llegamos a

D(D—1)
_ 2 dD
1< jaf< (Bt T om s,
Despejando y usando que
d 2d 2d 2
= < < :
D—-1 d+4+3d+1~ d*+3d~ d+3
obtenemos la cota del lema. O

Podemos entonces concluir:

LEMA 1.4. Sea d > 1 un entero positivo, D = 3(d + 1)(d+2) y f € CP~1([0,N]). Entonces los puntos de coordenadas
enteras de I' dada por el grdfico de f estin contenidos en la unidon de no mds de

8
1 3(@+3)
3(I1fllx.p-1N)

1
curvas algebraicas de grado a lo sumo d. St ||f||3 p_1N > 1, entonces tenemos que la cantidad anterior no excede

(113,01 N

+1

8
) 3(d+3)

3. Una generalizacion

Nuestro objetivo ahora es refinar el Lema[I.4] algo que conseguiremos obteniendo mayor control de las curvas algebraicas
con las que cubrimos una curva. Esto lo vamos a conseguir restringiendo los monomios que aparecen en las ecuaciones que
definen a las curvas

Sea M un conjunto finito de monomios en las indeterminadas x,y y sea C' una curva algebraica plana definida por
G(z,y) =0 con G € R[z,y].

DEFINICION 1.2. Decimos que C estd definida en M si los monomios que aparecen en G pertenecen a M.

OBSERVACION 1.1. Observemos que tomando M = {x71yI2 : j; + jo < d}, decir que C estd definida en M es equivalente
a decir que C tiene grado a lo sumo d. Estas son las curvas que detectamos en la seccidn anterior.
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Usando argumentos analogos, podemos deducir el siguiente lema:

LEMA 1.5. Sea M un conjunto finito de monomios en x,y. Definamos D := #M y Jp = {j = (j1,72) : 2/2y2 € M}.
Los puntos Py, --- , Py pertenecen a alguna curva algebraica plana definida en M si y sélo si

rank(PiJ)lgigt,je]M < D.
Sean ahora Py, - - - , Ps los puntos de coordenadas enteras de I'N[0, N] con T' una curva (suave, algebraica). Escribamos
P, = (z4,y:) con x4,y € Z. Definimos una secuencia finita (n;);, que generaliza la secuencia de la seccién anterior, como
sigue:
(1) nNg = 1
(2) Supongamos n;_1 ya definido. Entonces n; es el inico entero tal que los puntos P; para n;—; < i < n; se encuentran
en alguna curva algebraica plana definida en M pero los puntos P; para n;_1 < i < m; no, si tal entero n; existe.
Caso contrario, la secuencia termina con n;_q

Igual que antes, deducimos:

COROLARIO 1.3. Sea M un conjunto finito de monomios en x,y. Sean D := #M y Ja = {j = (j1,j2) : 291y72 € M}.
Para la sucesidn (ny); del pdrrafo anterior se tiene:
[ nl+1—m ZD—l.
o rank(P;)n,_,<i<nijes, =D — 1.

] —
o rank(P/ ), ,<i<n, jes, = D.

También obtenemos una cota inferior para |x,,,, — 2,,|, siguiendo los mismos pasos que antes.
LEMA 1.6. Sea M un conjunto finito de monomios en x,y. Sean D := #M y J := {j = (j1,52) : v91y’? € M}.
Definimos p == 3, ;(j1 + ja), ¢ = X jcsJ2. Sea T el grdfico de f € CP71([0,N]) y escribamos T(Z) = {Py,---, Ps}.

Consideremos la secuencia finita de enteros positivos (n;) introducida en el pdrrafo anterior para I'. Si P, = (xg, f(z1)) se
tiene que

2
D(D—1) 1

_ 2p
s =l = (D711 1151 NP,

Finalmente de este lema deducimos la versién generalizada del Lema

LEMA 1.7. Sea M un conjunto finito de monomios en x,y. Sean D, J,p,q como en el lema anterior. Sea f € CP~1([0, N])
y I' el grdfico de f. Entonces los puntos de coordenadas enteras de I' estan contenidos en la union de no mds de

2
(Dp|\f||§V7D71) PO e 41

aq
curvas algebraicas definidas en M. Si||f||% p_1N > 1, entonces tenemos que la cantidad anterior no excede

2p

2
2 (Do)l p) "7 N

4. El problema en dimensiones superiores

El objetivo de esta seccidn es ver como las ideas anteriores se pueden aplicar a superficies regulares en vez de curvas
regulares. Vamos a dar resultados probados en [39][pdg. 210-213].

Las dificultades que surgen al buscar estructura algebraica en conjuntos de dimensiones superiores se deben a que la
geometria misma del espacio ya de por sf es més rica. Por ejemplo, en R? nuestra nocién de *‘estructura algebraica” de un
conjunto estaba basada en que el conjunto estuviera contenido de manera controlada en curvas algebraicas planas. En R3,
en un principio tenemos hipersuperficies algebraicas, con lo que podemos aspirar a estudiar si un conjunto estd contenido
en hipersuperficies algebraicas, de manera controlada, pero no es esperable distinguir si estas hipersuperficies son curvas o
superficies algebraicas. Incluso el concepto clasico de superficie suave es més delicado.

En lo que resta del capitulo, vamos a estudiar conjuntos 2 C R™ que admiten una parametrizacién de la forma ¢ :
[0, N]k — R™, es decir, ([0, N]*) = Q. Vamos a usar la siguiente notacién. Si P; = (x1;,--- ,2y;) entonces vamos a notar
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k
Pl =1
1=1
Dados k, d enteros positivos, vamos a definir
Jea={i eNF|j| <d}, #Ji(d) = Dy(d),

Para a = (ay, - ,ax) € N*, definimos
k
la| := Z a;.
i=1
LEMA 1.8. Los puntos P41, , Puyy € RF pertenecen a una misma hipersuperficie algebraica de grado a lo sumo d si
y solo si

rank(P} )ns1<nttjes (@) < Dr(d),
La demostracién de este lema es exactamente la misma que la del Lema Ahora obtenemos un resultado como en el

Lema [l 1]

LEMA 1.9. Sean k,n,d enteros positivos y D = D, (d) del lema. Existe un entero positivo b = b(k,n,d) y una constante
positiva B = B(k,n,d) tal que si ¢1,--- ,¢p : R¥ — R son de clase C**1([0, N|¥) entonces dado U C R¥ de radior < 1y
dados 2V |- 2(P) € [0,1]* N U, se tiene

| det(¢s(29)) 1< j<D)| = ONgy - pp,a(rP).

Las constantes del Lema son efectivas; la dependencia en las funciones ¢; aparece en término de las normas || - ||y .k
aunque, en este caso, son muchas méas derivadas las que hay que considerar y por ello consideramos la dependencia dentro
de la constante. De nuevo, la demostracién es bastante similar al Lema Consultar los detalles en [39].

Dado t > 0, consideramos la dilataciéon

QZ,t) :={aecQ:tactQZ)}.
Es de interés estudiar las dilataciones pues permiten entender cémo un tipo sencillo de perturbacién afecta a la estructura
algebraica de una superficie. Se tiene:

TEOREMA 1.1. Sean k,n,d enteros positivos. Entonces existe un entero positivo b = b(k,n,d) y una constante positiva
e =¢e(k,n,d) tal que si ¢ : [0, N]* — R" es de clase C**1([0, N]¥) y t > 1, entonces se tiene que Q(Z,t) estd contenido en la
union de a lo sumo

Og.a,n (t°)
hipersuperficies algebraicas de grado a lo sumo d.

DEMOSTRACION. Al igual que en el Lema si escribimos ¢ = (é1, -+ , ¢n ), consideramos

¢a = H (b?ia
i=1

con |a] < d. Sean U C R™ un disco de radio r < 1 a elegir y Py,--- , Pp puntos de [0, 1]* N U tales que ¢(P;) € Q(Z,t) para
todo 7. A continuacién, usamos el Lema[I.9] y obtenemos

| det(¢a(Pj)jaj<d,1<j<D)| = On,g,a(r?).

Como ¢(Q;) € Q(t,Z), se tiene que t¢(Q;) € Z. Entonces, multiplicando por ¢ en cada fila de la matriz ¢a(P;)jaj<d,1<j<D>
se tiene que existe un V = V' (k,n, d) tal que

(4.1) tV det(¢a(Pj)jaj<d,1<j<D) € Z.

Puesto que 7 podemos elegirlo muy chico, podemos considerarlo de manera que los ¢;(Q;) sean muy pequefios, de manera
que el producto (4.1)) tenga médulo menor a 1, luego se verifica

det(¢a(Pj)jaj<d,1<j<n) = 0,
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para cualquier eleccién de los P; € [0,1]* N U, con ¢(P;) € Q(Z,t). Por ejemplo, si la constante del Lema es ¢, entonces

alcanza con tomar r < (ctv)*ﬁ. Por el Lema todos estos puntos se encuentran en una sola hipersuperficie algebraica de

grado a lo sumo d. Como [0, 1]¥ es compacto, si cubrimos con discos cerrados de radio suficientemente pequefio, por ejemplo

r < %(ctv)*% podemos extraer un subcubrimiento finito y, por cada disco que nos quedd, sabemos que los puntos estan

contenidos en una sola hipersuperficie algebraica de grado a lo sumo d. Notemos que la cantidad de discos del subcubrimiento
EV

es del orden de ON7¢,d(t%) donde la constante involucrada contiene a la constante c¢. Llamando € = 5, esto nos da la

estimacién que queremos. O

Utilizando un razonamiento similar a la demostraciéon del Teorema [1.1, podemos dar una estimacién para los puntos
racionales de €2 de altura acotada. Recordemos que para nosotros, si a = (Z—ll, cee Z—:), con ged(ag, b)) =1y b; > 0 para todo

i, entonces H(a) := maxi<i<n{|ail, b;}

TEOREMA 1.2. Sean k,n,d enteros positivos. Entonces existe un entero positivo b = b(k,n,d) y una constante positiva
e =¢&'(k,n,d) tal que si ¢ : [0, N]* — R™ es de clase C**1([0,1]) y H > 1, entonces se tiene que Q(Q, H) estd contenido en
la union de a lo sumo

Og,a,n(H?)

hipersuperficies algebraicas de grado a lo sumo d. Ademds, para k,n fijos con k < n se tiene ¢'(d) — 0 cuando d — +oo.

DEMOSTRACION. Vamos a utilizar el Teorema para ver que, usando el Lema tenemos puntos de un disco
dentro de una hipersuperficie algebraica de grado a lo sumo d. Luego cubrimos por discos de radio pequeno, extraemos un
subcubrimiento y concluimos una cota. Sea entonces U C R¥ disco de radio » < 1 y consideremos Py, - - - , Pp,,(q) puntos
tales que para todo j se tiene P; € [0,1]* N U y ¢(P;) € Q(Q, H). Sean by, -+ ,bp, (4) racionales con |b;| < H para todo j
tales que b;¢(Q;) € b;Q(Z). Entonces

Dy (d)
(4.2) H b;* | det(¢a(P;)aj<d,1<j<D) € Z.
Jj=1

Como H?:"l(d) b‘j < HPn(d) | considerando U de radio r < (cH_an(d))_% donde c es la cota del Teorema tenemos que

el determinante (4.2) tiene médulo menor a 1. Concluimos

det(pa(P;)jaj<d,1<j<p) = 0,

de lo que deducimos, mediante el Lema que los puntos Pi,---, Pp, (q) estdn contenidos en una sola hipersuperficie de

grado a lo sumo d. Tomando €¢’'(k,n,d) = gﬁf’;fﬁ;, un andlisis cuidadoso de quién es la cota B(k,n,d) (ver [39]) muestra que

g’'(k,n,d) — 0 cuando d — +oo. Concluimos la demostracién mediante un argumento similar al del Teorema O

OBSERVACION 1.2. Los métodos anteriores no permiten distinguir entre hipersuperficies algebraicas irreducibles; el
cubrimiento que aseguran los resultados es de hipersuperficies en general.

OBSERVACION 1.3. Es posible dar alguna cota explicita para la cantidad de discos que cubren el (0,1)F (aunque dar
una cota buena del cubrimiento no es un problema sencillo). También es posible observar que si cambiamos [0,1]¥ por un
dominio J C R* convexo compacto, exactamente los mismos resultados se mantienen. La convexidad es usada en el Lema '
consultar los detalles en [39].

5. Esquema general del método del determinante

Los resultados de las secciones anteriores se suelen utilizar siguiendo una estrategia similar, conocida como “método del
determinante de Bombieri-Pila”, debido a que fue introducido por Bombieri y Pila en [6], e involucra la estimacién de un
determinante. Podemos resumir la estrategia del método en los siguientes pasos:

e Consideramos un conjunto finito {P;}1<;<, de R™, con m > 2. Consideramos una matriz adecuada (a;;);; tal que
det(ai;)i; = 0 siy sélo si los puntos {P;}; estan contenidos en una hipersuperficie algebraica particular (como en el

Lema [1.2] Lema 1.5 Lema[L.8).

e Obtenemos una cota superior e inferior para el determinante det(a;;);; (como en el Lema|l.1} Lema|1.9)).
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Usualmente, el método del determinante se aplica para estimar la cantidad de puntos enteros, o puntos racionales de
altura acotada, de un conjunto, como el grafico de una funcién suave. En estos casos, el método se aplica de la siguiente
manera. Sea X C R™, con m > 2.

e Cubrimos el conjunto X (Z) o X(Q, H) con hipersuperficies algebraicas.

e Por medio de la estrategia del método del determinante esbozada en el parrafo anterior, obtenemos una cota para
la cantidad de hipersuperficies algebraicas que cubren X (Z) o X(Q, H) (como en el Lema[l.4] Lema[l.7} LemalT.2).

e Estimamos #(X N S), con S una hipersuperficie algebraica del cubrimiento del primer paso.

e Combinando las estimaciones de los dos pasos anteriores, obtenemos una cota superior para X (Z), X (Q, H).

El tercer paso de la estrategia recién esbozada es delicado, debido a que podria ocurrir que #(X N.S) = 400 para alguna
hipersuperficie algebraica. Esta problematica, sin embargo, se puede “solucionar” cubriendo al conjunto X a estudiar con
hipersuperficies algebraicas particulares; en el caso que X C R2, por ejemplo podemos restringirnos a curvas algebraicas
definidas en un conjunto de monomios M. De cualquier forma, atin cuando #(X N S) es finito, es dificil obtener cotas
superiores para #(X N S) suficientemente uniformes, por ejemplo, en el grado de la hipersuperficie S.

El método del determinante es utilizado en varios trabajos. Ademéds del trabajo original [6], es empleado en [38], [39],
[41], [18], y es generalizado por Heath-Brown en [I7]. En los préximos capitulos vamos a usar el método del determinante
de manera clave.






CAPITULO 2

Puntos enteros y racionales en curvas y superficies

Consideremos una curva plana rectificable I' simple parametrizada por o : [0, N] — R?, es decir, o parametriza una
curva de R? a la que se le puede calcular su longitud aproximando con poligonales, y que no se corta a s{ misma. Notemos
que I' contiene finitos puntos de coordenadas enteras. Sean tg < t; < --- < t; los tiempos en los que o toma valores enteros,
es decir, I'(Z) = {o(t;) }1<i<x. Tenemos que para 1 < i < k, o([t;—1,t;]) es una curva simple, debido a que I' era simple.
Poniendo I'; = o([t;—1,ti]), se tiene

1<i<k+1
de donde deducimos, usando que I' es simple,
long(T") > Z long(T;),
1<i<k
con long(T"),long(I';) las longitudes de las curvas respectivas. Como los puntos o(t;);.,;<, tienen coordenadas enteras,
tenemos que la longitud del segmento que une dos puntos consecutivos o (t;_1),o(t;) es al menos 1, con 1 < i < k. Esto nos
dice que la longitud de cada tramo I'; es al menos 1, con 1 < i < k. Concluimos entonces
long(T") > Z I >k
1<i<k
Si llamamos long(T") = I, lo que obtuvimos recién no es otra cosa que la desigualdad k¥ < [. Dado que habia k + 1 puntos de
coordenadas enteras, acabamos de probar:

PROPOSICION. Sea I' una curva rectificable simple de longitud I. Entonces
#I'(Z) <1+1.

Sin hipétesis adicionales, la cota anterior es éptima. En efecto, si consideramos o(t) := (¢,0) con t € [0, N], resulta que
I’ = o(]0, N]) tiene longitud N y posee exactamente N + 1 puntos de coordenadas enteras. Sin embargo, es posible mejorar
la cota mediante hipdtesis adicionales de regularidad. Jarnik (1925) en [20] dio un resultado, asumiendo que la curva venia
dada por el grafico de una funcién f : [0, N] — R continua y estrictamente convexa, es decir, para todo t € [0, 1] y todo par
x,y € [0, N] se tiene
[tz + (1 =t)y) <t(fz) + (1 =1)f(y).

La cota de Jarnik queda enunciada en la siguiente proposicién.

TEOREMA (Jarnik). Sea T una curva de longitudl que es el grdfico de una funcién f : [0, N] = R continua y estrictamente
convexa. FEntonces se tiene que

Wl

(0.1) #T(Z) < 3(47) 7515 + O(I3).

Podemos decir a secas, que sil > 1, entonces #I'(Z) = O(lg)7 siendo la primera hipdtesis para nada restrictiva a nuestro
interés debido a que una curva de longitud 0 < ! < 1 no tiene puntos de coordenadas enteras. Swinnerton-Dyer (1972) [52]
mejora el exponente % en asumiendo que la curva convexa cumple condiciones adicionales de suavidad.

Si bien resulta intuitivo que la longitud de una curva I' determina una cota general para #I'(Z), para poder obtener una
cota mas precisa, fue necesario agregar una hipétesis acerca de la convexidad de la curva. Si I' viene dada por el grafico de
una funcién f : [0, N] — R? para determinar la convexidad de f se puede recurrir a estudiar el signo de f”, siempre que
exista. Si f” > 0 tenemos que f es estrictamente convexa; si f” < 0, tomando g(z) := — f(z) podemos aplicar el teorema 2] a
g. No obstante, puede ocurrir que f”(x) = 0 para posiblemente muchos puntos. Estas observaciones nos dicen que para una
f bastante complicada, se requeriria conocer demasiada informacién para aplicar el Teorema [2| Esencialmente, el problema

13
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que surge aqui es el de obtener una cota uniforme (que no dependa de cada tramo). En esta direccién, Schmidt (1985) en
[48] obtiene una cota uniforme:

TEOREMA (Schmidt). Sea f € C3([0,N]) con |f(z)| < N y f”(x) # 0 para z € [0, N]. Denotemos I' al grdfico de f.
Entonces para todo € > 0, se tiene la estimacion

(0.2) #T(Z) = O (N37°).

Las curvas algebraicas planas vienen dadas por una ecuacién f(z,y) = 0 con f € Rz, y|. Si f es irreducible, posee finitos
puntos singulares. Esto en un principio nos dice que si I' es una curva algebraica plana geométricamente irreducible, se
podria descomponer en tramos que son graficos de funciones suaves, estudiar la convexidad de estos tramos, y luego tratar de
utilizar el Teorema oel Teorema sobre cada porcién [0, N]2 del plano. De nuevo, calcular los puntos singulares de una
curva involucra calcular las soluciones de un sistema de ecuaciones de dos polinomios de dos variables. Adicionalmente, hace
falta tener un buen estudio de cada parametrizacion de los tramos. Si bien tedricamente parece funcionar este procedimiento,
requiere demasiada informacién de T', y con tanta informacién no harfa falta recurrir a las estimaciones del teorema [0.1] y
el teorema Ademés, no parece esperable obtener una cota razonablemente uniforme para las curvas algebraicas de,
digamos, grado d (ver pregunta, pues deberiamos poder acotar uniformemente las derivadas de las parametrizaciones de
los tramos. Bombieri y Pila (1989) estudian estas probleméticas y otros relacionadas en [6]. Con respecto al resultado de
Schmidt, obtienen:

TEOREMA (Bombieri-Pila). Sean d > 4 y N > 1 enteros positivos. Existe ¢ = ¢(d) tal que para toda curva T' que es el
grdfico de una funcién f € CP(I) con D := 1(d+1)(d+2) e I es un intervalo de longitud N, |f'| <1y fP) con a lo sumo
m ceros, se tiene la estimacion:

1
2

#T(Z) < (m+ 1)c(d)N=+ats |
Para el problema de curvas algebraicas, Bombieri y Pila obtienen

TEOREMA (Bombieri-Pila). Sea C' una curva algebraica geométricamente irreducible de grado d > 2 y sea N > exp(d®).
Entonces

#(T(Z) N[0, N]?) < N exp(12+/dlog(N) loglog(N)).

Lo novedosdﬂ del trabajo es, justamente, la obtencién de cotas uniformes en el grado de las curvas algebraicas.
Bombieri y Pila en [6] también dan una estimacién para los puntos enteros en las dilataciones de curvas trascendentes:

TEOREMA. Sea f : 1 — R una funcion analitica trascendente, con I un intervalo cerrado y acotado. Sea I' el grdfico de
f. Sea e > 0. Entonces para todo t > 1 se tiene

#(I)(Z) = Oy.(t°).

Este resultado es de interés, debido a que da una estimacién para los puntos racionales de una curva analitica trascendente.
Concretamente, tomando ¢ = N un entero positivo, el teorema anterior da una cota para los puntos racionales de denominador
N de una curva trascendente I'.

En este capitulo, vamos a aplicar el método del determinante para probar las estimaciones de Bombieri-Pila para curvas
analiticas trascendentes y curvas algebraicas planas, siguiendo esencialmente los pasos del trabajo original [6]. El caso de
curvas analiticas trascendentes es tratado en la seccién 1. El caso de curvas algebraicas, requiere un poco mas de cuidado,
y es desarrollado en las secciones 2, 3 y 4. En la seccién 5 explicamos brevemente el problema de contar puntos enteros y
racionales en hipersuperficies algebraicas y curvas algebraicas del plano proyectivo, principalmente mencionando los resultados
de Heath-Brown de [17].

1En verdad, por métodos de naturaleza distinta a los empleados en [6], ya se conocian estimaciones uniformes en el grado de las curvas
algebraicas; por ejemplo, en [5], se emplea la técnica de la criba grande para acotar los puntos enteros de las curvas algebraicas de grado a lo sumo
d, obteniendo una cota uniforme en el grado de las curvas.
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1. Puntos enteros en curvas analiticas

El ejemplo opuesto a una curva algebraica podria decirse que es una curva trascendente (por ejemplo el gréfico de
f(x) ;== exp(x)). Es de esperar que una curva asi tenga pocos puntos enteros. En esta seccién vamos a estudiar los puntos
enteros de curvas trascendentes analiticas. Bajo estas condiciones, el uso del Lema nos permite concluir una estimacién
de los puntos enteros de I'. Primero, establecemos un lema sencillo.

LEMA 2.1. Sea f : [0, N] = R una funcidn analitica trascendente. Sea T el grdfico de f. Si v es una curva algebraica
plana realEL entonces #(I'N ) < oo.

DEMOSTRACION. Sea P € R[z,y] que define a la curva algebraica plana 7. Como f es trascendente, se tiene que
g(x) == P(z, f(x)) no es idénticamente nula en [0, N]. Supongamos que #(I' N v) = oo,. Luego existe (2, Yn)nen una
sucesién en I' N+ que tiene limite (z,y) € T N~y y (z,y) es un punto de acumulacién de I' N v. Como (zn,yn) € 7, se tiene
que P(z,,yn) = 0. Adicionalmente (z,,y,) € T con lo que y, = f(x,). Esto nos dice que P(z,, f(x,)) = 0 para todo n.
De manera similar se tiene que P(z, f(z)) = 0. Dado que g(x) = P(z, f(z)), tenemos que g es analitica en [0, N] y se anula
en un conjunto con un punto de acumulacién. Este hecho implica que g es idénticamente nula en [0, N], lo que contradice
que f sea trascendente. (I

OBSERVACION 2.1. Fijado d € N y T el grifico de f : [0, N] = R una funcién analitica trascendente, se tiene que existe
p(T,d) tal que #(T'N ) < p(f,d) para toda v una curva algebraica plana real de grado d, es decir, existe una cota uniforme
para la interseccion de I' con cualquier curva algebraica de grado d.

Ahora podemos estudiar las dilataciones de una curva analitica no algebraica:

TEOREMA 2.1. Sea f: I — R una funcion analitica trascendente, con I un intervalo cerrado y acotado. Sea I' el grifico
de f. Sea € > 0. Entonces para todo t > 1 se tiene

#(I0)(Z) = Oy .e(t°).

DEMOSTRACION. sea I C [0, N]. Por el lema tenemos que para toda -y una curva algebraica real, se tiene #(I'N~y) <
oo. Por la observaciéon existe un ndmero p(f,d) tal que #(I' Ny) < p(f,d) para toda v una curva algebraica plana real
de grado d.

Del Lema[T.4] sabemos una cota para la cantidad de curvas algebraicas de grado a lo sumo d con las que podemos cubrir
I'(Z). Como cada una de estas curvas del cubrimiento tiene a lo sumo p(f,d) puntos de I', concluimos

#T(2) < p(f,d) [3(1F113,p V)T +1].

Ahora, sea t > 1. Como tI" = {(tz,tf(x)) : © € I}, haciendo el cambio de variable tx = y, obtenemos que ¢I" es el gréfico

de la funcién g(y) := tf(¥) para y € tI. Dado que la norma || - ||y, p—1 es invariante por dilataciones (ver comentarios
posteriores a la definicién [L.1)), resulta ||g||r,p—1 = ||f||1,p—1 lo que da, usando la cota anterior con el gréfico de g:
2
#UD)@) < o7.) [31ITET, o N 1],
Multiplicando y dividiendo por ¢¢ y usando el hecho que t7 < 1 parat > 1 y € > 0, concluimos el teorema. O

OBSERVACION 2.2. Notemos que el Teorema nos da, para t = N, una cota para la cantidad de puntos racionales
(£,2) €T, ya que, si consideramos (Nc1,Nca) con (c1,c2) € T(Z), entonces (5,%) es un punto racional de T', de
denominador N. Reciprocamente, todo punto racional de I' de la forma ¢ = (%, %) verifica Nc € NT'(Z). Luego, el
Teorema[2.1] es equivalente a

# (%, %) el :a,beZ}=0p.(N°).

OBSERVACION 2.3. Los coeficientes p(f,d) que aparecieron en la demostracion, no fueron construidos de manera explicita.
En este sentido, el Teorema[2.1] no da una cota efectiva.

A continuacién, damos tres ejemplos que estudian distintos aspectos del Teorema El primer ejemplo es de [6],
mientras que el segundo y tercer ejemplo son de [39].

2Esto quiere decir que la ecuacién f(z,y) = 0 que la define viene dada por un polinomio con coeficientes en R
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EJEMPLO 2.1 (Bombieri-Pila). Destaquemos que los p(f,d), para una [ dada, pueden crecer arbitrariamente, con lo que
no se puede obtener una cota independiente de d. Por ejemplo, sea (d,)n una sucesion estrictamente creciente de enteros
positivos. Definamos la expresion formal

“+o0
22 a2 =3 @)

k=1 i=0
donde

d;
filw) =274 [ (@ —27%).
k=1

Veamos que esta expresion formal tiene sentido analitico en el disco unitario. Para ello, primero notemos que si |z| < 1,

entonces |z — 27%| alcanza el valor mdzimo con z = —l. Luego, la funcién fi(x) de la suma verifica la cota
|f’L ‘<2dH 2—2dH1+2 (k— 1))
k=1

Para acotar el producto, tomamos logaritmo y usamos log(z) < x — 1.

D log(1+27F) <Y ok =91 — 274,
k=1 k=1

Podemos entonces acotar | f;(x)| como
[filw)] < 272 [ere® ] < A2,

donde A es una constante positiva. Se concluye que las f; convergen uniformemente para |z| <1 y por lo tanto f define una
funcion analitica en el disco. Ahora, consideremos y; la curva algebraica plana definida por la ecuacion

)= filx) -
§=0
Resulta que g; tiene grado d; y, como
i
= Zfi(x) si1<j<di,
tenemos que g;(277, f(277)) = 0 para tales j. Luego p(f, i) > #(Nv;) > dig1. Como los d; pueden crecer arbitrariamente,

los p(f,d;) también.

EJEMPLO 2.2 (Pila). En general, no se puede mejorar la cota del Teorema . Sea € : [1,00) una funcidn estrictamente
decreciente tal que (t) — 0 cuando t — +00. Definimos una sucesion {N;}jen de enteros positivos de manera inductiva, de
la siguiente manera: sea No = 1. Suponiendo definidos Ny, -, Ni_1, sea Ny definido de manera que N >k, Ni—1 | Ni, y

8(]\7,?]’“_12’“*1) < . Para cada k € N, sea ty, fNN’“ 12}C L X, *{N 11 €72,0<i< Ny}. Definamos

22_ H (x — 2).

z2€Xg

Al igual que en el ejemplo la funcion f es cmalmca en [0,1]. Sea T el grdfico de f. Si x € X, entonces Nyx € Z y
trf(z) € Z, con lo que

FET(2) > Ny > exp(DBU)) _ 7t 5 o)
2Nk

EJEMPLO 2.3 (Pila). Este ejemplo muestra que es clave la compacidad del intervalo I en el Teorema . Sea, como en el
Ejemplo e:[1,400) = R una funcidn estrictamente decreciente con e(t) — 0 cuando t — +o0o. Definimos la secuencia
{t; : j € N} de enteros positivos, inductivamente, de la siguiente manera. Sea to = 1. Supongamos que to,t1,--- ,tx—1
estdn definidos, luego sea ty, definido de manera que t,_1 | try e(ty) < 27571, Construimos una funcion f : (0,1] analitica
trascendente de manera que en el intervalo (27’“71’2%], st tyx € Z, entonces tif(x) € Z (ver el ejemplo de [56]). Sea T' el
grafico de f. Entonces
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k
t; tr
#L(Z) > Y 547 2 gegg = <(tu)t,
§=0

con lo que para k suficientemente grande, se concluye #t,I(Z) > tZ(t’“).
Destaquemos que el Teorema [2.1] tiene una versién para los puntos racionales de altura acotada, probada por Pila en
[41].

TEOREMA 2.2 (Pila). Sea f: I — R una funcién analitica trascendente, con I un intervalo cerrado y acotado. Sea I' el
grafico de f. Sea € > 0. Entonces para todo N > 1 entero positivo se tiene

#((IT)(Q), N) = Oy, (N7).

No vamos a probar el Teorema 2.2} lo mencionamos porque nos va a interesar una generalizacién del mismo en el capitulo
4. No obstante, las técnicas empleadas en la demostracién del Teorema son similares a las del trabajo [6].

2. Puntos enteros en curvas algebraicas

Sea C' una curva algebraica plana. Podemos particionar a la curva algebraica C' en tramos suficientemente suaves, en los
que se pueda aplicar el Lema[L.7]y luego tratar de convertir esta informacién algebraica en informacién aritmética. Por medio
de alguna hipétesis de irreducibilidad, las intersecciones de 7 con algunas curvas algebraicas van a ser finitas y acotadas
uniformemente. Luego, un tramo de v va a tener pocas intersecciones con algunas curvas algebraicas. Si adicionalmente
estas curvas algebraicas cubren los puntos enteros de v en el tramo suave, podriamos esperar que, usando los métodos
anteriores, tengamos una cota para los puntos enteros del tramo. Conociendo la cantidad de tramos suaves en los que
podemos particionar la curva -, tenemos una estimacién para #(v(Z) N[0, N]?). Estos pasos se realizan con suma facilidad
con las técnicas que desarrollamos en el capitulo 1.

En lo que sigue, vamos a requerir una estimacién para los puntos de interseccién entre dos curvas algebraicas sin factores
comunes. Para ello, vamos a recurrir al teorema de Bézout, que recordamos:

TEOREMA 2.3 (Teorema de Bézout). Sean C,C’ dos curvas de grado d y d' respectivamente, que no poseen factores
comunes. Entonces, C y C' tienen a lo sumo dd’ puntos en comin.

Sea D un entero positivo. Consideremos M un conjunto de monomios de modo que las curvas definidas en M no sean
factores de C. Consideramos F' € R[z,y| de grado d > 2.

Sea jr = (jf,7¥) el indice del monomio de grado d de mayor grado en la indeterminada y que aparece en F. Por
ejemplo, si F(z,y) = 2y® + 22y + 23y + = + y, se tiene jr = (1,3). Para conseguir que F' no aparezca como componente en
una curva G, lo que para nosotros serd equivalente a la condicién F(z,y) t G(z,y), ya que asumiremos F' geométricamente
irreducible, podemos pedir que los monomios de G no sean divisibles por (x,%)F. Por ello, definamos

(2.1) Mp(D) = {2y : d < ji + jo < D2l % {2y},
Notemos que d < D. Tenemos:

PROPOSICION 2.1. Sea G(z,y) € Rlz,y| tal que G estd definido en Mg (D). Entonces F(xz,y) {1 G(x,y).
En particular, por el teorema de Bézout, las curvas que definen F' y G se intersecan en a lo sumo dD puntos.

DEMOSTRACION. Supongamos que G(z,y) = H(z,y)F(z,y) para algin H € R[z,y]. Usando una notacién anéloga,
definimos jy. Tenemos que (, y)iH (z,y)IF es un monomio que aparece en G(,y). Como G estd definido en Mr(D), debe
tenerse (z,y)H (x,y)’" € Mp(D) luego (z,y)?F 1 (z,y)?" (z,y)’F, lo que es una contradiccidn. O

En la demostraciéon no usamos que d < j; + jo; esto se debe a que esta condicién es de naturaleza técnica. En lo que
sigue, vamos a suponer D > 2d.

Sea h > d. La cantidad de monomios de grado h no divisibles por un monomio fijo de grado d es exactamente d. En efecto,
si el monomio fijo es (z,y)®") = ziy con i+ j = d, para que (z,y) " 4 (z,) ) con i’ + j' = h, debe ocurrir que i > i’ o
j > j'. Sii >, hay i posibilidades para i/, a saber 0,1,--- ,i—1. Como ¢’ +j' = h, i’ determina j’ luego hay ¢ posibilidades.
De manera andloga, hay j posibilidades para j > j’. Finalmente, si i > 4/,j > j', entonces d =i+ j > i + 5 = h > d lo que
es absurdo. Entonces el principio de inclusién-exclusion nos dice que hay ¢ + 7 = d monomios de grado h no divisibles por
()9,
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Sea f € C°°(I) con I un intervalo cerrado y acotado contenido en [0, N] tal que F(z, f(x)) =0y |f'(z)] < 1, es decir,
consideramos una funcién muy suave que estd contenida en la curva algebraica definida por F', con velocidad acotada. Sea
I' el grafico de f. El corolario en la Proposicién nos dice que toda curva algebraica plana definida en Mg (D) tiene a lo
sumo dD intersecciones con la curva definida por F(x,y) = 0. Luego toda curva algebraica definida en M (D) se interseca
con el grafico de f en a lo sumo dD puntos. Puesto que el Lema generalizado da una cota superior para la cantidad de
curvas algebraicas definidas en M que cubren I'(Z), podemos concluir el siguiente resultado:

TEOREMA 2.4. Sea T el grifico de f € C*(I) con I intervalo cerrado y acotado, contenido en [0, N]. Supongamos que
|f(x)] <1 para x € I y que estd contenida en una curva algebraica definida por la ecuacion F(x,y) = 0. Entonces se tiene
la estimacion

#T(Z) < dD[(D?||f||% p_,) TO-D NDBT 4 1],

OBSERVACION 2.4. Lo que dice el Teorema es que, siguiendo la motacion del Teorema si p(f,d) es una cota
superior para #(I' N~y) con v una curva algebraica definida en M, podemos tomar p(f,d) < dD (ver el Teorema y la

Observacion .

OBSERVACION 2.5. En caso que |f'(z)| no estd acotada por 1 para todo x, sila derivada no se anula, podemos parametrizar
por medio de x = g(y) cong= f~1 y|g'(y)| <1 en un intervalo adecuado y aplicar ahora el Teorema .

Con lo que hicimos hasta ahora detectamos curvas algebraicas que no tienen demasiadas intersecciones con la curva
algebraica original, hecho reflejado en el Teorema [2.4] Sin embargo, las cotas que obtenemos son locales: dependen de la
parametrizacion de la curva algebraica en una regiéon. Esto nos dice que, para I' una curva algebraica irreducible de grado
d>2, el Teorema nos permite obtener una estimaciéon de #(I'(Z) N[0, N]?), pero a priori esta estimacién depende
de T' (las cotas dependen de las parametrizaciones de los tramos suaves de I'). El objetivo de la préxima seccién es probar
que, si una curva que es el grafico de una funcién f muy suave, estd contenida en una curva algebraica irreducible, entonces
es posible obtener cotas independientes de la parametrizacion. Esto serd posible debido a que vamos a poder particionar
suficientemente el intervalo I para luego controlar los tamafios de las derivadas |f¢(x)|. Por otro lado, también resultard
clave que si |fi(x)| es grande, entonces el intervalo en el que esto ocurre es muy chico. Lo que estd ocurriendo aqui es
que, al estar contenida f en una curva algebraica, hay una estructura adicional que le impone restricciones adicionales a las
parametrizaciones.

3. Control de las oscilaciones de una curva parametrizada

Comenzamos con un lema:

LEMA 2.2. Supongamos que G(z,y) € Rz, y] es un polinomio geométricamente irreducible y de grado b. Sea g € C*(I)
tal que G(x,g) = 0. Supongamos que g no es un polinomio de grado menor o igual a k. Entonces para cada k > 1 yc € R
la ecuacion

(3.1) dM (@) = c
tiene a lo sumo b(b — 1)(2k — 1) soluciones reales.

DEMOSTRACION. Primero notemos que la hipétesis de que g no es un polinomio de grado menor o igual a k es necesaria,
pues en caso contrario, la ecuacién del lema tiene infinitas soluciones. Lo que vamos a hacer es mostrar que las soluciones de
la ecuacién estan contenidas en la interseccién de dos curvas algebraicas de grado que es posible acotar superiormente.
Utilizando el teorema de Bézout, obtenemos la cota del lema.

Como G(z,g) =0, si derivamos, tenemos

(3.2) G, +Gyg =0.

Volviendo a derivar, tenemos

(3.3) Gz + Gyag' + Gayg' + ny(gl)2 +Gyg" = Gop +2Goyg’ + ny(gl)Q +Gyg" =0.
Multiplicando por GZ en la ecuacion (3.3) y luego sustituyendo (3.2)), obtenemos
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lo que puede escribirse de manera mas compacta como
Hy(z,9) + Gig” =0,

con P3(@,y) = Gaa(@,y) — 2Ga(2,y)Gy(2,y)Gay(2,y) + G2 (2, y)Gyy(z, y).
En general, por induccién, tenemos que para cada k, existen Hy, € Rlz,y] y ar € N tales que

(3.4) Hip+ G+ g™ =0.
Derivando la ecuacién (3.4), obtenemos:

(3.5) (Hp)o + (Hi)yg' + arGe " [Gya + Gyyg'] g + Gor gt = 0.
Multiplicando Gi en la ecuacion (3.5)) vy luego sustituyendo la ecuacién (3.4)), tenemos

Gy(kaGy - Hkchc) - a/ka(Gya:Gy - nyGr) + G‘;k"'Qg(’H‘l) =0.

Poniendo hy = deg(Hy), la dltima expresién da una recursién para ay, hy

p4+1 = ap + 2 hgt1 < hg+2b—3
a1:1 hlzbfl

cuyas soluciones son ap =2k—1y hy < (2k—1)(b—1)—k < (2k—1)(b—1). En virtud del razonamiento que realizamos,
si x verifica g(®) () = ¢ entonces en particular existe y (por ejemplo y = g(z)) tal que

G(z,y) =0
Hy+Go*e=0

)

es decir, z es la coordenada de alguna de los puntos en la interseccién de las curvas algebraicas G(z,y) =0y Hy + Gyre=0.

Como ¢ no es un polinomio de grado menor o igual a k, g**) no es constante. La irreducibilidad de G y el teorema de Bézout
nos dicen que G(z,y) = 0y Hy +Gj*c = 0 tienen a lo sumo b(b— 1)(2k — 1) puntos en comtin, lo que da la cota del lema. [J

El siguiente lema pone en manifiesto que las curvas suaves contenidas en una curva algebraica poseen cierta “uniformidad”
en sus derivadas.

LEMA 2.3. Sean g € C*(I) y G(z,y) € Rz, y] un polinomio irreducible de grado b > 2, satisfaciendo G(x,g) = 0. Sean
(Ay); miimeros reales positivos para l = 1,--- k. Entonces podemos dividir el intervalo I en a lo sumo 2b°k* subintervalos
1, tales que para cada v y 1, tenemos que se cumple alguna de las siguientes condiciones:

1) ¢V ()| < Ay, Yz € 1,
2) ¢V (x)| > Ay, Vo € 1,

DEMOSTRACION. Vamos a separar dos casos:
Caso 1: Si g no es un polinomio de grado menor o igual a b, consideramos las ecuaciones

(3.6) gD (z) =+4;,i=1, -,k
Por el Lema para cada 7, hay a lo sumo 2b(b — 1)(2i — 1) soluciones a la ecuacién (3.6)), siendo el factor 2 debido a las
dos posibilidades de signo por cada A;. Luego hay a lo sumo

k

> 2b(b— 1)(2i — 1) = 2b(b — 1)k”

=1

valores de x que verifican para algtn 7 la condicién ([3.6)). Estos puntos determinan una divisién del intervalo I en a lo sumo
2b(b — 1)k? + 1 < 2b%k? intervalos.
Caso 2: Si g es un polinomio de grado a lo sumo b, consideramos las ecuaciones

(3.7) gW@® =+ 4; =1, b—1.
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Para cada i, el grado de g(? es deg(g) —i < b — 4, luego cada ecuacién anterior tiene a lo sumo b — i posibles soluciones. De
nuevo, por los dos signos posibles de cada A;, tenemos

b—1

2(b—14) =2b(b—1) —b(b—1) =b(b— 1) < 2b(b — 1)k?

1

7

posibles soluciones a todas las ecuaciones . Estos puntos determinan una divisién del intervalo I en a lo sumo 2b%k?
intervalos.

En cualquier caso, notamos que para cada uno de los intervalos I, = [a,,b,] se cumple la condicién del Lema pues
en caso contrario existen x,%y puntos interiores del intervalo tales que g (z) > A4; 6 g (z) < —A4;, —4; < ¢V (y) < A;.
Entonces, la continuidad de ¢! nos permite aplicar el teorema del valor medio, que nos dice que existe z un punto interior
a I, con g(l)(z) = +A;, lo que contradice la construccién de los intervalos I,, que contenian de manera exhaustiva los puntos

que verifican las ecuaciones (3.6 y (3.7). O

Lo que probaremos a continuacién es que si una curva algebraica es localmente el grafico de una funcién f : I — R muy
suave y la funcién f tiene norma || - ||,k muy grande en un intervalo, entonces este intervalo tiene que ser pequefio.

LEMA 2.4. Supongamos que I = [a,b],g € C*([a,b]) y para algin A, N reales positivos, se tiene

gD (@) <HAFNY™ Vo el i=0,---,k—1,
lg®¥) (x)] > KIAN'—F vz € I.

Entonces |I| < 2A~% N.

DEMOSTRACION. Usando el desarrollo de Taylor de g centrado en a, tenemos que existe £ € (a,b) tal que

Lt O g
g (a i 97(8
00) = gfa) + 3 D00y St
—~ il !
Despejando y usando las hip6tesis del lema, y notando que |b — a| = |I| tenemos:
)( ) ; k—1
i ANtF < 19k < o) |+Z| i1 < 2n + 3 |1 AR NI

i=1

Sea A = (W) A%, Simplificando una N en cada término, obtenemos la desigualdad

k—1
(3.8) NS PPLE 3

i=1

Lo que queremos probar es A < 2. Dado que \*¥ —1 = (A — 1) Zi:ol A%, (3.8) nos da

Como A > 0, simplificamos sin cambiar el sentido de la desigualdad, quedando
A—1<1,
lo que da A < 2. (]

Ahora estamos en condiciones de probar el siguiente teorema, que esencialmente refleja que es posible obtener una cota
uniforme para la cantidad de puntos enteros del grafico de una curva suave siempre que ésta se encuentre contenida en una
curva algebraica.
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TEOREMA 2.5. Sean d, N enteros positivo. Definimos G(d) = G(d, N) al mdzimo nidmero de puntos enteros que puede
contener el grdfico de una funcion g € C*(I) con I un intervalo cerrado y acotado de longitud a lo sumo N, con |¢'(z)| < 1,
que verifica que existe un polinomio P(x,y) € R[x,y] no nulo, geométricamente irreducible, tal que P(z,g(x)) = 0 para todo
x € IE| Se tiene que para N > exp(d®), se verifica

G(N) < N exp(11,/dlog(N)loglog(N)).

DEMOSTRACION. Sea g € C*°(I) con I un intervalo cerrado y acotado de longitud a lo sumo N y |¢’(z)| < 1 para todo
x € I, tal que existe G(z,y) € R[z,y| no nulo, que verifica G(z, g(x)) = 0 para todo x € I, y tal que si ' es el grafico de
g, se tiene #I'(Z) = G(N). Supongamos primero que |[g(x)] < N. Usando el Lema vamos a particionar el intervalo I
donde estd definida g de manera que, o bien en cada subintervalo la norma de g es pequena, o bien la norma es grande.
Usando el Lema [2:4] vamos a tener que los intervalos donde la norma es grande son pequenos. Luego usamos el método del
determinante con una familia de monomios M adecuada, aplicado al grafico de g restringido a cada subintervalo.

Sea D > 2d que elegiremos posteriormente. Consideremos el conjunto de monomios Mg (D) (ver expresién ) y sea
D = #Mp(D). Sea A > 1. Utilizando el Lema podemos dividir el intervalo I en a lo sumo 2d?(D — 1)? < 2d?D?
subintervalos I,, tales que para cada I, y cadal=1,---, D — 1 se tienen alguna de las condiciones

1) |gV(x)| < VAPTIN Yz e T,
2) |gV(x)| > NAPTNI Yz €T,

Si la condicién (1) se cumple siempre, debido a que |g(x)] < N, se tiene ||g||n,p—1 < A. Aplicando el Teorema[2.4] concluimos

2
D(D-1)

(39) 1@ < a0 | (Dol o) N 1]

donde, si J = {j = (j1,j2) : 271y’ € Mp(D)}, se tienen p = D ic(rgmes U H02)s 0= 3252, e Jo-
Si la condicién (1) no se cumple siempre, existe k < D — 1 tal que
190 (x)| < NADTNL vz € I, VI < k,
lg®) (z)] > KIAPT NIk Wz € T,,.

En este caso, usando el Lema con Aﬁ, obtenemos |I,| < 24~ DTN,
Denotemos T', al grifico de g|, .

e Para los intervalos I, en los que ||g]1,||n,p—1 < A, usamos la cota (3.9) para obtener:

2
r,(Z) < dp [(Dwgn?v,m) PO N 4 1}.

e Para los intervalos I, en los que ||g|1,||n,p—1 > A, como |I,| < 2A~ 71N, acotamos #I',(Z) por G(2A7ﬁN).
Usando que I'= U, Tv = (Uy g1, 1w p_2<a Tv) U (U T',), obtenemos:

villglr, lINp-1>A "V

(3.10) GN< Y #@m+ Y, #D@)

villgln, lIN,p-1<A villgln, lIv,p-1>A

Cada suma la acotamos respectivamente:

2
(3.11) >, s |:(Dp|g|lu|‘11\l,D1) PO N oD 4 1} + Y GeaTe.
villglr, lIn,p-1<A vi|glr, lIND-1>A
La tdltima expresion la podemos acotar por
(3.12) 2d2 D22dD(DP A1) P11 N DT + 242 D2G(2A~ D71 N),

con lo que podemos concluir la desigualdad

3La razén por la cual G(N) es finito se debe a que |¢/(z)| < 1, por lo tanto I tiene longitud acotada (uniformemente).
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2p

(3.13) G(N) < 2d2D22dD(DP A7) P51 N 500 + 242 D?*G(2A” D=1 N).

Recordemos que vamos a elegir D > 2d. Luego, notemos que los parametros D, p, D verifican:

D=d(D—d+1)<dD,
l__ % o4
d=DMD-1)"d ' D

Si escribimos

H = 4d563(DP A7) P01,

K = 24462,
a= _
- D(D-1)
A=24"771,
la expresion (3.13]) permite concluir la desigualdad
(3.14) G(N) < HN® + KG(AN).

Si AN < 1, tenemos que G(AN) mide el mdximo de puntos de coordenadas enteras en un cuadrado de lado a lo sumo AN de
los graficos de funciones g € C*°(I), con I un intervalo cerrado y acotado de longitud a lo sumo AN, donde el gréfico de g
estd contenido en una curva algebraica plana. Dado que estos puntos son de la forma (¢, g(t)) con ¢ € I un invervalo cerrado
de longitud a lo sumo AN, los puntos de coordenadas enteras tienen ¢ € Z y como un intervalo de longitud AN < 1 tiene a
lo sumo un entero, deducimos G(AN) < 1. Entonces

G(N) < HN® + KG(AN) < HN® + K.
En general, si \""1N > 1, iteramos la cota (3.14)), con G(AN) en lugar de G(N), para obtener

(3.15) G(N) < HN®(1+ KX+ -+ (KX*)"™1) + K"G(\"N).

1
Sea A tal que K\“ = 37 €8 decir,

Q=

_ i _ 450\ — 25
A—(2K> — (4d%9?) .
Sea

2 D-1 D(D-1)2
A = ()\) = 2D_1(4d4(52) 2p .

Puesto que A > 1, resulta una eleccién valida de parametro para aplicar el Lema con lo que la estimacién (3.15))
permanece valida. Concluimos:

(3.16)
n—1 i
1
G(N) < HN* Z <2) +K"G(A\"N) <2HN“4+K"\*"AT*"G(A"N) < 2HN427"A\T"G(A"N) < 2HN“427"A"*N“G(A\"N).
i=0
En la dltima desigualdad de la expresién (3.16]), usamos que A™"% < AN, lo que se deduce de \» !N > 1. Sea n tal que
A 1
— <A< —.
N — < N

Entonces AN > 1, con lo que la estimacién (3.16) permanece valida. Ademds, G(A"N) < 1 por las mismas razones de
antes. Concluimos:

G(N) < 2HN® 4+ 2-"A\~N® < 2(H + K)N°.
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Elijamos ahora D, que necesitamos que verifique D > 2d para que todas las estimaciones que hicimos permanezcan validas.
Como p < g, tenemos

2p

p 1
(3.17) H+ K < 5d°D3(DA)PBD < 5d5D3(D2P~1)pim (4d4D?) P~ < 5dDd®D*(16d*D?)P < (d*D?)?P < 52)96”3.

Dado que N® < Ni*35, de (3-17) deducimos:

1 4
G(N) < 2§D9dDNéN% = N exp(z; log(N) + 9dD log(D)).

D 4log(N)
~\/ dloglog(N)’

se tiene D > 2d, siempre que N > exp(d®). Podemos concluir de ([3.17) la cota superior:

Si

G(N) < N exp(11,/dlog(N)loglog(N))

que es exactamente lo que queriamos probar.

Recordamos ahora que al principio supusimos |g(z)| < N. En caso de que esto no se verifique, para cada uno de los
intervalos I, realizamos una traslacién de g por un entero, es decir, consideramos h(x) = g|1, () + r, con r, € Z y usando
el hecho que |¢'(z)| < 1, podemos elegir los r, para que |[h(z)| < N. Esta h va a tener un grifico con la misma cantidad de
puntos de coordenadas enteras que g, es igual de suave, con lo que procedemos como antes pero ahora con Mg, (9) con G,
es la traslacién correspondiente a G en I,,. Luego podemos repetir el razonamiento que hicimos para g con h. (Il

COROLARIO 2.1. Sea f € C*°(I) con I un intervalo cerrado contenido en [0, N|, y supongamos que F(z, f(z)) = 0, donde
F(z,y) € R[z,y] es un polinomio geométricamente irreducible de grado d > 2. Supongamos que |f'(z)| < 1. Si N > exp(d®)
entonces el numero de puntos de coordenadas enteras en el grdfico de f es a lo sumo

N exp(11y/dlog(N)loglog(N)).
DEMOSTRACION. Sea I el gréfico de f. Por el Teorema se tiene que

['(Z) < G(N) < N exp(11,/dlog(N) log log(N)).

4. Una cota uniforme

Nuestra meta en esta seccién es utilizar el Corolario [2.1] en el caso de una curva algebraica. Esto lo vamos a conseguir
particionando a la curva en tramos muy regulares adecuados. Expliquemos esto en detalle.

Supongamos que F(x,y) = 0 define una curva algebraica geométricamente irreducible C, con F' € R[z,y]. Sea N > 1. Si
consideramos (x,y) € C'N [0, N]?, puede ocurrir que la curva tenga o no puntos singulares. Si (x,%) no es un punto singular
de C, por el teorema de la funcién implicita tenemos que C' es localmente el gréfico de una funcién (respecto a alguno de
los ejes), muy suave. Si C' no posee puntos singulares en [0, N]2, debido a la compacidad de C' N [0, N]?, podemos deducir
que C' es unién finita de graficos de funciones muy suaves. Sin embargo, notemos que podemos decir més. Si %—5 no se anula
en todo C'N [0, N]?, el teorema de la funcién implicita y la compacidad del [0, N] nos permiten deducir que C' N[0, N]? es el
grafico de una funcién muy suave.

Si ahora (z,y) € C' N[0, N]? es un punto singular, consideremos [x, N| X [y, N] y asumamos que en este rectdngulo sélo
(z,y) es punto singular de C. Perturbando ¢ > 0 muy pequenio, C N [z + &, N] X [y + €, N] resulta el gréfico de una funcién
muy suave por lo que ya dijimos. Supongamos entonces que queremos estudiar los puntos enteros de C en [0, N]2. Si (z,v),
el punto singular, no es un punto entero, considerando las cuatro porciones de rectdngulo [0,z — €] x [y + &, N],[0,2 — £] X
0,y —e],[x+ e,y +¢€],[x+e,y — €], en cada una C es el grafico de una funcién suave muy regular y a efecto practico de
estudiar los puntos enteros de C' en [0, N]?, podemos suponer que C' no tiene un punto singular (tomando € muy pequefio).
En caso que (z,y) sea un punto entero, el andlisis anterior nos hace perder un punto entero, con lo que debemos agregarlo
de alguna manera (por ejemplo, luego de estudiar fuera de los puntos singulares, los agregamos). Esto no es demasiado
problemaético, pues la estimacién que tenemos para los puntos singulares depende del grado de la curva C.
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PROPOSICION 2.2. Sea f € Rz, y] irreducible. Si % no es el polinomio nulo, entonces el sistema de ecuaciones

J(;(;c,y)=0
£:0

tiene a lo sumo deg(f)[deg(f) — 1] soluciones. En particular, concluimos que un polinomio f € k[x,y] irreducible tiene a lo
sumo deg(f)[deg(f) — 1] puntos singulares.

DEMOSTRACION. Las curvas C,C’, definidas por f(z,y) = 0y % = 0 respectivamente, no tienen componentes en
comun. Por el teorema de Bézout, C' N C’ consiste de a lo sumo deg(f)[deg(f) — 1] puntos.

Dado que un punto singular P de f verifica %(P) = g—g(P) = 0, concluimos que si f € Rz, y] es irreducible, tiene a lo
sumo deg(f)[deg(f) — 1] puntos singulares. O

OBSERVACION 2.6. La Proposz'cz'o’n sigue siendo vdlida para f € klx,y] irreducible con k un cuerpo de caracteristica
positiva, o mas en general, con k un cuerpo perfecto.

TEOREMA 2.6. Sea C una curva algebraica geométricamente irreducible de grado d > 2 y sea N > exp(d®). Entonces
#(I'(Z) N[0, NJ?) < N4 exp(12/dlog(N) loglog(N)).

DEMOSTRACION. Sea S = [0, N] x [0, N]. En vista del andlisis que hicimos al comienzo de la seccién, vamos a suponer
que no hay puntos singulares en S y luego los agregamos al final. Por la Proposicién[2.2] ya sabemos que una curva algebraica
C de grado d > 2 definida por F(z,y) = 0 tiene d(d — 1) puntos donde %—5 =0y d(d— 1) puntos donde %—Z = 0. Luego, hay
a lo sumo 2d(d — 1) puntos donde el vector tangente es horizontal o vertical. Esto implica, debido a que F es una funcién
suave, que la pendiente del vector tangente a C' es 1 en a lo sumo 2d(d — 1) + 1 puntos. Separamos ahora la curva C' en
tramos suaves que son graficos de funciones f con |f'(x)] <1 (o |f'(y)] < 1). No es dificil de comprobar que C' N S es la
unién de a lo sumo 4d? tramos I'j, que son graficos de funciones f; € C*° con pendiente acotada por 1 con respecto a uno de
los ejes. Sea G(N) el maximo nimero de puntos enteros que puede contener el grafico de una funcién g € C*°(I) con I un
intervalo cerrado y acotado de longitud a lo sumo N, con |¢’(z)| < 1, que verifica que existe un polinomio P(z,y) € R[z,y]
no nulo, geométricamente irreducible, tal que P(z, g(z)) = 0 para todo = € I (ver Teorema |2.5). Entonces #I';(Z) < G(N),
por lo tanto, por el Teorema para N > exp(d®):

(4.1) 4d°G(N) < 4d> N exp(11+/dlog(N) loglog(N)).
Agregando los d(d — 1) < d? puntos singulares a la desigualdad , obtenemos

d?(ANa exp(114/dlog(N)loglog(N)) + 1) < 8d2Nu exp(11y/dlog(N)loglog(N)).
Como N > exp(d®), resulta:

exp(y/dlog(N)loglog(N)) > exp(+/dd56log(d)) = exp(1/6d” log(d)) > 1/6d" log(d) > 8d2,

lo que termina de probar el teorema. ([l

OBSERVACION 2.7. En la demostracion del Teorema solo usamos que S = [0, N]? es un cuadrado de lado a lo sumo
N, con lo que la estimacidén del Teorema[2.6] permanece vdlida para todo cuadrado S de longitud N. Por otro lado, al usar
el Teorema estamos usando que [0, N]? es un cuadrado. Los métodos que desarrollamos en el primer y sequndo capitulo
no alcanzan para obtener una estimacion en una region como [0, N] x [0, M] con N # M.

Notemos que

12 dloglog(N) 12 dloglog(N)
f«/log(N) :N f«/log(N) .

exp(124/dlog(N)loglog(N)) = exp(log(N))
Como % = O.(¢), concluimos que
exp(12+/dlog(N)loglog(N)) = O4.(N*).

Deducimos:

COROLARIO 2.2. Sea C' una curva algebraica plan geométricamente irreducible de grado d > 2. Para todo € > 0, se
verifica
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#(D(Z) N[0, N]?) = Og o (Na+).

OBSERVACION 2.8. Sea C la curva algebraica plana definida por la ecuacion f(x,y) = x¢ —y = 0. El polinomio
f(z,y) = 2% —y es irreducible sobre Clx,y], luego C es geométricamente irreducible. No es dificil de ver que

#(C(Z) N[0, N]?) = {NiJ = N4,
Esto muestra que el exponente en el Corolario [2.9 es dptimo.

OBSERVACION 2.9. Una curva algebraica C definida por G(z,y) = ax + by + ¢ = 0 verifica la condicidn y = —%(ax +c)
en caso de tener grado positivo en y, con lo que el valor de x determina univocamente el valor de y para que esté en y; se
tiene la situacion andloga si a # 0 con x. Entonces #(I'(Z) N[0, N]?) < N y esta estimacidén se alcanza con el caso sencillo
Glz,y) =2 — y.

OBSERVACION 2.10. Una posible forma de interpretar el Teorema es la siguiente. Dada una curva algebraica C de
grado d, contamos los puntos enteros que posee en una region S = [0, N]?. Si estos puntos son muchos, digamos al menos
Né“'s, por lo anterior debe tenerse que C' mo es geométricamente irreducible. Luego el Teorema nos permite obtener
informacidn geométrica (ser irreducible) a partir de informacion aritmética (la densidad de puntos enteros en regiones
rectangulares).

OBSERVACION 2.11. La cota del Corolam'o por lo que vimos, tiene exponente optimo. Sin embargo, no se sabe si la
cota del corolario es optima, es decir, para toda curva algebraica C, geométricamente irreducible, de grado d, no se sabe si
se tiene la estimacion

#(C(Z) N[0, N]?) = Og(N 7).

5. Puntos enteros en superficies

Veamos qué tipo de estimacién podemos conseguir con el Teorema [2.6] en un caso concreto. Consideremos la hipersu-
perficie algebraica de grado 3 dada por la ecuacién

(5.1) 234 yP =25

Ya sabemos que no tiene soluciones enteras no triviales (es un caso del tiltimo teorema de Fermat), esto es, en [0, N]3 seguro
son solucién (z,0,x), (0, z,x) pero no hay mas. Fijemos entonces z € [0, N]; tenemos ahora una curva algebraica plana C,
de grado 3, a saber, el conjunto de (z,y) con o3 + y> = 23. Si z = 0, el (0,0,0) es la tinica solucién en [0, N]? con lo que
podemos suponer z € (0, N]. Puesto que (y — 2) | y* — 2% pero (y — 2) t 23, (y — 2)? { y> — 23, por el criterio de Eisenstein el
polinomio 3 + y® = 23 es irreducible para z € (0, N].

Particionamos ahora la curva C, en tramos suaves; no es dificil de ver que en este caso, es posible hacerlo en 4 tramos.
Por el Teorema [2.6] tenemos que C, tiene a lo sumo

N3 exp(124/3log(N) loglog(N)),
siempre que N > exp(3%). Dado que hay a lo sumo N posibilidades para z, la cota anterior dice que hay a lo sumo
N3 exp(124/3log(N) loglog(N)) = O(N'*5 log(N)).

Observemos que esta cota no usa nada especial de la ecuacién (5.1)), salvo que es de grado 3 y que, fijado z, el polinomio
obtenido es geométricamente irreducible (salvo para z = 0). Dicho de otra forma, podemos aplicar esta idea para una
hipersuperficie algebraica geométricamente irreducible de grado d > 2 tal que si estd definida por la ecuacién F(xq, -+ ,x,) =
0 con F € Rzy,- - ,z,] irreducible sobre Clz1,- - ,x,], y este polinomio permanece irreducible fijada, digamos, la variable
Zn, salvo para finitos x,, entonces tomando N suficientemente grande, la cantidad de puntos enteros #S(Z) en el n-cubo
[0, N]™ es del orden O(N”*%%*E) para todo € > 0. Adicionalmente, la cota es dptima pues la hipersuperficie algebraica
definida por F(x1, -+ ,x,) = 21 — 2% = 0 tiene exactamente

Nn-2 {NéJ

puntos enteros en el n-cubo [0, N|".

Esto muestra por un lado que las técnicas que introdujimos dan estimaciones de un orden que no se puede mejorar
sin hipotesis adicionales a la irreducibilidad. Por otro lado, tenemos las limitaciones de los resultados que podemos aspirar
obtener: si deseamos estimar la cantidad de soluciones de una ecuacién como para ver que “no hay muchas soluciones”,



26 2. PUNTOS ENTEROS Y RACIONALES EN CURVAS Y SUPERFICIES

el Teorema da una cota “extremal” (considera el caso con mds puntos enteros posibles) con lo que no nos permite obtener
una cota del orden correcto para comparar, salvo en dimensiones bajas (en el caso del plano).

Muchos problemas diofanticos vienen descritos por hipersuperficies algebraicas. Esto hace que las limitaciones de las
técnicas traten de ser mejoradas y extendidas. La ecuacion tiene una propiedad més a destacar, que es que viene
dada por uns forma homogénea, luego define una hipersuperficie algebraica en el plano proyectivo. El problema de estudiar
las ecuaciones diofanticas dadas por formas homogéneas es importante; escapa el contenido de la tesis, pero explicamos

brevemente resultados en esa direccidn, siguiendo el trabajo [1I7]. Sea F' € Z[xy,-- ,xs] una forma homogénea de grado
k > 2. Sea
(5.2) F(xy, -+ ,zs) = 0.

Nos preguntamos ahora por cotas para la cantidad de soluciones de la ecuacién (5.2)), de ser posible cotas uniformes en el
grado de F'. En esta direccién, Heath-Brown en [17] estudia el problema de estimar la cantidad de puntos racionales de cierta
altura B, de la hipersuperficie de P"~1(R) definida por una forma F' € Z[z1,--- ,x,],n > 3, geométricamente irreducible, de
grado d. Obtiene resultados en dimensiones superiores a [6], pero siguiendo pasos similares. Para ver el tipo de resultados
que prueba, introducimos un poco de notacion.

Sea F' como antes. Consideremos los puntos de altura a lo sumo B, en la hipersuperficie algebraica proyectiva que
define F. Tales puntos admiten una representacion particular. En efecto, podemos elegir los representantes de la forma
(z1,- - ,xn) € Z"™ tales que

e los x; no todos nulos.
o ged(zy, - ,xpn) = 1.
e si ¢ es el menor entero positivo tal que x; # 0, entonces x; > 0.
Vamos a definir Z,, como el conjunto de los representantes recién indicados. Definimos, para B > 0, la cantidad
N(F,B):=#{x€ Z,: F(x) =0}n[-B, B]".
O sea, N(F, B) es la cantidad de representantes contenidos en la hipersuperficie definida por los ceros de F' que estén en el
cubo [-B, B]|". Si

— T1 Tn
F(zy, - ,xpn) = E Ay, Ty T
7.17.~. ;Tn

definimos

||F|| = maXe .y, |a7“1“'7“n,|'
Podemos entonces enunciar los siguientes resultados de[17] [teorema 3, teorema 5], que corresponden al estudio de las curvas
algebraicas del plano proyectivo P3(R):

TEOREMA 2.7. [Heath-Brown] Sea e > 0. Si F(x1,x2,23) € Q[x1, x2,23] es una forma homogénea de grado d, irreducible
en Q[z1,x2,x3), entonces para todo B > 1 se tiene

N(F,B) = O.(B% +¢).

TEOREMA 2.8. [Heath-Brown] Sea C una curva irreducible en P3(R), de grado d, no necesariamente definida sobre Q.
Entonces dado € > 0, se tiene para C' la estimacion

Z4N =B, B]" = O.(Bite).
En [17] también se estudian las hipersuperficies de P3(R). En [17] [teorema 9], se prueba:

TEOREMA 2.9. [Heath-Brown] Sea F € Q[x1,xa, x3, 24] una forma geométricamente irreducible de grado d > 2. Entonces
se tiene la estimacion

N(B, F) = 0.(B**).

Consideremos ahora F(z1, 72, 23,74) = 2¢ + 23 — 24 — 2¢. Tenemos “muchas soluciones triviales”, como las de la forma

(a,b,a,b). Esto hace que la cantidad N(B, F) medida sin cuidado, pueda ser grande. Resulta entonces natural eliminar la
cantidad N(B, F) sin estas soluciones triviales, considerando Ni(B, F) a la cantidad N(B, F) a la que se le quitaron los
puntos racionales contenidos en rectas de la hipersuperficie F'(z1,x2,z3,24) = 0. Se tiene la estimacién de [I7] [teorema 7]:
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TEOREMA 2.10 (Heath-Brown). Sea F € Q[zy, 29,73, 74] una forma geométricamente irreducible de grado d > 2.
Entonces se tiene la estimacion

3
Ny(B,F) = O (B"va™e).
Para dimensiones superiores, un anslogo al Teorema [2.9 no se conoce. Se conjetura en [17][conjetura 2]:

CONJETURA 2.1. Sea F € Q[x1,- -+ ,x,] una forma geométricamente irreducible de grado d > 3 con n > 5. Entonces se
tiene la estimacion

N(B, F) = O.(B"%+%).

Las técnicas empleadas para probar el Teorema y el Teorema son de naturaleza geométrica, aunque requieren
més elementos de geometria algebraica que los empleados en esta tesis, ademés de técnicas del andlisis p-adico.






CAPITULO 3

Los conjuntos algebraicos como conjuntos mal distribuidos

El problema de resolver una ecuacion diofdntica tiene sentido una vez que se sabe que hay soluciones. Para dar un
ejemplo bien clasico, relacionado con el problema de Waring, consideramos para cada N la ecuacién diofantica
3+ 23 + 23 = N.
Antes de intentar acotar las soluciones o hacer un estudio, podemos observar que para muchos casos de IV, no hay soluciones.
Para comprobarlo, miramos médulo 9 la ecuacién anterior. Dado que z° = +1 (mod 9), deducimos que si tomamos N = 4
(mod 9), la ecuacién diofdntica no tiene solucién. Concluimos que para algunos N, no hay soluciones.
Restrigiéndonos a m primo, podemos pensar que para detectar soluciones de una ecuacién

(0.3) P(a1,- ,an) =0,

con P € Z[xy,- - ,xy,], un primer intento es estudiar la ecuacién anterior en Z/pZ, que es un cuerpo finito de p elementos,
para todo primo p. Por lo que dijimos si la ecuacién tiene solucién, tiene que tener solucién sobre Z/pZ para todo primo p.
Surgen entonces (al menos) dos interrogantes

PREGUNTA. Si la ecuacidn (0.3)) tiene solucidn sobre todo Z/pZ, shay alguna solucidn entera?

PREGUNTA. De tener una estimacion para la cantidad de soluciones sobre Z/pZ de la ecuacidn , spodemos decir
algo de las soluciones enteras de la ecuacion?
La primera pregunta tiene una respuesta negativa. Mds aun, Selmer en [49] mostré que la ecuacién
323 + 4y + 52° = 0,
tiene soluciones reales y en ;LZ pero no tiene soluciones enteras. Para nuestro caso, bastard un ejemplo bastante maés sencillo.
Consideremos la ecuacién
224 y? + 22 +w? = —1.
Tal ecuacién no puede tener soluciones enteras, pues la suma de cuadrados es no negativa. Sin embargo, al mirar médulo p,
resulta
22+ 9?2 +22+w? =p—1 (mod p).
Como p — 1 es positivo, acudimos al siguiente resultado clasico de Lagrange (ver [37][capitulo 7, pdg. 281]):
TEOREMA 3.1 (Lagrange). Sea N un entero no negativo. Entonces existen x,y,z,w € Z tales que
2 +y?+ 22 +w?=N.
Como p — 1 es un entero no negativo, por el Teorema [3.1] existen z,y, z,w € Z tales que la suma de sus cuadrados es
p — 1. Reduciendo médulo p, tenemos que la ecuacién tiene soluciones médulo p.

En cuanto a la segunda pregunta, Lang y Weil [25] dan una estimacién para la cantidad de soluciones médulo p de una
ecuacién diofantica:

TEOREMA (Cota de Lang-Weil). Sea S C Q" una hipersuperficie algebraica, geométricamente irreducible, definida por
los ceros de un polinomio P(x1,--- ,xy) € Z[z1,- -+ , &) de grado d. Se tiene la estimacion

#V(2/pZ) = (1+ Oalp=#)) p 1.

Sea Q(z,y) € Zlx,y] geométricamente irreducible. Entonces, tenemos una estimacién para la cantidad de soluciones
médulo p de la ecuacién Q(z,y) = 0. Helfgott y Venkatesh [I8] obtienen informacién acerca de las soluciones enteras de
Q(z,y) = 0 en un cuadrado [0, N]?, con N un entero positivo, por medio de la siguiente estrategia:

1En verdad, lo que Selmer probé es que hay soluciones en los racionales p-adicos Qp, para cada primo p.

29
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e Para cada primo p, reducimos médulo p al polinomio Q. El polinomio reducido Q(x,y) € Z/pZ[z,y] puede no ser
irreducible; factorizamos en irreducibles Q = Q; - - @ Se verifica que los primos p para los que @ es reducible,
que llamaremos P, son finitos.

e Usamos la estimacién de Lang-Weil para cada polinomio irreducible que aparecié en el paso anterior.

e Sea C la curva algebraica geométricamente irreducible definida por la ecuacién Q(z,y) = 0. Si R = [0, N]?,
consideramos C(Z) N R C [N]?%. Sea p € P, luego Q@ = Q;---Q.,. Notemos que siempre e, < d. Cada factor
Q; define una curva algebraica geométricamente irreducible C; ,. Dado x € C(Z) N R, debe tenerse que existe un
primo p € P tal que z (mod p) pertenece a sélo una curva C; ,. De esta forma, podemos particionar C(Z) N R en
conjuntos S1,--- , Sk.

e Por la construccion de los S, estos conjuntos estan “mal distribuidos”, es decir, ocupan pocas clases residuales
moédulo p para todo primo p suficientemente grande (esencialmente por la estimacién de Lang-Weil). Helfgott y
Venkatesh estudian los conjuntos mal distribuidos por medio de una adaptaciéon del método del determinante de
Bombieri-Pila indexMétodo del determinante. Por medio de este estudio, consiguen obtener una cota para cada
#5S, vy, por lo tanto, una cota para #(C(Z) N R). Més atin, la estimacién que obtienen es la misma de Bombieri-Pila

(ver Teorema [2.2).

Podemos concluir entonces que es posible extraer una estimacién de la cantidad de soluciones enteras de Q(z,y) =0 a
partir de tener una estimacién de las soluciones enteras de Q(x,y) =0 (mod p) para todo primo p suficientemente grande.

El trabajo [18] es importante porque, entre otras cosas, da una interpretacién “local” del método del determinante de
Bombieri-Pila, desarrollado en los primeros dos capitulos. Esta “interpretacién local” se basa en el estudio de los conjuntos
“mal distribuidos”. Un conjunto aleatorio S C Z puede pensarse como un conjunto que, reducido médulo p, con p primo,
cubre muchas clases residuales médulo p, para todos los primos. Entonces resulta razonable pensar que el conjunto S esta
mal distribuido si ocupa pocas clases residuales médulo p para muchos primos p.

Para los conjuntos S C Z2, Helfgott v Venkatesh adaptan la definicién de “mal distribuido” de los conjuntos de Z, del
parrafo anterior. Obtienen la siguiente caracterizacién, que probaremos en la seccién 4 de este capitulo:

TEOREMA 1 (Helfgott-Venkatesh). Sea S C [N]? C Z* con N > 1. Supongamos que eziste o > 0 tal que #S, < ap para
todo primo p. Entonces, para todo € > 0 se tiene que ocurre alguna de las proposiciones siguientes:
o #5 =0,.(N°),
o eziste una curva algebraica plana C de grado O, (1) tal que al menos (1 —e)#S puntos de S se encuentran en C.

En la estrategia de la demostracion del Teorema [2.2] de Helfgott y Venkatesh se utiliza una adaptacién del método del
determinante de Bombieri-Pila, basada en una técnica analitica conocida como criba mas grande de Gallagher. Mencionamos
a continuacién esta adaptacion

TEOREMA 2. Sea S C [N]?, N > 1. Supongamos que existe o > 0 tal que #S, < ap para todo primo p > c.
Sea M C Z[z,y] un conjunto finito de polinomios que verifica:

e ser linealmente independiente,
e separar puntos,
e incluye al polinomio P(x,y) = 1.

Sea D := #M ydpy := ) pepgdeg(P). Decimos que C' es una M-curva si es una curva algebraica plana definida por la
ecuacion g(x,y) = 0 con g un polinomio que es combinacion Q-lineal de los polinomios de M. Entonces, para todo § € (0,1),
se cumple algunas de las siguientes condiciones:

(1) existe una M-curva que contiene al menos 6#S puntos de S,
2ad
(2) se tiene #S <a.5,Mm (NW%)JrOQ,M(J))'

El teorema anterior es el resultado central de [18]. De hecho, la caracterizacién del Teorema [I| es una aplicacién de este
teorema.

En este capitulo vamos a probar el Teorema [I] y el Teorema 2} Vamos a dedicar las primeras dos secciones a motivar la
caracterizacién de los conjuntos “mal distribuidos” del Teoremal[l} En la seccién 3, explicamos cémo se adapta el método del
determinante en el contexto de la criba méas grande de Gallagher, para luego probar el Teorema [2|y damos como aplicacién el
Teorema |1} Finalizamos el capitulo en la seccién 4, explicando qué se puede decir del estudio de conjuntos mal distribuidos
en dimensiones superiores (conjuntos contenidos en Z™ con n > 2) y en la recta (conjuntos contenidos en Z).
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1. Conjuntos mal distribuidos

Consideremos un conjunto S C R™. A veces no tenemos suficiente control del conjunto, sin embargo tenemos una
idea de qué tan bien distribuido se encuentra. Por ejemplo, si consideramos S = {z,, := {nz} : n € Z}, donde {a} es la
mantisa de a, es decir, {a} = a — |a], es sabido que si z ¢ Q, S es un conjunto denso del [0,1]. Sin embargo, es mds que
denso, estd uniformemente distribuidaﬂ en el [0,1], lo que significa que tiene densidad total en cada subintervalo del [0, 1].
Concretamente, si I = (a,b) C [0,1] lo que se tiene es
#{r, e SNI:1<n<N}

N

lmpy 400 =|I| = (b—a).

En general, tenemos la siguiente definicion.

DEFINICION 3.1. Sea ), una sucesion de nimeros reales. Decimos que (zy)n estd uniformemente distribuida mddulo
1, si para todo intervalo I = (a,b) C [0,1] se verifica
#{zy, : {z,} €,1<n< N}

N

No es dificil de convencerse que una sucesién (z,), uniformemente distribuida médulo 1 tiene su sucesién asociada
({n})n densa en el [0,1]. Por otro lado, puede corroborarse que la sucesién {sin(n)},en es densa en el [—1, 1] pero no estd
uniformemente distribuida médulo 1. Esto quiere decir que “estar uniformemente distribuido” es algo mas fuerte que “ser
denso”.

Las sucesiones uniformemente distribuidas médulo 1 verifican muy buenas propiedades. Por ejemplo, si f : [0,1] — R es
una funcién continua, si se consideran los promedios 4,, := % S, f({@i}), con (z;); una sucesién uniformemente distribuida

limpy 400 =1|I|=(b—a).

moédulo 1, no es dificil de ver que A,, converge a la integral fol f(t)dt. Ademds, las sucesiones uniformemente distribuidas dan
una buena nocién de conjuntos aleatorios: dada (z,,), sucesién uniformemente distribuida médulo 1, si elegimos un intervalo
del [0, 1], la distribucién de la sucesién ({x,,})n es uniforme en el intervalo.

Resulta de interés extender la nocién de uniforme distribuciéon médulo 1, por ejemplo, para sucesiones de elementos de un
grupo localmente compacto y Hausdorff. En nuestro caso veamos cémo podemos definir la nocién de uniforme distribucion
de un conjunto de enteros. Sea (z, ), una sucesién de enteros. De manera andloga a una sucesién uniformemente distribuida
médulo 1, podrfamos decir que la sucesion (x;, ), estd uniformemente distribuida si para cada entero positivo m, la distribucién
de (z,, (mod m)), es uniforme en Z/mZ. Esta es la definicién cldsica de una sucesién de enteros uniformemente distribuida
modulo Z.

DEFINICION 3.2. Sea (z,)n una sucesién de enteros. Decimos que una sucesion (), estd uniformemente distribuida
mddulo m si, para todo 0 < j < m — 1, se verifica la condicion
. #a,eS 2, =4j(m),1<n< N} 1
limy 400 N = —.
m
Decimos que el conjunto S € Z estd uniformemente distribuido modulo Z si estd uniformemente distribuido mddulo m para

todo m > 2.

En particular, si una sucesion estd uniformemente distribuida moédulo Z, estd uniformemente distribuida médulo p™ para
todo primo p y todo entero positivo n.

Para muchas aplicaciones, concretamente, cuando se estudia la distribucién de un conjunto 2 C Z, resulta natural
estudiar €2, el conjunto de restos médulo p de €2, o §,», el conjunto de restos médulo p™ , con p un primo y n un entero
positivo. Posteriormente veremos que este es el caso de la criba grande y la criba més grande de Gallagher. Resulta entonces
natural preguntarse si una sucesién (z,), uniformemente distribuida médulo p™, para todo p primo y n entero positivo,
resulta una sucesion uniformemente distribuida médulo Z. Esta pregunta tiene respuesta negativa.

EJEMPLO 3.1 (Niederreiter-Kuipers). Sea
nsin=0,1,2,5 (mod 6)
ap :=<{n—2sin=3 (mod 6)
n+2sin=4 (mod 6)

No es dificil de comprobar que (ay,)n estd uniformemente distribuida mddulo m, con m > 2 y 6t m, luego estd uniformemente
distribuida mdédulo p™ con p primo y n entero positivo. Pero (an), no estd uniformemente distribuida mddulo 6, luego no
estd uniformemente distribuida modulo 7Z.

2Este resultado es conocido como el lema de Kronecker. Puede encontrarse una demostracién en 23]
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Una forma de estudiar las sucesiones uniformemente distribuidas médulo Z es estudiar qué sucesiones estan “mal dis-
tribuidas”.

PREGUNTA 3.1. ;Cdmo es una sucesion (x,), C Z que no estd uniformemente distribuido mddulo Z?

La Pregunta “inversa” sigue siendo bastante complicada, porque hay muchas razones por las cuales una sucesiéon
puede estar mal distribuida. Sin embargo, para muchas aplicaciones en teoria de nimeros, la “mala distribucién” de una
sucesién es de una naturaleza particular.

EJEMPLO 3.2. Sea S = (n?), el conjunto de los cuadrados perfectos. Sea p > 2 un primo. Sea S, := {n? (mod p) : n €
N}, es decir, clases residuales mddulo p de los elementos de S. Por la ley de reciprocidad cuadrdtica, #S, = p—gl, es decir,
S esencialmente ocupa la mitad de las clases residuales modulo p. Esto implica que la sucesion de los cuadrados perfectos

no estd uniformemente distribuida modulo p y por lo tanto, no estd uniformemente distribuida modulo Z.

El Ejemplo [3:2] muestra una razén tipica de mala distribucién, debida a que una sucesién ocupa pocas clases residuales
médulo p para muchos primos p. Esto motiva la siguiente definicion.

DEFINICION 3.3. Sea S C Z no vacio. Decimos que S estd mal distribuido si existen o € (0,1) y ¢ > 0 tales que, para
todo p > ¢ primo, el conjunto S, := {x (mod p) : x € S} tiene a lo sumo ap elementos.

La Definicién [3.3] asegura la no uniforme distribucién médulo Z de una sucesién x,, de enteros. Ademads, la definicién [3.3
resulta més conveniente que la Definicién 3.2 en algunas aplicaciones, debido a que se refiere a la mala distribuciéon de un
conjunto y no a la mala distribuciéon de una sucesiénﬂ Remarquemos que el conjunto de los cuadrados perfectos resulta ser
un conjunto mal distribuido con la Definicién [3.3]

Ahora podemos plantear otra pregunta, en la direccién de la Pregunta [3.1

PREGUNTA 3.2. 5Como es un subconjunto de enteros S mal distribuido?
Un resultado relacionado a la pregunta anterior es el siguiente.

TEOREMA (Gallagher). Sea S C [N] un subconjunto tal que existen o € (0,1) y ¢ > 0 tal que S ocupa a lo sumo ap
clases residuales mddulo p para todo primo p > c. Entonces #S5 <, N©.

El teorema anterior dice que un conjunto finito de enteros positivos, mal distribuido, no puede ser muy grande. Més atn,
dado que los conjuntos de enteros que se estudian de manera natural, son infinitos, el conjunto S que uno suele considerar
se obtiene de truncar un conjunto infinito mal distribuido, es decir, si S C Z estd mal distribuido, podemos considerar
Sy = S N[N], luego el teorema anterior nos dice que, para cada N, Sy no puede ser muy grande, es decir, el tamafio de
SN no crece muy réapido cuando N — +o0. Sin embargo, es esperable que la naturaleza de la mala distribucién pueda ser
debida a otras razones, como que el conjunto tenga alguna estructura algebraica, como en el caso de los cuadrados perfectos
que el conjunto en cuestién es la imagen del polinomio P(z) = z2.

La Pregunta es bastante complicada (ver [I8][seccién 4.2]) y escapa los objetivos de la tesis. Nosotros vamos a
estudiar la pregunta andloga a [3.2] para conjuntos mal distribuidos del plano. Para ello, adaptamos la Definicién [3.3]

DEFINICION 3.4. Sea S C Z? un conjunto no vacio. Decimos que S estd mal distribuido si existen o > 0 y ¢ > 0 tales
que para todo p > ¢ primo, se verifica que S ocupa a lo sumo ap clases residuales mddulo p, es decir, si Sp := {(z (mod p),y
(mod p) : (z,y) € S}, se tiene #S, < ap.

Notemos que en este caso, ocupar pocas clases residuales se refiere a ocupar una cantidad de un orden menor que p?
clases residuales. En la definicién estamos pidiendo que la cantidad de clases residuales sea O(p). Pedimos esta estimacién,
y no otras como O(plog(p)), debido a que en la préctica, los conjuntos mal distribuidos del plano tipicos verifican que la
cantidad de clases residuales es O(p). Esto puede verse en el siguiente ejemplo.

EJEMPLO 3.3. Sea C una curva algebraica plana, definida por un polinomio P(x,y) € Z[x,y], geométricamente irre-
ducible, de grado d. Las estimaciones de Lang-Weil [25] permiten deducir que la cantidad de clases mddulo p ocupadas por

P(x,y) € Z/pZ[z,y], la reduccion mddulo p del polinomio P, es del orden de p -+ Od(p%), Por lo tanto, C(Z) C 72, el
conjunto de puntos enteros de C, es un conjunto mal distribuido del plano.

Ahora consideramos la pregunta andloga a la Pregunta [3.2

3Puede ocurrir que, dado un conjunto S C Z, admita dos numeraciones (zn)n, (Yn)n tales que (zy)n sea uniformemente distribuida médulo
Z pero (Yn)n nO.
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PREGUNTA 3.3. ;Coémo es un subconjunto S mal distribuido del plano?

Como mencionamos en la introduccién a este capitulo, Helfgott y Venkatesh obtienen una caracterizacién de los subcon-
juntos del plano mal distribuidos, que da una respuesta satisfactoria a la Pregunta |3.3

TEOREMA (Helfgott-Venkatesh). Sea S C [N]? C Z? con N > 1. Supongamos que existe o > 0 tal que #S, < ap para
todo primo p. Entonces, para todo € > 0 se tiene que ocurre alguna de las proposiciones siguientes:
o #S5 =0,(N°),
o existe una curva algebraica plana C de grado Oq.(1) tal que al menos (1 —e)#S puntos de S se encuentran en C.

Podemos pensar que un “conjunto aleatorio” S verifica que para cada primo p, se ocupan con igual probabilidad todas las
clases residuales médulo p. Entonces los conjuntos mal distribuidos son en algin sentido opuestos a los conjuntos aleatorios.
El teorema anterior lo que dice es que si S C Z2 no es un conjunto aleatorio, si consideramos Sy = S N [N]?, la “no
aleatoriedad” de S es debida a que las truncaciones Sy crecen en tamano lentamente cuando N — +00, 0 a bien crecen
manteniendo algin tipo de estructura algebraica cuando N — 4oc0.

Veamos con varios ejemplos como se manifiesta la mala distribuciéon de un conjunto del plano. En lo que sigue, dado
S C 7%, denotamos S, := {(z (mod p),y (mod p)) : (z,y) € S}.

EJEMPLO 3.4. Sea S C Z? un singletén, por ejemplo S = {(0,0)}. El conjunto S ocupa una sola clase residual médulo p
para todo primo p, con lo que #.S, < %p para todo primo positivo. El conjunto S estd mal distribuido, pero podemos atribuir
la mala distribucion al tamano del conjunto, que es el menor posible.

EJEMPLO 3.5. Sea S = {(n,n) : n € [N]}, es decir, la diagonal de [N]?. Para todo primo p < N se tiene que S ocupa
solo las diagonales de las clases residuales mddulo p, es decir, p clases residuales. Ahora, si ¢ > N es primo, tenemos que
S ocupa de las ¢* clases residuales, sélo N, que es mucho mds chico que q para q grande. Dado que #S = N = %q, en

este caso, St o = % se tiene #S, < ap para todo p primo. El conjunto S estd mal distribuido y tiene N elementos en [N]?.
Podemos atribuir la mala distribucion de S a su estructura algebraica, ya que S es el conjunto de puntos enteros de la curva
algebraica definida por P(x,y) =+ —y = 0.

EJEmpLO 3.6. Consideramos ahora un andlogo en el plano del Ejemplo . Sea S :={(a®a) : a®> < N,a € Z} C Z°.
Por la ley de reciprocidad cuadrdtica, el conjunto ocupa %(p + 1) clases residuales mddulo p para todo primo p > 2, por lo

tanto se trata de un conjunto mal del plano distribuido. S posee O(N%) elementos. Podemos atribuir la mala distribucion de
S a su estructura algebraica, ya que S es el conjunto de puntos enteros de la curva algebraica definida por Q(z,y) = x — y>.

Un poco mds en general, si k es un entero positivo fijo, sea N > k. Consideramos S := {(a?,b) : a> < N,a € [N],b €
[k]} € [N]?. Para todo primo p > 2, el conjunto S ocupa %(p + 1)k clases residuales mdédulo p, con lo que S es un conjunto
mal distribuido. Se tiene que S posee O(N%). La mala distribucion de S en este caso se puede atribuir a que S posee

estructura algebraica, al estar contenido en k curvas algebraicas de grado pequeno.

EJEMPLO 3.7. Recordamos el Ejemplo [3.3. Las puntos enteros de una curva algebraica conforman un conjunto mal
distribuido. Su mala distribucion se puede atribuir a que estdn contenidos en una curva algebraica.

Es importante notar que puede pensarse que todo conjunto finito del plano tiene algin tipo de estructura algebraica. Si
S C [N]?, el polinomio

P(xz,y) = H (x —a),
a:(a,y)€S para algfm y
define una curva algebraica cuyos puntos enteros contienen a S. La caracterizacién de Helfgott y Venkatesh pone en manifiesto
que, ademads de estar contenido en una curva algebraica, el grado de la curva debe ser pequeno.

2. Puntos racionales en curvas sobre cuerpos finitos

El problema de contar puntos en curvas o superficies sobre cuerpos finitos es bastante profundo; Weil formulé varias
conjeturas sobre el tema, que sirvieron para el desarrollo de la geometria algebraica. Podriamos dedicar toda la tesis a este
tema, para abordarlo de manera superficial; por esta razén, vamos a contar brevemente lo que dicen las conjeturas de Weil
y explicar qué relacién tienen con el problema de interés de la tesis, que son los conjuntos mal distribuidos.

Sea V un conjunto algebraico proyectivo sobre F,, definida por el sistema de ecuaciones
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filz1, - xn) =0

fk(xlv"' 7x’n) = 07
con f; € Fylx1,---,xy,] formas homogéneas. Consideremos Fy» la extensién de F, de grado r. Para calcular #V (F,r) se
considera la funcién zeta asociada a V', que es la funcién generatriz exponencial

o0 r
T
Z(V,Fx) := V(Fg,))— |.
(V. Fy2) = exp (;_lj(# ()= )
Estamos usando que la exponencial de una serie F'(z) € Q[[z]] que no posee término constante la definimos como
400 k
F(x)
exp(F(x)) := E 0
k=0
Conocer la funcién generatriz determina las cantidades #V (F,r), pues se tiene

#VE) = (dd) oo (l0g(Z(V, F 3 2))).

Calculemos la funcién Z(V,F,, ) para V particulares.

rn

EJEMPLO 3.8. Consideremos V = A" el plano afin asociado a una clausura algebraica de Fy. Se tiene #V (Fyr) = ¢
Luego

+oo r
xr
log(Z(A", Fyg; 7)) = > ¢~ = —log(l - ¢"z).
r=1

Ezponenciando, obtenemos
1

EJjEMPLO 3.9. Consideremos V. = P" el plano proyectivo asociado a una clausura algebraica de Fy. Puesto que un
elemento de V(F,r) estd representado por una coordenada homogénea (zo : -+ : @) con todos los x; no nulos, y dos

coordenadas homogéneas son equivalentes si y solo si una es un maltiplo de la otra por un escalar no nulo de Fqr, se tiene

r(n4+1) _ 1 n )
mn q
H#P"(Fyr) = = qu
T = i=0
luego
“+o0 n ] QI‘T n .
log(Z(P",Fy;2)) = Z ( qm> —= Z —log(1 — ¢'x).
r=1 \i=0 i=0
Ezponenciando, llegamos a
A |
(2.1) Z(P",Fy;x) = Hl—qix'

i=0
OBSERVACION 3.1. Notemos que la funcion zeta en los dos ejemplos anteriores tiene coeficientes racionales, luego

Z(A"Fy;x), Z(P™",Fy;2) € Q). Adicionalmente, la expresion (2.1) se parece mucho a la férmula del producto para los
primos de la funcion zeta usual

+ool

¢(z) := e
n=1
OBSERVACION 3.2. Sea V. C A™ (respectivamente V. C P™). Resulta #V (Fyr) < ¢ (respectivamente #V (Fyr) <
>oi_0d™). Luego la serie generatriz Z(X,F,,x) converge para todo x con |z| < q~™.
OBSERVACION 3.3. SeaIETq una clausura algebraica de Fy, y consideremos el morfismo de Frobenius Fy : x € E —zle E.
Sea V- C A™ o P" un conjunto algebraico. Tenemos que Fy actia sobre V(E) (el conjunto de puntos de V' con coordenadas
en F,) mediante
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Fy(ti,ota) = (-, th).
Vamos a decir que P es un primo de V' si es una orbita de la accion de Fy sobre V(E). Definimos el grado del primo P como
el cardinal de la drbita a la que estd asociado. Denotemos al grado de P como deg(P) y nP := qi°8F. §i
B, := #{P primo de X : deg(P) = r},
de la descomposicion de drbitas por la accion de Fy tenemos la relacion
#V(Fyr) =Y iB;.
ilr

Entonces, se tiene, dentro del dominio de convergencia:

+o0 r +oo . 400 +o0 r
IPTCRESS DL DTS 3 BLIOCS
r=1 r=1 1‘\7« r=1i1=1
Intercambiando el orden de sumacion:
+o0 +00 s +oo +oo xli +oo 1 +oo B
r=113=1 =1 =1 i=1 =1
Ezponenciando, obtenemos la expresion para la funcion zeta
T B, -1
(2.2) Z2VFi) =[[-a)" = [ (1-a%=?)
i=1 P primo deVv
Poniendo x = q¢~° obtenemos la expresion
s _sy—1
(2.3) Z(V.Fgq ) =[[(1—nP~)"".

P
Las expresiones (2.2) y (2.3) son muy similares a las formulas del producto de la funcion zeta de Riemann cldsica y a la
funcidn zeta de Dedekind; de ahi que la funcion Z(V,Fy;x) se la llame funcién zeta del conjunto algebraico V.

Calculamos la funcién zeta en dos ejemplos, que serfan los mas sencillos y fundamentales. En general el problema de
calcular la funcién zeta de un conjunto algebraico afin o proyectivo no es ficil. El estudio de las propiedades de Z(V,Fy; )
es el punto de partida de las conjeturas de Weil.

TEOREMA 3.2 (Conjeturas de Weil). Sea V' un conjunto algebraico proyectivo suave sobre F,, geométricamente irre-
ducible, de dimension n.

(1) Racionalidad:
Z(V,Fg;z) € Q(z).
(2) Ecuacion funcional: existe un entero € llamado la caracteristica de Euler de la variedad V', tal que

1 c
Z(Vvv Flb qniif) = ianxEZ(‘/a Flbm)'

(3) Hipdtesis de Riemann: la funcidn zeta se factoriza como

Z(V.Fyi2) = =,

H Pgi(x)

i=0
con cada P;(x) € Z]x], con término independiente 1, y tal que se factoriza en C como
b;
Pi(z) = H(l — ;) con |ai;| = qz.
j=1

La cantidad b; = deg(P;) se llama el i-ésimo nimero de Betti de V
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Tomando x = ¢—°, notemos que lo que dice el tercer enunciado del Teorema es que los polos de la funcién Z(V,Fy; z)
deberfan tener parte real en {0,1,---,n} mientras que los ceros deberian tener parte real en {%, %, cee 2";1}. Por esta
razén es que el tercer enunciado se lo conoce como hipétesis de Riemann.

OBSERVACION 3.4. Es importante notar que, si bien en el Ejemplo vimos que la funcion zeta asociada a la variedad
afin A™ era racional. En general, no es cierto que una variedad afin verifica que su funcion zeta asociada es racional.

La demostracion de los resultados del Teorema [3.2| requirié del trabajo de muchos mateméticos importantes como Weil,
Artin, Grothendieck, Dwork y Deligne. Para esta tesis sélamente nos va a interesar el tercer enunciado del Teorema [3.2] en
el caso que V sea una curva. Esto se debe a que en este caso, la hipdtesis de Riemann nos permite dar una estimacién para
#V (F,) y por lo tanto nos permite obtener datos acerca de la distribucién de V' médulo ¢ = p con p primo.

La estimacién de #V (F,) que necesitamos se encuentra dentro de un resultado debido a Lang y Weil de 1956 [25], que
no enunciamos en su mayor generalidad:

TEOREMA 3.3 (Lang-Weil). Sean n,d, enteros positivos. Existe una constante A := A(n,d) tal que para toda V C P"+!
hipersuperficie geométricamente irreducible de grado d, definida sobre Fy, se tiene

#V (Fgr) — ¢ < A(n,d)g" "2,

En el caso de una curva algebraica proyectiva, con n = 1, obtenemos la estimacién

(2.4) #V (Fyr) < AL d)g* +4".

Tomando ¢ = p con p > 2 un primo, y r = 1 la estimacién nos da una nocién de céomo esta distribuida médulo p
una curva algebraica plana. En efecto, sea C una curva algebraica plana, que vamos a suponer geométricamente irreducible,
definida por la ecuacién F(x,y) = 0 con F' € Z[z,y]. Como siempre podemos asumir que los coeficientes de F' son coprimos,
el polinomio F reducido es no nulo, de grado a lo sumo deg(F). Si proyectivizamos en P2, obtenemos una curva algebraica
proyectiva C =V de grado a lo sumo deg(F'). Utilizando la desigualdad obtenemos la estimacién

1 1
#V (Fp) < A(1,deg(F))p? + p = Odeg(r)(p2) + p-
Puesto que al proyectivizar agregamos puntos, lo que acabamos de obtener es una estimacién para los puntos racionales en
C, a saber

#C(Fp) = Odeg(r) (»?) +p,
que dice que para p grande, dependiente del grado de F', la curva C ocupa pocas clases residuales médulo p. De aqui
concluimos que las curvas algebraicas del plano son conjuntos mal distribuidos, pero la mala distribucién es debida a
la estructura algebraica que poseen. De la misma forma que para curvas, es posible obtener el enunciado analogo para
hipersuperficies, es decir, las hipersuperficies algebraicas son conjuntos mal distribuidos.

El teorema [3.3| para curvas, es decir, para n = 1, puede verse que es una reformulacion de la hipdtesis de Riemann sobre
curvas definidas en cuerpos finitos. Atn el caso para curvas de la hipdtesis de Riemann no es sencillo, sin embargo hay un
argumento “sencillo” de Bombieri [4], que apela a ideas de Stepanov [51], que sélamente utiliza el teorema de Riemann-Roch.

Una vez que se tiene el resultado para curvas, el Teorema|3.3|se puede probar mediante un argumento inductivo, haciendo
induccién en la dimensién r de la variedad. Los detalles de la demostracién pueden consultarse en [25].

3. La criba como una técnica analitica

El método més antiguo para estimar la cantidad de primos en un intervalo [N] viene dada por la criba de Eratosthenes.
Este método es bastante sencillo: sustraemos el 1 de [IN], que no es un ntmero primo, luego sustraemos de los ntimeros del
intervalo [N] los multiplos propiosﬁ de 2, luego los multiplos propios de 3, y continuamos sustrayendo miltiplos propios de
los primos menores o iguales a N. Finalizado este proceso de eliminacién, los nimeros que no fueron eliminados del intervalo
[N] son todos los primos menores o iguales a N. La siguiente tabla muestra este proceso para N = 30.

1 2 3 A 5 i 7 g 8 w
11 ¥ 13 p%e s 16 17 p 19 isd
2 27 23 24 25 26 27 28 29 B

4por multiplo propio de p nos referimos a un nimero de la forma kp con k > 1.
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En la tabla, los nimeros que estdn marcados como 4 son multiplos de 2, los ntiimeros que estdn marcados como § son multiplos
de 3 y los niimeros marcados como €5 son miiltiplos de 5. Los nimeros que tienen mas de una marca, se debe a que son
multiplos de mas de un primo. Por ejemplo, tenemos marcado J debido a que 30 es multiplo de 2, 3 y 5.

El método de la criba de Eratosthenes se puede adaptar para estimar los primos del intervalo [\/ﬁ , N, sustrayendo los
multiplos de todos los primos p < v/N. Este proceso puede verse en la siguiente tabla.

)4 4 3 A ® i 7 g 9 w
11 )4 13 pZs ™ 6 17 K 19 o
by 2 23 24 ) 26 20 28 29 i<l

En si, el método que describimos no es practico para N grande, pues coincide con aplicar el principio de inclusién-exclusién.
Viggo Brun E| en el trabajo [8] del 1915, prueba, adaptando la criba de Eratosthenes, que existen infinitos infinitos enteros
positivos n tales que n y n + 2 tienen a lo sumo nueve factores primos y que todo entero par positivo suficientemente grande
se escribe como suma de dos enteros positivos, cada con a lo sumo nueve factores primos. En [9], Brun obtiene:

1
TEOREMA 3.4 (Brun). Sea P el conjunto de los primos positivos. La serie Z — es convergente.
p:pEP,p+2€P

Los trabajos de Brun no recibieron mucha atenciéon hasta que Selberg, en 1947, desarroll6 un método, de la misma
naturaleza que el método de Brun, con el que mostré que una proporcién positiva de los ceros de la zeta de Riemann se
encuentran en la recta Re(s) = %, y Linnik, en 1941, desarroll6 el método de la criba grande, que posteriormente fue mejorado
por Rényi (1950), Roth (1965), Bombieri (1965), Davenport y Halberstam (1966), Gallagher (1967) y otros. Explicar en
profundidad las distintas técnicas que ahora reciben el nombre de “métodos de criba” escapa los objetivos de esta tesis.
Existen numerosos libros y notas que explican en detalle las técnicas de criba, como [10], [19] y la exposicién de Friedlander
[14]; nosotros explicaremos brevemente la idea general detrds de estas técnicas.

Sea A un conjunto finito de objetos y P un indice de primos tales que para cada p € P tenemos asociado un subconjunto
A, C A. El “problema de la criba” es dar cotas superiores e inferiores para

(3.1) S(A,P) = A\ | 4,
peEP

La razoén por la cual el problema de estimar #S(A, P) se conoce como el "problema de la criba” es la siguiente: si hacemos
una tabla con los elementos de A, lo que queremos estudiar son los elementos de A que no poseen elementos de A4, para
ningiin p. Consideramos, digamos, As. Tachamos de la tabla que hicimos con A las entradas comunes con As. Luego
consideramos Az, procedemos igual, y asf seguimos hasta terminar. El conjunto S(A, P) estd compuesto por las entradas de
la tabla que no fueron tachadas. El nombre de “criba” viene del hecho de que esto mismo es lo que se hace en la criba de
Eratosthenes.

Por el principio de inclusién-exclusién , tenemos una expresion para #S(A,P), sin embargo, dicha expresién no es
practica. Por esa razdn interesa dar cotas para S(A,P) y no dar una férmula explicita.

Un planteo tipico del problema de criba es considerar A un conjunto finito de enteros positivos, P los primos o los primos
mayores que algin ¢ > 0, y A, un subconjunto de A que cumple algunas condiciones de congruencia médulo p. Por ejemplo:
Pa) ={p < vz},

Alz)={1<n<z:neclZ},
Ay(z)={1<n<z:n=0(p)}

El problema de la criba en este caso es estimar la cantidad de primos que se obtienen de extraer aquellos niimeros divisibles
por algtin primo p < /z, es decir, estimar los ntimeros primos en el intervalo [/z, z]; esta era una de las problemé&ticas para
las que se aplicaba la criba de Eratosthenes.

Un problema en algin sentido “inverso” al problema de la criba es el siguiente. Supongamos que partimos de un conjunto
S finito y queremos obtener alguna estimacién para #S. Entonces miramos médulo p la imagen de S, que denotamos S,
para p € P un conjunto de primos.

5Es probable que Jean Merlin [34] haya sido el primero en tratar de modificar la criba de Eratosthenes, en 1911. Desafortunadamente, Merlin
murié en la Primera Guerra Mundial y solo dos de sus manuscritos sobrevivieron. Seguramente Brun habré leido los trabajos de Merlin y fue
inspirado por los mismos, conduciéndolo a su adaptacién de la criba de Eratosthenes.
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PREGUNTA 3.4. ;Puede decirse algo de #S a partir de tener estimaciones para los #S,, para todo p € P?

Para estudiar la pregunta anterior se usa en general la criba grande (large sieve), nombre que hace referencia a un
conjunto de técnicas analiticas que comparten una estrategia comuin. También se emplea la criba mds grande (larger sieve).
Dado que la Pregunta [3.4] es de interés para nosotros, ya que estd relacionada con obtener una estimacién de la cantidad
de soluciones enteras de una curva algebraica a partir de tener una estimacién de la cantidad de soluciones médulo p de la
curva reducida médulo p (ver la Pregunta [3|y los comentarios previos), vamos a explicar un poco la criba grande y la criba
mas grande.

Linnik introdujo en 1941 la criba grande. La motivacion original de Linnik era estudiar la hipdtesis de Vinogradov,
relacionada con el tamano del menor residuo no cuadrético n, (mod p) con p un primo. Vinogradov conjeturd que para todo
€ > 0 se verificaba n, = O(p®). Con la criba grande, Linnik en [26] prueba:

TeOREMA 3.5 (Linnik). Dado p primo, sea n, (mod p) el menor residuo no cuadrdtico médulo p. Entonces, para todo
e >0, el numero de primos p < x para los que n, > p° es O(loglog(z)).

La criba grande de Linnik es un método desarrollado en [27], que da una estimacién para conjuntos de la forma
(M,P.Q):={meM:m=#%uw,, (mod p) ¢ V1 <i<w(p),Vpe P},
donde M es un conjunto no vacio, finito, de enteros positivos, P es un conjunto de primos y €2 es un conjunto de enteros
positivos tal que, para todo p € P, si 2, es el conjunto de clases residuales médulo p de €, se verifica Q, = {w1p, -+, W p),p} -
Esencialmente, (M, P, Q) es el conjunto que se obtiene luego de eliminar los elementos de M que verifican ciertas condiciones

de congruencia moédulo p, para p € P.
La estimacién de #(M, P, ) de Linnik [27] se deduce de una desigualdad:

TEOREMA 3.6 (Desigualdad de la criba grande). Sea (ay), una sucesion de nimeros complejos y sean x,z enteros

positivos. Entonces
o
YY1 w2 P ) Yl

d<z1<a<d,gcd(a,d)=1 n<z n<x

TEOREMA 3.7 (Criba grande). Sean M un conjunto no vacio, finito, de enteros positivos, P un conjunto de primos
positivos y ) un conjunto, no vacio, de enteros positivos tal que para todo p € P, si §, es el conjunto de clases residuales
mddulo p, se tiene Qp, = {w1 p, -+, Wy(p)p}- Sea z>0. Sea P(z) :=[[,cp.,.p- Sean

(M,P,Q,2z) :={meM:m (mod p) ¢ Q,, VpEP, p< 2z},
L() = S @[T 22

p—w
d<z pld
donde 1 es la funcion de Mébius, definida como
lsid=1
0 si d no es libre de cuadrados
p(d) = k

(—-1)* sid= Hpi, con los enteros p; todos primos distintos
i=1
Entonces, tenemos la estimacion
22 +drx
L(z)

Desde Linnik, la criba grande evolucion6 hasta ser una técnica apicable a muchos problemas matematicos diversos
(consultar [21] para ver varias aplicaciones de la criba grande en distintos contextos). La evolucién de la técnica fue debida
a que la desigualdad del Teorema se abstrajo adecuadamente.

Una adaptacién particularmente 1til de la criba grande, es la criba més grande de Gallaher [15]. Esta adaptacién da
una estimacién de #(M, P, ), permitiendo que el conjunto P contenga potencias de primos.

#(M,P, sz) S

TEOREMA 3.8 (criba més grande). Sean M un conjunto no vacio, finito, de enteros positivos y T un conjunto no vacio,
de potencias de primos positivos. Para cada t € T, definimos M; := {x (mod t) : x € M}. Supongamos que para cada
t € T se tiene un numero real positivo u(t) tal que M ocupa a lo sumo u(t) clases residuales mddulo t, es decir, para todo
t €T severifica #M; < u(t). Sea X := maxpmem(Im|) y A la funcidn de von Mangoldt, definida como
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At = {log(p) sin=p%a €N
0 en otro caso

Z A®) log(2X) > 0,

teT u(t)

Si

entonces

D A(t) — log(2X)
#./\/l < teT )
> A®) log(2X)

teT u(t)

Como aplicacion del Teorema Gallagher en [15] prueba los siguientes dos resultados:

TEOREMA 3.9 (Gallagher). Sean a,b enteros positivos tales que para todo t potencia de un primo existe vy con la propiedad
b=a" (mod t).
Entonces existe un entero v tal que
b=a" (mod t).

TEOREMA 3.10 (Gallagher). Sea S C [N] un subconjunto tal que existe 0 < o <1 y ¢ > 0 tal que S ocupa a lo sumo ap
clases residuales médulo p, para todo primo p > c. Entonces

#S <, N

Sea S C Z2%. De las técnicas de criba que mencionamos, la criba grande y la criba mas grande parecen adecuadas para
obtener una estimacion del tamano de S, a partir de estimaciones de la cantidad de clases residuales médulo p del conjunto

S.

4. El método del determinante como una criba

Lo que vamos a hacer ahora es adaptar la criba mas grande de Gallagher, tomando como base el método del determinante.
Empezamos probando el ultimo teorema de la seccién anterior, que recordamos a continuacién.

TEOREMA 3.11 (Gallagher). Sea S C [N] un subconjunto tal que existe 0 < a <1 y ¢ > 0 tal que S ocupa a lo sumo ap
clases residuales modulo p, para todo primo p > c. Entonces

#S <o N

Antes de dar la demostracion del Teorema [3.11] recordamos las siguientes estimaciones:

(4.1) > logp(p) = log(n) + O(1)

(4.2) " log(p) = O(n)

DEMOSTRACION. Vamos a contar de dos maneras distintas los pares x,y y los p > ¢ primos que verifican = y (mod p).
Para esto consideramos la magnitud

A= H (x —y).
z,yES:TAY
Sea p > c. Definimos

S(a;p) ={reS:x=a (modp)}.

Observamos que S =[], ( ) S(a;p). Notemos A, := #{z (mod p) : « € S}. Luego, usando Cauchy-Schwartz:

mod p
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2
#S)2=| >, #S@p) | <A, Y #S@p’<ap Y #S(ap)
a (mod p) a (mod p) a (mod p)
Puesto que
> #S(ap)P= ) > 1,
a (mod p) a (mod p) {(z,y)€S?:x=y=a (mod p)}

podemos particionar el conjunto {(z,y) € S? : * =y =a (mod p)} en la diagonal y su complemento, con lo que la anterior
suma es igual a

#{(z,y) €Sz Ay z=ylp}+#S.

Concluimos entonces

— #S.

2
#{(v,y) €S? x££y, x=y(p)} > #i

Sea v,(A) el exponente de p en la factorizacién de A. Este exponente cuenta exactamente la cantidad de z # y con z = y(p).
Por lo anterior,

2
n@)z 22 g

Entonces, tenemos la cota
A A)l (232 _|s))log(p) _ 22 5 lo(r) _ 55 log(p)
|A] > H pvp( )Z H evr(A)log(p) > H eTap 08(P) — e Ze<p<a c<p<qlog(p
c<p<Q c<p<Q c<p<Q

Usando las estimaciones de (4.1)) y (4.2)), concluimos

#52 10g(Q)—#50(Q)+0(1) #52 (1og(Q)— 2L +0, (1))
#A > e =ec .
Por otro lado, tenemos la cota superior trivial

#a< I N<NES
(z,y)€52,x#y

con lo que comparando con la cota inferior y tomando logaritmos, tenemos luego de simplificar #52, la estimacién

1 0(Q)
— I i 4 < .
~(105(Q) = ! + 0a(1) < log(V)
Tomando ahora @ = #S y exponenciando, llegamos a #S5 = O,(N®%). ([l

En lo que sigue, vamos a adaptar la demostracién del Teorema para generalizar a conjuntos S C [N]? tal que para
cada p se ocupan a lo sumo ap clases residuales. Esta generalizacién es:

TEOREMA 3.12 (Helfgott-Venkatesh). Sea S C [N]*> C Z? con N > 1. Supongamos que existe o > 0 tal que #S, < ap
para todo primo p. Entonces, para todo € > 0 se tiene que ocurre alguna de las proposiciones siguientes:
o #S5 =0,,(N°),

o existe una curva algebraica plana C de grado Oq (1) tal que al menos (1 —e)#S puntos de S se encuentran en C.

En la demostracién del Teorema la funcién w(z,y) = x — y detectaba cudndo dos puntos eran distintos. En dos
variables, la idea es encontrar una funcién w que mida cudndo finitos puntos {P;}; estdn en una curva algebraica plana de
grado pequeno: esto va a permitir “detectar” si el conjunto de puntos {P;}; en el que evaluamos w posee algin tipo de
estructura algebraica. En el capitulo 1 observamos que en este tipo de problema se podia aplicar el método del determinante
de Bombieri-Pila: la funcién w puede ser un determinante, que si vale 0, entonces los puntos {P;} estdn contenidos en una
curva algebraica. Esta idea motiva las siguientes definiciones.

Sea M un subconjunto finito de Z[x, y] tal que

e es un conjunto linealmente independiente.
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e ¢l polinomio P(z,y) =1 se encuentra en M.
e separa puntos, es decir, para todo Py, Py € Z? existe F' € M tal que F(Py) # F(P).

Vamos a denotar dpq al grado total de M, o sea, la suma de los grados de todos los polinomios de M y D = #M.

DEFINICION 3.5. Una M-curva es una curva algebraica plana definida por un polinomio g(z,y) = 0 con g una combi-
nacion lineal de los elementos de M.

Como ejemplos, tenemos los M de antes:

EJEMPLO 3.10. Sea My := {a'y? : i+ j < d}. Entonces # Mg = 3(d+1)(d+2),dp = 3d(d+1)(d+2). Las M-curvas
son las curvas algebraicas de grado a lo sumo d.

EjeMPLO 3.11. Sea Mgy = {a'y’ : i < d,j < M}. Entonces se tiene # Mgy = (d+ 1)(M + 1) y dap,,, =
(d+1)(M + 1)

Vamos a probar el siguiente resultado para un M general, del que deduciremos el Teorema [3.12

TEOREMA 3.13 (Helfgott-Venkatesh). Sea S C [N]?, N > 1. Supongamos que eziste o > 0 tal que #S, < ap para todo
primo p > c.
Sea M C Zx,y] con las condiciones que dijimos antes. Entonces, para todo 6 € (0,1) se cumple algunas de las siguientes
condiciones:
(1) emiste una M-curva que contiene al menos 0#S puntos de S.
2(xd51
(2) se tiene #S La,5.M (N D(D+1)+OQ,M(5))'

Observemos que este teorema, que en si constituye la adaptacién de la criba de Gallagher, contiene exactamente la
“dicotomfa” del Teorema[3.12] y esto se refleja en que de dicho resultado se deduce como corolario el Teorema[3.13] La razén
de esto es que si consideramos un conjunto S C [N]?, si el conjunto no es pequeiio, el Teorema dice que una buena
proporcién esta contenida en una M-curva. Debido a que queremos mantener un control del grado de estas curvas, vamos a
terminar tomando particiones sucesivas del conjunto S, cada una cubierta por una curva algebraica plana de grado pequeno,
y la curva en cuestiéon termina siendo la unién de todas estas curvas (en términos de polinomios, el producto de todos los
polinomios que definen a cada curva). El punto crucial del Teorema reside en que podemos elegir M adecuado.

DEMOSTRACION DEL TEOREMA [3.12l Vamos a considerar M del primer ejemplo; recordamos que D = %(d—k 1)(d+2)
y dap = 3d(d+1)(d + 2) = 2dD. Entonces

2d p 4do S8
o(——_
(d+1

),

DD-1 D-1
de donde concluimos que para d suficientemente grande, la cantidad anterior es menor a §. Para ¢ suficientemente chico y
este d tenemos que la cantidad On, rq(0) del exponente del Teorema también es menor a 5.

Usamos ahora el Teorema Por la eleccién de estos paramétros tenemos que, o bien #S5 <, . IN® o bien existe
una M-curva algebraica C' que contiene al menos 6#S puntos de S. Supongamos que ocurre lo segundo. Sea S’ = S\C.
Si #S5" < e#S entonces #(S\S) > (1 — e)#S vy, como S\S’ se encuentra en C, terminamos. Supongamos entonces que
#S5' > e#S. Aplicando de nuevo el Teorematenemos que o bien #5" <4, N (lo que implica #5 <4 ¢ %NE La,e N¥)
0 existe una M-curva algebraica que contiene al menos 0#S5’ puntos de S’. Razonamos asi de manera recursiva, terminando
en j cuando #SU) <. N o #SU) < e#S. Dado que #5 < (1—0)#S, #5” < (1—6)#S’, tenemos que #SV) < (1—6)7#S
con lo que tenemos #SU) < e85 si j > 101§Egl(i)5)~
obtener #S5 <, N°. Si ocurre lo segundo, como

S\SW = (S\S") U (S\S")U---(SU=1\SU),

Si ocurre |S (J)| Ka,e N seguimos el mismo razonamiento que antes para

tenemos que cada de los conjuntos S?~\S? estd contenido en una curva algebraica de grado O, <(1). Sea C' la unién de tales

log(e)
log(1—4¢) "

curvas, que son a lo sumo Entonces C' es una curva de grado

1
log(gl(i)(;) Ooc,e(l) = Oa,£(1>7

con lo que terminamos. O
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Consideremos fi,---, fp los elementos de M ordenados de alguna forma. Vamos a definir la funcién que mide si D
puntos de S estdn en una M-curva. Esta funcién, la notaremos W, y serd un determinante. Concretamente, W : (R?)? — R
esta dada por

W(Pr,---, Pp) = det(fi(P}))1<ij<p-
Tenemos que W cumple la siguiente propiedad, que va a reemplazar a la cota p*»(®) en la demostracién de la Proposicién
cuya demostracién dejamos a cargo del lector.

PROPOSICION 3.1. Si el conjunto {Pj}1<j<p tiene a lo sumo k clases residuales mddulo p, con p primo, entonces
D—k T
po " | W(Py, -+, Pp).

DEMOSTRACION DEL TEOREMA [3.13l Denotando P = (Py,--- , Pp), vamos a decir que P es admisible si W(P) # 0, y
vamos a decir que P es inadmisible si W(P) = 0. Entonces definimos

A=T[IwP),
P

donde * denota el producto sobre todas las D-uplas admisibles de S”. Tenemos que para cada P € S se verifica W (P) =
Om(N dM) con lo que entonces

log(A) =) log(IW(P)]) < #5P [N + Opm(1)].
P

Concluimos la cota superior
log(A)
#SD
Lo que vamos a hacer ahora es obtener una cota inferior para A y de ahi deducir que o bien S es pequefio o que S contiene

pocas D-uplas admisibles, lo que va a terminar implicando que una proporcién grande de S esté contenida en una M-curva.
Sea @ un parametro a definir después y sea p < @ un primo. Para cada x € (p%)2 sea p, la fraccion de puntos de S que

< dpmlog(N) + Opam(1).

tiene por residuo médulo p a x. Para cada P sea k(P) € {0,1,--- ,p— 1} tal que D — k(P) es la cantidad de P;’s de P que
dan restos distintos médulo p. Sea v,(A) el exponente de p en la factorizacién de A. Por la proposicién tenemos la cota
inferior

*

vp(A) = > K(P).

P

Para el anilisis que vamos a hacer ahora, vamos a suponer que S no verifica la primera condicién del teorema, o sea, toda
M-curva algebraica se anula en a lo sumo §#S puntos de S. Vamos a estimar la suma de arriba, primero considerando todos
los posibles P luego sustrayendo los P inadmisibles (para esta estimacién vamos a usar la consideracién anterior).

Sea
> k(P),

P

la suma sobre todas las D-uplas posibles de SP. Vamos a pensar P como una variable aleatoria uniformemente distribuida

en todas sus #SP D-uplas. Resulta que #—}qD Z D — k(P) es el promedio de los posibles P; todos distintos de las D-uplas

P
moédulo p. Si definimos

Y. (P):=

1 si alguno de los P; es congruente a x( mod p)
0 si no

entonces
> Y. (P) =D - k(P).

Se tiene que
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La cantidad E(Y,) no es otra cosa que la probabilidad de que alguno de los P;’s sea congruente a  médulo p. Luego, la
probabilidad de que ningtin P; sea congruente a x médulo p es:

[T Prob(Pi#a@) = [[ 1-ProbP=c@)= ] (1-p)=(1-ps)"

1<i<D 1<i<D 1<i<D

Entonces
ZE(Yx) = Z 1-(1- Pa:)D

Como por otro lado ya sabemos que Z Y, (P) = D — k(P), deducimos la igualdad

x

55 SAP) = D= (D 1= (1= p2)”) = 3((1= ) + Dy — 1),
P x

€T

que nos da una estimacion para E k(P). Ahora consideremos los P no admisibles; nos van a interesar de estas D-uplas

P
aquellas que cumplan x(P) > 0 (pues los otros no aportan a la suma a estimar). Para cada uno de tales P, debe ocurrir

alguna de las siguientes dos situaciones
o Existen i # j tales que P; = P;.
e Existen i # j tales que P; # P; pero P; = P; (mod p)
La cantidad de puntos P que cumplen la primera condicién es a lo sumo Op(#SP~1); en efecto, elegimos 2 de las D
coordenadas que van a ser iguales y el resto distintas. Esto da un total de

(D)#SP~1 = Op(#5P71)

puntos. Notamos que estamos contando con repeticién, lo que no nos afecta, pues sélo necesitamos una cota superior.

Contemos ahora aquellos puntos inadmisibles que cumplen la segunda condicién. Dado que M separa puntos, tenemos
que para 4, j de la condicién, existe fi € M tal que fi(P;) # fi(P;). Entonces, podemos en un principio suponer ¢ = 1,5 = 2
y permutar los fi € M para que f; =1, fo(Py) # fo(P2). En general podemos estudiar sélo los P con i = 1,j = 2 pero hay
que compensar con el factor %D(D —1), constante que termina dentro del orden ya que depende de D (en este caso este factor
compensa que estamos estudiando un caso y hay +D(D — 1) casos similares). En definitiva, sabemos que det(f;(P;))1<i,j<i
no se anula para [ = 2. Elijamos [ maximal para que el determinante anterior no se anule. Entonces Pj;; se encuentra en
una M-curva algebraica definida por P, --- , P;. Por la hipétesis que hicimos al principio, tenemos que hay a lo sumo §#S
posibles valores para P, ;. Denotando R a la cantidad de pares (P, Q) € S? tales que P = Q (mod p), concluimos que la
cantidad de P’s inadmisibles que cumplen la segunda condicién es a lo sumo Op(5]S|P~2R). Dado que

= (#9)>_rl,
se tiene que la cantidad de P’s inadmisibles con «(P) > 0 es a lo sumo

Op((#5)77") + Op(8(#5) > ((#5) Zpl (#5)”On( f+5zpl

Usando que «(P) < D, tenemos
VP(A)
(#9)P

Para terminar, vamos a acotar inferiormente la expresiéon anterior. Combinando con la cota superior, vamos a concluir el
teorema. Vamos a usar la hipotesis que las clases residuales de S para cada p > ¢ son a lo sumo ap. Separaremos en dos
€asos:

Caso 1: supongamos que p, < %. Para cada x, se tiene, desarrollano el binomio y usando que 0 < p, < %:
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(=907 +Dpe =12 () = Op(a)s2

Como siempre, la desigualdad de Cauchy-Schwartz da la desigualdad

de la que concluimos

vp(B) <(7§> _ OD(5)) aip +Op(#571).

]

Caso 2: supongamos que existe x tal que p, > D Dado que para 0 < z < 1

%((1 - 2P+ Dz-1)=D1-(1-2)P"1)>D(1-(1-2) =Dz,

tenemos, integrando de 0 a p,:

16, &

1—p )P 4+ Dp,—1>2p2>-D(=)2=—.
(1= pz)” + Dp fprQ()QD

[N

Dado que para 2’ # x tenemos (1 — p,/)” + Dpyr — 1 >0y como Zpi < 1, se tiene

x

vp(A) 52 1
)0 Za2p TP <5+#s>‘

Para p suficientemente grande, digamos p > ¢ = cp s, esta cota implica la del primer caso, con lo que vamos a usar la primera
cota. Ahora, promediando sobre los primos ¢ < p < @ con peso logaritmico y usando las estimaciones (4.1]) y (4.2)), tenemos

w > (ID(D -1) +OD(5)) Z logp(p) +0p <1> Z log(p) =

(#S)D 2a c<p<Q #S c<p<@Q
(552(0 = 1)+ 00(0) ) (105(Q) ~Tox(c) + 0(1)) +0p ().

log(1p(A))
(#5)P

Finalmente, usando la cota superior que teniamos para y poniendo @ = #S concluimos

(5520 1)+ 05(8) ) (lou(#5) ~ log(e) + O(V) < daalog(N) + Opa(1).

Tomando logaritmos y despejando, conseguimos la cota
2ad
#S a5 NPT FHO0M0)

como queriamos ver. O

OBSERVACION 3.5. Todas las cotas del Teorema y el Teorema son efectivas.

Como resaltamos al principio del capitulo, el Teorema[3.12 puede ser usado para volver a obtener la cota del Teorema[2.2]
Esto puede consultarse en [18].
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5. Generalizaciones a dimensiones superiores

Con el Teorema pudimos probar el Teorema que caracterizaba los conjuntos mal distribuidos del plano, y
adicionalmente, comentamos que se puede demostrar el Teorema como corolario del Teorema Cabe preguntarse
si es posible usar las mismas técnicas empleadas en las secciones anteriores, para obtener algin resultado para S C Z3,
un conjunto mal distribuido, por ejemplo, caracterizando los conjuntos mal distribuidos como aquellos conjuntos que son
pequenos o estdn eficientemente contenidos en hipersuperficies algebraicas (tienen algin tipo de estructura algebraica). Es
posible obtener un resultado del tipo mencionado, generalizando el Teorema a dimensiones superiores, por medio del
método del determinante (usando las ideas de la seccién 4 del capitulo 1), para obtener:

TEOREMA 3.14. Sea d > 2. Sea S C [N]¢ tal que S ocupa a lo sumo ap claes residuales médulo p para todo p primo,
es decir, si S, = {(z1 (mod p), -+, x4 (mod p)) € (Z/pZ)* : (x1,---,x4) € S}, entonces #S, < ap para cada primo p.
Entonces para todo € > 0 se tiene alguna de las siguientes condiciones:
L4 #S <<e,d,a NE
o cziste una hipersuperficie algebraica H definida por f(z1,--- ,24) =0, f € Z[xy,- -+ ,x4] de grado a lo sumo O g4,4(1)
tal que al menos (1 — €)#S puntos de S estdn contenidos en H.

Notemos que el Teorema no es una generalizacion del todo satisfactoria, pues la condicién de ocupar a lo sumpo
ap clases residuales es muy restrictiva. En el caso de dimensiones superiores, la estimacién de Lang-Weil que obten-
emos del Teorema para una hipersuperficie algebraica V' C @n7 definida por un polinonio geométricamente irreducible
P(zy1,-++ ,x,) € Z[z1,- -+ ,x,] de grado d, nos dice que #V (F,) = p"~ ! + Od(p"_%), luego una hipersuperficie algebraica
en un principio podria ocupar O(p"~1) clases residuales, para todo primo p. Considerando P(z1,--- ,2,) = x1 — 23, la
hipersuperficie algebraica que define ocupa O(p™~!) clases residuales médulo p pero no O(p"~2) clases residuales médulo p
para todo p primo.

Podemos entonces preguntarnos:

PREGUNTA. Sea S C [N]% con d > 2, tal que S ocupa ap® clases residuales para todo p primo, con i < d. ;Qué podemos
decir de S?

Walsh estudia esta pregunta en [59]:

TEOREMA 3.15. Sea 0 < k < d un entero y sean €, o, > 0 numeros reales. Entonces existe una constante C = O¢ o1 1(1)
tal que para todo S C [N]* que verifica #5, < ap®, para cada primo p, donde
Sp = {(z1 (mod p),--- x4 (mod p)) € (Z/pZ)": (21, ,xa) € S},
se tiene al menos alguna de las siquientes situaciones:
o #S Lypea NFTITE
e Existe una hipersuperficie algebraica H definida por los ceros de f € Z[xy, -+ ,x4] con grado a lo sumo C y los
coeficientes de f acotados por N©, que se anula en al menos (1 —n)#S puntos de H.

Notamos que el Teorema |3.15 es una generalizacién adecuada del Teorema [3.13] pues no sélo considera la situacién
que un conjunto S ocupe O(p') clases residuales médulo p, con i < d, si no que para cada 4, da informacién del tipo de
hipersuperficie algebraica que anula al conjunto S. No vamos a explicar la demostracién de Walsh del Teorema [3.15} el lector
interesado puede consultar [59]. Sin embargo, s{ vamos a explicar el ejemplo de [59], que muestra que en el Teorema y
en su generalizacion, el Teorema [3.15 no es posible tomar £ = 0, es decir, existen conjuntos mal distribuidos, pequenos, que
no poseen una estructura algebraica natural que se les pueda atribuir.

EJEMPLO 3.12 (Walsh). Sea 0 < 1 < 1. Supongamos que N es suficientemente grande tal que exista @ entero con
Q <log(N) < 2Q tal que R = Ni < Hp<Qp < N. Para cada primo p < Q elegimos |p"] clases residuales. Por el teorema
chino del resto
indexteoremalchino del resto, hay ~ R" elementos menores a R que se reducen mddulo p a las clases elegidas, para p < Q.
L(log(N))”J
2

Elejimos de estos elementos y llamamos a este conjunto X. Dado que para cada primo p > @ se tiene

1 1
#X < S (log(N))" < 527Q7 < p".

Pero por construccion, esto mismo ocurre para p < Q. Concluimos que X ocupa a lo sumo p" restos modulo p para cada
primo p. Notamos ademds que #X = O((log N)™).
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Sean d,h con d > h+ 1 y consideremos h + 1 conjuntos distintos X1,--- , Xp+1 construidos como el ejemplo anterior,
pero con n = h%H Definimos
S:={(z1,",2q) €E[N]4:2; € X,1<i<h+1}.
Como hay d— h — 1 coordenadas libres en S y las otras toman, por construccion, a lo sumo p" restos modulo p, y son h+ 1,

de la eleccion de n deducimos que #S, < p?~". Por otro lado, como #X = O((log(N))"), razonando de manera andloga
tenemos que

#S > N4=h=11og(N).
Esto permite exhibir un ejemplo de un conjunto de Z™ mal distribuido pero que posee un tamano muy pequeno y MiNguna
estructura algebraica aparentfﬁ

Al igual que con el Teorema [3.13] es posible que los argumentos empleados en la demostracion del Teorema |3.15 puedan
dar una demostracién del Teorema para dimensiones superiores.

En la Pregunta [3.2] nos preguntamos c6mo era un conjunto de enteros mal distribuido. Esta pregunta, como ya men-
cionamos, es bastante complicada. Esto se debe a que no existe una “dicotomia” clara para tales conjuntos. En efecto, sea
S C Z un conjunto mal distribuido. Si aceptamos por nocién de estructurado, que exista un polinomio p(z) € Z[x] que
anule eficientemente a S, con deg(p) pequeno, no tardamos en notar que, si p anula al menos 6#S puntos de S, entonces
deg(p) > 6#5S, con lo que el grado de p no puede ser pequeno. El problema reside en que el conjunto de ceros de un polinomio
p(z) € Z[z] no nulo, es finito, con lo que no permite dar una nocién adecuada de estructura algebraica. Helfgott y Venkatesh
[18] conjeturan:

CONJETURA 3.1. Sea S C [N], con N > 1. Supongamos que existe 0 < « < 1 tal que el nimero de residuos {x
(mod p) : x € S} es a lo sumo ap, para todo primo p. Sea e > 0. Si #S > N€¢, entonces casi todo punto de S estd contenido
en la imagen de un polinomio con coeficientes enteros, con grado acotado por o y €.

Podemos enunciar de manera precisa la conjetura anterior en un caso particular ([59]). Sea S C [N] tal que #S > N9,

y tal que ocupa a lo sumo %p clases residuales, médulo p, para todo primo p. Entonces casi todo S deberia estar contenido

en un conjunto de la forma {an® +bn + c:n € Z}.

La Conjetura parece complicada. Por ejemplo, Helfgott y Venkatesh [18] senalan que la conjetura implica otra
conjetura, que esencialmente dice que la cantidad de puntos enteros de una curva irracional I', es decir, una curva tal que
I'(Z) N C N [N] es “pequenio’ para toda curva algebraica C' racional, verifica la estimacién O.(N¢). Esta conjetura parece
dificil, con lo que es de esperar que la Conjetura [3.1] sea dificil.

6Como ya mencionamos, siempre es posible darle una estructura algebraica a un conjunto finito S, pues siempre existe un polinomio que anule
a S. Sin embargo, nos importa que el grado del polinomio sea pequeno; el tamano del grado del polinomio es, en algtin sentido, un indice del tipo
de estructura algebraica del conjunto S (ver [60]). El conjunto del Ejemplo fue construido de manera “aleatoria”’, y no es tan pequefio como
un punto; esa aleatoriedad es a la que nos referimos con que no posee estructura algebraica aparente. jPero recordemos que esta “aleatoriedad”
no coincide con la nocién de conjunto aleatorio, pues el conjunto del Ejemplo ocupa pocas clases residuales médulo p para todo primo p!



CAPITULO 4

Puntos algebraicos y especiales de una curva

En el capitulo 2 de la tesis estudiamos los puntos enteros de curvas trascendentes y probamos, mediante el método del
determinante de Bombieri-Pila, el resultado:

TEOREMA (Bombieri-Pila). Sea f : I — R una funcidn analitica trascendente sobre I, un intervalo cerrado y acotado.
Sea T el grifico de f. Para todot > 1 ye > 0, se tiene la estimacion:

#((I0)(2)) = Oy e(t°).

Del teorema anterior, tomando ¢ = N, obtenemos la misma estimacion para los puntos racionales de I' con denominador
N. En general, es de interés obtener una estimacién como la del teorema anterior pero para los puntos racionales de
altura acotada por H. Recordamos que la alturaﬂ de un punto P = (%, ) con ged(a,b) = ged(c,d) = 1, se define como
H(P) := max{|al, |b|, |c|, |d|}. Pila en [41I] obtiene una estimacién para los puntos racionales de altura acotada, de una curva

trascendente analitica, por medio de una modificacién del método del determinante de Bombieri-Pila:

TEOREMA (Pila). Sea f: I — R una funcion analitica trascendente sobre I, un intervalo cerrado y acotado. Sea T' el
grafico de f. Para todo N > 1 entero positivo y € > 0, se tiene la estimacion:

#I(Q,N) = Oy (N®).

El estudio de los puntos racionales de una curva trascendente es importante, y esta relacionado con varios problemas de
la teoria de trascendencia y la geometria diofantica. Por ejemplo, para el caso que I sea el grafico de la funcién exponencial
f(z) = exp(z), estudiar los puntos racionales, o en general, los puntos algebraicos de T" da informacién acerca de algunos
resultados de trascendencia clasicos como el teorema de las seis exponenciales o el teorema de Gelfond-Schneider.

TEOREMA (Teorema de las seis exponenciales). Sean x1,x2,x3 € R, linealmente independientes sobre Q, y supongamos
que &£1,&2 € R son linealmente independientes sobre Q. Entonces al menos uno de los seis nimeros

exp(z;&;)
es trascendente

TEOREMA (Gelfond-Schneider). Sea a un nimero algebraico real positivo, o # 1, y supongamos que B es un nimero
algebraico real irracional. Entonces o es un mimero trascendente.

Muchas condiciones algebraicas que aparecen en la geometria diofdntica se pueden interpretar en términos de ecuaciones
analiticas trascendentes. Por ejemplo, dada una hipersuperficie algebraica S definida por los ceros de P(x1, - ,2,) = 0 con
P(zy, -+ ,2zp) € Clz1,- -+ ,z,] un polinomio no nulo, resultan de interés los puntos de H cuyas coordenadas son raices de la
unidad; denominemos a estos puntos, punto especial. Dado que un nimero complejo z no nulo es una raiz de la unidad
si y sélo si existe un racional ¢ tal que z = exp(2miq), los puntos de H que tienen coordenadas raices de la unidad son las
soluciones racionales de la ecuacion

G(z1, -+ ,2n) := Plexp(2mizy, - -+ ,exp(2mizy,))) = 0.
Esta problemética, que resulta un caso particular de la conjetura de Manin-Mumford (ya probada), fue estudiada por Mann
[29]:

TEOREMA (Mann). Sea n > 1 un entero positivo. Sea G(z1,--- ,x;) € Clx1,---, 2] un polinomio no nulo. Entonces el
conjunto de puntos especiales de la hipersuperficie algebraica {(x1,--- ,2;) € C': G(x1,--- ,1;) = 0} es una unidn finita de
coclases de subgrupos de G'.

IEsta no es la altura proyectiva usual.

47
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Pila investiga en [39] cémo generalizar la estimacién de los puntos enteros de las dilataciones de una curva trascendente
analitica a dimensiones superiores. Sin embargo, al generalizar a dimensiones superiores enseguida se encuentran complica-
ciones. Por ejemplo, consideremos f : [0,1]> — R una funcién analitica trascendente. Sea I' = {(z,y,2) € R® : f(x,y) =
z,(z,y) € [0,1)?}. Siguiendo los pasos del teorema podriamos fijar la variable y y estudiar, para cada y, el conjunto
Iy :={(z,2) € R?: f(x,y) = z,z € [0,1]}. El problema es que, fijada una variable, la funcién f(z,y) puede no ser trascen-
dente. Por ejemplo, la funcién f(z,y) = z¥ en el intervalo [1,2]? verifica, para cada y € [1,2] N Q, que f(x,y) = 2¥ es una
funcién algebraica. En efecto, si y = ¥, con ged(m,n) = 1y m,n positivos, tenemos que el polinomio P(a,b) = a™" — b"
verifica P(a, f(a,y)) = 0. Para evitar esta dificultad, Pila considera la familia de conjuntos subanaliticos, que poseen un com-
portamiento geométrico sencillo. Sea X C R™ una superficie compacta subanalitica. Por medio del método del determinante
de Bombieri-Pila, obtiene una cota superior para la cantidad de hipersuperficies algebraicas de grado acotado que cubren a
tX(Z), la dilatacién por ¢ de los puntos enteros de X. Dado que X(Z) puede contener puntos que verifiquen condiciones
polinomiales, como era el caso de la imagen de f(x,y) = z¥ (si bien el grifico de f no es un conjunto subanalitico), es
necesario considerar los puntos que no cumplen “condiciones algebraicas”. Extrayendo los puntos algebraicos de X, que
denotamos X?#, obtenemos la parte trascendente de X. Luego, Pila da una cota superior de los puntos de interseccién
entre t(X\X?*8)(Z) y una hipersuperficie algebraica de grado acotado, apelando a la geometria sencilla de los conjuntos
subanaliticos. El resultado que obtiene es:

TEOREMA (Pila). Sea X C R™ una superficie compacta subanalitica. Sea € > 0. Entonces, para todo t > 1 se tiene
#HX\X)(Z) = Oq-(t°).

El hecho clave en la demostracién del teorema anterior es la geometria sencilla de los conjuntos subanaliticos. Abstraido,
este hecho puede explicarse observando que los conjuntos subanaliticos definen una estructura O-minimal sobre R. Pila y
Wilkie [42] dan una estimacién para los puntos racionales de altura acotada de un conjunto definible en una estructura
O-minimal sobre R que extiende la suma y el producto de R.

TEOREMA (Pila-Wilkie). Sea X C R™ un conjunto definible en una estructura O-minimal sobre R que extiende la suma
y el producto de R, y sea € > 0. Entonces para todo H > 0, se tiene la estimacion

#(X — X8)(Q, H) = Ox - (H").

Este teorema generaliza el problema de los puntos racionales de altura acotada de una curva analitica trascendente, debido
a que la estructura O-minimal R,,, contiene como conjuntos definibles a los gréficos de funciones analiticas f : [-1,1]" — R.
Las técnicas utilizadas para probar el resultado de Pila-Wilkie siguen una estrategia similar al Teorema [2.1} primero cubren
cierto conjunto por hipersuperficies algebraicas de grado acotado, mediante el método de Bombieri-Pila, y luego estiman
los puntos de interseccién de este conjunto con hipersuperficies algebraicas. Es importante notar que, la estrategia de la
demostracién de [42] del resultado de Pila-Wilkie, en algunos casos se puede hacer efectiva (calculando las constantes de
manera explicita). Por ejemplo, es posible obtener el teorema de las seis exponenciales y el teorema de Gelfond-Schneider
siguiendo los pasos de [42] con el grifico de la funcién exponencial.

Para entender los argumentos empleados en el teorema de Pila-Wilkie, introducimos en la seccién 1 el concepto de
estructuras O-minimales y en la seccién 2 desarrollamos una de las propiedades fundamentales de las estructuras O-minimales,
que es la descomposicién en celdas de los conjuntos definibles. Seguimos esencialmente el libro [54]. En las secciones 3 y 4
explicamos, no con la mayor generalidad posible, la demostracién de [42] del teorema de Pila-Wilkie.

El resultado de Pila-Wilkie es utilizado por Pila y Zannier en [43] para dar una nueva demostraciéon de la conjetura
de Manin-Mumford. Posteriormente, el argumento de [43] recibe numerosas aplicaciones, entre ellas, una demostracién
incondicional (sin usar la hipdtesis generalizada de Riemann) de la conjetura de André-Oort para producto arbitrario de
curvas modulares [40]. Dado que estas aplicaciones son muy importantes, y estan relacionadas con el tema de esta tesis, en
la seccién 5 mostramos cémo funciona el argumento de [43], dando una demostracién del teorema de Mann, siguiendo el
survey de [46].

1. Estructuras O-minimales

En general, no es posible “parametrizar”, es decir, describir, cualquier conjunto del plano, de manera sencilla, como el
caso de las curvas algebraicas, que se particionan en finitos conjuntos sencillos (graficos de funciones), en los que se tienen
parametrizaciones con pendiente acotada. . Por descripcion sencilla, nos referimos a poder dar una “descomposicién” finita
en conjuntos sencillos. Ejemplos “sencillos” como los conjuntos Gs o F,, en general no admiten descripciones sencillas.

Resulta entonces natural preguntarnos por familias de conjuntos que poseen descripciones sencillas. Formalmente, para
cada n, sea F = {f; : X; CR" = R, X; # 0,n € N} una familia de funciones. Definimos los conjuntos



1. ESTRUCTURAS O-MINIMALES 49

Bf17"'7fk7911"'1gl = {fl(x) == fk(.f) = ngl(x) >0, agl(x) > O}a
con x = (x1,---,2,) € R", y fi € F,g9; € F, para todo 4,j. Consideramos ahora los conjuntos que se obtienen medi-
ante finitas operaciones conjuntistas (uniones, intersecciones, complementos, productos cartesianos, proyeccioneﬁﬂ) y finitas
operaciones topoldgicas (tomar interior, clausura) de los conjuntos By, .. f, g1 .- Estos conjuntos definen una familia
A, que contiene conjuntos de R™, para todo n. Para nosotros, A es una familia de conjuntos que admite una descripcion
sencilla si, luego de realizar finitas operaciones como las indicadas recién, con los conjuntos By, ... f, ¢1,.- ,g;» 1legamos a cierta
“estabilizacion”: dejamos de obtener conjuntos nuevos. Resulta natural entonces preguntarnos:

PREGUNTA. ;Para qué familias F se tiene que A, la familia obtenida por el proceso del pdarrafo anterior, admite una
descripcion sencilla?

La pregunta anterior en general es complicada, y no vamos a estudiarla en esta tesis. Otra pregunta natural es:
PREGUNTA. ;Qué propiedades posee una familia A, que admite una descripcion sencilla?

El hecho clave es que si una familia .4 admite una descripcién sencilla, entonces sus conjuntos poseen un comportamiento
geométrico sencillo. Este comportamiento sencillo es el que les permite a Pila y Wilkie generalizar el Teorema Por esta
razén, en lo que sigue, vamos a estudiar la nocién de “descripcién sencilla”, introduciendo el concepto de estructuras O-
minimales y, posteriormente, explicando por qué los conjuntos de una estructura O-minimal tienen geometria sencilla.

Nos interesa que una familia de conjuntos A posea cierta estabilidad en términos de operaciones conjuntistas (uniones,
interseccion, complementos). Esto motiva la definicién de estructura.

DEFINICION 4.1. Sea R un conjunto no vacio. Decimos que 6 = (6 )men con 6, € P(R) es una estructuwﬂ sobre R, si
para cada m se verifican:
(1) 0y, es un dlgebra booleana de subconjuntos de R™
(2) si A € O, entonces R x A y A X R son elementos de 041
(3) {(z1,++ s&m) E R™ 121 = Ty} € iy
(4) si A € §py1 entonces w(A) € O, donde m : R™™1 — R™ es la proyeccion en las primeras m coordenadas
(estabilidad por proyecciones).

La condicién (1) nos dice que las familias de conjuntos §,, poseen un minimo de “estabilidad”, debido a que son &lgebras
booleanas. Las condiciones (2) y (4) nos dicen que hay cierto tipo de “compatibilidad” entre los conjuntos de la estructura
(6n)n- La condicién (3) dice que si vemos a R™ como el conjunto {(x1,- - ,&n, Tpt1) € R™ : 21 = xp41}, entonces R™ € d,41.

Veamos algunos ejemplos de estructuras.

EJEMPLO 4.1. Los subconjuntos semialgebraicos de R™ son las uniones finitas de los conjuntos de la forma

{13: (1‘1, T 7$m) ER™: fl(m) == fk(m) = ng(m) a 0}7 donde f1($)7 T 7.fk(w)’g(w) € R[xl’ T 7‘%‘771]'
Los subconjuntos semialgebraicos determinan una estructura sobre R. Notemos que, de las condiciones de la Definicion [{.1]
sdlo la (4) no es trivial. Tarski en [53] probd que los subconjuntos semialgebraicos verifican la condicion (4), resultado
conocido como principio de Tarski-Seidenberg.

EJEMPLO 4.2. Sea 2 un cuerpo algebraicamente cerrado y K C Q un subcuerpo. Los subconjuntos K-construibles de Q™
son las uniones finitas de los conjuntos de la forma

{m eqQm: f1($) == fk(m) = ng(m) 7é O}: donde fl(x)v T ,fk(x),g(z) € K[l‘] Yyr= (1‘1, te axm)'
Los subconjuntos K -constructibles determinan una estructura sobre Q). Notemos que, de las condiciones de la Definicion
sdlo la condicion (4) no es trivial. Chevalley probd que los subconjuntos K -constructibles verifican la condicidn (4), primero
demostrando que los cuerpos algebraicamente cerrados verifican una propiedad conocida como “eliminacion de cuantifi-
cadores” (ver [31] [capitulo 3, seccion 3.2, pdg. 84)).

A continuacién, damos propiedades elementales que verifica una estructura sobre un conjunto R no vacio.

PROPOSICION 4.1. Sea R un conjunto no vacio y § una estructura sobre R.
(1) Sea A € 0,,, B € 6,,. Entonces A X B € §pppn.-
(2) Para 1l <i<j<mladiagonal A;; :={(x1, -+ ,Tm) € R™ : 2; = x;} es un elemento de § (estabilidad frente a
permutacion de variables).

2Por proyecciones nos referimos a considerar w(B), con 7 : R*t — R™ la proyeccién en las primeras n coordenadas.
3También es usual decir que (R, d) es una estructura.
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(3) Sea B €6, y sean i(1),--- ,i(n) € {1,--- ,m}. Entonces el conjunto A C R™ definido como A := {(x1, - ,xm) €
R™ : (xi1), -+ ,Ti(n)) € B} es un elemento de § (estabilidad frente a permutacion e identificacion de variables).

DEMOSTRACION.

(1) Sean A € 6,,, B € §,,. Como A x Ry R x B son elementos de ,,+1, inductivamente tenemos que A x R"* y R™ x B
son elementos de 0., 4,. Dado que Ax B = (AX R")N(R™ x A), al ser 0,4 cerrado por intersecciones, concluimos
que A X B € bpppn-

(2) Tenemos A;; = R x Ay; x R™™IH y como 615 € §;_;, tenemos que A;j € §y,.

(3) Para probar este punto, consideramos un caso particular; el caso general es andlogo y queda a cargo del lector. Sea
n = 2,m = 3. Luego, resulta:

r = (r1,22,23) € A <= Ty1ya(ri1) = Y1 ATi2) = Y2 Ay = (Y1, 92) € B).

Podemos entonces pensar en (r,y) = (71,72, 73,y1,y2) € R3 x R2. La condicién y € B se traduce (z,y) € R x B.
Debido a que permutar las coordenadas de un conjunto en la estructura ¢ sigue definiendo un conjunto en la
estructura d, las condiciones x;(1) = y1 A ;(2) = y2 son compatibles con (z,y) € R3 x B y nos dicen que definen un
conjunto en §. Por ejemplo, i(1) = 1,i(2) = 3 el conjunto definido es {(z1,z2,73,y1,y2) € R®> x B : 21 = 21,73 =
y2}. Basta ahora interpretar los cuantificadores de existencia. Pero estos pueden interpretarse como proyecciones.
Concluimos que A se obtiene de proyectar sucesivamente las tltimas coordenadas, o sea, (x1,%2,23,Y1,Y2) —
(z2,23,11,Y2) — (23,91,92) = (y1,y2) = (z1,23) € B. Al ser estable una estructura por proyecciones, concluimos
A€ bpp,.

O

La demostracién de la Proposicion muestra que se puede probar que un subconjunto de R™ esta en §,, describiéndolo
con “notacién logica” y luego reinterpretando como operaciones booleanas, complementos, productos cartesianos y proyec-
ciones. Tenemos la siguiente “traduccién” de lenguaje 16gico a lenguaje conjuntista. Sean ®(z,y,z),¥(z,y,z) “férmulas
légicas”, con x € X,y €Y,z € Z. Sean A :={(z,y,2) e X XY X Z : ®(2,y,2)}, B:={(2,9,2) € X XY x Z : U(x,y,2)}.
La conjuncién ®(z,y, z) V ¥(x,y, z) define la unién, AU B.

La disyuncién ®(z,y,z) A ¥(z,y, z) define la interseccién A N B.

La negacién —®(x,y, z) define el complemento X x Y x Z\ A.

La implicaciéon ®(z,y,2) = ¥(z,y,z2), que se define como (=P (z,y,2)) V ¥(x,y, z), luego define al conjunto

(X xY x Z\A)U B.

e La doble implicaciéon ®(z,y,z) < V(z,y,z2), que se define como (®(z,y,2) = V(z,y,2)) A (V(z,y,2) =
®(z,y,2)) define al conjunto [(X XY x Z\A)UB]N[X xY x Z\B]N A.

e La cuantificacién existencial Jx®(x,y, z) define la proyeccién wx(A) := {(y,2) € X x Z : ®(x,y,2)}. De la misma
manera se definen las cuantificaciones existenciales en y, 2.

e La cuantificacién universal Va®(x,y, z) equivale a ~(3x—®(x,y, 2)), luego define al conjunto ¥ x Z\IIx(X x Y x
Z\A). De la misma manera se definen las cuantificaciones universales en y, z.

La razoén por la cual la “notacion légica” nos resulta til para probar que un subconjunto de R"™ esté en d,, es la siguiente
afirmacioén:

AFIRMACION 1. Un conjunto es definible en una estructura § si se puede definir mediante una férmula de un lenguaje
de primer orden, es decir, X € R"™ es definible si podemos describirlo mediante conectores ldgico&ﬂ VoA -, =, <=,
cuantificadores lo’gz’cozﬁ V,3 y ciertas constantes, funciones y relaciones propias de la estructura.

Por ejemplo, los subconjuntos semialgebraicos de R son aquellos conjuntos definidos en un lenguaje de primer orden
usando parametros en R, la relacién de orden <, el simbolo =, las funciones +,- que denotan la suma y productos entre
reales usuales, y las constantes 0 y 1 (es decir, los subconjuntos semialgebraicos son aquellos conjuntos definidos en un
lenguaje de primer orden sobre R como cuerpo ordenado).

La Afirmacién [1) se prueba mediante un argumento inductivo tipico de la légica proposicional (ver [13]); dado que para
nuestros fines, nos interesa tener la Afirmacion |1l como guia para entender algunas ideas, no vamos a dar una prueba de dicha
afirmacioén.

El pérrafo anterior motiva la siguiente definicién.

4En verdad, alcanza con los conectores A, —
5Dado que V = —3, alcanza con el cuantificador 3.
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DEFINICION 4.2. Sea R un conjunto no vacio, y 6 = (0,)n una estructura sobre R. Decimos que X C R™ es definible
en 6, o simplemente que es definible si se entiende en el contexto la estructura § considerada, si X C 0,,.

Ahora consideramos funciones que tienen algin tipo de compatibilidad con una estructura ¢.

DEFINICION 4.3. Sea R un conjunto no vacio, y 6 una estructura sobre R. Sea X € R™. Decimos que la funcion
f: X — R" es definible en 6, o simplemente que es definible si se entiende en el contexto la estructura § considerada, si
T(f), el grdfico de f, es definible en d, es decir, T(f) € Omtn-

Las funciones definibles en una estructura verifican las siguientes propiedades:

PROPOSICION 4.2. Sea R un conjunto no vacio y § una estructura sobre R. Sea S C R™ y f : S — R™ una funcién
definible en §. Entonces:
(1) S €dp.
(2) SiACS, A€ by, entonces f(A ) € 0, y la restriccion f|a es definible en 9.
(3) Si B € 6,, entonces f~1(B) € 5
(4) Sz f es biyectiva, su inversa f~' es definible en J.
(5) Si f(S)CT CR" yg:T — RP es una funcion definible en &, entonces la composicidn go f : S — RP es una
funcwn definible en 6.

DEMOSTRACION.
(1) Se tiene que z € S <= Jy((x,y) € T'(f)), luego equivalentemente, S = w(['(f)) donde w1 : R™T™ — R™ es la
proyeccién en las primeras m coordenadas. Como I'(f) € d,,4+m, dado que § es una estructura, concluimos S € 6,,
(2) Se tiene que y € f(A) <= Tz(z € AA (z,y) € T'(f)), luego equivalentemente, f(A) = w(I'(f)), donde 3 :
R™t" — R™ es la proyeccién en las tltimas n variables. No es dificil de deducir de la proposicién que si
D € §,,4n, entonces ma(D) € §,,. Luego, como I'(f) € d,y4n, concluimos f(A) € §y,.
Si g = f|a, dado que I'(g) =T(f) N R™ x f(A), con I'(g) el grafico de g, concluimos que f|4 es definible en 4.
(3) Si B € 6, entonces f~1(B) € 6,,. En este caso, x € f71(B) < 3Jy(y € BA (x,y) € I'(f)). Interpretando
las operaciones légicas involucradas, tenemos f~!(B) = =(I'(f) N R™ x B) con 7 una proyeccién, con lo que
f~YB) €dém
(4) SeaT'(f~1) el grafico de f~!. Notemos que (y,z) € T(f~') < (z,y) € I(f). Porel item (3) de la Proposicién
tenemos que f~! es una funcién definible en 4.
(5) Sea I'(g) el gréafico de g. Notemos que (z,z) € I'(go f) <= Fy((z,y) € T(f) A (y,z) € T'(g)). Por el item (3) de
la Proposicion tenemos que g o f es una funcién definible en §.
(Il

Podemos entonces concluir que la clase de funciones en § tiene “buena estabilidad”: la composicién se mantiene en la
estructura y las funciones biyectivas tienen inversa en §. Sin embargo, como antes, van a resultar de interés las funciones
que cumplen algtin otro tipo de propiedad, como ser continuas.

Notemos que, con la Definicién si 0 es una estructura sobre un espacio topolégico R (no vacio), no resulta claro que
0 refleje propiedades geométricas dadas por la topologia de R. Sin embargo, podemos pedirle a una estructura sobre R que
posea conjuntos que estén relacionados con la topologia de R, como hacemos en la siguiente proposicion.

PROPOSICION 4.3. Consideremos R con un orden total < y démosle la topologia del orden. A cada R™ le damos la
topologia producto. Supongamos que § es una estructura sobre R tal que {(z,y) € R?> : x < y} € 8. Si A € 6, entonces
A Acé,.

DEMOSTRACION. Vamos a probar sélo el caso de la clausura, pues el caso del interior es similar. Se tiene que z estd en
la clausura de A si y sélo si todo entorno que contiene a x tiene interseccién no vacia con A. Esta definicién es equivalente
a que todo entorno de x de la forma (aq,b1) X -+ X (ap, by) tiene interseccién no vacia con A. Reescribimos esta condicién
utilizando lenguaje logico:

(21, ,xp) €A = Vay---Va,Vby - -Vbu[(a1 <x1 <by A+ Nap <xp <by) = Ty1-+ ymlar <y1 <by A+ Aap <
Reinterpretando los simbolos légicos, en el sentido de la Afirmacién [T} concluimos la demostracion. O

Asumiendo la condicién topoldgica de la proposicién, también tenemos que el limite de funciones es definible.
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PROPOSICION 4.4. Consideremos R con un orden total < y démosle la topologia del orden. A cada R™ le damos la
topologia producto. Supongamos que & es una estructura sobre R tal que {(x,y) € R?> :x <y} € 8. Si f: R*"1 — R es
definible en §, entonces el conjunto

A:={a e R™: f(a,t) tiene limitel(a) cuandot — +oo},
es definible en 6 y la funcion limite | : A — R es definible en 6.

DEMOSTRACION. Describiendo el conjunto A y la funcién [ mediante notacién 16gica, la proposicién queda probada. Los
detalles quedan a cargo del lector. (I

De la proposicién anterior, obtenemos el siguiente corolario:

COROLARIO 4.1. Sea R =R y § una estructura sobre R que contiene el grdfico de la suma y la multiplicacion usual de
R. Entonces
o {(z,y) eR*:z <y} €.
e {q} € 61 para cada q € Q.
e Los polinomios racionales f € Qlxy1, - ,x,] son definibles. Luego, se tiene {r} € é; para todo r € R nimero
algebraico y (a,b) € 61 para todo a € R, b € R nidmeros algebraicos.

En particular, 01 contiene las uniones de finitos puntos que son numeros algebraicos y finitos intervalos cuyos extremos son
numeros algebraicos.

Ademds, si [ : (a,b) = R es derivable, entonces I', el conjunto de puntos de I donde f es derivable, es definible en 01,
y f':I' = R es definible en §.

De la Proposicién [£.3] de la Proposicién [£:4] y el Corolario A1} concluimos que si la estructura 6 sobre R un espacio
topolégico, con la topologia dada por un orden <, verifica la condicién {(z,y) € R? : © < y} € J, entonces § manifiesta
informacién topolégica de R. Sin embargo, puede ocurrir que la estructura § sea demasiado complicada, y termine por
contener demasiada informacién topolédgica, y por lo tanto, geometria muy complicada. En efecto, si R es un conjunto no
vacio, y 6(1),4(2) son dos estructuras sobre R tales que §(1),, C §(2)m,, escribimos 6(1) C §(2). Esto define un orden parcial
sobre la coleccién de estructuras sobre R. Entonces, dada una familia {(i)};c; de estructuras sobre R, siempre tiene un
infimo 0 (que es una estructura sobre R), dado por

d= m 0(i) con 0y, := ﬂ d(@)m para cada m.
iel i€l
Consideremos entonces la menor estructura ¢ sobre R que contiene a los enteros Z, el grafico de las funciones +,- y los
singletones {r} para todo r € R. Se verifica [22][ejercicio 37.6] que 0 es una estructura que contiene estrictamente a los
borelianos. jClaramente los conjuntos de la estructura d poseen geometria complicadal

La estructura § del parrafo anterior es tan complicada debido a que Z C §;. En algin sentido, la complejidad de una
estructura J se ve fuertemente influenciada por la complejidad del dlgebra ;. Esto motiva la definicién de las estructuras
O-minimales.

Sea R un conjunto totalmente ordenado por un orden <. Decimos que R es denso, si para todo par a,b de elementos
de R, si a < b entonces existe ¢ € R tal que a < ¢ < r. Decimos que R no tiene puntos extremos si no tiene maximo ni
minimo. Definimos dos elementos distintos —oo, +00 que cumplen —oco < a < 400 para todo a € R. Entonces, R, denota
el conjunto R extendido, es decir, Roc = RU {£o00}

En lo que sigue, R denotara un conjunto no vacio, totalmente ordenado por un orden <, denso y sin puntos extremos.

DEFINICION 4.4. Una estructura O-minimal sobre R es una estructura § sobre R que cumple
(1) {(z,y) € R? :x <y} €02 y {r} € 61 para cada r € R (compatibilidad de la estructura con el orden,).
(2) los conjuntos de 61 son exactamente las uniones finitas de intervalos abiertos y puntos (minimalidad de la estruc-
tura,).

La condicién {(z,y) € R? : 2 < y} € 62 y {r} € §; para cada r € R fuerza en muchos casos a que los intervalos y puntos
sean elementos de &1, luego sus uniones finitas son elementos de ¢;. La segunda condicién resulta entonces “minimal” porque
no contiene mas que tales elementos. Esencialmente, la propiedad de minimalidad expresa la compatibilidad de naturaleza
mas sencilla entre R y su orden.

EJEMPLO 4.3. Sea Ry, el cuerpo ordenado de nimeros reales algebraicos, es decir, QnNR. Es fdcil de ver que el orden
usual de R restringido a Raiz define una estructura de cuerpo totalmente ordenado, denso, sin puntos extremos, de Raig.
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Supongamos ademds que 6 contiene el grdfico de la suma y producto de niimeros algebraicos reales (con la suma y el producto
de nimeros reales usual). Por el Corolario tenemos que 01 contiene las uniones finitas de puntos e intervalos. Sin
embargo, 6 no tiene por qué ser O-minimal; existe una estructura 6 sobre Rag para la cual Z € 61. En efecto, sea 0’ la
estructura sobre R del pdrrafo anterior, que contenia a los borelianos de R™ para todo n. Definimos 0y, := {Rag N, }. No
es dificil de ver que 0 := (0,,), define una estructura sobre Raig, tal que 81 contiene (muchos) mds conjuntos que las uniones
finitas de intervalos y puntos.

OBSERVACION 4.1. Antes de introducir la nocion de estructura O-minimalidad, observamos que era necesario no con-
siderar en las estructuras conjuntos discretos infinitos, como Z. Debido a la condicidn (2) de la definicién de estructura
O-minimal, todo conjunto definible en una estructura O-minimal sobre R con el orden usual, que es contable, es finito. En
efecto, si A C R"™ es definible contable infinito, entonces existe 1 < i < n tal que existen infinitos puntos en A con coordenada
i-ésima todas distintas entre si. Luego, la proyeccidn en la coordenada i, m;(A) es un conjunto definible, contable de R. Dado
que los intervalos tienen cardinal la potencia del continuo, 7;(A) no contiene intervalos. Por la condicidn (2) de la definicion,
es unidn finita de puntos e intervalos; al no contener intervalos, resulta ser una unidn finita de puntos, luego m;(A) es finito,
lo que es contradictorio con la suposicion inicial. Concluimos que A es finito.

Por cuestiones de claridad, vamos a suponer de ahora en més, por el resto del capitulo, que cuando nos referimos a
intervalos de R, pensamos en intervalos de la forma (a,b) con a,b € Ry. Se tienen las siguientes consecuencias inmediatas
de la definicién de estructura O-minimal, que usaremos a lo largo del capitulo.

LEMA 4.1. Sea A C R un conjunto no vacio definible. Entonces:
o inf(A) ysup(A) ezisten en R (completitud).
e J0A es finito, y si a1 < --- < ap son los puntos de DA ordenados, entonces cada intervalo (a;,a; 1) es o bien parte
de A o es disjunto con A, con ag = —00, ag+1 = +0o (minimalidad de 61 ).
e Los conjuntos A, A son definibles.

Tenemos los siguientes ejemplos de estructuras O-minimales.

EJEMPLO 4.4. Los subconjuntos semialgebraicos de R con su orden total usual definen una estructura O-minimal y
constituyen el ejemplo mas sencillo de estructuras O-minimales

EJEMPLO 4.5. Sea 6, la coleccion de todos los subconjuntos de R™ que son de la forma X = w(f~1(0)) donde, para
m >n, ™ : R™ — R" es la proyeccion en las primeras n coordenadas y f : R™ — R es un polinomio exponencial, es
decir, f(x1, -+ ,xm) = Q(z1, - Ty, et -+ ") con Q € R[Xy, -+, Xon]. Esta clase de conjuntos define una estructura
O-minimal llamada Rexp. La O-minimalidad de Rexp es un resultado de Wilkie [61].

EJEMPLO 4.6. Sea 0, la coleccion de todos los subconjuntos de R™ que se escribe como unidn de conjuntos de la forma
{w: (mla" : 7$n) ER™: fl(w) == fk(w) = O>gl(w) > 07 7gl(w) > 0}7
con fi,g; funciones analiticas restringidas. Una funcidn analitica restringida f : [0,1]" — R es una funcion de la forma

~ {f(m) six € [0,1]™

f(a:) = 0 en otro caso

con f:U CR™ = R una funcidn analitica en U un abierto de R™, que contiene al [0,1]™. Esta clase de conjuntos determina
una estructura O-minimal sobre R, llamada Ryy,. La O-minimalidad de R,y se deduce de un resultado de Gabrielov (consultar

13-

EJEMPLO 4.7. Sea 6, = (Rexp)n U Ran)n, y consideremos la menor estructura O-minimal que contiene a las colecciones
(0n)n- Esta estructura, denotada Rexpan, €s O-minimal, y es el contexto mds adecuado para generalizar el Teorema
pues las funciones analiticas trascendentes como la exponencial, son definibles en Rexp an. La O-minimalidad de Rexp an €5
un resultado de van den Dries y Miller [35].

2. Geometria de las estructuras O-minimales

Para entender por qué una estructura O-minimal refleja geometria sencilla de un espacio R, con R no vacio, totalmente
ordenado, denso y sin puntos extremos, empezamos caracterizando las funciones definibles con dominio un intervalo.

Supongamos en lo que sigue, que d es una estructura O-minimal sobre R un conjunto no vacio, totalmente ordenado,
denso y sin puntos extremos.
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LEMA 4.2. Sea f : I = (a,b) = R una funcidn definible en §. Entonces existe un subintervalo de I sobre el que f es
constante o inyectiva.

DEMOSTRACION. Si existe algiin y € R tal que f~!(y) es infinito, por O-minimalidad contiene algin subintervalo de I
con lo que f|; serfa constantemente y. Asumamos entonces que f~1(y) es finito para todo y. Entonces f(I) es infinito, con
lo que por O-minimalidad contiene un intervalo J. Definamos entonces ¢ : J — I mediante

gly) == minfe € I: f(z) = y}.

Como g es inyectiva por definicién, g(J) es infinito. Ademés, f(g(y)) = y de donde se deduce que g es una funcién definible.
De nuevo, por O-minimalidad, g(.J) contiene un subintervalo de I, y f es necesariamente inyectiva en este intervalo. O

LEMA 4.3. Sea [ : I = (a,b) — R una funcion definible en 6. Si f es inyectiva, entonces [ es estrictamente mondtona
en un subintervalo de I.

DEMOSTRACION. Para cada z € I el intervalo (a,z) es una unién disjunta de dos subconjuntos,

(a,2) = {y € (a,2) : fy) < f(2)} Uiy € (a,2) : fly) > f(2)},

con lo que alguna de las partes contiene un intervalo (¢, ), con a < ¢ < z. El intervalo (z,b) se descompone de manera
similar. Esto muestra que para cada = € I se satisface exactamente una de las cuatro formulas de primer orden siguientes:

Oy (x) =31, €l <x<caAVy € (c1,z): fy) > f(z) AVy € (x,¢2) : fy) > f(z)],
O, (x):=3cr,c0 €l <z <eaAVy € (er,2): fly) > fx) AVy € (z,¢2) : fly) < f(2)],

y se definen ®_, (z), ®__(z) andlogamente. Tenemos entonces que I contiene un subintervalo en el que todos sus puntos
satisfacen una misma férmula de las cuatro anteriores. Reemplazando I por este subintervalo, y f por su restriccién a ese
subintervalo, podemos asumir que todos los puntos satisfacen la misma férmula. Esto nos lleva a cuatro casos.

Caso 1: ®_ (x) para todo z € I.

Para cada x € I definimos s(z) := sup{s € (x,b) : f > f(x) en (x, s]}. Entonces claramente s(z) = b, ya que si s(z) <b
se contradice ®_ (s(x)). Entonces f es estrictamente creciente en I.

Caso 2: @, _(z) para todo = € I.

Este caso es andlogo al caso 1.

Caso 3: @, (x) para todo x € I.

Sea B:={zxel:Vyel (y>z = f(y)> f(x))}, que es un conjunto definible. Si B es infinito, entonces por
O-minimalidad, B contiene un intervalo, y en este intervalo f es estrictamente creciente, con lo que concluimos. Entonces
asumamos que B es finito. Pasando a un subintervalo a la derecha de B, podemos asumir

(2.1) Veeldyel(y>azAfly) < f(x)).

Sea ¢ € I. Afirmamos que para y suficientemente grande en I, se tiene f(y) < f(¢). En efecto, supongamos que no. Luego
f(y) > f(c) para todo y € (c,b) suficientemente grande. Sea d € [c,b) minimal tal que Vy(d <y <b = f(y) > f(c¢)).
Si f(d) > f(c), entonces d no serfa minimo ya que ®,(d) es verdadera. Luego f(d) < f(c). Pero por (2.1), existe e con
d<e<by f(e) < f(d), tal que f(e) < f(c), lo que es una contradiccién. Esto prueba que f(y) < f(c) para todo y € I
suficientemente grande.

Definamos y(c) como el menor elemento de [c,b) para el cual f(y) < f(c¢) si y(c) < y < b.Notemos que ®;(c) nos
dice que ¢ < y(¢) v f(y(c)) < f(¢). La minimalidad de y(c) implica que y(c) satisface la siguiente férmula de primer orden

U, _(v):
U, _(v):=Fv,ve €Tvy <v <o AVz1,29 (11 < 21 <V <29 <v3 = f(21)> f(22))].

Dado que c¢ era arbitrario, hemos probado que para todo ¢ € I existe v € I tal que v > ¢y ¥, _(v). Entonces U, _(v) vale
para todo v en un intervalo de la forma (d,b) con d € I. Achicando suficientemente I, podemos asumir que ¥, _(v) vale
para todo v € I.

De manera andloga, definimos ¥_ . Podemos achicar mds el subintervalo de manera que ¥__ (v) valga para todo v € I.
Pero esto es una contradiccién, ya que no pueden valer simultdneamente U, _(v) y ¥_,(v). Dado que la contradiccién
provino de suponer que B era finito, concluimos que B es infinito, y por lo tanto, que existe un subintervalo donde f es
mondtona.
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Caso 4: ®__(x) para todo z € I.
Este caso es andlogo al caso 3. O

LEMA 4.4. Sea f: I = (a,b) = R una funcidn definible en §. Si f es estrictamente mondtona, entonces f es continua
en un subintervalo de I.

DEMOSTRACION. Asumamos que f es estrictamente creciente (el caso que f es estrictamente decreciente es andlogo).
Dado que f(I) es infinito, existe un intervalo J C f(I). Sean r,s € J con r < s, y sean ¢,d sus preimigenes: f(c) =
r, f(d) = s,¢ < d. Claramente f define una biyeccién de (¢, d) sobre (r, s), que preserva el orden. Como la topologia de R es
la topologia del orden, f resulta continua en (¢, d). ([

TEOREMA 4.1 (Teorema de monotonia). Sea f : (a,b) — R una funcion definible sobre un intervalo. Entonces existen
puntos a1 < --- < ax en (a,b) tales que en cada subintervalo (a;,aj41) con ap = a,ax41 = b, la funcidn f es, o bien
constante, o estrictamente mondtona y continua.

DEMOSTRACION. Sea
X :={x € (a,b) : II C (a,d) intervalo, z € I tal quef|; es o bien constante, o estrictamente monétona y continua}.

Observemos que X es definible, pues f era definible, luego (a,b) — X también es definible con lo que es una unidén finita
de intervalos y puntos. Si no fuera finito, contendria un intervalo I. Utilizando el Lema [£.2] el Lema [£:3] y el Lema [£.4]
sucesivamente, podemos achicar suficientemente I de manera que f|; sea constante o estrictamente monétona y continua.
Luego I C X, lo que entra en contradicciéon con la suposicion.

Dado que (a,b) — X es finito, podemos reducirnos a probar X = (a, b) reemplazando (a, b) por cada uno de los intervalos
que constituyen X. En particular, podemos asumir que f es continua. Particionando atn més el intervalo podemos reducirnos
a probar uno de los siguientes casos:

(1) Para cada x € (a,b), se tiene que f es constante en un entorno de x.
(2) Para cada x € (a,b), se tiene que f es estrictamente creciente en un entorno de z.
(3) Para cada x € (a,b), se tiene que f es estrictamente decreciente en un entorno de z.

Estos hechos siguen de la propiedad de completitud que tienen las estructuras O-minimales (es decir, de la existencia
de supremo y minimo, ver Lema [4.1)). Vamos a probar el caso (1); los otros dos casos se demuestran de manera similar y
quedan a cargo del lector. Sea zg € (a,b) y consideremos

s:=sup{zr:zo <z <b: fes constante en [zg,x)}.

Si s < b entonces f es constante en algtin entorno de s (pues X es abierto), lo que contradice el hecho que sea el supremo.
Luego s = b, con lo que f es constante sobre [zg,b). Similarmente se prueba que f es constante en (a, zp]. Concluimos que
f es constante en (a,b). Las otras dos situaciones se estudian de manera similar. ]

Se tienen los siguientes corolarios importantes.

COROLARIO 4.2. Sea f : (a,b) — R definible. Entonces para cada ¢ € (a,b) los limites lim,_, .+ f(x),lim, .- f(z)
existen en Ro,. También los limites limy_,p— f(2) y lim,_ .+ f(z) en Reo.

COROLARIO 4.3. Sea f :[a,b] = R continua y definible. Entonces f toma el mdzimo y el minimo valor en [a,b].

El Teorema [£.1] est4 muy lejos de ser verdadero para funciones continuas. Esto se debe a que una funcién definible en una
estructura O-minimal cumple condiciones bastante fuertes. Por ejemplo, si f : (a,b) C R — R es definible en una estructura
O-minimal ¢ sobre R y J C (a,b) es un intervalo, f(I) es un conjunto definible de §, luego es unién finita de intervalos y
puntos. Una funcién continua arbitraria puede aplicar un intervalo en un conjunto muy complicado. La razén por la cudl
una funcién definible tiene més regularidad que una funcién continua es que una funcién continua g es “regular” sobre los
cerrados de R, en el sentido que g~ (F) es cerrado para todo F cerrado, y los cerrados de R pueden ser bastante complicados.

Otro manifestacion de geometria sencilla en las estructuras O-minimales estd dada en el siguiente teorema.

TEOREMA 4.2 (Propiedad de finitud). Sea A C R? definible y supongamos que para cada x € R la fibra A, == {y € R :
(z,y) € A} es finita. Entonces existe un N € N tal que #A, < N para todo x € R.

DEMOSTRACION. Vamos a decir que (a,b) € R? es normal si existe una caja I x J alrededor de (a,b) tal que:
o (IxJ)NA=0 (luego (a,b) ¢ A), o bien
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e (a,b) e Ay (I x J)N A =T(f) para alguna funcién continua fI — R (luego en particular f es tnica y definible).

Ademds, vamos a decir que un punto (a, —00) € R X R, es normal si existe una caja I x J, disjunto de A, tal que a € I
y J = (—00,b) para algun b. Finalmente, vamos a decir que (a,+00) € R X R, es normal si existe una caja I x J disjunta
de A tal que a € I y J = (b, 4+00) para algin b. Notemos que los conjuntos

Y1 = {(a,b) € R? : (a,b) es normal},
Y2 :={a € R: (a,—00) es normal},
Y3 :={a € R: (a,+00) es normal},

son definibles.
Consideremos ahora funciones fy,- -, f,, -+ con dominios:

Dom(f,) :={x € R: #A,; > n},
fn(x) := n-ésimo elemento de A,.

Las funciones f, son definibles (si bien los dominios de definicién Dom(f,,) pueden ser vacios) Sea a € R y consideremos
n > 0 maximal tal que fi,---, f, estdn definidas y son continuas en un intervalo que contiene a a. Decimos que:

e a es bueno, si a ¢ Dom(fr41),
e a es malo, si a ¢ Dom(f41)-

Sea G el conjunto de puntos buenos y B el conjunto de puntos malos. Notemos que si a € G entonces (con n como recién)
el dominio de f,,4+1 es disjunto con un intervalo alrededor de a, en el que fi,---, f, estan definidas y son continuas. Esto
muestra que para a € G se tiene:

(1) #A, es constante en el intervalo alrededor de a.
(2) (a,b) es normal para todo b € R.

Lo que vamos a ver ahora es que los conjuntos B y G son definibles. Para cada a € B y n como antes, sean:

Ma,—) lim,_,o— fat1(x) si frny1 estd definida en algin intervalo (t,a)
a7 —) =
+00 en otro caso

)

+00 en otro caso

A@,0) = {fn+1(a) si a € Dom(fni1)

Ma,—) = {limzﬁaJr Sfnt1(x) si fni1 estd definida en algtn intervalo (¢, a)
+00 en otro caso

Sea f(a) := min{\(a, —), A(a,0), A(a,+)}. No es dificil de ver que B(a) es el menor elemento b € R tal que (a,b) no
es normal. Esto prueba que si a € B, entonces existe un menor elemento b € R, tal que (a,b) no es normal. Este hecho,
combinado con que los conjuntos Y7, Ys, Y3 son definibles, y el hecho que (a,b) es normal para todo b € R, nos permiten
concluir que B y G son conjuntos definibles.

Supongamos ahora que B es finito, digamos B = {ay, -+ ,ax}, con —00 = ag < a1 < -+ < ap < a1 = +00, entonces
#A, es constante en cada intervalo (a;,a;41). En efecto, para cualquier a en este intervalo, sea n = #A,. Por (1), el
conjunto {z € (a;,a;4+1) : #A4, = n} es abierto, y por la misma razén, el conjunto {x € (a;,a,41) : #A, # n} es abierto.
Dado que ambos conjuntos son definibles, el segundo debe ser vacio.

Supongamos ahora que B no es finito. Veamos que llegamos a una contradiccion, con lo que concluimos la demostracién
del teorema. Sea [(a) el menor b € R, tal que (a,b) no es normal. Definimos los conjuntos

B_:={a€eB:Iy(y<pla)Al(ay) € A},
By :={a€B:Jy(y>pa)A(a,y) € A},

y las funciones f_ : B_ — Ry B+ : B — R definidas por

B-(a) :=max{y : y < B(a) A (a,y) € A},
B (a) :=min{y : y > B(a) A (a,y) € A}.
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Dado que B estamos suponiendo que es infinito, uno de los conjuntos B_NB., B_\By, By \B_, B\(B_UB.) es infinito, y cada
uno de estos conduce a una contradiccion. Dado que cada una de estas situaciones se trata de manera similar, s6lo vamos a
estudiar el caso que B_ N B es infinito. Dado que B_, 8 y 54+ son funciones definibles, por el teorema de monotonicidad
existe un intervalo I C B_ N5, en el cual las funciones f_, B y S+ son continuas. Notemos que f_ < 8 < B4 en I. Tenemos
que I se particiona en los subconjuntos {x € I : (z,8(z)) € A} y {z € I : (z,B8(x)) ¢ A}, y uno de estos subconjuntos
contiene un intervalo. Reemplazando I por este subintervalo, podemos asumir que, o bien, I'(8];) € A, o T(B]1) N A = 0,
donde T'(8]s) es el grafico de B|;. En cualquier caso, concluimos que I'(8|;) posee sélo puntos normales, ya que 5_, 5y B+
don continuas en I. Dado que (a, 3(a)) nunca es normal, llegamos a una contradiccién. O

Combinando el Teorema [4.1|y el Teorema tenemos una descripcién sencilla de los conjuntos definibles de R2.

TEOREMA 4.3. Sea A C R? un conjunto definible tal que A, es finito para cada x* € R. Entonces existen puntos
a1 < --- < ap en R tales que las intersecciones de A con los segmentos (a;,a;+1) X R son uniones finitas de grdficos T'(f;;)
con fij : (ai,a;41) — R funciones continuas definibles con fi1(v) < fia(w) < -+ fin@)(x) para x € (a;,a;11). Hemos asumido
ap = —00 Y Gky1 = +00

El teorema el teorema y el teorema |4.3| pueden generalizarse a dimensiones superiores. Esto es posible particio-
nando en finitas “celdas” (conjuntos definibles muy sencillos) y tal que cada funcién definible en un subconjunto de R™ sea
continua en cada celda. En el caso m = 1, las celdas tentativamente serian los puntos y los intervalos.

Sea X € R™ un conjunto definible. Definimos

C(X):={f:X — R: f es definible y continua},
Coo(X) := C(X) U {—00, +00},
donde pensamos a —0o, +00 como funcions constantes. Para f,g € Co (X) escribimos f < g si f(x) < g(z) para todo z € X,
y en este caso, denotamos:

(f9)x ={(@,r) e X x R: f(z) <r <g(x)}.
Luego (f,g)x es un subconjunto definible de R™*!, que usualmente denotaremos (f,g) si X es claro del contexto.

DEFINICION 4.5. Sea (i1, ,%m) una secuencia de ceros y unos de longitud m. Definimos una (i1, ,im)-celda de
manera inductiva en m como sigue:

(1) una (0)-celda es un singleton {r} C R, una (1)-celda es un intervalo (a,b) C R.

(2) supongamos que tenemos definidas las (i1, ,im)-celdas. Entonces una (i1, - ,im,0)-celda es el grifico T(f) de
una funcion f € C(X), con X una (i1, ,im)-celda; una (i1, ,im, 1)-celda es un conjunto (f,g)x con X una
(7:17 e 7i7rL)'Celda ) fag € OOO(X)a f <g.

Luego una (0,0)-celda es un “singletén” {(r,s)} C R?, una (0,1)-celda es un intervalo en la linea vertical {a} x R,
y una (1,0)-celda es el grifico de una funcién definable definida en un intervalo. Adicionalmente, se puede observar que
un paralelepipedo de R™ es una (1,---,1)-celda. En general, una celda en R™ es una (i1, ,i,,))-celda para alguna
(necesariamente dnica) sucesion (i, - - ,%;,). Dado que las (1,-- -, 1)-celdas son las tnicas celdas abiertas, vamos a llamarlas
celdas abiertas Por conveniencia, R, el espacio de un punto, es una celda, pensandola como ()-celda, donde () es la secuencia
de longitud 0.

OBSERVACION 4.2. Las celdas de R™ que no son abiertas tienen interior vacio. Este hecho puede intuirse geométricamente.
Luego, se tiene que la union de finitas celdas no abiertas tienen interior vacio.

OBSERVACION 4.3. Cada celda es localmente cerrada, es decir, es abierta en su clausura. Esto se ve haciendo induccion
en la estructura. Si C C R™*! es una celda, entonces ©(C) es una celda en R™, con m: R™Tt — R™ es la proyeccion en
las primeras m-coordenadas. Poniendo B = 7(C'), por hipétesis inductiva se tiene que B es abierto en B. Entonces se usa
que C' como celda es el grdfico de f : B — R definible o es un conjunto de la forma (f,g)p con f,g definibles.

OBSERVACION 4.4. Cada celda es homeomorfa (mediante una funcién definible) a una celda abierta. Seat = (i1, ,im)
una secuencia de ceros y unos. Definimos p; : R™ — RF de la siguiente manera: sean \(1) < --- < (k) los indices
A € [m] para los cuales iy = 1, con lo que k =iy + -+ + iy Sea pi(x1, -+ ,om) = (Taq), -, Taw)). Es fdcil de ver por

induccion en m, que cada p; aplicada cada i-celda A homeomdrficamente, de manera definible, a una celda abierta p;(A) en
RE. Escribiendo p(A) := p;(A) y pa = pila : A — p(A), tenemos que pa es un homeomorfismo con la celda abierta p(A), y
pa =ida si A es una celda abierta.
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OBSERVACION 4.5. Cada celda abierta de R' es homeomorfa a (0,1)!. Para probar este hecho, procedemos por induccion
en . Notemos que una celda abierta de R es un intervalo (a,b), luego es homeo definiblemente al intervalo (0,1), mediante
la aplicacion ¢(z) = ﬁz. En general, si consideramos C una celda abierta de R™, tenemos que existe X una celda abierta
de R"~' y f,g: X — R funciones definibles continuas tales que f(z) < g(z) para todo x € X, que verifican C = (f,g9)x-
Por hipdtesis inductiva, existe o : X — (0,1)"~1 homemorfismo definible. Entonces, la funcién v : C — (0,1)" dada
por Y(T1, - Tp—1,Zn) = (@(x1, + ,Tp_1), T 7x7171)if(w17. ,$7l71)$n+1) resulta un homeomorfismo definible entre C y
(0,1)™.

OBSERVACION 4.6. Combinando la Observacién @ y la Observacion @, deducimos que toda celda es homeomorfa,
mediante un homeomorfismo definible, al (0,1)! para algin .

Ahora definimos lo que es una descomposicion de R™; como antes, esta definicién es recursiva y tiene la particularidad
de relacionar todos los niveles de la estructura § sobre R, por medio de particiones.

DEFINICION 4.6. Sea R™. Definimos una descomposicién de R™:
e Sim =1, es una coleccion {(—o00,a1), (a1,a2), -, (ag,+00),{a1}, - -{ax}} cona; < --- < ay puntos de R. O sea,
es una particion finita en celdas de R.
o Si estamos en R™*Y, una descomposicion es una particion finita de R™+! en celdas {A} tal que las proyecciones
{m(A)} son una descomposicion de R™ (w es la proyeccion en las primeras m coordenadas).

Observemos que es bastante facil mostrar el aspecto de una descomposiciéon de R™, conociendo una particion para algunos
de los m. En efecto, si D = {4, -, Ap} es una descomposicién de R™ (todas las celdas son distintas entre sf), obtenemos
una descomposicién de R™~! proyectando. Ahora, para cada i € {1,--- ,k}, consideremos funciones fi; < -+ < Jin(i) en
C(4;) dadas. Entonces

D; := {(—00, fir), (fir, fiz)s - s (fin(s), +00), T(fir)s -, T(fini)) }

es una particién de A; x R que termina definiendo D* = | J;_; D; una descomposicion de R,
Una descomposicién D de R™ se dice que particiona un conjunto S C R™ si es unién de celdas en D. Estamos finalmente
en condiciones de enunciar el teorema de descomposicion en celdas.

TEOREMA 4.4 (Descomposicién en celdas).

(1) Dados Ay,--+ ,Ar C R™ definibles existe una descomposicién de R™ que particiona a cada Ay, --- , Ag.
(2) Para cada funcién f: A — R, A C R™, existe una descomposicion D de R™ particionando A tal que la restriccion
fle: B — R en cada celda B € D con B C A es continua.

El Teorema[4.4] es la razén fundamental por la cual las estructuras O-minimales reflejan geometria sencilla. Un conjunto
definible en ¢ una estructura O-minimal sobre R admite una descomposicién en conjuntos relativamente sencillos (las celdas),
en donde las funciones definibles en § son sumamente sencillas. En particular, si la estructura O-minimal que consideramos
es sobre R, el cuerpo de los nimeros reales con el orden usual, dado que el n-cubo (0,1)™ es conexo, por la Tbservacién
tenemos que las celdas son conexas. Concluimos:

COROLARIO 4.4. Sea X C R™ un conjunto definible en una estructura O-minimal sobre R. FEntonces X tiene finitas
componentes conexas.

Destaquemos que la suposiciéon que la estructura O-minimal sea sobre R es necesaria. Existen cuerpos totalmente
ordenados, densos, sin puntos extremos, que verifican que (0,1)" no es conexo, con lo que hay estructuras O-minimales en
las que las celdas no son conexas. Estos ejemplos pueden consultarse en [7]

Si bien el Teorema [£.4] da una descripcién sencilla de los conjuntos y funciones definibles en una estructura O-minimal,
para la geometria es fundamental el concepto de “suavidad”, que utiliza esencialmente la estructura de cuerpo ordenado de
R o la estructura de cuerpo de C. Por esta razén, en lo que sigue, el conjunto R totalmente ordenado con <, sobre el que
definimos una estructura O-minimal, vamos a asumir que es un cuerpo, con cierta compatibilidad con el orden <.

En lo que sigue, supondremos que R es un cuerpo ordenado, con orden <, suma + y neutro aditivo 0, producto - y
neutro multiplicativo 1. Consideramos en R la topologia del orden dada por <, y en R™ la topologia producto usual. Dado
z€Ryx=(x1, - ,z,) € R", definimos

xsix >0
=] == .
—rsiz <0

GO oo = maxy<i<n{|2il}-
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Dado que R es un cuerpo ordenado, podemos definir la derivada de una funcién f: I — R"™ con I C R un abierto.

DEFINICION 4.7. Sea I C R un abierto. Una funcién f: I — R™ se dice diferenciable en un punto x € I con derivada
a € R" st

limy ot~ f(z +t) — f(x)] = a.
La derivacién de funciones definidas en un cuerpo ordenado verifica las mismas reglas de derivacién usuales de la suma,
producto, divisién y composicién.
PROPOSICION 4.5. Sean f,g: I — R™ funciones diferenciables en z.

e Se tiene que f+g: I — R™ es diferenciable en z y (f + g)'(z) = f'(z) + ¢ ().

o Se tiene que f-g:I — R™ es dzferenczable enxzy (f g9)(x)=f(z)g(x)+ f( Vg ().
(I)Q(I)z( f)(l‘)gl(w)) ]
g2 (x

e Sin=1yg no se anula en I entonces L 5 s diferenciable en x y ( )Y (z) =

PROPOSICION 4.6. Sean I,J C R abiertos no vacios. Sea f : I — R una funcién diferenciable en v y g : J — R una
funcién diferenciable en f(z) € J. Entonces gof : INf~1(J) — R es diferenciable en z, y se tiene (go f) (x) = ¢'(f(x))-f'(z).
Definimos ahora la diferenciabilidad de una funcién f: U — R™ con U C R™ un abierto.
DEFINICION 4.8. Sea f: U — R"™ con U C R™ abierto. Sea x € U yv € R™. Decimos que f es diferenciable en x en
la direccion v, con derivada a €™, si se tiene
limg ot~ [f(z + tv) — f(2)] = a.
En tal caso, escribimos %(m) = a. Si definimos €' como el vector de R™ que tiene un 1 en la coordenada i-ésima y 0’s en

el resto de coordenadas, denotamos gf (z) := %(w) y llamamos a este valor la derivada parcial i-ésima de f en x.

DEFINICION 4.9. Sea f : U — R"™ con U C R™ abierto. Seax € U y T : R™ — R™ una funcién lineal. Decimos que f
es diferenciable en x con diferencial T si para cada € > 0 se verifica

1 (& +v) = f(z) = T(0)l|eo < elvlloo,

para todo v € R™ suficientemente chico (en norma ||+ ||oo). La funcion lineal T la denotamos T := D, f.
Como ocurre en el andlisis cldsico, se tienen las siguientes propiedades:

PROPOSICION 4.7. Sea f = (f1,** ym ) :U — R™ con U C R™. Sea x € R™.

e Si [ es diferenciable en x, para todo v € R™ se verifica D, f(v) = %(m).
e La funcion f = (f1, -+, fm) es diferenciable en x si y sdlo si f; es diferenciable en x, para todo 1 < i < m.

PROPOSICION 4.8.
e Sean f,g : U — R™ funciones diferenciables en x € U, con U C R™ abierto. Entonces f +¢g : U — R" es
diferenciable en x, y se tiene D, (f + g) = Do f + D,g.
o Sea f:U — R™ una funcion diferenciable en x € U, con U C R™ abierto. Entonces, para cada c € R,se tiene que
c-f:U— R" es diferenciable en x, y se tiene Dy(cf) =cD,f.
e Sean f:U — R™, h:V — RP conU C R™,V C R"™ abiertos. Sea x € U tal que f(x) € V. Si f es diferenciable en
x y h es diferenciable en f(x), entonces hof : UNf~1(V) — RP es diferencialbe en x, y D,(ho f) = (Df(zyh)oDyf.

Sea de ahora en adelante ¢, una estructura O-minimal sobre R, un cuerpo totalmente ordenado, denso, sin extremos tal
que el grafico de la suma + y el producto - de R son definibles en §. Observemos que, por el Corolario tenemos:

PROPOSICION 4.9. Sea f : I — R una funcién definible en un intervalo I. Sea I' el subconjunto de puntos de I, donde
f es derivable. Entonces I' es definible y f' : I’ — R es una funcién definible.

Dados x = (z1,** ,Zn),y = (Y1, ,Yn) € R™, definimos

n
ooy= 3w
i=1

Sea ||z||2 := (x - 2)2. Nuestro objetivo es probar:

TEOREMA 4.5. Sea f: I = (a,b) = R una funcidn definible en §. Entonces f es diferenciable en (a,b) salvo en finitos
puntos.
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Al igual que en el caso del Teorema vamos a requerir varios lemas previos, para comprender la relacién entre las
funciones definibles en § y la diferenciabilidad de las mismas.

LEMA 4.5 (Rolle). Sean a,b € R tales que a < b. Sea f : [a,b] — R definible, continua, diferenciable en (a,b) y que
verifica f(a) = f(b). Entonces existe ¢ € (a,b) tal que f'(c) = 0.

DEMOSTRACION. Por el Corolario sea a < ¢ < b, tal que (c¢) es maximo o minimo. Al igual que en el andlisis cldsico,
f'(c)=0. O

Deducimos del Lema [£.5] los siguientes corolarios:

COROLARIO 4.5. Sean a,b € R tales que a < b. Sea f : [a,b] — R definible, continua en [a,b], y diferenciable en (a,b).

o Se tiene que existe ¢ € (a,b) tal que f(b) — f(a) = (b—a)f'(c) [teorema del valor medio].
o Supongamos que f'(x) = 0 para todo x € (a,b). Entonces f es constante.

LEMA 4.6. Sea f: I = (a,b) — R definible. Entonces, para todo x € I, los limites
f@) = limyor t71 [f(z + 1) = f(2)],
fl@™) = limy - 7 [f(z 1) — f(2))],
eristen en Ro.. Mds ain, si f es continua y f'(x%) > 0 para todo x, entonces f es estrictamente creciente y su inversa

f~1: f(I) = R satisface (f~1)'(y*) = ﬁ, para todo x € I y f(z) =y € f(I). (Estamos asumiendo +%.o =0)

DEMOSTRACION. Fijado z, la funcién g : (0,€) — R, g(t) =t~ [f(x +t) — f(x)] resulta definible, y ademas el limite
f/(zT) = lim;_,( existe por el corolario Concluimos la existencia de f/(z*) de manera andloga.

Supongamos ahora que f’'(z") > 0 para todo x, y que f es continua. Si f no fuera estrictamente creciente, entonces por
el teorema de monotonia f serfa constante o estrictamente decreciente en algtin subintervalo, contradiciendo f’(z) > 0
en tal subintervalo.

La expresién (f~1) (y*) = % se obtiene de derivar la expresién f~!f(x) = z. O

LEMA 4.7. Sea f : I — R definible y continua, y supongamos que las funciones x — f'(z),z — f'(z7) son finitas y
continuas en I. Entonces I es diferenciable en cada punto de I, y ' : I — R es continua.

DEMOSTRACION. Basta probar que f/'(a™) = f’(a”) para todo a € I. Supongamos que no, luego existe a € I tal que
f'(a™) > f'(a™). Luego, por continuidad, existe ¢ € R y un subintervalo J de I, alrededor de a, tal que f'(z7) > ¢ > f/'(x7)
en J. Luego, la funcién g : J — R dada por g(z) := f(x) — cz es definible y verifica que ¢'(z) > 0,¢'(27) < 0, para todo
x € J, luego g seria estrictamente decreciente y creciente en J, lo que es una contradiccién. O

LEMA 4.8. Sea f: I — R definible. Entonces existen finitos x € I tales que f'(x) € {—o0, +00}.

DEMOSTRACION. Consideremos el conjunto {z € I : f’(z7) = 400}, que resulta definible. Supongamos que es infinito.
Por O-minimalidad, este conjunto contiene un intervalo J. Por el teorema de monotonia, podemos achicar el intervalo J de
manera que f sea continua sobre J y f'(z7) = +o0o. Por el Lema esto implica que f es estrictamente creciente, luego
f'(x~) > 0 para todo x € J.

Achicando mas el intervalo J, podemos asumir alguna de las siguientes situaciones

(1) f'(x~) = 400 para todo z € I,
(2) f'(x7) € R para todo z € I, y la funcién f/(x~) es continua en J.

En el caso (1), la inversa de f satisface (f~1)'(y~) = (f~1)(y*) para todo y € f(I), con lo que por el Corolario
deducimos f~! es constante, contradiciendo la inyectividad de f~!. En el caso (2), podemos aplicar el mismo argumento
que en el Lema para obtener una contradiccién. ([l

Ahora podemos dar la demostracién del Teorema [4.5

DEMOSTRACION DEL TEOREMA [4.5l Por el Teorema de monotonicidad y el Lema podemos reducirnos al caso
en que f sea continua y f’(zT), f'(z7) sean finitas y continuas en I = (a,b). Aplicando el Lema concluimos la
proposicién. [l

Usando que f’ es definible (por la Proposicién 7 v el teorema de monotonia del Teorema obtenemos:

COROLARIO 4.6. Sea f : I = (a,b) — R una funcidn definible. Entonces la derivada f' es continua salvo en finitos
puntos del intervalo I.
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El Corolario puede expresarse en términos de la clase de funciones C', que se define de la misma manera que en el
andlisis clasico.

DEFINICION 4.10. Sea f = (f1, -+, fm) : U — R"™ con U C R™ abierto. Decimos que f es de clase C1(U) si las derivadas

parciales (%)i,j son funciones finitas en U y continuas.
J

De la definicién anterior, se sigue que si f : U — R™ es de clase C1(U) para algtin k > 1 entonces f es continua.
Usando la Definicién [£.10, podemos enunciar el Corolario [£.6] de la siguiente manera:

COROLARIO 4.7. Sea f : I = (a,b) = R una funcidn definible. Entonces existe un conjunto finito A C I tal que f es de
clase C1(I\A).

También tenemos un resultado andlogo al Teorema [£.4] que vincula la diferenciabilidad. Las celdas que se consideran
para armar una descomposicién son similares, salvo que las funciones que las definen son de clase C?.

DEFINICION 4.11. Sea X € R™ es un conjunto definible, decimos que la funcién f : X — R™, definible, es de clase
CY(X) si existe un abierto definible U C R™, conteniendo al conjunto X, y una funcién F : U — R"™ de clase CY(U) tal que
F|A = f.

Definimos

CHX):={f:X — R: f es definible y de clase C*(X)},
CL(X):=CYX)U{—o0,+o00},
Para f,g € CL (X), denotamos:

(f9)x ={(z,r) e X x R: f(z) <r < g(z)}.
Definimos ahora las Cl-celdas:

DEFINICION 4.12. Sea (i1, -+ ,im) una secuencia de ceros y unos de longitud m. Definimos una C1-(iy, - ,iny)-celda
de manera inductiva en m como sigue:
(1) una C*-(0)-celda es un singleton {r} C R, una C*-(1)-celda es un intervalo (a,b) C R.
(2) supongamos que tenemos definidas las C*-(iy,- -+ ,im)-celdas. Entonces una C'-(iy, -+ iy, 0)-celda es el grdfico
L(f) de una funcién f € CY(X), con X una C*-(i1, -+ ,im)-celda; una C*-(iy,- -+ ,im,1)-celda es un conjunto
(f,9)x con X una Ct-(iy,- -+ ,iy)-celda y f,g € CL(X), f <g.

Los comentarios posteriores a la Definicién permanecen siendo vélidos para la definicién de C'-celdas. Particular-
mente, la Observacién ahora tiene una versién C':

PROPOSICION 4.10. Toda C'-celda es homeomorfa, mediante un homeomorfismo definible de clase C', al (0,1)! para
algun 1.

La definicién de descomposicién se generaliza para descomposicién en C'-celdas. Si D es una descomposicién de R™
en C'-celdas, decimos que particiona un conjunto S C R™ si es unién de celdas en D.
Enunciamos ahora la generalizacién del Teorema [£.4]

TEOREMA 4.6 (Descomposicién en C'-celdas).

(1) Dados Ay,--- , Ay, C R™ definibles existe una descomposicion de R™ en C*-celdas, que particiona a cada Ay, -- - , Ay.

(2) Para cada funcion f : A — R, A C R™, existe una descomposicion D de R™ en Cl-celdas, particionando A, tal
que la restriccion f|p: B — R, en cada Ct-celda B € D con B C A, es de clase C1(B).

(3) Para cada funcion f: A — R, A C R™, sip es un punto interior de A, definimos V f(p) := ({%fl(p), cee %’;(p)),
siempre que todas las derivadas parciales existan en p. Si alguna derivada parcial on estd definida en p, entonces
Vf no estd definida en p. Si A" ;== {p € A: p es un punto interior de A en el que V [ estd definido}, se tiene que
A\A' tiene interior vacio.

Es posible obtener una versiéon mas general del Teorema [£.6] igual de 1til, que pide mas condiciones de diferenciabilidad.
En efecto, como asi definimos la clase C!(X) de funciones definibles, con X C R™ definible, podemos definir la clase C*(X)
con k > 1. Teniendo una nocién de diferenciabilidad para derivadas superiores, la Proposicién [4.10} el Corolario 4.7]y el
Teorema [4.6| se pueden generalizar:

PROPOSICION 4.11. Toda C*-celda es difeomorfa,, mediante un difeomorfismo definible de clase C*, al (0,1)! para algin
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TEOREMA 4.7 (Descomposicién en C*-celdas). Sea f : I = (a,b) — R una funcién definible. Entonces, dado k > 1 un
entero positivo, existe un conjunto finito Ay, C I tal que f es de clase C*(I\Ay).

TEOREMA 4.8.

(1) Dados Ay,---,Ax € R™ definibles existe una descomposicion de R™ en C*-celdas, que particiona a cada Ay, - -+ , Ay.
(2) Para cada funcion f : A — R,A C R™, existe una descomposicion D de R™ en C*-celdas, particionando A, tal
que la restriccion f|p : B — R, en cada C*-celda B € D con B C A, es de clase C*(B).

OBSERVACION 4.7. Una funcién definible f : I = (a,b) — R no tiene por qué ser analitica, o al menos ser de clase C*°,
en un subintervalo de I; en [48] se construyen estructuras O-minimales sobre R que contienen el grifico de la suma y el
producto de numeros reales, que no admiten descomposicion en celdas analiticas.

Antes de terminar esta seccién, vamos a mencionar la nocién de dimensidn de un conjunto definible.

DEFINICION 4.13. Sea C C R™ una C*-celda. Por la Proposicio’n tenemos que C' es difeomorfa definiblemente al
(0,1)%, para algin d entero positivo. Definimos la dimension de C' como dim(C) = d.

DEFINICION 4.14. Sea X C R™ un conjunto definible. Supongamos que X admite una descomposicion en C*-celdas
Cy,---,C\. Definimos la dimension de X como el mazximo de las dimensiones de las celdas que aparecen en su descom-
posicidn, es decir, dim(X) = max;<;<n(dim;(C;)).

La Definicién en un principio podria no ser adecuada, ya que depende de la descomposicién en CF-celdas, en
particular, depende del k. Otro problema es que podria ocurrir que la dimensién no fuera invariante frente a homeomorfis-
mos/difeomorfismos definibles. Estas posibles complicaciones no ocurren; dado que no requerimos en las préximas secciones
propiedades sobre la dimensién de los conjuntos definibles, asumiremos ad hoc que la Definicién [£.14] es invariante por
homeomorfismos/difeomorfismos definibles y que no depende de la descomposicién de la descomposicién en celdas, ni de la
regularidad de las celdas. La buena definicién y buen comportamiento de la Definicién [4.14] puede consultarse en el capitulo
4 de [54].

Como caso particular al concepto de dimension de un conjunto definible, tenemos la dimensién de conjuntos semial-
gebraicos, nocién que utilizaremos en la préxima seccion. Sea X C R™ un subconjunto semialgebraico. Dado que los
subconjuntos semialgebraicos reales son una estructura O-minimal, tenemos que X admite una descomposiciéon en celdas
semialgebraicas Cq,--- ,C),. Si definimos la dimensién de una celda semialgebraica de la misma manera que una celda gen-
eral, tenemos que la dimensiéon de X es la dimensién maxima de todas las celdas semialgebraicas de su descomposicion, es
decir, dim(X) = max; <;<p (dim(C})).

Antes de concluir esta seccién, mencionamos el siguiente resultado, que refuerza la idea que los conjuntos definibles en
estructuras O-minimales son geométricamente sencillos.

TEOREMA 4.9. Sean A C R™,B C R" conjuntos definibles. Decimos que A y B son definiblemente homeomdrficos si
eziste f : A — B un homeomorfismo definible. La nocion de definiblemente homeomdrfico define una clase de equivalencia en
los conjuntos de definibles de la estructura. Se tiene que existen a lo sumo numerables clases de homeomorfismos definibles.

El teorema anterior puede consultarse en el capitulo 8 de [54].

3. Existencia de parametrizaciones buenas

El interés de las estructuras O-minimales viene de buscar una familia de conjuntos y funciones suficientemente amplia,
que refleje propiedades geométricas de un espacio, sin tener una geometria demasiado complicada. El interés detras de este
objetivo provenia de buscar una generalizacion del teorema:

TEOREMA. Sea f :[0,1] = R una funcidn analitica trascendente. Sea T' el grifico de f. Para todo N > 1 ye > 0, se
tiene:

#I'(Q,N) = Oy (t°).

La razén por la cudl las estructuras O-minimales dan un lenguaje adecuado para generalizar el teorema anterior, es que los
conjuntos definibles en una estructura O-minimal sobre R, o un cuerpo R totalmente ordenado, denso, sin puntos extremos,
admiten “parametrizaciones buenas”. Para entender qué entendemos por “parametrizaciones buenas”, introducimos las
siguientes definiciones. A lo largo de esta seccién, R denotara un cuerpo totalmente ordenado, denso, sin puntos extremos,
y ¢ una estructura O-minimal sobre R, que contiene el grafico de la suma y el producto de R. Dado que un cuerpo con las
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hipétesis dadas no puede tener caracteristica p, se verifica que R tiene a Q como cuerpo primo de R; identificamos Q en R
y, por lo tanto, identificamos N en R.
DEFINICION 4.15.

e Decimos que un elemento a € R es finito si |a| < ¢ para algin ¢ € N. Un elemento finito de R también decimos
que estd fuertemente acotado.

e Decimos que a = (a1, ,a,) € R"™ estd fuertemente acotado si todas sus coordenadas estdn fuertemente acotadas.
e Decimos que X, un conjunto definible de R™, estd fuertemente acotado si existe ¢ € N tal que |a| < ¢ para todo
a€X.

e Decimos que una funcion definible f : X — R™ esta fuertemente acotada si su grdfico estd fuertemente acotado
(equivalentemente, si sus dominios y rangos lo estdn).

OBSERVACION 4.8. Las definiciones anteriores son equivalentes a la nocién usual de acotado, si el cuerpo R es arquime-
diano.

Introducimos ahora la definicién de parametrizacién de un conjunto definible.

DEFINICION 4.16. Sea X C R™ definible y sea d := dim(X), la dimensién de X como conjunto definible.

e Una funcion definible ¢ : (0,1) — X se dice una parametrizacion parcial de X .
e Una funcion definible ¢ : (0,1)? — X de clase C*(X) se dice una C*-parametrizacion parcial de X.
e Un conjunto finito de parametrizaciones parciales de X se dice una parametrizacion de X si |J g rank(p) = S.

Un conjunto finito de C*-parametrizaciones parciales de X se dice una C*-parametrizacion de X si UapES rank(p) =

S.

Notemos que decir que un conjunto X definible admite una parametrizacion es, en algiun sentido, equivalente a que
admita una descripcién sencilla. Puesto que los conjuntos definibles admiten una descomposicién en celdas, siempre existen
parametrizaciones.

PROPOSICION 4.12. Sea X C R™ un conjunto definible, de dimensién d. Para todo k > 1, se tiene que existe una
C*-parametrizacion de X .

DEMOSTRACION. Sea k > 1. Por el Teorema tenemos que existe una descomposicién en C*-celdas de R™ que
particiona al conjunto X, es decir, existen C*-celdas C1, - - - , C, tales que C;NC; =0, R* = J;_, C; y X = U1<i<r,CiﬂX;£(D C;.
Por la Proposicién cada celda C; es difeomorfa definiblemente a (0, 1), con difeomorfismo ¢; : (0,1)% — C; de clase
C*. Tenemos tres posibilidades:

e Sil; = d, entonces v¢; := p; define una parametrizacién parcial de X.

e Sil; =0, entonces C; = {x} con z € X, luego v, : (0,1)¢ — X, dada por 1;(y) := z define una parametrizacién
parcial de X.

e Si 0 < I; < d, entonces definimos 1); : (0,1) — X como v; := @; o m,, con m, : R? — RY la proyeccién en las
primeras [/;-coordenadas.

En cualquier caso, el conjunto finito S := {1; : 1 < i < r} es una C*-parametrizacién de X. O

OBSERVACION 4.9. Sea X C R"™ una variedad diferencial de dimension n. Si X es compacto, resulta que existen finitas
cartas {(U;, pi)}i que permiten parametrizar a la variedad X . Luego, podemos decir que la condicién de ser X un conjunto
definible en una estructura O-minimal, sumada a la condicion de ser fuertemente acotado, permiten pensar a X, en algunos
aspectos, como una variedad compacta.

La Proposicién expresa, de una manera mds geométrica, el contenido del Teorema[4.6] y muestra un comportamiento
geométrico sencillo de los conjuntos definibles en una estructura O-minimal. Sin embargo, las parametrizaciones que describen
a un conjunto definible, se pueden elegir de manera que sean todavia mas regulares.

DEFINICION 4.17. Una parametrizacion S = {p; }1<i<n de un conjunto definible X se dice una r-parametrizacion si cada
@ €S es de clase C" y tiene la propiedad de que p\®) estd fuertemente acotada para cada o € NU™(X) con lla|l1 < r, donde
[lall1 es la suma de las coordenadas de .

Una r-parametrizacién es una parametrizaciéon muy regular; no es obvio en general que una parametrizacién asi exista
para una variedad diferencial compacta.

Ahora, sea X C R™ definible, y consideremos una funcién F' : X — R"™ definible. Nos interesa expresar F' en coordenadas,
es decir, si S es una parametrizacién de X, las coordenadas de F son F o ¢ para toda ¢ € S.
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DEFINICION 4.18. Supongamos que S es una r-parametrizacion de un conjunto definible X C R™. Sea F' : x — M™ una
funcion definible. Decimos que S es una r-reparametrizacion de F' si, para cada ¢ € S, se tiene que F o ¢ es de clase C" y
(F o )@ estd fuertemente acotada para todo a € NY™X) con ||al|y < r, donde ||a||; es la suma de las coordenadas de a.

El hecho increible, probado por Pila y Wilkie en [42], que verifican los conjuntos y funciones definibles en una estructura
O-minimal es que siempre admiten r-parametrizaciones y r-reparametrizaciones

TEOREMA 4.10 (Gromovﬂ-Pila—Wilkie). Sea r > 1 un entero positivo. Si X C R™ es definible y fuertemente acotado,
entonces existe una r-parametrizacion de X

TEOREMA 4.11 (Pila-Wilkie). Sea r > 1 un entero positivo y X C RP definible. Si F': X — R™ es una funcidn definible,
entonces existe una r-reparametrizacion.

La idea/estrategia que se suele aplicar para estudiar un conjunto X C R™ definible en una estructura O-minimal, es la
siguiente:
(1) Particionamos el conjunto X en celdas.
(2) Dado que hay, para cada R", esencialmente dos tipos de celdas, que son o bien de la forma (f,g)y o I'(h) con
f,9,h Y — R funciones definibles, Y un conjunto definible, estudiamos estos dos tipos de celdas.

(3) Combinamos la particién en celdas y el estudio de las celdas particulares, para obtener informacién del conjunto
X.

En el caso de un conjunto definible X C R, la descomposicién en celdas da una unién finita de intervalos y puntos.
Debido a que en este caso las celdas son sumamente sencillas, tenemos que el Teorema [£.10} para conjuntos X C R definible,
es inmediata.

LEMA 4.9 (Teorema para X C R). Sea r > 1 un entero positivo. Si X C R es definible y fuertemente acotado,
entonces existe una r-parametrizacion de X

DEMOSTRACION. Sea X C R definible. Por O-minimalidad, se tiene que X es unién disjunta de finitos intervalos
(a1,b1), -+, (an,by) y finitos puntos {z1}, - ,{zm}. Como X es fuertemente acotado, los intervalos y los puntos son
fuertemente acotados.

e Dado un intervalo (a;,b;), la asignacién @;(x) := (b; — a;)x + a; es una funcién definible, fuertemente acotada
(porque el intervalo lo es), de clase C”, que aplica suryectivamente el intervalo (0,1) al intervalo (a;, b;).

e Dado {z;}, la asignacién ¢;(x) := x; es definible, fuertemente acotada (porque el punto z; es fuertemente acotado),
de clase C", que aplica suryectivamente el intervalo (0,1) al punto {z;}.

Entonces S = {p;,¥; : i € [n],j € [m]} es una r-parametrizacién de X.
O

Para estudiar funciones definibles F': X — R"™ con X C R™ definible, la idea/estrategia es similar a la idea/estrategia
para estudiar conjuntos definibles:
(1) Particionamos el conjunto X en celdas de manera que F', restringida a cada celda, sea muy regular.
(2) Estudiamos funciones definibles F': C'— R™ cuyo dominio de definicién es una celda.
(3) Combinamos la particién en celdas y el estudio de las restricciones de la funcién F' a celdas particulares, para
obtener informacién del conjunto X.
En el caso de una funcién definible F': I = (a,b) — R, la descomposicién en celdas da el teorema de monotonia y el

Teorema [L.7} es decir, la funcién F' es muy regular, salvo en finitos puntos. Por medio del Teorema [4.7] podemos dar una
demostracién del Teorema para el caso de un conjunto definible X C R.

LEMA 4.10. Sea r > 2 y supongamos que f : (0,1) — R es una funcién definible de clase C”, con fU) fuertemente
acotado para 0 < j < r—1. Supongamos adicionalmente que \f(r)| es mondtona decreciente. Sea g : (0,1) — M definida por

g(@) = f(2?).

Entonces ¢V estd fuertemente acotada para 0 < j < r.

6R1 primero en obtener un resultado similar fue Gromov [16], que mostré que los conjuntos semialgebraicos fuertemente acotados admiten
r-parametrizaciones
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DEMOSTRACION. Por la regla de la cadena, ¢ (z) = Z;ZO pij(x) f9)(2?) para cada 0 <i <ry x € (0,1), donde cada
pi,; €s un polinomio con coeficientes enteros de grado j.

Notemos que por las hipétesis sobre f, todos los sumandos de ¢() estdn fuertemente acotados salvo, quizés, el que tiene
i =j =r. Es facil de comprobar que este sumando es 2" z" f(") (22). Sea c un entero positivo que acota fuertemente a fr=n
y supongamos que existe 2o € (0,1) tal que | £ (xo)| > ;1—‘;. Por el teorema del valor medio existe £ € (%5, o) tal que

Lo

D (o) = FOIF) = 1O () (w0 — ).
4

Como || es monétona decreciente, se tiene | £ (€)] > £ (20)| > ;c Entonces:
0

4
2¢ > | £V (o) — f(r—l)(@” > f(xo _ @) — 2,
2 Zo 2

lo que es una contradiccién. Concluimos entonces que
T (1) (12 T r4c r42
|27 x" f (m)|§2xm2§2 c,

donde en la cota final usamos r > 2 y z € (0,1). Luego g estd fuertemente acotada para 0 < i < r, como queriamos
ver. (I

LEMA 4.11. Sea F': (0,1) — R una funcion definible, fuertemente acotada. Entonces F' admite una 1-reparametrizacion
S con la propiedad adicional de que para cada ¢ € S, se tiene ¢ o F o ¢ es un polinomio (en el (0,1)) con coeficientes
fuertemente acotados.

DEMOSTRACION. Por el Corolario sabemos que existen ap =0 < a; < --- < ap < ap—1 = 1 elementos de R tales
que F)(q;.0,,) s de clase C' y se verifica o bien |F|z%aj+1)\ <lo |F|/(ai,ai+1)| > 1 (en cuyo caso la funcién restringida es
estrictamente mondétona).

En el primer caso, |F’| < 1, definimos ¢; : (0,1) — R dada por  — (a;+1 — a;)x + a;.

En el segundo caso, sea b; := lim,,_, .+ F(z),biy1 = lim,,_, .- F(z) (bien definidos por ser F' estrictamente mondtona en
los intervalos) y definimos ¢; : (0,1) — R dada por x — F~1((bjy1 — b))z + b;).

En cualquier caso, rank(y;) = (a;,a;11) y tanto ¢; como F o ¢; son de clase C! en (0,1) con derivadas fuertemente
acotadas. Adicionalmente, al menos una de tales funciones es lineal con coeficientes en [—1,1]. Agregando los puntos que
faltan (en donde eventualmente F' no era diferenciable) como funciones constantes, tenemos que S = {@o, -+ , @p, 41, ,ap}
es una l-reparametrizacién de F con la propiedad requerida, donde a; = a; (la funcién constantemente a;). (I

LEMA 4.12. Sear > 1 y supongamos que F : (0,1) — R es una funcidn definible, fuertemente acotada. Entonces F tiene
una r-reparametrizacion para la que, o bien ¢ o bien Fop es un polinomio (restringido al (0,1)) con coeficientes fuertemente
acotados.

PROOF. La demostracion es por induccién en r. El caso 7 = 1 es el Lema Supongamos entonces r > 2 y que S
es una (r — 1)-reparametrizacién de F' con la propiedad del lema. Sea ¢ € S y escribamos {¢, F' o 9} = {g,h} donde g es
un polinomio en el (0,1) con coeficientes fuertemente acotados. Entonces, en particular, () existe y es fuertemente acotada
para todo i. Sin embargo, de h(¥) sélo sabemos que existe, es continua, y es fuertemente acotada para 0 < i < r — 1. Por el
Teorema podemos particionar el (0,1), con 0 = ag < a; < --- < ap, < ap,4+1 = 1 de manera que para cada 0 < i < p,,
la funcién h es de clase C” en (a;,a;11) y |h")| es monGtona (posiblemente constante) en (a;, a;y1).

Sea 6,; : (0,1) = (0,1) definido por

0. i(x) (ait1 — a;)x + a; si |h()] es decreciente o constante
() =
ot (ai — ait1)x + a;qq si |h(7)] es creciente pero no constante

Resulta entonces que hof,; : (0,1) — R es de clase C" y (h o 6,;) estd fuertemente acotada para 0 < i < r — 1.
Adicionalmente, por construccién se tiene |(h o 6,;)("| es monétona decreciente. Llamemos p : (0,1) — (0,1) a la funcién
(de clase C*°) que asigna x — z%. Por el Lema la funcién ho 6, ;0 p: (0,1) — R tiene derivada i-ésima fuertemente
acotada para 0 < ¢ < r. Adicionalmente, la funcién g o 6, ; o p es un polinomio con coeficientes fuertemente acotados y
{hob,;0p,g00,;0p} ={pob,;0p, Fo(pob,;op)}t. Notemos que ¢ varia de 0 a p,, luego rank(p o6, ; o p) cubre rank(y),
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salvo finitos puntos (aquellos puntos donde h no era de clase C", dados posiblemente por los extremos de los intervalos).
Luego sélo necesitamos agregar finitas funciones constantes (con valor en (0, 1)) al conjunto o8, ;0 p: ¢ € S} para que se
vuelva una r-reparametrizacion de F' con la propiedad del lema. Esto completa la induccion. O

COROLARIO 4.8. Sea X C R fuertemente acotado y F' : X — R una funcion fuertemente acotada. Entonces para cada
r > 1 se tiene que F' posee una r-reparametrizacion.

DEMOSTRACION. Ya vimos que si X C R es definible, entonces tiene una r-parametrizacién S. Usando el Lema (4.8
podemos r-reparametrizar cada funcién Foy : (0,1) — R para ¢ € Sy tomar la unién de todas estas r-reparametrizaciones
como r-reparametrizacion. (I

LEMA 4.13. Sean m,r > 1 enteros positivos. Supongamos que toda funcion f : X C R' — R definible, fuertemente
acotada, con | < m, tiene una r-reparametrizacion. Entonces para cada n > 1, se tiene que toda funcion F: X C R — R"
definible, fuertemente acotada, con | < m, tiene una r-reparametrizacion.

DEMOSTRACION. Por medio de un argumento inductivo, alcanza con probar quesin > 2y F: X - R" ', f: X - R
son definibles y fuertemente acotadas y F' tiene una r-reparametrizacion, entonces la funcién (F, f) : X — R"™, definida como
(F, f)(z) = (F(x), f()), tiene una r-reparametrizacién. Por medio de la inclusién R C R™ (que es definible, recordar los
comentarios posteriores a la Definicién , podemos suponer que X es un subconjunto definible, fuertemente acotado, de
RTYL.

Sea S una r-reparametrizacion de F, y sea ¢ € S con ¢ : (0,1)! — X y [ = dim(X) < m. Aplicando la hipétesis del lema
a la funcién f o : (0,1)! — R obtenemos una r-reparametrizacién T, »- Entonces, para cada ¢ € T, se tiene que su dominio
de definicién es (0,1)" y se sigue, por uso seguido de la regla de la cadena, que cada (¢ o) : (0,1)) — R™ con ||a|; < T,
es fuertemente acotada. Entonces, tenemos que ({¢ ot : ¢ € S,9 € T,,}) es una r-reparametrizacién de (F, f). g

TEOREMA 4.12 (Teoremaﬂpara el caso X C R). Sea r > 1 un entero positivo y X C R definible. Si F: X — R™ es
una funcion definible, entonces existe una r-reparametrizacion.

DEMOSTRACION. El resultado a probar se deduce del Corolario 4.8]y el caso m = 1 del Lema [4.13 O
Con el Teorema para el caso X C R, podemos probar el Teorema para X C R2.

TEOREMA 4.13 (Teorema para el caso X C R?). Sear > 1 un entero positivo. Si X C R? es definible y fuertemente
acotado, entonces existe una r-parametrizacion de X

DEMOSTRACION. Sea r > 1. Por medio del teorema de descomposicién en celdas si mostramos que las C"-celdas
admiten r-parametrizaciones, uniendo todas las r-parametrizaciones de las C"-celdas que aparecen en la particién de X en
C"-celdas, obtenemos que X admite una r-parametrizaciéon. Supongamos entonces que X es una C"-celda de R?.

e Supongamos que X =I'(f) con f:Y — R una funcién definible, y ¥ C R una celda, necesariamente fuertemente
acotada, al serlo X. Por el lema tenemos que existe una r-parametrizacién de Y. Luego, para cada ¢ € S,
consideramos la funcién G, = (Idog, fop) : (0,1) — R? definida mediante (Id op, f o p)(z) := (Id op(z), f o p(z)).
Por el teorema [£.12} obtenemos una r-reparametrizacién S, de G,. La unién de todas las r-reparametrizacién S,
define una r-parametrizacién de X.

e Sea X = (f,g9)y con f,g:Y — R funciones definibles, y Y C R una celda, fuertemente acotada. Por el lema
tenemos que existe S una r-parametrizacién de Y. Para cada ¢ € S, consideramos la funcién G, = (f o p,go @) :
(0,1) — R? definida como (f o ¢, go¢)(x) := (f o p(x),go ¢(z)). Por medio del teorema tenemos que existe
una r-reparametrizacién S, de G,,. Para cada ¢ € S, definimos 6., 4 : (0,1)? — X mediante la expresion:

Op (1, 22) == (@ otp(x1), (1 —z2)f o pop(x1) + m2g 0 @ o P(x1).
El conjunto finito {0,y : ¢ € S, € S, } es facil de ver que es una r-parametrizacion de X.
O

Observemos que el uso del Teorema [4.12] no es necesario. Esto se debe a que las celdas Y C R son, o bien, intervalos
(a,b) o puntos {z}, con lo que en el Teorema es posible reemplazar el empleo del Teorema por el teorema de
descomposicion en celdas La razon por la cual utilizamos el Teorema es para mostrar la estrategia general de la
demostracién del Teorema [£.10]y el teorema Dado m > 1 un entero positivo, escribimos las proposiciones:

(I)y, Para cada r,n > 1y toda funcién F : (0,1)™ — R™ definible, fuertemente acotada, existe una r-reparametrizacién
de F.
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(II),, Para cada r > 1 y todo subconjunto X C R™*! definible, fuertemente acotado, existe una r-parametrizacién de
X.

La demostracién del teorema [4.10|y el Teorema [4.11] se realiza mediante el siguiente argumento inductivo. Sabemos que
las proposiciones (I); y (I1)o valen (por el Teorema y el Lema respectivamente). Luego, si m > 1, asumimos que
(I)m, vale para todo I < m y que (II),, vale para todo I < m.

e Si X tiene dimensién | < m, por hipétesis inductiva (IT),,—1 v (I)x para todo k& < m son verdaderas, luego deduci-
mos, mediante un argumento analogo al empleado en la demostracion del teorema que (IT),, es verdadero.

e Usando que asumimos ([),, es verdadera, y usando que (I[I),, es verdadera bajo las hipétesis de induccién, se
concluye que (I);,41 es verdadero.

El segundo item de la “estrategia” anterior es el tinico paso complicado del Teorema y el Teorema Para los
detalles, consultar el trabajo original de Pila y Wilkie [42].
Del Teorema y el teorema [4.11] se obtiene facilmente el siguiente corolario:

COROLARIO 4.9. Sean m,r > 1, y supongamos que X C (0,1)™ es un conjunto definible. Entonces existe un conjunto

finito de funciones S, tal que para toda ¢ € S, se tiene ¢ : (0, 1)dim(X) — X es de clase C", tal que

(1) Ugeg rank(p) = X,
(2) |¢'(2)| <1 para toda ¢ € S, € N™X) con ||a||y <7 y todo x € (0,1)3™X),

DEMOSTRACION. Sea S* una r-parametrizacién de X, dada por el Teorema Entonces (1) vale para S*, y (2) vale
con ¢ reemplazado por 1 para algin ¢ € N. Cubrimos (0, 1)) con (2¢)4mX) cubos de lado 1, y para cada cubo K de
estos, sea A : (0, 1)dim(X) — K una funcién linear biyectiva. Entonces

S:={polk:pe€S* K cubo del cubrimiento},

verifica las condiciones requeridas. O

4. El Teorema de Pila-Wilkie

En esta seccion, todas las estructuras O-minimales que consideramos son estructuras O-minimales sobre R, que con-
tienen la suma y el producto de nimeros reales. En particular, estas estructuras O-minimales contienen los subconjuntos
semialgebraicos de R.

El objetivo de esta seccion es generalizar el Teorema que ya recordamos en la seccién anterior. Vimos en el
Ejemplo y el Ejemplo que en general no es posible obtener una estimacién mucho mejor que la del Teorema
Adicionalmente, la hipétesis de trascendencia del Teorema era importante, pues en caso contrario, la curva podia tener
demasiados puntos racionales “algebraicos”, en el sentido, que estén contenidos en conjuntos semialgebraicos de dimension
positiva. En dimensiones superiores, por ejemplo, si I es un intervalo cerrado y acotado, y consideramos f : I? — R, una
funcién analitica trascendente, puede ocurrir que el grafico de f, que denotamos X, contenga subconjuntos semialgebraicos
de dimensién positiva, y por lo tanto, demasiados puntos racionales. Por ejemplo, si X = {(z,y,2) : z = a¥ : z,y € [1, 2]},
para cada y racional fijo, el conjunto X, = {(x,2) : z —2¥, z € [1,2]} determina una curva Semialgebraicam en X. Por
esta razén, para generalizar el Teorema se excluyen los puntos que estan contenidos en subconjuntos semialgebraicos
“grandes”.

DEFINICION 4.19. Sea X C R". La parte algebraica de X, que denotamos X®'®, es la unién de todas los subconjuntos
conezos semialgebraicos de X, de dimension positiva. La parte trascendente de X es el complemento X\ X8,

Si consideramos la parte trascendente de X, tenemos una estimacién similar al Teorema Pila y Wilkie en [42]
observan que, de hecho, la estimacién se sigue manteniendo para X definible en una estructura O-minimal.

TEOREMA 4.14 (Pila-Wilkie). Sea X C R™ un conjunto definible en una estructura O-minimal sobre R, que contiene el
grafico de la suma y el producto, y sea € > 0. Entonces para todo H > 0, se tiene la estimacion

#((X = X*8)(Q), H) = Ox (H°).

"Una curva semialgebraica es la imagen de una funcién o : (0,1) — R"™ semialgebraica.
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Para entender por qué el teorema de Pila-Wilkie [.14] generaliza adecuadamente el Teorema[2.2] consideremos la estruc-
tura O-minimal R,,. Si X es el gréfico de una funcién analitica trascendente f : [0, N] — R, tenemos que X es definible en
R.n. Por el Teorema ya tenemos la estimacién del Teorema [£.14] Por otro lado, en la Observacién hay estructuras
O-minimales que poseen funciones definibles que no son analiticas en ningtin punto. Luego, si consideramos como X el grafico
de una tal funcidn, este conjunto es definible en alguna estructura O-minimal sobre R que contiene la suma y el producto de
reales, y por lo tanto, verifica el Teorema [£.14]

Para probar el Teorema [4.14] se podria proceder como hicimos para el Teorema [2.1] Sea X C R™ definible en una
estructura O-minimal.

(1) Dado € > 0, determinamos la cantidad de hipersuperficies algebraicas de grado d(¢) que cubren los puntos (X —
X#8)(Q, H), por medio del método del determinante de Bombieri-Pila.

(2) Acotamos # [((X\X*#)(Q), H) N V] para V C R" una hipersuperficie algebraica.

(3) Usando las dos estimaciones anteriores, obtenemos una cota superior para #((X\X#)(Q), H).

El principal problema con la estrategia anterior es el paso (2), debido a que el conjunto X! puede ser muy complicado.
En efecto, supongamos que el paso (1) pudimos realizarlo, con un conjunto X C R" definible en una estructura O-minimal que
contiene el grafico de la suma y el producto de R. En la demostraciéon del Teorema [2.1] usamos que toda curva trascendente
analitica se interseca en finitos puntos con una curva algebraica. Si consideramos S C R™ una hipersuperficie algebraica,
quisiéramos que (X\X*8) N S fuera finito. Sin la hipdtesis de trascendencia, podriamos intentar usar que X\X®# sea
semialgebraico. En tal caso (X\X?%#) NS serfa semialgebraico, con lo que si es infinito, tendria dimensién positiva y por lo
tanto (X\X®&)NS C X*8. El problema principal es que X! no tiene ni siquiera por qué ser definible en alguna estructura
O-minimal. En efecto:

EJEmMPLO 4.8. Si X = {(z,y,2) : z=2¥ : x,y € [1,2]} observamos que X contiene infinitas componentes conexas, una
por cada y € QN [1,2]: estas componentes conezas son los conjuntos X, = {(x,2) : z = 2%,z € [1,2]}. Debido a que un
conjunto definible en una estructura O-minimal sobre R, tiene finitas componentes conexas (Corolario , concluimos que
X8 no es definible en ninguna estructura O-minimal sobre R con lo que, en particular, la parte trascendente de X no es
definible en ninguna estructura O-minimal sobre R.

OBSERVACION 4.10. La complejidad de la parte algebraica de un conjunto definible puede verse en un caso bien particular.
Sea f:(0,1) = R definible. Consideramos entonces el conjunto I'(f). Puede verse (consultar [64]) que si existe un polinomio
P(z,y) € R[z,y] no nulo tal que P(x, f(z)) = 0 para todo = € (0,1), entonces f es semialgebraica, luego T'(f) = T'(f)!& es un
conjunto semialgebraico. Sin embargo, puede ocurrir que exista un polinomio no nulo Q(x,y) € Rz, y] tal que Q(x, f(x)) =0
para todo x € I' con I' C (0,1) un intervalo propio de (0,1), con lo que T'(f) contiene un tramo, que es el grdfico de una
funcion semialgebraica. Si g = f|r, entonces T'(g) C T'(f)8. Y asi, podemos sequir encontrando tramos semialgebraicos en
T'(f). El problema es, que en un principio, este proceso no tiene por qué terminar, con lo que, de nuevo, puede ocurrir que
I'(f)& no sea, ni siquiera definible.

No vamos a probar el teorema de Pila-Wilkie, sin embargo, explicamos cémo podemos adaptar la estrategia anterior
bosquejada.

Pila Y Wilkie observan que estudiar los puntos de interseccién de varias hipersuperficies algebraicas con un conjunto
definible X C R” puede interpretarse en términos del concepto de familia definible

DEFINICION 4.20. Sea Z C R"™ x R™, y sean w1, T las proyecciones en R™ y R™ respectivamente. SeaY := Yy, = my(Z),
y para cada y € Y, sea Z, := 7y "({y}). Sea Xy =Xz, =m(Zy). Una familia de conjuntos Z C R™ x R™ significa una
coleccion de fibras {X, : y € Yz}. Una familia Z se dice definible si el conjunto Z es definible.

DEFINICION 4.21. Sea Z C R™ x R™ una familia definible. La dimension de bira de Z es el mdzimo de las dimensiones
de todas las fibras de Z.

De ahora en mds, las notaciones Yz, X, de la Definicién [£.20] van a ser usadas en el resto de la seccién.
En términos de la Definicién el teorema que se puede intentar probar es:

TEOREMA 4.15 (Pila-Wilkie). Sea Z C R™ x R™ una familia definible, y sea e > 0. Entonces existe una constante ¢(Z, )
con la siguiente propiedad. Sea X una fibra de Z. Entonces para todo H > 0 se tiene

#(X\X*8)(Q,H) < c(Z,¢e)H®.
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En el Ejemplo observamos que para X C R™ definible, no tiene por qué ser X*# siquiera definible. Sin embargo,
podria ocurrir que para todo X y € > 0, existe un subconjunto semialgebraico X. C X tal que #(X\X.)(Q, H) = Ox (H®).
Este no es el caso:

EJEMPLO 4.9. Sea X = {(7,y) : 0 < 2 < 1,0 < y < exp(z)}. Entonces X8 = X, pues X es abierto, luego todo
punto p € X estd contenido en un disco alrededor de p, y es claro que los discos son conjuntos semialgebraicos, de dimension
positiva. Pero X no es semialgebraico, pues en tal caso, el borde de X, el grdfico de la funcion exponencial en [0,1], seria
semialgebraica. No es muy dificil de ver que esto no es posible; por ejemplo, vale que toda funcion semialgebraica estd
polinomialmente acotada (ver por ejemplo [7)[capitulo 2, prop. 2.6.1, pdg. 42 ]).

Sin embargo, dado X y € > 0, prodriamos esperar que exista un conjunto definible X, C X®& tal que #(X\X.)(Q, H) =
Ox (H®). Para una familia definible Z, los conjuntos X. podrian ser elegidos como las fibras de una familia definible
W(Z,e) C Z. Esto es lo que prueban Pila y Wilkie en [42]

TEOREMA 4.16 (Pila-Wilkie). Sea Z C R™ x R™ una familia definible. Sean my,m2 las proyecciones en R™ y R™
respectivamente. Sea Y := Yy = m9(Z), y para caday € Y, sea Z, = my ' ({y}). Sea X, := Xz, := m(Z,). Dado ¢ > 0,
se tiene que existe una familia definible W := W(Z,€) y una constante ¢(Z,€) con la siguiente propiedad: dado y € Y, sea
X=Xz, yXc=Xw,y. Entonces X, C X?e y para todo H > 0, se tiene

(X\X)(Q, H) < c(Z,e)H".

No es dificil de ver que el Teorema implica al Teorema y que a su vez, este resultado implica el Teorema

En términos del concepto de familia definible, adaptamos el método del determinante Bombieri-Pila para estimar la
cantidad de hipersuperficies algebraicas que cubren los puntos racionales de altura acotada de las fibras de una familia
definible. Para ello, recordamos y reenunciamos el Teorema [1.2] que probamos en el capitulo 1:

PROPOSICION 4.13. Sean k,n enteros positivos con k < n. Entonces, para cada d > 1 entero positivo, existe r = r(k,n,d)
un entero positivo, y una constante positiva £(k,n,d), con la siguiente propiedad: supongamos que ¢ : (0,1)¥ — R™ es una
funcién de clase C" con |¢\®) (z)| < 1 para todo = € (0,1)* y todo a € NF con ||a||; < r. Sea X = ¢((0,1)%), y sea H > 1.
Entonces X(Q, H) estd contenido en la unién de no mds de Ok,md(Hg(k’"?d)) hipersuperficies algebraicas de grado a lo sumo
d. Ademds, e(k,n,d) — 0 cuando d — +oo.

La Proposicién [f.13]se deduce facilmente del Teorema[I.2] Podemos observar la utilidad del Teoremal[£.10} concretamente,
su Corolario dado X C R™, por el Corolario existe una r-parametrizaciéon S de X que verifica que cada ¢ € S
satisface las hipdtesis de la Proposicién Podemos entonces concluir que X (Q, H) estd contenido en la unién de no més
de #S0y, , a(HZF™D) = Ox ,, o(HE*™D) hipersuperficies algebraicas de grado a lo sumo d.

Dado que el Teorema [4.16] estd enunciado en términos de una familia definible, se debe adaptar la Proposicién [4.13] a
una familia definible. Para ello, se recurre a una versién del Corolario para familias definibles:

PROPOSICION 4.14 (versién del Corolariopara familias definibles). Sean n,m,r > 1, y supongamos que X C (0,1)" x
R™ es una familia definible. Entonces existe un N > 1 entero positivo y, para cada y € R™, existe un conjunto S, de N
funciones, tales que si ¢ € S, entonces ¢ : (0, 1)dim(Xy) Xy es de clase C", y ademds:

(1) U(pesy rank(p) = X, . _
(2) | (z)| <1, para cada ¢ € S, € N¥™Xa) " con ||al|; < 7 y para todo x € (0,1)3mXw),
(3) Las funciones que componen S, dependen de manera definible en y.

No vamos a probar la Proposicion [£.14} destacamos que hay cierto tipo de técnicas que permiten pasar, por ejemplo, de
conjuntos definibles a familias definibles (en este caso, para deducir la Proposicién del Corolario , pero no vamos a
desarrollar estas técnicas. Referirse a [42] para los detalles.

Con la Proposicién [4.14] podemos obtener una estimacién para un cubrimiento de hipersuperficies algebraicas, en el
contexto de familias definibles.

LEMA 4.14. Sea Z C (0,1)™ x R™ wuna familia definible, de dimensién de fibra k < n. Sea € > 0. Entonces existe
d = d(e, k,n) un entero positivo, y una constante K(Z,e) con la siguiente propiedad: para todoy € Y y H > 1, el conjunto
X(Q,H), con X = X, estd contenido en la union de no mds de K(Z,c)H*® hipersuperficies algebraicas de grado a lo sumo

d.
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Por medio del Lema [4:14] lo tnico que faltarfa para poder completar el esquema de la demostracién del Teorema [4.16]
es tener una cota suficientemente uniforme entre la interseccién de hipersuperficies algebraicas y los conjuntos X (Q, H) del
Lema Como explicamos antes del Ejemplo la complicacién proviene de la complejidad de la parte algebraica de
un conjunto definible. Por un momento, consideremos el Teorema [4.14] para X C R? definible, fuertemente acotado. Por el
teorema de descomposicion en celdas tenemos que X es unién finita de:

e puntos,

e intervalos de la forma (a,b) x {c},

e intervalos de la forma {f} x (d,e),

e conjuntos I'(f), que son graficos de funciones definibles f : I — R, con I C R un intervalo,
e conjuntos de la forma (g, h)s, con g,h : I’ — R funciones definibles en un intervalo I’ C R.

De la lista de conjuntos anteriores, no es dificil de ver que, salvo I'(f), el resto estdn contenidos en la parte semialgebraica
de X. Como mencionamos en el Ejemplo el conjunto I'(f)*® puede ser bastante complicado, con lo que es de esperar
que los conjuntos definibles de R?, y R™ en general, tenga parte algebraica muy complicada (ver Ejemplo [4.8)).

Consideremos de nuevo X C R2 definible. En la descomposicién en celdas, las celdas “dificiles” de estudiar resultaron
ser las celdas de dimensién 1. En general, lo que va a ocurrir para X C R" definible es que, los “puntos complicados” de X
van a estar contenidos en celdas de dimension k£ < n. Esto motiva a estudiar:

DEFINICION 4.22. Sea X C R™ un conjunto definible, y sea p > 1 un entero positivo. Definimos RegP(X) como el
conjunto de todos los x € X para los que existe un entorno U de x tal que U N X es una CP-subvariedad embebida de X.
Para cada k < n, definimos Regh(X), como el conjunto de puntos x € X tales que existe un entorno U de x tal que U N X
es una CP-subvariedad embebida de X, de dimension k.

Se tiene el siguiente resultado, probado en [36][seccién 1.8, pag. 4]:
TEOREMA 4.17. Para cada X CR™ definible, y k,p enteros positivos, se tiene que Regl (X) es un conjunto definible.

Pila y Wilkie utilizan el Teorema [4.17} combinado con un argumento inductivo, para poder probar el Teorema [£.16] El
Teorema |4.17| se utiliza para reducir el Teorema [4.14] esencialmente, al estudio de las celdas de dimensién k£ < n, o en el
contexto de familias definibles del Teorema [4.16] para reducirnos a estudiar familias definibles Z C R™ x R™ con dimensién
de fibra k < n. El resto de la demostracion se basa en cubrir por hipersuperficies algebraicas de grado acotado a un conjunto
X C R” definible, o en el caso de una familia definible, en cubrir por hipersuperficies algebraicas de grado acotado las
fibras de una familia definible Z, utilizando el Teorema [[.2] o el Lema y luego se usa un argumento de compacidad,
esencialmente, que las hipersuperficies algebraicas de R* de grado d definen un espacio compacto, concretamente, son un
plano proyectivo P**@)  Para los detalles, consultar [42].

5. Argumento de Pila-Zannier

El teorema de Pila-Wilkie da una estimacion para los puntos racionales de altura a lo sumo H, de la parte trascen-
dente de un conjunto definible en una estructura O-minimal sobre R, que contiene a la suma y al producto de R. La parte
trascendente de un conjunto X, X\ X?#, posee cierto parecido con los puntos especiales de una variedad algebraica. Esta
relacién entre puntos trascendentes y puntos especiales es utilizada por Pila y Zannier [43] para dar otra demostracién de
la conjetura de Manin-Mumford, por Masser y Zannier [32] para dar un resultado relacionado con los puntos de torsién
de curvas elipticas, y posteriormente por Pila [40] para dar una demostracién incondicional (es decir, independiente de la
hipétesis de Riemann generalizada) de la conjetura de André-Oort para producto de curvas modulares. Estos resultados
son bastante profundos, y son sumamente importantes para la geometria diofantica, pues dan informacién geométrica del
comportamiento de los conjuntos algebraicos. En esta seccién vamos a explicar un caso particular de [43], siguiendo el survey
de Scanlon [46].

Sea G := C* el grupo de unidades de los niimeros complejos, con operacién -, el producto usual entre complejos.

DEFINICION 4.23. Sea | > 0. Decimos que g € G' es un punto especial si g = (g1, , 1) tiene orden finito, es decir,
cada g; es una raiz de la unidad. Por convencion, el punto GY es especial.

Sea g € G. Si g es un punto especial, entonces existe un entero positivo n tal que ¢g" = 1. En particular, g = exp(27iz)
para algtiin z € Q. En general, si g = (g1,---,9/) € G' es un punto especial, entonces existen (z1,---,z,) € Q' tales
que g = (exp(2mizy, -+ ,exp(2miz,))). Si definimos E : C! — G! mediante E(z1,--- ,2) = (exp(2miz1),--- ,exp(2miz;)),
tenemos:
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PROPOSICION 4.15. Sea | > 0. El punto g € G' es un punto especial si y sélo si existe & = (£1,---,&) € Q' tal que
E@) =g

La Proposiciéon muestra que estudiar los puntos especiales de G' es equivalente a estudiar los puntos racionales
de la funcién analitica E : C' — G'. Dado que tenemos una descripcién explicita de los puntos especiales de G', la
Proposicion no parece aportarnos nada. El problema de interés para la conjetura de Manin-Mumford son los puntos
especiales de variedades algebraicas.

TEOREMA 4.18 (Mann, 1965). Sea n > 1 un entero positivo. Sea G(xy,--- ,x;) € Clzy, -+, 2] un polinomio no nulo.
Entonces el conjunto de puntos especiales de la hipersuperficie algebraica {(x1,--- ,2;) € C' : G(x1,---,2;) = 0} es una
unidn finita de coclases de subgrupos de G'.

El Teorema [£.I8] que es un caso particular de la conjetura de Manin-Mumford, puede interpretarse como estudiar
el conjunto de soluciones racionales de la ecuaciéon G(E(z)) = 0, con G el polinomio del Teorema y E((z1,++ ,21) =
(exp(2miz1),- -+ ,exp(2miz;)). Identificando C con R? tomando parte real e imaginaria, podemos pensar la ecuaciéon G(E(z)) =
0 como una ecuacién analitica real. Por el teorema de Pila-Wilkie, podemos obtener informacién de los puntos racionales
de altura a lo sumo H del conjunto X := {z = (Re(z),Im(z)) € R? : G(E(z)) = 0} si este fuera definible en alguna
estructura O-minimal, por ejemplo, Rex, 0 R,y (estas estructuras O-minimales fueron introducidas al final de la seccién 1
de este capitulo). Sin embargo, si né restringimos el dominio de la funcién E, el conjunto X podria no resultar definible,
debido a que la funcién E : R? — G!. En efecto, si la funcién E : C' — G' fuera definible en una estructura O-minimal &
sobre R, entonces las preimdgenes deberian ser definibles en ¢ (ver Propiedad . Luego, E~'({1,---,1}) = Z' (visto en
R?!), que es un conjunto que tiene infinitas componentes conexas, por lo tanto, no resulta definible en ninguna estructura
O-minimal (Corolario . Sin embargo, si consideramos D := {z = (21, -+ ,z) € C' : 0 < Re(z;) < 1, Vi}, identificado
como subespacio de R!, no es dificil de ver que E := F |p es una funcién definible en Reyp,, y por lo tanto, como G|g(py es
definible en Rey,,, resulta que G o E es definible en Re,,, y por lo tanto X = E~*(G~({0})) es un conjunto definible en Reyp.

En lo que sigue, vamos a mantener la notacion del parrafo anterior para los conjuntos D, X y las funciones E,G. Podemos
describir brevemente el argumento de Pila-Zannier, aplicado a la demostracién del Teorema [£.18]

e Buscamos estudiar informacién sobre la distribucién de los puntos especiales de una variedad algebraica V. Para
ello, encontramos una funcién definible F' en una estructura O-minimal sobre R, como Rexp, Ran 0 Rexp,an tal que
los puntos especiales de V' son los puntos racionales del conjunto X = F~1({0o}).

e Estudiamos la parte algebraica de X y utilizamos el teorema de Pila—Wilkie para obtener una cota superior de
la cantidad #(X\X?2)(Q, H).

e Obtenemos una cota inferior para #X (Q, H) y comparamos con la cota del Teorema

De la estrategia recién bosquejada, s6lo hemos realizado el primer paso. Para estudiar la parte algebraica del conjunto
X, vamos a usar el siguiente resultado, que es una versién de la conjetura de Schanuel.

TEOREMA 4.19 (Conjetura de Schanuel para cuerpos funcionales, [1]). Sean v1(¢), -, vi(t) € tC[[t]] series de potencias
sobre los niumeros complejos, sin término constante, linealmente independientes sobre Q. Entonces el grado de trascendencia
sobre C(t) de la extensidn de cuerpos C(t,v1(t), - ,vi(t),exp(71(¢)), - ,exp(yi(t))) es al menos n.

OBSERVACION 4.11. Usando la notacidn posterior al Teorema recordamos que el conjunto X = {z € D : G(E(z)) =
0} es definible en Reyxp. Seay = (y1,---,m) : (0,1) — X una curva semialgebraica. Puesto que G(z1, - ,21) € Clay, -+ ,ay]
es un polinomio no nulo que verifica G(E(y1(t),--- ,v(t))) = 0, por el Teorema concluimos que v1,- -, son lineal-
mente dependientes sobre Q.

FINAL DEL ESQUEMA DE LA DEMOSTRACION DEL TEOREMA [4.18] Para cada entero positivo k& < [, consideramos el
conjunto Mj, de espacios afines V (traslaciones de subespacios) de dimensién k para los que dim(V N X) = k, pero para
los cuales existe un punto a € V N X para el que no hay un espacio afin W de dimensién k + 1 tal que a € W N X pero
dim(W N X ) < k+ 1. Dado que los espacios afines se describen por medio de ecuaciones afines, no es dificil de ver que
cada My, es definible en Rey, (de hecho, son semialgebraicos). Usando la definicién de la funcién E (consultar [46], [43]),
se concluye que M, estd definido en Q. Luego, cada M), es contable y definible en Rey,. Por la Propiedad My, resulta
finito. Usando este argumento y la Observacién deducimos que X?'& = U2:1 Urrenr, H. Concluimos que X212(Q) es la
unién finita de coclases de grupos, intersecados con el [0,1)% (debido a que estamos restringiendo el dominio de definicién
de E al conjunto D).
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Para concluir el Teorema resta estudiar el conjunto (X\X?#)(Q). Si mostramos que este conjunto es finito,
entonces va a resultar que es una unién finita de coclases de grupos (trasladados del {0}). Por el teorema de Pila-Wilkie,
tenemos una cota superior para (X' \f( alg)(Q, H). Lo que hacemos a continuacién es obtener una cota inferior. Puesto que
estamos ilustrando la estrategia de la demostracién del Teorema vamos a asumir que el polinomio G(z1,--- ,x;) estd
definido sobre un cuerpo de nimeros K y es irreducible sobre este cuerpo [f| Sea z € X (Q,H) con H > 0. Podemos escribir
z= (35, -, ) cona;,b; enteros, 0 < a; < b; < Hyged(a;, b;) = 1. El punto z verifica G(exp(2migt), - -+, exp(2mig2)) = 0.
Consideramos la extensién de K dada por L := K(exp(Qﬂ'i‘g—ll)7 e ,exp(27ri’g—§ll)). Como G tiene coeficientes en K, para cada

automorfismo o : L/K — L/K, se verifica G(o(E(z))) = 0. Dado que exp(2mit) es una raiz b;-ésima primitiva de la unidad,
tenemoaﬂ o(exp(2migt)) = exp(QwiZ—;) para algin a’ con 0 < o’ < b; y ged(a’,b;) = 1. De la teorfa de Galois cldsica, sabemos
que la érbita de exp(2m’%) bajo el grupo de Galois de la extensién L/K tiene cardinal al menos [ﬁg@)], con ¢ la funcién de

Euler, definida como ¢(n) := #(-2)*. Dado que la funcién ¢ verifica la igualdad

1
em=n J[ -2

pln,p primo

tenemos que para todo £ < 1, para n >, 1 se verifica que ¢(n) > Cn®. Sea ahora H > 0 un entero positivo. Si
#(X\X8)(Q, H) > #(X\X?8)(Q,H — 1), entonces #X(Q, H) > ris¢(t), con lo que para t suficientemente grande,

[K:Q]
obtendriamos una contradiccién con el teorema de Pila Wilkie [£.14] para ¢ < 1. Concluimos que existe H un entero positivo
para el que cualquier elemento de (X\X?2)(Q) tiene altura a lo sumo H, es decir, dicho conjunto es finito. (]
83e puede ver que el caso general de G(z1, - ,x;) € Clz1, -+ ,xz] se reduce al caso que estamos asumiendo. Consultar [46]

9Estamos usando el siguiente hecho: dado a € Q, si 0 : Q/Q — Q/Q es un autormofismo de cuerpos, entonces o(a) es una raiz del minimal
de a.
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