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Capitulo 1

Introduccion

En esta tesis estudiaremos juegos donde se subasta el “turno”, mas precisamente
el derecho a mover. A estos se sumaran de manera natural aquellos juegos donde el
derecho a mover se determina aleatoriamente, por ejemplo, tirando una moneda. Este
serd el eje transversal al trabajo. En el camino veremos ideas relacionadas con juegos
combinatorios y estocasticos, ecuaciones diferenciales, complejidad de algoritmos, entre
otros temas.

En la primer parte estudiaremos juegos combinatorios donde se subasta el turno.
Es decir, en lugar del esquema tradicional donde los jugadores se alternan para jugar,
tendremos uno donde en cada ronda se llevara a cabo una subasta por el derecho a
mover. Este tipo de juego fue propuesto por David Ross Richman y estudiado por
primera vez por A. J. Lazarus, D. E. Loeb, J. G. Propp y D. H. Ullman en [LLPU96]
y en conjunto con W. R. Stromquist en [LLPSU99] quienes los llamaron juegos de
Richman en su honor. Estos juegos estan fuertemente emparentados con la version
donde el turno se determina aleatoriamente. Vamos a ver que existe un valor critico
que determinara la suerte de los jugadores en la versién donde se subasta el turno, este
valor también determinara la probabilidad de ganar en la version de turno aleatorio.

En todo momento pensaremos el dinero como una unidad infinitamente divisible, un
jugador podré pagarle a otro digamos v/2. La versién discreta, donde hay una unidad
de dinero, fue estudiada en [DP10].

Otra particularidad del juego viene dada por su juego combinatorio subyacente,
en el cual el conjunto de movidas es comin para ambos jugadores. Algunas versiones
partisanas, donde el conjunto de movidas puede ser distinto para cada jugador, fueron
consideradas también, en particular, el Hex de turno aleatorio en [PSSWO7], la ver-
sién con subastas en [PRO8| y ajedrez con subasta en [Bea08a] y [Bea0O8b|. En estos, a
diferencia del original, puede ocurrir que en una cierta posicion uno desee que sea su
adversario quien tenga que mover. Esto no ocurre en el Hex pero si se puede dar en el
ajedrez, por ejemplo en la posicién de la Figura 1. Esto se soluciona dandole al ganador
(de la subasta o el lanzado de moneda) el derecho a decidir quien mueve en lugar del
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derecho a mover.

n o~ ®

-

Figura 1.1: Zugzwang: si mueven las blancas, es tablas; si mueven las negras, pierden.

En el capitulo 2 nos centraremos en el trabajo de Lazarus et al., repasaremos sus
resultados principales, y daremos respuesta a dos preguntas dejadas abiertas por ellos.
Una, en referencia a la diferencia minima en el valor de la funcién de costo, donde
mejoraremos la cota establecida. Para la otra, referida a la complejidad del algoritmo
propuesto por ellos, probaremos que el algoritmo puede no correr en tiempo polinomial
en ciertos casos. Esto se basara en exhibir un ejemplo de juego donde el jugador desti-
nado a perder puede forzar un partido largo. Finalmente presentaremos una idea nueva
para atacar el problema del calculo de la funcion de costo, central en el estudio del juego.

En el capitulo 3 presentaremos dos versiones nuevas del juego de Richman. En es-
tas surgiran nuevas ideas y ademas veremos como podemos aprovechar las ideas ya
exploradas en el capitulo 2. Quedaran preguntas abiertas y sobre todo la posibilidad
de explorar la versién continua de estos juegos en el sentido de lo que veremos en el
capitulo 4.

El capitulo 4 Tug-of-War estara dedicado a este juego que surgio en el trabajo de Y.
Peres, O. Schramm, S. Sheffield y D. Wilson [PSSW09]. No nos centraremos solamente
en su trabajo sino en otros posteriores motivados por este. Repasaremos brevemente
resultados sobre extensiones de Lipschitz y el Laplaciano-co, conceptos que aparecen
naturalmente en este contexto. Veremos como el planteo del juego permite obtener
resultados en este sentido. Es interesante que estas ideas no solo nos proveen demos-
traciones de existencia y unicidad para soluciones de ciertas ecuaciones diferenciales si
no que pueden proveernos esquemas numericos.



Capitulo 2

Juegos de Richman

2.1. Introduccion

En este capitulo estudiaremos un juego introducido por David Ross Richman a me-
diados de los ’80, estudiado por primera vez por A. J. Lazarus, D. E. Loeb, J. G. Propp
y D. H. Ullman en [LLPU96] y en conjunto con W. R. Stromquist en [LLPSU99|. En
este, dos jugadores se enfrentan en un juego combinatorio, pero el turno, en lugar de
estar dado por un orden predeterminado, se subasta en cada ronda.

Cada uno de los dos jugadores, el Sr. Azul y la Sra. Roja, comienza con una cierta
cantidad de dinero. Un grafo dirigido finito con una ficha en uno de sus nodos y dos
vértices distinguidos, v, y v,, hace de tablero. El objetivo del jugador Azul es llevar la
ficha al nodo v, y el de la jugadora Roja es llevarla a v,.

En cada ronda se subasta el derecho a mover. Podemos pensar que cada jugador
anota en un papel la cifra que esta dispuesto a pagar y ambos la revelan simultanea-
mente; el que oferté mas le paga esa suma al otro jugador (no puede ofertar mas que
lo que tiene) y puede mover la ficha a través de alguna arista a otro nodo. En caso de
ofertar la misma suma el empate se resolvera lanzando una moneda. El juego termina
cuando la ficha llega a alguno de los vértices distinguidos y diremos que es un empate
si esto nunca ocurre. Al finalizar el juego el dinero pierde todo su valor.

En general vamos a pensar al juego como el grafo y a la ubicacion de la ficha y
los capitales de los jugadores como la posicion. En este sentido nos interesa determi-
nar en qué posiciones los jugadores tienen estrategia ganadora. Esto es, una estrategia
para ofertar y mover la ficha que les asegure ganar (eventualmente, de ser posible, sin
depender del azar en los lanzamientos de la moneda para los desempates). Veremos
més adelante que existe un valor R(v) para cada nodo v de modo que si la porcién del
capital total que tiene el jugador Azul es mayor a este valor, entonces puede asegurarse
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ganar. Ademads, si tiene menos que esa cantidad de dinero, sera la jugadora Roja quien
podra ganar.

Otro juego a tener presente es el llamado spinner game. Este se diferencia del an-
terior en que no se subasta el turno sino que en cada ronda se sortea con una moneda
balanceada el derecho a mover. Es interesante que asumiendo que ambos jugadores
juegan de manera 6ptima, la probabilidad de ganar para Azul si estd en un nodo v es
1 — R(v). Esto nos da otra interpretacién del valor R(v).

2.2. La funcion de costo de Richman

Consideremos G = (V, A) un grafo dirigido con dos nodos distinguidos v, y v, (nos
referiremos a estos como el vértice azul y rojo, y a los demds como negros). Asumire-
mos en todo momento que de cada nodo hay un camino a al menos uno de los nodos
distinguidos y que cada nodo tiene finitos sucesores.

Para cada vértice v € V' denotaremos con S(v) al conjunto de sus sucesores, o sea

Sw)={w eV :(v,w) € A}. Dada f:V — [0, 1], definimos
frw) = mix flw),  f7(v) = min f(w)

A una funcién R : V — [0, 1] la llamaremos funcion de costo de Richman si R(v,) =
0, R(v,) = 1, y para los otros nodos v € V tenemos R(v) = (R*(v) + R~ (v))/2.

Teorema 2.2.1 (Lazarus et al. [LLPU96]). Todo grafo dirigido tiene una funcion de
costo de Richman.

La demostracién de este teorema se basa en la definicion de las funciones r : VxN —
0,1] y R:V x N — [0, 1] dadas por:

7(vg,t) =0 R(v,,t) =0
1 1

r(v,,t) =

paratodot € Ny

r(v,0) =0
R(v,0) =1
Riv.t) = R*(v,t = 1)+ R (v,t — 1) (2.1)

2
rt(v,t—1)+r (v,t —1)
2

r(v,t) =
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para todos los nodos negros v.

A partir de estas definiciones se puede ver que R(v) := th’m R(v,t) y r(v) =
—00
th’m r(v,t) son funciones de costo de Richman. El limite existe pues R(v,t) y r(v,t)
—00

son decreciente y creciente en t respectivamente. Luego el resultado se desprende de to-
mar limite en la ecuacién 2.1. Ademaés en el siguiente teorema veremos la interpretacién
de estos valores a nivel del juego.

Teorema 2.2.2 (Lazarus et al. [LLPU96]). Supongamos que Azul y Roja juegan el
juego de Richman en un grafo dirigido con la ficha comenzando en el nodo v, entonces

1. Si Azul tiene una parte del capital total que excede R(v) = th R(v,t) tiene una
—00

estrategia ganadora. Mads aun, puede asegqurarse ganar en a lo sumo t rondas si
su parte del capital excede R(v,t).

2. Si Azul tiene una parte del capital total menor a r(v) = th'm r(v,t) entonces Roja
—00

tiene una estrategia ganadora. Mds aun, puede asequrarse ganar en a lo sumo t
rondas si la parte del capital de Azul es menor a r(v,t).

Es interesante que estas funciones no sélo nos dicen si tenemos o no estrategia
ganadora sino que nos dicen como ganar. Si la ficha se encuentra en el nodo v y Azul
tiene capital ¢ (asumiremos el capital total normalizado a 1 ya que sélo importa que
porcién del capital tiene cada jugador) con el cual puede asegurarse ganar en ¢ rondas,
0 sea

Rt(v,t—1)+ R (v,t — 1)

c> R(v,t) = 5 :

El jugador debe ofertar R*(v,t — 1) — R(v,t) = R(v,t) — R~ (v,t — 1), y ahora hay dos
Casos:

1. Si pierde la subasta, y por lo tanto recibe dinero, tendra capital ¢ + R(v,t) —
R~ (v,t—1). Roja mover4 la ficha, digamos al nodo w € S(v). Entonces el capital
de azul verificard ¢ + R(v,t) — R~ (v,t — 1) > R™(v,t — 1) > R(w,t — 1).

2. Si gana la subasta tendrd capital ¢ — R (v,t — 1) + R(v,t) > R~ (v,t — 1) con
lo cual moviendose al nodo donde se alcanza el minimo R~ (v,t — 1), digamos w,
podré asegurarse tener capital ¢ — R*(v,t — 1) + R(v,t) > R(w,t — 1).

Jugando asi, podemos ver inductivamente que puede asegurarse llegar en ¢ tur-
nos a un cierto nodo w con capital ¢ de modo que ¢ > R(w,0). Como c¢ es a lo sumo
1y R(w,0) vale 0 0 1, deberd ser R(w,0) = 0y por lo tanto w = v,. Es decir, Azul gand.
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Podemos hacer el mismo razonamiento para Roja con r(v,t). Surge la pregunta de
qué sucede con los valores entre r(v) y R(v), la respuesta es que no hay ninguno, la
funcién de costo de Richman es tnica.

Teorema 2.2.3 (Lazarus et al. [LLPU96]). En un grafo dirigido finito hay una inica
funcion de costo de Richman.

Vimos que se puede caracterizar completamente el destino de los jugadores calcu-
lando la funcion de costo de Richman. Vale agregar que en el caso de que el jugador
Azul tenga un capital exactamente igual al valor de la funcién en el nodo donde esta la
ficha, su destino dependera de como le vaya en los desempates. Debera ofertar en cada
ronda exactamente 0(v) := R*(v) — R(v) = R(v) — R (v), entenderemos a este valor
como el precio justo a pagar por un turno. De no hacerlo la jugadora Roja podria
llevarlo a una posiciéon donde pueda asegurarse ganar sin depender del azar. Roja lo
lograra ofertando mas que Azul pero menos que la cantidad justa si Azul oferta menos
que d(v) o recibiendo un pago superior al justo por ceder un turno. De esta manera se
asegurard tener méas que 1 — R(v) en el siguiente turno, ella tendré suficiente capital
para forzar su victoria.

Surge la pregunta: ;Cuédl es la probabilidad de ganar en este caso? Si asumimos que
los jugadores ofertan de manera 6ptima, el turno se decidird puramente en el resultado
de la moneda. Este es el juego que llamamos antes spinner game. Lo cual nos da
pie para recordar que en este caso la probabilidad de ganar para Azul es 1 — R(v).
Para probar este hecho basta volver a la definiciéon de R(v,t) y r(v,t) y realizar un
analisis parecido al que hemos desarrollado pero interpretando el valor de r(v, ) como
la probabilidad de ganar en a lo sumo ¢ rondas para Azul.

2.3. Calculo de la funcion de costo

Para cada nodo negro v, denotaremos v™ y v~ a sus sucesores para los cuales
R(v™) = RT(v) y R(v™) = R (v) (si hay varios a cualquiera de ellos). Asi la fun-
cion de costo es la solucion al sistema lineal de ecuaciones dado por

1
R(v,) =0 (2.2)
2R(v) = R(v") + R(v™)

que tiene n+2 = |V| ecuaciones y n+2 incégnitas, ademds por el teorema 2.2.3 sabemos
que tiene solucion unica.
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Sin embargo el problema de calcular la funcién de costo no pasa por resolver estas
ecuaciones, la dificultad es que a priori no conocemos v y v~. A pesar de esto podemos
extraer de aqui un primer acercamiento a una solucién para el problema. Si para cada
nodo negro v tomamos una elecciéon de v y v~ entre sus sucesores, luego podemos re-
solver el sistema de ecuaciones resultantes (que siempre tiene solucion tinica pues es el
correspondiente al juego sobre el grafo donde esos son los tinicos sucesores de v). Ya con
los valores podemos chequear si la solucién verifica las desigualdades: R(vt) > R(w) y
R(w) > R(v™) para todos los w € S(v). Sabemos que hay una eleccién que nos dard la
solucion deseada, asi iterando sobre todas las posibles podemos encontrar la funcién de
costo. Esta idea nos provee un primer algoritmo para encontrar el valor de la funcion.
Nos interesa explorar el problema en busca de una solucion mas eficiente.

Es interesante ver como en los casos en que el grafo es aciclico o no dirigido se puede
calcular la funcién eficientemente. En el caso aciclico se puede proceder fijando el valor
para v, y v., v luego calculando iterativamente el valor para el nodo para el cual ya
tenemos el valor para todos sus sucesores (siempre vamos a tener al menos uno por la
hipétesis de que el grafo es aciclico). En el caso no dirigido hay un algoritmo dado por
Lazarus et al. [LLPSU99] en el cual la funcién se va calculando iterativamente buscando
el camino de mayor pendiente entre dos nodos donde la funcién ya fue calculada, y de
esta manera se consigue el valor para nuevos nodos. Estos algoritmos corren en tiempo
polinomial.

Nos interesa ver en detalle el algoritmo presentado por Lazarus et al. [LLPSU99]
para el caso general.

Teorema 2.3.1 (Lazarus et al. [LLPSU99]). EIl algoritmo del cuadro 2.1 calcula la
funcion de costo de Richman de un grafo dirigido finito.

Repasaremos la demostracién del teorema incluyendo una pequena modificacion
producto de una mejora en una cota. La idea es que R(v,t) converge a R(v) rdpido vy,
ademds, dos valores distintos R(v) y R(w) no pueden estar demasiado cerca. Asi para
cierto valor de ¢ podremos asegurar que el orden en los nodos dado por R(v) coincide
con el dado por R(v,t), osea v = v, y v~ = v, .

La convergencia es rapida

Supongamos que Azul tiene suficiente dinero para asegurarse ganar el juego comen-
zando desde el nodo v. Definimos el surplus s de Azul como la diferencia entre su
capital y R(v). Y definimos 6(v) = R(v) — R~ (v). Azul puede asegurarse ganar jugando
con la siguiente estrategia: hasta perder la subasta por primera vez, en el k-ésimo turno

debers ofertar
s

0(v) + Sorimw
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1. Seat=0.

2. Fijar R(v,0) = 1 para todo v # v, y R(v4,0) = 0.

3. Para todos los vértices negros v, sea v;" (respectivamente, v;")

un sucesor w de v para el cual R(w,t) es maximo (respecti-
vamente, minimo).

4. Resolver el sistema lineal resultante asumiendo vt = v} y
VT =0 .

5. Si la solucién es la deseada imprimirla y terminar. Si no, in-
crementar t.

6. Calcular R(v,t) via la recurrencia

Rt(v,t=1)+ R (v,t = 1)
2 )

R(v,t) =

7. Volver al paso 3.

Cuadro 2.1: algoritmo para calcular la funcién de costo de Richman en un grafo dirigido
finito
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donde n + 2 = |V/|. Si Roja le permite a Azul hacer n movimientos consecutivos, este
ganara. Si Roja le gana la subasta en el turno 4, el surplus de Azul se habra incrementado
por lo menos

en a lo sumo n movimientos.

Asf Azul puede asegurarse ganar o multiplicar su surplus por 1+ 5% cada n rondas.
Como s serd a lo sumo 1, puede asegurarse ganar en [nh] turnos si su surplus es mayor
a(l+ %)*h. Esto, por lo visto antes, se traduce en la desigualdad:

0 < R(v,t) = R(v) < (1+27")71"]

que nos da una cota para la convergencia, como queriamos.

Las diferencias no son tan pequenas

Queremos acotar por debajo la diferencia en el valor de la funcién de costo entre
dos nodos con distinto valor.

Figura 2.1: este ejemplo muestra que en un grafo con n + 2 nodos la diferencia en la
funcion de costo en dos valores distintos puede ser 27"

En la figura 2.1 se ve un caso donde este valor es minimo, o sea que dos valores
distintos de la funcién de costo en un grafo con n + 2 nodos difieren en por lo menos
27", Probemos esto mediante dos lemas.

Lema 2.3.2. Una matriz en R¥** con 17s en la diagonal, a lo sumo un —1 en cada fila
y el resto 0’s tiene determinante 0 o 1.
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Demostracion. Si la matriz tiene alguna columna sin ningtin —1, desarrollando el de-
terminante por esta obtenemos que su determinante es igual al de la matriz que resulta
de sacarle esa columna y fila correspondiente. Iterando el procedimieno podemos que-
darmos con una matriz vacia en cuyo caso podemos afirmar que el determinante de la
matriz original era 1 o terminamos con una matriz en la cual hay al menos un —1 en
cada columna. Como esta a su vez tiene a lo sumo un —1 en cada fila y es cuadrada,
resulta que debe tener exactamente un —1 en cada columna y cada fila. En este caso
el determinante va a ser 0 pues reordenando las filas y columnas podemos escribir a la
matriz como bloques en la diagonal de la forma:

1 -1 0 0 0

1 -1 0 O
0 1 0 O
0 0 O 1 -1
-1 0 0 --- 0 1

Para convencernos de esto por ejemplo podemos pensar en el grafo dado por ¢ — j
si la matriz tiene un -1 en en lugar 5. De cada nodo sale una arista y llega una por
lo que es claro que podemos descomponer el grafo en ciclos disjuntos. Luego podemos
considerar el ordenar los nodos primero por componenete conexa y luego por orden
dentro del ciclo. Resulta claro que ordenando las filas y columnas segun este orden
obtendremos lo buscado. Los bloques tienen determinante nulo y por lo tanto la matriz
tiene determinante nulo.

]

Lema 2.3.3. Una matriz en R¥* con 2’s en la diagonal, a lo sumo dos —1 en cada
fila y el resto 0’s tiene determinante mayor o igual a 0 y menor o igual a 2*.

Demostracion. El determinante de una matriz asi, inductivamente, lo podemos escribir
como la suma de los determinantes de 2¥ matrices de la forma del lema anterior. En
cada paso a una fila con un 2 en la diagonal y a lo sumo dos —1 la escribimos como la
suma de dos filas con un 1 en la diagonal y eventualmente algiin —1. Luego el resultado
es inmediato de que cada una de ellas tiene determinante 0 6 1. O

Recordemos que los valores de la funcién de costo vienen dados por la solucion
del sistema 2.2 cuya matriz asociada es de la forma de las del dltimo lema. Luego el
resultado se desprende de forma inmediata de la regla de Cramer.

Ahora estamos en condiciones de ver que el algoritmo converge, méas aun converge
en a lo sumo

n2
logs(1 + 27™)

t=1

+n
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pasos, pues esto nos asegura
(1427~ t/ml < g

y luego R(v,t) < R(w,t) implica R(v) < R(w). Para ver esto, supongamos que no.
Tenemos

R(w) 4+ 27" < R(v)
R(w) 4 (1 +27")~1"1 < R(v)
(1427~ " < R(v) — R(w)
= (R(v) — R(v,t)) + (R(v,t) — R(w,t)) + (R(w,t) — R(w))
<0+0+ (1427 /n]

lo cual es absurdo.
Por lo que tendremos v* = v;" y v~ = v; . En esta instancia la solucién al sistema
de ecuaciones serd la deseada.

Observacion 1: La cota del Lema 2.3.3 mejora ligeramente la obtenida en [LLPSU99],
donde prueban que el determinante estd entre 0 y 6(:72/2 y se mejora también la cota
para la convergencia del algoritmo. Es desafortunado que esta cota no es polinomial.
De hecho veremos en lo que sigue que efectivamente el algoritmo puede converger lento.

La convergencia no es tan rapida

Sabemos que en un grafo con n + 2 nodos el algoritmo converge en a lo sumo
(m +n] pasos. Vamos a exhibir un ejemplo donde en un grafo con 3n + 2 nodos

loga (27 1—1)

lOgg(H—ﬁ)—‘ pasos y por lo tanto, en particular, no

la convergencia demora al menos |

es polinomial.

La idea del ejemplo estd dada por la demostracion de la cota superior, es decir in-
tenta ser un ejemplo donde esto sea lo mejor que se pueda hacer. Esto es un grafo donde

luego de varios pasos en los cuales se gana - se vuelve a un nodo que esta lejos del

objetivo. A esto se suma la siguiente diﬁcultaoglz cuando se estd a un paso de perder (pero
con suficiente capital para ganar) se puede multiplicar por dos el surplus en un paso.
Si estamos en el nodo v a un paso de perder, esto es v, € S(v), tendremos un vecino w
de manera que 2R(v) = R(w) + 1. Nuestro capital es R(v) + s, nuestro adversario tiene
1—R(v) —s, con lo que ofertando més que esto, pero no mucho més, podremos ganar el
turno y quedarnos casi con R(v)+s—(1—R(v)—s). Esto es 2R(v)+2s—1 = R(w)+2s,
con lo que moviéndonos a w lograremos lo deseado. Este hecho tan antiintuitivo se debe,
en algun sentido, a que podemos aprovechar el poco capital del adversario (en relacién
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a d(v)). Lo mismo ocurre al estar a un paso de ganar, lo cual también motiva la eleccién
del grafo.

Comenzaremos con un lema que utilizaremos méas adelante.

Lema 2.3.4. Dado x € [0,1] y k € N existe un grafo con k + 2 nodos tal que en uno
de ellos la funcion de costo difiere de x en a lo sumo 27%. Mds ain, podemos tomarlo
de manera que el valor de la funcion de costo sea mayor o menor a x.

Figura 2.2: grafo con la propiedad deseada en lema 2.3.4 paran =4y x = %

Demostracion. Procedemos por induccion. Para k = 1 tomamos un grafo con un solo
nodo negro conectado al azul y al rojo, alli la funciéon va a valer %, tomamos en este
grafo el nodo que corresponda. Veamos que k implica k+ 1. Tomamos 2’ = 2z si x < 1/2
o 2’ = 2x — 1 si no, resulta claro que en ambos casos z’ € [0, 1]. Entonces por hipdtesis
inductiva sabemos que tenemos un grafo con k + 2 nodos con un nodo con la propiedad
deseada para x’. Luego tomamos un nodo extra, lo conectamos a este y a el azul si
x < 1/2 o al rojo en caso contrario. Este iltimo cumple lo buscado. O

Ahora procederemos a construir un grafo donde uno puede asegurarse ganar, pero
el adversario puede forzar un partido largo.

Lema 2.3.5. Eziste un grafo con 2k + 3 nodos donde si el jugador Azul comienza con

loga(2F—1—-1
Ll)w turnos en forzar su

loga(1+——
wctoria.

2k _1
¢ L —€ @
2

Figura 2.3: ejemplo del grafo descripto en el lema 2.3.5 para k = 2

un surplus positivo s < 27% demora al menos t = [

=
oot
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Demostracion. Consideremos el grafo dirigido con 2k 4 3 nodos: vy, U, V_pg, V_gi1, - - -,
v_1, Vg, U1, ..., Up_1 Y Ug; con aristas que conectan a cada uno de los nodos de vy a
Ux—1 con su siguiente, todos los de v_,, 11 a vy con su anterior, a todos los negros con vy
salvo si mismo, a v, con v, vy el v_j con v,. Se puede ver que la funcién de costo vale

k+1—t__ k+1+t
lenwv,, 0env,, +envy, et en v, paratde l a kv 25tt en vy parat de —1 a —k.
) ’ 9 ) 9k+ ok+2+

Consideramos el juego comenzando en el nodo vy.

Para que el jugador Azul pueda ganar en jugadas corridas (o sea, sin que Roja pueda
realizar ningliin movimiento) debe tener al menos 1 — Qk% De la cota para s resulta que

1 ok 1 ) 1
S+§< +§< _2k+1

por lo que Azul inicialmente comienza con un capital menor al necesario para ganar en
jugadas corridas. Procederemos ahora a describir una estrategia para Roja de manera

loga(2F—1—-1

que a Azul le lleve al menos | P gE— ))] turnos ganar.

Si Roja gana el derecho a mover estando en vy, moverd la ficha a v_;. Si gana el
derecho a mover estando en vy, k > 0, ella movera la ficha al nodo vy. Si gana el derecho
a mover estando en vy, k < 0, ella movera la ficha al nodo v;_1, acercandose a v,.. Si
fuese Azul quien tenga el derecho a mover en este caso, podra hacer lo mismo o moverla
a vg. Por lo que asumiendo que gana Azul, este movera eventualmente la ficha a vy. Es
asi que podemos pensar el juego en etapas donde se comienza en el nodo vy y se mueve
hasta volver a este, hasta que finalmente Azul cuente con suficiente capital para ganar
en movimientos corridos.

Describamos la estrategia de Roja en una cierta etapa con los niimeros no negativos
a, Ag_1, ---, g, --., G_j indicando cuanto ofertard en cada nodo. La jugadora Roja
ganara esto cuando pierda la subasta y lo perdera cuando la gane. Entonces en una
cierta etapa la ficha se movera de vy a través de vy, ..., v;_1 hasta v, y volviendo a vy,
cont >0, o de vy a través de v_q,...,vt + 1 hasta vt y volviendo a vy, con t < 0. El
primer caso se correspondera a que Azul gane el derecho a mover ¢ veces y luego sea
Roja quien lo gane, en este caso Azul ganard a; — a9 — --- — a;_1. En el segundo caso
sera Roja o Azul quien gane el derecho a mover ¢ veces y luego Azul volviendo la ficha
a vg, en este caso Azul ganara a lo sumo ag + - - - + a;11 — a;. Recordando que el capital
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de Azul es s + %, el de Roja seréd % — s, para poder realizar las ofertas deberemos tener

ap+a_1+---+ay S%—s
a §1—3+a0
2
as S%—s—i—ag—i—al (2.3)
akgé—s+a0+a1+---+ak_1

Para asegurarnos que Azul no gane (con certeza) deberemos tener
1
Go+ar+ofap> o+ (2.4)

De esta manera resulta que Azul puede asegurarse ganar a lo sumo

m = max(a; — ag, a3 —ag — ay,...,a —ap — -+ — Ag_1,

ag — 1,00+ Q1 — A3, ..., 00 + -+ Q_pp1 — G_})

este maximo claramente es mayor o igual que cualquier combinaciéon convexa de estos
numeros, con lo que

>ak—ao—--~—ak,1+2><(ak,l—a0—~~-—ak,2)—i—~~-+2k_1x(al—ao)
mZ ok+1 _ 9
ag+ - +app—a g +2x (a0 + 4 appo—appr) + -+ 25 x (ag —ay)
+ 2k2+1_2
ap +ap1+-+a— 28 —1ag—a_p —a_py1+-—a_1+ (28 = 1)ag
B 2k+1 — 2
ag+ag—1+---+a+a—0_p — Qg1+ -+ —a_1 — Qg
- ok+1 _ 9
1 1
sts—(3—5) s
T 2kl_2 2k

Nos gustaria poder tomar los a; de manera que valga la igualdad. Para esto necesitamos
que

1
a0+a1+---+ak:§+s
(2.5)

1
a0+a_1+~~—i-a_k:§—s
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y que todos los argumentos del méximo sean iguales (si no lo fueran, como la combi-
nacién convexa los involucra a todos el maximo seria mayor a esta combinacién). A las
ecuaciones 2.5 se suman

ay —ag = ag — ag — ap

o — g — a1 — az — ag — a; — a9

Ag—1 — Qo =+ — Qg—2 = A — Qo — *** — Q-1
ap —G_1 =09+ a_1 — G_o

ap+a_1—a_92=ayp+0a_1 +a_9 —a_3

ag+ -+ Agyo — AQ—fy1 = Qo + -+ A_fy1 — Qg
ay —agp = Aap — a_—1

Tenemos 2k 4 1 ecuaciones e incognitas. Podemos reescribir esto como:

2@1 = as
2@2 = as
2a,_1 = ay,
a_os = 2a_4

a_3 = 2a_2

a_p, = 20_p41
a1 +a_1 = 2ag
O sea,
a1+ a_1 = 2ay
a;=2"ta; sit >0
a;=2"ta_sit>0

Finalmente reemplazando en 2.5 y despejando, obtenemos

1
ao—ﬁ
1 2t-1s
a; = 2k+2_t—|—2k_1 sit>0
1 2*1571
Qy SSit<O

T okt2rt 9k _ |
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Debemos verificar que estos a; sean no negativos, satisfagan 2.3 y 2.4, para asegurarnos
que Roja pueda ofertar estas cantidades y Azul no pueda ganar en esta etapa. Resulta
inmediato que ag y a; con t > 0 son no negativos. Para a; con t < 0 queremos ver que

1 2711 -0
ok+2+t 9k _ 1 =
2F—1 1 1

9k+1 - 9 + ok+1 > s

lo cual vale pues estamos asumiendo que Azul no tiene suficiente capital para ganar
en jugadas corridas. En cuanto a 2.4 y la primer condiciéon de 2.3 se verifican pues
vale la igualdad. El resto de las condiciones son equivalentes a m < % — S pues m es

igual a todos los argumentos del méximo por como tomamos los a;. Y m = 5°, 0 sea

queremos o < % — s, lo cual se deduce nuevamente de que Azul no tiene suficiente

capital para ganar en jugadas corridas.

Entonces en cada etapa (que claramente consiste en mas de un turno) Azul puede

multiplicar su surplus por a lo sumo 1 + 2,6—171 Entonces para estar listo para ganar de

corrido necesita al menos ¢ etapas de manera que

1 1
1 t>1 - — 2
sx (It gr—7) 215 =3
Entonces
(1+2k1_1)t 1 t 1 1
o sx Ut ) 2%
1
1 ts okl
‘> logs (25~ — 1)

que era lo que queriamos probar.
O

Finalmente combinando las dos construcciones anteriores obtendremos el resultado
deseado.

Teorema 2.3.6. Ewiste un grafo con 3n + 4 nodos donde la convergencia demora al
loga(2"~'—1)

asos.
l092(1+2n71_1)—| P

menos |
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17

N
=
oo
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1

1 3 1§

4 8 2 4
Vo

L
Figura 2.4: ejemplo del grafo de la proposiciéon 2.3.6 paran = 3

Demostracion. Tomamos el grafo del lema 2.3.5 con 2n + 3 nodos. Luego agregamos
n nodos para formar un grafo del tipo del lema 2.3.4 con n + 2 nodos (ya contamos
con los nodos rojo y azul) y z = % Asi conseguimos un nodo, llamemoslo w, donde
la funcién de costo vale mas que en el nodo vy pero la diferencia es 2% Finalmente
agregamos un ultimo nodo, llamemoslo u, que lo conectamos a v,., w y a vy. Claramente
el vecino de mayor valor para u va a ser v, y el de menor vy. Ahora mirando en detalle
el algoritmo y la construccién resulta que en los primeros pasos la convergencia (todos
los nodos comienzan con valor 1 salvo el v,), sobre la parte del grafo del lema 2.3.4 es
muy rapida y el valor de w va a ser menor al de vy en los primeros n pasos cuando ya
se estaciona, pero por el lema 2.3.5 para que el valor de vy quede por debajo del de

loga(27"~1-1) .
T T Ty asos esto es necesario para que el
loga(17 o) | Pasos, ¥ para q

algoritmo converja. O]

w van a tener que pasar al menos |

Una nueva idea

Partiremos nuevamente de una idea que a priori nos proporcionara un algoritmo po-
co eficiente. Para poder decidir cuales son v y v~ basta conocer el orden relativo entre
los nodos, segin la funcién de costo. Asi, si iteramos sobre todos los ordenes posibles,
para cada uno tomamos v*, v~ y con ellos resolvemos el sistema correspondiente, even-
tualmente cuando iteremos sobre el orden correcto obtendremos la respuesta correcta.

Esto nos aporta una nueva manera de pensar el problema y nos permite proponer
un nuevo algoritmo descripto en la tabla 2.2.
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1. Tomar un orden < al azar entre los nodos (v, y v, son el mayor
y menor resp.).

2. Tomar v, y vZ segun el orden <.

3. Resolver el sistema lineal resultante asumiendo vt = vt y
vT =03,

4. Si la solucion es la deseada, imprimirla y terminar.

5. Calcular un nuevo < segun los valores obtenidos al resolver
el sistema (si dos nodos tienen el mismo valor respetamos el
orden anterior).

6. Volver al paso 2.

Cuadro 2.2: nuevo algoritmo para calcular la funcién de costo de Richman.

Podemos pensar que para cada orden < tenemos un <’ al que nos manda el algoritmo
en el paso 5. Si fuesen iguales estariamos ante el orden correcto, el algoritmo hubiese
terminado en el paso 4. Entonces surge la pregunta: ;este algoritmo converge o hay un
orden inicial para el cual entramos en un ciclo? Esta pregunta queda abierta y sera un
disparador para seguir pensando el problema.

Atn si el algoritmo convergiese, queda la pregunta jcuan rapido es? Intuitivamente
esperariamos que fuese mas rapido que el algoritmo original, pues en el algoritmo origi-
nal podria pasar varias iteraciones sin que se cambie el orden relativo entre los valores
de los nodos. Por otro lado el algoritmo nuevo podria pasar por ordenes que el original
nunca consideraria, caso en el cual podria incluso no converger.

Para comparar los algoritmos, los probamos sobre grafos al azar utilizado el modelo
de Erdos-Rényi G(n, p), el debido a Edgar Gilbert. Esto es un grafo con n nodos donde
cada arista (dirigida) es tomada con probabilidad p. Para cada valor de p y n luego
de generar el grafo verificamos la condicién de que desde cada nodo se pueda llegar a
alguno de los nodos distinguidos corriendo un BF'S desde los nodos distinguidos sobre el
grafo con las aristas invertidas. En el cuadro 2.3 vemos los resultados del experimento.
Los promedios en todos los casos son sobre 1000 grafos al azar, utilizando los mismos
grafos para ambos algoritmos.

Es claro a primera vista que el algoritmo nuevo corre mas rapido que el original. Sin
embargo no se desprende inmediatamente de las pruebas realizadas que esto sea cierto
para grafos mas grandes o de otra naturaleza en general. Puede resultar antiintuitivo el
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Algoritmo original Algoritmo nuevo
50 75 100 50 75 100

0,10 25,650 | 22,941 | 21,410 || 5,558 | 6,368 | 6,718
0,20 11,646 | 10,110 | 8,331 || 5,395 | 5,488 | 5,073
0,30 6,573 | 4,944 | 4,257 || 4,159 | 3,383 | 2,998

p

Cuadro 2.3: cantidad promedio de pasos que demoran los algoritmos en converger sobre
grafos al azar G(n, p)

hecho de que un algoritmo pueda correr més rapido (en nuestro caso no estamos midien-
do exactamente la complejidad sino solo la cantidad de pasos) en grafos més grande.
Esto se debe a que fijado el valor de p al aumentar n puede disminuir la esperanza para
la distancia de los vértices a los nodos distinguidos. En este sentido seria interesante
estudiar la complejidad del algoritmo en funcién de, por ejemplo, la distancia maxima
de un nodo negro a uno de los distinguidos.

Finalmente queda destacar la pregunta central que queda abierta en relacién al
problema. ;Se puede calcular el valor de la funcién de costo en tiempo polinomial?
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Capitulo 3

Nuevos juegos de Richman

3.1. Introducciéon

En este capitulo presentaremos dos nuevas versiones del juego de Richman. A pesar
de ser distintas, entre si y con respecto a la original, reapareceran las ideas presentadas
en el capitulo anterior, y veremos qué nos permitiran decir sobre estos juegos que en
distintos sentidos generalizan al original.

En el primer juego la diferencia con el original radicara en que el dinero no perdera su
valor al finalizar el juego, asi surgira la necesidad de una medida que nos permita com-
parar el valor del dinero y el de “ganar”. En el segundo la diferencia estara en el juego
subyacente, que no serd puramente combinatorio, sino estocéstico.

Para el primer juego lograremos demostrar la existencia del valor, mas atn lo cal-
cularemos explicitamente. Para el segundo no llegaremos a esto pero si marcaremos un
posible camino a seguir. Quedard abierta la posibilidad de explorar otras versiones de
estos juegos.

En el primer caso se puede estudiar la posibilidad de considerar otras funciones de
utilidad, aca sera lineal en la cantidad de dinero que se tenga al final del partido pero
el juego tiene sentido para otras funciones del capital final (parece prudente pedir que
sea creciente). Incluso se podria considerar que la utilidad dependiera de otros factores
como la cantidad de turnos transcurridos desde el comienzo del partido.

En ambos casos es natural considerar las “versiones continuas” (en el sentido del
capitulo 4). Para el primero esto estarda dado por una funcién borde que dependa del
capital. Para el segundo, por ejemplo, se podria considerar un e que varie en cada turno
o incluso la posibilidad de dominios al azar mas complicados alrededor del punto.

21
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3.2. El valor de ganar

Este juego se diferenciard del original en la funcién de utilidad para los jugadores. El
dinero no perdera su valor al finalizar el partido, entonces el resultado final dependera de
si el jugador logré llevar la ficha a su nodo, o si por el contrario lo logré su adversario,
y de la cantidad de dinero que tengan en ese momento. Considerando el dinero inicial
normalizado a 1, para cada jugador “ganar” tendra valor p, podemos pensar que recibe
un premio en dinero de esa cantidad. Asi, cuando el juego termine, el “ganador” (quien
haya logrado llevar la ficha a su nodo) si tiene capital ¢ en ese momento valorara el
resultado como ¢ + p, pensaremos que tiene esa cantidad de dinero. La utilidad para
su adversario sera 1 — c. El juego es de suma constante, la suma de las utilidades al
finalizar el partido estd fija, es p + 1.

Supondremos sin perdida de generalidad que p > 0 pues si p = 0 los jugadores no
tendran ninguna motivacion para ofertar.

Analicemos un caso con p > 1. En este juego, lograr “ganar” siempre es mejor que
“perder”; en el primer caso se obtiene un valor mayor a 1 y en el segundo uno menor.
Si Azul tuviese un capital inicial mayor a R(v), con v el nodo inicial, este podra forzar
su victoria. Surge la pregunta: jcuanto capital perdera en el proceso? Digamos que el
jugador se reserva capital c—¢ y separa ¢’ para lograr su victoria. Para poder asegurarse
“ganar” con capital ¢, esta suma deberd ser una porcién mayor a R(v) del capital total
participante en el juego, o sea

d>Rw)x (1—c+()
d(1—=R(w)) > R(v) x (1—c¢)
¢ > R)(1 - o)/(1 - R(v))

Entonces el jugador Azul puede asegurarse terminar el partido con cualquier suma
de dinero menor a ¢ — %ﬁ;c) + p. Es interesante ver (no lo hemos demostrado atin)
que no puede asegurarse ganar esa cantidad de dinero. Es decir que no tiene estrategia

optima, por el contrario solo tendra estrategias casi-Optimas en este caso.

Queremos calcular el valor del juego. En vista del caso particular analizado arriba
es esperable que no siempre los jugadores tengan estrategias éptimas. Separaremos en
casos, en cada uno calcularemos el valor del juego. Ademéas en cada uno nos intere-
sard ver si hay estrategias éptimas, cudles maximizan su ganancia con seguridad o si
hay alguna estrategia que maximice su esperanza aunque no le asegure un capital mini-
mo sin depende del azar. Es interesante ver en este analisis que la unica referencia a la
estructura del grafo estd dada por el valor de R(v).

Caso p > 1:
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Si Azul tuviese capital ¢ > R(v), ya vimos que puede asegurarse ganar cualquier
R(fzjz((lu) .
tiene capital 1 — ¢ < 1 — R(v), donde podemos pensar a 1 — R(v) como la funcién de
it
actual, se puede asegurar que si el juego termina ella tendrd al menos capital = R(v),
entonces Azul no podra asegurarse ganar mas de 1 + p menos eso. Nos queda que Azul
ganara a lo sumo 1+ p — 1_1}_2(01)) =c— %((v)) + p que es lo que vimos que casi puede
asegurarse. Nos queda la pregunta de si puede asegurarse esa cantidad. La respuesta es
no. Supongamos que Roja juega con la estrategia descripta arriba. Si Azul ganara la
subasta en algin turno ofertando mas que Roja, ella podréd asegurarse terminar (si el
juego termina) con mas dinero del que le aseguraba su estrategia original jugando con la
misma estrategia pero con el nuevo capital extra. Por lo tanto Azul no podra conseguir
c— R(QXT((IU;C) -+ p en este caso. Si en todo momento oferta una cantidad menor o igual a
la que oferte Roja, esto es equivalente (mas alld del intercambio de dinero) a un spinner
game donde a veces se sortea el turno y a veces simplemente juega Roja, ella tendra al
menos probabilidad R(v) de “ganar”, por lo que la esperanza para Azul serd menor a

un valor que puede asegurarse.

suma menor a ¢ — + p, y éste sera el valor del juego. En este caso, Roja

Richman desde su punto de vista. Ella jugando en cada turno , con w el nodo

Ahora, qué pasa cuando Azul estd en la situacion simétrica, o sea ¢ < R(v). Ya vimos
que puede asegurarse terminar (si el juego termina) con ( 7 ¥ que no puede asegurarse
ganar mas que eso. Veamos que puede asegurarse ganar cualquier cantidad menor a
esa, esto es, asegurarse que el partido termine y que tenga al menos esa cantidad de

dinero en ese momento. Para asegurarse terminar con 1%(_;) deberd separar ¢ = ¢ — €
: ¢ o(v)d ¢ € . .
capital con el que ofertard (o) 0 cada turno mas 5= si hace j que no le ganan la

subasta. Si durante n turnos no le ganan la subasta podra ”ganar® asegurandose mas
capital que el deseado. Si le ganan la subasta tendra capital suficiente para cambiar e
por e+55. Entonces el partido termina con seguridad ya que el capital total esta acotado.

Veamos que no puede asegurarse terminar con exactamente -~ 7 pero si puede ase-
gurarse que el partido termine con probabilidad 1 y que él tenga a menos esa cantidad
de dinero. Si oferta una cantidad distinta de 5(1})%, Roja podra asegurarse que el
partido termine y que Azul tenga menos dinero que el deseado. Si oferta siempre esa
cantidad, Roja podré asegurarse terminar el partido dejando que Azul gane al menos
un poco mas o ofertara siempre la misma cantidad. Con esta estrategia no se
asegura que el partl(io termine, el otro jugador podria igualarle la oferta en todos los
turnos y podrian nunca llegar a uno de los terminales. Sin embargo si el otro jugador

nunca le gana la subasta el partido termina con probabilidad 1 y la esperanza para el
(1=R(v))p+R(v) 5y

pago es
oferta més que él, con el capltal resultante podrd jugar la estrategia que le aseguraba
ganar casi lo deseado pero ahora ganando por lo menos esa suma.
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Finalmente nos queda el caso ¢ = R(v). En este se puede ver que puede asegurarse
ganar casi 1. U ofertando d(v) en cada turno pueden asegurarse que el partido termine
con probabilidad 1 y la esperanza para su capital va a ser R(v)1 + (1 — R(v))p (mas
alld de las ofertas es un sppiner game donde si gana se lleva p y si pierde 1).

Caso p < 1:

En este caso el valor critico estard dado por R(v)p. Podemos pensar que esa es la
suma de dinero que necesitamos para poder jugar comodos el juego. Con esa suma de
dinero podemos ofertar en cada ronda 0(v)p, esta estrategia nos asegura que de termi-
nar el partido tendremos capital al menos ¢ — R(v)p + p. Pasaremos a dividir en casos
segun si cada jugador tiene dinero suficiente para llevar adelante esta estrategia o no.

En el caso ¢ > R(v)py 1 —c¢ > (1 — R(v))p ambos podrén jugar segin la estra-
tegia de arriba (la segunda condicién es la equivalente a la anterior pero para Roja).
Asi Azul podré asegurarse que el partido termine con probabilidad 1 y el tenga capital
¢ — R(v)p + p. También se puede ver que puede asegurarse cualquier suma menor.

Cuando Roja no tenga suficiente dinero pero Azul si, osea ¢ > Rv)py 1 —¢ <
(1 — R(v))p, estaremos en un caso similar a cuando p > 1y ¢ > R(v). Esto se corres-
ponde a que Azul debe jugar separando un pequenio capital (pequeno en relacién a p) con
el cual le alcanzara para “ganar”. En este caso el valor del juego sera ¢ — %fé};@ +p.
El caso simétrico también se corresponde al simétrico con p > 1. Nos queda el caso

c< Rw)pyl—c<(1—R(v))p, pero esto no puede ocurrir ya que p < 1.

Finalmente hemos analizado completamente los casos. En cada uno tendremos es-
trategias casi-Optimas u 6ptimas que hacen que el partido termine con probabilidad 1.
Mas alla de esto, hemos calculado el valor del juego que estard dado por:

( v —c .
c—%#—p sip>1yc> R(v)

o) sip>1yec<R(v)

val(v, c) = R(v)+(1—R(v))p sip>1lyc=R(v)
e+ (= R(v))p sip<Lc>Rpyl-c>(1-R))p
c—%—l—p sip<1l,c>Rwpyl—c<(1—R())p
o) sip<l,c<Rwpyl—c>(1—-R())p

Ya hemos calculado el valor del juego y descripto estrategias para los jugadores en
los distintos casos. Queremos ver qué podemos decir sobre el problema encarandolo de
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manera analoga a lo hecho en el capitulo 2. En este sentido queremos repetir lo hecho
para R(v) con una funcién f(v, c) que nos diga cuanto dinero podemos ganar en funcién
de “la posicion”, es decir, el nodo actual v y el capital c. Para esto primero definiremos
fi(v,¢) que nos dird cuanto dinero podemos lograr partiendo de v con capital ¢ en t
turnos. Tendremos

folv,e) = —00,0<c <1

para v # v, y

fo(va,e) =c+p,0<c<1
fo(v,¢) = +o00,c > 1
fo(v,¢) = —00,c <0

donde las 1ltimas dos condiciones estan dadas por las restricciones a ofertar més de lo
que se tiene. Estas simplemente nos permiten escribir la ecuacién que sigue de forma
mas sintética, sin la necesitada de separar en casos segun el valor de a pero en todo
momento pensaremos a las f; definidas en el [0, 1]. Pensando en los 3 casos provenientes
de si ofertan la misma cantidad, Roja oferta § mas que Azul o es Azul quien oferta mas,
para t > 0 tendremos

p minwES(v) ft—l(wa ¢+ CL)7 méwaS(v) ft—l(w7 C— CL)
fi(v,¢) = sup mm{ 5 :
a€R (31)
af min fi (. 5). méx fii(w.c }
g iy s+ a0, i (00—} )
para los nodos negros, y
ft(v7c> = fO(UwC)
para v = vg, Uy
Podemos considerar el operador H que verifica, f; = H(f;—1). Es claro que es

mondtono creciente, o sea que si f > g tendremos H(f) > H(g). También es ficil
ver que f; > fo. Asi inductivamente podemos ver que f; > f;_1. Esto coincide con la
intuicion de que si jugamos bien con mas turnos podremos ganar al menos el mismo
dinero. Esto nos permite definir

flv,c) = tlgglo fi(v,c)

Se puede ver que si el jugador Azul se encuentra en el nodo v y tiene capital ¢
puede asegurarse terminar el partido con cualquier capital menor a f(v, ¢). Quedard sin
resolverse la pregunta natural de si f(v, c) = val(v, c).
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3.3. Juego de Richman con dado

La versién que presentaremos en esta seccion esta inspirada en una idea muy comun
en los juegos de mesa, cuando nos toca no tenemos un conjunto posibles de movidas,
sino que tiramos un dado y el conjunto de movidas depende del resultado obtenido.
Asi podriamos jugar al juego de Richman pero al ganar el derecho a mover tiramos un
dado que nos diga cuantos pasos podemos hacer. Comencemos con un ejemplo sencillo.

Imaginemos un juego donde se subasta el derecho a tirar un dado, si ganamos
lo tiramos y tenemos probabilidad p de ganar, si no ganamos se continua jugando.
Estariamos en el caso de lo descripto antes pensando en un tablero con un nodo negro
conectado al nodo rojo y azul, donde tiramos una moneda cargada que con probabilidad
p nos deja hacer un paso y con probabilidad 1 — p nos deja hacer 0 pasos. ;Cuanto vale
tener probabilidad p de ganar? Fijemos p > 1/2, en este caso es fécil responder la
pregunta, debo hacer todo lo posible por ganar la subasta. Si no la gano, sin importar
cuanto dinero tenga o cuan bien juegue a lo sumo tendré una probabilidad total de
ganar 1 — p que es menor a p, lo cual es lo minimo que conseguiré si gano la subasta.
Esto aplica para ambos jugadores y para los turnos subsiguientes al primero, entonces
se puede ver que si tenemos capital

B

e

oo
c
c=),
2
k=1
tendremos

> app—1)F!
k=1

probabilidad de ganar.

En general lo que nos va interesar es maximizar nuestra probabilidad de ganar.
Tomemos f, la funcién que nos da esta probabilidad en funcién de nuestro capital,
debera cumplir

f(¢) = supmin p+ (1 —-p)flc—a),

a€R

{p+ (1-=p)(flc—a) + flc+a))
5 :

inf(1 —p)f(c+ a+5)}
Vemos un ejemplo de tal f para p = 0,6 en la figura 3.3.

En general pensaremos al juego de la siguiente manera. Para cada nodo tendremos
P, una distribucién de probabilidades sobre P_y(V'). Entonces después de subastar el
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Figura 3.1: ejemplo de la f para p =0, 6.

turno se elegird con dicha distribucién un subconjunto no vacio de los V' (que en este
caso no seran vértices en un grafo si no puramente estados del juego). Luego el jugador
podra mover a cualquiera de estos. Entonces nos gustaria encontrar la f de la que
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hablamos en el caso general. Para esto comencemos definiendo inductivamente f;(v, ¢):

)

fO(Cava): 0<c<1

fole,v) =400 1<c, veEV

fole,v) =—c0 ¢<0, veEV

f(0.¢) = sup <m1’n Z P(S) méx,es fi_1(w,c—a) —2|— min,es fio1(w, c+ a)’
ocR SePor (V)
Z £y (S) Igg;cft_l(w, €= a),(1$1>1£ Z Py (S) e fioi(w,c+a+ 5)})

SEP21(V) SG'PEl(V)

(3.2)

Es facil ver que f; es creciente en t y por lo tanto convergente
f(’U, C) = lim ft(v7 C)
t—00

Proposicion 3.3.1. Comenzando en el nodo v con capital ¢, para todo d > 0 el jugador
Azul tiene una estrategia que le asegura ganar al menos con probabilidad f(v,c) —J.

Demostracion. Tomemos t de manera que fi(v,c) > f(v,c) —% y veamos que Azul tiene
una estrategia que le permite ganar en ¢ turnos al menos con probabilidad f;(v,c) — %.
Es decir, veamos que para todo t € Ny y € > 0 Azul tiene una estrategia que le permite
ganar en t turnos con probabilidad f;(v,¢) — e. Procedamos por induccion.

Para t = 0 esto es claro, si se comienza en v, se gana con probabilidad 1 y con
probabilidad 0 en otro caso. Veamos que si esto vale para ¢t — 1, vale para ¢. Si estamos
en el nodo v con capital ¢, queremos ver que Azul tiene una estrategia que le permite
asegurarse ganar con probabilidad f;(v,c) — e. Tomemos ay de manera que:

fi(v,¢) = sup <m1’n { Z Py(S) MéXyes fr1(w,c—a) —21— min,es fi1(w,c+ a) |
a€R SePoy (V)
Z P,(S) max fi—1(w, c—a), (lsg[f) Z P,(S) min fio1(w,c+a+ 5)})
§€P21(V) SeP>1(V)

< ml’n{ Z Py(S) maxyes fi—1(w, c — ap) —;mmwes fi1(w, e+ a0)7

SG'PEl (V)

¢ ; , €
> Py(S) méx i1 (w, ¢ — ao), inf > P9 min f—(w, ¢+ ag +0)} + 5
SEPZl(V) SEPZI(V)

(3.3)
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Veamos ahora que ofertando ay puede lograr lo buscado. Esencialmente debemos con-
siderar 3 casos, que Roja oferte menos, mas o la misma cantidad:

Si Roja oferta menos:

En este caso Azul pasard a tener capital c—ag y podra decidir a donde se mueve la fi-
cha. Si puede hacerlo a cualquier nodo del conjunto S por hipétesis inductiva podra ase-
€

gurarse ganar con probabilidad max,ecg fi—1(w,c — ag) — § moviéndose al w donde se

alcance este maximo. Con esta estrategia Azul tiene una probabilidad de ganar igual
a ZSele(V) PU(S)(méxwes fio1(w, e —ap) — %) = ngpzl(v) P,(S) méxyes fi1(w,c—

€

(10) — 3
Si Roja oferta mas:

Si Roja oferté ag + 0 para algin § > 0, en este caso Azul pasard a tener capital
c+ag+6 y serd Roja quien podra decidir a donde se mueve la ficha. Si la mueve a w, por
hipétesis inductiva, Azul podra asegurarse ganar con probabilidad f,_(w, c+ag+0)—5.
Si Roja puede mover la ficha a cualquier nodo del conjunto S, Azul podra asegurarse
ganar con probabilidad min,es fi—1(w,c + ag 4+ ) — 5. Luego Azul tiene al menos
probabilidad de ganar:

Z PU(S)<I£ggft—1(w,C+ ap+0) — E)

2
SEP>1(V)
€
= PU(S)miglft_l(w,c+a0+6)—§
SeP=1(V) e
, , €
> (1525 Z P,(S) min fior(w,c+ag+0) — 3
SeP>1(V)

Si Roja oferta ay:

El derecho a mover se determinard lanzando una moneda justa. Entonces hay dos
posibilidades, con probabilidad % Azul se queda con capital ¢ — ag y el derecho a mover
y, también con probabilidad %, Azul se queda con capital ¢ + ag y es Roja quien tiene
el derecho a mover. En el primer caso Azul podra asegurarse ganar con probabilidad

> P(S) max fy1 (w, ¢ — ao) — .

27
SEP>1 (V)
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y en el segundo con

Z P,(5) melgl fie1(w,c+a) — <

2
Sepzl (V)

Luego, puede asegurarse ganar con probabilidad

Méxy,es fio1(w,c —a) + minges fi1(w,c+a) €
> Py(S) < : < -5
S€P21(V)

Por lo tanto, resulta que puede asegurarse ganar con probabilidad:

min { Z P,(S) MaXyes fio1(w,c — a) —; minges fi_1(w,c+ a)7
SeP>1(V)

Z P,( mggcft,l(w, c— a),(1$1>1£ Z P,(S) min fir(w,c+a+ 5)} -
SeP>1(V) SeP>1(V)

€
2

Finalmente, de la ecuacién 3.3, se deduce que esto es mayor o igual a f(c,t) — e.
O sea, puede asegurarse ganar en t turnos al menos con probabilidad f(c,t) — e como
queriamos. O]

Por otro lado, podemos hacer las mismas definiciones desde el punto de vista
de Roja. Digamos que obtenemos la funcién g(v,c). Entonces nos gustaria ver que
f(v,e¢) + g(v,1 —¢) = 1, con lo cual estarfamos probando que el juego tiene valor.
Lamentablemente, esto quedara sin resolverse. Un posible plan seria ver que se puede
tomar limite en la ecuacién 3.2 para obtener

f(v,c) = sup <m1’n{ Z Py méxwes f(w,c—a)+minges f(w,c+a)

a€R SeP=1(V) 2
Z P,( maxf( 1nf Z P,( mlnf(w c+a+5)}>
SeP>1(V) S€P>1 V)

con lo cual la existencia del valor del juego se podria probar utilizando las técnicas que
veremos al final del capitulo 4. Tal vez sea necesario (o util) agregar la hipétesis de que
el juego termina con probabilidad 1 sin importar las estrategias de los jugadores (por
ejemplo pidiendo que P,({vq,v,}) + Py(vq) + Py(vr) > 0 para todo v).



Capitulo 4

Tug-of-War

4.1. Introducciéon

En este capitulo discutiremos problemas asociados al Laplaciano-oo, esto es el ope-
rador dado por:

N ou Ou JPu
— 0:171 al'j 89310%

At := Du.D*u.(Du)" =

1’7]

Este aparece por primera vez en los trabajos de G. Aronsson [A67] y [A68], motivado por
el estudio de problemas variacionales en L>°. En este contexto, él considerd extensiones
de Lipschitz minimales. Una funcién u € W*°(Q) se dice una extensidn de Lipschitz
minimal (ELM) si

[1Dul[ L) < [[Dv][ L= (@)

para toda v tal que u — v € Wy(Q). Si f = ulsq esta bien definida, decimos que u es
una ELM de f. El estudio de este problema lleva a la ecuacién de Euler-Lagrange:

—Asu=0 (4.1)

Este problema y en general los problemas variacionales en L* son importantes
por aparecer frecuentemente en las aplicaciones. Por ejemplo, si estamos estudiando
las cargas sobre una cierta pieza de una maquina, es preferible minimizar el punto de
maxima tensiéon en lugar de algin tipo de promedio. En una pieza movil, la maxima
aceleracion aplicada puede ser un factor crucial a considerar en el diseno. En un sistema
de regulacion de temperatura es més importante regular los puntos de mayor y menor
temperatura que la temperatura promedio. También surgen este tipo de problemas en
el procesamiento de imagenes y en problemas de transporte éptimo.

31
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Es por esto que nos interesa estudiar este problema, la existencia de soluciones,
unicidad y regularidad de las mismas. En general una f no va a tener una tnica exten-
cién minimal (salvo el caso f constante). Aronsson introdujo la idea de una extension
de Lipschitz absolutamente minimal (ELAM), que podemos entender como una ELM
canénica. Esto es una u € WH*(Q) tal que:

1Dul| oo (o) < |[Dv|| (s (4.2)

para todo Q' C Q y v tal que u — v € W, (Q)
Aronsson probd que la ecuacion 4.1 es la ecuacion de Euler-Lagrange asociada a las
soluciones suaves de 4.2. Esto es, dada u € C*(Q) y z € Q, tenemos A u(z) = 0.

Probemos esto, podemos suponer sin perdida de generalidad que x = 0. Tomamos
¢ > 0 tal que B.(0) C Q para todo € < €. Definimos w € C*(B,(0)) como

w(z) = u(x) + %62 - %|{E|2

para x € B.(0). Por Taylor tenemos
u(r) =a+ ;pimi +5 JZZO pijriz; + of|z])

T\ Ly

con u;j = [tij — 70;;. En terminos de p; y py, queremos ver que
n
> pipjpg = 0.
i,j=0

Si Z?:o pjpi; = 0 para todo i = 1,...,n la igualdad anterior es inmediata, por lo que
podemos asumir que

n n n 2
Z HikPkfijPj = Z (Z Mijpj> >0
i,j, k=0 =0  j=0
Luego, si 7 es suficientemente chico

n
> tipkitip; > C >0
i,7,k=0
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Ademads tenemos

| Dul?(x szpz +2 Z pipiz; + of|z)
1,7=0

| Dw|*(x szpﬁ? ZHUPZ% + of|])
,5=0

Luego

HDUH%OO(BE(O)) = Zpipi + 26\ Z ikPrfiiD; + o(€)
= i,5,k=0

HDwHLOO(B szpz + 26\ Z M{Lkpkuijp] + O(E)‘

i,§,k=0
De la hipotesis de que u es ELAM y la estimacién anterior,
0 < [|DwlZee(p.(0y) = 1Pul[7(5.(0))

= 2€< Z Li Di kD5 — Z ,Uikpk/%'jpj> + o(e).

i7j7k:0 'Z»,j,k:O

Dividiendo por 2¢ y tomando limite € \, 0

0< Z uékpkuéjpj - Z HikPrtiiP; = F (7).

i,4,k=0 i,,k=0
Como F(0) = 0, luego %—5(0) =0, esto es

D i j—0 PiDikij

\/ EZj,k:O ik Pl i D

Que es lo que queriamos demostrar.

=0

Fue Jensen (a quien se debe la demostracion precedente) en [J93| quien generalizo es-
tos resultados quitando la hipdtesis de suavidad. Demostro la existencia de ELAM para
datos de borde en W1H>(9€), que estas funciones son oo-arménicas en el sentido de
soluciones viscosas y que son 1nicas.
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Hay muchos trabajos realizados en estas lineas. En algunos se considera una defini-
cién sutilmente distinta para las ELM. Dada F': 02 — R, denotamos con Laq(F) a la
menor constante de Lipschitz para F' en 02, o sea

Si Laa(F') < 400, luego existe una ELM de F en Q, o sea h: Q@ — R tal que hlgg = F
y Loq(F) = Lqo(h). En particular

U(F)(x) := inf (F(y) + Loa(F)|z —y|)

yeIN

A(F)(z) == sup (F(y) = Loa(F)|z - y|)

yeoN

son ELM de F' en () debidas a McShane y Whitney. Mas aun, son las extremas, si
u es otra ELM de F en 2, A(F) < u < U(F). De manera andloga a la definicién
anterior, se dice que h :  — R es una ELAM si Ly (F) = Lg/(h) para todo € C €.
Estas definiciones tienen la ventaja de ser mas generales, por ejemplo tiene sentido en
cualquier espacio normado y claramente pueden ser reinterpretadas en cualquier espacio
métrico.

En [ACJ04] trabajando con las U y A definidas arriba y el concepto de comparacién
con conos en reemplazo de la teoria de soluciones viscosas se prueba que la tinica ELAM
de F' es solucion de

—Ayu(x) =0 en ()
u(z) = F(xz) en 0N

Este problema esta intimamente relacionado con el p—laplaciano. Este es el operador
Ayu = div(|VulP*Vau),
y surge si consideramos el problema de encontrar v € W'?(Q) tal que
/ \Vu|Pdx (4.3)
Q

sea minimo entre todas las funciones con el mismo dato de borde F. La ecuacién de
Euler-Lagrange para este problema es:

—Apu =0

y diremos que dichas funciones son p—armdnicas.

Es interesante que el hecho de que v minimice la ecuacién 4.3 implica que

/ |Vul|Pdx
Q/
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es minimo para todo €2 C Q. Esto fue lo que motivo a Aronsson a la definicién de las
ELAM. Pues el razoné que las ELAM debian ser el limite de las p-arménicas y por lo
tanto debian cumplir esta condicién, que recordemos no se deduce de ser ELM:

Proposiciéon 4.1.1. Dado Q2 un dominio acotado y g : 02 — R una funcion Lipschitz.
Eziste una sucession u,, de funciones py—armonicas con u,, = g en 02 y pp — oo tal
que up, — U uniformemente en Q0 y Vu, — Vus en cada L*(Q2), donde ux es la
unica ELAM tal que us = g en 0S2.

4.2. Tug-of-war

El juego tug-of-war fue introducido por Y. Peres, O. Schramm, S. Sheffield y D.
Wilson en [PSSW09]. Este es un juego estocastico de suma cero para dos jugadores. El
juego esta definido por:

= X el conjunto de estados del juego;

» dos grafos dirigidos E; y Ej; con vértices en X;
= un conjunto de estados terminales Y C X;

= una funcién de pago final F': Y — R;

» una funcion de pago durante el juego f: X \ Y — R;

y un estado inicial g € X.

El juego se desarrolla en sucesivas rondas. Una ficha comienza en x, en la k-ésima
ronda una moneda balanceada es lanzada y el ganador que gana obtiene el derecho a
mover la ficha a un xy tal que (x;_1,x)) sea una arista en su grafo. El juego termi-
na si x;, € Y. El pago para el jugador I serd F(zy) + Zi:ol f(z;). Al ser el juego de
suma cero, el jugador I tratarda de maximizar esta cantidad y II de minimizarla. En
particular llamamos tug-of-war a este juego en el caso £ = E; = Eyy, es decir al juego

donde el conjunto de movimientos es el mismo para ambos jugadores, y E es no dirigido.

En el capitulo 2, consideramos el spinner game, que podemos pensarlo como una
version de este juego. En éste, X es finito, f = 0, Y = {v,,v.}, F estd dada por
F(v,) = 1, F(v,) = 0 y si permitimos considerar E dirigido. Esta la sutileza de que
este no es de suma cero, pero si de suma contante por lo que son equivalentes.

Dadas estrategias S; y Sy para el jugador I y II respectivamente, podemos definir
F=(S1,Sr1) y FT (S, S11) como la esperanza para el pago final si el juego termina con
probabilidad 1, o F~ (S, S1;) = —oco y F(S1,S11) = 400 si no. El valor del juego
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para el jugador I comenzando en el estado x es u;(z) := supg, infg,, F~ (S, Sir). Para
el jugador II, usr(z) := infg,, supg, F*(Sr, Sir). El jugador I es penalizado en caso de
que el juego no termine con probabilidad 1. En el caso que u;(z) = us;(x) decimos que
el juego tiene valor u(x) := ur(z) = us(x).

Teorema 4.2.1 (Peres et al [PSSW09]). Un juego de tug-of-war con pardmetros X,
E, Y, F, f tiene valor cuando se satisface alguna de las siguientes:

1. f=06Mff>0.
2. inf F > —o0.

3. E es no dirigido.

4.2.1. Tug-of-war en espacios metricos

En el caso donde (X, d) es un espacio métrico, Y C X, F: Y - Ry f: X\Y = R
son funciones Lipschitz, definimos E, el conjunto de aristas tal que x ~ y si d(z,y) < €
y ue el valor del juego (de existir) con funcién de pago final F' y de pago durante el
juego €2 f. Cuando u := lim,_ u, existe, decimos que u es el valor de (X,d,Y, F, f)

Teorema 4.2.2 (Peres et al [PSSWO09]). Sea X un espacio de longitud, Y C X no
vacio, F':'Y — R acotada inferiormente y que se extiende en X a una funcion unifor-
memente continua, y f : X\Y — R satisface f = 0 o las tres siguiente valen: inf | f| > 0,
f es uniformemente continua, y el diametro de X es finito. Luego, u estd bien definida
y es una extension de F uniformemente continua. Mas aun, ||u — || — 0 cuando
€ — 0. Si F es Lipschitz también lo esu. Y si F' y f son Lipschitz ||u — ue|| = O(€).

Recordemos que un espacio métrico es de longitud si para todo x,y € X, la distancia
d(x,y) es el infimo de las longitudes de los caminos de z a y. La condicién de que
F Y — R se extienda a una funciéon uniformemente continua en X es equivalente
a que F' sea uniformemente continua en Y y “Lipschitz en grandes escalas” (esto es
sup, ey (F(y) — F(y'))/ max{1,d(y,y’)} < oo, en particular nos alcanza con que sea
Lipschitz).

Teorema 4.2.3 (Peres et al [PSSWO09]). Sea X un espacio de longitud, Y C X no
vacio y F 1Y — R Lipschitz. Si inf FF > —oco y f =0, la u del teorema 4.2.2 es una
ELAM. Si F' es acotada, u es la unica ELAM de F.

Aqui con técnicas propias de teoria de juegos estocdsticos se consigue el resultado
de existencia y unicidad que nombramos en la seccién anterior.
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4.2.2. Tug-of-war con ruido

En esta subseccion trataremos el juego Tug-of-war con ruido. Este trabajo fue desa-
rrollado en [MPRal, [MPRb] y [MPRc], seguiremos las notas de J. Rossi [R]. El juego
Tug-of-war con ruido es de suma cero para dos jugadores. Se desarrolla sobre un do-
minio €2 C R" una ficha comienza en zy € €). Fijamos ¢ > 0. En la k-ésima ronda la
ficha comienza en x;_;. Con probabilidad « los jugadores juegan el tug-of-war, o sea,
se lanza una moneda balanceada y el ganador mueve la ficha a un x; € Be(xk_l).
Con probabilidad f := 1 — « la ficha se mueve a un punto =, € B.(xp_1) elegi-
do al azar con probabilidad uniforme. El juego continua asi hasta que un punto en
o= {x € R*"\ Q : dist(z,0) < €} es alcanzado. La funcién de pago F' : I'c — R
boreliana, determinara los pagos. Si el juego termina al cabo de r rondas, z, € T', el
pago para el jugador I es F(x,) y —F(z,) para II.

Al igual que para el tug-of-war, dadas estrategias S; y Sy; para los jugadores, de-
finimos wu$(zo) := supg, infs,, B¢ [F(x,)], el valor para el jugador I y uf(wo) :=
infg,, supg, B¢ g, [F(z,)], el valor para II.

Teorema 4.2.4 (Manfredi et al. [MPRa]). El valor para el jugador I satisface

u(x) S sup uy + inf w4+ 5 ug si x €
2| B Be(x) B.(2)
ui(z) =F(x) si rel,

El valor para el jugador II, u$;, tambien satisface la ecuacion.

Este resultado es intuitivo, si bien su demostracién es delicada. Consideremos las
distintas posibilidades en una ronda. Con probabilidad « se jugard un tug-of-war. O sea
que con probabilidad § el jugador I decidird a dénde se mueve la ficha, intentara maximi-
zar su esperanza. Con probabilidad ¢ serd IT quien mueva la ficha, intentara minimizar
la esperanza. Por otro lado con probabilidad £ el movimiento sera al azar, la esperanza
estard dada por la media dentro de la bola.

A las funciones que satisfacen la ecuacion

u(x) _— sup u® + inf u®» + 6][ u si x €
2| B Be(x) B.()
u(x) =F(x) si rel,
las llamamos p-armoniosas (para ciertos valores de a y ).

Este nombre se debe al teoremas
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Teorema 4.2.5 (Manfredi et al. [MPRDb]). Sea 2 C R un dominio acotado que satisface
la condicion del cono exterior y F' una funcion continua. Consideremos la unica solucion

viscosa u de:
—Ayu(z) =0 en )
u(x) = F(z) en 0S

Y sea ue la unica funcion p-armoniosa con dato de borde F. Luego

ue — u uniformemente en ) cuando € — 0

Veamos, sin demostrar esto rigurosamente, una idea. Recordemos que
Ayu = div(|[VulP2Vau) = [ulP?{(p — 2)Asu + Au}.
Luego A,u = 0 si y solo si
(p—2)Asu+Au=0 (4.4)
Por Taylor, si la funcién es suficientemente regular, tenemos
u(y) = u(x) + Vu(@) - (y — ) + (D*ulx)(y — ), (y — ) + O(ly — «[*)

sobre B.(x), entonces

2

u(x) — ]{35(95) udy = —mAu(x) + O(e%) (4.5)

cuando u es suave. Como la direccion del gradiente aproxima la direccion donde se
maximiza u y las expresiones de Taylor anteriores

1
u(z) — 5{ sup u, Bfrzf)u}
Be(z) Be(x

1 Vu(zx) Vu(x) )
zu(x)—é{u<x+ew>,u<m—ew>} (4.6)

2

= —%Aoou(x) +O(é)

Luego sumando 4.5 y 4.6 multiplicadas por a y

E2

mAu(w) + O(e%)

2
u(z) — ° sup u, inf wp—p udy = —Oze—Aoou(x) -5
2 Be(x) 2

Be(z) Be()
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Si tomamos « y S de manera que a la derecha aparezca el operador de 4.2.2, esto es

p—2 2+n
ﬁi

o = y =
ptn ptn

y obtenemos

u(z) = 2 sup u, inf w4+ udy + O(€®)
2| Ba) B B.(z)

cuando € — 0.

Observemos que 8 > 0 pues p < 0o, por lo que el partido termina con probabilidad
1 independientemente de las estrategias de los jugadores. Esta hipdtesis es la que nos
permite utilizar el teorema de muestreo opcional de Doob en lo que sigue.

Finalmente probemos la unicidad de la que se habla en el teorema 4.2.5. Para esto
primero establezcamos un principio de comparacion.

Teorema 4.2.6 (Manfredi et al. [MPRb]). Sea Q@ C R™ un dominio. Si v. es una
Juncidn p-armoniosas con dato de borde F, en I'c tal que F, > Fyc luego v > uf.

Demostracion. El jugador I sigue cualquier estrategia y el jugador II sigue la estrategia
S9 de manera que en Ty_i € Q) elige moverse a un punto que casi minimice v, esto es
a xy € Be(xr_1) tal que

v(zg) < Inf v4+n27F
Be(wk—1)

para algun 1 > 0 fijo. El juego comienza en x,. Se sigue que
By g0 [0(zi) + 027 wo, . 2]

Sg inf v+ 727"+ sup v —i—ﬁ/ vdy +n27"
2 | Be(@) B.(x) Be(a)

< wv(zp_q) + 772_(’“_1)

acotando la estrategia para el jugador I por el supremo y usando que v es p-armoniosa.
Luego

My, == v(xy) +n27F
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es una supermartingala. Como F, > F.c en I, tenemos

up(zo) = sup inf By 57, [Fus ()]
< SUp g g [Folar) +n27]
< sglp li}ggf E?},S?I [0(2pge) + 02 )]
< sglp h']gr_1> g)lf Eg 59, [Mo]
= v() +1

donde r A k = min(r, k), en la primer desigualdad estamos acotando por una de las
estrategias sobre las que estamos tomando inf, la segunda se debe al lema de Fatou
y la tercera al teorema de muestreo opcional de Doob sobre Mj. Dado que n < 0 es
cualquiera, hemos obtenido lo deseado. O

De manera analoga se puede ver que uj; es la mas grande de las p-armoniosas.
Veamos ahora que el juego tiene un valor, de lo que se desprendera la unicidad.

Teorema 4.2.7 (Manfredi et al. [MPRD]). Sea Q@ C R" un dominio y F' un dato de
borde sobre I'.. Luego u; = ug;, o sea, el juego tiene valor.

Demostracion. Es claro que u§ < u$;, con lo que bastara ver que uj > u§;. Seguiremos la
misma idea que en el teorema anterior, el jugador II seguird la estrategia S;; de manera
que en zx_; €  moverd a un lugar que casi minimice u. Esto es a z € B.(x,_1) tal
que

uf(zg) < . g’nf )u§ +n27*
e(Tk—1

para algun 1 > 0 fijo. El juego comienza en xy. Se sigue que

E?},s}), [uS(zr) + 127 %20, . .., Tpi]

<2 inf u$ + 7027 + sup u§ —i—ﬁ/
2 | B B.(z) B

< uf(ap_y) +n2* Y

uSdy 4+ n27F
)

e(z

acotando la estrategia para el jugador I por el supremo y usando que u$ es p-armoniosa.
Luego

My, == uS(zy) +n27F
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es una supermartingala. Al igual que antes usando el lema de Fatou y teorema de
muestreo opcional de Doob obtenemos

u;(zg) = sup

ifEY o [F(x,)] <supEL o [F(z,) +n27"]
S, Si 15511 Sy

517591

< sup liminf B o [u$(z,0p) + 727 )]
— 00

Sr k SI’S?I
. x _
< S;llp hlgggolf ES(;,S?I [Mo] = v(xo) + 1
Dado que 1 < 0 es cualquiera, hemos obtenido lo deseado. O

Finalmente este resultado nos permite establecer la unicidad para las funciones p-
armoniosas fijado el dato de borde. Ademas, esta funcién coincide con el valor del juego.
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