UNIVERSIDAD DE BUENOS AIRES
Facultad de Ciencias Exactas y Naturales

Departamento de Matematica

Tesis de Licenciatura

Seleccion de modelos: una aplicacién a datos biolégicos

Yamila Mercedes Barrera

Directora: Dra. Mariela Sued
Codirectora: Dra. Daniela Rodriguez

Diciembre de 2014



Agradecimientos

A mi mamd y mi papd, por su amor y apoyo incondicional.

A mis hermanos Araceli y Francisco, por llenar de alegria mi vida y estar en todo momento.

A Dani Cuesta, por su amistad infinita.

A mi comunidad del Movi, porque caminar juntos hace todo mas lindo y sencillo.

Al grupo de jévenes viejitos de Cristo Rey.

A todos mis companeros matematicos con quienes compartimos travesias en el 28, charlas, tardes
de estudio, miles de mates, viajes a la UMA. Gracias por llenar de sonrisas estos anos y por el
empujén que me dieron en este dltimo tramo.

A Cecilia Lorusso, por ensenar matemética con una pasiéon que contagia.

A mis alumnos, companeros y directivos del Colegio Emats por todo el apoyo en este camino.

A mis alumnos y compatieros del Apoyo Escolar.

A los Zapp, porque son un ejemplo de vida y su historia merece ser compartida.

A las investigadoras del laboratorio de Dindmica y Transporte Intracelular, por ayudarme a entender
el problema desde el punto de vista bioldgico.

A Julieta Molina, porque sus consejos me guiaron durante estos anos de estudio y sus palabras me
dieron aliento en todo momento.

A Daniela y Mariela porque trabajar con ellas es un lujo. Gracias por guiarme en mis primeros pasos
en la estadistica, por la generosidad, por la paciencia, por estar siempre predispuestas a escuchar
mis dudas, por la dedicacién, por la buena onda. Es un placer estar al lado de dos personas siempre

dispuestas a ensenar.






Indice general

1. Introduccién

2. Algoritmo Expectation-Maximization
2.1. Idea general del algoritmo . . . . . . . . . . . .. ...
2.2. Ejemplos de aplicacidén . . . . . . . . ..
2.3. Convergencia . . . . . ... e e
2.3.1. Convergencia de {I(0")}pen « « o v v oo
2.3.2. Convergencia de {0 pen . . . . . ..

3. Bondad de ajuste
3.1. Generalidades . . . . . . . L e
3.2. Test chi-cuadrado . . . . . . . . . .
3.2.1. Descripcién del test . . . . . ...
3.2.2. Limitaciones . . . . . . . . .

3.2.3. ;Cémo elegir la cantidad y ancho de los intervalos? . . . . . . ... ... ...

4. Criterio de Informacion de Akaike
4.1. Generalidades . . . . . . ...
4.2. La divergencia de Kullback-Leibler como medida de bondad de ajuste . . . .. ...
4.3. Deduccién de AIC a partir de la divergencia de Kullback-Leibler . . . . . . ... ..
4.4. Valores AIC de referencia . . . . . . . . . ...

5. Una aplicaciéon a datos reales
5.1. Dindmica y transporte intracelular . . . . . . . ... ... oL

5.2. Eleccion de un modelo . . . . . . .

21
22
26

28
28
29
29
33
35

38
39
40
42
45



5.2.1. Los modelos candidatos . . . . . . . . . . . .. 51

5.2.2. Implementacion y resultados . . . . . . . . ... oo 52

5.2.3. Simulaciones . . . . . ... 57

A. Cédigos 59
A.1l. Parametros iniciales . . . . . . ... Lo 59
A.2. Expectation Maximization para combinacién convexa de exponciales . . . . . . . . . 60
Bibliografia 62

11



Capitulo 1

Introduccion

En varias ramas de las Ciencias Naturales es comtn tener, luego de realizar repetidas veces algin
experiemento, un conjunto de datos de los cuales se desconoce la estructura probabilistica que los
gobierna. El deseo del cientifico es descubrir qué distribucién probabilistica esta detras de esos datos.
En este escenario la pregunta que motiva esta tesis es: ;Qué herramientas podemos emplear para
descubrirla?. Una opcién es suponer que los datos responden a cierta distribucién absolutamente
conocida salvo por finitos parametros. Este camino asume que es razonable conjeturar que los datos
son observaciones independientes de una variable aleatoria con cierta distribucién paramétrica (una
normal (p1, 02) por ejemplo) y que lo tinico que resta es estimar esos pardmetros (p y o2).

Uno de los criterios méas naturales para estimar pardmetros es el de maxima verosimilitud. En
algunos casos no es sencillo (y en otros es directamente imposible) hallar férmulas cerradas para los
estimadores de maxima verosimilitud. Asi se vuelve necesario recurrir a técnicas de optimizacién
numérica. En este sentido, el algoritmo Expectation Maximization es una herramienta que facilita la
tarea de hallar numéricamente los estimadores de méxima verosimilitud. Dedicamos el Capitulo 2
a contar cémo funciona este algoritmo, a exhibir varios ejemplos de aplicacién y a probar algunos
resultados de convergencia.

El criterio de maxima verosimilitud depende de suponer cierta estructura paramétrica. Muchas
veces se puede asumir cierto modelo paramétrico por la naturaleza de los datos en cuestion. Sin
embargo, en muchos casos, la realidad del cientifico experimental es la de poseer observaciones
independientes de cierta variable y querer inferir los mecanismos que la regulan a partir de las
observaciones, sin tener ideas previas sobre la distribucién de la variable. En estos casos una posi-
bilidad es proponer varias familias paramétricas y elegir la que en algin sentido sea la que mejor
ajusta los datos. Aqui es necesaria alguna medida de bondad de ajuste entendida como una medi-
da que resume la discrepancia entre los valores observados y los valores esperados bajo el modelo
propuesto. En este sentido los test de bondad de ajuste nos permiten decidir, con cierto nivel de
confianza, si determinada curva proporciona un ajuste razonable de los datos. Sin embargo, podria
ser que varios de los modelos propuestos proporcionen un buen ajuste, entonces jqué criterio usar
para seleccionar alguno? Modelos méas complejos, es decir, con mayor cantidad de pardmetros in-
dependientes, son mas flexibles para adaptarse a las particularidades de los datos y por lo tanto
proveen un mejor ajuste que modelos simples. El problema cuando buscamos seleccionar un mo-
delo es encontrar el compromiso o balance apropiado entre bondad de ajuste y dimension. En el
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Capitulo 3 nos dedicamos a estudiar el test de bondad de ajuste chi-cuadrado, introducido por
Pearson [16] en el ano 1900. Presentamos el estadistico del test y contamos la propuesta de Mann
y Wald [13] para elegir la cantidad y ancho de los intervalos que intervienen en dicho test. En el
Capitulo 4 exponemos el Criterio de Informacién de Akaike (AIC) que brinda una respuesta al
problema de la seleccién de un modelo.

Por tdltimo, en el Capitulo 5 presentamos un conjunto de datos obtenido por las investigadoras
del grupo de Dindmica y Transporte Intracelular del Departamento de Quimica Bioldgica de esta
facultad. Proponemos ciertas familias paramétricas como posibles modelos para explicar la alea-
toriedad de los datos y utilizamos las técnicas descriptas en los primeros capitulos para encontrar
aquella familia que mejor describe al conjunto de datos.



Capitulo 2

Algoritmo Expectation-Maximization

Supongamos que disponemos de n observaciones independientes y1, 42, ..., Yy, de cierta variable
aleatoria con distribuciéon F € F = {F(-,0) : § € O} discreta o continua. Suponemos también
que dicha distribucién tiene funcién de probabilidad puntual o de densidad f que depende de r
parametros desconocidos § = (61, ...,0,) € © C R". Aqui el espacio de pardmetros es un subconjunto
de R". Por ejemplo, f podria ser la funcién de densidad de una variable normal y ¢ podria ser su
media y varianza: § = (u,0?). A partir de las observaciones buscamos estimar los pardmetros
desconocidos de la funcién f.

Como las observaciones son independientes, la densidad conjunta resulta ser

n

FWi vz, ynl0) = T f(wil6).

=1

Pensamos que las observaciones y1,y2, ..., yn estan fijas, entonces f(y1,y2,...,yn|f) es una funcién
de 6, que se conoce como la funcién de verosimilitud y se nota L.

LOy) = f(y1,y2, - ynl0)

donde y = (y1,¥2, .., Yn). El criterio de méxima verosimilitud para estimar los parametros nos dice
que seleccionemos el § que maximiza L, es decir

6 = arg max L(0]y).
0€O o

La idea es que Q(yl, Y2, ---, Yn) €s el valor del pardmetro § que hace “més probable” haber observado
Y1,%Y2, ---, Yn. Bajo ciertas condiciones de regularidad sobre f podremos tomar logartimo de la funcién
de verosimilitud y maximizar log L(f]y) en vez de L(0]y).

En algunos casos podemos hallar una férmula cerrada para las estimaciones de los parametros
derivando con respecto a cada componente de # e igualando a cero. Sin embargo, es sabido que
encontrar maximos de funciones de varias variables es, en la mayoria de los casos, algo complicado
y no siempre el sistema de ecuaciones resultante es sencillo de resolver analiticamente.
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Ejemplo A Mezcla de distribuciones

Supongamos que la observacién y; se produce de la siguiente manera: se elige al azar, con
probabilidad p;, una de m funciones de densidad posibles. Luego, de acuerdo con los pardmetros
de la funcion elegida se produce la medicion g;. Si las funciones posibles son f1, fo, ..., fin que

dependen de los parametros 6,,0,, ..., 8,, respectivamente, la funcién de densidad de esta mezcla

de distribuciones es

FC10) = ;i fi(-16)
j=1
en donde

= fi(-10;) es la funcién de densidad de la j-ésima componente cuando los pardmetros de dicha
densidad vienen dados por 6;

= pj es la probabilidad de que se elija la funcién f; y Z;”Zl pj =1

. Q = (pl,an "‘7PM)Q17Q2) )Qm)

Si desconocemos los pardmetros § pero disponemos de una muestra aleatoria y = (y1, %2, ..., Yn)
podriamos intentar estimar esos parametros con el criterio de maxima verosimilitud. Esto supone
encontrar el § que maximice el logaritmo de la funcién de verosimilitud.

n

log L(8ly) = log ] f(uil6)

=1

= log f(yil0)
=1

n m
=> log [ > p; f;(wil)
i=1 j=1
Esta expresion es dificil de maximizar analiticamente en 6 pues el logaritmo abarca la sumatoria.

2.1. Idea general del algoritmo

En la literatura encontramos varios algoritmos que, bajo ciertas condiciones, convergen a valores
extremos de una funcién. La particularidad del algoritmo Expectation Maximization (EM en ade-
lante) es que utiliza la estructura probabilistica del problema. Este algoritmo fue introducido por
Dempster, Laird y Robin en 1977 [3]. Para dar una idea general podemos decir que es un método
para encontrar estimadores de maxima verosimilitud cuando hay datos faltantes. El algoritmo EM
se usa esencialmente en dos circunstancias:

1. cuando las observaciones tienen datos faltantes debido a problemas o limitaciones en la me-
dicién
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2. cuando es analiticamente intratable la maximizacién de la funcién de verosimilitud (como en
el ejemplo de la mezcla de distribuciones) pero se puede simplificar asumiendo la existencia
de ciertas variables que no son observadas (variables “ocultas”). Estas variables son una
construccion artificial.

Estrictamente hablando, el algoritmo EM no proporciona directamente el valor de 0, el estimador
de maxima verosimilitud, sino que a partir de cierta estimacién inicial 6, construye una sucesién

{Q(k)} que bajo ciertas condiciones converge a . A continuacién presentamos un ejemplo,
keNg

tomado de [23], en donde el algoritmo EM es 1til, ya no porque la maximizacién es complicada
desde el punto de vista analitico (como en el caso de mezcla de distribuciones) sino porque hay
datos que no se registraron.

Ejemplo B

En varias regiones de un pais se han detectado personas infectadas con un virus muy peligroso,
que puede llegar a causar la muerte. En esas n regiones se ha tomado registro de la cantidad de
personas infectadas y de la densidad poblacional (miles de habitantes por kilémetro cuadrado).
Paral <i < nsean:

Y; = cantidad de personas infectadas en la regién ¢

Z; = densidad poblacional en la regién

Es decir, se observd yi, 4o, ..., Yn ¥ 21,22, -, Zn. Supongamos que en cada regién la densidad
poblacional es independiente de la cantidad de personas infectadas y a su vez estas dos variables
son independientes con las de las otras regiones. Se propone un modelo en donde la cantidad de
personas infectadas en la region ¢ tiene una distribucién Poisson de parametro So; y la densidad
poblacional en la region i tiene una distribucién Poisson de pardmetro o; en donde o; es un factor
que influye en la densidad poblacional y 5 es un factor que refleja la incidencia de la enfermedad.
Los parametros o1, 09, ...,0, ¥ B son desconocidos y buscamos estimarlos via el criterio de maxima
verosimilitud. Por problemas en los registros se desconoce el valor de z;. Es decir, hay un dato
que es desconocido. Los datos son incompletos por la propia naturaleza del problema (en este caso
por una falla en la toma de registros) y estamos en una situacién completamente distinta a la
de la mezcla de distribuciones salvo porque en ambos casos es una buena idea usar el algoritmo
Expectation-Maximization para estimar los parametros desconocidos.

En lo que sigue detallaremos cémo procede el algoritmo para construir la estimacién A

suponemos conocida 6. En la seccién siguiente hay varios ejemplos que ayudaran a la comprension
del algoritmo.

Sean y = (y1, Y2, ..., Yn) realizaciones independientes de una variable aleatoria Y con funcién de
densidad f(-|0) que depende de ciertos pardametros § = (1, ...,0,) € © desconocidos, de los que
buscamos los estimadores de maxima verosimilitud. Llamemos X1, Xo, ..., X,,, a las variables ocultas
y & = (21,22, ...,Tm) a los datos no observados. Si estamos en un caso como el del virus, entonces
las variables ocultas son aquellas que por problemas en la medicién no fueron observadas. Las va-
riables ocultas pueden ser reales o bien una construccién artificial cuya conceptualizacién permite
introducir el procedimiento Expectation-Maximization. A estas alturas puede resultar sorprendente
el hecho de que introducir variables que no son observables ayude al calculo de los estimadores de
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maxima verosimilitud, pero esa es justamente la clave del algoritmo EM. En los ejemplos de la
seccién siguiente mostramos qué variables ocultas conviene elegir en el caso de mezclas de distri-
buciones. Llamamos:

datos incompletos Y= (Y1,92, -, Yn)
datos completos (z,y) = @1,$27 ooy Ty Y15 Y25 s Yn)
funcién de verosimilitud de los datos completos L)z, y) = f(z,y/0)
log-verosimilitud de los datos completos 10|z, y) = log f(z,y|0)

El algoritmo EM primero encuentra una estimacién de [(f]y) y luego maximiza esa expresion.
Para hallar esta estimacién es importante notar que x1, 9, ..., T, son realizaciones de las variables
ocultas. Sin embargo, como estas nos son observables debemos considerar cada x; como una varia-
ble aleatoria X;. Luego, la log-verosimilitud de los datos completos es una variable aleatoria. Su
esperanza, dados los datos observados y una estimacion de los pardmetros ") es

Q(8,0") = E[1(01X, y)ly. 0™ (2.1)
Equivalentemente podemos notar (2.1) asi
Expyom 101X, )] (2.2)

en donde enfatizamos que tomamos la esperanza con respecto a la distribucién condicional de X
dado y bajo la k-ésima estimacién de los parametros 8%). Asi (2.1) es una estimacién de 1(d]y). El
método propuesto halla el § que maximiza esta esperanza, es decir, construye la estimacion k + 1
asi:
gk+1) — arg@ rgax Exy o 101X, )]
c Xly.0

En lineas generales, podemos resumir el algoritmo Expectation-Maximization asi:
1. Obtener el logaritmo de la funcién de verosimilitud de los datos completos. Proponer una
estimacién inicial de los pardmetros 6,

2. Tomar esperanza usando la distribucién condicional de las variables ocultas dados los datos
incompletos y la estimacion actual de los parametros.

3. Maximizar

4. Repetir (2) y (3) hasta que la sucesién {Q(k)}k N converja.
€No

Con el algoritmo construimos una sucesion {G(k)} que bajo ciertas condiciones converge al § € ©
que maximiza [(f|y). Notemos que I(f]y) admite la siguiente escritura cualquiera sea AR

HBly) = ENOIX, y)ly, 0] — (ELOIX. p)ly, 0] — (6ly))

(2.3)
=Q(0,0%) — H(0,0™)

en donde Q fue definido en (2.1) y H(6,0%) = E[I(0| X, Y, ok — I(0ly). El algoritmo, dada una
estimacién %) de los parametros, maximiza () pero no tiene en cuenta el término que involucra
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a H. En la seccién de convergencia veremos condiciones bajo las cuales tenemos una cota para
H. Notemos que en el procedimiento que propone Expectation Maximization también hay una
maximizacién de una funcién de multiples variables. En varios casos, aunque no en todos, es posible
hallar una férmula cerrada para ese maximo.

Una de las primeras criticas que recibié el paper de 1977 [3] es que mds que un algoritmo
Expectation-Maximization es un método general para hallar estimadores de maxima verosimilitud.
Los criticos objetaron que la descripcién es demasiado general y que en cada ejemplo de aplicacién
varia sustancialmente. En la seccién siguiente veremos algunos ejemplos que ayudaran a entender
cémo proceder en distintos escenarios.

2.2. Ejemplos de aplicacion

Ejemplo 1. Mezcla de dos distribuciones

Empezaremos con un ejemplo sencillo para concentrarnos en entender cémo funciona el algorit-
mo. Sean fo(-)y fi(-) dos funciones de densidad cuyos pardmetros son conocidos y sean yi, y2, ..., Yn
observaciones independientes de una variable aleatoria con densidad:

fC)=0=p) fol-)+p fi(-)
donde p es un pardmetro desconocido con 0 < p < 1.

Segiin el esquema del algoritmo EM, y = (y1,¥2,...,¥n) son los datos incompletos y la log-
verosimilitud de los datos incompletos es

I(ply) = log <H f(yilp)>

i=1
= Zlog (L —=p) folys) +p fi1(yi)]
i=1

Para hallar el estimador de maxima verosimilitud de p via el algoritmo EM necesitamos definir las
variables ocultas. Para i = 1,2, ...,n sean:

1 si la i-ésima observacién proviene de la densidad f;
Xi= Do . : :
0 si la i-ésima observacién proviene de la densidad fy

Las variables X1, Xo, ..., X}, son independientes y tienen distribucién Bernoulli de parametro p.
Esta eleccién de variables ocultas puede resultar mégica. La intuicién detras es que si esa infor-
macién estuviera disponible seria facil estimar p. Concretamente en este caso si conocieramos de
que distribucién proviene cada observacién y;, es dencir, si conocieramos x1, x9, ..., T, entonces el

i=1Ti

estimador de méxima verosimilitud de p seria p = ==

Los datos (1, 1), (x2,Y2), -, (Tn, Yn) son los datos completos. Ademds, (X1,Y7), (X2, Y2), ..., (Xpn, Yn)
son variables independientes con “densidad” comun:

f,ylp) =1 —=p) fo)]* [p fr(y)]*
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Ahora sigamos los pasos que nos propone el algoritmo Expectation-Maximization.

Paso 1 Calculamos la log-verosimilitud de los datos completos
lplz, y) = log (H f(fci,yi!p)>
i=1

= log f(xi, yilp)

=1

— Z(l — ;) log[(1 —p) fo(yi)] + =i loglp f1(yi)]

= Zlog [(1—p) folys)] — @i log[(1 —p) fo(y:)] + @i loglp f1(y:)]

Paso 2: Tomamos esperanza. Buscamos una expresién para E[l(p|X, y)|y, p®].
Observemos que E[Xi|g,p(k)] = E[X;|y;, p™] por la independecia de X; e Y; para j # i.
f(Xi =1,4|p™)

fyilp®))

p™ fi(y) (k)
(L=p®) folyi) +p® fily)

E[Xi|ys, p®] =

Entonces

Ell(p|X, y)ly, p* Zlog [(1=p) fo(w)] — 5™ Log[(1 —p) fo(y:)] + 5 loglp f1(vs)]

= Zlog (1 =p) +log(fo(yi)) — 5™ log(1 — p) — 5™ log(fo(ui))
+pi* log(p) + 5i*) log(f1 (1))

En la dltima expresion el unico valor desconocido es el pardmetro p. Ademads observemos que
ﬁi(k) no depende de p sino de la k-ésima estimacién de p: p). Recordemos que p**t1) sers aquel
que maximice E[l(p|X, y)|y, p®)] entre todos los posibles p.

Paso 3: Maximizar

En este caso podemos hallar una expresién cerrada para p*t1) = arg max F X1y, oo (1P| X, y)]-

p€[0,1]
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En efecto,
0 (*)
p p=p(k+1D)
n 5. (k) 5. (k)
Di Di o
A Z 1— k+1) 1 — plk+1) T plk+1) =0
—-n >ic1 pi*) _
= 1— p(k+1) + p(k+1) (1 _p(k+1)) =0
n - s(k)
= p(k+1) — Zz:l pl
n
Entonces N n
P+ = >y 5™ 1 p™®) fi(ys) .
n n = (1—p®) foly:) +p® fi(y:)

Es facil verificar que 0 < p*+1) < 1:
n
> 5™ Z E[Xily,p*)] =
i=1 =1

Conclusion: Fn este caso, el algoritmo Expectation-Maximization construye la sucesién

< Elnly,p®] = n.

Zlep

{ (0) — %
(k+1) _ 1 P f1(y:)
p Zl L (1—p®) fo(yi)+p™ f1(vi)

donde p©® e [0,1] es una estimacién arbitraria, para fijar ideas, propuse p0) = % Bajo ciertas

condiciones, que analizaremos en la seccién siguiente, la sucesién {p(k) } ke, converge al estimador
de maxima verosimilitud p.

Ejemplo 2. Mezcla de m distribuciones

Este ejemplo es una generalizacién del anterior. Sean fi(-), fa(:), ..., fm(+) m distribuciones
, Yn Observaciones independientes de una variable

cuyos parametros son conocidos y sean yi,y2, ...
m

)= i fi()
=

_1p; = 1. Aqui © es el m-simplex estandard

aleatoria con densidad

con0<p; <1y

©={(p1,--.,pm) ER™ : Zp]—(]ypj 0 V1<j<m}

Los pesos p; son desconocidos. Buscamos estimarlos con el criterio de maxima verosimilitud via el
algoritmo EM. Ya mencionamos que maximizar esta expresion (derivando e igualando a cero) es

un camino complicado desde el punto de vista analitico.
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Para utilizar el esquema del algoritmo EM definamos las variables ocultas
Xy = (X11, X12, -y X1m)
Xy = (Xo1, Xoz, .., Xom)

Xn — (ana XnQa 7Xnm)

donde

Y. 1 sila i-ésima observacién proviene de la densidad f;
Y1 0 sino.

Las X, son variables aleatorias independientes y cada una tiene distribuciéon multinomial(1, p1, pa, ...

Vamos a notar X a (X, X,,..., X,,).
(X1, 1), (X5, Y2), ..., (X,,,Ys) son independientes con densidad comiin

wyz|p H[p] f] ?/z

Recordemos que la idea detras de la eleccién de las variables ocultas es que, en caso de cono-
cerlas, seria sencillo calcular los estimadores de maxima verosimilitud. En efecto, si conocieramos
T, &y, ..-L, conoceriamos de que distribucion provieve cada observacién y nuestro problema se redu-
cirfa a hallar los estimadores de maxima verosimilitud de una distribucién multinomial(1, p1, ..., pm)-
Supongamos que efectivamente conocemos las variables ocultas y hallemos los estimadores de méxi-
ma verosimilitud para la multinomial. Para ello notaremos p a (p1, ..., pm). La funcién de probabi-
lidad puntual viene dada por: a

T4l

px,(z;) = aal ozl S 2 S

Buscamos p que maximice

1(p|X) = log (pri (%))
—ZlOQ(ml >+ZZ$2] lng]

=1 i=1 j=1

(2.5)

Recurrimos al Teorema de los Multiplicadores de Lagrange, ya que los pesos estén ligados a que
su suma sea uno. Equivalentemente podriamos reemplazar p,, por 1 — Z;”:_ll pj Yy maximizar sin
ligaduras.

Teorema 2.1 (Teorema de los Multiplicadores de Lagrange). Sean f,g : R® — R de clase C' y
seap, €S ={p€eR’ : g(p) =0} tal que f(p) < f(p,) para todo p € S. Entonces

Vy(p,) # 0= 3A € R tal que Vf(p,) = A\Vy(p,)

s Pm)-
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En nuestro problema g(p) = (lej) -1y f(p) = Z (Izl,li'xm,) + 22 > wij log(p;)-
‘]: :

i=1j=1
Entonces existe A € R tal que para 1 < j < m:

f _\ 00
apj 8pj
21
; ” (2.6)

1 n
32 i =i
i=1

Sumando en j nos queda 3 Z lej— Zp] =1y por lo tanto A\ = Z Zx” =n.
j=1:=1 j= i=1j=

Reemplazando en (2.6), nos queda que p; = # es el estimador de maxima verosimilitud

para p; basado en la muestra z; ...z, (Y que pasd si no conocemos de que componente provino
cada observacion? Recurrimos al algoritmo EM.

Paso 1 Calculamos la log-verosimilitud de los datos completos

Z(Q‘y7£17£27 vy Ly log (Hf xwyz‘p )

=1

= Zzﬂfzg [log pj + log fj(yi)]-
i=1 j=1
Paso 2 Tomamos esperanza

Queremos calcular Ey, o [[(ply, X1, Xy, ..., X,,)]. Primero, algunas cuentas auxiliares.

E[Xijly, p¥] = E[Xi;ys, p™)]
F(Xij = 1,yi|p™®)

f(wilp®)
= m (k) = Dij
Zs:l ps [s(yi)
Luego
Ezﬂm(k) [Z(B’gv Xla KQ? ”'77 Z ZpZ] lOg pj + lOg fj (yl)] (27)

=1 j=1
Paso 8 Maximizamos

Observemos que la funcién que queremos maximizar en p (2.7) es como (2.5) en donde la tinica
diferencia es que en (2.7) en lugar de tener z;; tenemos pw( ) (que vendria a ser una estimacién de
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xi;). Para hallar p = (p1, p2, ..., p) que maximice (2.7) nuevamente recurrimos al Teorema de los

Multiplicadores de Lagrange. Aqui g(p) = | >_pj | — 1y f(p) = >
=1 o

n
B i=1

lelj(k) [log pj +log f;(yi)l-
]:

Procediendo como para el caso de la multinomial nos queda que

~ (k)
k+1 E”:p( .
AL

es el que maximiza Ey, ) [[(ply, X1, X, ..., X))

Conclusion: El algoritmo Expectation-Maximization construye la sucesién

{ p© € © arbitrario

n . (k) .
p§k+1) _ Zz:% para 1 < j < m.

Ejemplo 3. Mezcla de dos distribuciones normales con pardmetros desconocidos

Retomemos el ejemplo 1 pero ahora con

1 o
D) — e 200
Jol) = s
1 *(‘*gl)Q
f]_(' ) e 20’1

B V2moq

donde (o, 03) y (p1,0%) son pardmetros desconocidos.

Sea f(-) la densida mezcla
fC)=0=p) fol-)+p f1().

A partir de y = (y1, y2, ..., Yn) Una muestra aleatoria buscamos hallar los estimadores de maxima
verosimilitud de p, 1405 08, p1y o2 con el algoritmo EM. Este ejemplo se asemeja més a los problemas
de las ciencias naturales: no solo se desconoce la proporciéon de las densidades involucradas sino
también los pardametros que las gobiernan.

Notacién
Q = (pa 1o, U%v M1, 0—%)
QU = (/'607 0-(2))
Ql = (Ml)g%)
En este ejemplo utilizaremos las mismas variables ocultas que en el ejemplo 1:

1 sila i-ésima observacion proviene de la densidad f;
X; = S ., . .
0 si la i-ésima observacién proviene de la densidad fo

con1<73<n.



CAPITULO 2. ALGORITMO EXPECTATION-MAXIMIZATION 13

Entonces
datos incompletos Y= (Y1,92;5 > Yn)
datos completos (1,91)s (x2,Y2)5 - (Tns Yn)

densidad de (X1,Y1) | f(zs, 4il0) = [(1 = p) foyil€o)]' ™ [p fi(yil01)]"
Paso 1 Calculamos el logaritmo de la funcion de verosimilitud de los datos completos

n

1(0lz,y) = > (1 —z:)[log(1 = p) +log fo(yil8o)] + =i [log(p) + log(f1(yil61))]
=1

Paso 2 Tomamos esperanza

F(Xi=1,5|00)

E[Xi|y;, 0% =

Fyilo®)
B p™® fi(i[61) _ 50
(1—p®) folyil0y”) +p® f(il6f")
Entonces
E[(0]1X,y)|y, 0] = [ (01X, y>|yz-,e<’f>]
= Z (1= 5i™) log(1 = p) + 5™ log(p)

+ Z 1—5;M) log folyil6y)

+sz log fi1 y2|9 )

Paso 3 Maximizamos

Maximizacién con respecto a p

0

0= 5, BUEX.y)ly,0 0]

9:(p(k+1),Qék+l>,Q<1k+l))

R B I
0= Z 1— p(k+1) + p(k+1)

i=1
- zn: _pltD) 4 5 (R)
p(k+1) (1 _p(k+1))

=1

1
pEHD) — - Z 5
=1
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Maximizacién con respecto a g

0
0= —E[I(8]X,y)|y, 8™

Aho 0=(p(k+ o+ o+
0= 520 Zz;(l — ﬁi(k)) (—log(\/ﬂ) — log(oo) — W)] g=(pt D) GEHD gDy
N
i=1 70
o * Y = % é(l — 5™y

Maximizacién con respecto a og

0
(k)
0= 5o BlU0IX. )y 6%

O=(p(b+1) g gk F1)y

n (k+1)y2
_ ~ (k —1 (yz — Ky )
0= Z(l _pi( )) (U(kJrl) + (o (k+1))3

0
ity _ T (1~ 58 (g — udY)2
Zz 1(1_p1(k))

(k+1)

(Uo

2)(14:—&-1)'

Procediendo de forma andloga podemos hallar p; y (o7

Ejemplo 4. Mezcla de m distribuciones normales con parametros desconocidos

Generalizamos el ejemplo 3 y ahora consideramos f1, fo, ..., frs funciones de densidad normales
con pardmetros desconocidos (pi1,0%), (12, 03), ..., (ftm, 02,) Tespectivamente.

Sea f(-) la densidad de la mezcla de las m normales
= ij fiC |Qj)-
j=1

A partir de una muestra aleatoria y1, yo, ..., y, de f buscamos los estimadores de maxima verosi-
militud de 0 = (D1, .., P, f1s vy fim, T2, ..y 02,). Siguiendo con la notacién del ejemplo 2, llamamos
0; = (,uj,ajz) a los pardmetros de f;. En ese caso, 0 = (p, 0y, ...,0,,). Naturalmente, tomamos las
mismas variables ocultas que en el ejemplo 2 de la pagina 10:

X, = (X1, X120, X1m)
X, = (Xo1, Xo2, ..., Xom)

X = (anvXn% ceey Xnm)

T
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Entonces

datos incompletos Y= (Y1,92 - Yn)
datos completos (Z1,Y1)s s (Tns Yn)
densidad conjunta de (X;,Y;) | f(z;,y:) = H;-n:l(Pj fi(yil8;))"
Paso 1 Calculamos la log-verosimilitud de los datos completos:

O]z, - 20, y) = Y Y wij(log pj +log f(yi))

i=1 j=1
Paso 2 Tomamos esperanza. Primero observemos que

flaij = 1,9:0™) _ ok fj(yi‘”g (03)®) ()
F(yil0™) S Fo(il ), (02)®)

B[ Xy, 0™ =
Y por lo tanto

Bl(01X,, -y X, y) |y, 8P) = ZZPU llog p; + log fi(yil0;)]

=1 j=1

Paso 8 Mazximizamos: Tenemos que recurrir al Teorema de los Multiplicadores de Lagrange
(enunciado en la pagina 10) ya que los pesos estan ligados a que su suma sea 1.

Maximizacién con respecto a p. La cuenta es analoga al caso del ejemplo 2.

p(k+1) _ Yo p§j(k)

J n

Observemos que hasta este momento no hicimos uso de que las densidades son normales. En el ejemplo

siguiente, en donde analizamos el caso de combinaciéon convexa de gammas, retomaremos en este punto.

(2.8)
Maximizacién con respecto a f;
0= L 01X, X )y 6%
8Mj TenE 9=0(k+1)
— ~ (k) &
0= szj lOg f](yl|Q]) :Q(kJrl) (29)

(k+1))

— U
O_ZPU ﬁ

J

Entonces L
n ~
M(]c+1) _ Zi:l pij( ) Yi
! E?:l p;j(k)
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Maximizacién con respecto a o

)
0= 01X ,,.... X ,y)y, 0%
30, El(01Xy, ... X, y)ly, 0 .
o_§ ; z 10,
p] og f](y ‘ ) g—gh+D)
L Wiy (k“))

ZPZ] (k:+1 <a§.k+1))

noo k+1
e — Zars® o=
’ Zz 1p2](k)

Ejemplo 5. Mezcla de m distribuciones exponenciales con pardmetros desconocidos

Entonces

Si f1, fo, ..., fm son densidades de variables aleatorias exponenciales de parametros Ay, Ag, ..., Am
respectivamente el analisis es similar al del ejemplo anterior. En efecto, consideramos las mismas
variables ocultas y la misma notacién salvo que ahora 0 = (p1, ..., P, A1y ooy Am)

Paso 1 Calculamos el logaritmo de la funcién de verosimilitud de los datos completos:

n

1Oy, - 2, ) ZZ% log pj +log [;(yilA;))

i=1 j=1

donde fj(t) = )‘j B_Aj ¢

Paso 2 Tomamos esperanza. Primero calculamos

ek ROV
E[Xyy;, 6] = i 1’(%)@ - fj(y| : = ;.
f(yz|Q ) Zs 1ps fS(yZ|/\ )
Y por lo tanto E[l(0|X, ..., X,,, y)|y79(k =2 Z;nzl pzj(k) [log pj + log f;(yil\))]-

Paso 8 Mazximizamos

Maximizacién con respecto a p: Es andlogo al caso del ejemplo 2 en donde los parametros eran
conocidos. Esta maximizacién no depende de las estimaciones de Aj y resuelve el mismo problema
que méaxima verosimilitud para los pardmetros de una multinomial(1,p; ...pm) con la diferencia
que cambian las observaciones x;; por sus valores esperados. Luego para 1 < j < m:

p(k+1) _ Yo p§j(k)

J n

Maximizacién con respecto a A;
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Observemos que log f;(yi) = log()\j) — Ajy;. Entonces

0
_ o(k)

9=0(k+1)

O—sz] lOQ f](yl‘)\ )

O—pr <k+1) yi)
J

Jyr ) (2.10)

Y por lo tanto
)\(k+1) _ Zz 1ng(k)
Z¢:1 pij( ) Yi

Luego de estos ejemplos puede quedar la idea de que, en el caso de tener una combinacién
convexa de algin tipo de distribucién simpre sera posible despejar una férmula cerrada para el

argumento que maximiza E[l(0|X4, ..., my)|y, k)], Esto no es asf en varios casos, como por
ejemplo cuando hay una mezcla de gammas. En efecto, si ; = (0, Aj) = a; > 0,\; > 0 para
I<jsmy
aj
a;j—1 Ny,
fi(wild;) = F(jaj)yﬂ e~ (0 4 o0) (¥i)
donde

+oo
MNa) = / x%e ¥dx para a > 0.
0

Retomando desde (2.8) tenemos :

BI(01X, ., X0, y) |y, 6" ZZPU [log pj +log f;(yil6;)]

i=1 j=1

Nuevamente recurrimos al Teorema de los Multiplicadores de Lagrange para hallar el méximo
de esta funcién. La maximizaciéon con respecto a los pesos es idéntica a los ejemplos anteriores.

Maximizacién con respecto a A;

0
0= [ (H‘Xla nay)|ya0(k]

o\ 9=+ 1)
0= Zp (k)ilag fi(vil6;)
“ O\j IR —_pk+1)
0;=0;
(k+1) (2.11)
a

0= sz] ( (k+1) _yi>

A

k-+1)
(o’

( n o~
J Zz 1pw(k)yz
)\g-kﬂ) D 1Pw(k)
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Maximizacién con respecto a «;

0

Oaj g—p(k+1)
- 0
— ~ (k) _ Y (11:10.
0=2 po; 09 Fiwl)| (2.12)
i=1 v;=0;
0= zn:pN'-(k) log ARFD ¥if(a~) +log yi
2 ij j I‘(ag.kﬂ)) oo 7 =D ’

De (2.11) y (2.12) no es posibe despejar a§-k+1) ni )\g-kﬂ). En este caso serdn necesarios métodos

de optimizacién numéricos para hallarlos. Este hecho no deberia ser sorprendente ya que es sabido
que no hay una férmula cerrada para los estimadores de maxima verosimilitud de una gamma ( y
eso es justamente lo que estamos tratando de hallar cuando maximizamos con respecto a A; y «;).

Ejemplo 6. Muestras con datos faltantes

Los ejemplos anteriores son aplicaciones del esquema que propone el algoritmo Expectation-
Maximization cuando es analiticamente intratable la maximizacién de la funcién de verosimilitud.
Veamos ahora un ejemplo de aplicacién cuando las observaciones tienen datos faltantes debido a
problemas en la medicion. Retomamos el ejemplo del virus de la seccién 1.

Y= (Y1,92, -, Yn) 2oy = (224 <oy 2n) datos incompletos
Y= Y192, Yn) 2z=(21,22,..., Zn) datos completos
0=(58,01,...,00) pardmetros desconocidos

Paso 1 Calculamos el logaritmo de la funcion de verosimilitud de los datos completos

Tenemos que
P ° —Bo; B \Yi —0; ~%i
€ g, e o
(g,glﬁ,al, ey Op) = | | (" i) ) k i
i=1 Yi z;!

Y por lo tanto

n

(B,01, s 0n)|y, 2) = Z —Boi +y; log(Boi) — log(y!) — oi + 2z log(o;) — log(zi!) (2.13)
i=1

Supongamos por un momento que conocemos los datos completos (es decir, que no se perdié z;. En
ese caso, podemos hallar los estimadores de méxima verosimilitud analiticamente de la siguiente
manera:

0
0= %l((ﬁu T1y ey Un)’yu é) B’O’.\27“.70¢n

0=3" 44 Y (2.14)
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Para i€ {1,2,...,n}

0 (8,01, ... 0n)|y, 2)

0=
80‘1'
0=—f+2 142
a; o;
LYtz
0; = —= .
B+1

n n . .
Luego, > d; = % Reemplazando en (2.14) nos queda:
i=1

B _ 2?21 Yi _ Z?:1 Yi
Z?:ﬁ1f{'+zi Z?:l Z;

Y por lo tanto,

B+1
B — Zi:l Yi
=17

{&i —wts 1 <i<p

Estos son los estimadores de méaxima verosimilitud en el caso de que no haya datos faltantes.
Ahora, si nuestra situacién es como la que planteamos inicialmente donde no conocemos a z; no
resulta sencillo hallar una expresién analitica para dichos estimadores. En efecto, la funcién de
verosimilitud para los datos incompletos es

n—po; \Yi n =0 %
f(yag(—l)‘ﬁvalv-“van):HM XHe 7

| |
i=1 Yi: i—g P
y por lo tanto
(8,01, o)y, 2(_1) = O —Boi +yi log(Boi) — log(yi!) + Y —07 + 2 log(0) — log(z!)
i=1 1=2

Derivando e igualando a cero hallamos las ecuaciones que deben verificar los estimadores de maxima
verosimilitud.

_ 0l _ \yn A i b i1 Yi

_ o _ A Y1 A Yl
O—aol——ﬁ—i-&l(:)Ul—B

_ oL _ Yi zi A Yitz .
O—aai——ﬁ—l—ai—l—l-a@m_é“ 2<i<nm

Nos queda entonces que los estimadores de méxima verosimilitud 3, 61, ..., 6, verifican las ecua-

ciones. .
B Y
Z?:l Gi
oo=1
6; = Ltz 2<i<n.

7 B+l
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Este sistema de ecuaciones no es sencillo de resolver. Veamos entonces cémo utilizar el esquema
del algoritmo EM para encontrar una sucesién que converja al estimador de maxima verosimilitud.

AQUf, Q: (57017“'7(777,)'
Paso 1

Ya calculamos la log-verosimilitud de los datos completos en (2.13):

n
I(B,01, s 00)|y, 2) = Z —Bo; + i log(Bo;) — log(y;!) — o; + z; log(o;) — log(z!)
i=1
Aqui y1,y2, ...y Yn, 22, ---, 2n, SON los datos observados y z; es un simbolo que representa la variable

aleatoria 7.

Paso 2 Tomamos esperanza

Observemos que E[z1]y, 2(-1)s Bk J%k), s 07(1’“)] = a%k). Entonces

9k

B0y, 2)ly, 2(-1y, 6% = —Boi + yi log(Boi) — log(y!)

i=1

— o1+ 01 log(e) + Ellog(z11)ly, 21y, 8V]

Z —0; + 2 log(o;) — log(z!)

1=2
= =N "(1+ B)oi +yi log(Bo) + D z log(as) + o1 log(or)
=1 =2

+ Y log(yi!) + > log(z:!)
=1 1=2

Paso 3 Mazximizamos

k+1 k+1 .. .y
Buscamos 1 = (6““*”,0% + ), s Uﬁl + )) que maximicen esta expresion.

0 n ’
Y (k) = — (k+1) Yi
0= 551y 2)ly: 2(-1), 0™ o~ Z}Uz + o
(k1) _ _ Duim1¥i
e S gk+1) B J%k“) a§k+1)

(k+1) Y1 + Uik)

71 T kD
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Para2<i<n

0 ; %
- (k) _ (k+1) Yi i
0= ao_lE[l(ng, 2y, z(-1), 0] o (1+8Y) + iy + =y
Gt _ _Yi + Z
i 1 4 IB(k—i—l) )

Entonces ®
n
Z ok +D) D Yi Doz oy
K]
i=1

- 1+ B+D)

Reemplazando en (2.15)

g+ — S gi(1 4 gAY
D1 Yit 2 iazit ng)
5(k+1) _ > i1 Yi .
Do %t Jgk)

En resumen, ado o) = (B(k), ng), - Ufff)) una estimacion de los pardametros tenemos férmulas

cerradas, y faciles de computar, para G+ = (B(kﬂ), a&kﬂ), e aﬁ,lfﬂ)):
B(k—H) — D1 Yi
s Zi"""gk)
Skt yitol*
1 = 1480D
o; = T3 504D 2<i<n.

2.3. Convergencia

El propdsito del método Expectation-Maximization es proporcionar un algoritmo iterativo para
el estimador de maxima verosimilitud. ; Bajo qué condiciones esa sucesién converge?, jel algoritmo
encuentra un maximo local o un valor estacionario de la funcién de verosimilitud? Para responder
estos interrogantes probaremos algunos resultados que fueron expuestos por Jeff Wu en [22]. Lo
interesante de este enfoque es que mira Expectation-Maximization como un algoritmo de optimi-
zacién y utiliza los resultados existentes en ese area.

Notacién En busca de mayor claridad simplificaremos la notacién utilizada hasta el momento:

notacion anterior | nueva notacion
parametros [ 0
log f(yl0) 1(0]y) 1)
f(z,ylo .
J(”(y%)) ninguna k(z,yly, 0)



CAPITULO 2. ALGORITMO EXPECTATION-MAXIMIZATION 22

Aqui k es la densidad condicional de los datos completos (z,y) dado y cuando el pardmetro
es 0.

Como vimos en las secciones anteriores, el algoritmo EM contruye, dada 6y una estimacion
inicial de los parametros, una sucesion {H(k)} keNo asi

{ 0o € © arbitrario

90+ = arg max E[I(0]X, )|y, 0F)]
0O o

Recordamos la notacién introducida en (2.3):
1(0) = log f(yl6) = Q(8,0) — H (5,0
donde

Ellog f(X,y|0)]y,0")]
Ellog f(X,y|0)ly, 0% —1(6) = Ellog k(X,yly,0)ly,0™].

Q(0,0™)
H(0,60)

Esta escritura del logaritmo de la funcién de verosimilitud serd muy 1til en este seccién. Asi, una
iteracién del algoritmo Expectation-Maximization §%) — §(+1) ¢ M (9*)) viene dada por:

Paso E Determinar Q(0,6%)
Paso M Elegir 6%tV cualquier valor § € © que maximice Q(0, O(k))

M es una aplicacién que a cada 6 le asigna el conjunto de parametros

que maximizan Q(6 , ) sobre los § € © (2.16)

En esta seccién analizaremos esencialmente dos aspectos sobre la convergencia del algorimo EM:
= el algoritmo encuentra un maximo local o un valor estacionario de la log-verosimilitud?

» ;la sucesién {0 }ren converge?

2.3.1. Convergencia de {l/(§"))};cn

Nuestro primer objetivo es probar la siguiente propiedad:

Propiedad 2.1. Propiedad ascendente del algoritmo Fxpectation-Maximization

Para la demostracién recordamos algunos resultados.
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Proposicion 2.1. Desigualdad de Jensen
Sea X una variable aleatoria, g : R — R una funcion convexa. Entonces

Elg(X)] = g(E[X])

Nos sera 1til considerar la funcién convexa —log(x). En ese caso

—Ellog(X)] > —log E[X].
Proposiciéon 2.2. Desigualdad de entropia

Si f1 y fo son dos funciones de densidad, entonces

o 1 ()] =1

23

(2.17)

Demostracion. Ey, [log <§1E$§)} = —Fy [log (}? g)} > —log Ey, [}?g” = 0 donde la de-

sigualdad vale por (2.17). O
Lema 2.1. Para todo k € N wvale que

HOW 0"y > H(0,0%))para todo 6 € ©

Demostracion.

H(0,0%)) = Ex, g [log f(X,y(0)] = () = Exq, g0 [log f(X.y|6)

X, yl0
7 f(f(y\y9|))} = Exyoulleg J(Xly, 0)

< By, g llog f(X]y,0™)]

(X y|9 )

= By 00 [1(6W !L g)] 1(6™)
= H (") 9k m

1
~

= Exjy 000

/\

donde la desigualdad vale por la proposicién (2.2).
Ahora si contamos con las herramientas para demostrar la propiedad (2.1)
Demostracion.
1(0(k+1)) _ Q(Q(k-i-l) e(k)) - H(Q(k+1),9(k))
lema QO gk)y — fr(p*) gk

EM Q(6%), 6)) — H (6™, o)
= 1(6%) O

—log [f(yl0)]
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Si {Z(G(k))} keN, fuera acotada superiormente, como es creciente, convergeria en forma mondétona
a un [*. Es de interés saber si [* es un méximo global de /() sobre ©. Si no, jes un méaximo local
o un punto estacionario?. Para lo que sigue haremos las siguientes suposiciones:

1. © es un subconjunto de R”"
2. B, ={0 €O :1(0) >1(0y)} es compacto para cualquier y tal que I(fy) > —oo

3. 1 es continua en O y diferenciable en el interior de ©.

Como consecuencia de estas tres hipotesis tenemos que

{1(0%))} ren, esta acotada superiormente para cualquier 6y € © (2.18)

Como vamos a querer derivar [, H y Q asumimos que %) estd en el interior de ©. Esto se
cumple si, por ejemplo
Op, estd en el interior de © para 0y € © (2.19)

Bajo los supuestos (1),(2) y (3), {Z(G(k))}keNO converge, pero no hay garantias que lo haga a
un maximo de [(#) sobre ©. En general, si [ tiene varios maximos (locales o globales) y puntos
estacionarios la convergencia a cada uno dependerd de la estimacién inicial §y. En [14] Murray
exhibié un ejemplo en donde {1(*))},cn, converge a un punto estacionario (y no a un maximo
local) para cierto valor de . De todas formas, no podemos esperar convergencia a un maximo
global (ningun algoritmo de optimizacién suficientemente general garantiza convergencia a extremos
globales). El asunto seréd decidir en qué casos la sucesién generada por Expectation-Maximization
converge a maximos (ya sean locales o globales) o a puntos estacionarios. Como mencionamos
nuestro enfoque serd utilizar los resultados existentes sobre algoritmos de optimizacién.

Definicion Diremos que A es una aplicacién punto-a-conjunto definida sobre X si a cada
elemento de X le asigna un subconjunto de X.

Definicién Una aplicacién A definida sobre un conjunto X al conjunto de partes de X la
llamaremos una aplicacién cerrada en = si zp — z,2p € X e yp — vy, yp € A(xg), implica que
y € A(x).

Teorema 2.2. Teorema de Convergencia Global

Sea la sucesion {xy}ren, generada por xpi1 € A(xyp) donde A es una aplicacion punto-a-
conjunto en X. Sea I' C X un conjunto solucion dado y supongamos que

(1) todos los punto xj estdn contenidos en un conjunto compacto S C X
(11) A es cerrada sobre el complemento de I’

(1) hay una funcion continua « en x tal que :

a) Sizx ¢l = a(y) > alx) Vy € A(x)
b) Siz el = a(y) > a(x) Vy € A(x)
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Entonces todos los puntos limites de {xy}ycy, estdn el el conjunto solucion I' y {a(xk)}pen,
converge en forma mondtona a o(x) para algin x € T.

La demostracién puede consultarse en la pagina 91 de [24].

En el caso del algoritmo Expectation-Maximization :

» a(x) es la log-verosimilitud de los datos incompletos [
= M es la aplicacién definida en 2.16 en la pagina 22

= el conjunto solucién I serd el conjunto de maximos locales en el interior de 2 (que llamaremos
M) o bien es el conjunto de puntos estacionarios en el interior de € (que llamaremos S).

La condicion (7i7)(b) se cumple por la propopiedad ascendente (2.1). Por otro lado, (7) se deduce
del supuesto (2) y la contencién es estricta por (2.19). Entonces, tenemos el siguiente resultado

Teorema 2.3. Sea {0)}cn, una sucesion generada por el algoritmo EM en donde 6%+ € M(6*))
Y supongamos que

(1) M es una aplicacion punto-a-conjunto cerrada sobre el complemente de S (respectivamente

M)
(1) 1(0F+D) > 1(0R)) v ) ¢ S (respectivamente M)

Entonces todos los puntos limite de {g(k)}keNo son puntos estacionarios (respec. mdazximos locales)
de 1 y 1(8W) converge en forma mondtona a I* = 1(6*) para algin 6* € S (respec. M).

Una condicién suficiente para que M sea cerrada es que Q(1), ¢) sea continua en ¢ y ¢. Esta
condicion se verifica en varias situaciones como por ejemplo si el log-verosimilitud de los datos
completos pertenece a una familia exponencial [3], [22] .

Propiedad 2.2. Si Q(¢, ¢) es continua en v y ¢ entonces M es cerrada en Q.

Demostracion. Sea © € Q y x — z. Sean yr € M(xy) tal que yr — y. Queremos ver que
y € M(x). Como yi € M (zy)
Qyr, 1) = Q(z,21) Yz €Q

Haciendo k — oo tenemos
Qy,z) 2 Q(z,x) Yz €Q

y por lo tanto y € M (z).

Notacion o
O (1, 9)
o' o¢
Teorema 2.4. Si Q) es continua en ambas variables entonces todos los puntos de limites de la

sucesion {Q(k)}keNO generada por el algoritmo EM son puntos estacionarios del y Z(H(k)) converge
en forma mondtona a l(6*) para algin punto estacionario 6*.

DYF (1, ¢) =
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Demostracidon. Basta verificar (22) del teorema (2.3) pues (i) se deduce a partir de la continuidad
de Q y la propiedad (2.2). Sea ) ¢ S. Por (2.19), 8%) est4 en el interior de Q. En (2.1) probamos
que H(O®) 0%)) > H(0,60M) Vo € Qy por lo tanto #*) es un maximo de H(6,0%)) sobre los
0 € Q). En consecuencia

DH™ (0" %)y =0

y
DI(OW)Y = DOQO® 9*)y — DO H(HF) g*)) = DOQH®) gk
y DI(OP) #£ 0 pues 8%) estd en el complemento de S. Por lo tanto D0Q(8*), 9*)) #£ 0. En

consecuencia #*) no es méximo de Q(#,6%*)) sobre los # € Q. Esto justifica la desigualdad estricta
en QA%+ 9)) > Q(8*) 9(*)). Nuevamente por (2.1) H(O®),0*)) > H (9% +D 9(k)) entonces

1(OFD) = QoW W) — H (WD 68)) > Q6™ W) — H (6™, W) = 1(6*)). O

No podemos usar el mismo argumento para probar que los puntos limites son méaximos locales.
Es decir, no es cierto que valga (i) cuando %) ¢ M. En efecto, si 0%) € S~ M (%) es un
punto estacionario pero no un méximo de 1), DL(%)) = D10Q(*) §*)) = 0 y por lo tanto H*)
podria ser un maximo de Q(@,H(k)) sobre los 6 € Q. En ese caso, %D = 9() y no vale que
1(%*+1)) > (%)), Por lo tanto para garantizar convergencia a un méximo local necesitamos una
condicién extra: (2.20).

Teorema 2.5. Supongamos que Q) es continua y
sup Q(G,, 0) > Q(0,0) para todo 6 € S ~ M (2.20)
0’ e

Entonces todos los puntos limite de la sucesion generada por el EM {g(k)}keNo son mdzximos locales
del y {Z(O(k))}keNO converge en forma mondtona a l* = 1(0*) para algin mdzimo local 6*.

En general 2.20 es una condicién dificil de verificar y eso limita bastante la utilidad del teorema.

2.3.2. Convergencia de {#()},y

Ahora nos ocuparemos de la convergencia de la sucesién {#*},cy. Serdn necesarias condiciones
mas fuertes que las de la seccién anterior para que el algoritmo converja en este sentido. Definimos:

Sla)={0€S:1(0)=a}
M(a)={0 e M:1(0) =a}

Bajo las condiciones del teorema (2.3), [(8¥) — I y todos los puntos limite de {#*)} estan en
S(lx) (resp. M(Ix)). Si fuera que S(Ix) (resp. M(lx)) tiene un tnico elemento 6%, es decir, no hay
dos puntos estacionarios (resp. maximos locales) distintos con el mismo L#, entonces k) — 9.
Asi tenemos el siguiente resultado.

Teorema 2.6. Sea {9(]“)} una sucesion generada por el algoritmo EM que satisface las condiciones
(i) y (i) del teorema 2.3. Si S (resp. M(1x)) = {0x} donde I es el limite de {1(8%))} en el teorema
2.3 entonces 0%) — fx.
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La condicién de que S(I¥) = {#*} puede ser relajada si asumimos que |[#+TD) — 9| — 0
cuando k — oo.

Resumen de los resultados de convergencia

1. Cualquier sucesién {O(k)} generada por el algoritmo EM incrementa la log-verosimilitud y
{1(6%™))}4en, si estd acotada superiormente, converge a .

2. Si Q(v), ¢) es continua en ¥ y ¢, Ix es un valor estacionario de .

3. Si, ademas de (2), @ no se estanca en ningin 6y que sea un punto estacionario pero no un
maximo local, es decir, suppeg Q(8,60) > Q(0o,0y) entonces Ix es un maximo local de I. Esta
condicién es, en general, dificil de verificar. Como la convergencia a un punto estacionario o
maximo local o maximo global depende de la estimacién incial de 6 es recomendable correr
el algoritmo EM con diferentes estimaciones iniciales #y que sean representativas del espacio
de pardmetros ©.

4. Si, ademds de (2), no existen dos puntos estacionarios (maximos locales) distintos con el
mismo valor de [, entonces {#(*)} converge a un punto estacionario (méximo local).



Capitulo 3

Bondad de ajuste

Sean x1, x9, ..., T, observaciones independientes de una variable aleatoria con funcién de dis-
tribucién acumulada F', desconocida. Por algin motivo, sospechamos que Fj es la funcién de dis-
tribucién acumulada que gobierna esos datos y queremos saber si las observaciones x1, o, ..., T, NO
contradicen esa suposicién. Es decir, buscamos testear la validez de un modelo probabilistico.

Una manera informal de hacer esto es confeccionar el histograma de los datos y juzgar “a 0jo”
la cercania del histograma y la funciéon de densidad asociada a la funcién Fy propuesta. Este método,
al depender de la mirada del observador, es muy subjetivo. Fisher, en su libro Statistical Methods
for Research Workers comenta sobre esta manera de evaluar la bondad de ajuste:

No eye observation of such diagrams, however experienced, is really capable of discriminating
whether or not the observations differ from the expectation by more than could be ex-
pected from circumstances of random sampling.

(R. A. Fisher, 1925, p. 36). Es decir, la mera obseraciéon no es capaz de distinguir si los datos
difieren de lo que se espera de ellos bajo Fy mas de lo esperable por el azar que intervino al tomar
la muestra. En el afio 1900 Pearson introdujo el test que denominé x? (chi-cuadrado) [16]. Segiin
sus propias palabras [17], el objetivo del test es permitir al cientifico decidir si determinada curva
es un ajuste razonale de las observaciones. El test de Pearson fue el primero de los llamados test
de bondad de ajuste.

3.1. Generalidades

Las observaciones x1, x2, ..., £, son realizaciones independientes de una variable aleatoria con
distribucién F' desconocida. Sea Fj una funcién de distribucién acumulada perteneciente a una
familia de distribuciones Fo = {Fp(-,0) : 0 € © C R’}. Deseamos testear si es razonable pensar
que la muestra aleatoria fue generada por una variable con distribucién en Fy. Es decir :

Hy:FeFy wersus Hy:F¢F
La hipotesis Hy puede ser simple o compuesta. Si la hipotesis Hy es simple, la familia Fy de

28
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la hipotesis nula tiene una unica distribucién Fp, que es conocida y completamente especificada.
Podemos pensar que los parametros de la distribucién se conocen por experiencias previas o argu-
mentos tedricos. Si Hy es una hipétesis compuesta, sélo el tipo de distribucion es especificado y por
lo tanto la familia Fy contiene mas a més de una distribucién. En este caso, los parametros seran

xX 1 .2
estimados a partir de la muestra. Por ejemplo, una hipétesis simple es Hy : F(x) = / e dt
—o0o V2T
Fo(l‘)

en donde la hipdtesis que queremos testear es si los datos fueron generados por una distribucién
normal estandar. En cambio, una hipétesis compuesta es suponer que los datos son generados por
una variable con distribucién normal (sin espeficificar los pardmetros).

El espiritu de los test de bondad de ajuste es evaluar si se encontré una curva de ajuste
razonable, no afirmar que Hy sea cierta o falsa. Claro que Hy es o bien cierta o bien falsa pero el
test no pretende ser un criterio de verdad de Hy, sino una medida para testear qué tan adecuado
es un modelo probabilistico para ajustar los datos observados.

Dado un test, podemos cometer dos tipos de errores: rechazar Hy cuando es verdadera o no
rechazar Hy cuando es falsa. Usualmente se llama error de tipo I al primero y error de tipo Il al
segundo. El nivel de significacion de un test es la probabilidad de que dicho test nos conduzca a
rechazar Hy cuando en realidad es cierta, es decir, es la probabilidad de cometer un error de tipo I.

3.2. Test chi-cuadrado

3.2.1. Descripcion del test
Primer caso: Hipdétesis simples

Vamos a analizar primero el caso en donde la familia JFy contiene una unica distribucién:
Fo = {Fo} y Fo es una funcién de densidad completamente especificada (es decir, conocemos sus
parametros).
Consideremos II una particién finita de R, II : Iy, I5, ..., I, donde Iy, I, ..., I}, son intervalos.
Intuitivamente, si fuera que la cantidad de observaciones en cada intervalo no es muy distinta de
la cantidad de observaciones esperadas bajo Fpy entonces no es descabellado pensar que Fp es un
modelo aceptable para la distribucién que gobierna esos datos.
Formalmente, para 1 < j < k llamamos O; a la cantidad de datos observados en el intervalo I; y
f; a la probabilidad del intervalo I; bajo Hy:

0; = ZI{:EZ'EIJ} fi = Pr, (1)
=1

donde n es el tamafio de la muestra. Asi, la frecuencia esperada bajo Hy en el intervalo I es n f; .
Observemos que si Hy es valida, (O1, Oa, ..., Oy) tiene distribucién multinomial con pardmetros n,

(flafZa afk)

Una forma de medir la diferencia entre los datos observados y lo que se espera de ellos bajo



CAPITULO 3. BONDAD DE AJUSTE 30

Hj es

k 2
Z nf] B Z (esperados — observados)

- esperados
j:

en donde se suma el cuadrado de la diferencia en cada intervalo, ponderada por el inverso de la

frecuencia esperada. Pearson probd que bajo la hipdtesis nula T, converge en distribucién a una
variable chi-cuadrado con k — 1 grados de libertad.

Teorema 3.1. Si (01, Oq, ..., Oy) tiene distribucion multinomial con parametrosn , a = (a1, az, ...,a;) >0
entonces la sucesion

k
(na; — 0;)°
C, = —_—
]Z; naj

converge en distribucion a una variable x3_.

La demostracién puede consultarse en [18].

Como observamos anteriormente (O1,Oa, ..., Oy) tiene distribucién multinomial con pardme-
tros n, (f1, fo, ..., fr). Luego, si n es grande, podemos asumir que T, tiene distribucién X%—l' La
calidad de la aproximaciéon depende las probabilidades f;. Como se menciona en [18] si 1001 in-
tervalos tienen probabilidades 10722,10723,...,1072%,1 — 10%° para valores moderados de n todos
salvo un intervalo estardn vacios y serd necesario un n muy grande para que la aproximacién x3goo
funcione. Como una regla préctica, se suele sugerir que la eleccién de la particién sea tal que la
cantidad de observaciones esperadas por intervalo sea al menos 5, i.e., nf; > 5 para 1 < j < k.

Notacion: Llamamos X? o al percentil a de la distribucién chi-cuadrado con [ grados de
libertad. Si T es una variable aleatoria con distribucién x? entonces P(T > XIQ, W) =

Densidad
010
I
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Hy: F=Fy Hy:F#F

. . 0. 2

A partir de las observaciones x1, xo, ..., T, calcular T,, = Z?:l W
J

s SiT, > X%—l,a , rechazar Hy

= SiT, < X%_La, no rechazar Hy

Test chi-cuadrado con nivel de significacién asintético a € [0, 1] para hipétesis simples

Observemos que efectivamente el nivel asintético del test es v :

P(rechazar Hy|Hy es verdadera) = P(T,, > X%—l,a|H0) = P, (T}, > X%—La)m «

Para un conjunto de observaciones x1, z9, ..., £, fijo, llamamos p-valor al menor nivel de signi-
ficacién para el que rechazamos la hipdtesis Hy. Otra forma de interpretar el p-valor es la siguiente:
es la probabilidad de observar un valor del estadistico tan o més extremo que el observado bajo
la hipétesis nula Hy. Supongamos que para un conjunto de datos dado se evalia el estadistico del
test y se obtiene un p-valor de 0.002. Para interpretarlo pensemos que la hipdtesis nula es cierta e
imaginemos a otros investigadores repitiendo la experiencia en idénticas condiciones. El valor 0.002
nos dice que sélo dos investigadores de cada 1000 puede obtener un valor del estadistico tan o mas
extremo que el obtenido. Por lo tanto, la diferencia entre los datos y los que se espera de ellos
bajo Hy no puede atribuirse meramente a variacion aleatoria. Cuanto menor sea el p-valor mas
evidencia en contra de Hy tenemos. Por el contrario, p-valores altos indican que la probabilidad
de observar, bajo la hipétesis nula, un valor del estadistico tan o més extremo que el observado es
alta y consecuentemente los datos no contradicen la suposicién hecha en Hy. En las aplicaciones,
utilizamos el test chi-cuadrado para verificar que determinada curva Fp es un modelo probabilistico
razonable de las observaciones. Por lo tanto, si obtenemos un p-valor lo suficientemente alto no
rechazamos Hy como modelo. Usualmente se considera que los datos no contradicen la suposicién
hecha en Hy cuando el p-valor es mayor a 0.2. Vale la pena notar que nos interesaria poder controlar
el error de tipo II pero, aun en el caso de una alternativa fija, en muchos casos no es sencillo hallar
la distribucion del estadistico bajo la alternativa.

Segundo caso: Hipé6tesis compuestas

Si buscamos testear si nuestros datos tienen distribucién normal, exponencial, gamma, o cual-
quier distribucién paramétrica pero desconocemos los parametros de la distribucién, podemos es-
timarlos a partir de la muestra. En ese caso, las frecuencias esperadas en cada intervalo
nfi =n P (I) , nfs =n Py (I2) , ... , nfy = n Pp (I);) serdn aproximaciones basadas en una es-

timacion 13'0 de Fy. Con lo cual, se ve afectado el estadistico del test
1, =y iz 0
=1

La distribucion asintotica de este estadistico no es necesariamente chi-cuadrado, depende del esti-
mador de los parametros utilizado. Si el estimador de los pardmetros es asintéticamente eficiente
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(por ejemplo, el estimador de maxima verosimilitud) y estd basado en el vector Oy, Oa, ..., Oy (no
en las observaciones x1, g, ...,Z, sino en los datos ya agrupados), resulta que 7T, también tiene
distribucién asintética chi-cuadrado, pero ahora con kK — 1 — s grados de libertad donde s es la
cantidad de pardmetros estimados a partir de la muestra.

Supongamos que no disponemos de las observaciones originales =1, x2, ..., 5, pero si se conoce
01,0, ...,Or. En ese caso resulta natural basar la estimacién en ese vector. Sin embargo, en las
aplicaciones es comun disponer de las observaciones x1, x2, ..., T, con lo cual puede parecer artificial
basar la estimacién en los datos agrupados. ;Qué pasaria si basamos la estimacién en x1, za, ..., 7
Responderemos a esta pregunta en breve.

Test chi-cuadrado con nivel de significacién asintético « € [0,1] para hipétesis
compuestas

HO:FGJ:():{FQ(-,H):GEG)QRS} H12F¢./T"Q
A partir de las observaciones x1, o, ..., T, calcular O1, Os, ..., O} y estimar los pardametros

ko (nf;i=0))°

0 CR® con el estimador de maxima verosimilitud. Calcular T), = > ;4 T
J

s SiT, > X%—l—s,a , rechazar Hy

s SiT, < X%_l_s,a, no rechazar Hy

Pearson introdujé el test chi-cuadrado en una publicacién de 1900 [16] y la modificacién con
parametros estimados fue considera por Fisher [9], quien corrigié la creencia de que la estimacién
de los parametros no modificaba la distribucion limite del estadistico.

Posteriormente Chernoff y Lehmann en [7] mostraron que si para estimar los pardmetros se
usaban estimadores de méxima verosimilitud basados en las observaciones originales, la distribucién
asintética del estadistico deja de ser chi-cuadrado. Sin embargo, en la préictica se suelen usar las
observaciones x1, xs, ..., T ¥ 1o los datos agrupados. Analizando el resultado de Chernoff y Lehmann
intentaremos justificar esta practica.

Si estimamos los pardmetros a partir de las observaciones 1, s, ..., Zp, llamemos F, a distri-
bucién estimada. Luego, la frecuencia esperada en el intervalo I; serd n f; =n Pg (L5).

Sea i
- nf: —0:)2
T =3 (nf; — 0;)"
=1 nfj
Observar que Tn es como el estadistico del test T}, donde la dnica diferencia estd en cémo fueron
estimados los parametros.

Teorema 3.2. Bajo Hy, si F = Fy(-,0) con 0 € © C R?, la distribucion asintdtica de T, coincide

con la de
k—s—1

k-1
v+ D> Ny
i=1 i=k—s
donde las y; son wvartables independientes normalmente distributdas con media cero y varianza
unitaria y los \; estdn entre 0 y 1 y pueden depender de los s pardmetros.
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Notemos que la primer sumatoria corresponde a una variable XZ—I— . ¥ la segunda es una
variable positiva. Un detalle importante es que, a diferencia de T},, la distribucién limite depende de
los parametros. Quienes son exactamente los A; y una demostracién del teorema pueden consultarse
en [7].

Supongamos que basamos la estimacién en las observaciones originales x1,x2, ..., x, vy erro-
neamente suponemos que T}, tiene distribucién asintética X%_l_ - Si queremos testear con nivel de
significacién asintético «, rechazaremos la hipétesis nula si T), > X%717 s a (esto bajo la creencia

de que T, tiene distribucion asintética quf s)- El resultado de Lehmann nos demuestra que esto
no es cierto, con lo cual el nivel del test que suponemos es asintéticamente o en verdad no lo es,

P(rechazar Ho|Hy es cierta) = Pr,(Tn > X7_,_,) n— o0 k>«

Es decir, el nivel del test es mayor de lo que suponiamos: la probabilidad de rechazar la hipétesis
nula cuando es valida pensabamos que era asintéticamente a cuando en realidad es superior.

En [7], Chernoff y Lehmann nos proporcionan un ejemplo. Queremos testear si observaciones
1, T9, ..., Ty independientes son realizaciones de una variable aleatoria normal. Para la construccién
del test utilizamos los intervalos (—oo,—1),(—1,0),(0,1),(1,400). Supongamos que la muestra
efectivamente proviene de una poblacién normal con media p = 0 y varianza o? = 1. En ese caso,
A1 =08y A2 =0,2 (A1 y A2 son los autovalores de cierta matriz relacionada con el test).

La probabilidad ax viene dada por
ax=PU+ MV +XW 2 Xi_1_,4)

donde U, V y W son variables chi-cuadrado con 1 grado de libertad. Consideremos el caso oo = 0,05.
Como una cota inferior de ax se computé P(U + 0,8V > X%—1—3,0,05) = (0,12. Esto nos indica que
si utilizamos las observaciones originales x1, x2, ..., ,, para estimar los parametros, el error de tipo
I asintético no es 0.05 como se pensaba sino que es mayor a 0.12. Esto parece desalentador, pero
recordemos que en general, como nos interesa no rechazar Hy, buscamos obtener p-valores altos.

Para una muestra fija x = (z1, z2, ..., ) sea p el p-valor obtenido bajo la suposicién errénea de
que T}, tiene distribucién asintética X%—l— s ¥ sea p el p-valor verdadero. Asf, si U tiene distribucién

X%717 s v R tiene la distribucién asintética de T;, tenemos que
p=PU >Ty(2)) < P(R>Ty(z))=p.

Con lo cual p nos da una cota inferior para el p-valor del test. Si buscamos validar Hy, buscamos
obtener p-valores altos y por lo tanto tener una cota inferior para el p-valor es 1til.

3.2.2. Limitaciones

Si bien este test es usado frecuentemente presenta algunos inconvenientes y limitaciones a tener
en cuenta. Los ejemplos que se presentan a continuacién fueron tomados de [21].

= En general hay varias distribuciones que tienen la misma frecuencia esperada por clase que
la hipétesis nula. Es posible que no rechacemos la hipotesis de que determinada muestra fue
extraida de una poblaciéon normal, cuando en realidad fue extraida de otra poblacién con las
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mismas frecuencias esperadas por clase. Si la distribucién de esa otra poblacién fuera puesta
como hipdtesis nula, esta nueva Hy no seria rechazada pues el valor del estadistico del test de
Pearson serfa el mismo. Un ejemplo de esto se aprecia en la siguiente figura.

Distribucion hipdtesis nula

Distribucion hipétesis alternativa

Estan graficadas las funciones de densidad de dos distribuciones: fy v fi1. Para las clases que
se marcan en la figura, la cantidad de observaciones esperadas bajo fo y f1 coinciden (esto
lo podemos chequear graficamente: el drea bajo fo y f1 en cada intervalo es la misma). Es
necesario remarcar que el no rechazo de la hipétesis nula no es una afirmacién de que los
datos tiene esa distribucién, sino que nos da la pauta de que Hy es un modelo que no entra
en contradiccién con los datos y que, en consecuencia, podria ser adoptado. Esto no dice que
no haya otros modelos probabilisticos que también ajusten los datos de manera tan precisa
como Hy, o incluso, sean mas precisos.

= La cantidad y ancho de los intervalos que particionan la recta real puede ser elegida de muchas
maneras distintas ya que el test no impone restricciones sobre la particién. Pero no todas esas
elecciones conducen a los mismos resultados. Por ejemplo, en la siguientes figuras la linea
punteada representa la frecuencia esperada bajo Hy y los bloques las frecuencias observadas
segun las distintas particiones. Si usamos las clases LII, III y IV rechazamos Hy. En cambio,
si utilizamos I’ y I’ |, no rechazamos.

Frecuencias

T
I I 111 v

Particiones
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3.2.3. ;Cbémo elegir la cantidad y ancho de los intervalos?

Como mencionamos, la eleccién de la particién es un asunto importante. Distintas elecciones
pueden derivar en distintos resultados. Supongamos que efectuamos dos particiones distintas y
obtenemos un p-valor de 0.001 para una ( lo cual nos conduciria a rechazar Hy) y un p-valor de
0.6 para la otra ( lo cual nos lleva a no rechazar Hy). Entonces, ;Fy es o no es un buen modelo
para ajustar las observaciones? Esta pregunta es independiente de las particiones. Si testeamos la
bondad de ajuste de Fy mediante un test chi-cuadrado con nivel «, sabemos que la probabilidad
de rechazar Hy cuando es verdadera es asintéticamente «. Pero nada sabemos de la probabilidad
de que el test nos conduzca a rechazar Hgy cuando vale la hipétesis alternativa Hi. Entonces, es
razonable pensar que la particiéon debe ser elegida de manera de maximizar la potencia del test, es
decir, maximizar la probabilidad de que el test nos conduzca a rechazar Hy cuando efectivamente
Hjy no es véalida. En general, es dificil analizar la potencia de un test para hipdtesis compuestas, ya
que no se conoce una expresiéon analitica para la distribucién del estadistico T, bajo la hipdtesis
alternativa.

Propuesta de Mann & Wald

En el caso de que los pardmetros de la hipdtesis nula estén especificados (es decir, no son
estimados a partir de la muestra) y que la distribucién de la hipétesis nula sea continua Mann &
Wald propusieron una solucién, que fue publicada en [13]. Ellos proponen utilizar cierta particién,
que en un sentido que detallaremos més adelante, es Optima Para elegir las particiones del test
chi-cuadrado con nivel de significacion asintdtico « la propuesta es:

= Elegir el nimero de clases k asi:

c2

- [45 2(n—1)2]

donde n es el tamano de la muestra y ¢ es el percentil a de una distribucién N(0,1):
o0 1 2

e 2 d
c  Vam Y

= Klegir el ancho de los intervalos de manera de que la frecuencia esperada bajo Hy sea igual
para todos: ¥

Por ejemplo, si efectuamos un test con nivel de significacién « para una muestra de tamano

1000, la sugerencia es elegir k = [4 v/ W] = 59.
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Ventajas y desventajas

Primero, consideremos F(t) y F»(t) dos funciones de distribucién acumulada y definimos la
distancia entre ellas como d(Fy, F) = sup,cp |Fi(t) — Fa(t)].

e
£~<— distancia

Ventajas

Las pruebas de las siguientes afirmaciones se pueden encontrar en el articulo de Mann y Wald.

1. Se minimiza la distancia méaxima entre las funciones de distribuciéon acumulada que tienen las
mismas frecuencias esperadas por clase que la hipétesis nula. Es decir, si bien no se elimina
la primer restriccién, se minimiza la distancia entre esas alternativas.

2. La potencia del test para aquellas funciones de distribucién acumulada cuya distancia a la
funcién de distribucién acumulada de la hipdtesis nula es mayor o igual que A = % — ];% es
mayor o igual a 0,5. Es decir, la probabilidad de rechazar la hipétesis nula cuando los datos
son generados por una variable cuya funcion de distribucién acumulada esta a distancia mayor

o igual que A de la hipdtesis nula es mayor o igual a %

3. Si se elige una cantidad de clases distinta a la que propone la férmula, existe al menos una
funcién de distribucion acumulada cuya distancia a la funcién de distribuciéon acumulada de
la hipétesis nula es mayor o igual que A y la potencia del test para esa funcién es menor a
0,5

4. Cuando la hipétesis nula es verdadera, hay méas probabilidades de no rechazo que cuando es
falsa.

Desventajas

1. La teoria es asintética. Fue probada rigurosamente para muestras de tamano mayor o igual
450 y nivel de significaciéon 0.05 y para muestras de tamano mayor o igual a 300 y nivel de
significacion 0.01.

2. Elegir los intervalos de manera de que bajo Hy resulten equiprobables lleva un tiempo consi-
derable.

3. Se desconoce la potencia del test para aquellas distribuciones cuya distancia a la hipdtesis nula
es mayor que A. Mucho maés serio es el cuestionamiento de si la distancia definida es un criterio
util. Por ahi resultaria mas interesante hablar de la potencia del test para distribuciones que
son similares a la hipdétesis nula en algiin otro sentido.
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4. Se asume los parametros de la distribucién nula son conocidos.
5. La distribucion de la hipdtesis nula tiene que ser continua.
Segiin Williams en [21], la propuesta de Mann y Wald es demasiado conservadora y en la

mayoria de los casos reducir la cantidad de intervalos a la mitad no varia significativamente la
potencia del test.



Capitulo 4

Criterio de Informacion de Akaike

En la elecciéon de un modelo hay esencialmente dos pasos. Primero, elegir una o varias familias
de curvas (la “forma” que podria tener la curva de ajuste). Segundo, encontrar dentro de esas
familias la curva que ajusta los datos de forma més precisa. Este segundo paso requiere algin
criterio para medir la bondad de ajuste. El criterio de informacién de Akaike conocido como AIC
por sus siglas en inglés (Akaike Information Criterion) fue introducido por Hirotugu Akaike en la
publicacién ‘Information theory and an extension of mazximum likelihood principle’ en 1973 [1].

El paradigma tradicional de la estimacién por méaxima verosimilitud provee un mecanismo para
estimar los parametros desconocidos de un modelo con una dimensién y estructura especificados.
Akaike extendié este paradigma considerando un marco de trabajo en donde la dimensién del
modelo es también desconocida y por lo tanto debe ser determinada a partir de las observaciones.

Para un modelo paramétrico, la funcién de verosimilitud refleja la conformidad del modelo
con los datos observados. Si consideramos otro modelo parametrico méas complejo, el modelo se
vuelve mas flexible para adaptarse a las caracteristicas de los datos. Luego, si buscamos el modelo
que maximize la funcién de verosimilitud indefectiblemene elegiremos, entre los modelos posibles,
el mas complejo.

Sin embargo, es comun que el cientifico tenga el deseo de describir el mecanismo que genera
las observaciones de una forma simple. ;Qué caracteristicas hacen que una curva de ajuste sea
mas simple que otra?, ;jpor qué deberian ser preferibles las curvas menos complejas?. Si un modelo
pertenece a alguna familia paramétrica es razonable asociar la complejidad del modelo con la
cantidad de parametros independientes. La segunda pregunta abre un largo e interesante camino
de discusién filoséfica que puede seguirse en [11].

Estos dos requisitos entran inevitablemente en conflicto. Maximizar la simplicidad del modelo
usualmente requiere sacrificar bondad de ajuste (un modelo simple es menos flexible para adaptarse
a las fluctuaciones de los datos). Por otro lado, un modelo que ajuste “perfectamente” los datos
generalmente es muy complejo. { Cémo seleccionar un modelo que tenga un balance entre estos dos
requisitos? Dedicaremos este capitulo a estudiar la propuesta de Akaike.

38
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4.1. Generalidades

Disponemos de un conjunto de observaciones. Estas observaciones son los valores de alguna
variable aleatoria cuya distribucién es desconocida (o tenemos un conocimiento parcial de ella). De
la informacién provista por los datos queremos hacer inferencias respecto de los aspectos desconoci-
dos de la distribucién subyacente. Formalmente sea y = (y1, y2, ..., ¥») un conjunto de observaciones
que son realizaciones independientes de una variable aleatoria continua con funcién de densidad
g(+) desconocida. El objetivo es hallar, entre un conjunto de densidades paramétricas propuestas, la
que en algin sentido sea la que mejor aproxime la densidad verdadera g(-). En lo que sigue expre-
saremos un modelo en terminos de una funcién de densidad. El vector aleatorio y = (y1,¥2, .., Yn)
tiene funcién de densidad conjunta [[; ; g(v;) que también notaremos g(- ). Los modelos serén los
de la familia F = {F(k1), F(k2), ..., F(ki)} en donde

Flks) = {f(-10k,) : 05, = (8", 6%,...,0%) € O(k;) C R¥}

es una familia de densidades en donde el espacio de parametros tiene dimensién k;. Por simplicidad,
la notaciéon asume que cada moldelo se distingue por la dimensién k;.

Definicién Para 1 < i < [ sea le (y) el estimador de maxima verosimilitud basado en la
muestra y bajo el modelo F(k;):

0,,(y) = arg max log f(y|0y,)-
6, €Ok)

Luego, f(- |ék1 (y)) es la densidad de la familia F(k;) que mejor aproxima a g(-) en el sentido de
maxima verosimilitud.

Nuestro problema es ajustar las observaciones y = (y1,¥2,...,¥n) con algin modelo de la
familia F = {F(k1), F(ka), ..., F(k;)}. Para cada modelo (es decir, para cada 1 < i < 1), el Criterio
de Informacién de Akaike(AIC) nos propone calcular le (y) el estimador de maxima verosimilitud
bajo el modelo F(k;), luego calcular B

AIC; = 2k; — 2 log f(yl0y, (y)) (4.1)

y seleccionar el modelo cuyo valor AIC; sea minimo. En (4.1) y a lo largo de todo el capitulo log
refiere al logaritmo natural.

Podemos interpretar el valor de AIC; como una log-verosimilitud penalizada. El término de
penalizacion estéd relacionado con la cantidad de pardmetros independientes del modelo: 2k;. In-
formalmente podemos decir que al seleccionar el modelo k; que minimiza AIC; estamos eligiendo
aquel que presenta el mejor balance entre conformidad con las observaciones y dimensién del mo-
delo. Como mencionamos en la introduccién, los modelos més complejos son capaces de adaptarse
a las caracteristicas de los datos y por lo tanto el término de menos la log-verosimilitud serd menor
que en el caso de un modelo con menor cantidad de parametros independientes. Es decir, en la
eleccién del modelo hay un compromiso entre dimensién y bondad de ajuste. De alguna forma AIC
describe cuanto tiene que ser la mejora en el ajuste para preferir una curva mas compleja. Una leve
mejora no serd suficiente para compensar el término que penaliza la complejidad.

En la préactica, los valores de AIC para los distintos modelos son féciles de calcular (o al
menos de igual dificultad que calcular los estimadores de méxima verosimilitud). Esto le aporta al
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criterio mucha practicidad. Akaike meciona en [2] que una ventaja de este critero es que no necesita
elecciones subjetivas como es la del nivel de significaciéon en un procedimiento de test de hipotesis.

A medida que el tamano de la muestra n aumenta el segundo término de AIC
~ n ~
—2 log f(ylO,(y)) = =2 >_ log f(vil0y,(y)) disminuye pero el término de penalizacién 2k; per-
Y Y = Y
manece constante. Eso significa que el término de penalizacion tiene poco efecto si el tamano de
muestra n es grande. De todas formas es importante notar que cualquier problema real tiene un
tamano muestral n finito y ciertamente AIC provee una respuesta a la pregunta de cuanto tiene
que mejorar el ajuste la incorporacién de un parametro independiente antes de ser incluido en el
modelo y en qué escala debe ser medida esa mejora en el ajuste.

La interpretaciéon de AIC como la log-verosimilitud penalizada por la cantidad de pardme-
tros es bastante general y no supone ninguna condicién sobre las familias F(k;), F(k2), ..., F (ki)
de modelos candidatos considerados. Por ejemplo, puede ser usadado para comparar modelos no
anidados basados en distintas distribuciones de probabilidad. Asimismo esta interpretacién deja
el interrogante de por qué dos veces la cantidad de pardmetros es una medida de penalizacién
adecuada. El Criterio de Informacion de Akaike tiene otra motivacién, més relacionada con su
surgimiento histérico, basada en la siguiente idea: si tuvieramos una medida de distancia entre un
modelo y la distribucién verdadera, un procedimiento natural seria buscar un modelo que minimice
esta distancia. Yendo en ese sentido la divergencia de Kullback-Leibler es una herramienta clave.

4.2. La divergencia de Kullback-Leibler como medida de bondad
de ajuste

Coémo calcularla

Consideremos f(z) y g(x) dos funciones de densidad tales que el soporte no depende del
parametro. La divergencia de Kullback-Leibler entre g(z) y f(x), que notamos I(g, f) se calcula
como:

g(z) log (%) dx = E, {log (%)} si (Vx)f(x) = 0 implica g(z) =0

©.¢) en caso contrario .

1(g, f) = {{z:9(x)>0}
La expresion para la divergencia de Kullback-Leibler en el caso discreto es

k
1o (&) si (V) p; = 0 implica m; = 0
I(p,m) = i;pz 9\ = ( ) pi p i
0 en caso Contrario

donde las variables aleatorias subyacentes pueden tomar k valores distintos, la probabilidad bajo p
del i-ésimo valor es p;, la probabilidad bajo 7 del i-ésimo valor es m; con 0 < p; < 1,0 < m; <1y

k k
Zi:1 i = Zi:1 m = 1.
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Propiedades

En [12] Kullback analiza en detalle las propiedades de I(f,g). Mencionaremos solamente al-
gunas que nos seran de utilidad:

1. I(g,f) > 0si gy f son densidades distintas en casi todo punto.

2. I(g,f) =0siysolosigy f son iguales en casi todo punto.

Sin embargo, I(f, g) no es una distancia formal pues no es simétrica ni verifica la desigualdad
triangular. La propiedad 1 también es conocida como la Desigualdad de Entropia y fue probada en
el capitulo 2, pagina 23.

Interpretacion

La divergencia de Kullback-Leibler puede ser pensada como una medida de discrepancia entre
gy [ en el sentido que es cero si y sélo si g y f son iguales y es siempre positiva. En [5] se
sugiere interpretar I(g, f) como una cuantificacién de la “informacién” perdida cuando f es usada
para aproximar g. Cuando buscamos un modelo de ajuste, buscamos que este “pierda” la minima
informacién posible, esto es equivalente a buscar -entre un conjunto de candidatos- el modelo f
que minimice I(g, f). Minimizar I(g, f) es encontrar el modelo “més cercano” (en el sentido de la
divergencia de Kullback-Leibler) a la verdad.

Relacién con el estimador de maxima verosimilitud

Analizemos el caso en donde los modelos candidatos pertenecen a una tunica familia paramétrica
F=A{f(-10) : 0 € ©}. La pregunta ahora es ;Cudl es el § que hace que f(-|f) sea el modelo que
mejor se ajusta a los datos de entre los de F7?

Bajo el paradigma de méaxima verosimilitud la respuesta seria f(- \Q) donde 6 al estimador de
maxima verosimilitud de # bajo el modelo f(-|¢) basado en las observaciones y = (y1,%2, ..., yn). Por
otra parte, si utilizamos como criterio para la bondad de ajuste la divergencia de Kullback-Leibler ,
el mejor modelo de la clase F es aquel que minimiza I(g, f(-|0)) entre los § en ©. Llamamos 6* a
ese minimo. Es decir

) 9(z)
1 -19)) = l dx.
min I(g, /(- 1£)) /9(93) og <f(x,0*)) L
Entonces f(-]0*) es el mejor modelo entre los de F bajo el criterio de la divergencia de Kullback-
Leibler .

Observemos que no asumimos que la verdadera distribucion g(- ) subyacente a las observaciones
pertenece a la familia paramétrica F = {f(-|0) : § € O} que define al estimador de méxima
verosimilitud. Un resultado muy interesante en este sentido es la consistencia del estimador de
maxima verosimilitud: bajo ciertas condiciones de regularidad Q(y) converge casi seguramente a 0*

[10],[20] .
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4.3. Deduccion de AIC a partir de la divergencia de Kullback-
Leibler

La divergencia de Kullback-Leibler interpretada como una medida de discrepancia entre dos
distribuciones nos proporciona un criterio para seleccionar un modelo que ajuste las observaciones
entre los de la familia F = {F(ky), F(ka), ..., F (k) }: elegir la densidad f(-) que minimice la diver-
gencia de Kullback-Leibler entre g(-) y f(-). Es decir, seleccionaremos el modelo "més cercano” a

g(-)-

Segun lo expuesto en la seccién 4.1 el Criterio de Informacién de Akaike puede ser resumido asi:

Buscamos ajustar las observaciones y = (y1, Y2, ...,Yn) con algin modelo de la familia
F ={F(k1), F(k), ..., F(ky)} donde F(k;) = {f(- 0k,) : Oy, € O} es una familia paramétrica
donde el pardmetro 0y, tiene k; componentes independientes. Para cada modelo (es decir, para
cada 1 < i < 1) calcular le (y) el estimador de mdzima verosimilitud basado en y bajo la
suposicion de que los datos son observaciones de una variable aleatoria con funcidn de densidad
en la familia F(k;). Para cada modelo k;, calcular AIC; = —2log f(y@,ﬂ (y)) + 2k; y seleccionar
el modelo cuyo valor AIC; sea minimo. a

En esta seccién nos dedicaremos a interpretar el Criterio de Informacion de Akaike via la
divergencia de Kullback-Leibler . Para ello hay que restringir los modelos candidatos y suponer
que la “verdadera” distribucién subyacente a las observaciones y = (y1,%2, ..., ¥n) Puede expresarse
como :

fC10k) Ok = (01,...,0K) € R
Notaremos 67 al valor “verdadero ” del vector de pardmetros 0. Es decir,
g9(-) = f(10%).

Los modelos que consideraremos seran, en términos paramétricos, restricciones del vector O
Fk)={f(10r) : 0= (61,...,0k0,...,0)}.
Es decir, bajo el modelo k, el vector de pardametros estd restringido al espacio O con
Or = {(01,..., 01, Ops1, . ) €ERE 1 0y =00 = ... =0 =0}.

Naturalmente, asociamos k con la dimensiéon del modelo. Extendiendo la notaciéon de la seccién
anterior llamamos 6; al argumento que minimiza la distancia de Kullback-Leibler entre f(-|0}) vy
las densidades de F(k):
07 = argmin I(f(- 16}0), £(: 6x)).
0,LEO

Asimismo notaremos 6 al estimador de méaxima verosimilitud bajo el modelo k:

A~

Ok (y) = arg max log f(y|0k).-
0L€EOK
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Por tdltimo, simplificaremos la notacién para la divergencia de Kullback-Leibler asi:

(o, B) == I(f(:-|a), F(-]8)) = / f(zla) log (;Ex:g;) .

Como disponemos de una muestra aleatoria y = (y1,%2,...,¥n), podemos calcular ék(g) y
estimar la divergencia de Kullback-Leibler entre g(-) = f(-0%) v f(-10%), 1(0%,0;), como

1(0%, 0kly)) = /f(:rw}}) log <m> d

La consistencia del estimador de maxima verosimilitud fundamenta esta estimacion.

Si pudieramos calcular 6} y por lo tanto I(6},6;) podriamos juzgar la bondad de ajuste en
comparacién con el modelo perfecto I(6},0%) = 0. Pero la realidad es que no conocemos 6, solo
la estimacién 6y (y). Con probabilidad 1, ) no es igual a 6 y entonces

105, 0k (y)) > I1(0%, 0}).

Por otro lado, el estimador ék(y) varfa segin la muestra y = (y1,¥2,...,yn) Observada. Por lo

tanto, tiene sentido minimizar el valor esperado Ey[I(0}, 0y, (y))] més que el valor verdadero (pero
desconocido) I(0%,0;). Intuitivamente

Ey[I(0%,0k(y))] = Ey | Eo; [-2log f(x0)]

9=ék(y)]

representa la separacién esperada entre la verdadera densidad f(- |0} ) y los modelos con estructura
f(-10%). Todas las esperanzas son tomadas con respecto a la verdadera distribucién f(- |6} ), mas
alla de la notacién utilizada para la variable aleatoria involucrada (y y x en este caso).

Por todo lo expuesto tiene sentido el siguiente criterio:
Seleccionar el modelo f(-10;) € F(k) que minimice Ey[I(0k, ék(g))] (4.2)

Si interpretamos la divergencia de Kullback-Leibler como una medida de discrepancia entre
modelos, aquel que minimiza (4.2) es aquel que minimiza la separacién esperada entre f(-[07)
y los modelos considerados. De todas formas, no es posible calcular E,[I(6%, ék)] ya que depende
de la verdadera distribucién f(- |0%). En su trabajo, Akaike propone AIC} como un estimador de
E,[I(8%,6})]. Se presenta a continuacién la justificacién de esta tltima afirmacién tal como se ex-
pone en varias publicaciones (por ejemplo mirar [1], [2], [4] v [8]). Entiendo que esta es la manera en
que lo concibié Akaike y, si bien algunas aproximaciones estan dudosamente justificadas, sirve como
una motivacién para entender el Criterio de Informacién desde la perspectiva de la divergencia de
Kullback-Leibler .

En la pagina 26 de [12] Kullback presenta la siguiente aproximacién:

I, 8) 2 Ll 6113, (4.3)
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ol

Esta aproximacion se consigue desarrollando I(«a, ) en su serie de Taylor con respecto a su
segundo argumento alrededor de § y es valida bajo ciertas condiciones de regularidad sobre f
siempre y cuando « y ( sean lo suficientemente cercanos (en norma Euclidea).

donde J es la matriz

()ij = Es

(100 e16) g-toas )

Sea y = (y1,¥2, ..., Yn) Una muestra aleatoria de una variable aleatoria con densidad f(-|60%).
Usando la aproximacién (4.3) tenemos que

* 0\ Ay 1 * 2
(0, ) = 5110k — Okl|5 (4.4)

9=9F<]

Vale la pena notar que no es algo necesariamente evidente que 6% y 0} estén cerca en norma Euclidea
(salvo para k = K). Siguiendo las referencias mencionadas continuamos con la deduccién asumiendo
que la aproximacion (4.4) es buena. Usando la aproximacién (4.3) para I(0}, i) tenemos que aquel
que minimiza la divergencia de Kullback-Leibler (que notamos ) es la proyeccién ortogonal de 65
sobre O}, con la métrica inducida por J en R,

donde J, de dimensién K x K, es la matriz

(s = g | (gploaf(elo) sy toaf a10))

(RE[|-115)

Oy

Retomando (4.4) nos queda que:
21(05, 0x) = |16 — kIl
= 110 — Ox1I7 + 116 — Okl15
y por lo tanto
20 E1(05,00)] = E [n 105 — 61113] + B [|[Vn(@ - 6)I13]

) . (4.5)
= n |10 = 03113 + B ||[Va(0; — 0013
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Por la normalidad asintética del estimador de maxima verosimilitud (para una prueba mirar
[10]) |[v/n(0; — 0x)||% tiene distribucién asintética chi-cuadrado con k grados de libertad. Entonces
(4.5) queda:

2nE[1(0%, 0)] = n ||0f — 6115 + k

=0+ k. (46)

Observemos que § = n ||} — 05||% es desconocido pero deterministico. En su trabajo original,
Akaike estimé ¢ usando los resultados de Wald [19] sobre la distribucién asintética del estadistico
del test del cociente de maxima verosimilitud . Bajo ciertas condiciones de regularidad el estadistico
del test

(y:|0x)
—9log\ = 2§ jz j||9’“)
i|\VK

tiene distribucién asintotica chi-cuadrado no central con v = K — k grados de libertad y parametro
de no centralidad § = n ||03 — 6;]|3. Como E[—2log A — §] = v entonces —2log A —§ = v y por
lo tanto § = —2log A — nu. De esta forma (4.6) queda:

InE[I(0,0,)] =0+ k
= ~log f(ylfy) + 2og(ylfx) — (K — ) +
= —2logf(y 0) + 2k + 2log( \éK)—

En las aplicaciones practicas, K puede ser conceptualmente infinito o no estar definido clara-
mente. Como nos interesa hallar el modelo k que minimice 2nE[I (6}, 0x)] basta calcular

AIC), = —2logf(y|0y) + 2k
ignorando 2log(g|§K) — K que es un término comin a todos los modelos.

Vimos entonces que, si n es suficientemente grande y valen las aproximaciones hechas
E [20E[1(05,00)] — (2logf(ylfe) + 2k + 2og(yldx) — K )| =0, (4.7)
En efecto,
E [20E[1(05,0)] — (2logf(ylfe) + 2k + 2og(yldx) - K) |
—E [QnE[I(H}, 60)] — (—2logh — 5+ 6 — (K — k) + k:)]
= 2nE[I(0%,0)] — E[-2logh — 8] — (0 + k) + (K — k)
= 2nE[I(0%,0)] — (n [|0% — O;[[5 + k)
= 2nE[I (0}, 0x)] - Eln 10% — 63115 + IV (0 — 0013 = 0

4.4. Valores AIC de referencia

Los valores de AIC son importantes: modelos con valores AIC' similares debén ser igualmente
considerados. Ahora bien, ;Qué cantidad constituye una diferencia considerable en los valores de
AIC? Burnham y Anderson en [6] proponen lo siguiente:



CAPITULO 4. CRITERIO DE INFORMACION DE AKAIKE 46

AIC,L-AICin ‘ evidencia empirica para el modelo k

0-2 sustancial
4-7 considerablemente menor
> 10 esencialmente ninguna

donde AIC), =2k — 2 log f(y|0,(y)) v AICmn = min AICy



Capitulo 5

Una aplicacién a datos reales

5.1. Dinamica y transporte intracelular

El citoplasma celular puede entenderse como un fluido complejo. A modo de ejemplo uno pue-
de compararlo con una gelatina. Asi, si uno pusiera dentro de una gelatina unos granitos chiquitos
de arena se quedarian en el lugar donde los pusimos, mientras que en el agua podrian difundir
facilmente. Lo mismo pasa en la célula: compuestos relativamente grandes no se pueden desplazar
de un lugar a otro por difusién. Entonces, la célula usa otros mecanismos de transporte: los motores
moleculares. Estos motores son proteinas muy interesantes ya que, si uno les da energia suficiente,
se mueven dando pasos de entre 8 y 36 nandmetros por el citoesqueleto. El citoesqueleto estd com-
puesto, entre otros filamentos, por microtibulos y filamentos de una proteina llamada actina, que
actian como “autopistas”. Tantos los microtibulos como los filamentos de actina son los “carriles”
que utilizan los motores para moverse. Hay determinados motores que sé6lo caminan por microtibu-
los mientras que otros lo hacen a lo largo de filamentos de actina. Los motores moleculares se unen
a la carga que necesita ser transportada y la llevan caminando de un lado a otro por los filamentos
del citoesqueleto [15].

Asi, el efectivo sistema de transporte de la célula estd integrado por filamentos polimerizados
(filamentos de actina y microtiibulos) y motores moleculares, proteinas que utilizan energia provista
por hidrélisis de ATP para desplazarse a través de los filamentos. Existen 3 familias de motores
responsables del transporte de organelas en células: kinesina y dineina, los cuales se desplazan sobre
los microtibulos hacia su extremo positivo y negativo respectivamente, y miosina, que se traslada a
través de filamentos de actina. Los motores responsables del transporte a lo largo de microtibulos
(dineina y kinesina) son capaces de movilizar cargas ya sea hacia el centro celular o bien hacia su
periferia, asegurando el correcto posicionamiento de las mismas. Es decir, el transporte conducido
por dichos motores ocurre de manera bidireccional.

Durante los tltimos anos diversos autores han propuesto modelos explicativos con el objetivo
de comprender la dindmica del transporte. Uno de los modelos sugeridos es el de regulacion, en
donde tanto motores kinesina y dineina (motores de polaridad opuesta) estdn unidos a la carga pero
solamente un tipo de motor esta activo en un momento determinado. Por otro lado, tenemos el
modelo de “cinchada”(tug-of-war) de acuerdo al cual motores de polaridad opuesta ejercen fuerza

47
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sobre la carga y el equipo que ejerce mas fuerza neta sobre la carga en un momento dado seria el
que determina la direccién del transporte.

El grupo de Dindamica y Transporte Intracelular del Departamento de Quimica Bioldgica de la
FCEN se propone explorar, entre otras cosas, como las propiedades biofisicas de los motores afectan
el transporte bidireccional en células vivas. La investigacién se realizé en células S2 de Drosophila
melanogaster. Estas celulas se caracterizan por la formacién de procesos (mirar 5.1) en presencia
de un agente despolimerizante de actina. Vale la pena aclarar que aqui la palabra procesos no hace
referencia a algo que transcurre en el tiempo sino que es un término biolégico para senalar cierta
parte de la célula. Los procesos estan constituidos por microtiibulos uniformemente orientados con
el extremo positivo hacia la periferia celular y el negativo hacia el centro celular, lo cual permite
restringir el estudio sélo al transporte conducido a través de microtibulos.

(A) (B)

5um

Figura 5.1: (A): esquema de una célula con procesos. (B): imagen real obtenida por microscopia de
contraste de fase.

En particular, estudiaron el transporte bidireccional conducido por kineina I y dineina cito-
plasmética de peroxisomas (una organela) en los procesos. En el caso de estudio los peroxisomas
son la carga transportada por los motores. Es decir, serfan como el granito de arena en la gelatina,
no se desplazan por difusion, necesitan algiin motor. Cabe aclarar que la dindmica del transporte
se infiere a partir del comportamiento de la carga.

En el laboratorio utilizaron como herramienta la técnica de seguimiento de particula tnica
(SPT), la cual permite obtener la posicién de una particula individual a lo largo del tiempo, es decir,
su trayectoria. Por medio de esta técnica obtuvieron la posicién de las organelas con precisién de
~ 5 nm y con una alta resolucién temporal (10 ms), por lo cual las trayectorias obtenidas pudieron
ser analizadas cuantitativamente para obtener informacién muy precisa sobre el mecanismo de
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movimiento a nivel molecular. Los peroxisomas (la carga) son marcados fluorescentemente y se
registra su trayectoria por microscopia de fluorescencia. Todo lo que describe el comportamiento
de los motores se infiere a partir de la dindmica de las cargas transportadas por los motores (que
son las si se puden observar). Se presenta un resumen del sistema biolégico en estudio.

Kinesina |
—_—
proceso -
[] 7. +
h peroxisomas
("la carga")
Dineina

Microtibulos

sabemos donde esta el Nucleo por lo que
podemos saber la direccion del movimientoy por
ende que motor actia

(sobre ellos caminan los
motores llevando los
peroxisomas)

Resumiendo: en células S2 y utilizando la técnica SPT los investigadores del grupo de Dindmica
y Transporte Intracelular obtuvieron las trayectorias de los peroxisomas. En las mismas, observaron
largos tramos correspondientes al transporte conducido por dineina (transporte hacia el nicleo) o
kinesina I (transporte hacia la periferia), presencia de reversiones (cambios en la direccién del
movimiento) y periodos de pausas u oscilaciones donde no hay transporte.

Las trayectorias fueron divididas en fragmentos unidireccionales e ininterrumpidos (runs)
correspondientes al transporte conducido por dineina y kinesina I asi como también se identifica-
ron los periodos de pausas u oscilaciones. A la distancia recorrida durante un run se las llamé run
length. Antes de seguir es importante entender qué es considerado un run. Supongamos que la carga
transportada tiene un movimiento unidimensional (s6lo se mueve a lo largo del eje que determina
el microtibulo) y que su trayectoria viene dada por el siguiente gréfico de posicién en funcién del
tiempo:

posicion S —
x4

run length 3

pausa
—x3o

run length 2

runlength 1 | x24

x1le

x0 [ to t1 t2 t3 t4 t5 tiempo

Aqui vemos que de ty a t; la carga avanza en sentido positivo con cierta velocidad. En t; su
velocidad aumenta y de ¢ a t3 hay una pausa. De t3 a t4 avanza en sentido negativo y en t4 vuelve
a cambiar el sentido del movimiento. Finalmente en t5 la carga se desprende del microtibulo. De
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tp a to la carga se mueve ininterrumpidamente en un tnico sentido y por lo tanto tenemos lo que
definimos como un run. La distancia recorrida durante ese tiempo es lo que en la figura esta marcado
como run length 1. Los run lengths 1 y 3 corresponden al motor kinesina (avance hacia la periferia
de la célula, i.e., en sentido positivo) mientras que el run length 2 corresponde al motor dineina
(avance en sentido negativo). La simplificacién al caso de un movimiento unidimesional fue para
entender el concepto de run ya que en la realidad el movimiento es bidimensional. A continuacién
vemos un grafico de una trayectoria real. En la figura (A) tenemos un grafico de y versus x y en (B)
estd graficada la posicién en funcién del tiempo (para x e y simultaneamente) de un peroxisoma.
En rojo se marcaron los plus end runs (es decir, los runs que se corresponden con un movimiento
hacia la periferia de la célula), en azul los minus end runs (se corresponden con un movimiento
hacia el nicleo) y en negro los periodos de pausas u oscilaciones donde no se registra transporte.

A y B 0 x
1000 %
1 &
e g 600 k
500 1q ._‘.-."
0 J : |1'imu_I: i]nd nm ol It ¥
plus end run
"‘f mm oscillations ﬂ-‘
-500 4 =
A EOD
f '
S1000 1 tiempo
X 1200 p

LA B B B B B B B il 5 10 15 20
-600 -app -200 [ 200 400 &0D

Figura 5.2: Trayectorias reales

En el experimento en células vivas obtuvieron las trayectorias de aproximadamente 350 peroxisomas.
Sus trayectorias fueron divididas en runs (entre 1 y 4 runs por trayectoria) y luego se clasificaron
los run lengths correspondientes al motor dineina y kinesina. De esta forma obtuvieron 269 run
lengths correspondientes al motor dineina y 202 correspondientes al motor kinesina I.

Conocer la distribucién de las distancias recorridas a lo largo de los runs (run lengths) respectivos

a cada motor puede ayudar a comprender los mecanismos que regulan la actividad de los motores
moleculares. La informacién que proporcionan los run lengths esta relacionada con cuanto fue capaz
de caminar a lo largo del microtibulo antes de separarse de él. Vale la pena aclarar que la separa-
cién del microtibulo no es exclusiva de que el(los) motor(motores) se “apagaron”, puede haberse
separado por otros motivos. Asi, si la distribucién de los run lengths resulta monoexponencial se
puede inferir que el(los) motor(motores) se despegaron juntos del microtibulo con probabilidad
constante. Sino, dos 0 méds mecanismos regulan la distancia recorrida. En lo que sigue, utilizaremos
las técnicas descriptas en los capitulos 3 y 4 para ajustar las observaciones de los run lengths del
motor kinesina I.
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5.2. Eleccion de un modelo

5.2.1. Los modelos candidatos

El problema, en otros términos, es identificar un modelo que ajuste las observaciones de los
run length del motor kinesina. Se propusieron los siguientes:

1. Exponencial FWIN) =X e 0

2. Biexponencial flylp, A1, A2) =p A\ e_/\lyl{y>0} +(1—p) A2 e_/\QyI{y>0}

3. Triexponencial mezcla convexa de 3 exponenciales

4. Cuatriexponencial mezcla convexa de 4 exponenciales

5. Gamma flyla,N) = %e”‘yya_l[{wo}

6. Bigamma fylp,an, Ay 02, X0) = p pk(zll)eﬂlyyarlf{y>o} +(1-p) ng)eﬂ?yyazflf{wo}
7. Trigamma mezcla convexa de 3 gammas

8. Cuatrigamma mezcla convexa de 4 gammas

Para realizar la eleccién se dispone de una muestra de 202 valores. Como todos son mayores a
450, fueron calibrados sustrayendole 450 a cada uno. Ademads, se eliminé una observacién que era
un outlier severo. De aqui en mas llamamos observaciones a la muestra “calibrada” y depurada.
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Figura 5.3: Histograma y Boxplot de la muestra calibrada y depurada



CAPITULO 5. UNA APLICACION A DATOS REALES 52

5.2.2. Implementacion y resultados

Asumimos que la muestra proviene de observaciones independientes de una variable aleatoria
con distribucion F desconocida. Para cada uno de los modelos paramétricos propuestos llamamos &
a la cantidad de parametros independientes de dicho modelo. Para cada modelo propuesto testeamos

Hy: FeF, Vs Hy :F¢&F;

donde Fj es la familia paramétrica con k pardametros independientes. Recordemos que el p-valor
del test es la probabilidad de haber observado lo que efectivamente se observé (o algo més extremo)
bajo Hy. Asi, p-valoles altos nos indican que los datos no contradicen la suposicién hecha en Hy,
es decir, que no hay evidencia en contra de la hipétesis nula y por lo tanto asumimos que el ajuste
es bueno. ;Qué tan grande tiene que ser el p-valor para considerar que el ajuste es bueno? En la
literatura hay consenso en pedir un p-valor mayor a 0.2. Cuanto mayor el p-valor, menos evidencia
tenemos en contra de la hipétesis nula.

Para poder calcular los p-valores fue necesario computar los estimadores de maxima verosimilitud
bajo el respectivo modelo. Para el caso de las familias que son mezcla convexa de gammas se utilizo el
paquete mixtools de R que permite calcular estimadores de maxima verosimilitud via el algorimo
Expectation-Maximization. Para el caso de mezcla convexa de exponenciales se utilizé una imple-
mentacion propia del algorimo EM segiin los detalles que se dieron en el ejemplo 5 de la pagina 16.
Ademas de las observaciones y la cantidad de componentes de la mezcla la implementacién recibe
como input la cantidad maxima de iteraciones y un valor ¢ que serd usado como criterio de para-
da. Los parametros iniciales con los que se empieza a iterar se construyen de la siguiente manera:
si proponemos un modelo con J componentes, la proporcion inicial se obtiene normalizando tres
observaciones de una variable uniforme en el [0, 1]. Segin esas proporciones dividimos los datos en
J grupos y en cada uno estimamos el parametro A de una exponencial como la inversa del prome-
dio de las observaciones en ese grupo. La implementacion también permite comenzar a iterar con
parametros dados por el usuario. Para mas detalles el cédigo se encuentra en el apéndice.

El test x? supone una eleccién de ancho y cantidad de intervalos. En este caso se hizo el andlisis
con dos particiones independientes, que llamaremos I1; y II5. La primera tiene 10 intervalos mientras
que la segunda tiene 15.

El Criterio de Informacion de Akaike nos proporciona otra forma de evaluar qué tan bien
ajusta cierto modelo a los datos observados pero ahora teniendo en cuenta la dimensiéon del mismo.
Para el k-ésimo modelo calculamos:

AICy, = 2k — log f(y|0x(y))

donde recordamos que k es la cantidad de parametros libres en el modelo, y son las observaciones y

Qk (y) es el estimador de maxima verosimilitud bajo el modelo. Podemos interpretar que el modelo
con menor valor AIC es aquel que presenta el mejor compromiso entre dimensién y ajuste.

En la siguiente tabla figuran los p-valores de los respectivos tests x? y el valor AIC para cada
modelo. Siempre se corroboré que la cantidad de observaciones esperadas (bajo el modelo) para
cada intervalo de la particién sea al menos cinco.
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Modelo k parametros estimados p-valor | p-valor AIC
(IL) (I13)
Exponencial 1 A= 0,000979 0.01608 | 0.03605 | 3189.47
Biexponencial | 3 p = (0,56834,0,43166) 0.1126 0.5378 | 3178.279
A= (0,0019997, 0,0005855)
3-exponencial | 5 p = (0,436, 0,1305, 0,4334) 0.0356 0.35636 | 3182.168
A= (0,002012,0,001979, 0,0005867)
4-exponencial | 7 p = (0,2238,0,1206, 0,2231, 0,4325) 0.0057 0.1929 | 3186.368
A= (0,002011,0,002011, 0,001988, 0,000586)
Gamma, 2 a = 0,8141 0.02542 0.1127 3185.443
A = 0,000797
Bigamma 5 p = (0,28868,0,71132)
& = (3,03512,0,73445) 0.24271 | 0.50992 | 3179.119
A= (0,0068819, 0,000585)
3-gamma 8 p = (0,34657,0,18213,0,4713)
& = (1,0862, 10,0728, 1,2582) 0.10779 | 0.61595 | 3181.923
A= (0,004143,0,01802, 0,000715)
4-gamma 11 p = (0,502085,0,19341, 0,2858, 0,018699)
& = (1,086, 10,0642, 3,6675, 107,8470) - 0.25399 | 3183.989

A

(0,003164,0,01751,0,001715, 0,01588)

Vale la pena observar en la tabla la variabilidad que tiene el p-valor segin la particion elegida.
Por ejemplo, para el modelo 3-exponencial, el p-valor del test es 0.10779 si la particién utilizada es
II; mientras que si utilizamos Ils es 0.61595. Para el caso de una mezcla convexa de cuatro gammas
la cantidad de parametros independientes (11) supera a la cantidad de intervalos de la particién
II; y por lo tanto no podemos realizar el test x2.

Vemos que los criterios de seleccién utilizados sugieren que el modelo biexponencial y bigamma
son los mas adecuados para ajustar los datos de los run lengths del motor kinesina. Estos modelos
presentan los valores AIC més bajos y el p-valor obtenido en los respectivos test x? para la particién
IT5 supera a 0.5. En la siguiente figura vemos estos dos ajustes (en linea punteada el bigamma y en
linea continua el biexponencial) sobre el histograma de los datos segin IIs.

1
8000
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En la figura siguiente vemos el histograma de los datos (segun la particién dada por II; a la
izquierda y segin la particién dada por Iy a la derecha), junto con la densidad segin los parametros
estimados del modelo exponencial (en linea continua negra) y en rojo la frecuencia esperada para
los intervalos bajo el modelo. Se presentan las mismas figuras de andlisis para los diferentes modelos
propuestos.
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Figura 5.4: Gréficos para el modelo exponencial
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Figura 5.5: Graficos para el modelo biexponencial
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Figura 5.6: Graficos para el modelo 3-exponencial
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Figura 5.7: Graficos para el modelo 4-exponencial
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Figura 5.8: Gréficos para el modelo Gamma
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Figura 5.9: Graficos para el modelo Bigamma
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Figura 5.10: Graficos para el modelo 3-gamma
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Figura 5.11: Grafico para el modelo 4-gamma

5.2.3. Simulaciones

;, Qué podemos esperar ver bajo el modelo biexponencial?, jque seria razonable observar si en
realidad la muestra responde a un modelo exponencial, gamma, bigamma, 3-gamma o 3-exponencial?
Para responder estas preguntas simulamos una muestra de 200 de observaciones independientes de
una variable biexponencial (resp. exponencial, gamma, bigamma, 3-gamma, 3-exponencial) con los
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parametros del ajuste hecho en la seccién anterior y luego las analizamos como lo hicimos con la
muestra real. Este procedimiento lo repetimos 200 veces. Reportamos la mediana de los valores
AIC obtenidos y la proporcién de p-valores mayores 0.2. La particiones utilizadas constan, en todos
los casos, de 15 intervalos.

Modelo p>0,2 AIC Modelo p>0,2 AIC
Exponencial 0.755 | 3174.053 Exponencial 0.42 3174.107
Biexponencial | 0.695 | 3177.387 Biexponencial 0.75 3171.257
3-exponencial 0.5 3181.648 3-exponencial 0.585 | 3175.245
Gamma 0.765 | 3175.476 Gamma 0.75 3170.339
Bigamma 0.63 3178.472 Bigamma 0.62 3173.013
3-gamma 0.423 | 3184.878 3-gamma 0.445 3180.43

Cuadro 5.1: Muestra exponencial

Cuadro 5.2: Muestra gamma

Modelo p>0,2 AIC Modelo p>0,2 AIC
Exponencial 0.13 3171.467 Exponencial 0.06 3169.811
Biexponencial | 0.715 | 3155.617 Biexponencial | 0.415 | 3159.675
3-exponencial 0.57 3158.701 3-exponencial 0.65 3163.152
Gamma 0.43 3161.72 Gamma 0.115 | 3165.302
Bigamma 0.585 | 3162.194 Bigamma 0.59 3157.097
3-gamma 0.4 3168.194 3-gamma 0.38 3166.139

Cuadro 5.3: Muestra biexponencial

Cuadro 5.4: Muestra bigamma

Modelo p>0,2 AIC Modelo p>0,2 AIC
Exponencial 0.16 3172.045 Exponencial 0.04 3170.43
Biexponencial | 0.755 3158.318 Biexponencial | 0.355 3157.643
3-exponencial 0.585 3162.16 3-exponencial 0.22 3161.613
Gamma 0.43 3166.239 Gamma 0.105 | 3166.972
Bigamma 0.63 3161.408 Bigamma 0.465 3158.929
3-gamma 0.37 3170.38 3-gamma 0.41 3166.304

Cuadro 5.5: Muestra 3-exponencial

Cuadro 5.6: Muestra 3-gamma

En casi todos los escenarios el criterio AIC senala como mejor modelo a aquel que efectivamente
generd las observaciones. Las excepciones son los casos de muestras 3-exponenciales y 3-gamma en
donde, en ambos casos, el modelo biexponencial es el elegido por el Criterio de Informacién de
Akaike. Asimismo el test x? que coloca como hipétesis nula al verdadero modelo que generd las
observaciones tiene una proporcién bastante alta de p-valores mayores a 0.2.



Apéndice A
Cddigos

A.1. Parametros iniciales

# expmix.parametrosIniciales

#INPUT

# x : observaciones

# prop : proporciones inciales

# landaa : estimacion inicial de landa
# k : cantidad de componentes

#0UT

# prop : proporciones iniciales

# landa: estimacion inicial de landa
# k : cantidad de componentes

expmix.parametrosIniciales<-function (x, prop = NULL, landaa = NULL, k = 2)
{
n <- length(x)
if (is.null(prop)) {
prop = runif(k) # las proporciones las inicializo normalizando una uniforme
prop = prop/sum(prop)
}
else k = length(prop)
if (k == 1) {
x.bar = mean(x) }
else {
ind = floor(n * cumsum(prop))
x.part = list()
x.part[[1]1] = x[1:(ind[1] + 1)] #divido los datos en proporciones segun prop
for (j in 2:k) {
x.part[[j]] = x[ind[j - 1]:ind[j]]
¥

x.bar = sapply(x.part, mean)

}
if (is.null(landaa)) {
landaa = 1/x.bar }
list(prop = prop, landaa = landaa, k = k)
}
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A.2. Expectation Maximization para combinacién convexa de exponciales

#expmixEM

#INPUT
# Y: observaciones

# p: proporciones iniciales

# landa : estimacion de parametros incicial

# J : cantidad de componentes

# maxit: cantidad maxima de iteraciones

# epsilon : criterio de parada

#0UT

#p : proporciones estimadas

#landa : parametros estimados

#loglik: log verisimilitud

#all.loglik: todas las log-verosimilitudes calculadas
#ft : nombre de la funcion (expmixEM)

source("exp_init.R")
expmixEM<-function(Y, p = NULL , landa = NULL, J = 2, maxit = 1000, epsilon = 1e-05, graficos=NULL){

n<-length(Y)

densidady<-function(y,LANDA,P){# densidad de yl|p, landa
aux<-0
for (j in 1:length(P)){ aux <- aux + P[jl*dexp(y,LANDA[j])}
return(aux)

3

# Parametros Iniciales (eleccion segun expmix.parametrosIniciales)
iniciales<-expmix.parametrosIniciales(x = Y, prop = p, landaa= landa, k=J)
p.estimado<- iniciales$prop

landa.estimado <- iniciales$landaa

p.estimado.new<-rep(NA,J)
landa.estimado.new<-rep(NA,J)

#algoritmoEM

iter <- 0

diferencia <- epsilon + 1

11.0ld<-sum(log(densidady(Y, landa.estimado, p.estimado)))
all.11l<-c(11l.0ld)

while ( diferencia > epsilon && iter< maxit ){
iter <- iter + 1
for(j in 1:1){
numLanda<-0
denLanda<-0
#p.estimado y landa.estimado son las estimaciones actuales de p y landa
for (i in 1:n){
pIJmonio<- (p.estimado[j] * dexp(Y[il],landa.estimado[j]))/ densidady(Y[i],landa.estimado,p.estimado)
denLanda<-denlLanda + pIJmonio * Y[i]
numLanda<-numLanda + pIJmonio
}
landa.estimado.new[j]<-numLanda/denLanda
p.estimado.new[j]<-numLanda/n
}
#reasignacin de variables antes de pasar a la proxima iteracion
landa.estimado<-landa.estimado.new
p.estimado<-p.estimado.new
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11.new<-sum(log(densidady(Y,landa.estimado, p.estimado)))
diferencia<-1l.new-1l.0ld
#agrego la 11 con los parametros recien estimados
11.01d<-11.new
all.ll<-c(all.ll,11.01d)

}# fin while

if (iter == maxit){
cat("\ Cuidado, no converge. Se alcanzo el nmero mximo de iteraciones\ \n ")
}
a = list(p = p.estimado, landa = landa.estimado, loglik = 1ll.new
,all.loglik = all.1ll , ft = "expmixEM")
class(a) = "expmixEM"
a

}
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