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Resumen

El objetivo principal de esta tesis es estudiar un algoritmo exacto para
el problema de job-shop scheduling, basado en programacién dinamica, que
fue propuesto en [6]. El algoritmo es de complejidad exponencial, lo cual
resulta natural dado que el problema de job-shop scheduling es NP-Hard [3].
Sin embargo, es también exponencialmente mejor que la fuerza bruta. De
este modo, representa un pequeno avance en un sentido poco frecuente, dado
que la mayor parte de la literatura dedicada a la resolucion de problemas
NP-Hard apunta al desarrollo de nuevas heuristicas.

El algoritmo construye soluciones iterativamente y por etapas. En ca-
da etapa se cuenta con un conjunto de soluciones parciales cada una de
las cuales es expandida en la etapa siguiente a través del agregado de una
nueva operacion. La naturaleza exponencial del algoritmo radica en el creci-
miento exponencial de estos conjuntos. Al seguir la linea de un planteo por
programacién dindmica, la formulacién del problema propuesta en [(] per-
mite comparar soluciones parciales con el objetivo de descartar algunas de
ellas. Esto contribuye a mejorar la eficiencia practica del algoritmo. Nues-
tra implementacion mejora la original, dado que incorpora nuevos criterios
de comparacién que permiten reducir considerable el niimero de soluciones
parciales construidas por el algoritmo.

Al tratarse de un algoritmo exacto, éste permite resolver en tiempos acep-
tables instancias relativamente pequenas del problema, pero no instancias
medianas o grandes. Para estos casos, implementamos una variante heuristica
que consiste esencialmente en acotar arbitrariamente el niimero de soluciones
parciales generadas en cada etapa. Si bien esta heuristica permite encontrar
soluciones cercanas al 6ptimo en instancias que resultaban inabordables con
el algoritmo exacto, su eficiencia dista de la de otras técnicas heuristicas
estudiadas en la literatura.

El primer capitulo esta dedicado a la introduccién de nociones basicas de
problemas de optimizacién combinatoria, mientras que el segundo presenta
los rudimentos de la programacién dindamica. En el Capitulo 3 se plantea el
problema de job-shop scheduling. El cuarto capitulo representa el corazén
de la tesis: alli se realiza la formulacion del problema, siguiendo la linea de
[6], se presenta el esquema del algoritmo y se demuestra que efectivamente
encuentra una solucion éptima. La demostracién de este hecho dada en el
articulo original contenia errores que aqui son salvados. En el Apéndice se
muestra, con un contraejemplo, la falsedad de alguna de las afirmaciones de
[6]. En el Capitulo 5 se detalla nuestra implementacién y se estima su com-
plejidad. La técnica heuristica es presentada en el sexto capitulo, mientras
que el séptimo esta dedicado a la exposicién de los resultados obtenidos.
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1. Introduccién y nociones basicas

Introduccion

En este capitulo introductorio explicaremos conceptos fundamentales y
nociones basicas sobre problemas de optimizacién. Estas ideas nos serviran
en los futuros capitulos para poder atacar el problema principal de este tra-
bajo desde un punto de vista estructurado, lo que facilitara la exposicién y
comprension.

Dado que la intencién no es agobiar al lector con infinidad de definiciones
formales, la explicacién de los conceptos en esta introduccién se hara de forma
breve, concisa e informal. Por otra parte, entendemos que una explicacion
exhaustiva de estos conceptos excede largamente el ambito de esta tesis, por
lo cual nos limitaremos a exhibir las nociones minimas e indispensables.

1.1. Problemas de optimizacion y optimizacién combi-
natoria

1.1.1. Problemas de optimizaciéon e instancias del problema

Empezaremos definiendo qué es una instancia del problema:

Definicién 1.1. Una instancia de un problema de optimizacion serd un par
(S, f) donde:

e S es un conjunto de puntos.
e f:5 — R una funcion que se desea minimizar.

De este modo, resolver la instancia (S, f) de un cierto problema consis-
tird en encontrar sy, € S tal que

F(sopt) = min{f(s)}

El el conjunto de soluciones S se denomina conjunto de soluciones factibles
y serd el espacio de busqueda de la solucién dptima s,,;. Las solucién factibles
seran aquellas que cumplan una serie de reglas propias o restricciones del
problema.

A la funcién f : S — R la llamaremos funcional o funcion de costo. f
representar cuantitativamente la cantidad a optimizar.

Cabe destacar que cualquier problema de maximizacion cuyo funcional
sea f(s), puede ser visto como un problema de minimizacién definiendo un



nuevo funcional ¢g(s) = —f(s). En este sentido, la representacién en la Defi-
nicién 1.1 abarca ambos casos.

Observemos que cualquier instancia puede ser vista como un caso parti-
cular de un problema de optimizaciéon. Asi, podremos definir un problema de
optimizacién de la siguiente forma:

Definicién 1.2. Un problema de optimizacion serd el conjunto L de todas las
instancias asociadas a dicho problema. Por lo tanto, consideraremos que un
determinado método resuelve un problema si es capaz de resolver cualquier
instancia 1 € L dada.

1.1.2. Problemas de optimizacién combinatorios

Basicamente, los problemas de optimizacion combinatorios son problemas
de optimizacion en donde el conjunto de soluciones factibles es finito. Mas
formalmente:

Definicién 1.3. Una instancia de un problema de optimizacion combinatoria
serd un par (S, f) tal que:

o S={s1,---,s,} es el conjunto de puntos factibles.
e f: 5 — R una funcion que servird para evaluar cada punto factible.

Resolver esta instancia del problema consiste en encontrar Sop, € S tal
que

Fsopt) = min {f(s:)}

Proposicion 1.1. Cualquier instancia (S, f) de un problema de optimizacion
combinatoria, con S # (), tiene, al menos, una solucién dptima.

Demostracién. Como S # 0, #(S) =n es finitoy f : S — R, entonces existe
un dnico minimo del conjunto {f(s) : s € S}. O

La anterior proposicion pone de manifiesto la principal caracteristica de
los problemas de optimizacion combinatoria: admiten solucién 6ptima. Cabe
resaltar que en la Proposicién 1.1, la unicidad se corresponde con el valor
minimo de las soluciones factibles, pero no con la cantidad de soluciones
optimas. De hecho, en muchos problemas existe mas de una soluciéon 6ptima.



1.1.3. Grafos

Como el conjunto de soluciones factibles es finito, muchos problemas de
optimizacién combinatoria pueden ser representados graficamente utilizando
grafos finitos.

Definicién 1.4. Un grafo dirigido G se define como un par (V, E), donde
V' es un conjunto cuyos elementos son denominados vértices ¢ nodos, y E
es un conjunto de pares no ordenados de vértices que reciben el nombre de
aristas o arcos.

Si Vo= {vy, - ,v,}, los elementos de E se representan de la forma
(vi,vj), donde i # j. Ademds, diremos que v; y v; son adyacentes si (v;,v;) €
E.

Por altimo, G serd ponderado si para cada arista (v;,v;) € E existe una
funcion f : E — R que le asigne un numero real, que llamaremos costo o
peso de la arista.

Haremos uso de las siguientes definiciones:
Definicién 1.5. Dado G = (V, E) un grafo,

1. Un camino en G serd una sucesion de nodos vi,vs,- -+ , Vg, tales que
v; Y Vir1 son adyacentes para i =1,--- ,k — 1. Notaremos este camino
COMO Uy — Vg — + -+ —> Ug.

2. Un ciclo en G serd una sucesion de nodos que comienza y termina
en el mismo nodo: vy, vy, -+ U, V1, tal que (v;,v; + 1) € E para i =
Lo+ k—1y (vgv) € E.

3. Un grafo G = (V, E) se dird conexo si Vv, w € V : 3 un camino entre
vy w.

4. Un grafo G = (V, E) serd un arbol si es conexo y no contiene ciclos.
Los nodos v € V' en los que incida una unica arista serdn las hojas del
arbol.

Para ilustrar como un problema de optimizacién combinatoria puede ser
representado mediante un grafo, expondremos el siguiente ejemplo.

Problema 1. Camino minimo

Dado un grafo dirigido, aciclico y ponderado G = (V,E, f), un nodo
nictal v y un nodo final w, queremos hallar el camino de minimo costo entre
v y w, donde el costo de un camino ug — u; — Uy — -+ — U, Se define
como la suma de los pesos de sus aristas:

(2

flug = up = ug — -+ = uy,) = Z J((ui, uiga))
=0,---,n—1



En la Figura 1 podemos ver una instancia particular de este problema,
compuesta de 9 nodos y 12 aristas

Figura 1: Instancia de un problema de camino minimo

En esta instancia, una posible solucién podria ser la exploracion de todos
los caminos que salen de v y llegan a w. Este procedimiento, conocido en
la literatura como biusqueda exhaustiva o fuerza bruta, genera el grafo de la
figura 2 para la instancia anterior, al que llamaremos drbol de busqueda.

Vo- V 4 v->2->3 8- v-32->3->5 12- v->1-»3->5>w 16 v->2->4->6->w
1- v->1 5- v-32->4 9- v->2->3->6 13- v->1->3->6->w 17- v->2->4->7->w
2-v->2 6 v->1->3->5 10- v-»2->4->6 14- v-»2->3->5->w
3 v->1->3 7- v-»1->3-56 11- v-32-54-57 15- v-32-53->6->w

Figura 2: Arbol de busqueda correspondiente a la instancia de la Figura 1

Podemos identificar los siguientes elementos en el arbol de busqueda:

4



= Un nodo raiz vy que representara el estado inicial del problema.

» Los vértices de la tultima etapa u hojas del arbol. Cada hoja representa
una solucién factible diferente.

» Cada nodo salvo el nodo raiz y las hojas representan estados inter-
medios entre el estado inicial y las soluciones factibles. Estos estados
intermedios seran llamados soluciones parciales, dado que constituyen
potenciales soluciones factibles que auin se encuentran incompletas.

= Una serie de caminos que llevan desde el nodo raiz a una solucién
factible (hoja), que denominaremos ramas. Asi, cada solucién parcial se
ramificard en mas soluciones parciales dependiendo de las restricciones
del problema.

= Cada solucion parcial se encuentra a una determinada cantidad de
vértices del estado inicial (o de los estados finales). Esta cantidad
sera denominada como nivel o etapa. Asi, la k-ésima etapa tendra nodos
que estén a k nodos del nodo raiz (o de las hojas).

En determinadas ocasiones es posible descartar una determinada ramifi-
cacion dentro del arbol de busqueda. Por ejemplo: si al realizar el recorrido
exhaustivo del arbol del busqueda del ejemplo se ha considerado la solucion
v—2—4—T7— w, cuyo costo es 9, puede descartarse la solucién par-
cial v - 2 — 3 — 6 cuyo costo también es 9, pero debera inevitablemente
aumentar para alcanzar el nodo w. Esta accién de descarte de soluciones
parciales se denomina poda.

Como los problemas de optimizaciéon combinatoria tienen finitas solu-
ciones factibles, en general, las ramificaciones seran también finitas, permi-
tiéndonos representar graficamente la forma en que resolveremos los proble-
mas mediante arboles de busqueda. Esta forma de representacién es 1til no
solo porque facilita el entendimiento, sino también porque nos permite apli-
car técnicas conocidas o desarrollar métodos alternativos dependiendo de la
estructura propia del problema.

1.1.4. Cotas

Para cualquier problema de optimizacién podemos definir genéricamente
dos tipos de cotas:

Definicién 1.6. » Cotas inferiores de soluciones parciales: CI(x) es una
cota inferior de la solucion parcial x st Vs € S tal que 3 un camino
desde x hasta s se cumple que f(s) > CI(x).

3



» Cotas superiores: C'S es una cota superior del problema si f(sop) <

Cs.

Observemos que de la definicién anterior se pueden concluir los siguientes
resultados:

1. Toda solucién factible s es cota superior del problema, pues f(s) >

minges{f(s)} = f<50pt)~

2. 51 CS = f(s) y CI(z) > CS, entonces Vs’ en alguna rama de a:
f(s) < f(s'). Luego, s serda una mejor solucion que todas las soluciones
factibles en ramas de z, por lo que podremos podar dichas ramas.

1.2. Algoritmos
1.2.1. Definiciones y nociones basicas

En general, para poder resolver problemas no triviales se debe desarrollar
una metodologia que pueda computar la solucién a dicho problema. Para
ello, se implementa en una computadora lo que se conoce como algoritmo.

Definicién 1.7. Un algoritmo consiste en un conjunto ordenado de opera-
ciones sistematicas, que permite hacer un calculo y hallar la solucion de un
problema. Dados un estado inicial y unos parametros de entrada, siguiendo
los pasos sucesivos se llega a un estado final, obteniéndose asi dicha solucion.

A esta transicién desde el estado inicial al estado final la llamaremos
ejecucion del algoritmo.

Para que un algoritmo pueda resolver una instancia de un problema de
optimizacién, debe tener las siguientes propiedades.

» Validez: el algoritmo es valido si efectivamente el estado final es una
solucion Optima Syp;.

= Finitud: el algoritmo debe terminar su ejecucién en finitos pasos.

1.2.2. Complejidad algoritmica

Supongamos que tenemos un problema, y dos algoritmos que lo resuelven.
En este caso, ;Cudl resulta la mejor eleccién? La respuesta es: el algoritmo
mas eficiente, es decir, el algoritmo que menos recursos en tiempo y espacio
(de memoria) consuma.

La complejidad o costo de un algoritmo es una medida de los recursos
(tiempo, memoria) que requiere su ejecucién en funcién del tamarno de la

6



instancia del problema. El tamano de una instancia viene dado por la can-
tidad de informacién que es necesaria para especificarla. Por ejemplo, en el
problema de camino de minimo costo, una instancia queda determinada por
la cantidad de nodos en V, las ramas en E y los valores de los costos de estas
ramas, y el tamano de la instancia es esencialemente |V| + 2|E| (cantidad
de nodos més cantidad de arcos, més cantidad de costos). Dado que los cos-
tos sélo aumentan el tamano real de la instancia en un factor fijo (2 veces
el nimero de aristas), suele asumirse que el tamano de una instancia viene
dado simplemente por |V|+ |E|. En general, cuanto mayor es el tamaifio de la
instancia puntual que se desea resolver, mayor es la dificultad para resolverla.

La complejidad de un determinado algoritmo estard dada por el nime-
ro de operaciones que éste debe realizar para hallar la soluciéon 6ptima, en
funcion del tamano de cada instancia particular. Para la realizacién de este
computo se toman en cuenta las operaciones consideradas elementales. Es
decir, tipicamente: la suma y el producto de escalares y la asignacion de va-
lores a variables. Es importante observar que en muchos casos, operaciones
en apariencia simples (como por ejemplo evaluar la funcién de costo) pueden
resultar, en realidad, sumamente costosas, en la medida en que acumulan
gran cantidad de operaciones elementales.

La principal caracteristica de la complejidad, definida como una funcién
del tamano de la instancia, es que no depende de la capacidad de cada maqui-
na para ejecutar el algoritmo, sino que resulta una medida intrinseca de la
bondad del algoritmo.

En general, calcular el nimero exacto de operaciones que realizard un
algorimo para resolver una determinada instancia puede resultar sumamente
engorroso y poco practico. Por lo tanto, expresaremos la complejidad no con
una féormula exacta, sino a través de un criterio de comparacion:

Definicién 1.8. Sean f,g: N — N dos funciones. Diremos que el orden de
crecimiento de g es del orden del de f y notaremos g = O(f), si IK € Ry
tal que Yn € N : g(n) < Kf(n), (excepto a lo sumo un nimero finito de
valores de n).

Tipicamente, dado un cierto algoritmo, y asumiendo que se tiene una
instancia de tamano n, calcularemos la cantidad ¢(n) de operaciones que el
algoritmo deberd realizar en el peor de los casos y diremos que la complejidad

es O(c(n))'.

LA veces esta nocién de complejidad recibe el nombre particular de complejidad en
el peor caso. También puede calcularse la complejidad en el mejor caso y la complejidad
en el caso promedio. La combinacién de estas nociones permiten afinar el analisis de los
algoritmos. Aqui seguiremos el enfoque cldsico que se limita a la complejidad del peor
caso.



1.2.3. Teoria NP

En esta subseccién veremos como pueden clasificarse la mayoria de los
problemas de optimizacion desde el punto de vista de la complejidad. Esta
clasificacién es sumamente importante en la practica, ya que nos dara una
idea a priori de la dificultad del problema.

Debido a que la teorfa es muy extensa, abordaremos los conceptos fun-
damentales a titulo informativo, con el solo objeto de realizar un encuadre
general del problema de Job Shop Scheduling.

Como la teoria N P se enfoca desde problemas de decisién, comenzaremos
por definir que significa que un problema sea de decision.

Definicién 1.9. Diremos que un problema es de decision si la respuesta a
dicho problema es ST ¢ NO.

Por ejemplo, el siguiente problema es un problema de decisiéon:

Definicién 1.10. Dado un grafo G = (V, E), entonces, un camino hamilto-
niano de G serd un camino que visita todos los vértices v € V una sola vez.
St ademas el ultimo vértice visitado es adyacente al primero, el camino es un
ciclo hamiltoniano o circuito hamiltoniano.

Problema 2. Ciclo hamiltoniano
Dado un grafo G = (V, E), ;Existe un ciclo hamiltoniano en G ¢

Para ser mas especificos, supongamos que tenemos una instancia del pro-
blema anterior dada por el grafo de la Figura 3. En rojo se puede ver un
circuito hamiltoniano dentro del grafo. La numeracién de los nodos es sim-
plemente a modo de definir un comienzo y un final.

Si bien la instancia es pequena (12 vértices y 22 aristas), no parece ser
sencillo definir si hay un circuito hamiltoniano en G. No obstante, si de algtiin
modo obtuviéramos el camino detallado en rojo, no nos seria dificil validar
si es un circuito hamiltoniano.

Sobre este concepto se basa la teoria NP. Un problema de decision
serda NP si nos es posible responder en forma eficiente si una posible so-
lucién es factible 6 no. Mas formalmente:

Definicién 1.11. Diremos que un algoritmo es polinomial si su complejidad
es O(n*), donde n es el tamario de la instancia y k € N.

Definicién 1.12. Un problema de decision pertenece a la clase NP (polino-
mial no-deterministicamente) si dada una instancia de ST y un candidato a
solucion s, existe un algoritmo polinomial que verifique si s es efectivamente
solucion o no.



Figura 3: Grafo y circuito hamiltoniano (rojo)

Se deja entrever de la anterior definicion que un algoritmo sera eficiente
si es polinomial. No obstante, un algoritmo polinomial no tiene por qué ser
necesariamente eficiente, puesto que esta claro que un algoritmo con comple-
jidad O(n'%%) resulta inttil en la practica pese a ser polinomial. Sin embargo,
siguiendo la teoria clasica de problemas N P, asumiremos que un algoritmo
polinomial es bueno en oposicion a los algoritmos con complejida exponencial
(por ejemplo, complejidad O(2™)).

Otra observacién importante es que verificar la validez de una solucién
siempre serda mas facil que encontrar dicha solucién. Aun asi, en muchos
problemas de decisién se puede hallar la soluciéon que nos permite respon-
der afirmativamente el problema en forma eficiente (es decir, mediante un
algoritmo polinomial).

Definicién 1.13. Un problema de decision pertenece a la clase P (polino-
mial) si existe un algoritmo polinomial para resolverlo. Es importante re-



marcar que resolver un problema de decision implica, de ser posible, hallar
una solucion s que muestre que la respuesta al problema es ST y, en caso
contrario, garantizar que la respuesta es NO.

De las Definiciones 1.12 y 1.13 resulta sencillo observar que P C NP. En
este sentido, se podria decir que los problemas en P son los problemas mas
fdciles de N P. Por este motivo, diremos que los problemas de la clase P son
tratables.

En relacién con la dificultad de cada problema, podemos definir un criterio
mediante el cual se puedan comparar dos problemas de decisién y establecer
cudl de ellos es el mas dificil de resolver.

Definicién 1.14. II y IT" problemas de decision, que poseen respectivamente
conjuntos I, Ity de instancias y conjuntos Yy C Iy, Yiv C Iy de instancias
cuya respuesta es afirmativa.
Diremos que f : Iy — Iy es una reduccién polinomial de IT' en 11 si f
se computa por un algoritmo polinomial y Vi € Iy i € Yir < f(i) € Y.
Notaremos dicha reduccion como 11" oc T1.

Estd claro que si IT" o< IT y contamos con un algoritmo g que resuelve II
polinomialmente, entonces podremos resolver II' en forma eficiente utilizando
el algoritmo polinomial g o f. Diremos, por lo tanto, que II resulta al menos
tan dificil de resolver como IT'.

Definicién 1.15. Un problema Il es NP — completo si se cumplen:
1. l1e NP
2.VII' e NP : II' < I1

Observemos que resolver eficientemente un problema N P—c implicaria re-
solver eficientemente todos los problemas N P. Por esto, los problemas NP —c
son considerados como los problema NP mas dificiles.

A priori, no esta claro que existan problemas en la clase NP — ¢, ni como
hallarlos.

Observemos que si f, g son reducciones polinomiales, entonces la compo-
sicién de ambas f o g (go f) también lo es. De aqui no es dificil deducir que
vale la transitividad entre reducciones polinomicas:

Proposicion 1.2. Si II,II', 11" problemas de decision tales que 1" oc II" y
IT" < II, entonces 11" o< II.

Ahora, supongamos que nuestro problema II es NP, y sabemos que II’ es
NP — c. Luego, si Il o< I, entonces I serd NP — c. En efecto:
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= [[e NP
» VII” € NP, II" < IT" ATI" o IT = 11" o II por la Proposicién 1.2

Luego, para poder establecer si un problema es NP — ¢, necesitaremos
hallar una reducciéon polinomial de un problema NP — c en el anterior. Este
hecho, hace que todos los problemas N P — ¢ sean equivalentes en dificultad.

En 1971, Cook demostré que el problema llamado 3 — SAT es NP — c.
A partir de este primer problema, utilizando reducciones polinomiales se ha
probado la pertenencia a NP — ¢ de un gran numero de problemas. Por
ejemplo, el problema del camino hamiltoniano es NP — c.

Observemos que las definiciones de P y de NP — ¢ son cualitativamente
diferentes. NP — ¢ se define a través de una propiedad que vincula a un
problema en NP con los demds, mientras que la clase P es caracterizada de
manera empirica a través de una propiedad (la existencia de un algoritmo
polinomial) que en principio s6lo depende del problema considerado. Si pu-
diésemos encontrar un problema Il en P N NP — ¢, entonces resolviendo 11
y reduciendo todos los problemas de N P en II, obtendriamos que NP = P.
Dada que hasta el momento ha sido imposible tanto reducir un problema que
se sabe en NP — ¢ a otro en P, como hallar un algoritmo polinomial para un
algoritmo en NP — ¢, se sospecha fuertemente que la NP —cN P = (), y por
lo tanto NP # P. Sin embargo, el problema de la relaciéon entre Py NP — ¢
sigue abierto. Ha habido muchos intentos fallidos de demostraciones de que
PN NP —c=1{, y otros més tantos de que P = NP.

Ahora bien, dado que nos interesa trabajar con problemas de optimizacion
buscaremos aplicar la teoria N P a este tipo de problemas. Nos preguntamos,
entonces: ;Como se relacionan los problemas de optimizacién con los proble-
mas de decisién?

Todo problema de optimizacién admite una version de decision:

Definiciéon 1.16. Sea II un problema de optimizacion. Dado k un niumero,
podemos asociar a I1 un problema de decision dado por la pregunta: jexiste
una solucion factible s de Il para Iy tal que f(s) < k si el problema es de
minimizacion (o f(s) >k si el problema es de mazximizacion)?

Para clarificar el tema, introduciremos el siguiente ejemplo:

Problema 3. Viajante de comercio

Dada una lista de ciudades, las distancias entre cada par de ellas y una
ciudad de origen scudl es la ruta mds corta posible que visita cada ciudad
exactamente una vez y regresa a la ciudad origen?
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El problema del viajante de comercio (también conocido como Traveling
Salesman Problem o T'SP) es el ejemplo més estudiado y famoso dentro de
la optimizaciéon combinatoria.

En su versiéon de decision, el problema podria ser enunciado asi:

Problema 4. Viajante de comercio, version de decision

Dado un numero k, una lista de ciudades, las distancias entre cada par
de ellas y una ciudad de origen gexiste una ruta que sea mds corta que k que
visita cada ciudad exactamente una vez y regresa a la ciudad de origen?

Esencialmente, el T'SP en su versién de decision es equivalente a decidir
si existe un circuito hamiltoniano entre las ciudades que tenga un costo fi-
nal menor que k. Este problema resulta atin mas dificil que el problema de
decisién 2, ya que se ha incorporado una restriccién sobre los pesos de las
aristas.

A este tipo de problemas de optimizacién cuyos problemas de decisién son
NP—cselosllama NP—HARD. Las instancias medianas de estos problemas
son realmente dificiles de resolver en tiempos razonables, mientras que las
grandes resultan practicamente imposibles de resolver en forma éptima. Por
esta razon, este tipo de problemas son llamados intratables.

1.2.4. Algoritmos exactos y heuristicas

Si aceptamos la conjetura de que N P # P, debemos resignarnos a aceptar
que no existen algoritmos polinomiales capaces de resolver problemas NP —
HARD. Es decir: todo algoritmo que resuelva un problema NP — HARD
resultara al menos exponencial y su ejecucién para instancias medianas de-
mandara un tiempo inaceptable.

A modo de ejemplo, supongamos que tenemos una instancia del problema
del viajante con 10 ciudades, todas interconectadas entre si. El problema del
viajante es NP — HARD, de modo que asumiremos que no existen algorit-
mos polinomiales que lo resuelvan. Si pretendiésemos aplicar, por ejemplo,
un algoritmo de fuerza bruta, deberfamos analizar 15! ~ 102 posibles reco-
rridos del viajante. Si asumimos que una computadora moderna es capaz de
computar el costo de un recorrido en un milisegundo segundos, el tiempo de
resolucién de la instancia serfa de 10%s ~ 31afios.

En casos como este, la eficiencia del algoritmo resulta mas importante
que su validez, por lo que se prioriza el tiempo de ejecucién por sobre la
obtencién de la solucion 6ptima.

La practica comiun es desarrollar algoritmos que intenten encontrar una
solucion factible lo més cercana posible al 6ptimo, pero que no necesariamente
cumpla la condicién de optimalidad.
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De esta forma, distinguiremos dos grandes grupos de algoritmos:

= Algoritmos exactos: son aquellos para los cuales se tiene la certeza de
que la solucién devuelta es la solucion éptima del problema. No tienen
restricciones sobre su complejidad.

» Heuristicas: son algoritmos que encuentran una buena solucién (es de-
cir, una soluciéon que podamos considerar aceptable segin parametros
establecidos) y cuya complejidad es polinomial, por lo que son conside-
rados eficientes. No obstante, la solucién devuelta puede no ser 6ptima.

Para ejemplificar estas categorias, centrémonos en el problema 1.

Una posibilidad seria hacer un algoritmo que haga una lista de todos los
posibles caminos entre el nodo inicial y el final, y luego, calcule en cual de
ellos se da el minimo de la funcién de costo. Este algoritmo explorara todo el
arbol de busqueda descrito en la Figura 2 para la instancia propuesta. Esta
clase de algoritmos son denominados algoritmos de fuerza bruta o biusqueda
exhaustiva y, si bien son algoritmos exactos, resultan muy ineficientes. Su
utilizacion se reduce a problemas de tamano muy pequeno.

Por otro lado, podriamos ir construyendo un camino iterativamente, eli-
giendo las aristas con menor peso en cada paso, hasta llegar al final. Este
tipo de algoritmos llamados algoritmos golosos son heuristicas. En la instan-
cia propuesta del problema, este algoritmo elegira el camino s = v — 1 —
3 — 5 — w comparando sélo los costos de las opciones en cada solucién
parcial. El valor final es f(s) = 10 para este caso. No obstante, el éptimo de
dicha instancia se da en el camino s, = v = 2 = 4 — 7 — w, con una
funcién de costo final de f(sqp) = 9.
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2. Programacion Dinamica

2.1. Descripcion del método
2.1.1. Procesos de Decision en Miltiples Pasos

La Programacién Dindmica (en adelante PD), fue desarrollada para el
tratamiento y resoluciéon de Procesos de Decision en Multiples Pasos. Para
dar una idea de estos procesos muy informalmente, podemos describirlos de
la siguiente manera:

Un Proceso de Decision en Multiples Pasos consta de un sistema fisico
que para cada instante de tiempo ¢ se encuentra en un determinado estado,
descripto mediante variables cuantificables. En determinados momentos, hay
que tomar decisiones sobre este estado que tendran un costo definido. Cada
decisién produce una transformacion del estado original en un nuevo estado,
a tiempo t + 1. Asi, se llega a un estado final o terminal, que es producto
de una cadena de transformaciones anteriores. En este estado final se hace
una valuacion de las variables mediante una funcién objetivo. Idealmente,
se quiere conocer la cadena de decisiones para que el costo de llegar a este
estado final sea minimo (o maximo).

Hay una gran cantidad de problemas que pueden ser formulados como
procesos de decisién en multiples pasos. Mencionaremos algunos rapidamen-
te:

Planificacién de la produccién

Procesos de Markov

= Programacién de pacientes en medicina clinica

Politicas de inversion y asignacion de presupuestos

2.1.2. El principio de optimalidad

Supongamos ahora que debemos resolver el problema del camino minimo.
Recordamos que el objetivo final del problema es hallar una camino minimo
entre un nodo inicial u y un nodo final v dentro del grafo pesado G = (V, E, ¢).
Idealmente, consideraremos que el grafo es conexo, por lo que el problema
resulta factible.

Para resolver el problema, definiremos conjuntos de nodos V; de la si-
guiente forma.

1. En principio, al nodo Vy = {v}.
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2. Definiremos V; como el conjunto de nodos adyacentes a los nodos de
Vb, 0, en este caso, adyacentes al nodo final v.

3. Asi, podremos definir V; como el conjunto de nodos adyacentes a los
nodos de V;_;

Siguiendo este procedimiento, como el grafo tiene finitos nodos y aristas,
eventualmente llegaremos al nodo inicial u, el cual constituira el conjunto V,
(Vi, = {u}). n serd, pues, la cantidad de nodos en el camino més largo entre
uy .

De esta forma, tendremos que V' = J;_, V;. Ademds es claro que V;NV; =
() sii # j. Luego, el conjunto {V;}"_, es una particién del conjunto de vértices
V.

Supongamos ahora que tenemos un camino 6ptimo entre u y v: u —»
w; — wy — - -+ — wy, — v. Observemos que, dado que el camino de u a v es
6ptimo, entonces el camino w; — w;y; — - -+ — v resulta un camino 6ptimo
entre w; y v. En efecto:

Demostracion. Supongamos que no. Definiremos la funcién f que da el costo
final de un camino dado de la siguiente forma:

i
L

flxy = 29— - '$n) = C(%’, fl?i+1)
1

B
Il

/

. . o ,
Luego, existe un camino 6ptimo w; — Wi

de w; — wjy1 — v tal que

— .. 'U,U);- = wj, diferente

f(w;—>w;.+1—>...—>v)<f(wj—>wj+1%..._>v)

Ahora, podremos construir un camino entre u y v como u — w; — -+ —>
/
Wi — w; — Wiy — - — v. Entonces

flu—= = wi = wy = wy, — - =)=

=flu—=w — - = wj)+ fwy = wj, — - —=v) <
<f(u—>w1—>---—>wj_1)+f(wj+wj+1—>---—>U):
flu—= - —=wj_g = w; = wjg — - =)

por lo que el camino inicial no es éptimo, lo que conlleva a un absurdo. [
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Esta observacion, en apariencia sencilla 6 trivial, se denomina Principio
de optimalidad, y constituye el pilar fundamental de la PD. Veamos como
podemos aprovechar dicha propiedad para resolver el problema.

Definiremos f : V' — R la funcién que asigna a cada vértice u € V el
costo del camino 6ptimo entre u y v. Luego, el principio de optimalidad puede
expresarse de la siguiente forma:

f(u) = Cyw T f(w)

donde w es el nodo que sigue a u dentro del camino éptimo, y ¢, denota
el peso de la arista (w,w’).

De la anterior expresién podremos independizar el hecho de que w sea el

siguiente nodo a u en el camino minimo, de la siguiente forma:

flu) = min ey + f(w)
w:(u,w)eE

Esta expresién se deduce basicamente de la anterior: si sabemos el camino
6ptimo entre el nodo w y v para cada w tal que (u,w) € E, entonces el
camino 6ptimo entre un nodo anterior u y v sera el que agregue el minimo
costo a f(w). A esta ecuacion se la llama ecuacidn funcional 6 ecuacion de
Bellman.

Ahora, definiremos p : V\Vy; — V\V,, a la funcién correspondiente de
asignar a cada vértice w el camino 6ptimo entre w y v, es decir, p(w) serd el
camino 6ptimo de una instancia del problema que toma a w como nodo ini-
cial. Observemos que esta funcién en principio podria no estar bien definida,
en el sentido de que puede haber més de un camino 6ptimo partiendo de w.
No obstante, hay formas de resolver esta ambigiiedad de forma adecuada,
por lo que no nos preocuparemos por este problema.

Dentro de este contexto, nuestro objetivo final es hallar f(u) y p(u). Asi,
la funcién f nos permitira obtener el costo del camino minimo, mientras que
p ird guardando como se construye dicho camino. Asi, iremos calculando la
solucién iterativamente para cada ¢ = 0,1,---n — 1, de atrds para adelante,
de la siguiente forma:

f(w) = min c(w,w') + f(w)

weV;,w €V, (w,w')EE
p(w) = arg min c(w,w') + f(w)
weV;w' €Viqr,(w,w')eEE

El método planteado calcula primero f(w) y p(w) para cada w € V;. Luego,
utiliza esta informacién para calcular f(w), para cada w € V3. El proceso
continua hasta llegar a w € V,,_;, para luego obtener la soluciéon éptima

().
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No obstante, hay que agregar que para calcular f(w) y p(w) para w € V7,
necesitaremos saber f(w) para w € Vj, o, equivalentemente, f(v). Esto no
tiene sentido, ya que no existe un camino entre v y v. Podriamos pensar que
el costo de llegar de v a v es nulo, por lo que definiendo f(v) = 0 queda bien
determinados el resto de los cédlculos.

Este tipo de condiciones que resultan necesarias para poder comenzar con
las iteraciones se llaman condiciones de borde. Dichas condiciones se definen
en términos de cada problema, y se aplican tanto a los nodos iniciales 6 finales
dependiendo de como se desarrolle el método.

Para que la exposicion del método resulte mas clara, resolveremos la ins-
tancia expuesta en la Figura 1.

En principio, hagamos la particion correspondiente a la instancia:

V():{w}v ‘/i:{57677}> ‘/2:{374}7 ‘/:’3:{172}7 ‘/4:{1]}

Una vez hecha la particion, procederemos a calcular los valores de f y p
iterativamente:

» f(5) =min{f(w) +c(B,w)}=0+2=2; p(5)=w

» f(6) =min{f(w) +c(6,w)} =0+2=2; p(6)=w

» f(7) =min{f(w) +c(T,w)} =0+4=4; p(7)=w

» f(3) = min{f(5) + ¢(3,5), f(6) + ¢(3,6)} = min{2 + 2,2 4+ 3} =
4 pB3) =5

» f(4) = min{f(6) + c(4,6), f(7) + c(4,7)} = min{2 + 4,4+ 1} =
5 p4) =7

» (1) =min{f(3) +¢(1,3)} =4+4=8; p(1)=3

» f(2) = min{f(3) + ¢(2,3), f(4) + ¢(2,4)} = min{4 + 3,5 + 1} =
6; p(2) =4

» f(v) = min{f(1) + c(v,1), f(2) + ¢(v,2)} = min{8 + 2,6 + 3} =
9; p(v) =2

Asi, hemos hallado camino minimo, que es v — 2 — 4 — 7 — w, y cuyo
valor de retorno es 9.

Observemos que si hubiéramos utilizado un algoritmo de fuerza bruta,
en este caso, tendremos que construir los 17 nodos del darbol de busqueda
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de la Figura 2. Luego, para construir los caminos y sus valores de retorno,
tendremos que realizar en total 17 sumas. Finalmente, tendremos que hallar
el minimo de las 6 soluciones completas, lo que se puede hacer ordenando
los valores de retorno de cada una de ellas. La mayoria de los algoritmos
hacen esto en 5 operaciones aproximadamente, por lo que tendriamos que
realizar como minimo 22 operaciones. Utilizando PD hemos hecho 12 sumas
y 4 comparaciones, lo que equivale a 16 operaciones bésicas.

Se puede apreciar como se han reducido la cantidad de operaciones nece-
sarias, ain cuando el tamano de la instancia es muy chico. La potencia de la
aplicacion de PD se hace més notoria a medida que las instancias crecen en
cantidad de nodos y de aristas. Por ejemplo, una arista entre el nodo (6,7)
con peso 1 hubiera aumentado la cantidad de sumas en 3 y la cantidad de
hojas en 2, por lo que necesitariamos 5 operaciones adicionales para la fuerza
bruta; mientras que para PD sélo necesitaremos 2 operaciones adicionales (1
suma y 1 comparacién).

2.1.3. El método general

Para ilustrar la formulacion mediante PD, supongamos que tenemos un
Proceso discreto deterministico. Podemos describir este tipo de procesos co-
mo procesos de decisién en miltiples pasos en los que el sistema esta descrito
a cualquier tiempo t por x; = (z},--- ,z7") € 2 C R™, donde () representa
una region del espacio restringida por la naturaleza del problema. A diferen-
cia de estos procesos, existen problemas que tienen un caracter estocdstico,
y, por lo tanto, el sistema es descrito con cierta incertidumbre, representada
generalmente por funciones de distribucién de probabilidad.

Introduciremos notacion para facilitar la comprension de los ejemplos y
formalizar la nocién de procesos de decision.

Definicién 2.1. Definiremos los siguientes items:
= t € N representard la variable temporal.
v 2(t) = (x1(t), -+ ,x,(t)) serdan las variables cuantificables.

» Bl paru = (t,z(t)) representard a cada estado. Llamaremos U al con-
junto de estados.

s A su vez, sobre cada estado u habrd que tomar una decision d de un
conjunto de posibles decisiones que notaremos como D(u).

w Al elegir d € D(u), el estado u se transformard a un nuevo estado
v. Notaremos como T(u,d) a la transformacion asi definida. Luego,
v=(t+1,2") =T(u,d).
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La anterior notacién sirve para definir la nocién de estado, como también
la forma en que éstos se transformaran en un nuevo estado. Es necesario
saber como relacionar a cada estado con los costos y la funcién objetivo:

Definicién 2.2. Introducimos la siguiente notacion:

» Llamaremos c(u,d) al costo de transformar un estado u en un nuevo
estado v =T (u,d).

= Llamaremos politica o estrategia a una funcion que para cada estado
u asigna una decision d € D(u). Naturalmente, el objetivo es obtener
una politica que retorne el minimo (o mdzimo) costo posible. A una
politica con estas caracteristicas la llamaremos politica éptima.

» Notaremos f : U — R a la funcion de costo del proceso. Ast, f(u)
serd el costo dptimo del estado u, es decir: el minimo (o mdzximo) costo
en que puede incurrirse para alcanzar un estado terminal a partir del
estado u.

Naturalmente, el costo acumulado por el proceso en el estado u, no de-
pende sélo de u, sino de la secuencia de decisiones posteriores para llegar a
un estado terminal v. Asi, f(u) corresponde al costo de la politica éptima
parcial, desde el estado inicial v hasta v. En particular, si u es un estado
inicial, f(u) representa el valor de una politica 6ptima.

El modo en que se acumulen los costos de las decisiones (cy,) depen-
dera del problema. Tipicamente, el costo acumulado es la suma de los costos
de todas las decisiones tomadas. Sin embargo, la PD admite también otro
tipo de funcionales, como por ejemplo: el maximo de los costos de cada
decision. No entraremos en detalles respecto de este tipo de cambios en el
funcional.

Analizando la mecanica de un proceso de decisién en multiples pasos
notaremos que dado un estado particular a tiempo ¢, no resulta necesaria la
informacion de los estados anteriores cuyas transformaciones nos condujeron
al estado actual. Es decir, una vez transformado un estado u en un nuevo
estado v = T'(u,d), u puede ser descartado: sea cual sea el costo acumulado
para alcanzar v, este costo ya fue pagado y no puede deshacerse.

Lo dicho anteriormente da una nueva concepcion a la nocion de estado.
El estado no sera el resultado de una evaluacién de todas las variables que
intervienen en el problema a un determinado tiempo, sino que estara definido
por la minima cantidad de variables relevantes para inferir las decisiones
posteriores. Mediante esta representacién requerimos la cantidad minimal de
informacion a cada tiempo t.
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Notaremos como ug el estado inicial, u; un estado a tiempo t. A su vez,
asumiremos que estamos considerando un proceso de n etapas, es decir, t €
{0, ,n}.

En este contexto, una politica p quedard definida por la seleccién de
las sucesivas transformacion 1,715, - -- ,T,, que representaran las decisiones
tomadas sobre cada estado de cada etapa. Asi, tendremos:

Uy = zﬁ(U/o7 d(uo)) Tl(UO)
ug = T'(uy,d(uy)) = To(uy)

Up—1 = T(un—27 d(un—2)) = Tn—l(un—2)
Up = T(Up—1,d(up—1)) = Tp(tp_1)

Es decir, cada politica estard definida por las decisiones d € D(u) tomadas
en cada etapa.

En muchos casos se presenta mas de un estado terminal posible. En estos
casos, se suele definir un estado ficticio u, 1, que serd adyacente a todos los
estados terminales (i.e Ty1(tn) = Upy1), tal que Yy, cuyu,,, = 0. De esta
forma, el estado terminal queda definido como w1y f(uni1) = f(uy).

Una vez entendido lo anterior, el principio de optimalidad nos permite
obtener una formulacién andloga a la del problema del camino minimo, en
donde el peso de la arista (u,v) se correspondera con el costo c¢(u,d) de la
transformacion del estado u en el estado v = T'(u, d). Asi, obtendremos las
siguientes expresiones para la funcién de costo f : U — R:

fur) = c(ug, dope(ur)) + f(T (s, dopt(ut)),

donde d,p(u;) representa la decisiéon tomada sobre el estado u; correspon-
diente a la politica éptima, y f(u) es el minimo (o méximo) costo desde u
hasta u,1. Asumimos aqui por convencién, que el costo total del proceso es
la suma de los costos parciales.

De este modo, el principio de optimalidad nos permite hallar una ex-
presion recurrente para la funcién f. Luego, la resolucion sigue el mismo
esquema iterativo que en el caso del camino minimo.

Suponiendo que el problema trate de hallar el costo minimo, la decisién
éptima dyp(ue) serd el minimo sobre todas las posibles decisiones d € D(uy).
Luego:

f(uy) = min c(ug,d) + f(T(ut, d))

deD(ut)

T(uy) = argmin c(uy, d) + f(T(uy, d))
deD(ut)
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En el caso de que el problema sea de maximizacion, entonces simplemente
con tomar doy(u;) = MaxXgep(u,) (s, d), la ecuacién funcional quedaria:

f(ug) = max c(uy, d) + f(T(uy,d))

deD(ut)

T(uy) = argmax c(uy, d) + f(T(u, d))
dED(ut)

2.1.4. Ejemplo practico: el problema de la mochila

Problema 5. Problema de la mochila 0-1

Supongamos que tenemos una mochila, con capacidad para llevar un peso
determinado P € N. Debemos elegir de un conjunto finito de objetos O =
{01, ,0n}, algunos de ellos para llevarlos en la mochila. A su vez, cada
objeto 0; € O tiene un determinado valor v; € N, asi como un peso p; € N
conocido.

El problema consistird en decidir cudles objetos debemos poner en la mo-
chila para que la suma de sus valores sea la mazrima posible.

Observemos que una solucién factible puede ser representada por un sub-
conjunto S C O, que cumpla las restricciones de peso. Como O es un conjunto
finito, P(O) también lo serd, por lo que el conjunto de soluciones factibles
también sera finito. Luego, el problema es efectivamente un problema de
optimizacién combinatoria, por lo que tiene una soluciéon 6ptima.

Dicho esto, modelaremos el problema asi:

Definicion 2.3. Definiremos:

» Vi=1,--- ,N: x; € {0,1} variables tales que:

| 1 sidecido meter o; en la mochila,
! 0 caso contrario

» VS € P(O):V(S) =) ,csVo = SN T
= VS € P(O): P(S) =3 ,csP0 = sz\il Zi-Pi

Una vez introducida esta notaciéon, podemos plantear el problema como
un problema de programacion lineal entera:

N
max E €T;.U;
i=1
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Sujeto a:

N
in-pi <P
i=1

Vi=1,---,N: z; €{0,1}

Si bien puede parecer inocente, el problema de la mochila pertenece a la
clase NP — HARD.

El planteo con programacién dinamica Aunque no se reconoce una
variable ¢ que mida el transcurso del tiempo, si podemos pensar el problema
de forma cronoldgica: es decir, ordenar los objetos bajo un determinado cri-
terio (por ejemplo, el peso de cada objeto o el valor), para luego tomar una
decisiéon sobre cada objeto, yendo desde el primer objeto hasta el 1ltimo.

De acuerdo con esto, podremos dividir al problema en N etapas, en donde
para cada etapa V;, cont = 0,1,--- , N, ya hemos tomado una decisiéon sobre
los primero ¢ objetos.

La nocion de estado debe tener la informacién relevante para describir de
manera precisa una etapa dada, que este caso viene dada por las decisiones
tomadas respecto de los objetos ya considerados, y la capacidad restante en
la mochila. Luego, un estado sera representado simbdélicamente por un par
u=(tz),t €{0,1,--- N}, z € {0,---, P}, en donde t indica la cantidad
de objetos sobre los que se ha tomado una decision, y z es el peso que resiste
la mochila.

Dada esta nocién de estado, el conjunto de decisiones a tomar D(u) =
D(t, z) reflejard la eleccion sobre el objeto t-ésimo. En general, tendremos
dos opciones:

1. Metemos o; en la mochila, lo que implicara que x; = 1. De esta forma
T(u)=(t+1,2—p), con z—p; > 0, y su costo serd v;.

2. Lo dejamos fuera, lo que implicard que z; = 0y que T'(u) = (t + 1, 2),
con un costo nulo.

Supongamos ahora que nos encontramos en una situacién descrita por un
estado inicial uy = (0, P). Por lo tanto, resta decidir qué hacer con todos los

objetos {01, ,on}.
Definiremos f(t,z) como el méximo valor que se puede obtener cuando
aun falta decidir sobre los objetos oy, - -+, on y la mochila puede soportar un

peso z. Con este planteo, resulta sencillo ver que la solucion del problema es
f(0, P), 6, lo que es lo mismo, f evaluada en el estado inicial u.
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Para que el principio de optimalidad resulte valido, debemos comprobar

que dada una asignacién 6ptima [xy,--- 2y, -+, xx], entonces [xy, -, zN]
A t—1
resulta también 6ptima para el estado w, = (£, P — > . x;p;), con t =

1,---, N. En efecto:

Demostracion. Sea [ry,xs, -+ ,xy| una solucién éptima para el problema de
la mochila partiendo de un estado inicial uyg.

Supongamos ahora que la conclusién es falsa. Luego, [z, -+, xy] no es
una solucién éptima partiendo de wg, por lo que 3 [z}, -+, x/y] que si lo es,
con x; # x} para algin i =t,--- , N. Entonces:

N N

/
E T, > E Z;U;
1=t =t

Luego, se deduce que

t—1 N t—1 N
/

E T;v; + g T;0; > E T;v; + E T;0;

i=1 i=t i=1 i=t

El término a la derecha se corresponde con el valor de retorno de la politi-

ca [x1,Z9, Ty, Typ1, -+, Tn|, mientras que el término a la izquierda es el
14 / / /

valor de retorno de una politica [z1, 2o, -+, x}, 2}, 4, ,2y]. Por lo tanto,

[x1, %9, , T4, Tya1, -+, 2| DO puede ser una asignaciéon 6ptima partiendo

de ug, lo cual conlleva a una contradiccién.

]

La ecuaciéon funcional FEn base a lo dicho, la ecuacién funcional sera:

flt,2) =max{f(t+1,2), f(t+ 1,2 —p) + v}

donde el término de la derecha hace referencia a las posibles decisiones a
tomar sobre el objeto t.

Para fundamentar la ecuacién antes definida, podemos argumentar que el
maximo beneficio que puede ser obtenido cuando atin falta decidir qué hacer
con los objetos o4, - - - , oy, y teniendo la mochila una capacidad para soportar
un peso z, es igual al maximo entre las posibles decisiones sobre el objeto o,
mas el beneficio de la asignaciéon 6ptima de los objetos 0441, ,0n, como
indica el principio de optimalidad.

Establecida la recurrencia, debemos imponer condiciones de borde, que,
dada la forma de la ecuacion funcional, seran restricciones sobre los esta-
dos terminales. Dentro de este contexto, las condiciones de borde estaran
definidas por dos sucesos:
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= La asignacion de la totalidad de los objetos, que se representara me-
diante un estado adicional (N,z),z = 0,---, P. También es posible
agregar un estado adicional (N +1, z), en donde los costos de transfor-
mar cualquier estado (N, z) en (N + 1, z) seran nulos. Esta practica se
hace mucho para poder estandarizar el procedimiento de PD de forma
analoga al de camino minimo.

» La saturacion del peso que soporta la mochila, que se representara me-
diante un estado (¢,0),t =1,---, N.

En ambos casos resulta imposible meter algiin objeto en la mochila, por lo
que no podremos sumar valor a ésta. De aqui que el maximo valor serd nulo,
lo que se traduce en las siguientes dos condiciones de borde:

f(N+1,2)=0,2=0,---,P

F(t,0)=0,t=1,--- N

Asi, el esquema de PD se podria representar de la siguiente forma:

Hallar f(1,P)

F(t,2) = max{f(t+1,2), f(t+1,2 — p)) + 0}
f(N+1,2)=0, conz=0,---,P

f(t,0)=0, cont=1,--- N

Una vez establecido este esquema, podremos calcular la solucién 6ptima
iterativamente la ecuacién funcional de hasta llegar a f(1, P). Luego, de ser
necesario, se reconstruye la politica 6ptima desde el estado inicial hasta el
estado final, o se va guardando a cada paso cudl es dicha politica.

2.2. La programacién dinamica en problemas de se-
cuenciamiento

En esta subseccion presentamos a modo de ejemplo los problemas de
secuenciamiento, cuya formulacion por PD fue presentada por Held y Karp
en [3].

2.2.1. Definiciones y nociones basicas

Un problema de secuenciamiento es un problema dado por un conjunto de
elementos A que debe ser ordenado de manera 6ptima segtn algtn criterio.
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Definicién 2.4. Sea un conjunto A finito, con #(A) = n. Una secuencia s
serd una seleccion ordenada de algunos elementos de A. Asi:

s=[s1,-",8m),Vi=1,--- m: s € A.
Diremos que la secuencia es parcial si m < n y que es completa si m = n.

Notemos que cualquier secuencia s tiene asociado un subconjunto B(s) €
P(A). Introduciremos la siguiente notacién:

Definicién 2.5. Sea un conjunto A finito, y s = [s1,- -+ , Sm] una secuencia
de A. Luego, definiremos Bs = {s1,-+- ,Sm} al conjunto de elementos que se
encuentran en la secuencia s.

Los problemas de optimizacion asociados a secuenciamiento establecen
sus funciones de costos en relacion con el orden de los elementos dentro de
la secuencia. En general, se busca la secuencia 6ptima Sppr = [s1,- -, Sm),
donde B,,,, = A. Esta secuencia éptima constituird una permutacién de
todos los elementos de A. Asi, el espacio de busqueda serd de a lo sumo
(#(A))! elementos. Probablemente, sea mucho menor que esta cantidad dado
que hay que tomar en cuenta las restricciones propias del problema.

Este tipo de representacion nos permite ir construyendo la solucién 6pti-
ma en forma iterativa, a partir de secuencias que iran creciendo en el niimero
de elementos. Para ello, hagamos la siguiente observacion:

Observacion 2.1. Sea s = [s1,--, 8], con m < #(A). Luego, podemos
asociar un costo al agregar un elemento x ¢ B, que genere una nueva se-
cuencia s de la siguiente forma:

/ —_
s = [517"' 7Sm7'r]

A esta operacion binaria de encolamiento se la denomina expansion, y se
la suele denotar como +. Asi, si expandimos s con x generando s', entonces
escribiremos:

s=s+uw

Repitiendo el anterior proceso iterativamente una cantidad finita de pasos,
y teniendo en cuenta las restricciones propias del problema, podremos generar
el espacio de soluciones factibles. Haremos, pues, la siguiente diferenciacion:
Luego, en términos de la anterior definicién, cualquier secuencia parcial
representa una solucion parcial, y puede ser expandida a una secuencia com-
pleta, obteniéndose asi una solucion factible del problema. Dentro de este
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contexto, la nocion de etapa resulta natural. Cada etapa del algoritmo es-
tard marcada por las longitudes de las secuencias que interectuaran dentro
de ella.

Todo parece indicar que cada estado estara representado por una se-
cuencia, y que su transformacion en un nuevo estado se realiza mediante la
expansion. Sin embargo, no resulta claro cémo asociar a esta representacion
de estado una ecuacién funcional. El problema radica en hallar un funcional
que relacione todas las secuencias de longitud t.

Si reflexionamos sobre la nocién de secuencia, observaremos que dada una
secuencia se puede obtener la siguiente informacion:

= Los elementos incluidos en la secuencia.
= Los elementos que restan por incluir en la secuencia.

s La funcién de costo asociado a la secuencia.

Luego, notemos que si tuviésemos dos secuencias con los mismos ele-
mentos sy, se : By, = Bs,, el conjunto de elementos para expandir ambas
secuencias resulta ser el mismo (A \ By, ).

Si, ademds, pudiésemos asegurar que cualquier forma de completar s; a
una secuencia completa es también una forma de completar so, entonces un
camino éptimo para s; serd un camino éptimo para s,. Bastard con tomar
la secuencia minima entre s; y Ss.

De esta forma, nuestros estados estaran descritos por los posibles sub-
conjuntos de elementos B,. A su vez, a cada estado podremos asociar una
secuencia minima, que consiste en tomar la secuencia con la minima funcién
de retorno dentro del conjunto de secuencias asociadas a Bi.

En este contexto, el principio de optimalidad establece que dada cualquier
secuencia 6ptima s = [s1, 89, -, S,], entonces para cualquier subsecuencia
parcial s, = [s1, 82, -, S;], la expansién éptima serd [Syi1, Spi2, -, Snl-

En la préoxima subseccién exhibiremos un ejemplo préactico de aplicacion
de PD a un problema de secuenciamiento con el objetivo de clarificar los
conceptos de este apartado.

2.2.2. Ejemplo practico: un problema de scheduling

En [8], los autores presentan tres problemas de secuenciamiento, y su
planteo mediante PD. Ademds, exponen una heuristica muy interesante.

El primero de dichos problemas es un problema de scheduling, o progra-
macion de tareas. A continuacion, describiremos brevemente el problema y
mostraremos de qué forma verlo como en un problema de secuenciamiento.
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Deduciremos la ecuacion funcional y desarrollaremos un algoritmo de PD
para resolver el problema.

Problema 6. Problema de scheduling Supongamos que tenemos n
tareas ji,jo, -+ , Jn, que deben ser ejecutados en una unica mdaquina. Cada
tarea ji, consume un tiempo determinado py, y tiene un costo asociado c(t)
que depende del tiempo t en que se completa su ejecucion. Asumiremos que
la mdquina no puede ser interrumpida durante la realizacion de una tarea, y
que puede trabajar en forma continua.

Dadas estas condiciones, el problema es hallar una forma de programar
todas las tareas de forma tal de obtener el menor costo posible.

Secuencias Intrinsecamente, el problema nos induce a una representacion
mediante secuencias. En este caso, una secuencia completa serd una tira o
vector 41,1z, -+ , iy, donde la tarea j;, debe ser la k-ésima en ejecutarse. De
esta forma, a través de iq,--- ,1, se puede representar una permutacién de
las tareas. Una solucion factible o schedule consistira en j;,, -, ji,-

Asi, podemos redefinir el problema en estos términos:

» El costo asociado a toda solucién factible iy, - - i, serd Y, _, ¢, (t;,)-
» El tiempo total de terminacion ¢;, serd igual a y ,_, p;,

Luego, debemos hallar la solucién que minimice el costo Y ,_, ¢, (ti,)-

Ecuacién funcional En su articulo, Held y Karp plantean un esquema de
PD para resolver el problema. Para esto, introducen la siguiente notacion:

» B ={ki, ky,--- ,kp|} serd un subconjunto de {1,2,--- ,n}.
» tg = Y ,cp Dk sera el tiempo de terminacién de las tareas jy, , - - - s Tk

» C(B) sera el minimo costo incurrido por las tareas jg,, - - - s Jhyp en el
intervalo [0, tg].

Con estas definiciones, podremos escribir la ecuacion funcional utilizando
la misma idea que expresamos en el apartado de secuenciamiento:

#(B) =1=Vk:C{k}) = cx(pr)

Asi, las secuencias de tareas que estaran relacionadas seran aquellas que
tengan las mismas operaciones.
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La ecuacién funcional anterior puede justificarse de la siguiente forma: da-
do un orden éptimo [iy, - - ,i|p|| para el conjunto de tareas {ji,, - , Jip } =
B, la ultima tarea en ejecutarse es j; , . Luego, la ejecucion de las anteriores
tareas {Ji,, -, Jiz_, } debe resultar ptima para B\{ijp } = {i1, -~ ,4p-1}-
Demostremoslo:

Demostracion. Supongamos que no resultara optima. Entonces, existiria un

orden éptimo para B\{ip}, que denotaremos como {i},--- ,ijp_,}. Por lo
tanto, tendremos que
n n
ey (ty) < culta)
k=1 k=1

Como la tarea j;, serd la tltima también para la secuencia asociada a
-/ -/ .
{#}, - ,Z|B|71}, entonces, se deduce que:

Z ¢y (L) + € (b)) < Z G (tir) + Cirgy (L),
1 1

de donde no puede ser que j;,, - , Ji , tenga costo minimo para el conjunto
B.

O

Asi, el costo minimo asociado a B = {iy,--- 4|} resulta ser C(B \

{ilBi}) + ¢y (t), de donde se deduce la recurrencia.

Finalmente, para resolver el problema mediante el esquema de PD pro-
puesto, computaremos primero la condicién de borde para cada B : #(B) =
1, para luego iterar sobre los subconjuntos B con #(B) > 1. A cada paso,
iremos guardando la secuencia parcial éptima asociada a cada conjunto B.

2.3. Limitaciones de la programacién dinamica

Desde el punto de vista formal, para poder aplicar PD es necesario ase-
gurar la validez del principio de optimalidad. Esto implica dos problemas a
priori.

El primero, naturalmente, es que no siempre se puede comprobar la va-
lidez del principio. Habra problemas en donde no es posible establecer esta
relaciéon recursiva de forma que el problema se pueda dividir en subproblemas
con la misma estructura.

El segundo problema consiste en la dificultad para establecer la recursién.
Como hemos visto a través de este capitulo, la nocion de estado y el funcional
f estan intimamente relacionados. En este sentido, la nocién de estado no
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solo debe contener la informacién relevante para describir una politica 6pti-
ma desde cualquier estado hasta los estados terminales, sino también, debe
asegurar que la ecuacién funcional sea vélida. Dicha definicién no resulta tan
evidente en muchos casos.

Superados los problemas tedricos, aiin tenemos graves limitaciones practi-
cas, que son producto de lo que se conoce como la dimensionalidad del pro-
blema. Si bien se ha dicho que la PD optimiza el uso de la informacion,
ajustando en el mayor grado posible la cantidad utilizada, suele suceder que
esta cantidad todavia resulta excesiva.

Si comparamos la PD con un algoritmo de fuerza bruta, nos daremos
cuenta que ambos necesitan de dos ingredientes fundamentales:

s Una forma de construir las soluciones factibles.
= La busqueda del minimo sobre este universo de soluciones factibles.

La gran ventaja del primero sobre el segundo se debe al principio de optima-
lidad, que nos permite evitar el derroche de recursos en una gran cantidad de
soluciones parciales que no conducen al éptimo. De esta manera, mediante la
definicién de cada estado, los caminos a analizar se reducen en gran medida.
Visto desde este punto de vista, podriamos decir que la PD es una busqueda
exahustiva mejorada.

No obstante, en esencia no deja de ser una busqueda exahustiva, hecho
por el cual también adquiere su caracter de algoritmo exacto. Por més éptima
que resulte la reduccién de estados, en muchos ejemplos practicos el tamano
de las instancias terminara agotando los recursos disponibles.

Este problema dimensional impactara a nivel computacional, saturando la
memoria fisica de la computadora y /o aumentando excesivamente los tiempos
de ejecucién. Si bien existen técnicas de programacion que mejoran ambos
problemas, con el aumento dimensional las instancias se tornan problemas
intratables.

Para poner un ejemplo, observemos el problema presentado en 5. Segin
lo visto en este apartado, la complejidad computacional del algoritmo de PD
resulta ser igual a O(N P). Esto nos indica que crece linealmente en P, lo cual
claramente es un incoveniente, ya que dos problema con la misma cantidad
de variables pero con restricciones de peso P;, P», P << P, tendran tiempos
de ejecucion totalmente diferentes.

Del analisis realizado de la complejidad se infiere que este aumento en el
tiempo se debe a que la generacion de estados aumenta con la capacidad P.
De esta manera, si ponemos una capacidad P muy grande, lo que sucedera es
que la tabla T'(t, z) sature la memoria puede suceder que el algoritmo sature
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la memoria de la méquina en alguna etapa dada. Por poner un ejemplo, si
en una etapa.

Esto ain empeora en el caso que se agregue una restriccion espacial al
problema:

Problema de la mochila 2 Supongamos que tenemos una mochila, con
capacidad para llevar un peso determinado P € N, y que posee un determi-
nado espacio fisico W € N. Debemos elegir de un conjunto finito de objetos
O = {01, ,0,}, algunos de ellos para llevarlos en la mochila. A su vez,
cada objeto o; € O tiene un determinado valor v; € N, asi como un peso
p; € Ny un espacio w; € N conocidos.

El problema consistira en decidir cudles objetos debemos poner en la
mochila para que la suma de sus valores sea la maxima posible.

Como puede intuirse, la formulacién mediante PD es totalmente analoga,
salvo por el hecho de que los estados seran de la forma (¢, z,y), donde y re-
presentara el espacio remanente en la mochila. De esta manera, observemos
que la tabla ahora tendra una dimensién adicional, por lo que el algorit-
mo tendrd una complejidad de O(NPW). Esto aumenta en gran nimero la
cantidad de estados.

Este comportamiento patolégico hace que tanto la dimensionalidad del
problema como la cantidad de restricciones influyan en forma critica en la
complejidad de los algoritmos de PD. En estos casos, el problema suele tra-
tarse mediante la aplicacion de heuristicas, aunque también se practica la
reduccion de estados mediante métodos alternativos.

2.4. Conclusiones y comentarios finales

Hemos introducido las nociones bésicas de Programaciéon Dindmica, jun-
to con algunos ejemplos practicos de aplicacion. El objetivo de ha sido fa-
miliarizar al lector con algunos conceptos y nociones que reutilizaremos mas
adelante. Entre éstos, se destaca la analogia entre el problema practico 6 y
el esquema tedrico propuesto por Gromicho y compania [(] para resolver el

Job Shop Scheduling.
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3. Problema del Job-shop scheduling

3.1. Descripcion del problema

El problema de job shop scheduling es una de las variantes de los conoci-
dos problemas de scheduling. Basicamente, los problemas de scheduling son
problemas de asignacién, en donde se debe decidir como programar una serie
de tareas a fin de optimizar el tiempo de finalizacién o los costos.

Estos problemas son conocidos dentro del ambito de la optimizacién por
su complejidad y dificultad. Han sido largamente estudiados, y se han pro-
puesto muchisimas opciones de resolucién a cada variante. No obstante, no se
han hallado métodos satisfactorios para la resolucién de instancias medianas
en la gran mayoria de los casos. Aun con la capacidad de computo actual,
las instancias grandes resultan préacticamente intratables.

Problema 7. Job Shop Scheduling

Supongamos que tenemos una determinada cantidad de tareas o jobs a
realizar. Cada tarea consta de operaciones que deben ser ejecutadas en un or-
den pre-establecido. A su vez, cada una de estas operaciones se realizard en
una unica estacion de procesamiento (que denominaremos maquina) encar-
gada de dicha parte del proceso, y tardard un tiempo definido.

Todos los jobs tienen la misma cantidad de operaciones. No obstante,
tanto el orden de las operaciones como sus tiempos de ejecucion pueden variar
de un job a otro.

Asumiremos ademds que las mdquinas no pueden ser interrumpidas en
medio del procesamiento de una operacion. Tampoco, podremos sobrecargar
la mdquina ejecutando mas de una operacion a la vez.

El objetivo final del problema es encontrar una manera de programar las
tareas en cada mdquina, de forma de terminar lo antes posible la totalidad
de las tareas asignadas.

El problema de job-shop scheduling aparece en numerosas ramas de la
industria y sirve de modelo a diversos problemas précticos: desde la produc-
cion de diferentes bienes en una linea de montaje, que inspira el modelo de
problema, hasta la programacion de horarios de servicios de transporte (e.g.:
[1]). Por otra parte, existen numerosas variantes del problema que admiten
ligeras diferencias en el planteo (varias méquinas que pueden realizar un mis-
mo tipo de operacién en paralelo, productos que pueden obtenerse a través
de distinta combinacién de operaciones, etc.).

A simple vista el problema parece bastante estructurado: la serie de res-
tricciones expuestas anteriormente parecen acotar el conjunto de decisiones
sobre como programar la totalidad de los jobs.
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Pese a esto, si bien las restricciones acotan las posibilidades en que puede
ser programada cada operacion, la cantidad de soluciones factibles del pro-
blema excede por mucho lo que uno imaginaria, creciendo exponencialmente
en el numero de jobs y maquinas. Asi, la complejidad se agudiza muy rapida-
mente, haciendo que muchos de los algoritmos exactos conocidos actualmente
sean ineficientes ain en instancias de diez jobs y diez méquinas.

Es por esto que la investigaciéon actual sobre el Job Shop Scheduling
esta orientada al desarrollo y mejora continua de heuristicas que permitan
hallar soluciones buenas, pero que pueden resultar no ser 6ptimas.

Para simplificar notacion, de aqui en adelante nos referiremos al problema
por su abreviatura JSSP (Job Shop Scheduling Problem).

El resto de esta tesis esta dedicada a la exposicién detallada de un al-
goritmo exacto para el JSSP basado en ideas de Programacién Dinamica,
propuesto por Gromicho, van Hoorn, Saldanha-da-Gama y Timmer en [0] y,
complementariamente, al desarrollo de algunas heuristicas obtenidas a partir
de modificaciones de este algoritmo.

3.2. Definiciones y nociones basicas

Introduciremos notacién bésica para tratar al JSSP.

Se deben programar una cantidad n de jobs en m maquinas. Notaremos
como J = {j1, J2, ---, jn} al conjunto de jobs y como M = {mq,mg,--- ,m,,}
al conjunto de maquinas.

Asi, cada job estard constituido por m operaciones, cada una de las cuales
se ejecutara en una maquina diferente. De este modo, tendremos n xm opera-
ciones. Notaremos como O = {01, 09, ..., 0pm } al conjunto de las operaciones.
La numeracion sera elegida de manera que las operaciones correspondientes
al job j; seran denotadas como 0;,, donde:

= ¢, con i = 1,2,---,n, representa el job correspondiente, siendo n la
cantidad total de jobs.

w k,con k=0,1,--- ,m— 1, representa el orden de la operacion relativo
al job.

Por ejemplo, si se define una instancia de 3 jobs (n = 3) y 3 méquinas
(m = 3), las operaciones correspondientes al primer job (i = 1) seran:

O1={{0,€O0: p=1+4+3k, 0<k<m—1} ={01,04,07}

Por lo tanto, las operaciones o1, --- , 0, se corresponderan con las primeras
operaciones de cada job, las operaciones 0,1, - - - , 02,,, con las segundas ope-
raciones de cada job, y asi sucesivamente.
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Luego, queda definida univocamente la funciéon que a cada operacién le
asigna el job al cual pertenece. Llamaremos a esta funcion j:

j:0—=J, Jj(o0;) = iméd n,

donde mod representa a la funcién resto de la division entre enteros.
A su vez, consideraremos también las funciones:

= p(0) = tiempo de procesamiento de la operacién o.
» m(0) = maquina donde debe ser procesada la operacién o.

» indice(o) = indice correspondiente a la operacién o. Asi indice(o;) =
1 V.
Por tltimo, supondremos que los tiempos de procesamiento de cada ope-
racién son nimeros naturales, por lo que

Yoe O: plo) €N

3.3. Schedules
3.3.1. Definicion

Llamaremos schedule o planificacion a una funciéon ¢ : O — Ny, tal
que dada una operacién o € O, devuelve el tiempo 1(0) al que comienza a
ejecutarse dicha operacion. Diremos que un schedule es factible si respeta las
restricciones del problema. Mas formalmente:

Definicién 3.1. Sea v : O — N> un schedule. Diremos que v es factible
st se cumplen las siguientes condiciones:

1. Yoy, 0. € O: (j(o) = jlo,) AN r<l)= (o) + plo) < (o)

2. Yoy, 0. € O : (07 # 0, N m(o,) = m(a)) = (¥(o,) + plo,) < (o) V
¥(or) + plar) < (or))

La primera condicién de la Definiciéon 3.1 indica que una operacién no
puede comenzar a ejecutarse en una maquina antes que se hayan ejecutado
las anteriores operaciones correspondientes al mismo job; mientras que la
segunda dice que dos operaciones diferentes no pueden tener solapamientos
al ejecutarse en una misma maquina.

Naturalmente, cada schedule factible tendra un tiempo de finalizacién:
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Definiciéon 3.2. Sea ¢ schedule factible, notaremos como Cisx al tiempo de
finalizacion de la totalidad de las operaciones, es decir:

Cunse (1) = mix{1(0) + plo)}}

Con estas definiciones, resolver el problema resulta equivalente a encon-
trar un schedule factible 1., que minimice el tiempo de finalizacién total:

Cméx<wopt) = min {Cméx(w>}

1 factible

Se deduce de lo anterior que para definir schedule factible, necesitamos ve-
rificar las dos condiciones sobre el conjunto de operaciones O. No obstante,
si tomamos un subconjunto de operaciones () C O, podremos extender la
nocién de schedule factible sobre este conjunto.

Definicion 3.3. Sea O el conjunto de operaciones de una instancia de JSSP,
y sea Q C O,Q # 0 un subconjunto de operaciones. Llamaremos a una
funcion 1 : QQ — Nx>q schedule parcial si ¢ es un schedule factible para Q).

Los schedules parciales resultardn elementos vitales en nuestro trabajo,
ya que podremos construir schedules factibles en forma iterativa, agregando
a los subconjuntos de operaciones () una operacién o € (O\Q) hasta llegar
a completar la totalidad de operaciones.

Proposicion 3.1. Sea ¢ : O — N> un schedule factible. St V@ C O defini-
mos P9 : Q — Nxg, 19 (0) = 1(0), entonces 19 es un schedule parcial.

Demostracion. Basta con probar que ¥% es un schedule factible para Q.
Como ) es factible y ) C O, valen:
No obstante, dado que ¥%(0) = 1(0), valen que:

1. Yo, 0, € Q : (j(o)) = j(o,) A r<1)=190,)+plo) <% (o)

2. Yoy, 0. € Q : (0 # 0, A m(0,) = m(o;)) = (¥?(0,) + plo,) < Y9 (o)) V
U or) +plor) < ¥%(or))

de donde se obtiene que 19 es factible. O

La anterior proposiciéon pone de manifiesto que cualquier subschedule de
un schedule factible es, necesariamente, factible. Luego, para construir sche-
dules factibles a partir de schedules parciales, necesitaremos asegurar la fac-
tibilidad de estos tltimos.
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3.3.2. Representacion de las soluciones

A lo largo de este trabajo utilizaremos una forma conveniente y visual de
representar schedules: diagramas de Gantt.

Los diagramas de Gantt son ideales para representar una asignacion de
procesos que ocupan lapsos temporales determinados. A modo de ejemplo,
hemos expuesto el diagrama de Gantt de un schedule 6ptimo ¢ para una
instancia de seis jobs y seis méquinas conocida en la literatura como FT06.
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Figura 4: Didgrama de Gantt FT06

Como se ve en la Figura 4, el eje x es asignado a la variable tiempo,
mientras que el eje y se utiliza para mostrar las estaciones de trabajo o
magquinas disponibles.

Dentro del area del grafico se encuentran rectangulos con el nombre de
cada operacion, que representan el tiempo y la maquina utilizada por ésta.
Por ejemplo, en la Figura 4 la operacién o5 se procesa en la Maquina 3
durante 9 unidades de tiempo, comenzando en el instante 13.

La gréafica anterior también nos permite comparar la representacion for-
mal del schedule con su didgrama de Gantt. Se observa que el diagrama de
Gantt nos da una visiéon mucho mas clara y concisa de cémo se distribuyen
las operaciones que la simple exposicion de ¢ como funcién. Por ende, para
facilitar la comprensién y clarificacién de los conceptos, de aqui en adelante
representaremos cualquier schedule (sea parcial o no) mediante diagramas de
Gantt.
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3.3.3. Orden entre operaciones

El concepto de schedule constituye el nexo entre las operaciones y el tiem-
po transcurrido para su ejecucién. En este sentido, saber si una operacion
se ejecuta antes que otra crea un vinculo entre las operaciones programa-
das. Esta relacién de precedencia temporal nos sugiere que todo schedule
factible produce un orden propio entre sus operaciones. El siguiente ejemplo
ilustrara dos posibles formas de establecer una relacion de orden.

Ejemplo 3.1. Supongamos que tenemos que O = {01, 02,03,04}, ¥ schedule
factible definido como sigue:

Maquina2

Maquinal

1. Sv definimos la siguiente relacion de orden entre operaciones...

or <y 0 st se cumple algunas de las siguientes dos condiciones:

a) (o) < (o)
b) (or) = ¢(ox) N m(or) < m(ox)

tendremos que 01 <y 02 <y 04 <y O3.

2. Otro posible orden seria similar al anterior, pero respetando el tiempo
de finalizacion de cada operacion:

or <y 0 st se cumplen algunas de las siguientes dos condiciones:

a) ¥(o;) + plor) < (ok) + plok)
b) (or) + plor) = ¢ (ox) + plox) A m(o) < m(ox)

En este caso, la jerarquia seria 01 <y 0 <y 03 <y 04.
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Notemos que si bien el schedule es el mismo, o3 y o4 intercambian lugares
cuando cambiamos la relacién de orden de 1) a 2). Es decir que el orden
de las operaciones dependera del criterio que utilicemos para establecer una
precedencia temporal ligada a cada schedule .

En el resto del trabajo adoptaremos como relacion de orden entre opera-
ciones la establecida en el ejemplo 2) y la notaremos con el operador binario
<y-

Veamos que, efectivamente, <, es una relaciéon de orden entre las opera-
ciones de una instancia del JSSP.

Proposicion 3.2. Sea 9 factible, y el operador binario <, definido como en
el sequndo caso del Ejemplo 3.1. Son vdlidas:

1. Yoe O,0<y 0.

2. Yo, 0, € O,0; <y 0r,0, <y 0] = 0] = 0y

3. Yoy, 00,00 € O 07 <y 0p,0p <y 0 = 0 Sy 01
4. Yo, 0, € O: 0p <y0,Vor <y o

FEs decir, para todo schedule factible v, la relacion binaria <, define una
relacion de orden total en el conjunto de operaciones Q.

Demostracion. 1. Sea o € O. Entonces, como m(o) = m(o) = m(o) <
m(o), se cumple que:

(o) + plo) = (o) + plo) A m(o) <mfo) =0 <y o0

2. Sean oy, 0, € O. Luego, si 0 <y o, entonces vale alguna de las siguientes

afirmaciones:
U(o) + plor) < (o) + plor) (1)
¥(or) + plor) = ¥(or) + plor) Am(o) < m(oy) (2)
De la misma manera, como o, <, o0;, vale una de las siguientes afirma-
ciones:
¥(or) +ploy) < (o) + plar) (3)
¥(or) + ploy) = ¥(ar) + plor) Am(o) < m(o) (4

Entonces, si (1) resultard verdadera, tendriamos que v (0;) + p(o;) <
(o) + p(o,), por lo que (3) y (4) resultarian falsas.

Luego, no puede valer (1).
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Analogamente, se puede ver que (3) no puede ser verdadera, ya que
resultarfan (1) y (2) falsas.

Por ende, deben valer (2) y (4). De lo que se deduce:
v(or) + plo) = ¥(or) + p(oy) (5)
m(or) < m(o,) < m(ar)
De (5) y del hecho de que Yo € O, p(o) € N se deduce que:
¥(or) + plor) > (o) (7)
¥(o) +p(oy) > (o) (8)

Como sabemos que 1 es factible, vale:

= m(o;) = m(o,) (6)

VOla Or, 0] 7£ Or A m(ol) = m(OT) =

= (o) +plor) < Plor) V Plor) +plor) < ¢(ar) 9)

Pero como se cumple (7) y (8), resulta falsa la consecuencia de (9).
Luego, por el contrareciproco, debe ser falso que:

Yoy, 0r,00 # 0, N m(o;) =m(o,) (10)
Finalmente, de (6) y de la falsedad de (10) se infiere que o; = o,.

. Sean o, 0r,0; € O tales que 0; <y 0, y 0 <y 04.

Para ver que o; < 0;, debemos chequear que algunas de las dos condi-
ciones sea verdadera:

a) Y(or) + plor) < ¥(or) + ploy)
b) (o) + plor) = ¥(or) + plor) Am(or) < m(or)

Como o0; <y, o, entonces vale alguna de las siguientes afirmaciones:
U(or) + plo) < ¥(or) + plor) (11)
V(o) + plor) = (o) + ploy) Am(o) < m(o;) (12)

Analogamente, de que o, <, o, se deduce que vale alguna de las si-
guientes afirmaciones:

1/}<0r) +p<0r) < ¢(0t> +p(0t) (13>
¥(or) +plor) = ¢(or) + plor) Am(or) < m(or) (14)

Luego, tenemos los siguientes casos:

40



» (11) y (13) resultan validas:

Y(o) + plor) < P(oy) + plor) < P(or) + plor) = a) es Verdadera

(11) y (14) resultan vélidas. Entonces:

V(o) +plo) < Y(or) +plor) = (o) + plor) = a) es Verdadera

(12) y (13) resultan validas. Luego:

Y(o) + plor) = Y(o,) + plor) < P(or) + plor) = a) es Verdadera

(12) y (14) resultan validas. Se infiere que:

b(or) + plar) = P(or) + ploy) = (o) + plor)
y m(ar) < mfo,) < m(o)
= b) es Verdadera

En todos los casos a) o b) son verdaderas. Por ende, o; <y 0.

4. Sean oy, 0, € O. Entonces, dado que ¢ : O — Nsg, Yo € O : p(o) € N,
y que N es un conjunto ordenado, se cumple alguna de las siguientes
afirmaciones:

a) ¥(o) + plo) < (o) + ploy)

b) ¥(o1) + plor) = ¥(or) + ploy)

¢) ¥(o) + plor) > ¥(or) + ploy)
En el caso a), tenemos que o; <, o,. Analogamente, en el caso c), se
deduce que o, <y o;.
En el caso b), basta con observar que si:

m(o;) < m(o,) = o <y or
m(o;) > m(o,) = o <y 0

]

Los siguientes resultados son familiares y comunes a cualquier relacion de
orden, por lo que dejaremos de lado la demostracion formal de cada uno de
ellos. Dichas demostraciones pueden encontrarse en cualquier apunte o libro
que trate el tema Relaciones de orden.

41



Definicién 3.4. Sea b un schedule factible. Basandonos en la relacion de
orden de 3.2, definiremos la operacion <, asimétrica entre operaciones de O
de la siguiente forma:

Vo, 0, € O:0p <y 0p < (07 <y 0, N\ Op # 0y)

Definicién 3.5. Un elemento b perteneciente al subconjunto B se denomina

minimo respecto de la relacion de orden < si es anterior a todos los elementos
de B, i.e:

besminimo < Vre B=>b<x

Definicién 3.6. Diremos que un conjunto A es bien ordenado si VB C A
subconjunto, B tiene un elemento minimo.

Lema 3.1. Sea A un conjunto finito. Luego, A es totalmente ordenado < A
es bien ordenado.

Lema 3.2. Sea A un conjunto finito y totalmente ordenado. Entonces, VB C
A : 3 minimo de B.

Corolario 3.1. Sea ¢ factible y Q C O un subconjunto. Entonces, b € Q)
elemento minimo de ().

Demostracion. Por lo visto en la Proposicion 3.2, Vi factible, O es un con-
junto finito y totalmente ordenado. Del Lema 3.1 se infiere que O es un
conjunto bien ordenado. Luego, del Lema 3.2 tenemos que VQ) C O, @) tiene
un unico elemento minimo. ]

El anterior corolario nos permite establecer un orden entre las operaciones
para cada 1 schedule factible, sea parcial o no. Luego, Vi factible podremos
escribir O = {o;,,---,0;,,.}, donde r < | & 0, <y 0;. El orden de las
operaciones dependerd del schedule 1.

Introduciremos alguna notacién adicional que serd til para simplificar la
escritura.

Definicién 3.7. Yo € O, definiremos:
= J(0):={0" € O: o) =j(d)}.
» M(0):= {0 € O:m(o) =m(d)}.

n Jpre(0) :={0" € O : j(0) = j(') Nindice(0") < indice(0)}.
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Como trabajaremos mucho con schedules parciales, es importante ver
qué condiciones resultan necesarias sobre un subconjunto ) de operaciones
para poder definir estos schedules sobre ().

Definicién 3.8. Sea QQ € O un subconjunto de operaciones. Diremos que Q)

es factible si Q@ # 0N (Vo € Q : Tpre(0) C Q).

Si, por ejemplo, tuviéramos una instancia de dos operaciones con dos
maquinas, entonces el siguiente subconjunto de operaciones @ = {01, 04} no
cumplird lo antes dicho, ya que la operacién oy precede a la o4 y 05 ¢ Q.
Resulta claro que para definir un schedule parcial sobre () es necesario que
09 € ) si oy € @), ya que de otra forma se violaria la segunda condicién de
factibilidad inefectiblemente.

3.3.4. Schedules activos

Observemos que ninguna de las dos condiciones de factibilidad imponen
restricciones sobre el problema en el sentido de minimizar el tiempo de fina-
lizacion total. Por ejemplo, podriamos tener los siguientes dos schedules de
la Figura b5:

Méquina3 [¥]

E Maquina3 H
Maquina2

T T T T
O W N Mm & 10 O N ®® O O = N O "5 N M & 10 O N KW 0 O = N
- = - L I

ELTTNEYAN 01 06 |05

Maquinal (Y]

Figura 5: Schedule activo (izquierda) vs. Schedule no activo (derecha)

En principio, ambos schedules corresponden a la misma instancia de 3
jobs y 3 maquinas. Ademas, ambos resultan factibles y tienen el mismo orden
entre las operaciones: 0y < 01 < 03 < 0 < 05 < 0g < 04 < 07 < 0g.

No obstante, notemos que el schedule de la derecha produce una demora
en el inicio de la operacién og y, por lo tanto, también de o5. Esta demora
modifica los tiempos de inicio de estas operaciones, pero no interfiere con
ninguna otra: por eso el orden de las operaciones en ambas planificaciones es
el mismo.
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Como nuestro objetivo es la minimizacién del tiempo de finalizacién, qui-
siéramos evitar schedules que tengan un tipo de comportamiento ocioso. El
ejemplo muestra que no basta con las condiciones de factibilidad y orden para
lograr este cometido, por lo que habra que imponer condiciones adicionales.

Siguiendo a [ 1], llamaremos activos a los schedules como el de la izquier-
da. Asi, un schedule activo sera aquel en el que cada operacion se inicie lo
antes posible, sin introducir demoras que dejen las maquinas ociosas innece-
sariamente.

Definicién 3.9. Sea () C O factible y1 : Q — N>¢ un schedule factible sobre
Q. Notaremos como Pre(i,0) = {0’ € QN (Tpre(0) UM(0)) : (o) < ¢p(0)}.

Luego, diremos que 1) es activo si Yo € Q) :

(o) = { 0 si Pre(y,0) =1

MA&Xy c pre(u,0) 1Y (0") + p(0')} caso contrario

La anterior definicion no hace mas que formalizar la nociéon de schedule
activo.

En base a lo dicho, no resulta muy dificil justificar la validez de la siguiente
proposicion. Debido a esto, dejaremos su demostracion de lado.

Proposicion 3.3. Sea 1) un schedule factible. Entonces, 3’ schedule factible
y activo que respeta el mismo orden entre las operaciones que v y tal que

Yo e O :¢'(o) < (o).

Ahora sabemos que cualquier schedule factible 1 tiene un representante
Y’ (podria ser el mismo schedule que ) dentro de los schedules activos para
el cual las operaciones se planifican lo antes posible. Esta caracteristica hace
que el schedule ¢’ sea un mejor schedule que 1.

Corolario 3.2. Sea v un schedule factible. Entonces, 3" schedule factible
y activo tal que que respeta el mismo orden entre las operaciones que 1 y
Crax (V') < Chax (). Si ademds, 1 resulta ser optimo, entonces ¢’ también
lo sera.

Demostracion. Por la proposicién 3.3, tenemos que 31’ schedule factible y
activo tal que ¥’ (0) < (o). Por lo tanto, de la definicién de Ci4y se deduce:

Cunse (/) = mix{1(0) + p(0)} < mix{w(o) + p(0)} = Cunsc(¥)

lo que demuestra la primera parte del corolario.

Ahora, supongamos que % es una solucién optima del problema. Lue-
go, sabemos que V" schedule factible: Cpx(¥) < Chisx(¥"). En particular
tomando ¢ = "
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Por lo tanto, se deduce que V4" schedule factible:

Cmé)((w/) = Cméx(w> < Crnéx<1/}”)
de donde ¢’ resulta ser 6ptima. O]

El anterior corolario resulta de vital importancia, ya que reduce el espacio
de busqueda para soélo considerar schedules que sean activos.
Por 1ltimo, introduciremos la siguiente notacién que nos serd muy util:

Definiciéon 3.10. Sea QQ € O un subconjunto de operaciones factible. Defi-
niremos:

U(Q) :={v: Q = Nxg, ¥ factible y activo}

3.4. Complejidad del problema

Es sabido que el JSSP resulta NP — HARD para instancias con m > 3,
6 n > 3. La demostracion de estos hechos resulta engorrosa y creemos que es-
capa a los contenidos de este trabajo. No obstante, si el lector estd interesado,
puede encontrar estas demostraciones en [3].
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4. Aplicacién de programacion dinamica al
JSSP

4.1. Preliminares

En este capitulo se analizara en profundidad el algoritmo de PD desarro-
llado por Gromicho y compaiia en su trabajo [6]. Ademds, se propondrén
algunas variantes y métodos alternativos.

La notacién original de [6] ha sido modificada en su gran mayoria, debido
en parte a las diferencias idiomaticas, pero también a que ha sido necesario
incorporar nueva notacién y nuevos conceptos para poder desarrollar algu-
nas demostraciones que en [(] estaban sélo esbozadas. Finalmente, debemos
remarcar que encontramos problemas en la teoria desarrollada en [(] para
probar que el algoritmo propuesto encuentra una soluciéon 6ptima: varios de
los resultados preliminares que conducen a esta conclusion son erréneos. En
el Apéndice presentamos un ejemplo que respalda esta afirmacién. En con-
secuencia, en esta tesis presentamos un camino alternativo para probar la
correccion del algoritmo. La argumentacion que aqui exponemos fue desa-
rrollada en colaboraciéon con J. Gromicho y J. van Hoorn, y aparecerd en
[7].

A modo de ejemplo, aprovecharemos para introducir una instancia que
utilizaremos recurrentemente a través del capitulo. Llamaremos a esta ins-
tancia, definida en el Cuadro 1, Z. En la Figura 6 se muestra la planificacion
Optima para esta instancia.

Operaciones | 01 | 03 | 03 | 04 | 05 | 06 | 07 | 08 | 09
p(0) 21212411 |1]3]|3
m(o) 1711313222 3]1

Cuadro 1: Instancia Z.

4.2. El JSSP como problema de secuenciamiento

En esta subseccion se presentara el marco formal para poder plantear al
JSSP como un problema de secuenciamiento, similar al presentado en la Sub-
seccién 2.2. Para ello mostraremos cémo puede asociarse cada planificacion
con una secuencia de operaciones y estudiaremos las ventajas e imperfeccio-
nes de esta asociacion.
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Figura 6: Planificacién éptima para Z

4.2.1. Representacién del problema mediante secuencias

Definicién 4.1. Una secuencia s serd una tira de longitud d(s), compuesta
de operaciones de O. Notaremos: s = [05(1), " " , 0s(d(s))], donde

1. Q(s) - Q = {Oa(l)a to 700(d(s))}-
2. d(s) = 1Q|
3. 0:{1,---,d(s)} = {r e N:o, € Q} inyectiva.

La permutacién o sera la encargada de asociar la posicién dentro de la se-
cuencia con cada una de las operaciones que la integran. Por esto, definiremos
la igualdad entre secuencias de la siguiente forma:

o o s 1 2 __
Definicién 4.2. Sean s' = [05,(1);" " ;001 (@))s5° = [002(1)s" "+ Ocg(as)] SE-
cuencias. Luego, s' = 5% si y sélo si o1 = 0

Dado que las secuencias pueden ser vistas como tiras ordenadas de ope-
raciones, utilizaremos la siguiente notacion para relacionar subconjuntos de
operaciones con la posicion dentro de la secuencia.

Definicién 4.3. Sea s = [05(1), -+ , 0o(a(s)] Una secuencia, y sean x,y : 1 <
x <y <d(s). Definiremos:

" Sy la x—ésima operacion en s. ASi, S = Og(y)-

" Sy = [O0@), " 00(y) Tepresentard la subsecuencia de operaciones
de s que estan entre las posiciones T e y.

De forma anéloga al capitulo anterior, como més adelante relacionaremos
secuencias y schedules, debemos asegurar que las secuencias cumplan las
condiciones minimas de factibilidad de los schedules.

48



Definicién 4.4. Diremos que una secuencia s es factible si Ve € {1,--- k}
se cumple:

Tore(S21) € {501+ Se-11} = ¢(5,2-1))

Observemos que cada secuencia s es una permutacién de un conjunto de
operaciones ¢(s). De esta manera, podremos asociar a cada subconjunto de
operaciones () € O un conjunto de secuencias.

Definicién 4.5. Sea Q C O un subconjunto factible de operaciones. Defini-
remos el espacio de todas las secuencias asociadas a Q C O como S(Q) =
{s secuencia factible : q(s) = Q}.

Por tltimo, la cantidad de operaciones del conjunto ¢(s) define la longi-
tud de la secuencia s, que hemos denotado como d(s). La longitud maxima
serd nm, que estard asociada a secuencias de S(O). De esta manera, catalo-
garemos a las secuencias segtin su longitud de la siguiente forma:

Definicién 4.6. Sea una secuencia s. Diremos que:
» s es parcial si d(s) < nm
= s es completa si d(s) = nm

Como mencionamos en la Subseccién 3.2, toda planificaciéon factible ¢
establece una relacién de orden temporal entre las operaciones de (). Esta
relacion temporal nos indicara qué operacion se ejecutara primero, cual des-
pués, y asi sucesivamente. Luego, cada permutacion de las operaciones de )
representara un orden diferente de precedencia temporal (pero no por eso un
schedule diferente). Las secuencias constituiran una representacién de dichas
permutaciones.

En lo que resta de esta subseccién expondremos la forma en que se re-
lacionan schedules y secuencias, asi como también, bajo ciertos supuestos,
demostraremos que hay una relaciéon univoca entre ambas.

El primer paso sera ver como asignar a cada secuencia s un schedule ;.
Por lo visto en la Subseccién 3.2, seria conveniente que este schedule v, sea
activo. Luego, definiremos la transformaciéon de s a ¢4 de la siguiente forma:

Definicién 4.7. Sea Q@ C O un subconjunto factible, y s € S(Q) una se-
cuencia. Yy € {1,--- ,k} definiremos

« Pre(s,y) = {51 € (I (s1) UM(syy) s @ < o)
n s QQ = N> tal que:

i) = { D P

médxo’ePre(s,y) {¢s (0/) + p(ol)}
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Proposicion 4.1. v, es factible.

Demostracion. Basta con verificar que 1, cumple ambas condiciones de fac-
tibilidad.

Sean o,0, € Q : j(o) = j(o,) Ar < I. Como s € S(Q), entonces s es
factible. Luego:

Jr,y e {1,--- k},x <y:o, =5 Ao = s

Como j(0;) = j(o,), por definicién, tendremos que o, € Pre(s,y), por lo
que Pre(s,y) # 0.

Lueg07 ¢s(0l) = méXO’EPre(s,y){ws(O/) + p(ol)} > ¢5<07‘) + p(or)' Con esto
hemos probado la primera condicién. Veamos la segunda:

Sean o, 0, € Q : m(o)) = m(o,) Ar # . Supongamos, sin pérdida de
generalidad que r < [.

Luego, podemos repetir el razonamiento anterior para deducir que o, €
Pre(s,y), ya que m(o;) = m(sy) = m(o,) = m(sy)) y * < y. Nuevamente,
tenemos que %(01) = médXo’EPre(s,y){'l/}s(O/) + p(ol)} Z 1/]8(01”) + p(or)a €oImo
queriamos ver.

El caso en que [ < r resulta analogo. O

De este modo, la Definicién 4.4, nos garantiza que a partir de una secuen-
cia s se pueda construir un schedule factible .

Por otro lado, notemos que si s es parcial, entonces |Q| < nm, y, por lo
tanto, 1, definird una planificacién parcial factible. De la misma forma, si
s es completa, entonces 1 representara un schedule factible completo. Por
esto es conveniente distinguir entre secuencias parciales y completas.

Por tltimo, ¥, tiene la importante caracteristica de programar las opera-
ciones lo antes posible, siempre manteniendo la factibilidad del schedule. Esta
caracteristica hace que s sea un schedule activo, como vemos a continuacion:

Proposicion 4.2. i es activo.

Demostracion. De las Definiciones 3.9 y 4.7 se deduce que bastara con ver
que Yo € Q : Pre(¢s,0) = Pre(s,0). Vedmoslo:

» Pre(is,0) C Pre(s,o) :
Sea o € Pre(is,0). Luego, valen las siguientes condiciones:
1. o/ €Q
2. (j(0') = j(o) Nindice(d') < indice(o)) V m(o") = m(o)
3. (o) < bs(0)
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De la segunda condicién se deduce que o' € (J (o) U M(0)).
Por otro lado, sean z,y : 0’ = s;) A 0 = sp,). Resta ver que x < y.
Supongamos que no. Luego, como o # o tendremos que = > y.

En cualquier caso, se cumple que:

® sy € (T (Spy) U M(s)
o>y

Entonces, sp,) € Pre(s,z). De aqui deducimos que:

(o) = maéx {m( ") +p(0")} = Yu(spy)) + plsy) =

o''€Pre(s,x
= 15(0) + p(0) = ¥s(0') > ¥s(0)
lo cual contradice que o € Pre(is,0).

Del absurdo se infiere que x < y.

» Pre(is,0) 2 Pre(s, o) :

Sea o' € Pre(s,0). Nuevamente, sean x,y : o' = s;;) A 0 = sp,). Luego,
valen las siguientes condiciones:

L j(o") = j(o) V m(0) = m(o)
2.0 €qQ
3. <y

En el caso de que j(o') = j(0), como s es una secuencia factible, en-
tonces de la Definicién 4.4 y del item 3 se deduce que o € Jp.(0),
pues de otra manera se produciria una contradiccién. En el caso de que
m(o') = m(o), entonces o' € M(0). Luego, o' € (Tpre(0) U M(0)).

Resta ver que 14(0') < 1)5(0). Por definicién de 1), se tiene que:
V(o) = tulsy) = mix {9s(o ")+ p(0")} = s(s1)) + P(spa)) =

o''ePre(s,y
= 1s(0)) + p(0) = ¥s(0) > s(0)
[

Ya podemos asociar a cada secuencia un schedule, que ademas resul-
tara unico. Pero para ver el problema como un problema de secuenciamien-
to, es deseable que podamos establecer una relacion inversa entre schedules
y secuencias. Para esto, utilizaremos la nocién de orden definida en la Pro-
posicion 3.2.
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Definicién 4.8. Sea Q C O factible tal que |Q| = k, y sea p € V(Q) un
schedule factible. Diremos que s es ordenada con respecto a v si se cumple
que

Vo,y e {1, k} 10 <y & s <y Sy

En caso de no ser ast, diremos que s es desordenada.

De esta manera podremos asociar a cada schedule una secuencia: asocia-
remos al schedule 9 la secuencia s, que represente sus operaciones en forma
ordenada. Es decir, si escribiésemos a () en forma ordenada segin i como
{0501y, -+ 00k}, entonces sy, = [05(1), ", 0s(k)]. Ademds, sy resultard ser
Unica, como demostraremos a continuacién.

Proposicion 4.3. Sea ¢ € V(Q) una planificacion factible. Entonces, 3s,, €
S(Q) secuencia ordenada con respecto a 1 y resulta ser inica.

Demostracion. Por lo visto en la Proposicion 3.2, sabemos que O es un con-
junto totalmente ordenado bajo la relaciéon de orden <,. Luego, V@) C O, @
también serd totalmente ordenado. Por lo tanto, existe una unica forma de
escribir a () en forma ordenada.

Tenemos que Jlo : {1,--- ,k} — {r: 0, € Q} tal que {0,1), - ,00(k)} €3
una representacion ordenada de @), donde 0,(,) <y 05(y) & T < Y.

Difiniremos sy = [0,01), """ , 05(k)]. Por definicién, sy es ordenada y es
Unica.

Basta probar que sy, es factible para que s, € S(Q).

Supongamos que s, no sea factible. Luego, 3z,y € {1,--- , k} tal que:

j(oa(x)) = j(oa(y)> A O'(ZL‘) < U(y) Nz > )
Luego, por definicién de sy, sabemos que 0,(,) <y 0o(z). Segun la relacion

de orden en 3.2, se infiere que:

V(00 (y)) + P(0s(y)) < V(06(2)) + P(05(x))
luego,

77Z}(00(y)) < @Z)(Oa(ﬂc)) + p(oa(x))

Lo cual contradice el hecho de que v es factible. Del absurdo obtenemos
que s, debe ser factible. O

Para fijar ideas, proponemos el siguiente ejemplo sobre un conjunto de
operaciones Q).

Ejemplo 4.1. Dado O = {01, 09, 03,04} y el siguiente schedule 1p € ¥(O):
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La secuencia s; = [01, 09, 03,04] €s una secuencia completa ordenada.

La secuencia sy = |01, 02, 04, 03] €s una secuencia completa desordenada.

La secuencia s3 = [01,09] es una secuencia parcial ordenada.

La secuencia sy = [03,01] es una secuencia parcial desordenada.

Si observamos el ejemplo anterior, nos percataremos que dado un subcon-
junto de operaciones @), existen secuencias s € S(Q) tales que la secuencia
asignada a 15 no es igual a s. Esto sucedera, basicamente, cuando tomemos
s desordenada, ya que s’ = sy serd ordenada, y por lo tanto s’ # s. Sin
embargo, podemos restringir S(Q) para lograr esta propiedad de la siguiente
forma.

Definicién 4.9. Sea Q C O factible. Definiremos: S(Q) = {s € S(Q) :
S(p) = S}

La Definicion 4.9 resulta de vital importancia para ver al problema como
un problema de secuenciamiento, ya que nos asegura que al asignar un sche-

dule 95 a una secuencia s ordenada, la secuencia asignada a dicho schedule
Sy, SErd s.

Definicién 4.10. Sea Q@ C O factible y s € S(Q). Definiremos:
Crnéx<5> = Cméx<ws) = Igle%({ws(o) + p(0>}

El Chax(s) sera el valor del tiempo de finalizacién del schedule asociado
a s. De esta forma, una secuencia 6ptima serd una secuencia completa cuyo
Chax resulte minimo entre las secuencias completas. Nos permitiremos el
abuso de notacién ya que creemos resultara claro para el lector diferenciar
schedules de secuencias.
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Proposicion 4.4. Sea Q C O factible, |Q| =k y s € S(Q) Entonces,

Cax(s) = ¥s(sp) + p(sk)

Demostracion. Como s es ordenada, entonces Vr,y € {1,--- ,k}:

Vs(52)) + P(s1)) < ®s(spy) +0(sp) © <y

Luego, Vx € {1,--- ,k}:

= Vo € Q : (o) + p(o) < ¥s(sp) + p(sp)

De aqui se infiere que
Cmix(s) = max{v(0) +p(0)} = v (sp9) + plsw)

O

La anterior proposicién nos otorga una propiedad valiosa de las secuencias
ordenadas respecto de su tiempo de finalizacién.

Observacién 4.1. Por iltimo, observemos que dado un schedule ¢ factible y
activo, s = s, la secuencia ordenada correspondiente a 1) y s’ una secuencia
desordenada de forma que 1y = 1, entonces 1, = 1 = 1y. Luego, se infiere
que st tenemos una secuencia que es desordenada, al ordenar dicha secuencia
las operaciones no cambian su tiempo de inicio, pues a ambas secuencias les
corresponde el mismo schedule.

4.2.2. Expansiéon de secuencias y generacion de soluciones

En esta subseccién nos aprovecharemos de la representacién mediante
secuencias para mostrar como se obtedran schedules ¢ € WU(O) con el fin
de hallar la solucién 6ptima. En las proximas subsecciones demostraremos la
validez de este mecanismo y sentaremos las bases formales para el desarrollo
de un esquema iterativo que nos permitira resolver el JSSP.

En principio, observemos que para obtener schedules ¢ € U(Q), necesita-
remos secuencias que resulten completas. El procedimiento para obtenerlas
serda analogo al mecanismo de expansién expuesto en la Subseccion 2.2.

Empezaremos por definir el operador binario expansion de una secuencia
e introducir nueva notacion.
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Definicién 4.11. Sea Q@ C O factible con |Q| =k (k <nm), s € S(Q) una
secuencia parcial y una operacion o € (O\Q).

Llamaremos expansion al operador binario que consiste en anadir la ope-
racion en el Wltimo lugar de s. Asi, si s = expansion(s,o), entonces:

= q(s') = QU {o}

w d(s)=d(s)+1=k+1

v ' = [0p1), 0y = Vo €{L,--- Jk} 1 0'(x) = 0(x), Opr(ri1) =0
Denotaremos al operador expansion como ” + 7. Luego:

s' = expansion(s,0) = s+ o

Definicién 4.12. Sea s' una secuencia parcial de longitud k, y sea s* una

secuencia tal que q(s*) = O\q(s'). Definiremos la operacién de completar
a s* con la secuencia s, cuyo resultado serd la secuencia completa producto
de expandir iterativamente a s' con las operaciones de s* seqin el orden
de aparicion. Notaremos a esta operacion binaria entre dos secuencias con
operaciones complementarias como . Asi:

(81 D 82>[17k] =s' A (81 5% S2)[k+17nm} =5

Definicién 4.13. Sea Q C O factible con |Q| =k (k < nm), y s € S(Q).
Llamaremos completacion de s al conjunto de secuencias completas obtenidas
al ir expandiendo s en forma iterativa y lo notaremos como Comp(s). Asi:

Comp(s) :={s @ s, s € S(O\Q)}
A su vez, definiremos el conjunto de schedules asociados a Comp(s):
Compy(s) == {¢ schedule : s, € Comp(s)}

Por 1ltimo, definiremos C’orr?p(s) Y Com}w(s) de forma andloga, pero
restringiendo la completacion a solo secuencias ordenadas. Luego:

Cowfzp(s) = Comp(s) N S(O)
Com}?w(s) = {9 schedule : sy, € Con;p(s)}
Observaciéon 4.2. De las anteriores definiciones se infiere que:
Vs' € Comp(s) : 8f 4 = 5

Como CO?TOLp(S) C Comp(s), también vale la propiedad anterior para secuen-

o

cias s € Comp(s).
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De esta forma podremos construir secuencias completas al ir expandiendo
iterativamente secuencias parciales.

Una vez descripto el mecanismo de expansién, lo que sigue es definir bajo
qué condiciones se expandiran las secuencias. Es decir, dada una secuencia
s € 5(Q), cudles seran las operaciones o para expandir s?

Por un lado, observemos que no todas las operaciones o € (O\(Q) sirven
necesariamente para expandir s en s’ = s+ o de forma que s’ sea factible.
Para que s’ € S(Q U {o}), necesitaremos que @ U {0} sea un subconjunto de
operaciones factible. Por otro lado, si s es ordenada, serd importante ver si
podremos expandir a s con 0 en s’ = s+ o0, de forma tal que s’ sea ordenada
también.

Introduciremos la siguiente notacién:

Definicién 4.14. Sea Q € O un subconjunto de operaciones factible.

1. Denotaremos como A\(Q) C @ al conjunto de las ultimas operaciones
correspondientes a cada job que se encuentren en ). Asi:

AMQ) = U {0 = max {indice(o)}}

ie{1,- 0cQ:j(e)=i

2. Denotaremos como €(Q) C (O\Q) al conjunto de las prézimas opera-
ciones correspondientes a cada job. Es decir:

e(Q) = U {ol l— min  {indice(0)}}

ief1n €(O\Q):j(0)=i

3. Sea s € S(Q) una secuencia ordenada. Luego, definiremos n(s) C £(Q)
como el conjunto de operaciones que pueden expandir s en una SeCuen-
cia ordenada. Mds formalmente:

n(s) ={oce(@Q):s+o0eSQU{o})}

Observacién 4.3. Los siguientes resultados son vdlidos y serdn de suma
utilidad en el futuro. Creemos que son lo suficientemente claros como para
Justificar la ausencia de una demostracion formal.

» VQ # 0 factible : \(Q) # 0

» £(0) =0, pues ya no hay mds operaciones con que expandir.

» VQ C O:#(ANQ)) < n, pues #{01 1= méx {r}} resulta ser 0

0r€Q,J (Or
o1
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= VQ C O: #(e <n, pues o :1l= min r} o resulta ser
QCO:#(E(Q) <n pues#{o:l= _ min (1]}
0o 1.

= Se deduce de lo anterior que ¥Q C O, s € S(Q) : #(n(s)) < n.

Observemos que tanto () como 7(s) son conjuntos de operaciones que
no estan en @, por lo que esperan a ser programadas. Ademads, (@) consti-
tuye el conjunto de todas las operaciones o tales que QU {o} resulta factible.
Como queremos trabajar con secuencias factibles, debemos asegurar que cada
vez que expandamos una secuencia, dicha expansién retorne una secuencia
factible. Por esto, en principio, nos interesara expandir s sélo con operaciones

de £(Q).
Proposicion 4.5. Sea Q@ C O factible, y s € S(Q). Luego, Yo € €(Q) :

1. QU {o} es factible.

2. 8 =s+o0eS(QU{o}).

3. Yo' € Qg (0) = 1)s(0).
Demostracion. Supongamos que |@Q| = k.

1. Supongamos que @ U {0} no es un conjunto factible. Luego, Jo* €
QU {0} : 30 € Tpre(0*) N0 ¢ (Q U {0}). Tenemos dos casos posibles:

a) Sio* € @, entonces como o ¢ @, Q seria infactible, lo cual lleva
a un absurdo.

b) Sio* =o0= 0 € Jpe(0). Luego, valen:
= j(0') = (o)
» indice(0') < indice(o)
" 0 ¢Q
Por lo tanto, o # o;, con | = ming,ec\gQ):j(w)=j(o)} Lindice(u)} =
o ¢ (Q), lo cual también es un absurdo.

De lo anterior se deduce que Q U {o} debe ser un conjunto factible.

2. Basta ver que s’ es una secuencia factible. Como sh’k] =syseSQ),
entonces Vz € {1,--- , k}:

Tpre(8ta) € {spp 7+ Sfa—y}

Six =k + 1, entonces
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" Sl = Seen) = O

" {5/[1]>"' as/[xq]} = {S/u]?"' 73/[k]} =Q
Luego, vale:

Q U {0} es factible < Tpre(0) € Q < Tpre(8ly) S {805+ 5 Sje—1)}
con lo cual queda demostrado que s’ es factible.

3. Como s, 1y = s tenemos que Vo € {1,--- ,k} : Pre(s,x) = Pre(s, z).

De aqui y de la Definicién 4.7 se deduce que

Ve e {1, -k} ¥s(sp)) = Yo (sp)) = Vo' € Q 1 1hy(0) = 1y (o)
como queriamos ver.

[

Como es de esperarse, cada vez que expandamos una secuencia, al aumen-
tar el nimero de operaciones, también aumentara el tiempo de finalizacién.
Lo dicho se demuestra en la siguiente Proposicién:

Proposicion 4.6. Sea Q C O un subconjunto factible, s € S(Q) una se-
cuencia parcial y o € £(Q). Entonces:

Cméx(s) S Cméx<3 + 0)
Demostracion. De la definiciéon de Chs(s) se infiere que:

Cus(s+0) = mise {10.(o) +p(0)} = mi{mix{v.(0))+p(0) }: V. 0)+p(0)}

= max{Chax(5) + ¥5(0) + p(0)} 2 Cnax(s)

como queriamos ver.

]

Por 1ltimo, introduciremos la siguiente notacién para discriminar el tiem-
po al que inicia la expansién de una secuencia mediante cada operacién de

£(@).

Definicién 4.15. Sea Q C O un subconjunto factible, s € S(Q) una secuen-
cia parcial y o € €(Q). Definiremos 1(s,0) como el menor tiempo en que
puede ser programada o si s es expandida con o. Mds formalmente:

P(8,0) = Ysi0(0)
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Con esto dicho, ya estamos en condiciones de obtener secuencias comple-
tas mediante la expansién iterativa de secuencias parciales. Asi, podremos
general todas las posibles schedules factibles y activos, para luego evaluar
cual minimiza el tiempo de finalizacién. El procedimiento se podria describir

asi:

1. Generamos todas las secuencias s = [0,], con r = 1, - -+ ,n. Llamaremos
al conjunto de secuencias actuales X.

2. Para cada secuencia s € X, computamos el conjunto £(¢(s)). Genera-
mos todas las secuencias s’ = s+ 0,0 € £(q(s)) y las agregaremos a X.
Luego, eliminaremos la secuencia s de X.

3. Si las secuencias de X resultan completas, pasaremos al préximo paso.
Sino, volveremos 2).

4. Calcularemos la solucién 6ptima del problema como

Sopt = arg min Crax(S).

seX

La Figura 7 describe el procedimiento anterior como un arbol de busque-
da, en donde cada nodo es una secuencia s y cada rama corresponde a la
expansién de dicha secuencia con una operacién determinada o € £(q(s)).
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20- [1,3,4] 26- [2,5,1

21
22
23
24

]
]
- [1,3,2] 27- [2,5,8]
- [1,3,6] 28- [2,5,3]
- [2,1,4] 29- [2,3,1]
- [2,1,5] 30- [2,3,5]

33
34
35
36

- [3,1,6
- 13,21
- [3,2,5]

]
]
- 3,1,2]
]
]

37- [3,2,6]
38 [3,6,1]
39- [3,6,2]
40- [3,6,9]

Figura 7: Arbol de busqueda de Z hasta la etapa 3
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Asi expuesto, este procedimiento resulta ser un algoritmo de fuerza bruta.
Como cada secuencia s serd expandida por una cantidad n de operaciones o
(salvo en los casos en donde #(<(q(s))) < n, es decir, cuando d(z) > nm—n)
la cantidad de secuencias s’ = s + o generadas es igual a n. Luego, si supo-
nemos que n = 10 y m = 10, en la etapa nimero 10 tendremos una cantidad
de secuencias 10'° = 10,000,000,000, lo que resulta practicamente intratable
en terminos computacionales. Este hecho sélo comprueba el caracter expo-
nencial del problema.

Sin embargo, este mecanismo de expansion puede mejorarse significativa-
mente aprovechando la estructura de secuencias que hemos definido. Como
veremos a continuacion, la solucion 6ptima puede hallarse expandiendo cada
secuencia s sélo con las operaciones o que dan como resultado una secuencia
s + o ordenada. Esto reducira la cantidad de nodos en el arbol de bisqueda.
[lustramos esta situacion con el arbol de bisqueda reducido para la instancia
7 en la Figura 8.

Job1

Job 2 o

Job 3

e (3) ®
(5) () Q (&) &) @ 11 12 (13)
B [DIDID] s IDIDIDIS] [>s IBIE)]>s IS DI QDD

1] 6-[1,2] 11- [3,1] 16- [1,4,3] 21- [1,3,2] 26- [2,5,1] 31- [2,3,6]
2- [1] 7- [1,3] 12- [3,2] 17- [1,2,4] 22- [1,3,6] 27- [2,5,8] 32- [3,6,1]
3 [2] 8 [2,1] 13- [3,6] 18- [1,2,5] 23- [2,1,4] 28- [2,5,3] 33- [3,6,2]
4- [3] 9- [2,5] 14- [1,4,7] 19- [1,2,3] 24- [2,1,5] 29- [2,3,1] 34- [3,6,9]
5 [1,4] 10- [2,3] 15 [1,4,2] 20- [1,3,4] 25 [2,1,3] 30- [2,3,5]

Figura 8: Arbol de busqueda de Z hasta la etapa 3 con expansion ordenada

No resulta dificil justificar que este mecanismo genera una solucién 6pti-
ma del problema. En efecto, si ¢, fuera un schedule 6ptimo para el JSSP,
entonces sy, , es la secuencia ordenada asociada. Como toda subsecuencia de
una secuencia ordenada necesariamente es ordenada (pues de otra forma se
obtendria una contradiccién), entonces sy, estard en el conjunto final si ge-
neramos sélo secuencias que sean ordenadas. Luego, obtendremos la solucion

optima Y.
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En las siguientes subsecciones nos abocaremos a mejorar y depurar este
mecanismo para poder obtener un algoritmo mas aceptable que nos permita
solucionar algunas instancias del JSSP.

4.3. El principio de optimalidad para el JSSP
4.3.1. Analogia con el TSP en un primer acercamiento

Nuestra representacién del JSSP evoca la del problema de scheduling
expuesto en la Seccién 2 (Ver Problema 6), y por lo tanto hace suponer
que, aprovechando esta analogia, podremos aplicar PD al JSSP tal como lo
hicimos con el Problema 6, optimizando asi la biisqueda de la solucion exacta.
Lamentablemente, el paralelismo entre ambos problemas no alcanza algunos
puntos fundamentales del planteo clasico de PD. En particular, no es posible
formular un principio de optimalidad para nuestra formulacion del JSSP. A
continuacion recordamos brevemente el planteo por PD del Problema 6 para
senalar las diferencias con el JSSP.

La ecuacién funcional para el Problema 6 era:

n(B) = 1= Vk: C({k}) = cx(ps)

n(B) > 1= C(B) = mingeg[C(B\{k}) + cx(px)]

En primera instancia, la adaptacion parece inmediata, haciendo las si-
guientes redefiniciones:

1. S(Q) tomaria el lugar de B, con Q C O factible.

o

2. C(B) serfa entonces C(5(Q)), y quedaria definido como

min {Cinax(s) }
s€5(Q)

3. Luego, cx(py) seria c(s,0), y denotaria el costo de expandir la secuencia
s con la operacién o. Mas formalmente, c(s,0) = Chax(s+0) — Cruax(s)

Dentro de este contexto, podremos escribir la ecuacion funcional relacio-
nando los subconjuntos de la siguiente manera:

QI =1=Vk:C({o}) = po

Q> 1= C(5(Q)) = minses(q)[C(S(Q\{o})) + (s, 0)]
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Figura 9: Schedule parcial que minimiza el Cps (izquierda) vs. Schedule
parcial 6ptimo (derecha)

Si bien parece que la adaptacion del problema resulta valida, falta verificar
que la ecuacién funcional respete el principio de optimalidad. Basta con ver
un ejemplo para mostrar que esto no sucede.

En la Figura 9, se muestran dos schedules con el mismo subconjunto de
operaciones () = {01, 09, 03, 05, 06 }. Mientras que el primero minimiza el C,sx
para todas las secuencias de @, el segundo conduce al éptimo de la Figura
6, lo que demuestra que no alcanza con construir secuencias factibles cuyo
tiempo parcial sea minimo. Esencialmente: no es cierto que las subsecuencias
de una secuencia completa 6ptima sean éptimas. Este hecho se debe a que las
restricciones de factibilidad dificultan el problema, haciendolo més complejo.

Por el contrario, en el Problema 6 no tenemos restricciones de precedencia
sobre el orden en que se deben programar las tareas, lo que hace que la
ecuacion funcional funcione a la perfeccion.

La conclusién es que un funcional que minimice el C, 4, de las secuencias
parciales no sirve para el JSSP. Por esto, debemos buscar una forma de
asegurar que el principio de optimalidad vuelva a tener validez.

Definicién 4.16. Sea Q C O factible, s € S(Q) secuencia parcial ordenada
y o € e(Q). Definiremos como & : S(Q) x (Q) — N a la siguiente funcion:

£(s,0) = { U(s,0) + p(o),si o € n(s)

Chsx(8) + p(0), en caso contrario

Proposicion 4.7. Sea s € S(Q) secuencia parcial ordenada y o € £(Q). Son
validas:

1. (5,0) < Cunan(5)-
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. Sioen(s): Cnsx(s+0) =1(s,0)+ p(o).
Crmie(5) < €(5,0).

£(5,0) < Clnix(5) + p(0).

Y(s,0) <E(s,0).

. Sio ¢ n(s), Vi € Compy(s) : 1(0) = Crntn(s)

SR RS S

D

Demostracion. Consideraremos que |@Q| = k. Ademads, de la Definicién 4.15,
tenemos que:

0 st Pre(s+o0,k+1) =10
méXo’GPre(s-i—o,k—f—l){werO(O/) + p<0,)}

9(5:0) = bussfo) = {
donde, de la Definicion de 4.7, tenemos que
Pre(s+o0,k+1) = {5 € (T (Spt1)) UM(Spq1))) c 2 < k+1} =

= {0 € QN (T(0) uM(0))}

va que 0 = (s40) 1) Y @ = q((s+0)11,). Con esto en mente, comenzaremos
a demostrar los items.

1. Si {o € QN (JT(0) UM(0))} = ¥(s,0) = 0 < Chax(s). En caso
contrario, como {0’ € Q@ N (J (o) UM(0))} C Q, por lo que:

Vo) = mis  (0() 4 p() < mix((0) + (o)
= Cméx(s)

2. Como o € n(s), entonces s + o es una secuencia ordenada. Ademads,
como o es la dltima operacion de s+ o, por la Proposicion 4.4, tenemos
que

Cmaix(s + 0) = 7st+0(0) + p<0)
Finalmente, de que 14,,(0) = 1(s, 0), obtenemos que
Cméx(s + O) - 1/1<57 0) +p(0)

como queriamos ver.

3. Tenemos dos posibles casos:
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» Sioen(s)=£&(s,0)=1(s,0)+ p(o).
Pero como o € n(s), por lo visto en 2 tenemos que Cpax(s) <
Cnax(s + 0) = 9(s,0) + p(0) = &(s,0)

= Sio & n(s) = &(s,0) = Cuax(s) + p(o). Resulta trivial que
Cax(5) < Cax(s) +p(o) = &(s,0).

En ambos casos se cumple la desigualdad.

. Tenemos dos posibles casos:

» Sioen(s)=E(s,0)=1(s,0)+ p(o).
Por lo visto en 1, tenemos que 9(s,0) < Cusx(s) = &(s,0) =
P(s,0) + p(0) < Chax(s) + p(o)

» Sio ¢ n(s) = &(s,0) = Cuax(s)+p(0). Resulta trivial que {(s, 0) <
Cméx(S) +p(0)

En ambos casos se cumple la desigualdad.

. Es consecuencia directa de 1 y 3:

. Sea 1) € Compy(s), y sea s = Sy € Comp(s) su secuencia asociada.
Como 0 ¢ Qy o ¢ n(s), entonces 0 = s, , ) , con x > k.

Dado que la sucesion de C’méx(s[lw]) es creciente en y (Proposicion 4.6),

entonces, para que o € 7)(*9[11,9;]) debe ser que 1/)(3[1173:}, 0) > (s, 0). Luego,
dado que s[lw = s, se infiere que 30’ € (Pre(s',z)\Pre(s', k)), con
m(o’) = m(o). Supongamos que o' = sﬂy], con k < y < x. Luego,
tendremos que:

a) (0) = t(sh 3.0 = ¥(d) + (o)
D) Cuix(5} 1) < Conic(sh ) = ¥(o) + p(0)

Por lo tanto, tendremos que:

Chnix(5) = Crnax(s14) < 9(0') 4+ p(0") < 9(0)
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Notemos que el funcional £(s, 0) podria interpretarse como el presumible
tiempo de finalizacién de la expansion de cada secuencia s € S (Q), con cada
operacion en £(Q). Si o € n(s), entonces s + o es ordenada y Cpx(s + 0) =
&(s,0). Si, por el contrario, o € (¢(Q)\n(s)), no expandiremos s con o, pues no
resultaria ordenada. No obstante, si eventualmente, a través de expansiones
sucesivas de s obtenemos la secuencia s’ y o € 7(s’), entonces sabemos que
el tiempo de finalizacién de s’ + o serd mayor o igual a (s, 0) (ver {tem 6 de
la Proposicién 4.7).

Por lo tanto, £(s, 0) nos ofrece una cota inferior al tiempo de finalizacién
de la operacién o para la secuencia s.

4.3.2. Secuencias comparables y dominadas

Si observamos el ejemplo de aplicacion de programacion dindmica sobre
el Problema 6, vemos que se demuestra que para toda secuencia parcial de
minimo costo, todas sus subsecuencias también deben resultar minimas. Si
ahora tratamos de adaptar el mismo razonamiento al JSSP, necesitaremos
encontrar un funcional que nos asegure que cualquier secuencia parcial que
sea minima bajo ese funcional, tenga todas sus subsecuencias parciales tam-
bién minimas. No obstante, dicho funcional debe cumplir también que bajo el
espacio de secuencias completas el minimo coincida con una solucién 6ptima
del problema.

Ahora bien, en el problema de scheduling mencionado, el principio de op-
timalidad resulta valido ya que todas las secuencias que tengan programadas
las mismas téreas comparten el mismo conjunto de posibles completaciones.
Luego, siempre la mejor opcion se reduce a tomar la secuencia parcial de
minimo costo, pues cualquier completacion de otra secuencia serda dominada
por la misma completacion de la secuencia minima.

Esto nos da una idea de como podriamos hallar el funcional adecuado en
el caso del JSSP. En principio buscaremos alguna condicién que nos asegure
que cualquier completacién de una secuencia si, serd dominada por alguna
completacién de otra secuencia ss.

Una condicién asf deberia asegurar que todas las operaciones programadas
en una completacién s' € Comp(s;) puedan ser programadas de la misma

forma en s* € Comp(sy). Més formalmente:

Yo € O : h2(0) + p(0) < v (0) + plo)

Si bien lo dicho resulta muy intuitivo, la dificultad reside en hallar una ex-
presién dependiente solo de las secuencias parciales que certifique la validez
de la condicién. Veamos el siguiente ejemplo:
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Ejemplo 4.2. Supongamos que tenemos el subconjunto factible de operacio-
nes QQ = {01, 02,03,05,06}, y los siguientes schedules parciales pertenecientes
a 1 = |09, 03,06, 01,05, S2 = |02, 03, 05, 01, 06] TESPECtivVAMENte.

Magquina3 Maquina3

Magquina2 Magquina2 05/ 06
Méquinal [l Maquinal [Sby] ol
T T T T T
O @ N MM & In O N 0 0 O = N O =® N MM & In O N O 0 O = N
- = - L I I |

Figura 10: Schedule parcial dominado (izquierda) vs. Schedule parcial domi-
nante (derecha)

En la Figura 10 se puede ver la expansion de sy,ss mediante la subse-
cuencia S, = [0g, 04, 07, 03], generando dos secuencias completas con el mismo
st s% tales que

Vo € (O\Q) : s2(0) + p(0) < 91 (0) + p(o)

En el ejemplo anterior sq, sy € S (Q), por lo que resta planificar el mismo
conjunto de operaciones sobre ambas secuencias. También, resulta claro que
Vo € €(Q) : ¥(s2,0) < ¥(s1,0). No obstante, esto no es determinante si nos
ponemos a pensar que no siempre toda operacién o € 7(s;), puede expandir
so ordenadamente (i.e: 0 € 1(s3)). Observemos que en la Figura 10 sélo se
muestra una posible expansiéon ordenada de ambas secuencias. Es por esto
que, para poder distinguir estos casos de forma adecuada, utilizaremos el
funcional £.

A continuacién, probamos una serie de resultados que nos permitiran
comparar y descartar secuencias, como las del Ejemplo 4.2, mediante la com-
paracién entre £(s1,0) y &(s2,0).

Proposicion 4.8. Sea Q) C O factible, y 51,52 € S(Q) secuencias parciales
ordenadas.
SiVo € e(Q) : &(s2,0) < &(s1,0), entonces valen:

1. Yo € n(s1) Nn(se), vale que §(s3,0) < ¥(s1,0) Y Cumixlsz + 0) <
CméX(S]_ + O).
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2. Vo € £(Q) tal que 0 € n(s1) y o ¢ 1(s), vale que (52,0 < ¥(s1,0) y
Chuax (82 + 0) < Chsx(s1 + 0).

3. Si Cruax(81) < Chax(s2) = Yo € €(Q) : 0 € n(s2)
Demostracion. 1. Sea o € n(s1) Nn(sz2). Luego, tenemos que
P (82,0) +p(o) = &(s2,0) < &(s1,0) = P(s1,0) + p(o) (15)
Ademas, como s; + 0, s3 + 0 son secuencias ordenadas, tenemos que:
) (84,0) + p(0) = Cax(si +0), i = 1,2 (16)
Luego, de (15) y (16) se deduce que:

Cmé,x(32 + 0) = 5(527 0) < 5(817 0) = C1méux<31 + 0)
2. Por hipdtesis tenemos que o € n(s;) = &(s1,0) = ¥(s1,0) + plo) =
Cmé)((Sl + 0)
Por otro lado, o & 1(s2) = £(s2,0) = Cax(s2) + p(0)

Luego, vale lo siguiente:

Crmix(52) + p(0) = £(s2,0) < &(s1,0) = P(s1,0) +plo) =

= Cméx($2) S ¢(31> O) (17)
Ademds, como o ¢ 7(sz), entonces:
Y(82,0) + p(0) < Cmax(s2) = P(82,0) < Cmsx(s2) (18)

Sumado a esto, tenemos que

Cunix(s2+0) = mix {$s,(o) +p(0)}

= mix (mix{1,(0) + p(0)}, U(s2,0) + (o)) =
— méx (Cméx(@), W ($2,0) + p(o)) = Crogn(52) (19)
De (17) y (18) se deduce que
Y(52,0) < Cmax(s2) < ¥(s1,0)
mientras que de (17) y (19) se infiere:
Cunie(52 4 0) = Conan(52) < $(51,0) < ©(51,0) + p(0) = Cung(51 + 0)

con lo que queda probado el resultado.
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3. Supongamos que Jo € (e(Q)\n(s2)). Entonces

£(89,0) = Chax(s2) + p(0) > Ciax(s1) + p(0) (20)

Por otro lado, del cuarto item de la Proposicién 4.7, tenemos que

§(51,0) < Cax(s1) + p(0) (21)
De (20) y (21) se infiere que

£(82,0) > Crax(s1) +p(0) > £(51,0)

lo cual contradice el hecho de que Yo' € €(Q) : £(s2,0") < &(s1,0).
Luego, se deduce que Vo' € £(Q) : 0’ € n(s2).
0

Definicién 4.17. Sea s' € S(O) una secuencia ordenada y completa. Sea
ke{l,-- nm—1}, sy = s, y sea sz € S(q ( 1))

Si ahora completamos sy con la secuencia s; , obtendremos una se-

[k+1,nm)]
cuencia completa diferente a s', a la que llamaremos 52 A su vez, como

dicha completacion puede ser desordenada, denommaremos s? a la secuencia
resultante de ordenar 5°.
Asi, definiremos el operador p(s', k, sy) como

:u(sla kv 32) = 82

Bdsicamente, u(s',k,sy) sintetiza el proceso explicado anteriormente. Mds
formalmente:

1. =50 S[1k+1,nm]
2. 8% = sy,
3. u(st k,sy) = s

El proceso descripto por el operador p sera utilizado extensivamente en
lo sucesivo.

Corolario 4.1. Sean k = |Q| y $1, 52 € S’(Q), secuencias parciales ordenadas

que satisfacen: Vo € £(Q) : §(s2,0) < &(s1,0). Sea sl e Comop(sl). Entonces,
Vo >k ys? = u(st, k,s9) € S(O) valen:

" g (3[1x+1}) < ¢sl(8[lx+1])
. Cméx<3[21,x+1]) < C’maﬂx<3[11’x+1])
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En particular, cuando x =nm — 1 tendremos que Cpax(5?) < Chax(s?).

> 1 y 2 _ 1
Demostracion. Sea s' € Comp(s;) ordenada. Sea 5% = so @ Slt1,nm] 18 €X-
pansion de s; no ordenada.

Seax =k k+1,--- ,nm — 1. Denotaremos como 0**! = s}

1] En prin-

cipio, veremos que si 0**! € n(s[ll?x]), entonces valen:
22 1 1 1
2. C’méx<§[21,x] —|— 0£E+1) S OméX(S[ILx] —|— OI+1)
Haremos la demostracion por induccién en .

» CASO BASE: z =k

Por la Proposicién 4.8, tenemos que Yo € 1(s1) : ¥(s2,0) < ¥(s1,0) y
Chax(82 + 0) < Crugx(s1 + 0). Luego, tomando o = 0! obtenemos que
valen 1) y 2).

= PASO INDUCTIVO: k < x

Sea o™ "1 € (s 4)-

1. Por definicién, tenemos que:

(s, 0) = { 0 si Pre(ys,0) =10

MAXoe Pre(y,,0)1¥s(0) + p(0)} caso contrario

En este contexto, como q(s[lm}) = q(§[217x]), entonces tenemos que
PT6(¢8[11 },0“1) = Pre(lpg[zl ],o“’“). Luego, notaremos simple-
mente como q(spq1) v Pre(vs, 0”1) a los conjuntos anteriores.
Tendremos dos casos:

a) Pre(Yg, ,,0""") = 0. Luego,

¢(S[11,x]7 Ow—‘rl) =0= ¢(§21,z}’ O$+1)
En particular, vale que gD(E[QL:B], o™t < w(s[llﬂy], o™ 1)
b) Pre(iy, ., 0"") # 0. Sea o € q(sp.4)) tal que

0= argmax  {¢Yg (o) +p(o)}
O’EPTC(Tl)s[l ,Oerl) [1,2]
1,

a]

En caso de haber mas de una operacién o que cumpla lo dicho,
tomaremos como o la que tenga la mayor posicién dentro de
la secuencia s'.

Dividiremos la demostracion en los siguientes casos:
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e 0€E@:

Como o € Q, Po’ € Pre(wshﬂ],ox“) tal que o’ = sp,), con

y >k (i.e. o ¢ Q). En efecto, si existiese o, dado que s' es

ordenada, entonces tendremos que 0 <y, o', de donde se

infiere que o 7# arg max e pe(y , ’OIH){ws[ll : (o) +p(0)},
[1,2] ’

lo que es absurdo.

De lo anterior se obtiene que 0™ € £(Q) y

Pre(y 0") = Pre(iy, | 0™) = Pre(dy,, . 0™").

STk

]

Por lo tanto, tenemos que ¥ (s, ,;,0""!) = Y(s}, 4, 0"*")
y ¢(§[21,$]70x+1) = 1/1(5[217“,0”1) Por otro lado, dado que
o™*1 € n(sf ), entonces

w(s[ll,x}’ o™ + (™) > CméX<5[11,:c]) > CméX(S[ll,k])'

Ademas, si

w(s[ll,z}v OI-H) +p<0x+1) = CméX(S[ll,k])>

entonces

w(s[ll,xp OIH) + p(OIH) = CméX(S[ll,x])

y Cméx(s[lm]) = CméX(S[ll’ x> de donde necesariamente vale
quelm(oﬁll) > m(s[lx}) > m(s[lk}). Luego, se deduce que
o™t € n(sp p)-

Finalmente, utilizando la Proposicién 4.8, y teniendo en
cuenta que s; = s[ll’k] y 8o = 5[21’k]

w(g[Ql,m]a OIH) = ¢(5[21,k}70x+1> = w(32’0x+1> <

< ¢(81, Ox—H) = ¢(S[11,k]7 Or_H) = 1/}(8[11@], Om—H)

= (q(s[lw])\Q) :

En este caso, por H.I., tendremos que 2,05[21

(@ <y 0
implica ¥z (0) + plo) < ¥ (o) + p(o). Luego,
lmp S[l,(L‘] — 8[1’1] * )

(0,0 =t (0) + (o) <y

. 1 (0) +p(0)
w 8[11,33}7 Om+1)
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En cualquier caso, obtendremos que

w(g[Ql,a:}v Ow+1> < w(s[ll,x}v 0x+1>7

como queriamos ver.

. Como 0”*! € n(s, ), entonces tendremos que

Cunax (S0 +0"1) = ¥ (8[1 0, 0") +p(0™)

Por lo visto anteriormente,
w(ﬁﬁ,x], o™ +p(o™) < w(s[ll,xp o) + p(o™h),

por lo que

¢<5[21,x]a o™ + p(o™) < Cméx(s[ll,x} +0")
Ademas, por H.I., tendremos que

Cméx(g[Ql,m]) S Cméx(s[ll,x]) S Oméx(s[ll,:c] + 0$+1)'

Luego

Cméx(g[Ql,m] + O$+1) = max {w(g[Ql,z}v O) + p<0)} =

o€ (a(5, 1) Uto+1))

max ( mAax ){@/}(5[21795], o) +p(o)}; ¢(§[217x]’ o**1) +p(0x+1)>

=2
oEq(s[LI]

S Cmé«x(s[ll,:v] + O$+1>

como queriamos ver.

Por ultimo, observemos que s* = s(y_,), es decir, s* es 5 ordenada. Como

5

ordenar una secuencia no modifica los tiempos de inicio de las operaciones,
entonces tendremos que

Vo€ O : g (0) =g (O)

por lo que los resultados anteriores sigan siendo vélidos entre las secuencias

sty 82,
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Haremos algunas observaciones importantes acerca de lo anterior.

La primera observacién es que los resultados anteriores solo pueden apli-
carse a secuencias que tengan programadas las mismas operaciones, es decir:
q(s1) = q(s2). Ademas, se requiere Yo € £(Q) : £(s2,0) < &(s1,0), lo que
es una condicién bastante fuerte. Basta con que Joy,09 € £(Q) : £(s1,01) <
(s9,01) NE(S2,09) < &(s1,092) para que los resultados dejen de tener aplica-
cion.

La segunda observacién es que, gracias al Corolario 4.1 si Vo € £(Q) :
£(s2,0) < &(s1,0), entonces podremos descartar s;. En efecto, el corolario
nos indica que para toda completacién ordenada s de s;, existird una se-
cuencia ordenada s? con un Cys mejor o igual que el de s. Por lo tanto,
si consideramos el conjunto de secuencias ordenadas y completas S (O), po-
dremos encontrar una solucion mejor que cualquier completacion de s;. El
Ejemplo 4.2 expone este hecho para una sola completacion de sq, o, en donde
s = s1 + [0g, 04, 07,08] ¥ 8% = $9 + |09, 04, 07, 0g].

Por tltimo, en funcién de los resultados obtenidos, se podria sugerir in-
tuitivamente que el funcional £ es hereditario respecto de la expansién de
secuencias. Lamentablemente, esto no es cierto, como se muestra en el proxi-
mo ejemplo:

Maquina3 @ Maquina3 @

Maquina2 06 05 Maquina2 05 06

Méquinal 02 ol 09 Maquinal 02 ol 09

Figura 11: Schedule parcial dominante (izquierda) vs. Schedule parcial do-
minado (derecha)

Ejemplo 4.3. El schedule de la izquierda corresponde a s = s1 + [og] y el

de la derecha a sy = so + [09], con s, sy las secuencias parciales del Ejemplo
4.2. En aquel ejemplo, teniamos que

Vo € e(Q) : &(s2,0) < &(s1,0)
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En el ejemplo de la Figura 11 se ve que og € 1(s}), pero os & n(sh), por
lo que tendremos

£(81,08) = (s}, 08) +plog) = 7 < 10 = Crasu(52) + p(0s) = £(85, 08)

Esto resulta anti-intuivo con respecto al resultado obtenido en el Corola-
rio 4.1. Por un lado, dado que s1, so estan dentro de las hipotesis del corolario
4.1, entonces para cualquier completacién ordenada de s!', existe una com-
pletacién de s? ordenada que es mejor. Pero, por otro lado, si tomamos s}, s
como en el Ejemplo 4.3, tendriamos exactamente lo inverso: cualquier com-
pletacién ordenada de s, seria peor que una posible completacién ordenada
de s}. Luego, {De dénde surge este el conflicto?

En realidad, no existe tal conflicto, ya que estamos obviando el hecho
de que, en la demostracién del Corolario 4.1, la completacién de s, puede
ser desordenada. Si miramos con atencion la demostracion de dicho coro-
lario, veremos que lo que se hereda es el hecho de que la operacion s[ly ]
siempre se puede programar mds tempranamente en s> que en s', pero no
necesariamente de forma ordenada.

En efecto, la secuencia completa ordenada que dominara a la completacion
ordenada de s}, s' = [0q,03, 06, 01, 05, 09, 08, 04, 07], S€T& 5* = [02, 03, 05,01, 0p
, 08, 09, 04, 07], como se ve en la Figura 12. Esta secuencia no pertenece al
conjunto C’om}o(sé), dado que 8[21,d( 1 # s5. Por lo tanto, no es produc-

o
to de una expansién ordenada de 3’22, sino de la secuencia ordenada s} =
[09, 03, 05, 01, 0, 03] que no es comparable con s}. Es por esto que s, es real-
mente la secuencia parcial comparable con s} que nos permite justificar su
eliminacion.

En conclusién, el Corolario 4.1 nos indica que cualquiera sea la completa-
cién de s}, existird una secuencia completa y ordenada s? que resulte mejor,
pero que no necesariamente sea producto de una expansién ordenada de sb.
Retomaremos este ejemplo més adelante cuando expliquemos dominancia
directa y dominancia indirecta.

Ya estamos en condiciones de establecer el criterio mediante el cual se
compararan dos secuencias parciales para decidir si alguna puede ser elimi-
nada. Ahora bien, ;jqué pasaria si Vo € £(Q) : &(s1,0) = £(s2,0)7

En este caso simplemente ambas secuencias se dominan mutuamente, por
lo que cualquiera es candidata a ser descartada. Dado que resultaria inutil
expandir ambas secuencias, simplemente se eliminara alguna de las dos. Para
esto, basta con definir alguna regla basica de eleccion.

Dadas dos secuencias si, sy € S(Q) tales que s; # s9, si x es la minima
posicién tal que s;(,) # S2[,), entonces elegiremos la secuencia s; de forma que
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Méquina3

Méquina2

Maquinal 02 ol

Méquina2

Maquinal

L e L B
O =W N ®m & 1n © N 0 0 O = «N O W N ®m & In © N 0 0 O = N
LI | - e -

Figura 12: Schedule completo dominante (izquierda) Schedule completo do-
minado (derecha)

indice(s;[y) sea el menor.

Para ejemplificar, si s1 = [01, 03, 02] y $2 = [01, 02, 03], entonces elegiremos
s9, dado que la primera operacién en donde las secuencias se diferencian es en
la segunda, y indice(sap) = indice(oz) = 2 < 3 = indice(os) = indice(s1y).
Notaremos este hecho como s, < 5.

No resulta dificil demostrar que < constituye una relaciéon de orden total
sobre las secuencias en S (Q). Por lo tanto, la anterior regla nos servird para
elegir una tnica secuencia en el caso de que Yo € €(Q) : &(s1,0) = &(s2,0),
cualquiera sea la circunstancia.

En relacion a todo lo dicho hasta aqui, introduciremos el concepto de
dominancia entre secuencias mediante la siguiente cadena de resultados y
definiciones:

Definicion 4.18. Sea Q C O factible y s1,59 € S(Q) dos secuencias orde-
nadas. St Q) = O, entonces sy =X s1 si se cumple alguna de las siguientes
condiciones:

Cméx(SQ) < Oméx(sl)

Omzix(SZ) = Omé,x(sl) N S << 51

En caso de que QQ C O, entonces sy = s1 si se cumple alguna de las siguientes
condiciones:

Vo € e(Q) : &(s2,0) < &(s1,0) A" € £(Q) : &(s2,0) < &(s1,0)
Vo € e(Q) : &(s2,0) = £(51,0) N S9 < 81

4



En ambos casos diremos que s; domina a s1, o que s; es dominada por s,.

Proposicion 4.9. Sea Q C O factible. Sean s1,s,s3 € S(Q). Si s3 =
S9,89 =X s1, entonces s3 = s1. Fs decir, la relacion establecida por =< es
transitiva.

Demostracion. Si (Q = O, entonces, de la Definicion 4.18 se infiere que
(Crax(s3) < Crmax(52)) A (Cmax(s2) < Crmax(51)) = Cmax(s3) < Crax(s1)-
Luego, (Cimax(83) < Cmax(51)) V (Cinax(53) = Cmax(s1)). En el primer caso, se
infiere directamente que s3 < sj.

En el segundo caso, observemos que entonces tendremos que Chax(s3) =
Chax(82) = Crax(s1), por lo que, necesariamente tendremos que (s3 < s3) A
(s2 < s1). Como < es transitiva, se tiene que s3 < s1, de donde se deduce
nuevamente que sz < 1.

En el caso de que Q # O, entonces tendremos que, Vo € £(Q) : (£(s3,0) <
5(32,0)) A (5(82,0) < 5(31,0)) = £(s3,0) < £(s1,0). Luego, tendremos que
(30 € e(Q) : &(s3,0) < E&(s1,0)) V (Vo € € : £(s5,0) = &(51,0)). En el primer
caso, por definicién tendremos que s3 < sj.

En el segundo caso, de forma anéloga al caso correpondiente a ) = O y
Chnax(83) = Cmax(s1), obtendremos también que s3 =< s1.

]

La Proposicién 4.9 resulta de vital importancia, ya que nos da la certeza
de que al eliminar secuencias dominadas, podremos eliminarlas en cualquier
orden sin alterar el resultado final. Ademas, evita que se produzcan ciclos de
dominancia, lo cual constituiria un problema tedrico insalvable.

Dado que de la Proposicion 4.9 también se puede inferir una relacion
de orden entre las secuencias de S(Q), llamaremos secuencias minimales a
las secuencias dominantes de S (Q). Es decir, una secuencia s es minimal si

s € S(Q): s £sAs <s.

Observacién 4.4. Si Q) # O, notemos que puede haber mas de una secuencia
minimal. Nuevamente, si 301,09 € €(Q) : £(s1,01) < &(S2,01) A E(S2,02) <
§(s1,09), entonces s; A s2 A Sg A sq.

En base a lo dicho, definiremos los siguientes conjuntos:

Definicién 4.19. Sea Q C O factible, y X(Q) C S(Q) un subconjunto de
secuencias ordenadas de (). Entonces

(2) .
X(Q):={seX(Q):As€5Q),s #s:5 < s}

La nocién de dominancia es la clave para el desarrollo del algoritmo pro-
puesto en [6]. Esquematicamente, el algoritmo consistird en:
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1. Inicialmente, construir todos los conjuntos de secuencias de una sola

operacion
X({o}) = {(0)},Vo € (D).

Fijar ¢+ = 1, el nimero de etapa.

2. Expandir todas las secuencias existentes, produciendo secuencias de
cardinal i + 1. Esto construye conjuntos de secuencias X (Q)) para todo
Q) de cardinal 7 + 1.

3. Analizar las relaciones de dominancia dentro de cada X (Q) y eliminar
(%)
las secuencias dominadas, obteniendo X (Q). Fijar ¢ =i+ 1 y retornar

al punto 2.

El descarte de secuencias dominadas reduce enormemente el espacio de
busqueda del algoritmo. Sin embargo, entrana también una dificultad tedrica
importante: ;como garantizar que el algoritmo encuentra una soluciéon épti-
ma? En principio, seria posible que todas las soluciones éptimas resultaran
descartadas. Cuando una secuenca parcial s; es dominada por otra ss, la pri-
mera se descarta, porque sabemos que para cualquier posible completacién s!
de sy, existird una solucién s? con igual o mejor Ch 4. Si esta solucién surgiese
de una completacion ordenada de ss, tendriamos garantizado el buen funcio-
namiento del algoritmo, dado que s, es preservada y expandida (en tanto no
sea dominada por otra secuencia). Sin embargo, hemos visto que s*> no tiene
por qué surgir de una completacién de so, sino que puede corresponder a la
completacién ordenada de una tercer secuencia sz que no sea comparable con
s1. Esto abre la posibilidad de que s3 sea también descartada haciendo que
la solucién s? nunca se genere. En consecuencia, los elementos con los que
contamos hasta aqui no nos permiten garantizar que las soluciones éptimas
de una instancia no puedan dominarse unas a las otras en distintas etapas,
haciendo que el algoritmo las descarte a todas, hallando, por lo tanto, una
solucién no-éptima.

Los siguientes apartados estan dedicados a probar que esta situacién no
puede darse, lo cual nos permite concluir que el algoritmo es exacto, es decir:
que encuentra un o6ptimo.

Es importante reiterar que la demostracién aqui expuesta difiere de la
proporcionada en [0], que contenia algunas afirmaciones erréneas.
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4.4. Dominancia directa, indirecta y cadenas de domi-
nancia

En esta subseccion incorporaremos algunas definiciones y resultados adi-
cionales que seran de vital importancia para demostrar el resultado principal
de este capitulo.

Observando el Ejemplo 4.3 y los comentarios adicionales, vemos que la
secuencia s completa que justifica la eliminacién de s) se puede generar
a través de sj, pero de forma desordenada. En particular, la operacion og
se adelanta en 1 unidad de tiempo, haciendo que la secuencia ordenada s
correspondiente a la misma etapa sea diferente a s,,. Esto, nos sugiere la
siguiente definicion.

Definicién 4.20. Sea s' € S((’)) una secuencia ordenada y completa. Sea
kEe{l,--- ,nm—1}, s; = 3[11,k} y sea sy € S(q(s1)), tal que sy < s1. Sea
s2 = u(st, k, s9) segin la Definicion 4.17.

Diremos que s* domina directamente a s' en la etapa k si 3[21 K = S2- En

caso contrario diremos que s> domina indirectamente a s'.

En ocasiones (como en los péarrafos siguientes) abusaremos ligeramente
de la notacion diciendo que s; domina directa o indirectamente a s;. Sin
embargo, debe tenerse en cuenta que estas nociones dependen fuertemente
de la completacion particular de las secuencias que se esté considerando. Asi,
es posible que la secuencia parcial s domine a la secuencia si, y que esta
dominancia sea directa para una cierta completacién s' de s; e indirecta para
otra completacién s,

Los Ejemplos 4.2 y 4.3 nos sirven para ilustrar ambos tipos de dominan-
cia. Por ejemplo, sea s' = [09,03, 06,01, 05,09, 08,04, 07]. En el caso de que
k = 5, obtendremos la subsecuencia s; del Ejemplo 4.2. Aqui, s» domina
directamente a s1, dado que s* = pu(s', k, sy) = [0, 03,05, 01, 06, 08, 09, 04, 07],
y Sy = 5[217,4.

Por el contrario, si tomamos k = 6, obtendremos s}, que en principio es
dominada por s,. En este caso, s* es la misma que antes, pero s, # 3[217k]. Por
esto, la dominancia es indirecta.

De esta forma, la dominancia directa se corresponderd con los casos en
que la secuencia completa dominante se pueda generar ordenadamente a
partir de la secuencia parcial dominante. La dominancia indirecta indicara lo
contrario.

Proposicion 4.10. Sea s' € S(0), y sea k € {1,--- ,nm — 1} : S{ig €S

dominada por sy € g(q(s[lm])). Si Yo € €(q(s[11’k})) 10 € n(s2), entonces la
dominancia resulta directa.
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Demostracion. Sea o € €(q(sq)). Luego, por hipétesis, tenemos que o € 7(s2),
por lo que se cumple alguna de las siguientes dos condiciones:

» Chax(52) < ¥(s2,0) + p(o)
(] Cméx<82) = 77[)(82, O) —i—p(o) A m(SQ[k}) < m(o)

2 _ 0l 2 _ 1 : : .
Sea s* = u(s', k,s2), y sea §° = s ® S ot 1,m] la secuencia expandida sin
ordenar. Sea x tal que 5[294 = 0. Como o ¢ q(s2), entonces = > k.
Demostraremos que dada una operaciéon o ¢ ¢(s2), o ocupa una posicién
mayor que k en s2. Dividiremos la demostracién en dos casos:

1. o €e(q(s2))
2. 0¢ e(q(s2))

1. Como o € £(q(s2)), entonces o € n(sz). Luego, como = > k, entonces
q(s2) € q(57 ,)- De donde se sigue:

¥(s2,0) +p(0) < s (0) +p(0) = ¥=(0) + plo)

Ademads como reordenar la secuencia no altera el tiempo de inicio de
las operaciones, tendremos que

¥(s2,0) + plo) < 52(0) + plo) = ¥s2(0) + p(o)
Por lo tanto, vale alguna de las siguientes dos condiciones:

n Cax(52) < ¥(52,0) + p(o) < Yg2(0) + p(o)

» Cmax(52) = ¥(s2,0) + p(o) < e2(0) + plo) Am(sap) < m(o)
En cualquier caso, tendremos que sgp <y, 0, como queriamos probar.
2. Sio ¢ e(q(s2)), entonces como 52 es una secuencia factible, necesaria-
mente Jy < x tal que E[Zy] € ¢(q(sz)). Llamaremos o = E[Qy]. Luego,
tendremos que:

s2(0') + p(0) < 1hs2(0) + plo)
Nuevamente, como reordenar no altera el tiempo de inicio de las ope-
raciones, tendremos que:

Ye2(0") + p(0') = ¥s2(0) + p(0') < s2(0) 4 p(0) = Y52 (0) + p(o)

De lo probado en 1) y de la tltima desigualdad se obtiene sy <y,
o <y, 0, por lo que o ocupa una posiciéon mayor que k.
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Finalmente, como Vo ¢ ¢(s2), 0 ocupa una posicién mayor que k en s2,
entonces se infiere que 3[21 K = S2- Luego, por definicion, la dominancia resulta
ser directa.

[]

Proposicion 4.11. Sea s' € S(0), y sea k € {1,--- ,nm — 1} : S{ia €S
dominada indirectamente por sy € S’(q(s[ll?k})). Entonces, Jo € 9(5[21,k]) tal
que o & n(sq).

Demostracidn. En principio, tenemos que (£(g(s2))\n(s2)) # 0. De no suce-

der esto, tendriamos que Vo € £(q(s2)) : 0 € n(s2), y por la Proposicién 4.10,
$o dominaria directamente a 5[11 K> lo cual es absurdo.

Luego, veamos que para alguna operacién o € (g(q(s2))\n(s2)), vale que
o€ C](S[21,k])-

Ya que la dominancia es indirecta, tenemos que q(s[QLk})ﬂ (O\q(s[lljk])) # 0.
Sea o € q(s[QLk]) N (O\q(s[lljk])). Tendremos los siguientes casos:

l. o€ e(q(s[ll’k})) Ao €& n(sz). En este caso, hemos probado el resultado.

2. 0 € e(q(sp ) Ao € n(s2). En este caso, de la demostracion de la

Proposicién 4.10, se deduce que o ¢ Q(S[Ql,k])’ lo cual conduce a un
absurdo.

3.0¢ E(q(s[llyk])). No es dificil ver que debe existir o' € (O\q(sh’k])), tal
que o' <y, oy (j(0) = j(o) Vm(d) = m(0)). De que o' <y, 0y

0 € q(sf, ), se infiere que o' € q(s7, ).

En el caso 1) el resultado esta probado. El caso 2) lleva a una contradic-
cion, por lo que no es posible que suceda. Por otro lado, si sucediera el caso
3), podemos obtener una nueva operacién o’ sobre la que ejecutar el mismo
andlisis. Es facil ver que el caso 3) se puede repetir una cantidad finitas de
veces, por lo que inevitablemente sucederd 1). O

Definicién 4.21. Sea s € S((’)) una secuencia completa y ordenada. Defi-
niremos con el nombre de Cadena de dominancia que empieza en s a una
sucesion finita o infinita de secuencias {s'}icrcn C S(O) tal que:

1. st =s

2. Vi < |I|, IK', 5 € g(q(sf17ki])) tal que 57 2 sty 4y

3. Vi < |I], s = p(s k', 5
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Es decir: la sucesién {s'} contiene secuencias completas que se dominan
una a las otras, directa o indirectamente, en distintas etapas. El nimero &’
designa la etapa en que s'*! domina a s’.

Nuestro objetivo es demostrar que el algoritmo encuentra una solucion
optima. Para ello, nuestra argumentacion sera béasicamente la siguiente: su-
pongamos que tenemos una solucién éptima s'. Si esta solucién es generada
por el algoritmo, el resultado queda probado. Si, en cambio, s' no es generada
por el algoritmo, entonces s' es descartada en alguna etapa. Es decir, existe
una subsecuencia s; = 8[117 1] de s! que es dominada por alguna secuencia s,.
Esta dominancia indica que alguna completaciéon de s, dara una nueva solu-
cién éptima: s?. Nuevamente, si s? es generada por el algoritmo, el resultado
queda probado. Si no, alguna subsecuencia de s? ser4 dominada, dando lugar
a una nueva solucién éptima s, etc. Como la cantidad de soluciones éptimas
es finita, este proceso se acaba, salvo que la cadena de dominancia contenga
un ciclo, es decir: que exista un s* que sea igual a s!, lo cual producirfa el des-
carte de todas las soluciones de la cadena. La siguiente proposiciéon muestra
que esto no es posible, bajo ciertas hipotesis.

Proposicion 4.12. Sea s € S(O), y {s'}icrcn una cadena de dominancia
que empieza en s, y supongamos que s> domina indirectamente a s' = s.
Supongamos ademds que k' < k' para todo i. Es decir: que todas las domi-
nancias se realizan en etapas iquales o anteriores a la etapa k'. Entonces,
st % s para todo i.

Demostracion. De la definicion de dominancia indirecta, por la Proposicién
4.11 se deduce que Jo € £(q(s}, 41))) tal que o & 1n(5?) y 0 € ¢(sf, 1r)). Es decir,

o se adelanta a la dltima operacién de 52, desordenando esta secuencia.
Probaremos dos resultados intermedios:

L. CméX<3[21,k1+1]) < (o).

En efecto, si o € 77(5[11 kl}), el resultado se deriva directamente de la

relacion de dominancia:
CméX(3[21,k1+1]) < COnax(5°) < 7/}(5[11,1%;1}7 0) < ¢a (o).

En cambio, si o ¢ 7](8[11,,41}), entonces, como s' es ordenada, entonces, al
igual que en el item 6 de la Proposicién 4.7, debe haber una operacion
o tal que m(6) = m(o) y que se programe en s' antes que o. Podemos
suponer que o € 77(5[11,/.31]), pues en caso contrario habra otra secuencia

o anterior a o, etc. Por lo tanto, aplicando a o el caso anterior:

O (51 17) < 11 (8) < 41 (o),

lo que prueba la afirmacién.
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2. Y5 (0) + p(0) < Cunax(87 ja147) Vi > 2.

Lo probamos por induccién:

» CASO BASE: @ = 2.

Como o € q(s[21 }1))» 0 S€ programa en s? antes que la (k'+1)—ésima

operacién, kal 1)- Luego:

Ye2(0) +plo) < Y (5[2k1+1]) + p(S%k1+1]) = CméX(S[Ql,kl-s-l])-

» PASO INDUCTIVO: Analizamos dos casos:

a)

0¢ Q(Sﬁki}):

Como s = pu(s', k', 5 y 571 domina a sfl K] podemos
aplicar el Corolario 4.1: toda operacién fuera de q(sf1 k1)) se

planifica antes en s'*! que en s°, con lo cual:

i1 (0) + D(0) < 1i(0) + D(0) < Conie(yja ).

donde en la tltima desigualdad aplicamos la H.I.

o€ Q(Sf17ki}):

Teniendo que cuenta que todas las dominancias se producen
en etapas k' < k! y aplicando iterativamente el Corolario 4.1
obtenemos:

Cméx(sfl,ki+1]> S Cméx(sfl,k1+1]) S Cméx(sfi;1+1}) S v
< Crnax (8T p141))-

Por lo tanto, para probar la afirmacién 2. nos alcanza con ver
que:
Yg+1(0) +plo) < OméX(Sfl,ki-H]) (22)

Si thsi+1(0) + p(0) < Crax(s] 4ey)s (22) se sigue trivialmente

pues Cméx<37[1,ki}) < Oméx<3f17ki+1])-
En caso contrario tenemos que:

Cméx(§i+1> > ws”rl (0) —|—p(0) > Cméx(#l,kﬂ)’

por lo que podemos aplicar el tercer item de la Proposicion
4.8, que nos dice que toda operacién o en e(q(5°7!)) pertenece
an(s1), lo que implica que 57! domina directamente a 3%1,1&]7
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i+1
1,k 4
a lo sumo en la etapa k', por lo cual:

1/}8i+1 (0) +p(0> S Cmax(sflf]iz}) S Cméx(sfilii—f—l])
S Cméx(s’fl’ki-{-l})a

donde en el ultimo paso aplicamos el Corolario 4.1 y probamos
(22), concluyendo la demostracién de la afirmacion 2.

por lo que s{ ;) = 5! lo que indica que o se planifica en s'*!

Finalmente, de 1. y 2. obtenemos que
¥si(0) + p(o) < C’méX(s[Ql,klﬂ]) < P (0) = Ys(0) < Ya(o)

de donde se deduce que s* # s = s. O

4.4.1. Construccion de la soluciéon éptima

Ya estamos en condiciones de probar que el algoritmo encuentra una so-
lucion 6ptima. Para ello, introduciremos primero algunas nociones que per-
mitiran simplificar ligeramente la notacion.

El algoritmo, que hemos descripto esquematicamente con antelacion, con-
siste en la construccion recursiva de los siguientes conjuntos:

Definicion 4.22.
X(Q) ={lojl}, siQ ={oj:j€{l,--- ,n}}
x@Q= U U {s+ o}, si Q factible, |Q| > 1

0EA(Q) (=)
s€X(Q\{o}) con oen(s)

Es decir: se generan las secuencias factibles de una sola operacion y luego
en cada etapa se generan todas las posibles expansiones ordenadas de las
secuencias disponibles y se descartan las secuencias dominadas.

De esta forma, dentro de cada iteracion del esquema recursivo los conjun-
tos factibles () aumentaran su cardinal en 1. Asi, de forma iterativa tendre-
mos que, eventualmente, las secuencias de X (Q)) seran completas, es decir,
Q=0.

A modo de ejemplo, en la Figura 13 se muestra la reduccién de nodos me-
diante este mecanismo para la instancia Z. Se han denotado con color negro
los nodos que representan secuencias desordenadas, y en rojo las secuencias
ordenadas que son dominadas por otras secuencia minimales.

La siguiente notacién nos servira para resumir los conjuntos de secuencias
generados por el algoritmo en cada etapa, antes y después de descartar las
secuencias dominadas:
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Job1
Job 2 o

Job3

32 133 €] 35 [z6 38 30 141 [ 22 IO 25 IBIDIO] 20 I 51 [ 52 153 IDIDIDDIDID] 60 61

1- ] 10- [2,3] 19- [1,2,3] 28- [2,3,6] 37-[1,2,54] 46- [1,3,6,4] 55 [2,3,5,8]
2- [1] 11- [3,1] 20- [1,3,4] 29- [3,6,1] 38 [1,2,58] 47- [1,3,6,2] 56 [2,3,5,6]
3 [2] 12- [3,2] 21- [1,3,2] 30- [3,6,2] 39- [1,2,53] 48 [1,3,6,9] 57- [23,61]
4 [3] 13- [3,6] 22- [1,3,6] 31- [3,6,9] 40- [1,3,4,7] 49- [2,51,4] 58 [2,3,65]
5 [1,4] 14- [1,4,7] 23- [2,5,1] 32- [1,4,7,2] 41- [1,3,42] 50- [2,51,8] 59 [2,3,69]
6 [1,2] 15- [1,4,2] 24- [2,5,8] 33-[1,4,7,3] 42 [1,3,46] 51-[2,51,3] 60 [3,691]
7- [1,3] 16- [1,4,3] 25 [2,5,3] 34- [1,2,4,7] 43 [1,3,2,4] 52- [2,58,1] 61- [3,692]
8 [2,1] 17- [1,2,4] 26- [2,3,1] 35- [1,2,4,5] 44 [1,3,2,5] 53- [2,58,3]

9 [2,5] 18- [1,2,5] 27- [2,3,5] 36- [1,2,4,3] 45 [1,3,2,6] 54- [2,3,5,1]

Figura 13: Arbol de buisqueda de Z hasta la etapa 4 con expansion ordenada
y eliminacién por dominancia

Definicién 4.23. Sea k = 1,2,--- ,nm y |Q| = k, notamos X(Q) C S(Q)
los conjuntos de secuencias ordenadas que el algoritmo genera al expandir
secuencias no dominadas de cardinal k — 1.

» Xy = UQ factible:\Q|:kX(Q)'

(=) (=)

» X = UQ factible:|Q|=k (X(_Q))

La siguiente proposicion garantiza que en toda etapa del algoritmo hay
disponible una secuencia parcial que puede completarse a una secuencia 6pti-
ma.

Proposicion 4.13. Sea k € {1,2,--- ,nm — 1}. Si 3s € S(O) secuencia
() .
optima tal que spp € Xy, entonces 3s' € S(O) secuencia optima tal que

, (<)
8[1,’64‘1] € Xk+1.

Demostracién. Sea s' = s € S(O). Definiremos una cadena de dominancia
que comienza en s del siguiente modo:
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. , (<)
= k' — 1 = méximo indice [ tal que s, ; € X(q(s]; ;)
- (2) L
n 57 X(q(s) 40p)) tal que S sy

s = (st ke, 5

Bésicamente, para cada secuencia completa s, buscaremos la subsecuen-

cia de longitud maxima (k’—1) de forma que dicha subsecuencia se encuentre
< (=)
en el conjunto /'\,’(k:)_l. Luego, tomaremos como 57! € X (Q(Sfl,ki]» a una sub-
secuencia que domina a sj ;. Observemos que como sj, . € X(q(s} 441)) ¥
=)

Skai] ¢ X (Q(Sﬁ,m]))’ queda probada la existencia de 57!, Finalmente, expan-
diremos y ordenaremos 5! segin el operador p, para obtener la secuencia
s = p(s K, 5.

Naturalmente, el caso interesante es cuando k& = k' — 1, puesto que si
k < k' —1, entonces la secuencia sq,k es expandida de manera ordenada a la
secuencia s x41], y €l resultado vale. Por el contrario, si k > k' —1, entonces

(2
no es cierto que sy ) esté en X, y la hipdtesis resulta falsa.

Gracias al Corolario 4.1, sabemos que todas las secuencias s* son éptimas.
Separamos la demostracién en dos partes, segiin s> domine a s' directa o
indirectamente.

1. Si 52 domina directamente a 5[11 p1); entonces k? > kL

En efecto, como 52 domina directamente a 5[11 K1) entonces se tiene que
()

st = 5y 8 € X(q(sf, u)))- Luego, por definicién de k?, tenemos

que k% > k'

Observemos que en tal caso, la Proposiciéon queda demostrada pues

3%1 k1) €8 expandida, obteniéndose una secuencia en 6ptima en una etapa

posterior a k.

2. Si 52 domina indirectamente a 3[11 k1) entonces caben dos posibilidades:

a) Todos los k' son menores o iguales que k.

En este caso, la idea es aplica la Proposicién 4.12. Sin embar-
go, la aplicacion directa de este resultado sélo garantiza que las
secuencias de la cadena son distintas de s', es decir: excluye la
posibilidad de que exista un ciclo de dominancia que incluya a s'.

Necesitamos un argumento algo mas fino que nos permita probar
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b)

la imposibilidad de que {s'} contenga algtin ciclo que no incluya a
s'. Lo hacemos por el absurdo: supongamos que existe un j; y un
jo > 71 tales que s* = s72. Tomemos entonces T el indice tal que:
kT = méax{k’: j; <i < jo}. Por definicién de T vale que s’ !
domina a s indirectamente, pues si la dominancia fuera directa,
ET*! serfa mayor que k7. Podemos tomar entonces la cadena de
dominancia que empieza en s’ dada por:

st T . 02 =g gt o st

En esta cadena la primer dominancia es indirecta y todas las do-
minancias se realizan en etapas anteriores o iguales a la primera
(por definicién de T'). En consecuencia, podemos aplicar aqui la
Proposicién 4.12, concluyendo que todas las secuencias de la ca-
dena son distintas, lo cual es absurdo. Este absurdo proviene de
suponer que s/ = 572

De este modo probamos que la cadena de dominancia no puede
contener ciclos. Como la cantidad de soluciones 6ptimas es finita,
el conjunto I también debe serlo y sl es una solucién éptima que
pertenece a la cadena y que no es dominada por ninguna otra, por

lo cual es construida completa por el algoritmo. En particular:
(&9

o ] € Xk_—i-l-

Sl k+1

Existe algin j € I para el cual &/ > k'. En tal caso, como k’/ >
(=)

k + 1, la sucesion sf € X;;H.

1,k+1]

De este modo, la Proposicion queda demostrada para cualquiera de los
posibles casos.

O

(%) (2)

Proposicion 4.14. X(0) = X, = {s}, con s una secuencia completa,
ordenada y optima.

Demostracion. Dividiremos la demostracién en dos partes:

(2)
1. Probaremos que s € X' () secuencia 6ptima.

(=)

2. Probaremos que #(X(0)) = 1.

1. Probaremos que ds € S((’)) secuencia Optima tal que Vk =1,--- ,nm :

(2)

S,k € Xj. Haremos la prueba por induccién en el nimero de etapas k.
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» CASO BASE: k = 1 La validez del enunciado resulta trivial en este
<

<)
caso, dado que X} = Uj:L_”’n[oj] = Useé(O),s optima S[1,1] Liego, la
propiedad vale no sélo para una secuencia, sino para todas las
secuencias ordenadas optimas.

= PASO INDUCTIVO: Quiero ver que la propiedad vale para k+ 1.
No obstante, como por hipétesis inductiva 3s € S(O) éptima tal
(=)
que 815 € Ay y b < nm, entonces por la Proposicion 4.13 tenemos
. &)
que 3s' € S(O) 6ptima tal que S{ gr1) € Awt1, como querfamos
ver.

Finalmente, la propiedad vale para k = nm. Luego, ds € S((’)) optima
(=) (2)
tal que s ) = 5 € X = X(O)
(2)

2. Veamos que #(X(0)) = 1.

(<)
En principio, de 1) se deduce que X(Q) # (). Supongamos que sy, o €
(=)
X(0). Luego, tendremos que

Oméx(sl) S Oméx<32> V Cméx(32) < Oméx(sl)

En el caso de que Chpa(s1) < Cuax(S2), entonces, por la Definicién
(=) =)
4.18, 51 = s9. De aqui se infiere que s; € X(O) A sg & X(O), 6 s9 €
=) =)

X(0) A s ¢ X(0).

Si Crnax(82) < Ciax(s1), entonces es claro que sy < s1 A 1 A o, por lo
(=) (=)

que s3 € X(O) A sy ¢ X(O).

Por lo tanto, en todos los casos se deduce que s; = s, dado que si

(2) (2)
s1 # sg, serfa absurdo que s; € X(O) A sy € X(O).
(%)
Luego, #(X(0)) = 1.
[
(%)

La Proposicién 4.14 nos dice que X(O) = {s}, con s secuencia Gptima.
(2)
Luego, cualquier algoritmo que genere iterativamente los conjuntos X (Q) y
(2)
devuelva X (Q) sera considerado valido para resolver el JSSP.
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Para finalizar este apartado, haremos algunos comentarios y observaciones
adicionales con respecto al trabajo original que creemos pertinentes.

Con este esquema recursivo se evidencia que la descripcion de los estados
estarda dada por los conjuntos factibles (), de forma similar al problema 6 del
capitulo 2. Ademas, nuestro principio de optimalidad nos asegura que dado

=
un subconjunto factible de operaciones @) C O y una secuencia s € X(Q),
entonces todas sus subsecuencias s, con z = 1,2,---,|Q| estdn en sus

<
respectivos conjuntos X(q(s[l,x])).

La Observacion 4.4 pone de manifiesto las limitaciones de nuestro funcio-
nal. Dado que el orden definido por la dominancia es parcial, no podremos
calcular el minimo sobre todas las secuencias parciales comparables, sino que
deberemos conformarnos con el conjunto de secuencias minimales. Asi no se
asociara una secuencia minimal a cada estado, sino un conjunto de secuencias
minimales.

Con esto nos estamos saliendo de la version clasica de PD, ya que no es
posible plantear la ecuacion de Bellman para este problema. En este punto,
no resulta del todo claro hasta que punto podemos considerar el planteo en [(]
dentro de la PD. Si bien es innegable que la metodologia desarrollada guarda
cierta relacion con su version clasica, resulta dificil diferenciar si realmente
se trata de una aplicacion de PD al JSSP, o simplemente de un criterio muy
ingenioso y efectivo de poda. En cualquier caso, dejaremos que el lector saque
sus propias conclusiones respecto de este tema. En el fondo, al demostrar
la validez del esquema iterativo propuesto en 4.22, la categorizacion de la
metologia utilizada no parece tener relevancia.

En resumen, hemos hallado una forma iterativa de construir una soluciéon
exacta, que descarta soluciones parciales en base a una comparacion a nivel
de estado. Si bien el nimero de estados no tiene por qué ser equivalente al
numero de soluciones parciales, conceptualmente el método propuesto resulta
sumamente parecido a PD.

4.5. Secuencias con operaciones retrasadas

En esta subseccién introduciremos dos criterios adicionales que nos per-
mitiran descartar mayor cantidad de secuencias parciales, mejorando el ren-
dimiento de nuestro algoritmo expuesto en el préximo capitulo.
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4.5.1. Eliminacién de secuencias parciales con operaciones retra-
sadas

Supongamos que debemos resolver el problema de la instancia Z y tene-
mos la secuencia parcial ordenada [0q,01]. Dentro de este contexto, notemos
que la operacién oz se ejecuta en la maquina 3, y ademads, las restantes ope-
raciones correspondientes a la méquina 3, (04 y 0g) no se programaran antes
de t = 2. Por lo tanto, se podria programar perfectamente la operacion o3
a tiempo 0, ya que p(o3) = 2. Sin embargo, dado que 03 no esté entre las
operaciones de n([o2,01]), no es posible programar o3 a tiempo 0 de forma
ordenada. Luego, cualquier secuencia ordenada en Comp([o2, 01]) tendrd un
schedule asociado 1, tal que ¥(03) > 2. En otras palabras, cualquier expan-
sién ordenada definira un schedule en donde se podria adelantar la operacién
03 sin violar las condiciones de factibilidad, como se muestra en la Figura 14

Magquina3 Méaquina3 08 03 od
Maquina2 Maquina2 H

Maquinal [ ol 09 Méquinal m n

T 1 | —— L T
O =W N ®m & 10 O N X O O N M O =W N M & 1N O N 0 O O
- - - -

-
-

Figura 14: Expansién desordenada de [0y, 01] sin retrasos (izquierda) vs. ex-
pansién ordenada de [0g, 01| con retrasos (derecha)

Dentro de la literatura del JSSP, es comin que el espacio de busqueda
se reduzca a solo schedules en donde ninguna operacién puede adelantarse
sin producir el atraso de otra. En el ejemplo presentado, cualquier schedu-
le producto de una expansién ordenada de [0q,01] escapa a esta reduccion.
Por ende, seria deseable hallar alguna condicion extra, de forma de elimi-
nar tempranamente las secuencias parciales en donde se pudiesen adelantar
operaciones. Introduciremos dicha condicién a través de las siguientes defi-
niciones.

Definicién 4.24. Sea (Q C O factible, sea s € S(Q) Parai=1,2,--- ,m,
definiremos:
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3

(s,i) ={o €n(s): m(o) =i}

» 7(s,i) = {0 € n(s,i) : Po’ € n(s,i),0 # o, tal que (s,0') + p(d') <
(s, 0)}

Finalmente, definiremos n(s) =J:-, n(s, 1)

Definicién 4.25. Sea Q C O factible, sea s € S(Q) Definiremos

n/(;):{06@:ﬂo’6@,0'7&0talqueol¢n(s+0)}

—_

Finalmente, diremos que o € 1(s) genera retrasos si o ¢ 1(s).

Observemos que, dada una o € n(s), o generara retrasos si o ¢ 7(s), o

bien 3o’ € n(s) tal que se cumple alguna de las siguientes dos condiciones:
= (s,0') +pl(of) < (s, 0) +p(o)
= (s,0') + p(o') = (s, 0) +p(o) Am(o') < m(o)

Cabe aclarar que la segunda condicién resulta equivalente a que 30" € n(s) :

o ¢ n(s+o).
En la Figura 15 se muestran ejemplos para las dos condiciones.

Méaquina3
Maquina2 Magquina2
Maquinal Maquinal ol 02
6 4 N m ¢ w o n 6 4 N m ¢ w o n

Figura 15: Secuencias con operaciones atrasadas

Cada schedule de la grafica es producto de la expansion ordenada de la se-
cuencia [o0;] en la secuencia s. Las operaciones programadas se muestran niti-
das. Ademads, se observa en ambos casos que (s, 04) = 2 = (s, 03) + p(03),
lo que se manifiesta representando la operacién o3 con un color traslucido.

El schedule de la izquierda corresponde a la secuencia ordenada s =

[01,04]. La operacién oy ¢ n([o1]), pues ¥([o1],03) + p(os) = ¥([01],04) ¥y
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m(o4) = m(o3). De aqui se puede inferir que o4 ¢ 7([01]). Ademas, dado que
no hay mas operaciones en 7([o1]) cuya ejecucién corresponda a la maquina
3, entonces o3 € n([01],3).

Por otra parw el schedule de la derecha tendremos que s = |01, 05]. En

este caso, 02 ¢ n([o1]), pues o3 € n([o1])) ¥ ¥([o1], 03) + p(os) = ¥([01], 02) <
¥([o1], 02) + p(o2).

Es claro que en ambos schedules la operacién o3 podria programarse a
tiempo 0 sin ninguin problema. No obstante, o3 ¢ n([o1, 04]) y 03 & n([01, 02]),
por lo que hacer lo anterior desordenaria la secuencia. O mejor dicho, nunca
obtendrfamos una secuencia s’ ordenada y completa en donde ¢y (03) = 0.

De aqui que si utilizasemos el conjunto de operaciones 7(s) para expan-
dir cada secuencia ordenada en lugar de utilizar 7(s), podriamos evitar la
generacion de secuencias en donde alguna operacién pueda adelantarse. Los
resultados y definiciones a continuacién justificaran la utilizacion de este me-
canismo para resolver el JSSP de forma exacta.

En principio, para que las demostraciones resulten mas sencillas de escri-
bir, introduciremos el concepto de secuencia nula.

Definicién 4.26. Definiremos la secuencia nula [| como una secuencia que
no contiene ninguna operacion. Asi:

" q

u
3
I
(O}
—
L}
—~
=
~

= Voen(l) I +o=[d

Procederemos a demostrar que si reemplazamos en la Definicion 4.22 la

nocién de n(s) por n(s), obtendremos también una secuencia ordenada y
optima.

o

Proposicion 4.15. Sea Q C O y s € S(Q) 6 s = [|. Entonces, Yo' €
2

o

s
€ Comp(s+0%) tal que

(77(5)\77/(;)),51 € Comp(os+01), 0% € @,s
Cméx(82> S Cméx<51)

Demostracién. En principio si o' € (1(s)\n(s)), entonces o' genera retrasos.

—_

Luego, Jo € n(s),0 # o' que cumplird alguna de las condiciones mencionadas
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recientemente. Tomaremos o? como la operacién con el menor tiempo de

finalizacién de entre las operaciones de 7n(s). En caso de haber més de una,
tomaremos como o? la que se ejecute en la maquina de menor indice.
Veamos que valen las siguientes dos afirmaciones:

» (s + 0% 0Y) = (s, 0!)
= o' € n(s+0?)

Para ello, dividiremos la prueba en dos casos

1. Si m(o') = m(0?). En este caso, 0* € n(s,m(0?)) y o' € n(s,m(0?)).
Por definicién, tenemos que

Bls+o%o) = max  {fuie(0) +plo)}

o€ Pre(q(s+02),0)
< max {¢s+02< ) + p(o)}

0€q(s+0?)

Como 0% € 1(s) = Chax(s + 0%) = (s, 0?) + p(0?). Luego:

MAX  {15402(0) + (0)} = Crnax(5 + 02) = ¥(s,0%) + p(0?)

0€q(s+02)

Por otro lado, por definicién de 7(s, m(0?)), tenemos que (s, 0*) +
p(0?) < (s, 0'). De lo anterior y de aqui tendremos que

U(s +0%,0") < (s, 0%) +p(o”) < 1(s,0)

Como ¢(s) C q(s+ 0%) entonces finalmente vale 1)(s+ 0%, 0') = (s, o').

Ademds, resulta claro de lo anterior que o' € n(s + 0?), pues:
U(s+0%0") +p(o') > (s + 0% 0") = Y(s,0") =
= 1(s,0%) + p(0*) = Chsx(s + 0?)

2. Si m(o ) # m(0?), entonces 0? € n(s,m(o )) y 0* ¢ n(s + o). Como

j(0o') # j(0?), entonces 0* ¢ Pre(q(s + 0%),0'). Luego, se tiene que

Pre(q(s),o') = Pre(q(s+0?),0'), de donde, por la definicién se infiere
que

@ZJ(S + 027 01) = ¢(57 01)

De lo observado y de la definicién de 0? es claro que alguna de las
siguientes condiciones es verdadera:
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n Chax(s + 0%) = (s, 0%) + p(0?) < (s, o) + p(ot)
n Chax(s+0%) = (s, 0%) +p(0%) = (s, 0') + p(o!) Am(o®) < m(o')

Luego, dado que (s,0') = 9(s + 0% 0'), reemplazando en ambas de-
sigualdades se obtiene que o' € 7(s + 0?), como queriamos ver.

Ahora, definiremos 52 como la expansién ordenada de la secuencia s + 02
con las operaciones de s[lk ] & excepcién de 02, respetando el orden de
aparicién. Luego, de forma analoga a la demostraciéon del Corolario 4.1 se
puede probar por induccién que Cis(52) < Crax(s'). Bésicamente, con lo
anterior hemos demostrado la validez del caso base para la operacién o'.
Luego, utilizando la hipétesis inductiva podremos llegar al resultado.

Obviaremos la exposicion de esta prueba por cuestiones inherentes a la
extension y simplicidad, ya que no posee ninguna dificultad adicional a la del
Corolario 4.1. El tinico detalle es que o* ya se encuentra programada en 52,
por lo que el tiempo de inicio de 0? serd mayor en s' que en 52
_ Finalmente, si definimos s* como 5 ordenado, obtendremos que s* €
S(Q) v Crax(8?) = Crugx(5?) < Chax(st), como querfamos ver.

Por tltimo, para que s% € Comp(cs + 0%), resta ver que 5[21,d(s)+1} = 5+ 0%
Para ello, supongamos que esto no pasa. Luego, como el orden de la secuencia
se ve alterado, necesariamente tendremos o € 7(s),0 # 0* tal que ¥(s,0) +

p(o) < (s, 0%) + p(0?). Separaremos en dos casos la demostracion:

1. En el caso de que o € n(s) es muy sencillo ver que o no puede desordenar

la secuencia s+ 0?, pues, 0? es la operacién en 7(s) con menor tiempo de
finalizacién y menor maquina de ejecucion. Por lo tanto resulta absurdo
que o se programe antes que o? en s2.

—

2. En el caso en que o € (n(s)\n(s)), tendremos que o genera retrasos.

Bntonces 30/ € 7(3) : ¥(s,0) + p(0) < ¥(5,0) + plo) < ¥(5,0%) +
p(0?), por lo que nos remitiremos al caso 1) con las operaciones o y 0.
Nuevamente, se llega a una contradiccién.

. 2 . 2 ’
Finalmente, del absurdo se deduce que 51,d(s)+1) — ST 07, como queriamos
ver.

O]
Definicién 4.27.

V(Q) = {[o;]}, 5i Q = {o; € n([])}
V(@) = U U {s+ o0}, si Q factible, |Q| > 1

Q) (=)
s€Y(Q\{o}) con oen(s)
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(2)
Proposicion 4.16. Y(O) = {s}, con s una secuencia completa, ordenada y

optima.

Demostracion. Probaremos que ds € S (O) secuencia 6ptima tal que Yk =
=)
L.+ ,nm : spy € V. Haremos la prueba por induccién en el nimero de

etapas k.

= CASO BASE: k£ =1 Como ya hemos probado que la prueba vale para
Xy, entonces tendremos que s € S(O) déptima, con s;1) = [o] € A).
Luego, si o € n([]), entonces [o] € Vi, con lo que queda probado el
resultado.

— °

En caso contrario, por la Proposicién 4.15, 30" € n([]), s’ € S(O) épti-
ma, tal que SEM] = [0'], como queriamos ver.

= PASO INDUCTIVO: Por hipétesis inductiva tenemos que 3s € S(O)

(=)
6ptima tal que sp ) € Vi v k < nm.

Sea 0 = Sp41]- Si 0 € n(spk), entonces Sy py1] € Virr. En el caso
de que o ¢ n(sp), entonces, nuevamente por la Proposicion 4.15,

o' € n(spw) y s € S(O) Optima, tal que Sl[l,k+1] = spp + 0, por lo
tanto, s’ € Vei1.

En conclusion, 35 € S((’)) 6ptima tal que sp g1 € Vi1

(@)
Finalmente, para ver que 3Js’ € Yyi1, puedo aplicar un argumento
similar al de la Proposicién 4.13, en donde la cadena de dominancia
{s'}icrcny comenzard en 5y Vi € I : {s'} C Ypyy. Luego, como no
se producen ciclos, tendremos que para algtin i € I,s’ es 6ptima y

(=)
S[1,k+1] € V41, cOmMo queriamos probar.

(2)
Finalmente, ver que #(y(O)) = 1 es andlogo a la demostracion de la
Proposicion 4.13.

]

Basicamente, el mecanismo de expansion iterativo planteado en 4.27 evita
la generacion de secuencias que tengan operaciones retrasadas. A su vez, si
luego de descartar secuencias con retrasos, eliminamos las secuencias domina-
das para sé6lo quedarnos con las secuencias minimales, también obtendremos
un 6ptimo del problema.
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Al reducir la cantidad de secuencias generadas por cada etapa, reducimos
en gran numero la cantidad de secuencias generadas en etapas posteriores.
Eventualmente, obtendremos una secuencia éptima generando tanto los con-

(=) =)
juntos X' (Q) como Y(Q), pero mejoraremos los tiempos de procesamiento si
utilizamos estos tltimos.

En la Figura 16 se evidencia la reduccion de secuencias por operaciones
retrasadas dentro del arbol de la Figura 13. En ésta, podemos ver de azul las

secuencias eliminadas por tener operaciones retrasadas.

Job 1
Job 2 o

Job 3

@ © s

M O ®© D © @©

B (19)(19) @@ @&

11 5 [1,4] 9 [2,5] 13 [1,3,6] 17-[1,364] 21 [2358 25 [2,3,69]
2-[1] 6 [1,2] 10- [2,3] 14- (2,31 18 [1,36,2] 22 [23,5,6]
3- 2] 7-11,3] 11- [1,3,4] 15 [23,5]  19-[1,369] 23- [236,1]
4 [3] 8 [2,1] 12-[1,3,2] 16 [2,3,6]  20-[2,351] 24 [23,6,5]

Figura 16: Arbol de busqueda de Z hasta la etapa 4 y eliminacién de secuen-
cias retrasadas

Es importante remarcar que nuestro criterio de eliminaciéon de secuencias
por operaciones retrasadas es distinto del utilizado en el apartado State spa-
ce reduction de [0]. Més especificamente, nuestro criterio abarca un mayor
abanico de posibilidades en donde cada secuencia no debe ser expandida con
una operacién que genere retrasos. Por ejemplo, segin el criterio de [0], la
operacién o4 no genera retraso para la secuencia [o;], mientras que segun el
criterio expuesto en la Definicién 4.25 si lo hace.

Por otro lado, el orden de eliminaciéon de secuencias que aqui propone-

94



mos es el inverso del utilizado en [6]. Mientras alli se eliminan primero las
secuencias dominadas, para luego descartar las secuencias con operaciones
que generan retraso, nosotros optamos por descartar en primer instancia las
secuencias con retrasos y recién entonces aplicar los criterios de dominancia.
Esta diferencia obedece simplemente a una comodidad tedrica: resulta mas
sencillo probar que el algoritmo encuentra una soluciéon éptima con el orden
de eliminacién que aqui utilizamos. Cabe remarcar que la demostracion pre-
sentada en [0] para la incorporacién del descarte por operaciones con retraso
depende de alguno de los argumentos que senalamos como erréneos, tanto en
[7] como en el Apéndice de esta tesis.

4.5.2. Cotas inferiores y superiores

En esta subseccion introduciremos un nuevo criterio de descarte que per-
mite reducir la cantidad de secuencias mediante el uso de cotas. Este criterio
no es considerado en [0].

Ya hemos mencionado en la Definicién 1.6 que cualquier solucién factible
de un problema de minimizacién es una cota superior del problema. En nues-
tro caso, cada solucién factible serda una secuencia completa ordenada, y su
Chax la cota superior. Por lo tanto, para obtener una cota superior debemos
hallar secuencias completas y ordenadas en forma eficiente.

Para cumplir este cometido utilizaremos una heuristica, que serd pre-
sentada y explicada en el Capitulo 6. Por ahora, supondremos que tenemos
alguna forma de obtener dichas secuencias.

Ya computadas estas secuencias completas, dado que el tiempo de finali-
zacion Chs, de cada una de ellas es una cota superior de la solucién éptima,
calcularemos la cota superior C'S como el mejor de estos tiempos. Asi:

CS = min{Cax()}

con s una solucion factible.
Ademas, llamaremos scg a alguna solucion factible cuyo Ci4, resulta ser
C'S. Mas formalmente:

scs = argmin{Chax ()}

Una vez obtenida una cota superior para el valor 6ptimo del problema,
para cada secuencia parcial s, calcularemos un valor que acote inferiormente
a todas las posibles completaciones de s. Llamaremos a esta cota CI(s).

Luego, si resultase ser que C'I(s) > CS, entonces cualquier completacién
s" de s tendrd un tiempo de finalizacién Cis(s’) igual o peor que el de la
secuencia s¢g correspondiente a la cota superior C'S. Por lo tanto, podremos
descartar la secuencia parcial s.
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Una posibilidad para hallar C'I(s) es calcular una cota inferior al tiempo
de finalizacién que dependa de cada maquina. Luego, C'I(s) serd la méxi-
ma de todas estas cotas inferiores. Llamaremos CI(s,i) a la cota inferior
correspondiente a la maquina i. Asi:

CI(s) = méax }{C](S,i)}

i€{l,m

Para computar C'I(s, i), habrd que tener conocimiento tanto de las ope-
raciones que faltan programar para la méquina ¢, como asi también de las
operaciones programadas. Las operaciones programadas serviran para obte-
ner el minimo tiempo al que pueden empezar a planificarse las operaciones
restantes. Por otro lado, de estas tltimas dependerd el tiempo minimo de
finalizacion de cada maquina.

Introduciremos la siguiente notacién:

Definicién 4.28. Sea s una secuencia parcial. Notaremos:

1. O(i) = {o € O : m(o) = i} al conjunto de operaciones correspondientes
a la mdquina 1.

2. Oyi) = (0(i)\q(s)) al conjunto de operaciones correspondientes a la
maquina © que aun no han sido programadas.

3. 0(i,j) ={o € O :m(o) =i A jlo) =j} serd la unica operacion del job
J que se ejecute en la mdquina i.

Nuestra cota inferior para cada maquina CI(s,i) constara de tres com-
ponentes: C'A(s, i), TR(s,i) y CO(s,1).

C'A(s, ) representard lo que denominaremos la cabeza de la cota inferior
C1I(s,i). Este valor constituye una cota inferior al tiempo de inicializacion
de la primera operacion que resta programarse en la méaquina i. En caso
de no quedar ninguna operacién por programar, representard el tiempo de
finalizacién de la maquina <.

Para computar C'A(s, i), para cada operacion o € Oy(i), tendremos dos
casos: 0 € €(q(s)) uo ¢ e(q(s)).

En el primer caso, el tiempo minimo estd dado por £(s,0) — p(0). Como
ya hemos observado, en cualquier completacion ordenada de s, el funcional
&(s, 0) representa una cota inferior al tiempo de finalizacién de o. Luego, como
el tiempo de inicio de cualquier operacion se puede calcular como la diferencia
entre su tiempo de finalizacién y de ejecucién, tendremos que &(s,0) — p(o)
sera una cota inferior del tiempo en que se pueda programar o.
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Para clarificar lo mencionado, si por ejemplo suponemos que s = [01, 03],
para la operacién 0, € (Oy(1) Nn(s)), este tiempo serd

£(s,02) — p(02) = ¥(s,02) + p(02) — p(o2) = ¥(s,02) =2

En el segundo caso, notemos que hay una serie de operaciones del mismo
job j(0) que aiin no han sido programadas, por lo que o no podra ser ejecutada
hasta que estas operaciones hayan finalizado. Luego, para hallar una cota
inferior al tiempo de inicio de o, supondremos que las operaciones precedentes
se ejecutaran en serie, una detras de la otra. La primera operacion precedente
o' serd la correspondiente al job j(0) que se encuentre en el conjunto £(q(s)),
y su tiempo de inicio serd nuevamente £(s,0’) — p(o).

Si tomamos el mismo ejemplo de antes, tendremos que, para s = [0, 03]

y la operacién os € (Oy(3) N (O\e(q(s)))):
§(s,02) — p(02) + p(o2) + plos) = 1(s,02) + plo2) +plos) =2+2+1=5

Finalmente, computaremos C'A(s,i) como el minimo sobre todos estos
tiempos. La siguiente definicién formalizara la dicho anteriormente:

Definicion 4.29. Sea Q C O factible y s € S(Q) Definiremos:

1. CA(iy7) = {0 € Tpelo(i, j))} serd el conjunto de operaciones del job
j que preceden a la operacion de dicho job para la mdquina i. Ademds,

CALi, j) = CA(i,j)\Q.

2. Para cada operacion o € £(Q) : j(o) = j, definiremos:

Wb;(s,0) = { (s, 0), sio€n(s)

Chax(s), en caso contrario
3. Para cada operacion o(i,j) € Oy(i), sea 0 € €(Q) : j(0) = j. Definire-

CA(S7iaj) = %(57 0) + Z p(ol)

{o'eCALL])}

N Cméx(ws, Z), Si O#(Z) = @
4 G0 = { mineeo i) {CA(s,4,7(0))}, si OLi) # 0

La segunda componente de CI(s,i), serd TR(s,i) que representard el
tiempo remanente que la maquina ¢ debe trabajar para programar las ope-
raciones restantes y serd igual a la adicion de los tiempos de ejecucion de las
operaciones no programadas 0 € Oy(1).
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Al sumar estos tiempos estamos asumiendo que la maquina no descansa,
por lo que T'R(s,7) es una cota inferior del tiempo empleado hasta que no
queden mas operaciones en Oy¢). De no haber mas operaciones que progra-
mar en la maquina i, TR(s, 1) serd loégicamente nulo. Més formalmente:

Definiciéon 4.30. Sea (Q C O factible y s € S(Q) Definiremos

TR(S7i) = Z p(O)

{oe04(i)}

Por tltimo, CO(s,i) serd la cola de la maquina i. Es decir: CO(s, 1)
serd una cota inferior para el tiempo que llevara la ejecucién de todas las
operaciones después de haberse concluido el uso de la maquina 7.

En el caso de que la maquina 7 no tenga entre sus operaciones no progra-
madas ninguna operacién que finalice un job, entonces para cualquier orden
de estas operaciones todavia restaran planificar otras operaciones en otras
méquinas. Luego, en este caso, podremos tomar a la cola CO(s,i) como el
minimo del tiempo total de finalizacién de cada job, suponiendo ya progra-
madas todas las operaciones de la maquina .

Cabe destacar que la cola C'O(s, i) se calculard sélo para las operaciones
de Oxi), pues, para cada operacién o € (q(s) N O(z)) que ya ha sido pro-
gramada en la maquina i, la cota inferior del tiempo de finalizacién del job
correspondiente j(0) esta contemplada dentro de la cabeza de la cota inferior
para la maquina C'S(i’), donde i’ serd la maquina de la préxima operacién
de dicho job j(0), i.e, i = m(0'), con o € £(Q) : j(0') = j(o). Para una
demostracion formal de esto, vease la Proposicién 4.18.

La préxima definicién formalizara la nocion de cola:

Definicién 4.31. Sea Q C O factible y s € S(Q) Definiremos:

1. CO(i,5) = {o € J(o(i,7)) : indice(o) > indice(o(i,j))} serd el con-
Jjunto de operaciones de cada job que resulta posterior a la operacion
de dicho job para la mdquina i. Ademds, CO4i, j) = CO(i, )\ Q.

Una vez explicado brevemente el sentido de cada componente, CI(s,1)
sera la suma de éstas:

Cl(s,i) = CA(s,i) + TR(s,i) + CO(s,1)

A continuacién haremos la demostracién formal de que C'I(s) es efectiva-
mente una cota inferior para la secuencia s. Para esto, veremos que dada una
secuencia parcial s, CI(s) serd menor o igual que Ciax(s'), Vs' € Comp(s).
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Definicién 4.32. Sea ¢ € ¥ un schedule activo factible, y sy su secuencia

asociada. ¥i € {1,--- ;m}, definiremos:
1. Jo (W), e 055" )], una secuencia s) que representa el orden en que las
ozpemczones fueron pmgmmadas en la maquina i. Ast,¥Nr,l=1,--- ., n:
P8 < o 4o

2. Coax(¥0,1) = (0") + plol” l)), es el tiempo de finalizacion de la
mdquina 1.

3. Crin(,1) = w(0§¢’i)) es el tiempo de inicio de la mdquina i.
4. Si s es una subsecuencia de s, (parcial o total), definiremos:

CméX(qu)&w’ st O(Z) g Q( )
)

min{rzoslw,i)gq(s)}{iﬂ(og }. en caso contrario

Cmin(57 Z) = {

el tiempo de inicio de la primera operacion de la mdquina i que no esta
en q(s).

Respecto de la anterior notacién, es importante dejar en claro que el
fndice 7 de ot no guarda mnguna relacion con el indice de las operaciones.
Para denotar el indice de ol’"” escribiremos mdzce(0$ l)).

Proposicion 4.17. Sea Q C O factible y s € S(Q) Entonces, CI(s) es una
cota inferior de s, es decir:

Vip € Compy(s) : CI(s) < Congx(t))

Demostracion. Sea 1) € Co?npw(s), y sea i € {1,---,m} el indice de la
magquina z-ésima.

Dividiremos la demostracion en los siguientes items:

1. CA(s,1) < Crin(s, 1)

2' TR(S7 Z) S Cmax(wa /l/) m’LTL(S7 Z)
3. CO(S,Z) S Omax<¢) max<¢ 7')
4. CI(s,1) < Crax(¥)

5. CI(s) < Cuax(¥)
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1. Si Oyi) = 0, por definicién resulta que:
CA(S,1) = Cmax(Vs, 1) = Crpin(s, 1)

por lo que el resultado resulta valido.

Supongamos que Oy(i) # 0. Luego,
CA(s,i) = min {CA(s,i,j(0))}

o' €0y(1)
Sea 0 € O4i), y sea j = j(o). Separaremos en dos casos:

L] CAy(Z,]) == @2
En este caso, de la definiciéon de C'Ay4,j) y del hecho de que
0 € Oyi) se infiere que o0 € £(Q)
Por lo visto en la Proposicién 4.7, item 6, tenemos que ¥ (o) >
Y;(s,0). Como CAi,j) = (), tendremos que:

P(0) > i(s,0) = ¥ji(s,0)+ Y
o' €CALi,)
= CA(s,i,7) > CA(s,1)
u CAa/(Z,]) 7£ @Z
Como 9 es factible, se deben programar todas las operaciones
de CAyi,j) antes de que se pueda programar o. Escribiremos

CALi,7) = {ogi’j), e ,o,(j’j)} de forma que las operaciones estén
ordenadas en forma creciente segin su indice. Asi:
Vrl =1, kol < of ) & indice(o) < indice(o"?)

Por lo tanto, tendremos que:

Vr=1,k—1:9")) 4 p(ol) < (o 7‘+1)

con o\ € £(Q).
En forma analogo a lo visto en el caso CAy(i,j) = 0, resulta que
D(017) =ty (s,01"7).
Juntando todo, obtendremos la siguiente desigualdad:
(0) = (o)) + plof”) = (o)) + ploi) +plof”)
> (o] ”) +p(o] ) + -+ p(of”)
=d )+ D o)z s+ D p(d)
o ECAs/(i,j) O/ECAg(i,j)
= CA(s,i,7) > CA(s,1)

100



Luego, en ambos casos resulta que ¢ (0) > C'A(s,i). Como o € (Oy1)
es arbitraria, entonces resultara que:

Cusn(s.1) = mi (0(0)} > CA(s,1)

como querfamos ver.
2. Si Oy(i) = 0, entonces T'R(s, i) = 0. Luego, como
Crax(10,7) — Cruin(s,i) > 0,
es trivial que TR(s,1) < Chax (¥, 1) — Crin(s, 7).

Supongamos que Oy(i) # 0. Sea r tal que Chin(s,7) = @b(oﬁw’i)). Como
¥ es factible, tendremos que:

Vi=1,--,n—1:9(0"") < ")
Utilizando la anterior desigualdad, obtenemos:
Cunax(¥,1) = Cruin(5,7) = ¥ (o) + p(0) = Crin(s, 1) =
> 9(0,27) + p(0,2) + (o)) = Coun(5,7) 2 -+ 2
> P(0l") + p(of") + -+ + p(o ) —
Ahora, como Ci;,(8,17) = ¥(or @ ))
(¥) = Cruin(s,9) + (L") + -+ p(0f") = Couin(s,1) =
= p(oy"V) + -+ plo]) = TR(s, i),
de donde se deduce la desigualdad.

3. Sea j =1,--- ,n. Partiremos en los siguientes dos casos:

» CO41,7) = 0. En este caso, es claro que Z{oECOy(i,j)}p<0) = 0.
Luego, resulta trivial que

Cméx(,lvz)) Z Cméx(wa Z) = Cméx(¢a Z) + Z p(O)

{0eCO4(i.5)}

s COLi,j) # 0. Escribiremos a CO(i,5) = {o{",--- 0"} de
forma que las operaciones de COy i, j) se encuentren ordenadas
por el indice. De esta forma, tendremos que:

Vil =1 ko) < o) & indice(of?) < indice(of?)

Luego, como 9 es factible, son validas:
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o Vr=1, k—1:00"")+plol”) <
o Cuan(t,7) = ¥ (0") + p(oh) < 9h(0f"”

Entonces,

Cunix() = méix{v(0) + p(0)} > méx {v:(0y"”) +p(of”)} >

’QZ)( r—i—l)
A ”»)

> mix {0(0f2) + plofT) + plof )} = - 2
> mix w( U 4 p(of ) 4 -+ plof D)} = (x)

En particular, para j = j(on (Wi )) tendremos que:

i 'o,(f”’i) i OSZ,/J ) i 0511’/] )
(*) > w(Og J( ))) +p( (4,4 ( ))) +. +p( (4,4( ))) >

. i o
> Crax(¥,1) +p(o§ i ))) 4. 4_]9(0](€ J( ))) _
Cm;k(@b,i) + Z p(o)

{0eCOLi,5)}
En ambos casos llegamos a la misma desigualdad.

Ahora, por definicién, tendremos que Vj = 1,--- ,n : CO(s,i) <
Z{OECOy(i,j)} p(0) de donde se deduce que:

Cméx(dj) Z Cméx(¢7 'L) + Z p(o) 2 Cméx(z/)a Z) + CO<S7 'L)
{0€C04(i,4)}
Ccomo queriamos ver.

. De los anteriores items y de la definicién de CI(s,i) se deduce la de-
sigualdad:

Cl(s,i) = CA(s,i) + TR(s,i) + CO(s,i) <
S Cmin<57 Z) + (Cméx<wa 7') - Cmm(sv Z)) + CO<57 Z) =
- Cméx(¢v Z) + CO(‘S?Z) S CméX(@M

. Como los ftems anteriores se han demostrado para una maquina 7 arbi-
traria y un schedule ¢ € Comp¢( ) arbitrario, entonces la desigualdad

del item 4) es vélida Vi =1,--- ,m, V¢ € Compy(s). Luego:
Cl(s) = max {C’](s i)} < Crnax(V)

ie{l,-
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Para fijar ideas, expondremos el siguiente ejemplo.

Ejemplo 4.4. En este ejemplo se consideraremos la secuencia s = [0y, 03]
correspondiente a la instancia Z. En la Figura 17 se puede ver grdficamente
como se calcularia la cota inferior para dicha secuencia.

Ademds, en el Cuadro 2 se muestran cudles son los valores para C A(s, 1),
TR(s,i), CO(s,i) y Cl(s,i) para i = 1,2,3, asi como también el job que
para el que se realizan CA(s,i) y CO(s,1).

Méquina3 @

Méquina2 o6

Méquinal $ og)
Qo - ~N L]

< n © ~ ﬁ

Figura 17: Posibles expansiones con cada job para la secuencia s

Madaquina | CA(s,i) C‘,]Z]zsd; TR(s,1) | CO(s,1) é]gtzsd% Cl(s,1)
1 2 2 ) 0 3 7
2 3 3 3 0 1 6
3 2 1 7 0 2 9

Cuadro 2: Cémputo de CI(s)

Hasta aqui hemos explicado y probado que efectivamente se pueden des-
cartar secuencias parciales s cuya cota inferior sea mayor que la cota superior
CS. En lo que resta de esta subsecciéon veremos como incorporar a nuestro
esquema iterativo este criterio de eliminacion.

Como nuestro esquema iterativo utiliza para expandir las operaciones en

—

n(s), lo mas natural seria que la eliminacién por cotas se produzca luego de
la expansion. No obstante, debemos definir si sucedera antes 6 después de la
eliminaciéon por dominancia.
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La siguiente proposicién y corolario nos mostraran que el orden relativo
entre la eliminaciéon por dominancia y por cotas es indiferente.

Proposicion 4.18. Sea Q C O factible, s1,s9 € X(Q), dos secuencias par-

ciales tales que sy = s1. Ademds, sea C'S una cota superior conocida.
Luego, si C'S < CI(sy), entonces C'S < CI(sy).

Demostracion. Sea i € {1,---,m} alguna maquina.

En principio, como ¢(s1) = ¢q(s2) = @, se deduce de la Definicién 4.30
que T'R(sq,1) = T'R(s1,4). Analogamente, de la Definicién 4.31, COy (i, 7) =
COy(1,7), por lo que CO(sq1,7) = CO(sg,1).

Tendremos dos casos:

L O@\Q #0

Luego, por Definicion 4.29 tendremos que:

CA(s,,i) = min }{wj(sr,o)+ > plo)}

Je 17 yTV
{ 0eCAy, (i.j)

Nuevamente, de la definicion se deduce que C'Ay (i,75) = CAy(i,7),

por lo que
Y, )= > plo) (23)

0€C Ay (i,5) 0€C Ay, (i,5)

Observemos que Yo € £(Q), j = j(0) : ¥(sy,0) = &(sr,0) — p(0). Por lo
tanto, de que sy = 51 se deduce que

1;(s2,0) = &(s2,0) — p(o) < E&(s1,0) —p(o) = ¢;(s1,0) =
= ¥j(s2,0) < ¥j(s1,0) (24)

De (23) y (24) tendremos que

Vi(s2,0)0+ ) plo)=(szn0)+ Y plo)

0€C Ay, (i,]) 0€C Ay, (i,))

<e(so+ Y o)

0€CAy (4,9)

Luego, tomando el minimo se infiere que C'A(sg,1) < C'A(sy,1).

Finalmente, como ¢ es arbitraria, obtendremos que
CI(SQ, Z) = OA(SQ, Z) + TR(SQ, Z) + CO(SQ, Z) §
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< CA(Sl, Z) + TR(Sl,?:) + CO(Sl,’i> = C[(Sl, Z) =
= Cl(s9) = méx {Cl(sq9,1)} < méax {CI(s1,1)} =Cl(s1)
ie{1,-,m} ie{1,,m}

de donde se deduce que C'S < CI(s2) < CI(s1), como querfamos ver.

O\Q =10
En este caso, tendremos que Oy (i) = ), de donde podemos deducir que

TR(s1,8) =0y Vj=1,--+ ,n:COy(i,j) =0 = CO(s1,i) =0

Por otro lado, de la Definicién 4.29, tendremos que C'A = Chax(¥s, 1),
que es el tiempo en que finalizo la ultima tarea de la maquina 7.

En principio, tendremos

Cméx(wsu ) < Omax(wsl) - maX(Sl) (25)

Por otro lado, como s; no es completa, entonces 3i" € {1,--- ,m} :
Oy, (i') # 0. Luego, de las Definiciones 4.30 y 4.31 se 1nﬁeren que:

Sea 0 € Oy (7'). Entonces, utilizando la Proposicién 4.7 y la Definicién
4.29 tendremos que

Vi=1,--+,n:9;(s1,0) = §(s1,0) — p(0) > Ciax(s1) — p(o) =
= CA(sy,d) > min {%(81, 0)} > Crax(s1) —p(o)  (26)

{7:0€04(i")Nj=j (0
Ademads, como o € Oy (7'), entonces

TR(s1,1") > p(o) (27)

De los (26) y (27) deducimos que
Cl(s1,i') = CA(s1,7) + TR(s1,i) + CO(s1,i") >
> CA(s1,7") + TR(s1,7) > Crax(s1) — p(0) + p(0) = Crax(s1) (28)
Luego, de (25) y (28) tendremos que
Cl(s1,1) < Cl(sy,1)

Como 7 es arbitraria, se deduce que

Cl(sy) = Z'e{I}l'a.’p{m}{C’I(sl, i)} = . Iril?}éd o {C’I(sl, )}

por lo que la demostracion se remite al caso 1.
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Definicién 4.33. Sea QQ C O factible y C'S una cota superior conocida. Sea
X(Q) € S(Q) un conjunto de secuencias parciales y ordenadas. Definiremos

(cS)
X(Q) = {s € X(Q) : 0S < CI(s)}

Corolario 4.2. Sea Q C O factible y C'S una cota superior conocida. En-
tonces:

(=) (€S)
(€S) (2)
X(Q) =X(Q)
(=) (©9)
(CS) (=)
Demostracion. » X(Q) C X(Q):

=)
(C9) (CS)

Sea s € X(Q). Luego, se infiere que CI(s) < CS, y que 3s’ € X(Q)
tal que s < s.

()
Supongamos que s ¢ X(Q). Entonces, por definicién, tendremos que
(CS)
ds’ € X(Q) tal que s < s. De lo anterior se deduce que s’ ¢ X(Q),
por lo que C'S < CI(s'). Pero, si este fuese el caso, dada la Proposicién

418 y que s’ < s, entonces C'S < C1(s). Esto contradice las hipdtesis,
&)
por lo que se concluye que s € X(Q).

(€5)
=)
Por tltimo, como CI(s) < C'S, se tiene que s € X(Q), como se queria
ver.
(€5) =)
() (CS)
= X(Q) S X(Q):
(CS)
(=)
Sea s € X(Q). Luego, CI(s) <CSy As' € X(Q): s <s.
(CS9)
De la primera implicacién se deduce que s € X (Q). Ademés, si $s’ €

(CS) (cS)
X(Q) tal que s’ < s, como X(Q) C X(Q), se infiere que fs' € X(Q)

(%)
(©S)

tal que s < s. Luego, s € X(Q)
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Como indica el Corolario 4.2, el orden relativo de eliminacién por domi-
nancia y por cotas es indiferente. Luego, lo més sensato seria que prevaleciera
el proceso con menor complejidad.

Mas adelante veremos que en la gran mayoria de los casos resulta me-
nos costosa la eliminacién por cotas que por dominancia. Esto impulsa la
siguiente definicién:

Definicién 4.34. Sea Q C O factible, y X(Q) C S(Q) un conjunto de
secuencias ordenadas. Definiremos:

(=)
—~— (CS)

X(Q) = X(@Q)

Ya estamos en condiciones de incorporar a nuestro esquema iterativo la
eliminacién por cotas.

Definicion 4.35.

—

Z(Q) =A{lo]}, si @ ={o; en(])}
Z(Q) = U U {s+ o}, si Q factible, |Q| > 1

0EANQ) sgz(m}) con 06@

Finalmente, la siguiente proposicién justifica que los conjuntos generados
a través de Definicién 4.35 sirven para obtener una solucion éptima del JSSP.

Proposicion 4.19. Alguno de los siguientes enunciados es verdadero:

1. s¢g es una secuencia optima.

2. Z(0) = {s}, con s una secuencia completa, ordenada y dptima.

Demostracion. Observemos que VQ C O : Z(Q) C Y(Q). En efecto, si

|Q| = 1, tenemos que
(cS) (cS)

Z(Q) =Y(Q)
Por otro lado, del Corolario 4.2 se infiere que
(=) (cs) (CS)

—_—

(C3) (<) (<) (<)
Z(Q\{o}) = 2(Q\{0}) = Z(Q\{o}) € V(Q\{o}) € V(Q\{0})

Mirando cémo se construyen los conjuntos en la Definicién 4.35 y utilizando
un argumento inductivo se deduce el resultado.
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Luego, tendremos que Z(0) C )5(29 = {s}, con s 6ptima.

En el caso de que Z(0Q) = {s}, tendremos que la segunda propiedad es
verdadera. o

Por el contrario, si Z(0O) = (), entonces debe ser que para algin k €

_— (=

{1,2,--- ;nm — 1} : spy ¢ Z(q(spr)). Como spy € V(g(spe)), enton-
ces, s[5 debe haber sido eliminado por cotas. Luego, tendremos que C'S' <
C](S[l,k])- )

De aqui y del hecho de que s € Comp(spi,x), por la Proposicién 4.17, se
deduce que Chsx(scs) < Chax(s), por lo que sgg es 6ptima. Luego, vale el
primer enunciado O
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5. Implementacion

En esta subseccion implementaremos un algoritmo en base a lo visto en
el Capitulo 4. Ademas, haremos un breve estudio de la complejidad de dicho
algoritmo.

5.1. Construccién del algoritmo

Nuestro algoritmo construira, en forma iterativa, los conjuntos descritos
en la Definicion 4.35. La Proposicion 4.19, garantiza que este algoritmo es
exacto.

Basicamente, el algoritmo constara de dos fases principales:

1. La fase de expansién, en donde se expandiran todas las secuencias co-
rrespondientes a una misma etapa Z, constuyendo asi una nueva etapa
de secuencias Z;.1. En esta fase, para cada secuencia s € ;ka, o € n(s),
se construird s+ o. Al terminar de expandir s con todas las operaciones

—_—

en 7(s), s sera descartada.

2. Una fase de eliminacién, en la cual se procederan a descartar secuencias
mediante los criterios de dominancia y cotas. Asi, una vez construida
la nueva etapa Zj; en la fase de expansién, procederemos a computar

el conjunto de secuencias Zj,;. Para ello, se agrupan las secuencias
en Z.1 que correspondan al mismo conjunto de operaciones @), y se
—_ N —

computa Z((Q) segun la Definicién 4.34.

De esta forma, el algoritmo alternard dichas fases desde £ = 1 hasta
k = nm, 6 se detendra antes si Z,, resulta vacio.
A continuacién expondremos el algoritmo en pseudocédigo.
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Algorithm JSSP

Input: Instancia:

Cantidad de jobs = n

Cantidad de maquinas = m
Operaciones = [01, 09, , Opm|
Tiempo de ejecucion = [p1,p2, - , Pum)

Output: Una solucion optima del JSSP.

1: s < H

2: S+ [S]

3: solParcial < heuristica(S)
4: CS « tiempoFinal(sol Parcial)
5. k<0

6: while £ < nm do

7: L + long(S)

8: for(=0:L—-1do

9: S < S(O)
10: £+ ¢(s)
11: Y Y(s,€)

12: n < n(s,¥,¢)

13: n< ﬁ<37w777)

14: S <« S + expandir(s,,n)
15: S« S —5(0)

16: end for

17: L + long(S)

18: [0

19: while | < L do
20: s« S(I)
21: £+ &(s)
22: < YP(s,€)
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23:
24:
25:
26:
27:
28:
29:
30:
31:
32:
33:
34:
35:
36:
37:
38:
39:
40:
41:
42:
43:
44:
45:
46:
47:
48:
49:
50:
51:
52:
53:

n < n(s,¥,¢)

cotalnferior(s) < actualizarCota(s,e,1,n)

if cotalnferior(s) > CS then
S+ S—5()
L+ L-1
end if
end while
L < long(S)
if L > 0 then
S < ordenar(S)
[+ 0
while [ < L do
s < S(1)
€+ €(s)
CRSRENS
n < 77(87 wv g)
rI1+1
while ( (r < L) A (e =2(5(r))) ) do
s« S(r)
P (s )
n' < n(s,y)
if domina(s,s’,e,%,¢',n,n') then

S+ S—5(r)
L+—L-1
else if domina(s',s,e,v',1,n',n) then
S+ S—-5()
L+—L-1
l+—1-1
break
else
r—r+1
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54:
55:
56:
5T:
58:
59:
60:
61:
62:
63:
64:
65:
66:
67:
68:

end if
end while
l+—1+1
end while
else
break
end if
k+—k+1
end while
if long(S) =0 then
solOptima < sol Parcial
else
solOptima < S[0]
end if
valorOptimo < tiempoF'inal(solOptima)
return valorOptimo

Antes de poder explicar el algoritmo, haremos una breve resena de lo

que hace cada funcién dentro de este. Nos ahorraremos el pseudocddigo de
esta parte ya que creemos que el computo de cada funcién no tiene ninguna
dificultad.

. £(s): Toma una secuencia sy calcula el conjunto €(q(s)).

. (s,¢): Calcula para cada operacién o en el conjunto ¢ su tiempo de
inicio ¢ (s, 0).

3. n(s,1,¢): Toma una secuencia s, un conjunto de operaciones ¢ y sus

tiempos de inicio ¥ y se computa el conjunto de operaciones 7(s) que
expanden a s ordenadamente.

4. 7(s,1,n): Toma una secuencia s, el conjunto de operaciones 7 y sus

tiempos de inicio ¥, y computa el conjunto 7(s).

expandir(s,1,n): Toma una secuencia s, el conjuntos de operaciones
que no generan retrasos 7] y sus tiempos iniciales v, para generar todas

las posibles secuencias s + o con o € 7(s).

6. actualizarCota(s,e,1,n): Toma una secuencia s, un conjunto de opera-

ciones € que pueden ser programadas a tiempos iniciales v y el conjunto
de operaciones ordenadas 1 y computa la cota inferior C'I(s).
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7. ordenar(S): Toma una lista de secuencias Sy la ordena, dejando todas
las secuencias con las mismas operaciones programadas juntas. Este
proceso se realiza mediante la comparacién de los conjuntos A(s) para
cada s € S.

8. domina(s, s’ e, 1,4, n,n'): Toma dos secuencias s y s’ con el mismo
conjuntos de operaciones a programar £, sus respectivos tiempos ini-
ciales ¥ y ¢’ y sus conjuntos de operaciones ordenadas n y 7 respecti-
vamente, y devuelve TRUFE si y solo si s < .

Explicaremos el algoritmo brevemente, dividiendo la explicacién en los
bloques significativos en donde se ejecutan los pasos basicos.

s [ineas 1 a 2: Se define la lista inicial con la secuencia nula como su
Unico elemento.

= Lineas 3 a 4: Se procede a correr una heuristica para calcular soluciones
factibles y mejorar la cota superior obtenida. Dejaremos por ahora de
lado la metodologia de estas heuristicas, ya que se explicaran en detalle
en el proximo capitulo.

» Lineas 5 a 62: Se fija el valor 0 para k. Luego se itera sobre el nimero
de etapas del problema, hasta llegar a obtener secuencias completas o
salir del bucle porque la lista es vacia. Siempre que la lista resulta ser
vacia, entonces la solucién éptima sera la solucion parcial almacenada
en la variable sol Parcial, y se procedera al final del algoritmo.

» Lineas 7 a 16: Este bloque de lineas se corresponde con la fase de
expansiéon de la etapa k-ésima, dando lug/ai a una nueva etapa. Para
cada s € S, primero se procede a calcular 7(s), lo que se hace en la linea
13. Luego, se generan las secuencias hijas de s, las cuales se apendizan
al final de la lista. Finalmente, se descarta s.

» Lineas 17 a 60: En este bloque de lineas se ejecuta la fase de eliminacion
del algoritmo. En primer lugar, se eliminan las secuencias por cotas
inferiores, para finalmente proceder a la eliminacién por dominancia.

» Lineas 19 a 29: Eliminacién por cotas: para cada secuencia s € S, se
calcula y actualiza la cota inferior, lo que se hace en la linea 24. Luego,
si la nueva cota resulta ser mayor o igual que la cota superior C'S, se
procede a descartar la secuencia.
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» Linea 32: En caso de resultar la lista diferente de vacia, se ordena la
lista de forma que las secuencias que tengan las mismas operaciones
programadas queden juntas. Esto se hace mediante la comparaciéon de
los conjuntos A(¢(s)) para cada secuencia s en la lista S.

= Lineas 40 a 55: Eliminacién por dominancia. Fijada s, se itera sobre
las secuencias s’ que tengan las mismas operaciones programadas. Si
s < &, entonces se descarta s'. Si, por el contrario s’ < s, se elimina s,
dando lugar a la evaluacion de la proxima secuencia.

= Lineas 63 a 67: Una vez terminado el ciclo, se procede a verificar si
la lista es vacio. Si la lista no es vacio, entonces la tnica secuencia en
la lista es la secuencia 6ptima, por lo que solOptima < S[0]. En caso
de que la lista sea vacia, entonces la secuencia optima sera la solucién
parcial. Luego, solOptima < solParcial

= Linea 68: Se retorna el valor de la secuencia éptima para el algoritmo.

5.2. Complejidad del algoritmo

En esta subseccién estimaremos la complejidad algoritmica en términos
de las dimensiones de la instancia. Recalcamos que esta estimacion se hara de
manera intuitiva e informal.

5.2.1. Supuestos previos

Nuestro algoritmo almacena, para cada secuencia parcial, mas informa-
cion de la necesaria: hemos guardado la secuencia de operaciones que llama-
remos secuenciaOperaciones(s), asi también como la secuencia de tiempos en
que finaliza cada operacion, que denominaremos secuenciaTiemposFinales(s).
También, hemos guardado el conjunto correspondiente a A(¢(s)), al que nos
referiremos como A(s). Por tltimo, para cada secuencia s guardamos la cota
inferior para cada maquina, a las que llamaremos cotasInf(s). Todos estos
conjuntos son guardados como arreglos, por lo que supondremos que acceder
a cualquier valor en ellos tiene complejidad 1. De esta forma, al contar con
esta informacién adicional algunas funciones se calcularan mas rapidamente.

Observemos que, con los datos iniciales y la secuenciaOperaciones(s)
podriamos calcular las demés variables mencionadas en el parrafo anterior.
Luego, la informacion minimal requerida sera la correspondiente a la va-
riable secuenciaOperaciones(s). No obstante, hemos estimado que la can-
tidad en que aumenta el uso de la memoria para cada secuencia parcial
esta acotada superiormente por 3 veces la memoria utilizada para guardar
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secuenciasOperaciones(s). Dado que este factor no es muy grande, no consi-
deramos que este aumento impacte directamente en la capacidad del algorit-
mo para resolver alguna instancia, ya que, como veremos a continuacion, la
complejidad resulta exponencial (esto significa que el crecimiento en cantidad
de secuencias parciales excede por mucho a cualquier funcién lineal, por lo
que el impacto computacional del aumento del espacio utilizado sera despre-
ciable).

5.2.2. Parametros y variables

Se hace necesario establecer una referencia acerca de cada variable y
pardametro utilizados en el calculo de la complejidad. A continuaciéon haremos
una breve descripcion de como se almacenaran los datos.

Parametros:

= 1 representara el nimero de jobs.
= m el nimero de méaquinas.

» ListaOperaciones serd un arreglo de nm coordenadas, en donde la
coordenada k guardara los datos de la operaciéon oy,.

Variables:

n A(s),e(s),9(s,€),n(s,9,€),n(s,1,n) serdn arreglos de tamano n, don-
de la coordenada j se referird a la operacion correspondiente al job j.
Ademas, en todos ellos el valor 0 se corresponde con la ausencia 16gi-

ca de un valor. Por ejemplo, si A(s)[j] = 0, entonces significa que la
primera operacion correspondiente al job j, oj, no se ha programado
todavia.

» secuenciasOperaciones(s), secuenciasTiemposFinales(s) serdan arre-
glos de tamano variable d(s). Asi, secuenciasTiemposFinales(s)[k]
serd el tiempo de finalizacion de la operacién programada almacenada
en secuenciasOperaciones(s)[k].

» cotasInf(s) serda un arreglo de m posiciones, que guardara en la coor-
denada i la cota inferior CI(s, ) para la maquina i-ésima.

Observemos que una vez obtenidos cualquiera de los arreglos, el acceso
a la informacion almacenada en ellos, constituye una operacién elemental.
Por ende, mediante diferentes combinaciones de acceso entre el pardametro
ListaOperaciones, secuenciasOperaciones(s) y secuenciasTiemposFinales(s),
podremos obtener con complejidad O(1):
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L] Cméx<8)

» La mdquina 6 el job de una operacién en secuenciasOperaciones(s).
Llamaremos m* a la maquina correspondiente a la tltima operacion de
s.

5.2.3. Analisis de complejidad

Para empezar estimaremos la complejidad de las funciones &(s), ¥(s, €),
n(s,v,¢€), las cuales se utilizaran recurrente en las demés funciones.

1. &(s): Calcularemos en base a A(s) cada operacién en €(s), siguiendo la
siguiente regla:

a) SiA(s)[j] +n <nm—n=e(s)[j] = \(s)[j] +n.

b) En caso contrario, (s)[j] = 0.

Este proceso se puede realizar en n iteraciones mas. Luego, la comple-
jidad final de computar (s) es O(n).

2. ¢(s,¢e): Para cada operacién €[j], buscaremos la dltima operacién en
secuenciaOperaciones(s) que utilice la misma méquina i 6 tenga el mis-
mo job j. Para esto, iteraremos en el arreglo secuenciaOperaciones(s)
desde el final hasta el principio, y detendremos el proceso de busque-
da apenas encontremos una operacion que cumpla el criterio anterior.
Dentro de este escenario, el peor caso resulta ser que no se hayan progra-
mado operaciones del mismo job 6 maquina. En este caso, recorreremos
la totalidad de secuenciaOperaciones(s) y definiremos ¢(s,e) = 0. Su-
poniendo que la secuencia s pertenezca a la etapa k (i.e, d(s) = k), se
debera iterar k veces. No obstante, observemos que en la practica es
muy dificil que suceda este caso para secuencias con varias operaciones.

Si la operacién encontrada ocupa la [-ésima posicién, el tiempo inicial
seré secuenciasTiemposFinales(s)]l].

Como ejecutaremos el mismo proceso para cada operacion, la comple-

jidad serd O(kn), donde d(s) = k.

3. n(s,1,e): Para cada operacién de ¢[j] seguiremos el siguiente procedi-
miento:

a) Sielj] = 0= n(s.v,)[j] = 0
b) Sie[j] £0:
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i) Si [j] + p(eli]) < Cman(s) V (V1] + P(elf]) = Cimax(s) Am* >
m(elj])) = n(s,¥,e)[j] = 0.
ii) En caso contrario, n(s, v, e)[j] = e[j].

La complejidad serd O(n), dado que todas las comparaciones, sumas y
acceso a la informacion tienen complejidad O(1).

—_—

4. n(s,1,n): Para cada operaciéon o € n, debemos ver si o esta en 7(s).
Para esto, verificaremos que se cumplan las condiciones de la Definicion
4.25 para cada una de las operaciones o' € 1,0’ # o.

Teniendo en cuenta que ya fueron computados los tiempos iniciales de
todas las operaciones en €, y que ademas saber la maquina de ejecucion
de las operaciones es O(1), no es dificil ver que estas condiciones pueden
ser validadas en O(1) para cada operacién o' # o.

De lo anterior se desprende que la complejidad de 7(s, 1, n) es O(n?),
en el caso que 7 tenga n operaciones.

Seguiremos, ahora, por estimar la complejidad de los procesos antes des-
critos.

1. heuristica(S): Esta funcién se ejecuta por tnica vez, sobre la primera
etapa de operaciones. No entraremos en detalles, pero como su nombre
lo indica, su complejidad resultard polinomial, y no influira en el resto
del analisis.

2. expandir(s,1,n): Para expandir una secuencia, se genera una nueva se-
cuencia agregando una operacion. Se copia la secuencia vieja, por lo que
se debe iterar sobre cada arreglo de la secuencia s, siendo en general los
mas largos secuenciasOperaciones(s) y secuenciasTiemposFinales(s).
Ademas, se debe agregar la nueva operacion.

—_

En el peor de los casos, cuando £(q(s)) = n(s), se tendrédn que generar
n copias, pues todas las operaciones expanden s ordenadamente y no
generan retrasos. Por lo tanto, la complejidad de la funcién es O((k +
1)n) 6, equivalentemente, O(kn).

3. ordenar(S): Esta funcién ordena la lista de secuencias parciales, utili-
zando los conjuntos \(s) para cada secuencia. En principio, para poder
comparar dos secuencias s y s’ se deberdn comparar \(s) con A(s').
Esto se puede hacer en O(n).

A continuacién, habra que ordenar la lista. Hemos utilizado la fun-
cién stable sort que viene implementada en la libreria standard de
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C++. Para esta funcién, la complejidad en el peor de los casos es
O(L(k)logs(L(k))?), donde L(k) es la longitud de la etapa k. Por lo
tanto, la complejidad final de este proceso se puede estimar como
O(nL(k)logy(L(k))?). Préximamente, acotaremos esta longitud en base
a los parametros de entrada.

4. actualizarCota(s,e,1,n): No explicaremos con mayor detalle cémo
computa esta funcién las cotas para cada maquina ¢, pues resultaria
tedioso y confuso. No obstante, observemos que dada la secuencia par-
cial s y las variables €,1) y 1 , para computar tanto C'A(s, i), TR(s,) y
CO(s,1) necesitaremos realizar al menos una iteraciéon sobre todas las
operaciones no programadas en s, para luego poder calcular los mini-
mos y maximos de cada job para la maquina i. En el peor de los casos,
esto tendra complejidad O(nm), siendo nm el total de las operaciones.

5. domina(s, s’ e,1,1¢' n,1n'): Esta funcién compara las operaciones en &
segun los criterios de la definicion 4.18. Basicamente:

a) Sielj] # 0, se computan &(s,e[j]) v £(s, €[7]), utilizando los arre-
glos ¢, ¢, y 11’

b) Se proceden a hacer las comparaciones entre £(s,e[j]) v &(s', €[j])
para definir si s < §'.

De lo anterior no es dificil ver que la complejidad de esta funcién es

O(n).

Una vez hallada la complejidad de estas funciones, ya estamos en condi-
ciones de estimar la complejidad del algoritmo exacto. Para ello, supondre-
mos que, en el peor de los casos, ninguna secuencia es eliminada mediante
cualquiera de los criterios.

= Lineas 5 a 62: El nimero de etapas total serda nm.

= Lineas 7 a 16: Para cada secuencia s de la etapa k-ésima se computaran
sus posibles expansiones ordenadas. Para ello se ejecutaran e(s), ¢(s, ),
n(s,v,e), n(s,¥,n) y expandir(s,1,n). De todas éstas, la complejidad
méxima es O(kn), y corresponde a expandir(s,,n).

Luego, la complejidad de este bloque serd O(L(k)kn).

» Lineas 19 a 29: Se calculan para cada secuencia de la etapa £(s), ¥ (s, €),
n(s,,e) y actualizarCota(s,e,1,n). Como de todas estas, la que tiene
mayor complejidad es actualizarCota(s,e,1,1n), este bloque de lineas
tendrd una complejidad final a O(L(k)nm), donde la L(k) es la cantidad
de secuencias parciales en la etapa k.
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s Linea 32: Se ejecuta la funcion ordenar sobre la lista de secuencias

parciales de la etapa S. Como ya hemos mencionado, esta funcion tiene
complejidad O(nL(k)loga(L(k))?).

» Lineas 40 a 55: Fijada s, en este bloque de lineas tendremos que iterar
para cada secuencia en el conjunto Z(Q), para cada @ subconjunto
factible. Dentro de cada iteracién la funcién mds costosa es (s, ¢) en
la gran mayoria de los casos (cuando k£ > n), cuya complejidad es O(k).

Para acotar de forma sencilla esta parte, supondremos que para cada
secuencia s iteraremos sobre la totalidad de la etapa. De esta forma, la
complejidad final de este bloque serd equivalente a O(kL(k)?).

Cabe destacar que esta cota es muy imprecisa, pero no cambiara el
resultado del analisis final de complejidad.

Una vez estimadas la complejidad de cada bloque, como suponemos que
ninguna secuencia sera descartada, L(k) se mantendra constante cada bloque
descrito anteriormente. Luego, estimaremos la complejidad de la etapa k-
ésima como la maxima de las complejidades correspondientes de cada bloque.

Es claro que las dos complejidades mas grandes corresponden a ordenar
la lista y eliminar por dominancia, las cuales son O(nL(k)log:(L(k))?) y
O(kL(k)?) respectivamente. Entre estas dos, si consideramos que k > n salvo
en % parte del problema, y que logz(L(k))2 < L(k) para k > 15, podemos
tomar a O(kL(k)?) como la méxima de las complejidades de los bloques.

Por lo tanto, la complejidad del problema sera calculada como

Z::kL(k;)?

Observemos que de la tltima expresion, el término que realmente hace que
el problema sea intratable es L(k). Si bien esta observacion resulta bastante
obvia, notemos que si acotamos L(k) por una cantidad fija «, tendremos que
la complejidad del problema sera

nm -, o (nm + 1)nm
Zkzlka =« (—2 )

lo que resulta polinomial. Esta observacion sera primordial para justificar
nuestro algoritmo heuristico, en el siguiente capitulo.

Finalmente, resta obtener una cota para L(k) en términos de los datos
iniciales del problema. Para ello, si fijamos la etapa k, la cantidad de subcon-
juntos factibles estd definida por la cantidad de diferentes vectores A tales
que Y o A[i] = k, donde 0 < A[i] < m. Este ntimero esta acotado supe-
riormente por la cantidad de particiones de un nimero natural k, con la

119



condicién de que cada sumando puede ser nulo. Luego, mediante argumentos
combinatorios, esta cantidad resulta ser

n+k—1
n—1
PN < (o)™

A su vez, en [0], los autores demuestran que | X(Q)| < 22—, donde Pmix)

es el tiempo méximo de ejecucién. Como hemos visto que Z(Q) C X(Q),

—_—

entonces dicha cota también valdré para Z(Q).
Por lo tanto, para la etapa k + 1, generaremos, a lo sumo, una cantidad
de secuencias igual a

(pméX)n —/n \n
e = V1 (Pmax)

Asi, L(k) estard acotada por

<n+k—2

n—1

) Vi (Pmax)"

Si consideramos que el algoritmo empieza con la secuencia nula en la etapa
0, tendremos que la complejidad es

Sk < SR VA () =

n—1

oo (n+k—2 2 n
= n(pméx)Q Zk1k< > — n(pméx)2 C(n7 m)

n—1

con C(n,m) = Sp k("147%)°
Como conclusion, queda claro que la complejidad es exponencial, ya que

el término C'(n,m) lo es.
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6. Heuristica para el JSSP

6.1. Introduccién

El método implementado en el capitulo anterior, si bien es mucho mas
eficiente que fuerza bruta, en el fondo sigue siendo un algoritmo exponencial.
Ejemplos relativamente pequenos pueden ser resueltos, aunque como mostra-
mos en los resultados expuestos en 7.1, los tiempos de ejecucion y el consumo
de memoria crecen demasiado rapido con el tamano del problema, hacien-
do que instancias de 10 x 10 (10 jobs y 10 maquinas) resulten virtualmente
intratables.

Este hecho induce a ensayar métodos heuristicos que permitan obtener
soluciones buenas en un tiempo aceptable. En este capitulo presentamos una
variante heuristica que desarrollamos a partir de modificaciones en el algo-
ritmo de PD expuesto anteriormente.

Una posible solucién al crecimiento exponencial de la memoria utiliza-
da consiste en mantener controlada la cantidad de secuencias parciales por
etapa. Con esto queremos decir que dicha cantidad de secuencias se encuen-
tre acotada de alguna forma. En este trabajo, se plantean dos maneras de
concretar lo dicho:

1. Manteniendo controlada la cantidad de operaciones posibles con que se
pueden expandir ordenadamente las secuencias. Esto acotaria el grado
de crecimiento entre etapas.

2. Manteniendo acotada la cantidad de secuencias parciales en cada etapa.

Ambos métodos implican que, al generarse cada etapa, el conjunto de
secuencias parciales en ella se encuentre sesgado. En el primer caso se sesga
la expansion, mientras que en el segundo caso se eliminan secuencias de la
misma etapa. Lamentablemente, a diferencia de los métodos de eliminacién
expuestos hasta aqui, esta eleccién no esta justificada por un criterio que ase-
gure no descartar potenciales soluciones 6ptimas. Por lo tanto, la aplicacion
de estas técnicas de control tiene como efecto la posible eliminacién de cami-
nos optimos, transformando el algoritmo exacto en un algoritmo heuristico.

En los proximos apartados explicaremos muy bésicamente de qué for-
ma podemos aplicar ambas técnicas al JSSP. Finalmente, propondremos una
implementacion heuristica basada en estos criterios y mostraremos los resul-
tados obtenidos experimentalmente sobre las instancias ya mencionadas.
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6.2. Reglas de prioridad sobre operaciones

Debido a la dificultad para hallar una solucién exacta, los primeros in-
tentos sobre el JSSP fueron lo que se conocen como heuristicas miopes.

De forma muy general, dada una solucién parcial y las posibles elecciones
que se han de tomar sobre esta, una heuristica miope decide cual de ellas
seguir en base a la informacién obtenida de la solucién parcial. Las demés
posibilidades son descartadas.

Es por esto que estas heuristicas tienen la ventaja de que resultan muy
rapidas y casi no consumen recursos. No obstante, en la mayor parte de
los casos, las soluciones asi obtenidas suelen estar alejadas del 6ptimo. Por
lo tanto, este tipo de heuristica se utiliza para obtener soluciones factibles
rapidamente, que luego podran usarse en algoritmos mas complejos como
soluciones iniciales.

Volviendo al JSSP, el abanico de decisiones a tomar esta constituido de
las posibles operaciones proximas a programarse. Una heuristica miope sobre
este escenario serd, pues, algin criterio de eleccién que nos permita estable-
cer una jerarquia entre las operaciones utilizadas para la expansion. Asi, la
secuencia parcial serd expandida con la mejor/res operacion/nes.

En la literatura estas heuristicas son conocidas como heuristicas basadas
en reglas de prioridad. Pueden ser resumidas mediante la resolucién de dos
pasos basicos, que explicaremos informalmente a continuacion:

1. Definido un schedule parcial 1) de un subconjunto  C O, se listan
todas las operaciones o € £(Q)) con que se pueda extender ¢ a un
schedule ¢ factible y activo.

2. Del anterior conjunto de operaciones, se elige una operacion o segin una
regla de prioridad establecida sobre los parametros de 1. Por regla de
prioridad entendemos una funcién r(¢,0) € R tal que Yoi,00 € £(Q) :
(1, 01) # r(1,09) < 01 # 09. Luego, se genera 1’ schedule parcial con
la operacion elegida.

El primer paso asegura que la expansién genere un schedule factible y
activo, ya que se ira construyendo iterativamente sobre schedules parciales
que cumplan dicha condicion.

En el segundo paso se decide la eleccién de las operaciones segin reglas de
prioridad. Estas reglas son, en definitiva, las que diferencian una heuristica
de otra. Es por esto que cada heuristicas suelen recibir el nombre de la regla
de prioridad que le corresponde.

A continuacién, mencionaremos las reglas mas conocidas y mayormente
usadas:
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1. SPT (shortest processing time): seleccionar una operacion con el tiempo
de procesamiento mas corto.

2. LPT (longest processing time): seleccionar una operacién con el tiempo
de procesamiento mas largo.

3. MWR (most work remaining): seleccionar una operacién para el job
con el mayor tiempo de procesamiento pendiente.

4. LWR (least work remaining): seleccionar una operacién para el job con
el menor tiempo de procesamiento pendiente.

5. MOR (most operations remaining): seleccionar una operacién para el
job con el mayor niimero de operaciones pendientes.

6. LOR (least operations remaining): seleccionar una operacién para el
job con el menor nimero de operaciones pendientes.

7. RND (random): seleccionar una operacién en forma aleatoria.

Es importante destacar que las heuristicas basadas sobre reglas de prio-
ridad deben no ser ambiguas respecto a la eleccion de las operaciones, de
forma de determinar univocamente ctal operaciéon tiene prioridad sobre las
otras en cualquier situacion. Para esto, suelen componerse reglas o criterios
que determinen un orden total sobre £(Q).

Ademas, es deseable que estas reglas tengan un sentido logico, es decir,
que establezcan la prioridad de las operaciones teniendo en cuenta que el
objetivo final es la minimizacién del tiempo de finalizacién.

6.3. Beam Search

El Beam Search es una técnica heuristica que actua sobre el arbol de
busqueda. Por lo tanto, es aplicable a algoritmos como de PD 6 Branch and
Bound, pues éstos generan dicho arbol. En el caso de complementarse con
PD se lo conoce también Programacion Dindmica Acotadada.

La idea béasica del Beam Search es podar nodos de una misma etapa del
arbol de busqueda, segin algin criterio no exacto. Esta caracteristica tiene
como ventaja la eliminacién de un gran nimero de soluciones parciales, y
como desventaja la pérdida de la optimilidad del algoritmo, lo cual le otorga
su caracter de heuristica.

Para desarrollar el método se deben fijar ciertos pardmetros y tomar una
serie de decisiones bésicas. Haremos una breve descripcion del marco general.
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Denotaremos al arbol de bisqueda como T'. A su vez, denotaremos como
Ty ala etapa o nivel k-ésima de dicho arbol, es decir, T, = {t € T : d(t) = k},
con d(t) la distancia desde la solucién parcial ¢ al nodo inicial. Ademas,
denotaremos como N(T, k) al nimero de nodos de la etapa T.

En general, es deseable que el tamano del arbol no crezca demasiado, por
lo que hay que tener controlada la cantidad de nodos por etapa. Para esto, se
fijard un pardmetro que denotaremos como a(k), el cual representard el limite
maximo de nodos permitidos para la etapa k. De esta manera, ejecutaremos
la poda si N(T, k) > a(k).

En segundo lugar, los nodos seran seleccionados segiin un criterio a definir.
Dicho criterio esta representado mediante una funcién v(¢) que otorga un
valor a cada nodo t. Esta funcién valuara las propiedades de las soluciones
parciales, estableciendo una jerarquia que iréa desde la mejor hasta la peor.

Ya establecido el marco tedrico del método, el desafio es obtener una
buena composicién de los pardmetros para hacer la heuristica lo mas rapida
y efectiva posible.

El pardmetro «(k) limitard la maxima cantidad de nodos para cada etapa.
Asi, al aumentar el a(k), més ancho serd el drbol de bisqueda, lo que implica
un mayor tiempo de ejecucién. No obstante, es probable que nuestra precision
también se incremente, ya que descartaremos menos nodos en cada etapa. Por
el contrario, si a(k) es muy pequeno, las podas seran mucho més frecuentes,
lo que hara que el método sea mas rapido pero menos preciso.

Al ejecutarse la poda, los nodos seran evaluados mediante la funcion
v(t). Hay que tener en cuenta que cuanto més compleja resulte la evaluacién
(més parametros involucre), en general mas costosa serd. Si la evaluacién
es demasiado costosa, necesitaremos que la cantidad de nodos a evaluar sea
pequena, por lo que a(k) debe ser pequeno. En general, para poder llegar
obtener un método equilibrado, (k) y la complejidad de ~(t) deben estar
relacionadas inversamente.

6.4. Implementacién heuristica para el JSSP

En esta subseccion describiremos nuestra implementacién heuristica para
el JSSP. Comenzaremos con una descripcién general del método, para luego
exponer el algoritmo y los resultados obtenidos.

6.4.1. Meétodo general

Basicamente, la heuristica no es més que una implementacién particu-
lar del beam search sobre el algoritmo exacto. Ademas, se ha definido una
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regla de prioridad para acotar la cantidad de operaciones utilizadas en la
expansion.

En nuestra implementacién, a(k) no dependera del nimero de etapa, por
lo que serd una constante que llamaremos «. De esta forma, el arbol de
busqueda estara acotado en cada etapa por el mismo niimero de nodos.

Para v(s) se han probado gran variedad de opciones que utilizan la cota
inferior C'I(s). Los mejores resultados fueron obtenidos mediante la siguiente

funcién: . .
7(8) — Zz‘:l CI(Sv Z)
m
En este caso, se toma el promedio de las cotas inferiores por maquina para
establecer la jerarquia de las secuencias.

Por dltimo, para mantener acotado el crecimiento del arbol para cada
instancia, se ha creado una regla /dg prioridad, que hemos llamado 7. Dicha
regla ordena las operaciones en 7(s) segun el orden de criterios expuesto a
continuacion. -

Definiremos para cada operacién o € n(s):

tiempoRestante(s, 0) = (s, 0) + Z p(o)
0o'€(0O\q(s)):5(0")=34(0)

—

Entonces, sean o',0®> € n(s). Luego, o' <, 0® si se cumple alguna de las
) ) )
siguientes condiciones:

1. (s, 0') + p(o') < (s, 0%) + p(o?)
2. 9(s,0') +p(o) = ¥(s,0%) + p(0?) y m(o") < m(0?®)

3. (s, 0")+p(or) = U(s,0?)+p(0?), m(o') = m(0?) y ademés tiempoRestante(o') <
tzempoRestante(oQ)

4. (s, 0")+p(or) = (s, 0?)+p(0?), m(o') = m(0?), tiempoRestante(o') =
tzempoRestante(o ) v ademds indice(o') < indice(0?)

—

El pardmetro (3 serd la cantidad maxima de operaciones de 7(s), ordena~
das segun 7, que utilizaremos para expandir s. Asi, el crecimiento del arbol
de bisqueda estard acotado para la etapa k-ésima por min{ N (7, k—1), a}f.
6.4.2. Construccion del algoritmo

Debido a que nuestra implementacién del método heuristico resulta ca-
si idéntica a la del algoritmo JSSP, solo expondremos los nuevos bloques
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Algorithm JSSP-Beam Search
1: -
13 0 1(s,4,m)
14:  ordenarIl(y,n)
15: S <« S+ expandir(s, v, 1, )
16: S+ S —5(0)

58: ordenar(S,7)

59: S« S[0: q]

60: L+ «

70: if long(S) = 0 then

71: solOptima <+ sol Parcial
72: else

73: solOptima <+ S[0]

74: end if

75: valorOptimo < tiempoFinal(solOptima)
return valorOptimo

13

de codigo. Utilizaremos - --”para denotar que las lineas de cédigo son las
mismas que en el algoritmo exacto.

Haremos una breve descripcién de los bloques nuevos con respecto al
algoritmo exacto:

= Lineas 14 a 15: La primera linea de estas dos ordena las operaciones
en 1 mediante la regla de prioridad 7. La segunda, expande desde la
primera operacién hasta la operacién 5 de las operaciones en 7).

= Lineas 58 a 60: Se realiza la poda del beam search. La linea 58 ordena
la lista utilizando la funcién 7. Luego, las intrucciones S < S[0 : o]
y L < « descartan las secuencias sustituyendo la lista de secuencias
adecuadamente.

Como se ve en el anterior algoritmo, la poda de nodos por beam search se
realiza l6gicamente después de haber eliminado las secuencias parciales por
los demas criterios expuestos.

No haremos ninguna cuenta adicional para demostrar que la heuristi-
ca tiene complejidad polinomial. Sélo observaremos que la complejidad de
ordenar(S,v) y ordenarll(v,n) es O(mL(k)log(L(k))?) y O(n?) respectiva-
mente. A su vez, como hemos observado puntualmente en el calculo de la
complejidad (Ver subseccién 5.2.3), si acotamos la cantidad de secuencias
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parciales para cada etapa L(k) podremos obtener un algoritmo polinomial.
Dado que para el beam search vale que Vk : L(k) < «, entonces queda
probado que el método heuristico tiene una complejidad polinémica.

Para finalizar, explicaremos en qué consiste la funcién heuristica(S), que
se ejecuta en la linea 3 tanto del algoritmo JSSP como del JSPP-Beam Search.

Resumidamente, se ejecutara el algoritmo JSSP-Beam Search consecuti-
vamente dos veces, pero sin ejecutarse la funcion heuristica(S) en ambos
casos. Para ambas ejecuciones se ha tomado como funciéon de valuacién a .

La primera vez se define a = 500, y C'S sera la suma de todos los jobs,
que resulta claramente una cota superior del problema. Luego, con la solucién
factible obtenida se actualizara el valor de la cota superior C'S.

La segunda ejecucion sera similar a la primera, pero con a = 5000. Note-
mos que, para la segunda vez, ya tendremos una cota superior mas ajustada
y un incremento en el limite de secuencias, por lo que se presupone que se
obtendra un mejor resultado.

Ambas ejecuciones son muy rapidas debido a que los valores de a son
bajos en ambos casos.

Una vez descrito el método heuristico, se han realizado una serie de ex-
perimentos correspondientes a estas variantes, cuyos resultados pueden verse
en la subseccién 7.2. En cada experimento, dada una instancia particular del
JSSP, se han variado los valores de o y (3, a fin de poder comparar qué con-
figuracion de los parametros resulta mas efectiva en funciéon de los datos de
entrada.

127






7. Resultados y analisis

7.1. Algoritmo Exacto

Las instancias utilizadas para testear el algoritmo han sido las primeras
20 creadas y utilizadas por Lawrence en su trabajo [9] LA01-LA20, as{ como
también las tres instancias correspondientes a Fisher y Thompson|[2]: FTO06,
FT10 y FT20. Dichas instancias son conocidas en la literatura y han sido
utilizadas en diversos trabajos sobre el JSSP para analizar la aplicacién de
los métodos. Por ser de tamano pequeno a mediano (no superan las 100 ope-
raciones), constituyen la primera prueba de cualquier algoritmo 6 heuristica,
antes de pasar a instancias mucho mas grandes.

Ademas, se crearon dos instancias nuevas: N1 = LA11 + LA12 y N2 =
LA11 + LA12 + F'T20. Ambas instancias son el resultado de anadir los jobs
de las instancias correspondientes. Asi, estas dos instancias tienen 40 y 60
jobs respectivamente, y 5 maquinas de procesamiento.

El algoritmo fue implementado en C++, y los experimentos computacio-
nales fueron realizados con un procesador AMD Sempron(tm) 145, bajo el
sistema operativo Linux Mint 13 y con 3097 MB de memoria RAM.

Los Cuadros 3 y 4 resumen la informacién de los resultados obtenidos.
En el Cuadro 3 se ven: la instancia, su tamano y el valor 6ptimo. Los valores
indicados con un * corresponden a instancias para las cuales el algoritmo no
termind, por haber consumido completamente los recursos del sistema. Las
instancias N1y N2 son marcadas con f, dado que para ellas no conociamos
previamente el valor éptimo. En todos los otros casos, el valor obtenido por
el algoritmo coincide con el 6ptimo conocido. Las siguientes columnas corres-
ponden al nimero de etapas efectivamente generadas por el algoritmo (E) y
la cota superior (CS) utilizada para la poda. En la mayor parte de los casos
la cota superior coincide con el 6ptimo, por lo que el algoritmo se detiene
rapidamente, mucho antes de construir todas las etapas tedricamente necesa-
rias (es decir: £ < n xm). Finalmente, en las tltimas columnas se muestran:
la cantidad méxima de secuencias efectivamente generadas, el porcentaje
que éstas representan respecto del total, y el porcentaje que representan las
secuencias eliminadas, separadas de acuerdo al criterio de eliminacién: por
érdenes con retrasos (R), por cota (C) o por dominancia (D).

El Cuadro 4 esta dedicado a los tiempos de ejecucién. Alli se muestran
los tiempos de ejecucién declarados en [0], el tiempo de ejecucion total de
nuestro algoritmo (Tot.) y el desglose de este tiempo entre el calculo de la cota
superior (CS) y el ciclo principal (CP). Ademés, se detalla los porcentajes de
tiempo dedicados a los ciclos de expansién (Exp.), al clculo de cotas (Cot.),
al ordenamiento (Ord.) y a la eliminacién de secuencias dominadas (Dom.).
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Para las secuencias que no pudieron ser resueltas estos valores corresponden
a los tiempos consumidos hasta el momento en que la memoria de la maquina
se vio colapsada.

Inst. | nxm (\)f;}ﬁ E | CS Cj;lt' Sec% El‘%hmc ( (7;))
LAO1 666 | 2 | 666 44110[70]20] 0
LA02 655 | 2 | 655 29| 7 (48 45| 0
LA03 | 10x5 | 597 | 50 | 603 1105184 | 13 | 67 | 14| 6
LA04 590 | 44 | 590 712155 | 13 | 68 | 13 | 6
LAO5 593 | 2 | 593 401 7 [78]15] 0
LA06 926 | 2 | 926 30/ 3]70[27]0
LAOT 890 | 2 | 890 303 [70[27]0
LAO8 | 15 x5 | 863 | 2 | 863 5815 (79116 | 0
LA09 951 2 | 951 119 8 |51 14110
LA10 958 | 2 | 958 130 8 |58 |34 0
LA11 1222 | 2 [ 1222 182 6 [55139] 0
LA12 1039 | 2 | 1039 934 |74]122]0
LA13 90 x 5 1150 | 2 | 1150 150 | 5 |58 37| 0
LA14 1292 | 2 | 1292 192 6 | 58136 0
LA15 1207 | 2 | 1207 185| 5 |70 25| 0
FT20 1165 | 11 | 1165 3101 | 6 | 71|21 2
LA16 945% | 38 | 979 | 188745116 [ 1580 | 1 | 4
LA17 784 | 100 | 797 | 310794987 | 11|80 | 5 | 4
LA18 10 x 10 848% | 46 | 856 | 306944717 | 14|80 | 3 | 3
LA19 842 | 93 | 842 | 173674258 |11 |80 | 6 | 3
LA20 902% | 42 | 945 | 308104416 | 14 |80 | 2 | 4
FT10 930% | 31 | 958 | 364392613 | 14 | 79| 3 | 4
N1 | 40 x5 |2249T | 2 | 2249 834 | 3 |53 44| 0
N2 | 60x5 [3191f | 2 |3191 1747 | 2 |53 45| 0

Cuadro 3: Resultados JSSP-Exacto

Se observan los siguientes hechos:

= Se han podido resolver de forma éptima todas las instancias con menos
de 10 maquinas. Respecto de las instancias de tamano 10 x 10, sélo se
ha podido hallar el valor 6ptimo para LA17 y LA19, mientras que en
todo los demas casos el algoritmo ha agotado los recursos del sistema.

= En la mayor parte de los casos, la cota superior calculada coincide con
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Tiempo (s)

Tiempo (%)

Inst. | nxm oy TGS [ CP | Exp. | Cot. | Ord. | Dom.
FT06| 6x6 | 0] 1] 1| 0/ 100 0 | 0 | 0
LA01 533 2| 2| 0[1wW00] 0 | 0 | 0
LA02 1961 10| 10| o100 | 0 | 0 | 0
LA03 | 10x5 |1206| 20| 11| 9| 22 | 33 | 22 | 22
LA04 1620 14| 8| 6| 17 | 33 | 33 | 17
LAO5 065! 1| 1| o|1w0/| 0 | 0 | o
LA06 1 4] o[1w00 ] 0 | 0 | 0
LAOT 4] 4| o100 | 0 | 0o | o0
LA08 | 155 4] 4| ol1w00 | 0 | 0 | o0
LA09 50 5/ ol1w0]| 0 | 0 | o
LA10 50 5/ ol1w0]| 0o | 0 | o
LALL S 8| 0[100] 0 | 0 | 0
LA12 10 10| ol1w0] 0 | 0 | 0
LA | o ol 9/ ol1w0| 0 | 0 | o
LA14 ol 9/ olw0| 0 | 0 | o
LAL5 gl 8| ol1w0| 0 | 0 | o
FT20 05| 95| 0] 100 0 | 0 | o0
LAL6 4372340 10 | 37 | 44 | 10
LALT 3797 | 373760 | 11 | 34 | 39 | 15
LA | 41(3568 | 10 | 36 | 43 | 11
LA19 1048 | 331915 | 12 | 37 | 36 | 16
L.A20 417554 7 | 36 | 41 | 16
FT10 4708100 9 | 27 | 52 | 12
NT [ 40x5 ST 81| 0] 100 0 | 0 | 0
N2 [ 60 x5 520224 0] 100 0 | 0 | 0

Cuadro 4: Tiempos JSSP-Exacto

el valor del 6ptimo. Dicho de otro modo, la heuristica inicial encuentra
una solucién éptima. Esto hace que el algoritmo exacto se quede sin
nodos para expandir en etapas tempranas y reduce enormemente el
tiempo de ejecucion.

= Aun cuando la cota superior no coincide con el éptimo, es siempre me-
nor al 105 % del valor 6ptimo. Con excepcién de la instancia generada

LA11+LA12+FT20, esta cota fue calculada en menos de 2 minutos en

todos los casos.
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» La mayor parte de las instancias con menos de 10 maquinas se re-
solvieron en tiempos menores a los 20 segundos, con la excepcién de
LA20, que consumi6 95 s, y de las instancias N1y N2, que requirieron
81 y 224 segundos respectivamente. Debe tenerse en cuenta que estas
ultimas contenian gran numero de jobs.

» Globalmente, se han eliminado un 87 % de los nodos generados. De
este 87 %, un 80% corresponde a secuencias con retrasos, un 4% a
dominancia y el 3% restante a desigualdad de cotas. Es importante
senalar que estas diferencias se deben mayormente al orden en que se
realizan las comparaciones. En experimentos realizados anteponiendo
la poda por cotas, ésta produce la mayor parte de los descartes.

» En [0] s6lo se exponen resultados de las instancias LA01-LA05 y FT06,
con un tiempo de procesamiento total de 7294 segundos (Ver Tiempo
(s) en [0] en el Cuadro 4). Con nuestro algoritmo, la resolucién de

dichas instancias se obtiene en un total de 48 segundos (Ver Tiempo
(s) Tot. en el Cuadro 4).

Cabe resaltar que las caracteristicas del sistema utilizado en [0] son me-
jores que las de la maquina que utilizamos para nuestros experimentos,
lo que enfatiza las virtudes de las mejoras incorporadas. Esencialmente:
la ampliacion de los criterios de deteccion de operaciones con retrasos
y la introduccién de la poda por cotas.

= Las instancias N1 y N2 pudieron resolverse sin problema alguno, pese
a la gran cantidad de jobs con respecto a las demads instancias. Ademas,
estas instancias no superaron la etapa 2 del ciclo principal, por lo que
se podaron todas las secuencias por desigualdad de cotas.

» El bloque que mayor tiempo ocupd en todas las instancias se corres-
ponde con el ordenamiento de la etapa, con 12201 segundos. Luego, le
sigue el tiempo correspondiente a la eliminaciéon por cotas, que con-
sumié 9026 segundos. Practicamente, la totalidad de éstos se da en
las instancias LA16-LA20 y FT10. Observemos que en estos casos la
diferencia entre la cota superior y el éptimo es grande, por lo que se
eliminan menos secuencias y, por ende, se deben ordenar una mayor
cantidad de éstas.

Podemos concluir que el algoritmo resuelve eficazmente instancias con
un nimero de maquinas reducido, pero agota los recursos en instancias con
10 maquinas, atn descartando un 87 % de las secuencias parciales. Esto no
hace mas que corroborar el caracter exponencial del problema.
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Ademas, se observa que las instancias en donde la cantidad de maquinas
es b, las secuencias son podadas en las etapa iniciales. En estas instancias no
solo la cota alcanza el 6ptimo, sino que la gran diferencia entre la cantidad
de jobs y la cantidad de maquinas tiene como efecto que las cotas inferiores
de las secuencias también alcancen este valor. Por esto, la totalidad del arbol
es podado apenas comienza el ciclo principal del algoritmo.

Es importante resaltar que la eliminacion por cotas no es considerada en
[0], sino que es introducida en esta tesis. Los experimentos numéricos resaltan
la importancia de este método para mejorar la poda de secuencias parciales
no-6ptimas. La precision de las cotas resulta decisiva en los tiempos de pro-
cesamiento y capacidad de resolucion de todas las instancias, mas alla de las
pequenas. Basta ver la comparacion de tiempos con el trabajo original para
corroborar que la eliminacién por cotas reduce los tiempos sustancialmente.

7.2. Heuristica

A las instancias estudiadas con el algoritmo exacto se agregaron las ins-
tancias LA21 a LA30, y las instancias SWV01, SWV02, YNO1l y YNO2,
para ejecutar los experimentos correspondientes al algoritmo heuristico. En
los Cuadros 5 a 8 se muestran los resultados obtenidos para los diferentes
valores de a, 3. V.O. indica el mejor valor conocido para estas instancias.
Para cada « se indican: el valor de la mejor solucién encontrada (V), el error
relativo (E), y el tiempo de ejecucién (T), medido en segundos.

Cabe resaltar que para las dltimas cuatro instancias SWV01, SWV02,
Y NO1, Y NO2, el valor de la cota superior inicial se realizé en una sola corrida
con ancho de banda 500.

Haremos las siguientes observaciones respecto de los resultados obtenidos:

= FEn el Cuadro 5 podemos ver cémo el incremento en el ancho de ventana
aumenta la precisién del método, asi también como dispara los tiempos
de ejecucion. En particular, para un ancho de ventana de 500000 la
heuristica tiene un error relativo practicamente nulo.

= Por otro lado, en los Cuadro 6 a 8, notamos que en algunas instancias
un aumento en el ancho de ventana no sirve para acercarnos al mejor
valor hasta la actualidad. Es decir: en las instancias en donde el error
relativo es muy grande, el incremento del ancho de ventana no logra
reducir este error. Entendemos que esto se debe a particularidades de la
estructura de las instancias, que hacen que nuestro criterio de seleccion
deje afuera las subsecuencias que conducen al éptimo, incluso para
anchos de ventana grandes. A este respecto, podrian evaluarse nuevos
criterios de seleccién.
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Inst | nxm o V.O.| V E T

LA16 945 | 979 | 0,04 | 112
LA17 784 | 797 | 0,02 | 98

LA18 10000 848 | 853 | 0,01 | 111
LA19 842 | 842 | 0 91

LA20 902 | 912 | 0,01 | 118
LA16 945 | 979 | 0,04 | 453
LA17 784 | 784 | 0 371
LA18 50000 848 | 848 | 0 417
LA19 842 | 842 | 0 334
LA20 10 % 10 902 | 911 | 0,01 | 484
LA16 945 | 975 | 0,03 | 882
LA17 784 | 784 | 0 693
LA18 100000 | 848 | 848 | O 803
LA19 842 | 842 | 0 608
LA20 902 | 902 | O 962
LA16 945 | 947 | 0 | 4449
LA17 784 | 784 | 0 | 2823
LA18 500000 | 848 | 848 | 0 | 3735
LA19 842 | 842 | 0 | 2112
LA20 902 | 902 | 0 | 4225

Cuadro 5: Corridas del algoritmo heuristico para § =5

Inst | nxm | V.O.| V E T
LA21 1046 | 1119 | 0,07 | 372
LA22 927 | 1033 | 0,11 | 354
LA23 | 15x 10| 1032 | 1032 | O 126
LA24 935 958 | 0,02 | 346
LA25 977 | 1008 | 0,03 | 324
LA26 1218 | 1262 | 0,04 | 758
LA27 1235 | 1324 | 0,07 | 770
LA28 | 15 x 10 | 1216 | 1287 | 0,06 | 788
LA29 1152 | 1345 | 0,17 | 678
LA30 1355 | 1411 | 0,04 | 733

Cuadro 6: Corridas del algoritmo heuristico para f = 10 y o = 10000.

= Para la instancia LA27, se observa que, extranamente, el mejor valor
devuelto se corresponde con el menor ancho de ventana. a = 10000. En
L A29 sucede lo mismo cuando pasamos de o = 50000 a o = 100000.
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Inst nxm | V.O.| V E T
LA21 1046 | 1085 | 0,04 | 1498
LA22 927 | 994 | 0,07 | 1468
LA23 | 15x 10| 1032 | 1032 | O 127
LA24 935 | 958 | 0,02 | 1405
LA25 977 | 1004 | 0,03 | 1341
LA26 1218 | 1227 | 0,01 | 3212
LA27 1235 | 1386 | 0,12 | 3043
LA28 | 15 x 10 | 1216 | 1256 | 0,03 | 3318
LA29 1152 | 1303 | 0,13 | 2798
LA30 1355 [ 1359 | 0 | 2993
SWV06 20 x 15 1675 | 1829 | 0,09 | 6616
SWVor 1594 | 1715 | 0,08 | 6374
Y NO1 20 x 20 884 | 957 | 0,08 | 7835
Y NO2 904 | 1064 | 0,18 | 7041

Cuadro 7: Corridas del algoritmo heuristico para g = 10 y o = 50000.

Inst | nxm | V.O.| V E T

LA21 1046 | 1064 | 0,02 | 3332
LA22 927 | 971 | 0,05 | 2971
LA23 | 15 x 10 | 1032 | 1032 | 0 126
LA24 935 948 | 0,01 | 2827
LA25 977 | 1004 | 0,03 | 2762
LA26 1218 | 1223 | 0 | 6367
LA27 1235 | 1386 | 0,12 | 6110
LA28 | 15 x 10 | 1216 | 1256 | 0,03 | 6505
LA29 1152 | 1339 | 0,16 | 6096
LA30 1355 | 1359 | 0 | 6218

Cuadro 8: Corridas del algoritmo heuristico para g = 10 y o = 100000.

En estos casos, debido al sesgo producido por la eleccion de «, la com-
paracién entre el promedio de las cotas inferiores de las secuencias se
realiza entre un menor nimero de secuencias. Luego, es posible (aunque
improbable) que para un valor de ancho de ventana pequeno, algunas
secuencias no sean eliminadas, mientras que para anchos de ventana
mas grande, si sean descartadas. De estas secuencias parciales se obtie-
ne un mejor resultado.

= De las instancias de tamano 15 x 10, la instancia LA23 se resuelve
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de forma éptima en muy poco tiempo en comparacién con las otras
debido a que la cota superior coincide con el 6ptimo del problema.
Nuevamente, esto tiene que ver con la estructura de la instancia, que
permite que nuestro criterio de seleccién encuentre una cota superior
que coincide con el 6ptimo.

= A medida que el tamano de las instancias aumenta nos vimos obligados
a omitir corridas de la heuristica, dado que valores altos de o consumian
todos los recursos del sistema. Esto pone de manifiesto que la eleccion
de los parametros condiciona fuertemente la efectividad de la heuristica.

= Las instancias SWV01, SWV02, YNO1 y YNO2, a diferencias de las
anteriores, poseen una mayor cantidad de maquinas. En éstas, no sélo
los tiempos de ejecucion son considerables, sino que la cota superior
calculada se encuentra muy alejada del mejor valor hasta la actuali-
dad. Ademas, al aumentar el ancho de ventana hasta 50000, no se ven
mejoras considerables.

= Recordemos, por iltimo que para la mayor parte de las instancias con
menos de 10 maquinas el ciclo heuristico introducido en el algoritmo
exacto bastaba para encontrar la solucién optima. Es decir que en to-
dos esos casos la heuristica funcionaba bien incluso con anchos muy
pequenos de ventana.

En conclusién, la heuristica tiene la capacidad de resolver de forma casi
optima las instancias de tamano inferior a 10 x 10 expuestas anteriormente.
No obstante, conforme se incrementa dicho tamano, su efectividad disminuye
y los tiempos de procesamiento resultan excesivos. Ya en instancias de 15 jobs
y 10 méquinas, un parametro a = 500000 provoca que el algoritmo heuristico
sea totalmente ineficiente.

Debe tenerse en cuenta que la performance mejora significativamente
cuando el nimero de maquinas es pequeno, ain con muchos jobs.

Es importante aclarar que, més alla del tamano del problema, algunas
instancias tienen una estructura de tiempos de ejecucion particularmente
maligna. En estos casos, el aumento del pardmetro a no mejora significati-
vamente la cota superior inicial, ocasionando un importante incremento de
los tiempos de ejecucion, que no redunda en una disminucién apreciable del
error relativo.

Por 1ltimo, en la Figura 18 se pueden visualizar una solucién 6ptima y
la solucién heuristica que nos da la cota superior para la instancia LA03. Al
comparar ambos schedules, resulta interesante ver que schedules tan diferen-
tes pueden resultar tener tiempos de finalizacién similares.
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Figura 18: Schedule éptimo (arriba) vs. Schedule Heuristico(abajo)
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8. Conclusiones y comentarios finales

En este trabajo se ha desarrollado un algoritmo exacto y un algoritmo
heuristico en base a la idea propuesta en [0].

Respecto del algoritmo exacto, se ha logrado demostrar su validez for-
malmente, enmendando, en colaboracién con J. Gromicho y J. van Hoorn,
algunos errores que se encontraron en las demostraciones originales. Ademas,
se ha estimado una cota para su complejidad que corrobora que el JSSP es
un problema exponencial. Los resultados experimentales realizados confirman
este hecho, aunque los criterios de poda utilizados reducen considerablemen-
te el nimero de secuencias parciales analizadas con respecto al analisis del
peor caso.

Respecto del algoritmo heuristico, se ha logrado hallar una funcién de
valuacién aceptable. En instancias de menos de 10 maquinas, la composicion
de parametros a = 500000, 3 = n ha logrado hallar los éptimos en casi la
totalidad de los casos, siendo el méximo error relativo 0,9%. No obstante,
si aumentamos el tamano de las instancias, el rendimiento del algoritmo
comienza a decaer, tanto en precision como en efectividad.

Cabe mencionar que en la actualidad existen métodos heuristicos mucho
mas precisos y efecientes. Estas heuristicas, a partir de una solucion inicial,
generan un numero soluciones factibles mediante diferentes metaheuristicas,
como ser busqueda tabi, recocido simulado, algoritmos genéticos, entre otras.
De esta forma, se pueden construir un gran niimero de soluciones sin incurrir
en grandes costos computacionales, lo que permite disponer todos los recursos
en la precisién de la buisqueda.

Por poner un ejemplo reciente, en [5] los autores proponen una heuristica
llamada BRKGA-JSP, que como base combina un algoritmo genético con un
método gréafico para obtener excelentes resultados. BRKGA-JSP resuelve las
mismas instancias que el algoritmo que aqui estudiamos de forma 6ptima en
un maximo de 14 segundos. Ademads, con BRKGA-JSP se han reducido los
mejores valores para instancias de tamano grande (40 x 20 6 50 x 20) en
tiempos aceptables. En comparacion con este tipo de algoritmos, el algoritmo
propuesto no resulta para nada competitivo.

En contraposicion, nuestro algoritmo debe generar un conjunto de se-
cuencias parciales para cada etapa, desde secuencias con una operacién pro-
gramada hasta secuencias completas. Asi, los resultados obtenidos dependen
en gran medida de la capacidad de reducir el arbol de busqueda en el ma-
yor grado posible sin perder demasiada precision. Esto requiere hallar una
funcién de valuacion mucho mas eficiente que la propuesta en este trabajo.

Es por este motivo que la mayor parte de las técnicas heuristicas propues-
tas en los 1ltimos afnos para resolver el JSSP evitan la generacion de solucio-
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nes parciales, enfocandose en encontrar buenas soluciones dentro del espacio
de busqueda. Algoritmos como el BRKGA-JSP se constituyen a través de la
variacién y combinacién de las mejores practicas conocidas, a la vez que la
gran cantidad de componentes hace que la implementacion resulte bastante
mas compleja que el algoritmo heuristico propuesto. Desde este punto de vis-
ta, se podria decir que esta clase de algoritmos se encuentran en otro nivel
de madurez.

En conclusién, las variantes heuristicas del algoritmo de [0] que aqui es-
tudiamos resultan obsoletas en comparacion con la mayoria de los algoritmos
utilizados actualmente, aunque abren un abanico de caminos y variantes atin
no explorados.
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A. Contraejemplo

Tanto la formulacion del problema de job-shop scheduling como un proble-
ma de secuenciamiento, como el algoritmo de programacion dindmica basado
en este planteo son desarrollados en [0].

Para probar que el algoritmo encuentra efectivamente una solucién 6pti-
ma, en el articulo se introducen diversos conceptos (algunos de los cuales se
retoman en esta tesis) y se prueban varios resultados preparatorios.

Sin embargo, hemos encontrado algunos problemas que llevan a la con-
clusién de que varios de los resultados preliminares de [0] resultan ser falsos.
Esto invalida la argumentacion propuesta en el articulo para la demostracién
de correccién del algoritmo.

En este apéndice exponemos un ejemplo que muestra los principales erro-
res de la demostracién propuesta en [0]. No reproducimos aqui el conjunto
de los argumentos del articulo, sino que nos limitamos a comentar los puntos
esenciales para poner de relieve sus principales fallas.

En la Seccién 4 introdujimos el conjunto S(Q): dado Q C O, S(Q) con-
tiene todas las secuencias ordenadas de operaciones en Q). En [(] se definen
ademés dos subconjuntos de S (@). El primero, S (@) esta formado por todas
las secuencias de S (@) que no son dominadas por ninguna otra secuencia

o A ~
de S(Q). Por otro lado, S(Q) contiene todas las secuencias s € S(Q) tales
que todas las subsecuencias de s pertenecen a S(Q') para el correspondien-

A
te conjunto @'. En otras palabras: S(Q) es el conjunto de secuencia nunca
dominadas por ninguna otra secuencia ordenada.

A
La Proposicién 3 de [0] establece que S(Q) no es vacio para ningin Q).
A partir de este resultado, la Proposicion 4 concluye que los conjuntos efec-
A

tivamente generados por el algoritmo son exactamente los conjuntos S(Q).
Ambos resultados son falsos.

Nuestro ejemplo esta dado precisamente por la instancia Z, introducida
en la Seccion 4. Recordemos que esta instancia estd dada por la tabla:

Operaciones | 01 | 03 | 03 | 04 | 05 | 06 | 07 | 08 | 09
p(0) 212121411111 1]3]3
m(o) 1111332212 |3]1

Consideremos, para esta instacia, el conjunto Q = {01,09,03,05,06}. Es
facil verificar que S(Q) estd dado por las cuatro secuencias:

st = (01,03, 06, 02, 05), s> = (01,03, 09,05, 06),

s* = (09,03, 05,01,06), s* = (0,03,06,01,03),
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Figura 19: Secuencias en el conjunto S(Q)

representadas por los siguientes diagramas:
Para estas secuencias, tenemos:

E(sh00) =6 E(s%04) =6 £(53,04) =8 £(s* 8
E(st, o) =8 &(s*,08) =8 &£(s%,08) =6 &(st08) =T
5(51,09) =7 5(52,09) =9 5(33,09) =7 ¢ 4 7

De modo que concluimos que s' domina a s? y s domina a s*. Es facil
verificar que las subsecuencias de s!' y s nunca son dominadas, por lo que
pertenecen a los correspondientes conjuntos S(Q’), lo que permite concluir

que
A

S(Q) = {s',s’}.
Ahora consideremos el conjunto @ U {og}. El algoritmo puede generar
secuencias con este conjunto expandiendo apropiadamente secuencias con
distintos conjuntos de cardinal |@Q)|. Particularmente los posibles conjuntos

son @, (QU{09}) \ {05}, (QU{0g})\{os} and (QU{og})\ {o1}. Sin embargo,

es sencillo hacer un analisis eshaustivo para comprobar que sélo () admite
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expansiones en secuencias ordenadas. En conclusion, el algoritmo sélo gene-
rard las secuencias: s! + o9 y s 4 09.
Para estas secuencias tenemos que:

E(st +o0g,04) =11 £(s* +09,04) =8
E(s* + 09,08) =8  £(s + 09, 08) = 10,

lo que significa que ninguna de estas secuencias sera descartada por el algo-
ritmo.

Sin embargo, la secuencia s* + 0g es ordenada y por lo tanto pertenece a
S(Q U {oy}). El cémputo del funcional € para s* + 0y da como resultado:

£(s* +09,04) = 8
5(84 + O9, 08) =1.

Es decir que s* 4+ 09 domina tanto a s' + oy como a s® + 9. Dos grandes

A
conclusiones pueden sacarse de este hecho: La primera es que S(Q U {og}) es

vacio, lo que contradice la Proposicién 3 de [0]. La segunda es que el algo-
A
ritmo no generard el conjunto S(Q), como declara la Proposicién 4: como s?

no serd expandida, s* 4 09 nunca serd generada y, por lo tanto, no estars dis-
ponible para realizar comparaciones y s! 4 0g vy 53 + 09 no seran descartadas.
En resumen, tenemos que el algoritmo generard el conjunto: {s! + o9, s3>+ 09}

A
y continuard expandiendo estas secuencias, pese a que S(Q U {og}) = 0.
Como senalamos anteriormente, este ejemplo invalida el camino utilizado

en [0] para probar que el algoritmo propuesto es correcto. La argumenta-
cién desarrollada en esta tesis, que aparecera publicada en [7], salva estos
inconvenientes.
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