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Capitulo I

INTRODUCCION

En la discusion actual sobre cambio climatico y su potencial influencia en el rendimiento de la produccién agricola resulta
indispensable entender como diferentes escenarios de cambio climético pueden afectar el rendimiento de los cultivos. Para
ello es necesario estimar el comportamiento esperado de un cultivo dado en una cierta regién geografica bajo diferentes
condiciones climaticas. Por otra parte, una forma de optimizar la estrategia de siembra y manejo de cultivos, de un
productor en una cierta campafia, serfa disponer de una prediccion sobre el rendimiento (prediccion a mediano/largo
plazo) dadas las condiciones climaticas que se esperan en la zona para los meses de la campaia. Para ello, nuevamente se

requiere estimar el rendimiento esperado de un cierto cultivo en base a los datos disponibles.

Los datos de rendimiento de los diferentes tipos de cultivos, que en los paises desarrollados corresponden a datos censales,
abarcan muchos afios y pueden estar disponibles a nivel de punto (nivel productor) o de agregados espaciales. Cuando se
representan los datos de rendimientos de cultivos a lo largo del tiempo en distintas zonas geograficas, suelen observarse
tendencias crecientes, pero ademaés, una notable heterogeneidad en las trayectorias de rendimiento. Diferencias en el perfil
de evolucién de un cultivo para distintos agregados (o puntos) pueden deberse, entre otros, a: a) fenémenos puntuales
ocurridos en un cierto momento del tiempo solo en ciertas regiones (plagas, tornados, eventos extremos, etc.) ; b) diferencias
en las condiciones climaticas (temperatura, precipitacion, etc); ¢) diferencias en la incorporacion de tecnologia (nuevas

semillas, fertilizantes, maquinaria, manejo de suelos, etc.); d) diferencias en politicas de promocién o innovacion.

Una posible estrategia para estimar la curva de rendimientos para un cultivo en una cierta localizacién serfa construir
modelos de regresion que incluyan todos los determinantes de la evolucion temporal del rendimiento. Desafortunadamente,
no es usual disponer de informacion longitudinal de estos determinantes a nivel de punto o de aglomerado, por lo que esta

propuesta resulta inviable.

Una segunda posibilidad serfa intentar identificar grupos de aglomerados/puntos con patrones similares de rendimientos
y ajustar la curva de rendimientos dentro de cada grupo. Los métodos de segmentacion son algoritmos no supervisados,
ubicados dentro de la rama del Aprendizaje Automético, que producen una particion del conjunto de objetos. Es de esperar
que los factores descriptos anteriormente (clima, suelo, incorporacion de tecnologia, etc.) ocurran con cierta contigiiidad
espacial por lo que es razonable asumir que los grupos representaran regiones geograficas. Sin embargo, los limites de estas

"regiones" no son impuestos por el analista sino que surgen del analisis.

El Ministerio de Agricultura de la Nacion Argentina, recolecta informacion de siembra, cosecha, produccion y rinde de
cada campana y la misma est& disponible a nivel de departamentos. En esta tesis se usaran los datos anuales de cultivo de
maiz, correspondientes al periodo 1969-2010. Es decir, la informacién relativa a cada departamento se puede representar en
un vector de dimensién 42. En este contexto, no existe una "curva" de rendimientos, sino un "perfil" con una observacion
de rendimiento por afio. A lo largo de esta tesis asumiremos que el comportamiento subyacente del vector de rendimientos
esperados es suave, es decir, los rendimientos esperados para dos anos sucesivos t y t + 1 no pueden ser drasticamente
diferentes. A pesar de que soélo se dispone de datos anuales de rendimiento, o sea un objeto discreto, usaremos polinomios
para modelar los rendimientos esperados. El hecho de modelar con polinomios nos ayuda a trabajar con objetos faciles de
manejar y faciles de codificar o de reproducir, es decir, con una pequena cantidad de parametros abarcamos una cantidad

de comportamientos temporales muy diversos.

El rendimiento observado en un cierto ano, para un cierto departamento, puede haber sido afectado por una plaga, una
sequia, una inundacién etc. que haga que éste sea muy distinto del rendimiento esperado para la zona a la que pertenece
el departamento. El rendimiento esperado, por otro lado, es el rendimiento que “en promedio” deberia ocurrir en una dada

region, dadas las condiciones tecnologicas del momento.

El objetivo de esta tesis es proponer una metodologia que permita: 1) identificar departamentos con perfiles de rendimientos

similares (grupos) usando algoritmos de segmentacion; 2) determinar la existencia de grupos para lo cual se propone una



medida de significatividad de la segmentacion; y 3) evaluar si existe contigiiidad espacial en el agrupamiento de perfiles, es
decir, departamentos con patrones similares de rendimientos se ubican en zonas geograficamente cercanas o contiguas. En
esta tesis se usaran datos anuales de cultivos de maiz, periodo 1969-2010, pero la metodologia propuesta es de aplicaciéon
general, pudiendo aplicarse a cualquier tipo de cultivo, y a cualquier otro fenémeno indexado por el tiempo (datos

longitudinales).

La tesis se organiza de la siguiente manera. En el capitulo 2 se describen los procedimientos estadisticos utilizados en
la metodologia propuesta. En particular se presentan las distintas técnicas de segmentaciéon destacando las ventajas
y desventajas de cada método. Se resumen los resultados del paper de Tibshirani, Walther y Hastie (2001) sobre el
estadistico Gap, que permite seleccionar el nimero 6ptimo de clusters y que serd usado para evaluar la significatividad
de la segmentacion. Se describe ademés el calculo de componentes principales, un método de reduccién de dimensién que
utilizaremos al momento de simular trayectorias de rendimientos. Asimismo, se introduce la nocién de test de hipoétesis,

que utilizaremos para evaluar la significatividad estadistica en la contigiiidad espacial de los patrones de rendimientos.

En el capitulo 3 se comienza describiendo el tipo de datos disponibles, su calidad y las caracteristicas de las variables
utilizadas. En este capitulo se presenta en detalle la propuesta metodolégica, la que se ejemplifica aplicandola a los
datos de trayectorias temporales de rendimiento de maiz en Argentina. Se discute el problema de determinar el nimero
de agrupamientos, si existiese segmentacion, y se propone una metodologia para cuantificar la significatividad de la

segmentacion y un procedimiento para estudiar si hay contigiiidad espacial en los perfiles de rendimientos.

El dltimo capitulo presenta las conclusiones sobre el analisis de los datos de cultivos de maiz y sobre la propuesta

metodoldgica. Finalmente se describen los temas abiertos para futuras investigaciones.

La lectura de datos de la informacién provista por el Ministerio de Agricultura y el Servicio Meteorologico, la limpieza
y control de consistencia de datos, los graficos, mapas, el ajuste de modelos estadisticos, y los métodos de segmentacion
fueron realizados mediante el lenguaje de programacion R. Este lenguaje permite trabajar en un entorno donde se pueden
implementar diversas técnicas estadisticas, las cuales se encuentran disponibles en las llamadas bibliotecas de R.. A lo largo

de la tesis se hace referencia a las funciones de R utilizadas.



Capitulo 11

METODOLOGIA

En este capitulo se describen los procedimientos estadisticos utilizados en la propuesta metodologica, la presentacion
no pretende ser exhaustiva sino focalizada en las técnicas que resultan de interés para esta tesis. En primer lugar se
presentan las distintas técnicas de segmentacion destacando las ventajas y desventajas de cada método y comparando
resultados. Se resumen los resultados del paper de Tibshirani, Walther y Hastie (2001) sobre el estadistico Gap, que
permite seleccionar el nimero 6ptimo de clusters y que seré usado para evaluar la significatividad de la segmentacion.
Se describe ademaés el calculo de componentes principales, un método de reducciéon de dimensiones que utilizaremos al
momento de simular trayectorias de rendimientos. Finalmente se introduce la nocién de test de hipétesis, utilizado para

evaluar la significatividad de la contigiiidad espacial de los patrones de rendimientos.

1. Segmentacién

Se llama segmentacion a la metodologia que agrupa objetos similares a partir de caracteristicas propias de los mismos. Esta
técnica se conoce también como andlisis de clusters, conglomerados o grupos. La segmentacion es un método exploratorio
cuyo objetivo es, dada una muestra de n objetos sobre los que se han registrado p variables, usando la informacién provista
por las p variables, agrupar los objetos de modo que aquellos que sean mas “similares” pertenezcan al mismo cluster o
grupo. En general, se busca homogeneidad dentro de los grupos y heterogeneidad entre grupos. La técnica de segmentacion
es una herramienta 1util en el proceso basico de investigacion, en el cual interesa buscar patrones en los datos y tratar de

encontrar leyes que expliquen estos patrones.

El analisis de clusters se usa para diferentes propositos tales como: resumir una gran cantidad de datos en una pequena

cantidad de prototipos, buscar “grupos naturales” o generar criterios de clasificacion (taxonomicos) o generar hipotesis.

Es importante distinguir entre técnicas de agrupamiento (segmentacidn) y métodos de clasificacion (discriminacion). En
el caso de segmentacion se dispone de una cierta cantidad de objetos, n, y se quiere encontrar grupos de objetos similares,
sin conocer a qué grupos pertenecen las observaciones ni la cantidad de grupos. En el caso de clasificacion, se dispone
de observaciones clasificadas en grupos y el objetivo es definir un criterio que permita clasificar una nueva observacion y

asignarla a uno de los grupos existentes.

Una posible manera de generar grupos es enumerar todos los agrupamientos posibles y seleccionar “el mejor” en algin
sentido. Sin embargo, el nimero total de agrupamientos es en general muy grande por lo que resultaria muy costoso
encontrar el 6ptimo. La idea entonces es, aplicar algoritmos que busquen un buen agrupamiento, aunque no necesariamente

el mejor.

El método de segmentacion se basa en agrupar los objetos en base a medidas de similitud o disimilitud (distancia). Sea
X, = (s, .., Tip) €l vector p—dimensional que contiene las observaciones del i—ésimo objeto. Dos tipos de datos pueden

usarse como input de un analisis de clusters:

1) El arreglo de n x p datos correspondientes a las observaciones de p variables en n objetos. Es decir, una matriz de datos

X, con columnas Xg:
X — ( XI o X o X ) — (zir) i=1,mm, k=1,..p.

2) La matriz de proximidad de dimension n x n, (¢,s) o (d,s), donde ¢,s es una medida de similaridad y d,.s una medida

de disimilaridad entre los objetos r—ésimo y s—ésimo.

Los algoritmos de segmentaciéon mas comunes se clasifican en dos clases: jerdrquica y particionada. A su vez los métodos

jerarquicos se subdividen en aglomerativos, también llamados ’ascendentes’, y divisivos, o denominados 'descendentes’. Los



aglomerativos comienzan con tantos grupos o clusters como elementos tengamos en nuestra muestra, los que se unen en
cada paso hasta obtener un tinico grupo que contiene el total de los elementos, de ahi el nombre ’ascendente’. Mientras que
los algoritmos divisivos realizan el proceso inverso, partiendo de un conjunto global de elementos, que se va subdividiendo
hasta llegar a grupos unitarios. En los métodos particionantes, a diferencia de los jerarquicos, el nimero de clases se
establece previamente y el algoritmo asigna los elementos a las clases, partiendo de algunos valores iniciales y buscando

optimizar algun criterio establecido de antemano.

En la siguiente seccion se definen las medidas de disimilaridad y de similitud y en las subsiguientes se describen las

caracteristicas centrales de cada uno de los procedimientos.

1.1. Medidas de disimilaridad (distancia) o similitud
1.1.1. Medidas de distancia entre objetos

Recordemos que una medida de distancia, o métrica, en RP es una funciéon d: RP x RP — R que satisface para todo x,y

y z en RP:

1) d(x,y) > 0 para todo x, y en R?

)

3

) d(

) d(x,y) =0siysolosix=y

) d(x,y) = d(y,x) para todo x, y en R?
) d(

4) d(x,y) < d(x,z) + d(z,y) para todo x, y, z en RP

Las condiciones anteriores implican que d (x,y) es definida positiva (1, 2), simétrica (3) y cumple con la desigualdad

triangular (4). Sin embargo, en esta tesis consideraremos también distancias que no verifican la desigualdad triangular.

La meétrica de Minkowski

p
dxy) = [l —yl™ V"
i=1

define una familia de distancias que incluye a la métrica euclidea (m = 2) y a la métrica de “City Block” (m = 1).

Una desventaja de estas métricas es que cambios de escala pueden tener un efecto sustancial sobre el orden de las distancias.

Por ejemplo, supongamos que tenemos tres objetos cuyos valores de peso y altura son:

’ Objeto ‘ peso (gr) ‘ altura (cm) ‘

A 10 2
B 20 1
C 30 4

Las distancias euclideas entre ellos son: d(A, B) = 10,05 , d(A,C) = 20,1 y d(B,C) = 10,44. De donde se concluye que
d(A,B) < d(B,C) < d(A,(C), es decir C estd méas cerca de B que de A. Sin embargo, cuando la altura viene dada en
milfmetros, tenemos d(A, B) = 14,14 , d(A,C) = 28,28 y d(B, C) = 31,62. Luego, d(4, B) < d(A,C) < d(B,C), el orden

de las distancias cambia y ahora C' estd més cerca de A que de B.

Idealmente uno quisiera estandarizar los datos de modo que las varianzas “dentro” de los clusters fueran similares. Un

modo de escalamiento posible seria usar la distancia de Mahalanobis o distancia Estadistica



dxy) = [x-y)s ' x-y)]"

donde X es la matriz de covarianzas.

Se han propuesto ademas modos de estandarizar la métrica L' de Minkowski, Gower (1971) (J4]) estandariza usando el

rango de cada variable (R = max(x;;) — min(z;;)), aunque las distancias estandarizadas resultan ser muy sensibles a
? (2

outliers. Aplicar alguna estandarizacion es equivalente a pesar las variables y no hay acuerdo sobre lo que seria apropiado

en general.

En el caso particular en que las variables son dicotomicas (presencia/ausencia), en las que la presencia o ausencia de una

caracteristica puede ser escrita como

0 st la caracteristica k esta ausente en el sujeto 1

1 st la caracteristica k esta presente en el sujeto i

la, distancia euclidea entre dos observaciones x; y X; resulta ser igual al niimero de desacuerdos,

P
d*(x; — x;) = Z(:z:zk — x,1)? = cantidad de desacuerdos

i=1

ya que

5 0 cuando hay acuerdo
(Tik — k)" =
1 cuando hay desacuerdo

Luego, d? aumenta con la cantidad de desacuerdos. Esta distancia tiene el problema de pesar del mismo modo los acuerdos
1—1ylos 0—0. En algunos casos 1 — 1 es mas indicativo de similitud que 0 — 0. Por ejemplo, cuando se agrupa gente, el
hecho que dos personas hayan leido los clésicos griegos es fuerte evidencia de similitud mientras que el no haberlos leido
no lo es. En la seccién siguiente se presentan medidas de similitud que pesan de manera diferencial los distintos tipos de

acuerdo.

Un ejemplo es la distancia Chi-cuadrado, esta distancia es una nociéon de distancia entre individuos, iy 7, con 1 <, j < n,
que contempla pesos distintos para cada variable o atributo k, con 1 < k < p. Para cada par de individuos la distancia se

calcula como sigue:

:Czk - $]k
dij = E

—1Lzk
Esta métrica tiene en cuenta la frecuencia relativa de cada atributo, dando preponderancia a los atributos menos frecuentes.

1.1.2. Medidas de similitud entre objetos

Los coeficientes de similitud se conocen también como coeficientes de asociacién y en general se usan para variables

dicotomicas. Consideremos un estudio donde se miden p variables dicotomicas sobre n objetos. Para cada par de objetos



X; ¥ X; podemos armar una tabla de contingencia resumiendo el ntimero de acuerdos y de desacuerdos entre las p variables

de los dos objetos:

objeto i

a b a+b
0 c d c+d

objeto j

Algunas medidas de asociacion propuestas son:

a+d

1 igual peso para acuerdos 1 — 1 y acuerdos 0 — 0,

2(a+d)
2(a+d)+btc

)

doble peso para acuerdos,

aTdt2(670) doble peso para desacuerdos,

S

% no considera los acuerdos tipo 0 — 0 y

)
)
3) ___a+d
)
)

5 los acuerdos 0 — 0 son irrelevantes (coeficiente de Jaccard).

a+b+
La eleccion del coeficiente depende de los pesos relativos que se desee asignar a los acuerdos 1 — 1 y a los acuerdos 0 — 0.
Claramente hay situaciones en las que la ausencia conjunta de una caracteristica no da informaciéon y un coeficiente que

da igual peso a ambos tipos de acuerdo no resulta apropiado.

Finalmente, notemos que siempre es posible construir una medida de similitud a partir de una distancia. Sea d;; la distancia

entre dos objetos i y j, y sea s;; la medida de similitud entre ellos.

Observemos que, si d;; = 0, entonces s;; = 1, y si d;; — 00 s;; tiende a 0. Para el resto de los casos, d;; > 0, s;; € (0, 1).

Luego, 0 < s;; < 1. Sin embargo, no es siempre posible construir una medida de distancia a partir de similitud.

1.2. Meétodos Jerarquicos de Agrupamiento

Como ya mencionamos, existen dos tipos de métodos jerarquicos. Los aglomerativos, que parten de n objetos, donde
cada uno constituye un cluster, los que se van agrupando de acuerdo a similitudes hasta obtener un tnico cluster. Y los
métodos divisivos, que comienzan con un Gnico grupo que contiene todos los objetos, el que se divide en dos subgrupos de
manera que los objetos en un subgrupo se encuentren “lejos” de los objetos del otro subgrupo. El proceso contintia hasta
obtener n clusters. Estos algoritmos se denominan jerarquicos porque a cada nivel los nuevos agrupamientos (métodos
aglomerativos) o divisiones (métodos divisivos) solo pueden ocurrir entre los clusters definidos en el nivel anterior. Es
decir, si en un determinado nivel del procedimiento aglomerativo se agrupan dos clusters, éstos quedan ya jerarquicamente

agrupados para el resto de los niveles.

Los métodos jerarquicos se basan en una medida de distancia o similitud entre los elementos, y una métrica entre clusters.
El tipo de medida que se utilice para definir la distancia entre grupos genera las distintas técnicas de unién o separacion
de clases que dan nombre a las metodologias de segmentacion. El resultado de ambos tipos de métodos (aglomerativos y

divisivos) se muestra en un diagrama conocido como dendrograma que ilustra la secuencia de fusiones o divisiones en los

10



sucesivos niveles. Cada rama del arbol representa un cluster. Las ramas se unen con nodos cuya posiciéon representa la

distancia (eje vertical) o nivel a la cual ocurrié la fusion.

Los métodos jerarquicos son muy ttiles porque sugieren el nimero de clusters, y porque permiten establecer una jerarquia
de agrupamientos. Ademas, el dendrograma facilita la visualizacion del proceso. Sin embargo, resulta costoso al aplicarlo
en grandes bases de datos, y puede ser lento. Los métodos divisivos son menos populares que los ascendentes y se ha

mostrado en estudios taxondémicos que tienen baja performance por lo que sblo describiremos los métodos ascendentes.

Antes de explicar los detalles de cada método es importante mencionar que ninguno de estos procedimientos brinda
una soluciéon 6ptima para un dado problema que se pueda plantear. En general distintos métodos produciran distintos
resultados. El método mas adecuado para cada caso resultard de una combinacién entre la eleccion del algoritmo y la

experiencia y el buen criterio del investigador.

Notemos que con la segmentacion, jerarquica o particionada, se obtiene una particiéon de un conjunto de n elementos en
k subconjuntos. Definimos una particion de un conjunto A de n elementos como la familia P4 de subconjuntos no vacios

de A, disjuntos dos a dos, cuya union es A. Es decir,

PA = {Al Tl € Ngn},

donde se verifican las siguientes condiciones:
1. A; CA A #0 VieNg,,
2. AiﬂAj:(Z) si i # j,

3. A == UieNSnAi.

En esta seccion presentaremos diferentes algoritmos aglomerativos, los cuales comienzan con tantos clusters como elementos
y los clusters se van combinando secuencialmente. En cada paso se combinan los dos clusters separados por la "minima
distancia". La definicién de "minima distancia" produce los diferentes métodos aglomerativos. En los procedimientos
denominados linkage (unién-encadenamiento-amalgamiento) dos clusters se unen si alguna medida de distancia entre
los clusters es minima: la distancia entre vecinos méas cercanos (Single-linkage), la distancia entre vecinos méas lejanos
(Complete-linkage), o el promedio de las distancias entre todos los pares de puntos de los dos clusters (Average-linkage).
En los métodos del centroide y de la mediana se minimiza la distancia entre medidas resimenes de los objetos que

pertenecen a un cluster. Finalmente en el método de Ward se minimiza la varianza total dentro de clusters.

1.2.1. Single Linkage

En el método de Single linkage, la distancia entre dos clusters se define como la minima distancia entre dos elementos
(uno en cada cluster). El par de clusters que comparta los dos elementos méas cercanos es el que se unira en cada paso,
por esta razon el método se denomina de vecinos mds cercanos. Supongamos que nos encontramos en la etapa k-ésima,
tenemos ya formados n-k clusters, la distancia entre los clusters C; (con n; elementos) y C; (con n; elementos) se define

como

d(C;,C;) = xzecmin o {d(x;, %) L =1,..,ni;m=1,...,n;}.
iy Xm J
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Figura 1: Single Linkage considera la minima distancia entre elementos, pertenecientes a distintos clusters, mds cercanos
entre si, para determinar la proxima fusion.

Ejemplo: supongamos que se dispone de informacion de siete objetos identificados como A, B, ..., G, y que se ha propuesto

una medida de distancia a partir de la cual se obtuvo la siguiente matriz de distancias

] A B C D E F |G|
A 0

B | 0.6717854 0

C | 0.1439147 | 0.8054837 0

D [ 0.3849284 | 0.4594972 | 0.5240015 0

E | 0.8305514 | 1.1500719 | 0.8777698 | 0.7066962 0

F | 0.2487760 | 0.9078208 | 0.1051530 | 0.6246905 | 0.9158099 0

G | 06997975 | 0.4561342 | 0.8396928 | 0.3157182 | 0.7801180 | 0.9402692

Los pasos a seguir utilizando la estrategia Single linkage son:

1. Nivel 1. Calculamos m<in{d(Ci, C;)} =d(C,F) = 0,1051530, obtenemos el primer cluster no unitario (C, F).
i<j

2. Nivel 2. La distancia de un elemento Y al cluster (C, F) se calcula como d (Y, (C,F)) = min{d(Y,C),d(Y,F)}; y

la matriz de distancias es

| A [ B [©p | D | E [G]
A 0

B 0.6717854 0

(C,F) | 0.1439147 | 0.8054837 0

D 0.3849284 | 0.4594972 | 0.5240015 0

E 0.8305514 | 1.1500719 | 0.8777698 | 0.7066962 0

G 0.6997975 | 0.4561342 | 0.8396928 | 0.3157182 | 0.7801180 | 0

En este paso min{d(C;,C;)} = d(A,(C,F)) = 0,1439147 obteniendo un cluster més grande que contiene al an-
1<)

terior (4, (C, F)).

3. Nivel 3. La matriz de distancias es

| L (acF)| B D E |G|
(A, (CF)) 0
B 0.6717854 0
D 0.3849284 | 0.4594972 0
E 0.8305514 | 1.1500719 | 0.7066962 0
G 0.6997975 | 0.4561342 | 0.3157182 | 0.7801180 | 0

12



y mg'n{d(C’i, C;)} =d(D,G) = 0,3157182 por lo que se forma el tercer cluster (D,G).
i<j

4. Nivel 4. La matriz de distancias en este paso es la siguiente y, la distancia minima corresponde a d((4, (C, F)), (D, G))

y se forma un nuevo cluster.

| l(acr)| B | 06 |E]
(A,(C,F)) 0
B 0.6717854 0
(D,G) | 0.3849284 | 0.4561342 0
E 0.8305514 | 1.1500719 | 0.7066962 | 0

5. Nivel 5. Se unen ((4,(C,F)),(D,G)) y B.

| [acm.oe [ B [F]
(A,(C.F)),(D.G) 0
B 0.4561342 0
E 0.7066962 1.1500719 | 0

6. Nivel 6. Se unen todos los elementos en un tunico cluster.
| | (A(CF)).(D,G)B) | E |
((A.(C.F)),(D,G)).B) 0
E 0.7066962

La Figura [2l muestra el dendrograma, que es un modo grafico de representar la secuencia de fusiones entre los clusters. El
eje vertical refleja la distancia a la cual dos clusters se unieron. El grafico sugiere la existencia de al menos dos clusters
en estos datos ya que la distancia asociada con la fusion de los clusters (((A,(C,F)),(D,G)),B) y E es notablemente mayor

que las distancias a las que ocurrieron las demés fusiones.

Dendrograma Single Linkage
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Figura 2: Dendrograma para el ejemplo del método Single Linkage.

13



1.2.2. Complete Linkage

Este algoritmo, también conocido como el método de los vecinos més lejanos, propone como medida de distancia entre dos
clusters la distancia entre los dos elementos mas alejados (uno en cada cluster). El par de cluster en que esta distancia sea
minima serd el que se fusione en cada paso. En una dada etapa del procedimiento la distancia entre los clusters C; (con

n; elementos) y C; (con n; elementos) es

mdzr  {d(z;,zm): l=1,..,nyym=1,..,n,}

1€C;, zm €C;

d(C;,Cj) =

y se uniran los clusters en los que esta medida de distancia sea minima.

G o o
® o
Q @ @
| O | | |
o
L)
© ®

Figura 3: Complete Linkage considera la minima distancia entre elementos, pertenecientes a distintos clusters, mds lejanos
entre si, para determinar la proxima fusion.

Ejemplo: Aplicaremos el procedimiento a la matriz de distancias del ejemplo anterior.
1. Nivel 1. min{d(C;,C;)} = d(C, F) = 0,1051530, obtenemos el primer cluster (C, F).
1<J

2. Nivel 2. La distancia de un elemento Y al cluster (C, F') se calcula como d (Y, (C, F)) = max{d(Y,C),d(Y,F)} y

la nueva matriz de distancias es

| A B | en | p | B [G]
A 0

B 0.6717854 0

(C,F) | 0.2487760 | 0.9078208 0

D 0.3849284 | 0.4594972 | 0.6246905 0

E 0.8305514 | 1.1500719 | 0.9158099 | 0.7066962 0

G 0.6997975 | 0.4561342 | 0.9402692 | 0.3157182 | 0.7801180

Notemos que mjn{d(Ci, C))}=d(A4,(C, F)) =0,2487760 por lo que se forma el segundo cluster (A4, (C, F')).
i<j

3. Nivel 3. La matriz de distancias es la siguiente y min{d(C;,C;)} = d(D,G) = 0,3157182 obteniendo el tercer
1<J
cluster(D, G).

| L (acF)| B D E |G|
(A,(CF)) 0
B 0.9078208 0
D 0.6246905 | 0.4594972 0
E 0.9158099 | 1.1500719 | 0.7066962 0
G 0.9402692 | 0.4561342 | 0.3157182 | 0.7801180 | 0
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4. Nivel 4. La matriz de distancias se muestra a continuaciéon y 1rL<in{d(C’i, C;)} =d(B,(D,G)) = 0.4594972 obteniendo
i<j

un cluster mas grande que contiene al anterior (D,G).

| l(accF)| B | 06 |E]
(A,(CF)) 0
B 0.9078208 0
(D,G) 0.9402692 | 0.4594972 0
E 0.9158099 | 1.1500719 | 0.7801180 | 0

5. Nivel 5. En este caso se obtiene la matriz de distancias que sigue y mg’n{d(Ci, Cj)}=d((A,(C,F)),E) = 0,9158099
i<j
generando el cluster ((4, (C, F)), E).
| | (ACF) | (B(DG) [ E |

(A,(CF)) 0
(B,(D,G)) | 0.9402692 0
E 0.9158099 | 1.1500719 | 0

6. Nivel 6. Finalmente, se unen todos los elementos en un tnico cluster que contiene a los 7 individuos.
| | (A(CF).E) | (B,D.C) |

((A,(CF)).E) 0
(B,(D,Q)) 1.1500719 0

Con el método Complete linkage, se obtiene el dendrograma que se presenta en la Figura [4| que difiere del obtenido usando
Single linkage. En la mayoria de los casos cuando se aplican métodos de segmentacion diferentes al mismo conjunto de

datos se obtienen diferentes secuencias de agrupamiento.

Dendrograma Complete Linkage
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Figura 4: Dendrograma para el ejemplo del método Complete Linkage.

1.2.3. Awverage linkage

En el procedimiento Awverage linkage la distancia, o similitud entre clusters se define como la media aritmética de la

distancia entre cada uno de los elementos del primer cluster respecto de cada uno de los elementos del segundo cluster.
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Es decir, la distancia entre el cluster C; con n; elementos y el cluster C; formado por n; elementos se calcula como

ng

! 2 Z d(Xil,ij).

d(ci’ Cj) =

ity =1 m=1

Figura 5: Average Linkage considera el promedio de las distancias entre cada uno de los elementos del primer cluster
respecto de cada uno de los elementos del sequndo cluster para determinar la proxima fusion.

Ejemplo: Aplicamos el procedimiento a la matriz de distancias anterior.
1. Nivel 1. mjn{d(C’i, C;)} =d(C,F) = 0,1051530, obtenemos el primer cluster (C, F').
i<j

2. Nivel 2. La nueva matriz de distancias es

|

A B | crp | D E |G|
A 0
B | 0.6717854 0
(C,F) | 0.19634535 | 0.85665225 0
D | 03849284 | 0.4594972 | 0.574346 0
E | 08305514 | 1.1500719 | 0.89678985 | 0.7066962 0
G | 06997975 | 0.4561342 | 0.889981 | 0.3157182 | 0.7801180 | 0

y m<in{d(C’7;, C;)} =d(A,(C, F)) = 0,19634535, por lo que se forma el cluster (A, (C, F')) que contiene al anterior.
i<j

3. Nivel 3. La matriz de distancias es

| @a@crp) | B | D E |G|
(A,(C,F)) 0
B 0.79502996667 0
D 0.5112068 | 0.4594972 0
E 0.87471036667 | 1.1500719 | 0.7066962 0
G 0.8265865 | 0.4561342 | 0.3157182 | 0.7801180 | 0

y min{d(C;,C;)} = d(D,G) = 0,3157182, obteniendo un nuevo cluster (D, G).

1<j

4. Nivel 4. La matriz de distancias en este paso es

| | @a@cr) | B | 06 |E]
(A,(C,F)) 0
B 0.79502996667 0
(D,G) 0.66889665 0.4578157 0
E 0.87471036667 | 1.1500719 | 0.7434071 | 0
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v m<iT_L{al(C’i7 C;)} =d(B,(D,G)) = 0,4578157, obteniendo un cluster mas grande que contiene al anterior (D,G).
i<j

5. Nivel 5. La matriz de distancias es

| | (@cr) | B06) |E]
(A,(C,F)) 0
(B,(D,G)) | 0.71094108889 0
E 0.87471036667 | 0.8789620333 | 0O

y Tln<zjn{d(C'“ C])} = d((A7 (07 F))7 (Bv (Da G))

~—

= 0,71094108889, generando el cluster (A, (C, F)), (B, (D, G)).

6. Nivel 6. La matriz de distancias es
| [ (A(CF)).(B(D.G) [ E |
(A,(C,F)),(B,(D,G)) 0
E 0.8768362 0

y finalmente, se unen todos los elementos en un tnico cluster que contiene a los 7 individuos.

En este caso se obtiene el siguiente dendrograma.

Dendrograma Average Linkage

Height
0.4

: -

]
s

0.0
C
E

Figura 6: Dendrograma para el ejemplo del método Average Linkage.

Observemos que los tres procedimientos aplicados al mismo conjunto de datos condujeron a distintas secuencias de agru-
pamiento. Desde el primer nivel de fusién hasta el tercero, las tres estrategias unen los mismos objetos. Incluso, Complete
linkage y Average linkage también realizan la misma fusién en el cuarto nivel. Sin embargo, Single linkage en el nivel cuatro
fusiona (A, (C, F)) con (D, G), luego suma a este grupo el objeto B y finalmente se agrega el E. Complete y Average se
diferencian en el quinto paso, Complete une (A, (C, F')) con E, mientras que Average fusiona (4, (C, F)) con (B, (D, Q)).
Esto se debe a que cada método captura diferentes caracteristicas de los datos. El método de Single linkage tiende a
producir clusters elongados e irregulares, mientras que Complete linkage clusters de aproximadamente el mismo didmetro
y Average linkage clusters con varianza similar. Este ejemplo muestra que es de suma importancia definir qué tipo de

distancia se utilizara en un problema dado.

1.2.4. Meétodos del centroide y de la mediana

En estos dos métodos cada cluster queda representado por una medida resumen de los elementos que lo componen, que no
necesariamente coincide con uno de los elementos del cluster. La distancia o similaridad entre dos clusters se define como

la distancia entre estas medidas resimenes.
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En el método del centroide, el centroide o media del cluster C; (con n; objetos) se define como

. 1 §
my n; Xi.

XlECj
La distancia entre dos clusters C'; y C; se define como

d(C“ Cj) = d(mi, mj)

y en cada paso se fusionan los clusters en los que esta medida de distancia se minimiza.

El centroide de un nuevo cluster C; resultante de la fusién de dos clusters, digamos C; y C, se puede obtener simplifica-

damente como el promedio pesado de los centroides m; y m;, es decir,

n;m; + n;m;

m; =
ﬂi-l-’ij

El método de la mediana es equivalente al del centroide, pero el centroide del nuevo cluster se define como

mi—&—mj
2

m; =

Es decir, no importa el tamano de los clusters originales. Esta idea fue introducida para evitar que cuando un grupo
pequeno se fusiona con uno grande, pierda su identidad y el nuevo centroide quede muy cerca del centroide del grupo

grande. Por eso, este procedimiento es conocido también como método del centroide no ponderado.
Ejemplo:

Aplicaremos ambos métodos a los siguientes individuos sobre los cuales se han medido dos variables.

Individuo ‘ T ‘ To ‘

A 10 | 10
B 10 | 20
C 20 | 15
D 25 | 25
E 30| 5

Cuando se usa como medida de disimilaridad la distancia euclidea al cuadrado, obtenemos la siguiente matriz de distancias

| lafBfc|D]E]

0
100 | O
125 | 125 | O

450 | 250 | 125 | O
425 | 625 | 200 | 425 | O

H|g|QlF| =

Aplicaremos en primer lugar el método del centroide.

1. Nivel 1. Obtenemos el primer cluster (4,B), cuyo centroide es (10, 15)".
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2. Nivel 2. La matriz de distancias se transforma en:
_laplc[Dp B

(A,B) 0
C 100 0
D 325 125 | 0
E 500 | 200 | 425 | O

y ahora, min{d(C;, C;)} = d((A, B),C) = 100, por lo que se forma el cluster ((4,B),C) y su centroide es (13,33, 15)’.

1<,]
3. Nivel 3. La matriz de distancias se convierte en:

| [ (aB)O) [ D E|

((A,B),C) 0
D 236.11 | 0
E 377.77 | 425 | 0

donde min{d(C;,C;)} = d(((4, B),C), D) = 236,11, y como consecuencia se obtiene el nuevo cluster (((4,B),C),D)
6
cuyo centroide es (16,25,17,50)’.

4. Nivel 4. Las distancias son:
| [ (AB).0)D) [E |
(((A,B),C),D) 0
E 345.31 0

y finalmente el altimo centroide es (19, 15)".

La Figura [7] muestra el dendrograma correspondiente a la estrategia del centroide o centroide ponderado.

Dendrograma Método del Centroide

|

E

Height
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Figura 7: Dendrograma para el ejemplo del método del Centroide.

Aplicando el método de la mediana (centroide no ponderado) para los mismos datos tenemos:

1. Nivel 1. Como min{d(C;,C;)} = d(A, B) = 100, obtenemos el primer cluster (A,B), donde el centroide es (10,15)".
Z’J

2. Nivel 2. La matriz de distancias se transforma en:
_laplc[p B

(A,B) 0
C 100 0
D 325 125 | 0
E 500 | 200 | 425 | O
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y ahora, nzin{d(Ci, C;)} =d((A, B),C) = 100, por lo que se forma el cluster ((A,B),C) y su centroide es (15,15)".
i<,j

3. Nivel 3. La matriz de distancias se convierte en:

| [ (AaBO) [ D |E|

((A,B),C) 0
D 200 0
E 325 | 4250

donde rriin{d(ci,Cj)} = d(((A,B),C),D) = 200, y como consecuencia se obtiene el nuevo cluster (((4,B),C),D)
i<,
cuyo centroide es (20, 20)".

4. Nivel 4. Las distancias son:
| [(AB).0)D) [E |
(((A,B),C),D) 0
E 325 0

y finalmente el ltimo centroide es (25,12,5)’.

La Figura [8| muestra el dendrograma correspondiente a la estrategia del centroide no ponderado. Este es similar al
dendrograma realizado con el método del centroide. En este ejemplo, la secuencia de agrupamientos producida por los dos
métodos es la misma aunque varian las alturas (“Height”). Esto puede deberse a que el nimero de datos del ejemplo es
pequeno y por lo tanto no se forman grupos de muchas observaciones y a que no hay datos extremadamente alejados del

conjunto.

Dendrograma Método de la Mediana

—

g
8
® lw

250

200

Height

150

7
j

Figura 8: Dendrograma para el ejemplo del método de la Mediana.

1.2.5. Método de Ward

Este método, también conocido como “incremento en la suma de los cuadrados” o método de minima varianza, es otro
ejemplo de procedimiento jerarquico. El objetivo del método es unificar grupos de forma tal que la variabilidad dentro de los
grupos no aumente draméaticamente. En cada paso se fusionan los dos clusters que producen la suma de cuadrados dentro
de clusters (variabilidad within o intra-clusters) minima entre todas las posibles particiones que se obtienen fusionando
dos clusters del paso previo. En este contexto “suma de cuadrados dentro” refiere a la suma de las distancias al cuadrado

de las observaciones del cluster respecto de la media de las observaciones del mismo cluster.

En el método de Ward la distancia entre dos clusters C; y C;, se mide como el aumento en la suma de cuadrados al unirlos.

Sean C; y C; dos clusters con n; y n; elementos y medias m; y m;. Sea m la media del cluster que se formaria al unir C;
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y Cj. En cada paso, la distancia o funcién objetivo a minimizar es I¢, ¢,, el incremento en la suma de cuadrados dentro

de clusters cuando se unen los dos clusters

n;n;
Tose, = 30 lxi—ml? =4 3 = mall 2+ 3 e — g2 = 2 g — |
J

1eC;uC; leC; leCjy

El siguiente lema demuestra que la segunda igualdad es valida.
Lema:

Sean C; y C; dos clusters con n; y n; elementos. Sean m;, m; y m vectores con elementos m;;, m;r y mg, kK = 1,...,p,

que representan la media del cluster C;, C; y del cluster que se formaria al unir C; y C, respectivamente. Entonces,

n;n;
Z % — m]|* - ZHXl—miHQ‘FZHXl—mJ‘HQ 2742J4||mi—mj||2~
i J

1eC;UC; leC; 1eCjy

Demostracion:

(@)

sean la componente p—ésima del vector [—ésimo del cluster C; y (I

lpﬂ ) la componente p—ésima del vector [—ésimo del

cluster C; U C, entonces

Do lxe—ml® = ¢ > x| 2 Y x| 5 =

leC;uUC; leC; leC;y
nitn; p o n;g p 9 nj p 9
_ }: x(w)_ }:}: x ) +§:§: x(])_m_ _
- ls l9 18 ls Js -
=1 s=1 =1 s=1 k=1s=1
n;+n; p i) P n; p y P
$,5)2 (7) ()2 2

E E ;77" — (n; +ny) E m? E E 0% —n; E m2, + E E % —n; E mis o =

=1 s=1 s=1 =1 s=1 =1 s=1 s=1

P P
_nZZmls —l—nJZm (n; +nj) Z = Z(mm?s—i-njm?s — (n; —&—nj)mg) (1)
s=1 s=1

2

2 2 2 .
Notemos que (n; +n;)ms = n;m;s +nmjs, luego, (n;+n;)?ms = (nimis)* + (njmjs)* +2n;n;m;sm;s. Ademas 2m;sm;, =

2 2 2
My +Mj, — (mis —mjs)*. Por lo tanto,

(ni + nj)ng =n;(n; + nj) mzs +ny (ni + ”J)m2 - nin; (mis — ij)Qa

dividiendo por (n; + n;) se obtiene

nin;
(ni +nj) m2 = nymy, +nym3, — ﬁ(mis —mjs)?
y reemplazando en (1) resulta
n,n, p n,n,
I~ = #Z e me )2 = — 7 ms —mall 2 ]
Ci,C; ne + 1 (mys —mys) ——y [|m; ill

s=1

Es decir, el criterio de similaridad es la distancia cuadrada entre los centroides pesada por un factor. El lema muestra

adicionalmente que la fusion de dos clusters nunca puede reducir la suma de distancias intra-clusters. También puede apre-
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ciarse que el método tendera a unir clusters con centroides cercanos y con pocos elementos, o fuertemente desbalanceados.

Este método tiende asi a producir clusters esféricos y bien balanceados.

Ejemplo: Consideraremos el mismo caso que analizamos para ejemplificar los métodos del centroide:

Individuo ‘ T ‘ To ‘

A 10 | 10
B 10 | 20
C 20 | 15
D 25 | 25
E 30| 5

1. Nivel 1. Calculamos todas las posibles combinaciones de grupos, y los incrementos asociados

’ Agrupamientos ‘ Centroides ‘ Incrementos

((A,B),C,D,E) Cap = (10,15) T4 =50

Cop = (25,10) | Icp =100
Cor = (27,5,15) | Ipp = 2125

(A,C)BD.E) | Cac=(15,125) | Iac =625
((A\D),B,C.E) | Cup = (17,5,17,5) | Iap =225
(AJE),B,C.D) | Cap=(20,75) | Iap=2125
((B,C),ADE) | Cpc=(15,175) | Ipc =625
((B,D),A,C.E) | Cpp=(1,5,225) | Ipp=125
(BE),ACD) | Cpp=(20,125) | Ipp=3125
((CD),ABE) | Cecp=(225,20) | Icp =625
((C.E) )

((D.E) )

En este nivel se uniran los clusters A y B dado que su correspondiente incremento es minimo.

2. Nivel 2. Los posibles agrupamientos son:

’ Agrupamientos ‘ Centroides ‘ Incrementos
(((A,B),C),D,E) Capc = (13,33,15) I apc = 116,66
((A,B),D),C.E) Capp = (15,18,33) I app = 266,66
(((A,B),E),C,D) Capr = (16,66,11,66) I4pE = 383,33
((A,B),(C ) E) | Cap = (10,15),Cecp = (22,5,20) Icp =62,
((A,B),(C,E),D) | Cap = (10,15),Cc = (25,10) Icp =100
((AB),C,(D,E)) | Cap =(10,15),Cpg = (27,5,15) | Ipg =212,5

En este nivel se uniran los clusters C y D dado que su correspondiente incremento es minimo.

3. Nivel 3. Los posibles agrupamientos son:

’ Agrupamientos ‘ Centroides ‘ Incrementos
(((A,B),(C,D)),E) Capep = (16,25,17,5) Iapep = 116,66
(((A,B),E),(C,)D)) | Capr = (16,66,11,66),Ccp = (22,5,20) | ITapr = 382,92

((A,B),(C,D,E)) Cap = (10,15),Cepr = (25,15) Icpe = 250

Y, por lo tanto, se fusionaran los clusters (A,B) y (C,D).

4. Finalmente, en el nivel 4, se unen los dos clusters que quedaron y el incremento es I spcpr = 116,66.
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La Figura [ muestra el dendrograma correspondiente al método de Ward. Es interesante destacar que la secuencia de
clusters que se obtiene con este criterio es diferente de la que obtuvimos al aplicar el método del centroide y el de la
mediana. Comparemos la técnica de Ward con el algoritmo del centroide. En el primer nivel, las dos estrategias comienzan
uniendo A y B, pero difieren a partir del segundo nivel. En el caso del método del centroide en ese nivel se fusionan el

cluster (A,B) con el C, mientras que con el de Ward se unen C y D (Ver Figura [10]).

Dendrograma Método de Ward
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Figura 9: Dendrograma para el ejemplo del método de Ward.
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Figura 10: Diferencia en el nivel 2 de fusion al aplicar el método del centroide y el de Ward en el ejemplo propuesto.

1.3. Meétodos Particionantes

Los métodos no jerarquicos estan disenados para agrupar objetos en un nimero predefinido de k clusters. Los métodos
particionantes comienzan de una particiéon inicial de los objetos en k grupos, o bien, de un conjunto inicial de k£ puntos
semillas que forman los ntuicleos de los clusters. La eleccién del conjunto de partida deberia estar libre de sesgos, por lo que
una opcion es seleccionar aleatoriamente puntos semillas entre los objetos o particionar aleatoriamente los n objetos en k
grupos. En cada paso se minimiza un criterio dado reubicando elementos entre los distintos clusters hasta que se alcanza
una particion "optima". En los algoritmos iterativos basicos, como el de k-medias o k-medianas la convergencia es local
y la soluciéon 6ptima global no esté garantizada. Como no es necesario calcular una matriz de distancias (o similaridades)
inicial y los datos no deben ser almacenados durante el procesamiento, los métodos no jerdrquicos pueden aplicarse a

conjuntos muy grandes de datos.

Discutiremos a continuaciéon el método particionante més cominmente usado.
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1.3.1. Meétodo de k-medias

El procedimiento tiene como objetivo minimizar la suma de cuadrados dentro de clusters, lo que equivale a asignar cada
elemento al cluster en el que la distancia a la media del cluster es minima. Como input se requiere el niimero k de clusters

y la matriz de datos. El algoritmo consiste de los siguientes pasos:

1. Particionar los objetos en k clusters iniciales.

2. Reasignar cada item de la lista de a uno por vez al cluster de cuyo centroide (media) se encuentre mas cerca.

Recalcular el centroide del cluster que recibe el item y del cluster que pierde el item.

3. Repetir el paso 2 hasta que no haya mas reasignaciones.

En vez de empezar con k clusters podemos especificar k centroides iniciales (puntos semilla) y comenzar a partir del
paso 2. El agrupamiento final serd dependiente, en general, de la particién inicial o de la seleccién inicial de semillas. La

experiencia muestra que las reasignaciones mas importantes ocurren en los primeros pasos.

Las ventajas de este tipo de métodos son la rapidez y la validez de su aplicaciéon en grandes bases de datos. Una de las
desventajas es que converge a un 6ptimo local, no global. Ademaés la clusterizacion final depende de los centros iniciales.
Y otra desventaja es que requiere fijar el ntiimero de clusters previamente, este ntimero en general no se conoce. Hay tres

argumentos fuertes para no fijar de antemano el nimero k de clusters:

1. si dos o mas puntos semillas yacen dentro de un mismo cluster natural, entonces, los clusters resultantes tendran

poca definicion.
2. la existencia de un outlier podria producir al menos un grupo con items muy dispersos.

3. aln si se supiera que la poblacién consiste de k grupos, el método de muestreo podria ser tal que grupos raros no

aparezcan en la muestra.

1.4. Comparacion de los distintos procedimientos

Los distintos procedimientos que hemos descripto capturan distintas caracteristicas de los datos. Milligan (1980) ([10])

resume la performance de cada método y el tipo de clusters que tiende a producir.

Single linkage no impone restricciones en la forma de grupos y sacrifica rendimiento en la recuperacién de clusters compactos
a cambio de la capacidad de detectar agrupaciones alargadas e irregulares. Ademas Single linkage tiende a cortar las
colas de las distribuciones antes de la separacion de los principales grupos (Hartigan, 1981) (6]). Aunque tiene muchas
propiedades tedricas deseables ha fallado en los estudios de Monte Carlo. Complete linkage esta fuertemente sesgado hacia
la produccion de clusters con didmetros similares, y puede verse severamente distorsionado por valores atipicos moderados.
Average linkage tiende a unir grupos con pequena varianza, y es ligeramente sesgado hacia la producciéon de clusters con

la, misma varianza.

El método del centroide es mas robusto a los valores extremos (outliers) que la mayoria de otros métodos jerarquicos pero
en otros aspectos puede no funcionar tan bien como el método de Ward o Average linkage. El método de Ward tiende
a unir grupos con un pequenio numero de observaciones, y estd fuertemente sesgado hacia la produccién de clusters con

aproximadamente el mismo niimero de observaciones. También es muy sensible a valores atipicos.
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2. Propuestas para seleccionar el ntimero de clusters

En la segmentacion jerarquica, como ya aclaramos, no se requiere a priori la cantidad de agrupamientos en el conjunto de
datos a analizar. Esto es consistente con el hecho de que no se conoce facticamente acerca de la existencia de grupos, y en
caso de existir, cuél es la cantidad de grupos. Muchas veces no interesa la jerarquia completa, sino sélo un subconjunto
de particiones obtenidas a partir del dendrograma resultante. Es decir, para el estudio en cuestiéon puede alcanzar con
hacer un recorte del dendrograma o elegir qué ramas se consideran més representativas de acuerdo a los conocimientos y
experiencia de la persona que realiza el trabajo. Otras veces, el problema a resolver es la determinacion de la cantidad de

grupos, problema para el cual no existe una tnica solucion.

Si quisiéramos calcular para un conjunto A de n elementos la cantidad de particiones en k subconjuntos, teniendo en
cuenta la definicién de particion dada en la seccién 1.2 de este capitulo, deberfamos recurrir a la formula de los nimeros

de Stirling de sequnda especie S(n,k):

k
St k) = 1 (D (’;) "
Tj=1

J

Los nameros de Stirling de segunda especie se definen como la cantidad de maneras distintas que existen de generar una
particién de un conjunto de n elementos en k subconjuntos. Luego podriamos calcular para n fijo y para k € N<,, el
nimero total de particiones, y seleccionar la mejor. Ese niimero es conocido como nimero de Bell, y se calcula como
ZZ:1 S(n, k), es decir, es el ntumero de subconjuntos no vacios que se pueden formar con n elementos. Sin embargo, esta
manera exhaustiva resulta impracticable si n es muy grande porque, para cada k, S(n, k) se hace mucho mas grande
aun. De modo que no es conveniente en la practica intentar buscar la cantidad 6ptima de clusters. De hecho, se ha
demostrado en [13] que S(n, k) > %(k2 + k4 2)k"~*=1 — 1, por lo que considerando n = 100 y k& = 10 se obtiene que

S(100, 10) > 56 10% — 1. Esta cota inferior es superior al ntimero estimado de 4tomos en todo el universo!

Para enfrentar esta situacion han surgido algunas propuestas. En muchos casos, en las ciencias aplicadas el objeto de estudio
es entender algunos patrones generales, y para ello basta con observar el dendrograma y definir en base a conocimiento
experto el nimero de grupos. En casos més generales se pueden emplear métodos heuristicos o reglas basadas en tests de
hipotesis formales. En la seccion 3 de este capitulo, presentamos una de las propuestas: el estadistico gap. Aqui podemos

enumerar otros procedimientos.

Primero, la técnica de recortar el dendrograma que si bien es subjetiva y depende de la opinién del investigador, resulta
sencilla y practica para la persona que tiene suficiente conocimiento sobre el fenémeno y no requiere conocer el numero
exacto de clusters. Otro método heuristico pero mas formal es representar graficamente la cantidad de grupos en cada
nivel del dendrograma frente a los niveles de fusion a los que los clusters se unen. Los saltos o discontinuidades en los
niveles de fusion sugeriran si la nueva union de clusters aporta o no informacion a la unién anterior y asi hasta definir un
numero apropiado. Otro procedimiento también basado en los saltos relativos en los valores de fusion fue el que propuso
Mojena en 1977 ([I2]). En este caso se compara el valor de fusion de cada etapa con el promedio de los valores de fusion
sumado con el producto de una cierta constante por la cuasidesviacion tipica de los valores de fusion. Cuando un valor
de fusiéon supera dicha cantidad se concluye que el nivel precedente es el que origina la solucién optima. Mojena sugirid
que el valor de la constante debia de estar comprendido en el rango de 2.75 a 3.50; si bien Milligan (1985, ver [I1]) tras
una detallada investigacion de valores de fusién, en funcién del nimero de clusters, establece que el valor 6ptimo para
dicha constante debe ser 1.25. Una cuarta propuesta de Beale (1969, ver [I]) utiliza un test basado en la distribucion F de
Snedecor para testear la hipotesis de la existencia de ko clusters frente a la existencia de k; clusters, siendo ko > k;. Para
ello se consideran la suma, para cada particién, de las desviaciones cuadraticas medias de los elementos de cada cluster a

su centroide, llamémoslas DCy y DCy
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ki
DOy =ty DO Iy —

i=1j=1

k2 n;

DCy = A= ZZ iy — oo |

i=1j=1

donde se ha supuesto que el cluster i—ésimo posee n; elementos y n es el total de la muestra. El estadistico

DC,—=DC,
F DC>

_ - ,
n—k k P
|:nk; (ﬁ) o 1:|

tiene distribucion aproximada F' de Snedecor F ok, —k,),p(n—k,) Cuando el incremento en la cantidad de clusters de k1 a ko

no provee una mejora significativa de la segmentacion.

Por otra parte hay métodos que usan las nociones de sumas de cuadrados de procedimientos del analisis multivariado

paramétrico. Sean las siguientes matrices

Uz

T = Z (xij — m)(x;; — m)

=1 j=1

ko n;
W= )Y (xi; —my)(xi; —m,)

i=1j=1

k
B = Zni(mi —m)(m; — m)'

donde T es una matriz que contiene las sumas de cuadrados de todos los individuos respecto de su centroide, W es la
matriz que contiene las sumas de cuadrados dentro de los grupos y B entre los grupos (suma de cuadrados entre clusters),
siendo k el ntmero total de clusters y n el tamano total de la muestra de manera que n = ny + - - - +ng. Notemos que
vale la igualdad T = W + B. Dicha igualdad es la extensiéon al caso multivariado de la conocida descomposicién de la

suma de cuadrados del anéalisis de la varianza de un factor.

Varios criterios para determinar el ntimero de clusters se basan en elegir el valor de £ que minimice una medida de
la varianza intra-clusters o, equivalentemente, maximice una medida de la varianza entre-clusters. Por ejemplo, las dos

propuestas que se detallan a continuacion:

» Marriot (1971) (J9]) sugiere seleccionar el k que minimice el estadistico k%|W/|, es decir usa como medida de varia-
bilidad total el determinante de la matriz W.

» Calinski y Harabasz (1974) (|3]) proponen definir el nimero éptimo de clusters como el valor k que maximiza el

estadistico usando como nocién de variabilidad las trazas de la matriz de covarianzas.
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3. Meétodo gap

Tibshirani, Walther y Hastie (2001) propusieron, en [I7], un método para estimar el ntimero 6ptimo de clusters. La técnica
se puede emplear luego de aplicar cualquier algoritmo de segmentacién. En esta secciéon resumiremos el procedimiento

propuesto para encontrar la cantidad de grupos en una poblacién, conocido como “estadistico gap”.

3.1. El estadistico gap

Supongamos que tenemos n observaciones independientes, cada una con p caracteristicas. Sea x; con elementos (z;;),
i=1,2,..,nyj=1,2,..,py sea d(x;,x;) la distancia entre las observaciones x; y x;/. Consideremos como distancia el

cuadrado de la distancia euclidea, es decir

d(Xi,Xi/) = Z((E” — xi’j)2~

J

Supongamos que como resultado de un anélisis hemos obtenido k clusters, C1,Cs,...,C} ; donde C, denota el conjunto

de indices de las observaciones en el cluster r y n, = |C,| es la cantidad de elementos del conjunto C'.. Sea

Dy = Y d(xi,xi) (2)

1,1 eC)

la suma de las distancias entre los elementos del cluster r tomados de a pares (notemos que se cuenta dos veces cada

distancia) y sea

W es funcion de la cantidad de clusters k£ y mide la dispersion dentro de los clusters. Observemos que esta medida,
bajo cualquier método razonable de segmentacion, es monétona decreciente a medida que k crece, y se va “achatando”
acercandose cada vez mas hacia el valor 0, lo cual es razonable ya que la varianza intra-cluster va disminuyendo cuando
aumenta la cantidad de grupos. Cuando d es la distancia Euclidea, W es la suma de cuadrados dentro de clusters; una

medida "pooled" de la dispersion de las observaciones, dentro de los clusters.
La idea de la propuesta es comparar, para cada k, el valor de log(W) con su esperanza bajo una distribucion nula de
referencia en la que asumimos que no hay clusters. Se define

Gapn (k) = E; {log(Wi)} — log(W)

donde E7, es la esperanza para muestras de tamano n extraidas de la distribucion de referencia. Un primer estimador del
nimero de clusters en la distribucién de la que proviene la muestra es el valor l%, que maximiza Gap, (k) después de tener

en cuenta la distribuciéon de referencia.

El problema entonces consiste en proponer una distribucién de referencia apropiada y construir la distribucién de muestreo

del estadistico gap.

3.2. La distribucién de referencia

Asumimos un modelo nulo en el que no existen clusters (k = 1) y queremos rechazarlo en favor de un modelo de k

componentes o clusters (k > 1) si para algtin k£ > 1 existe suficiente evidencia.
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Tibshirani y otros (2001) proponen modelar las distribuciones de un solo cluster como densidades log-concavas en vez de
usar densidades unimodales y denotan S? el conjunto de tales distribuciones en R? con un tnico cluster o componente.

Ejemplos de estas distribuciones son la normal y la uniforme con soporte convexo.

Para mostrar como buscar una adecuada distribucién de referencia, los autores consideran la version poblacional del

estadistico Gap,, (k) para el caso del algoritmo de k-medias:

B MSEx- (k) MSEx (k)
g(k) = log { MSEf(*(l) } ~log { MSEi(l) } :

donde

MSEx(k) = E(mingea, |X —ul?),

con A;C R? el conjunto de k& puntos que minimiza M SEx (k). Notar que los autores dividen por MSE(1) en ambos
términos para asegurarse que g(1) = 0. Con ésto lo que se busca es la distribuciéon de referencia de un tnico cluster para
X* menos favorable, tal que g(k) < 0 para todo X € S? y todo k > 1. Es decir, interesa hallar la distribucién unimodal
con mayor probabilidad de producir grupos espurios cuando se usa el estadistico gap. Tibshirani, Walther y Hastie (2001)

mostraron que para el caso univariado, dicha distribucion es la uniforme U|0, 1].

En el caso de dimension p > 1 los mismos autores probaron que no existe distribucion Ue€SP tal que

sy = sz

a menos que su soporte sea degenerado y concluyeron que no es posible para el caso multivariado elegir una distribucion

de referencia que resulte aplicable en general ya que la geometria de la distribucién nula importa.

3.3. Calculo del estadistico gap
Tibshirani, Walther y Hastie (2001) proponen dos maneras de elegir la distribucion de referencia:

1. Generar distribuciones uniformes dentro del rango de valores observados para cada una de las p variables;

2. Generar distribuciones uniformes a partir de las componentes principales de los datos. Sea X € R™P, asumiendo
que E(X) = 0, en otro caso se resta a X la media para centrar los datos, y calculando la descomposicion en valores
singulares X = UDV’ donde U es una matriz de dimensién n x n, D es una matriz rectangular diagonal de
dimensién n X p con niimeros no negativos en la diagonal, denominados valores singulares de X, y V' es una matriz
de dimension p x p. Las n columnas de U y las p columnas de V se denominan vectores singulares izquierdos y
derechos de X. La descomposicién en valores singulares esta relacionada con la descomposicién en autovectores y
autovalores; los vectores singulares izquierdos y derechos de X son los autovectores de XX’ y X’X respectivamente.
Transformamos X# = XV y seleccionamos datos aleatorios Z# a partir de uniformes sobre los rangos de columnas

de X#. Finalmente retransformamos Z = Z#V’ para obtener una muestra de datos de la distribucién de referencia.

El primer método es mas simple, el segundo tiene en cuenta la forma de la distribucion empirica.

En cada caso se extraen B muestras aleatorias de n observaciones de la distribucién de referencia, se calcula log(W})
en cada muestra y se estima E{log(W}, )} promediando sobre las B repeticiones. Luego, nos interesa la distribucion de
muestreo del estadistico gap. Sea sd(k) el desvio estandar de log(W}}) en las B copias, y considerando el error en la
simulacion, el desvio estandar de E; {log(Wy )} resulta ser sy = /1 + 1/Bsd(k).

Tibshirani y otros (2001) proponen como criterio elegir k como el més pequeno de los k que verifique que Gap(k) >

Gap(k 4+ 1) — sg+1 y prueban a través de simulaciones que el criterio funciona razonablemente bien.
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3.3.1. Ejemplos

A continuacion se presenta un anéalisis en el que datos bidimensionales provienen de una distribucion en la que no existen
grupos. La Figura presenta la muestra de n = 100 datos observados. La muestra original fue segmentada usando el
procedimiento de Ward y se calculd log(Wy) para valores de k = 1, ..,10. La Figura [12| muestra el grafico de log(W}) en
funcién de k. Finalmente, se generaron B = 1000 muestras usando como distribucién de referencia el soporte definido por
la transformacion con vectores singulares, es decir, a partir de las componentes principales de los datos. En cada muestra
se repitié la secuencia de pasos utilizados en la muestra original de datos. La Figura muestra las curvas log(W})
resultantes de las 1000 repeticiones y su promedio calculado a partir de las B muestras aleatorias. Finalmente la Figura
muestra los valores del estadistico Gap, (k) en funcién de k. Claramente, el criterio de Tibshirani y otros, estima el

namero de clusters en la poblacién como k=1 ya que es el menor k que cumple el criterio Gap(k) > Gap(k + 1) — Sg41.

Variable 2

0.0 05 10 15

Variable 1

Figura 11: Datos sin estructura de grupos.

Log(W)
42
I
e

Cantidad de Clusters

Figura 12: Log(W) para ejemplo sin estructura en los datos.

—— Observado
Promedio Estimado

Cantidad de Clusters

Figura 13: Logaritmo de W observadas y promedio de logaritmo de W* estimadas con distribucion de referencia para el
caso sin estructura de grupos en los datos.
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Figura 14: Curva gap con segmentos de desvios (en azul) para el ejemplo sin estructura de grupos.

Consideremos ahora un conjunto de 200 datos bidimensionales en el que existen dos agrupamientos bien distinguibles
(Figura . La Figura muestra el dendrograma obtenido después de aplicar el método de Ward, donde se puede
apreciar el notable salto relativo en la altura o "height", que corresponde al incremento en la suma de los cuadrados
dentro de clusters, cuando se agrupan los dos tltimos clusters. Finalmente, la Figura [L7] muestra el comportamiento del
estadistico Wy, suma de los cuadrados dentro de los clusters, como funcién del ntmero de clusters, por simplicidad s6lo

se representa k < 10. Notese la fuerte caida en Wy, para k = 2.

Variable 2
4
I

Variable 1

Figura 15: Ejemplo de datos con dos grupos.

Dendrograma de ejemplo de dos grupos
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Figura 16: Dendrograma para el ejemplo con dos grupos.
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Figura 17: W para la segmentacion de dos grupos.

En el grafico de la Figura se muestran, para 1 < k < 10, la curva log(W) (en color rojo), las curvas log(WW*) (en color
verde), con W* estimadas a partir de la distribucion de referencia, y su promedio (en color negro). Mientras que la Figura
muestra la curva gap para este ejemplo de dos grupos, y, en azul, los segmentos verticales de desvios para cada valor

de k entre 1y 10. Se observa que k = 2 es el minimo k que satisface la condicion Gap(k) > Gap(k + 1) — Sg41.

—— Observado
—— Promedio Estimado

Cantidad de Clusters

Figura 18: Logaritmo de W observadas y media de logaritmos de W* estimadas con distribucion de referencia.

08
I

0.6

0.4

GAP

Cantidad de Clusters

Figura 19: Curva gap con segmentos de desvios (en azul).

3.4. Calculo del estadistico W, bajo el método de segmentacién de Ward

En la subseccion 1.2.5 de este capitulo, hemos presentado el método de segmentacion de Ward. Recordemos que en este

procedimiento se fusiona el par de clusters que minimiza el incremento en la suma de los cuadrados dentro de clusters,
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entre todas las posibles particiones que se obtienen uniendo un par de grupos del paso previo. Este incremento se calcula

como
Ie,o,= Y, lxi—m|? =l —my| *+ ) [ —my||* 5,
1€C;UC; 1€C; 1€C;

siendo C; y C; dos clusters con n; y n; elementos y medias m; y m; respectivamente y m la media del nuevo cluster que

se formarfa al unir C; y Cj.

A continuaciéon demostramos que existe una relacion directa entre la funciéon objetivo a minimizar en el método de Ward
y la nocién de variabilidad utilizada por el método gap. En primer lugar se presentan dos lemas con resultados que se
usaran para demostrar el teorema.
n
>_x
Lema 1: Sean X1, ..., X, € R? y sea m = =2

n n n
YN Ixi—xlF = 20> |xi—ml®.
i=1 j=1 i=1

, entonces

Demostracién: sabemos que
nx;

_ "TL_ X 1 n
x,'—m:—z:j_1 : :EZ(Xi_xj)' (3)
j=1

n

Ademas,

n

NN - %) = ;@xi—xj)‘(xi—xj):

i=1 j=1

De (3), se sigue que

Por otra parte,

por lo tanto

n n n

SN ki —xiP =203 (i —m) (g —m) = 20", [x; —m]?

i=1 j=1 i=1
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que es lo que querfamos demostrar. |

Es interesante notar que la nocién de variabilidad utilizada en el método Ward es equivalente al concepto de “variacion
total” de un conjunto de vectores multivariados, definido por la traza de la matriz de covarianza muestral S, lo que se
prueba en el siguiente lema.

n

>_x

Lema 2: Sean x1,...,.x, € RP, m ==L — y § = L5 (x; — m)(x; —m)' la matriz de covarianza muestral, entonces,

Demostracion:
%Z [[xi — mH2 = %2?21 (xi — m)l (x; —m) = %Z?:l Tr [(Xz — m)' (xi —m)| =
i=1
1 i 1 n | 1
:EZTT[(X-—m)( —m}:ETr Z ‘_m)]:nTr(nS):Tr(S). [

A continuaciéon, mostraremos la relacion entre el estadistico gap y el método de Ward, mostrando en el siguiente teorema

que el incremento del método de Ward se puede obtener a partir de los estadisticos Wy, y W1

Teorema: Sea I¢, ¢, la funcion objetivo a minimizar en el método de Ward, en la etapa en que se pasa de k + 1 a k

grupos cuando se fusiona C; con Cj

Iono;= Y Ixi—m)? =4 > —mil* + ) flx —my]|?

leC;UC; leC; leCj

Sea Wi, = Zr 1 2n 5—D, con D, definido en (2) entonces

Ic,c; = Wi — Wiy

Demostracion: por el Lema 1 vale que

> a-ml? = gemes 3 3 ke
i J

1eC;UC; leC;uC; I'eCyUCy

-xv|? y

Dl —my)|? =

leC; lGC 'eC;

> lxi—myl|? = Z > lxi—x?

lec;y " leC; I'€C;

donde m; , m; y m son las medias de los clusters C;, C; y C; U C; respectivamente.
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Luego

Io,c, = S el g Y el - LZZHXz—xl/n? (4)
m-l—ﬂj 2n €C; IV eC;

leC;uC; I'eCuUCy YleCil'eC;

En el paso n — (k+ 1) se uniran dos clusters de modo que en el nivel siguiente habra k. Sin pérdida de generalidad,

podemos suponer que se unen C; y C;, y que esa fusiéon genera el cluster C'y, en el nivel de fusion n — k.

Consideremos ahora las siguientes definiciones. Sea C¥ el a-ésimo cluster en el nivel de fusién n — k, es decir en una
particién que contiene exactamente k clusters, y sea n* el nimero de objetos en el cluster C*. Definimos a D como la
suma de las distancias al cuadrado de los elementos del cluster C*. Del mismo modo definimos nf*! y D**1 en el nivel

de fusion previo (n — (k+ 1)) con k + 1 grupos.

Por lo tanto, el primer término de (4) se puede reescribir como

mw DDIED DI LT DI Dl R R (5)

1eC,UC; I'eC,;UC, h leCk I'eCk

Mientras que el segundo y tercer término de (4) seran

—xlf =5 3 Y el = 2k+1 2 2 el oogmm X ) -

tlec; e, " leC; I'€Cy leckttrectt! j leck“ recktt
1 1
— _ Dk _ Dk+1 (6)
k41 E+1
2n,; 2n n;

Notemos ademas que por la estructura jerarquica y anidada de las particiones, para cada cluster, en el nivel de fusién
n—k, Ck con a # h, 3 o' tal que C¥ = C’k‘H con o' # 1, 7, es decir existe un cluster igual en el nivel de fusién anterior

n — (k4 1). Analogamente, para cada DF con a # h, 3 o/ tal que DF = fol con o # 14, j. Por lo tanto,

1 1
Z on k+1D§t+1 = ZﬁDz

ai,g a#h @

Observemos ahora que si sumamos >_, 72 DE en (5) obtenemos
[e3

k k _ 1 k
MDH’_ Zoé#h 2nkD Zs 1 2nk Das = Wk

Por otro lado si restamos la misma expresion en (6), pero en términos de D5, es decir, restamos 3, i st DAT!

k+1

1 1
T o2n ’“+1Dk+1 2n "*1Dk+1 Z 2n, k+1Dk+1 _ZQ k+1Dk+1 Wit
a#i,j s=1

Luego, sumando (5) y (6) recuperamos la igualdad (4), que es el incremento de Ward. Es decir,

ICi,C]‘ = Wk - WkJrl' n
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De esta manera, logramos demostrar que el incremento en la suma de las distancias al cuadrado (distancias de cada
observacion respecto al centroide del grupo) derivado del método de Ward, es igual al cambio en el estadistico gap
(Wi —Wgy1) con Wy y Wiy definidos en Tibshirani y otros (2001). Luego W, es la suma acumulada de los incrementos

desde el nivel de fusion 0 hasta el nivel n — k.

Notemos que tal como se demostro6 en el lema de la seccion 1.2.5 el incremento I¢; ¢, = Wi — Wi 41 es un ntumero positivo

(7:_?& [lm; — m;|| 2) por lo que deducimos que W}, es una funcion monoétona estrictamente decreciente. Es interesante
ademaés destacar que a la hora de buscar el k£ 6ptimo no tiene sentido minimizar Wy, pues en todos los casos k = n seria el
optimo, pero si tiene sentido minimizar la diferencia, o el incremento, que es exactamente lo que plantea la estrategia de
Ward. Por otro lado, al minimizar el incremento, lo que busca el método de Ward es minimizar la cantidad n;n; (fijados
los centroides y el total de objetos), por lo que este método tiende a unir clusters con menos elementos entre si y producir

clusters de aproximadamente el mismo nimero de elementos.

4. Componentes principales

El método de componentes principales se usa para explicar la estructura de varianza-covarianzas de una muestra a partir
de unas pocas combinaciones lineales de las variables originales, denominadas componentes principales. Dado un conjunto
de observaciones en RP la transformacién se realiza de modo tal que la primera componente principal representa la
direccién con maxima varianza y cada componente siguiente tiene la maxima varianza posible bajo la restriccion de ser
ortogonal a todas las componentes anteriores. Geométricamente las componentes principales representan un nuevo sistema
de coordenadas obtenido rotando el sistema de coordenadas original. Los nuevos ejes representan las direcciones de maxima
variabilidad por lo que en general la mayor parte de la variabilidad de los datos originales es retenida por un ntimero de
componentes menor que p. En este sentido, el anélisis de componentes principales se considera un método de reduccion

de dimension.

4.1. Componentes principales poblacionales

Sea X' = (X1, X2, ..., X;,) un vector aleatorio en R?, sea X su matriz de covarianza con autovalores Ay > Ay > ... > A, > 0.

Consideremos las siguientes combinaciones lineales

Yi = W‘lX = w11X1 + U)12X2 + ...+ wlep
Y, = W‘QX = w91 X1 + waXs + ... + U/Qpo

Yp = W;IDX = wple + wngg + ...+ ’LUprp.

Notemos que

Var (Y;) = w,Zw; i=1,...,p (7)
Cov (V;,Y;) = w,Xw, ,j=1,...,p (8)
Definimos las componentes principales de X como las combinaciones lineales Y7, Y5, ..., Y, no correlacionadas, cuya va-

rianza (7) es maxima, que satisfacen wi,w,=11¢ = 1,2, ...p. La primera componente principal se elige como la combinacién

lineal w} X, que maximice Var (w‘lX ) sujeto a la restriccion wjw;=1. La segunda componente se elige como la combina-
sz . | e | . . | _ | _ | | _ s e

cion lineal wh X, que maximice Var (w)X) sujeto a whwa=1y wiws=0 0 Cov (w} X, whX) = 0. La i—ésima componente

se elige como la combinacion lineal w; X, que maximice Var (w;X) sujeto a wyw; = 1, w;w;=0 para j < 1.
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Resultado: Sea X la matriz de covarianza asociada al vector aleatorio X' = (X1, Xo,...,X,) y sean (v;,\;),i =1, ..., p
los pares de autovectores y autovalores asociados a 3 con Ay > A > ... > A\, > 0. La i—ésima componente principal de X
esta dada por

Y =viX =vi X1 +vieXe+ ... +0ip X, 1=1,2,...,p.

Bajo esta eleccion
Var (Y;) =viZv; = \; i=1,...,p

Cov(Y;,Y;) =v;Xv;=0 i#j.

A partir del resultado anterior puede demostrarse que

P P P
tr(Z)=> Var(X;)=> Var(Y;)=>_ \.
i=1 i=1 i=1
En consecuencia, la contribucion de la componente Y; a la varianza total, definida como tr (X), es A; y la proporcion de
variabilidad explicada por las m primeras componentes principales es P, = ﬁifﬁm
o Ap

4.2. Componentes principales muestrales

Consideremos ahora datos x1,xs, ..., X, correspondientes a una muestra de n observaciones en p variables obtenida a partir
de una distribucién con media g y matriz de covarianzas ¥. Estimamos p y 3 con el vector de medias X y la matriz de
covarianzas muestral S. Las componentes principales muestrales son los autovectores de la matriz S, y la contribucion de

cada componente principal se mide a través de los autovalores de S.

En la mayoria de las situaciones practicas las p variables estan correlacionadas por lo que cabe esperar que las primeras
componentes expliquen un elevado porcentaje de la variabilidad total. Por ejemplo, si m = 2 < p, y P> = 90%, las dos
primeras componentes explican una gran parte de la variabilidad de las variables. Entonces podremos sustituir X, Xo, .

. ,X,, por las componentes principales Y1, Y5. En muchas aplicaciones, es posible encontrar una interpretacion para las

primeras componentes.

A modo de ejemplo calcularemos las componentes principales de una muestra de n = 100 observaciones en R?, en las que
las variables presentan una fuerte correlacion positiva. En la Figura 20| panel superior se presentan graficos de los datos en
el espacio original, mientras que los graficos del panel inferior corresponden al espacio de las componentes principales. Los
graficos de la izquierda muestran las direcciones principales (flechas en rojo) en escala de los autovalores. En los graficos
de la derecha se muestra el soporte de cada conjunto de datos en linea verde punteada. En el espacio de las variables

transformadas el soporte de los datos es rectangular ya que las variables no estan correlacionadas.
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Figura 20: Ejemplo de datos correlacionados y su representacion en el espacio de componentes principales.

En esta tesis utilizaremos componentes principales para simular curvas de rendimientos bajo la hipotesis nula de no
existencia de grupos (seccion 4.1 del capitulo 3). La propuesta consiste en simular observaciones a partir de una densidad
uniforme dentro del soporte rectangular de las componentes principales y luego retransformarlas al espacio original para

obtener observaciones que preserven las propiedades de asociacion de los datos originales.

5. Test de hipoétesis

El test de hipotesis es una regla formal que permite decidir entre dos hipotesis aquella que es més verosimil dado un cierto
conjunto de datos. Mas especificamente, es un procedimiento para distinguir entre dos distribuciones de probabilidad en

base a variables aleatorias generadas por una de estas distribuciones.

Sea un vector aleatorio X = (X1, Xo, ..., X,;) y supongamos que cada variable X; tiene funcion de distribucién pertene-
ciente a la familia F(z,0) con # € © C R?. Consideremos 01 y O tales que ©; N 02 = y ©; UBOy = 6. Un test para

este problema sera una regla basada en X para decidir entre dos hipdtesis

Hy: 0 €0, contra Hp: 0 € 0Oy,

donde Hj se denomina hipétesis nula, y H; hipotesis alternativa.

A continuacién presentamos algunas definiciones basicas que necesitamos tener presentes para entender como formular un

test de hipotesis y de qué manera interpretarlo.

Definicion 5.1: Un test es una funcion de decision. Se dice que un test es no aleatorizado si toma solamente los valores 0
6 1. Cuando ¢(X) = 1 se rechaza la hipotesis Hg y por lo tanto, se acepta H;. Por el contrario, si ¢(X) = 0 no se rechaza
Hy.

Si el test toma valores distintos de 0 y 1, se dice que es un test aleatorizado. En este caso, el valor ¢(X) indica con qué

probabilidad se rechaza Hy si se observa X = z, es decir, ¢(X) = P(rechazar Hy|X).

En la mayor parte de los casos, los tests se definen como funcién de un estadistico, llamado estadistico del test. En general,

el estadistico del test mide la diferencia entre los datos observados y lo que se esperaria observar bajo Hy.
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Definicion 5.2: Se define la region critica R de un test p, como el conjunto de valores del estadistico que llevan a la

decision de rechazar Hg y la region de aceptacion A como el conjunto de valores del estadistico que llevan a aceptar Hy.

Definicion 5.3: Al aplicar un test es posible que la decision sea errénea. Llamamos error de tipo 1 al que se comete al
rechazar la hipotesis nula cuando ésta es verdadera, y error de tipo 2 al que se comete al no rechazar la hipotesis nula

cuando es falsa.

Para un test no aleatorizado, la probabilidad de cometer un error de tipo 1 serd Py(R), cuando 6 € ©1. Mientras que la
probabilidad de error de tipo 2 serd Py(A) =1 — Py(R), cuando 6 € O,.

Definicion 5.4: Se llama funcion de potencia del test p(X) a la funcion

Bo(0) = Po(p(X) =1),

donde Py indica la probabilidad cuando la distribucion que genera los datos es F'(z,0).

Podemos expresar la probabilidad de cada tipo de error en términos de 3, (6): la probabilidad de que ocurra un error de

tipo 1 sera ,(6) para # € ©1 y la de que ocurra un error de tipo 2 serd (1 — 3,()) para 6 € ©,.

Un buen test deberfa tener probabilidad de errores de tipo 1y 2 pequenas. Es decir, la funcién de potencia 3, (¢) deberia
tomar valores cercanos a 0 para 6 € O y valores cercanos a 1 para § € O,. Sin embargo, no podemos hacer simultaneamente
ambas probabilidades de errores pequenas, para un tamano de muestra fijo, ya que cuando disminuye la probabilidad de
error de tipo 1 aumenta la probabilidad de error de tipo 2, y viceversa. Para lograr que ambas probabilidades de error

sean pequenas lo que debemos hacer es aumentar la cantidad de observaciones.

La teoria clasica de test de hipoétesis considera que el error de tipo 1 es mucho més grave que el error de tipo 2, es decir,
es peor rechazar H( cuando es cierta que no rechazarla cuando es falsa. Por ésto, se quiere lograr tener mucha evidencia

para decidir rechazar Hg.

Definicion 5.5: El nivel de significacion de un test ¢ esta definido por

a = supfBy(0),
€O,

es decir, « es el supremo de la probabilidad de cometer un error de tipo 1.

Definicion 5.6: Definimos el nivel critico o p-valor asociado a una muestra de observaciones x como el menor valor de

significacion para el cual se rechaza la hipotesis Hy.

Asi definido, el p-valor es una medida cuantitativa del nivel de evidencia que los datos presentan en contra de la hipotesis

nula. Una vez fijado el nivel de significacion «, y evaluado el p-valor p del test utilizado, rechazaremos Hg si p < a.
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Capitulo II1

APLICACION A DATOS DE RENDIMIENTOS
AGRICOLAS

En este capitulo se describe la metodologia que proponemos para identificar departamentos con patrones de rendimientos
similares (grupos) a través del uso de algoritmos de segmentacion. Para el desarrollo de la propuesta usaremos como ejemplo
de aplicacion los datos anuales de cultivos de maiz, en el periodo 1969-2010, provistos por el Ministerio de Agricultura de
la Naci6n. Sin embargo, es importante remarcar que la metodologia propuesta es de aplicaciéon general a un problema en

el que interese segmentar datos longitudinales.

1. Datos disponibles

El Ministerio de Agricultura de la Nacion Argentina, recolecta informacion de siembra, cosecha, produccion y rinde de cada
campana y la misma esta disponible a nivel de departamentos. En esta tesis se usarén los datos anuales de los rendimientos
de maiz en Argentina en las tltimas décadas. El rendimiento de un cultivo para una dada campafa se calcula como el total
de produccion (en kilogramos) dividido por el area de la superficie cosechada (en hectéareas). Los valores corresponden
a “campanas”’ que usualmente involucran el final de un ano calendario con el comienzo del ano siguiente, por lo que se
acostumbra decir, por ejemplo, “el rendimiento de maiz en la campana 2009-2010 en el departamento de Junin es de 10000

kg/ha”. La informacion de rendimiento de cultivos esta disponible a nivel de departamentos.

Debido a que, para un estudio futuro, nos interesa relacionar el clima con los rendimientos agricolas, se seleccionaron
los departamentos donde encontramos datos disponibles de cultivos de maiz, pero que ademas se encuentran cerca de
estaciones meteoroldgicas importantes de modo de disponer de mediciones de temperatura y precipitacion. Esta informacion

es suministrada por el Servicio Meteorologico Nacional.

Del total de departamentos con cultivo de maiz en Argentina durante el periodo 1969-2010, consideramos aquellos en los
que se hubiera cultivado maiz en la campana 2010 y que tuvieran a lo sumo 10 valores faltantes de rendimiento (kg por
ha.). Asignamos a cada departamento la estacién meteorologica méas cercana, con distancia inferior a 250 km. Contamos
con 65 estaciones meteorologicas principales, lo que nos permitié analizar 264 departamentos que cubren el noreste de la
provincia de La Pampa, las provincias de Bs. As., San Luis, Entre Rios, Santa Fé, Cérdoba, parte de Catamarca, region
mesopotamica, centro de Tucumén, Santiago del Estero, Chaco, y regiones de Salta y Jujuy. El mapa de la Figura
muestra los departamentos que fueron seleccionados para este analisis, donde cada color representa los departamentos de

una provincia.
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Figura 21: Departamentos de Argentina con cultivo de Maiz.

Vamos a llamar n a la cantidad total de objetos, es decir al nimero de departamentos, n = 264, y T a la cantidad de
campafas realizadas entre 1969 y 2010 , entonces 1" = 42. Asi, cada departamento queda caracterizado por un vector de

42 observaciones, es decir, para cada i tal que 1 < i < 264 consideraremos

yi = (yila Yi2y 0y yi42)-
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Figura 22: Rendimientos de maiz en cuatro departamentos de Argentina 1969-2010.

La Figura [22] muestra ejemplos de los datos de rendimiento en cuatro departamentos de Argentina para el perfodo 1969-
2010. Los departamentos fueron elegidos para mostrar algunas caracteristicas tipicas de este tipo de datos. En primer lugar,
notemos que podria ocurrir que (no es el caso de los graficos) para algunas campaiias no se dispone de datos, sea porque
no se cultivdé maiz ese afio o porque el Ministerio de Agricultura no dispone de la informacion. En segundo lugar, notemos
que las "curvas" o "patrones" de rendimientos pueden diferir sustancialmente, por ejemplo, el perfil de rendimiento de
Junin crece notablemente a partir de los anos 90, mientras que en los departamentos de Balcarce y Mercedes la tendencia

de crecimiento es aproximadamente lineal. En el departamento de Utracan, en la provincia de La Pampa, sin embargo,
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aunque se observa un leve aumento en los rindes, el comportamiento es bastante mas estable.

Nuestro objetivo consiste en segmentar el conjunto de 264 departamentos (objetos) en grupos de departamentos en
los que el patron de rendimientos sea homogéneo. Una posibilidad es aplicar un procedimiento de segmentacion a los
datos crudos de rendimientos. Sin embargo, el hecho de que tengamos datos faltantes para algunas campanas limita
esta opcion por la dificultad que representan éstos en un analisis multivariado. Atun si tuviéramos datos completos, el
vector de rendimientos observados en un departamento en general incluye datos que representan situaciones atipicas tales
como siniestros, catastrofes o condiciones climaticas extremas y puntuales. En general no estamos interesados en estos
comportamientos atipicos sino en identificar la tendencia de los rendimientos a lo largo del tiempo, como un perfil suave.

En la seccion siguiente se propone una manera de estimar este perfil suave.

2. Calculo de la curva suave de rendimientos

Dados datos de rendimientos obtenidos a lo largo del tiempo, el objetivo es obtener para cada unidad de observacién
(departamento) una curva suave que represente el comportamiento de los rendimientos en ese departamento, es decir,
queremos trabajar con funciones continuas y derivables para que resulten trayectorias suaves. La idea es transformar el
vector de datos originales en otro vector de la misma dimension que represente los valores de rendimientos "predichos" bajo
un modelo suave. De este modo lograremos: 1) evitar el problema de los datos faltantes ya que los valores de rendimientos
para las campanias faltantes pueden ser "predichos" bajo el modelo de la curva suave y, 2) evitar el efecto de los casos
‘raros’, de indole climatologica o natural, como una sequia o plaga en el algoritmo de segmentacion. A continuacién se
presenta como obtener esta curva de rendimiento suave para cada departamento, usando un método paramétrico, es decir,

ajustando un polinomio de grado g.

Consideremos el espacio R, en nuestro ejemplo de aplicaciéon T' = 42, y el producto escalar usual, dado por

T
<Xa Y> = thyp
t=1

Sea y; el rendimiento observado en la campana t-ésima y sea x; la variable que indica la campana t—ésima. Sea y; =
f(x¢) + €, donde f es una funciéon continua que desconocemos y que representa la tendencia de los rendimientos del
departamento en el periodo considerado, y €; es la distancia entre la funcion y el rendimiento observado en la campana ¢.
Restringimos el espacio de todas las funciones continuas y derivables al espacio de los polinomios con coeficientes reales
de grado menor o igual a g, con ¢ suficientemente pequenio. Nos interesa minimizar la distancia entre el vector de datos
observados y' =(y1,¥y2, ..., yr) ¥ la funcion polinémica evaluada en las campanas correspondientes (p(z1), p(x2), ..., p(a7))
en la norma asociada al producto escalar. En otras palabras, queremos ajustar un modelo polinémico (grado g > 1)

minimizando la suma de los cuadrados de los errores o residuos ¢;.

Sip(z) = agrd + ag,lxg’l + ... + a1 + ag entonces podemos escribir

p(z1) 1z 23 - ao
p(z2) 1 =z 23 -+ 2 a;
p(xr) 1 ap 2% - 2% ag
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1 x 23 xy
1 zo a3 -+ 2§ )
Sea A = S ) ) y a' = (ag, a1, ..., ag) nuestro problema se reduce a encontrar a € R&"! que minimice
2 g
1 ¢ 23 - ap

ly — Aal|.

Esta minimizacién se conoce como método de minimos cuadrados y es el método clasico de estimacion en un problema de
regresion lineal. Llamaremos &' = (do, ..., @4) al vector de coeficientes resultante de la minimizacién e §y = A.a al vector

de valores del polinomio "estimado" para los distintos anos.

Un problema usual al ajustar una curva suave usando el método de minimos cuadrados es la gran influencia que pueden
tener observaciones atipicas. Ya hemos mencionado anteriormente que es frecuente encontrar en las series de rendimientos
campanas con resultados atipicos, usualmente debido a fenémenos naturales. Por esta razon, "estimaremos" la funcién
suave utilizando un método robusto, en el que se reduce la influencia de los datos atipicos. En particular, obtendremos
los coeficientes del vector utilizando M-estimadores (ver [§]), los cuales tienen la ventaja de combinar robustez y eficiencia

bajo el modelo de regresion; ajustaremos el modelo polinomial usando la funcién rlm de R (regresion robusta).

En cada aplicacion particular, sera necesario elegir el grado del polinomio que se propondra como modelo de curva suave.
Una manera de seleccionar el grado del polinomio es analizar los residuos. En el ejemplo de aplicacién a rendimientos de
maiz, decidimos trabajar con polinomios de grado g = 5, ya que resulta una buena relaciéon de compromiso entre flexibilidad
y parsimonia. Es decir, no permite demasiadas oscilaciones, y cubre la gama de patrones de rendimiento observados en los

departamentos.

Cuando se ajusta un polinomio de grado 5 a los datos de rendimiento de maiz en cada departamento, usando regresiéon

robusta, se obtienen vectores de rendimientos ajustados ¥; = (§i1, iz, - - - » Yiaz) con i = 1, ..., 264.

A continuacion, presentaremos algunos graficos de las trayectorias temporales ajustadas (curvas de color azul), junto con
los valores observados de rinde (puntos negros). Se puede ver que los departamentos de Junin y Monte (Figuras y
tienen un comportamiento similar con un crecimiento de tipo exponencial a partir de los anos 90. Los méas altos
rendimientos de maiz, cercanos a 10000 kg/ha, se alcanzan en los ultimos anos. Por otro lado, los departamentos de
Balcarce, San Justo y Mercedes, Figuras y presentan una tendencia de crecimiento practicamente lineal, con
rindes inferiores a 8000 kg/ha. El departamento de Utracan, Figura se diferencia de los anteriores ya que el rendimiento
de maiz creci6 en forma mucho mas lenta. Notese que el valor ajustado apenas supera los 2500 kg/ha, y que la variabilidad
de los datos es notablemente menor que en los otros cinco departamentos. Estos ejemplos muestran que los rindes de maiz
presentan comportamientos muy variados tanto en referencia a los valores absolutos de produccion por hectarea cosechada,

como al tipo de trayectoria o la evoluciéon de la tendencia a lo largo de las campanas.
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Figura 23: Curva ajustada de rendimientos de maiz para el departamento de Junin.
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Figura 24: Curva ajustada de rendimientos de maiz para el departamento de Monte.
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Figura 25: Curva ajustada de rendimientos de maiz para el departamento de Balcarce.
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Figura 26: Curva ajustada de rendimientos de maiz para el departamento de San Justo.
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Figura 27: Curva ajustada de rendimientos de maiz para el departamento de Mercedes.
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Rendimientos de MAIZ - La Pampa, Utracan
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Figura 28: Curva ajustada de rendimientos de maiz para el departamento de Utracdn.

El crecimiento observado en los rindes a partir de los anos 90 para una gran parte de los departamentos del pais puede ser
explicado por el uso de nueva tecnologia y los avances cientificos en nuestro pais. En un articulo de la revista Agromensajes
(ver [159]), el ingeniero agronomo Daniel Rossi (Catedra de Mejoramiento Vegetal y Produccion de Semillas, Facultad de

Ciencias Agrarias, Universidad Nacional de Rosario) comenta acerca del cultivo de maiz en Argentina:

“En los anos 90 se logran importantes incrementos en la productividad y ademds son destacables los avances en materia
de calidad. Entre las causas del crecimiento operado en la produccion nacional debe citarse el aumento de la superficie
cultivada, la disponibilidad de nuevos HS (hibridos simples) de mayor potencial y mejor resistencia a enfermedades y plagas,
el incremento en el drea fertilizada, la creciente adopcion de la siembra directa, la incorporacion del riego complementario,
el recambio del parque de cosechadoras y, a partir del ciclo agricola 1998/1999, el inicio de la difusion de materiales

transgénicos...

... En el primeros anos de los 2000 el incremento en el uso de fertilizantes, la siembra de precision y la mayor superficie
regada, junto con la disponibilidad de mejor germoplasma y la adopcion de hibridos transgénicos con resistencia a insectos
(RI o Bt) o tolerancia a herbicidas (TH) determind un nuevo y significativo cambio en la tendencia creciente de los

rendimientos por unidad de superficie.”

3. Procedimiento de segmentaciéon

Nuestro objetivo es encontrar grupos en el conjunto de datos de rendimientos de maiz. Como se explicitd en la secciéon
anterior, el vector de datos originales de rindes para cada departamento sera reemplazado por el vector de valores predichos
de rendimientos bajo un ajuste polinémico; el que seré referido a partir de ahora como "curva de rendimientos". El paso

siguiente sera utilizar un método de segmentacion para agrupar las curvas de rendimientos.

En primer lugar, decidimos elegir un método jerdarquico por la propiedad fundamental que tiene esta clase de segmentacion

de que los grupos estan anidados. Formalmente esta propiedad puede expresarse del siguiente modo:

Sea « el nivel de fusion en un procedimiento jerarquico, donde o = 0 representa n clusters individuales, y a« = n — 1
un unico cluster conteniendo todos los elementos. Sean, ahora, los conjuntos de las particiones P"~% formadas por los
n — « agrupamientos segin sea el nivel de fusiéon «. Luego, tomemos dos niveles de fusiéon [ y m, tales que I < m,

I,me{0,1,2,...,n—1}. Dos clusters cualesquiera Cj y Cy, que verifican que Cj € Pty Cp € P*™, cumplen que

C[QCm, o) C[ﬂCm = .

Notemos que C; y Cy, son dos clusters cualesquiera que pertenecen respectivamente a las particiones pr—ty pn—m,

Del conjunto de procedimientos jerarquicos ascendentes seleccionamos el método de Ward, el que fue descripto en la

seccion 1.2.5 del capitulo 2. Este procedimiento tiende a producir clusters compactos o esféricos, lo que es beneficioso en el
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contexto de curvas de rendimientos, ya que nos interesa agrupar curvas con patrones similares y resumirlas en una curva
"promedio"o "tipica". Un método de segmentacion que produce grupos esféricos se corresponde con una densidad en el
espacio multivariado que es bien resumida por una medida de centralidad (la curva tipica). Ademéas este método tiende
a formar grupos de aproximadamente el mismo tamano y tal como se mostrd en la seccion 3.4 del capitulo 2, la medida
de disimilitud usada por Ward esta directamente relacionada al estadistico gap propuesto por Tibshirani y otros (2001).

Este estadistico sera evaluado en la seccion 5 de este capitulo.

La funcion hclust de R proporciona diferentes métodos de agrupamiento y permite la elecciéon de la medida de disimilaridad
o de distancia a ser usada por el método. En este caso, consideramos la funcion hclust con pardametro de método "Ward"
y distancia euclidea. Cuando se aplica el método Ward a los datos de las trayectorias suaves de rendimientos de maiz en

Argentina, ¥; = (Ji1, Jiz, -, Yiaz) con i = 1, ..., 264, obtenemos el dendrograma de la Figura

El dendrograma es un arbol que representa las relaciones de similaridad/disimilitud entre los objetos y la secuencia en la
que ocurren las fusiones. El eje horizontal representa los objetos originales. Las alturas verticales (height) representan la
distancia o el grado de disimilaridad entre los grupos que se unen en cada paso, mientras mas alta la linea vertical, mayor
es la diferencia entre los clusters que se unen. En el caso del método de Ward la altura vertical corresponde a la diferencia
en la suma de cuadrados intra-cluster en los dos pasos. El dendrograma es una herramienta ttil para determinar el ntimero
de clusters. Cualquier salto importante en la altura es indicativo de un ntimero de clusters a ser considerado. Por ejemplo
el dendrograma de la Figura [29| sugiere la existencia de un ntimero entre 3 y 10 grupos dependiendo cuén importante sea
la disimilitud (salto en altura) entre clusters que estamos dispuestos a tolerar. En la seccion siguiente presentaremos el

problema de seleccionar el nimero de clusters.

Dendrograma para el método Ward
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Figura 29: Dendrograma segin método de Ward aplicado a curvas ajustadas de rendimientos de maiz. Datos de Argentina,
1969-2010.

4. El problema de determinar el nimero de clusters

Notemos que cualquiera sea la distribucién de los objetos en el espacio multivariado, un procedimiento de segmentacion
jerarquico producird un dendrograma con una secuencia de clusterizacién, atin cuando no hubiera grupos. Es decir, si
los objetos se distribuyeran uniformemente en cierto soporte del espacio RP, el método de segmentacion necesariamente
producirad un dendrograma a partir del cual podemos definir clusters. Por lo tanto, en un problema de segmentacién es
importante preguntarse si efectivamente en la poblacién de objetos bajo estudio existen grupos, o dicho de otro modo, si

existen zonas del espacio R? en las que hay mayor concentracién de objetos.

Como se coment6 en la seccion anterior el dendrograma es una herramienta grafica que permite evaluar la existencia

de grupos y proponer la cantidad de grupos, pero el método es mas bien subjetivo ya que no permite cuantificar la
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incertidumbre o dar una nocién de significatividad estadistica. En la seccion 2 del capitulo 2 hemos presentado algunas
de las propuestas para seleccionar el nimero de clusters. La caracteristica mas destacable del método gap es que propone
como obtener la distribucién empirica del estadistico simulando datos a partir de una distribucién nula en la que no existen

clusters, denominada distribucion de referencia.

Cuando los datos corresponden a "curvas ajustadas de rendimientos", como es el caso que nos ocupa, elegir la distribuciéon
de referencia implica consideraciones adicionales. En la seccién que sigue presentaremos estas consideraciones y una
propuesta de cémo generar la distribucion de referencia. Mostraremos ademés el comportamiento de los distintos métodos
usando conjuntos de datos ficticios en los que se conoce el nimero de clusters en la poblacion (k =2, k =3y k =7).
Finalmente, en la subseccion 4.3 proponemos una modificaciéon del estadistico gap y sugerimos considerar dos nuevos

criterios.

4.1. Una propuesta de c6mo generar la distribucién de referencia cuando los datos co-

rresponden a "curvas ajustadas"

El objetivo de esta tesis es encontrar agrupamientos en el conjunto de datos de rendimientos de maiz en Argentina
en el periodo 1969-2010. Recordemos que los datos que usaremos para el procedimiento de segmentaciéon son vectores
de dimension T, cuyas componentes resultan de evaluar el polinomio de grado g ajustado ¥' = (91, G2, -+, 1) =

(p(x1), p(z2), ..., p(xr)). En nuestro ejemplo de aplicacion T'=42 y g = 5.

Un problema por considerar es como simular observaciones y' a partir de una distribucién bajo la hipotesis nula de no
existencia de clusters. Es decir, a partir de cierto soporte en el que los objetos (vectores representando las curvas ajustadas)
tengan distribucion uniforme. Un polinomio queda univocamente definido por el conjunto de g + 1 coeficientes, asi que
una opcién seria considerar el conjunto de coeficientes. Notemos ademas que lo que importa son las curvas o trayectorias

de rendimientos evaluadas en los anos de interés y no las funciones polinémicas que definen estas trayectorias.

Dado que el objetivo es agrupar departamentos en base a su comportamiento en un subconjunto del dominio natural,
afios 1969-2010, y no en todo el dominio, no usaremos la métrica definida en el espacio de los coeficientes, R9t!, sino que
restringiremos la métrica de comparacién a los valores de las imagenes en el periodo de interés. Recordemos que, de todos

modos, en R"™, ambas métricas son equivalentes.

Para entender por qué es conveniente comparar las imagenes (y no los coeficientes) tomamos un polinomio Py de grado 5
con coeficientes ag = (a1, a2, as, a4, as, ag) € RS y generamos 200 nuevos vectores de coeficientes perturbando ligeramente
el vector ag. Asi obtenemos los polinomios P; de coeficientes a‘j = (aj1,a;2,a;53,a;4,aj5,aj6) € R®, 1 < j < 200. Definimos
el conjunto de los coeficientes de los 200 polinomios generados como A = {a‘j = (a1, ajo, aj3, aja, ajs, aje) € RO, 1 <j <

200}, y sea la distancia deoes(a;) = |lag — ajl| -

A partir de estos 200 polinomios seleccionamos un conjunto de 50 polinomios usando dos criterios:

1. Aquellos en que la distancia dcees(a;) = ||ag — a;|| es minima y que definen el subconjunto Aceer C A.

2. Aquellos en que la imagen es mas proxima a la imagen de Py. Tomamos como dominio el intervalo [1,42], y consi-

deramos 1000 valores equiespaciados en él, es decir, para h = 1,2,...,1000 nos quedamos con los elementos ¢, =
1+ (h— 1)<4929;1>) € [1, 42]. Calculamos la distancia d,,(a;) = |[by — b;|| donde by = (bo1, boa, .- -, bo1000) €
RlOOO, con bOh = Po(ch); y bj = (bjl, bjg, ey bj 1000) € RIOOO, con bjh = Pj(ch), 1 S j S 200. Definimos el

subconjunto Ay, € A que contiene los 50 vectores de coeficientes con menor distancia dj,.
La Figura [30| muestra el polinomio original Py (curva negra) y el grafico de los 50 polinomios obtenidos bajo estas dos

diferentes propuestas. En el primer caso se graficaron los polinomios con coeficientes en Acyer (métrica de los coeficientes,

panel izquierdo), y en el segundo caso, los polinomios con coeficientes en Ay, (métrica de las imagenes, panel derecho).
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Figura 30: Ejemplo de generacion al azar de polinomios a partir de otro polinomio (curva negra), considerando los mds
prozimos en cuanto a coeficientes (curvas rojas en grdfico izquierdo), y los mds similares en términos de su imagen (curvas
verdes en grdfico derecho).

Notemos que generar polinomios a partir de los coeficientes, atin usando perturbaciones muy pequenas, produce una gran
variabilidad de perfiles. Algunos de estos perfiles no son compatibles con el fenémeno que estamos estudiando, por ejemplo
curvas con valores negativos de rendimientos. Por otro lado, la gran variabilidad en el aspecto de las curvas no representa
la hipoétesis nula de interés: la no existencia de grupos de curvas. Por estas razones, proponemos generar la distribuciéon

de referencia a partir del espacio de las imagenes.

Sean y; € RT,i =1, ...,n las observaciones que representan las curvas ajustadas. Generamos datos bajo la distribucién de
referencia (hipdtesis nula de no existencia de clusters de curvas) siguiendo la propuesta de Tibshirani (2001) descripta en
la seccion 3.2 del capitulo 2. El procedimiento es el siguiente: 1) calculamos las componentes principales para el conjunto
de curvas y; 2) generamos aleatoriamente cada componente a partir de uniformes en el rango en que se mueven las
componentes principales (ver Figura en capitulo 2, seccion 4.2); y 3) retransformamos los vectores obtenidos para

obtener una muestra de datos en el espacio original, es decir, una trayectoria de rendimientos.

4.2. Estudio del comportamiento de las propuestas para seleccionar el niimero de clusters

En esta seccién estudiaremos la performance del estadistico gap y del estadistico CH para detectar el niimero de clusters
en situaciones de complejidad creciente. Comenzaremos considerando un problema en el que existen claramente dos grupos
de curvas de rendimiento. Estos grupos corresponden a dos conjuntos de curvas obtenidos a partir de la clusterizacion
jerarquica del total de departamentos elegidos ad-hoc como el par de grupos de curvas que a simple vista se diferencian
maés. Con el mismo criterio seleccionamos 3 conjuntos de curvas. Finalmente y para obtener 7 grupos, consideramos los tres
grupos anteriores y generamos otros 4 grupos a partir de rectas visualmente separadas y diferenciadas de los agrupamientos

anteriores.

En todos los ejemplos, siguiendo el procedimiento descripto en la seccién anterior, se generaron B = 1000 curvas de
rendimiento bajo la hipdtesis de no existencia de clusters para estudiar el comportamiento de los estadisticos que permiten

estimar el namero de clusters.

4.2.1. Dos grupos de curvas

Comenzamos con un ejemplo de una situaciéon con dos grupos claramente distinguibles, como se observa en la Figura

los cuales corresponden a dos de los clusters de curvas obtenidos en el dendrograma de la Figura 29| Las curvas rojas
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representan departamentos con los més altos niveles de rindes con ubicacion geogréfica en la zona nucleo de nuestro pais,
en el norte de la provincia de Buenos Aires y en el sur de Santa Fé (n = 30), en tanto que las amarillas representan
departamentos con los niveles méas bajos, ubicados en departamentos de la zona norte de la provincia de Corrientes y en

la provincia de Misiones (n = 29).

Dos clusters - Rendimientos de Maiz
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Figura 31: Ejemplo de 2 grupos de trayectorias de rendimientos de maiz.

Cuando aplicamos el método de segmentacion de Ward a este conjunto de datos, se obtiene el dendrograma de la Figura[32]

donde se observan claramente dos agrupamientos. Una separaciéon tan abrupta no es comiin en problemas de segmentacion.
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Figura 32: Dendrograma correspondiente al ejemplo de dos grupos de trayectorias de rendimientos de maiz (Figura .

El estimador del niimero de clusters en la distribucién de la que proviene la muestra es el valor I;‘, que maximiza Gap,, (k).

Recordemos que, el estadistico gap, presentado en la seccién 3 del capitulo 2 se define como

Gapp(k) = E; {log(Wy)} —log(Wy),

donde E7 es la esperanza de una muestra de tamano n bajo la distribuciéon de referencia y Wy, es la suma de cuadrados
dentro de clusters al obtener un agrupamiento de k clusters. El valor k que maximice Gapy, (k) sera la cantidad de

grupos 6ptima. Tibshirani y otros (2001) proponen alternativamente definir k como el menor k que verifique Gap(k) >
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Gap(k + 1) — sp41 siendo s = /1 + 1/Bsd(k), B la cantidad de repeticiones y sd(k) el desvio estandar de las B copias
de log(Wy) .
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Figura 33: W observada (izquierda) y logaritmos de W observados (derecha) en el caso de dos grupos.

La Figura muestra los gréaficos de Wy de log(W) obtenidos para los datos originales en nuestro ejemplo de dos grupos.
Como se puede observar el cambio en W o log(W) es abrupto al pasar de dos grupos a uno solo, lo que genera un "codo" en
el grafico. Recordemos que, en los procedimientos de segmentacion jerarquica aglomerativa como el que estamos utilizando,
el algoritmo parte de una cantidad de clusters igual a la cantidad de elementos los que se van uniendo hasta obtener un

Gnico grupo que contiene todos los elementos. El “precio” que se paga por cada unién esta dado por W.
El paso siguiente es obtener B = 1000 curvas simuladas desde una distribucién bajo la hipdtesis nula de no existencia de
grupos y calcular el estadistico gap bajo cada repeticion. Para ello se sigui6 el procedimiento que incluye los pasos:

= Calcular las componentes principales de los vectores correspondientes a las curvas rojas y amarillas.

= Generar B = 1000 vectores de dimension 42 a partir de una distribucién uniforme en el rango de los datos, previo
centrado de los mismos, transformados al espacio de las componentes principales (distribucion de referencia). La

Figura |34 muestra las 20 primeras curvas de rendimientos generadas con este procedimiento.
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Figura 34: Curvas de rendimientos generadas a partir de la distribucion de referencia.

= Aplicar el método de segmentacion jerarquica de Ward bajo la distancia euclidea a cada muestra simulada.

s Calcular W, y log(W) para cada muestra.
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Figura 35: Logaritmos de W observado y simulado bajo la distribucion de referencia. Datos Fz'gum (dos grupos).

En la Figura [35] se representa log(W') observado (curva roja) junto con log(W*) (curvas verdes) para las 1000 muestras
simuladas a partir de la distribucién de referencia que supone la no existencia de clusters. Se puede notar la diferencia
entre la curva de log(W') proveniente de la segmentacion de los datos originales (Figura y el promedio de las curvas
de log(W*) de las segmentaciones realizadas para las repeticiones bajo la distribucion de referencia (curva negra). Es
notable el incremento en la varianza intra-clusters al pasar de 2 a 1 cluster con los datos originales, en comparacién con
el incremento que se observa bajo la hipotesis de no existencia de grupos. Notemos ademas que a partir de k > 2 la curva
de log(W') observada es practicamente paralela a la curva de log(WW*) bajo la hipotesis nula. Esto significa que antes de
alcanzar el valor de k 6ptimo el incremento en variabilidad al unir clusters es comparable en la muestra observada con el
que se observa bajo la hipotesis nula (que se observaria en una situacion de no existencia de clases). Dicho de otro modo,

la “curva” de log(W') observado es practicamente paralela a la de log(W*) bajo la hipotesis nula a partir de k > 2.

En la Figura se muestra el grafico del estadistico gap para los datos originales (Figura y los desvios estandares de
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las B copias de log(W;) calculados en base a las 1000 curvas simuladas. El valor 6ptimo de k corresponde al menor k tal

que Gap(k) — Gap(k + 1) > —sg+1, que nuevamente resulta ser k = 2.
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Figura 36: Grdfico del estadistico gap para los datos de la Figura[31l Los segmentos azules representan los desvios estdndares
de log(W*) bajo la distribucion de referencia.

Tengamos en cuenta ahora el criterio de Calinski y Harabasz presentado en la seccion 2 del capitulo 2. En este caso, se

busca maximizar el estadistico

5
@

CH(k) = 22 (k> 1)

z

donde tr(B)y tr(W) son las sumas de cuadrados entre y dentro de clusters. Por definicién k debe ser mayor que uno, por
lo que la curva CH comienza en k = 2. La Figura muestra los valores del estadistico CH (k) para distintos valores de
k para el ejemplo de la Figura Este método obtiene k = 2 como cantidad 6ptima de agrupamientos ya que el méximo

de la curva CH se da en este valor de k.
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Figura 37: FEstadistico CH para el caso de dos grupos de trayectorias de rendimiento.
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4.2.2. Tres grupos de curvas

Consideremos a continuacién los datos que se muestran en la Figura en los que se observan los dos grupos de curvas
analizados en el ejemplo anterior y un nuevo grupo de curvas de rindes intermedios, correspondientes a departamentos
ubicados en el sur de la provincia de Buenos Aires, noroeste de Cordoba, norte de Santa Fé, este de Entre Rios y en

Tucuman (n = 37).

Tres Clusters — Rendimientos de Maiz
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Figura 38: Ejemplo de tres grupos de trayectorias “distintas” de rendimientos de maiz.

El dendrograma (Figura obtenido aplicando el método de Ward con distancia euclidea permite decidir con certeza que
existen tres clusters ya que los saltos en altura al unir cualquiera de estos clusters es notablemente mayor que los saltos

en los pasos anteriores.

Dendrograma — Tres grupos
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Figura 39: Dendrograma correspondiente al ejemplo de tres clusters de trayectorias de rendimientos de maiz.

La Figura panel izquierdo, presenta log(W') observado (curva roja) junto con log(W*) (curvas verdes) para las 1000
muestras simuladas a partir de la distribucion de referencia que supone la no existencia de clusters. En k = 3 se observa

un “codo” muy pronunciado; y a partir de este k los perfiles observado y simulado son paralelos.
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Figura 40: Logaritmos de W observados y simulados bajo la distribucion de referencia (izquierda) y grdfico del estadistico
gap para los datos de la Figum (tres grupos). Los segmentos azules representan los desvios estdndares de log(W™*) bajo
la distribucion de referencia.

La Figura panel derecho, muestra el grafico del estadistico gap para los datos originales (Figura y los desvios
estandares de las B copias de log(W}¥). Segun el criterio que considera el menor k tal que Gap(k + 1) — Gap(k) < sp41
obtenemos nuevamente k = 3. Notemos que el criterio selecciona el tltimo valor de k (cuando se recorre el grafico de

derecha a izquierda) en el que el salto en el gap no es importante.

La Figura muestra los valores del estadistico CH (k) para el ejemplo de tres grupos. Puede observarse que el méximo

ocurre en k = 3.
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Figura 41: Estadistico CH para el caso de tres grupos de trayectorias de rendimiento.

A partir del criterio CH (k) es posible proponer un nuevo criterio con una idea similar al método gap. La propuesta es

seleccionar el mayor valor de k en el que el estadistico C'H,4; ficado(k) presente un maximo absoluto o local, que se
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encuentre fuera de la banda de valores del estadistico calculados bajo la distribucién de referencia. Proponemos “CH

modificado” como

CH(k)— CH(k — 1)
CH(k)

CHmodificado (k)

definido para k > 3, dado que CH (k) esta definido para k > 2. La Figura muestra los valores de CH podi ficado(k) para
los datos observados (azul) y las 1000 replicaciones bajo la distribucion de referencia. Se puede ver en este caso que el

criterio selecciona k = 3.
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Figura 42: CH04i5 para datos originales (azul) y simulados bajo la distribucion de referencia (verdes) para el caso de
tres grupos de trayectorias de rendimiento.

4.2.3. Siete grupos de trayectorias

Finalmente analicemos el conjunto de curvas que se muestran en la Figura donde las curvas rojas, amarillas y azu-
les, corresponden a rendimientos de maiz, y los otros cuatro grupos fueron generados con cuatro rectas con pequenas

perturbaciones de los coeficientes que las definen.
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Figura 43: Ejemplo, construido a propdsito, de siete grupos de trayectorias “distintas” de rendimientos de maiz.
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Aplicaremos los tres criterios analizados anteriormente, gap, CH y CH modificado a estos datos para evaluar su performance

en este ejemplo méas complejo.

Al estudiar el comportamiento de log(W) (Figura[44] panel izquierdo) se observa el “codo” en k = 7 y desde ahi en adelante

las curvas de log(W) y log(W*) son practicamente paralelas.

Sin embargo, cuando se considera el criterio basado en el estadistico gap (Figura @, panel derecho) el menor k tal que
verifica la condicion Gap(k + 1) — Gap(k) < sg+1 es k = 1, lo que se interpretaria como ausencia de grupos en los datos.
Llama la atenciéon que habiendo tantos saltos importantes en el valor del estadistico, el criterio seleccione un ntmero de
clusters que corresponderia a una situaciéon patologica. Cuando se excluye k = 1, es claro que el menor valor de k que

satisface la condicién de Tibshirani es &k = 7.

Para salvar ésto, en la seccion siguiente proponemos modificar levemente el criterio propuesto por el autor.
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Figura 44: Logaritmo de W observados y media de logaritmos de W* estimadas con distribucion de referencia para 7
grupos de curvas de rendimientos (izquierda). Estadistico gap para el ejemplo de 7 grupos de trayectorias de rendimientos
(derecha). Los segmentos azules representan los desvios estindares de log(W*) bajo la distribucion de referencia.

El criterio CH (k) selecciona correctamente k = 7 como el nimero 6ptimo de clusters (Figura panel izquierdo). El
criterio del CHpodificado (Figura panel derecho) también conduce a seleccionar k = 7 como el nimero 6ptimo de
clusters, ya que 7 es el mayor valor de k para el que ocurre un maximo que queda por fuera de la banda de variabilidad

bajo la hipotesis nula.
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Figura 45: Estadisticos CH (izquierda) y CHpmoais (derecha) para el caso de 7 grupos de trayectorias de rendimiento. En
azul, datos originales y en verde, datos generados desde la distribucion de referencia.

4.3. Nuevos criterios para seleccionar el niimero de clusters basados en el estadistico gap

En la seccion anterior se mostro que el criterio propuesto por Tibshirani y otros (2001) no siempre resulta apropiado. De
hecho, con el ejemplo de siete grupos mostramos empiricamente que, ain cuando existian grupos de curvas distintas, el
criterio basado en el estadistico gap no detecta grupos. En esta seccién presentaremos dos nuevas propuestas basadas en

el estadistico gap.

La primera resulta de modificar el criterio de seleccion del valor 6ptimo de k, redefiniéndolo de manera de evitar situaciones
como la que se presentd en el ejemplo anterior: Criterio gap modificado 1: "seleccione el mayor valor de k tal que
Gap(k) — Gap(k — 1) > 2s;”. Este criterio intenta identificar el primer “salto” realmente significativo en la curva gap
(cuando ésta se recorre de derecha a izquierda), por eso proponemos duplicar si. Ademas provee al analista del nimero
maximo de clusters a partir del cual seria razonable comenzar a caracterizar los grupos. Notemos que este criterio también
selecciona como 6ptimo ntmero de clusters el nimero correcto de grupos en los dos primeros ejemplos presentados en la
seccion anterior (2 grupos, Figura y 3 grupos, Figura (panel derecho)). Lo mismo ocurre en el caso de 7 grupos,
pero no es tan claro al observar la Figura [44] (panel derecho)), por eso mostramos en la siguiente Figura @l la curva gap

con segmentos azules representando ahora dos veces el desvio.
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Figura 46: Estadistico gap para el ejemplo de 7 grupos “construidos” de trayectorias de rendimientos. Los segmentos azules
representan el doble de los desvios estdndares de log(W*) bajo la distribucion de referencia.

La segunda propuesta, consiste nuevamente en cambiar el criterio de seleccion de la cantidad de grupos. Consideremos la

medida
B GAP(k) — GAP(k —1)

sd?(k)+sd2(k—1)
2

Q

definida para k > 2, que mide el salto entre kK — 1 y k, en términos de desvio estandar. Proponemos seleccionar el valor
de k en donde () alcanza el maximo absoluto. Llamaremos a este método Criterio gap modificado 2. Este criterio intenta

encontrar el valor de k£ que produce el maximo salto relativo del estadistico gap.

Los dos criterios presentados no necesariamente coincidiran en un caso particular ya que apuntan a caracteristicas dife-
rentes. El primero definiria el maximo namero de clusters que el analista deberia tener en cuenta mientras que el segundo
indicarfa el nimero de clusters a partir del cual las fusiones generan un cambio extremadamente alto en el estadistico gap.

Este tltimo caso podria pensarse como el minimo valor de k a ser considerado por el analista.

Las Figuras [47} 48] y 9] muestran el perfil del estadistico @ para los ejemplos de dos, tres y siete grupos respectivamente.

En el caso de dos y tres grupos el maximo se produce en k = 2 y k = 3 respectivamente.
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Figura 47: Curva GAP poqif—2 para el ejemplo de dos grupos de trayectorias de rendimientos.

57



10
1

GAP modificado 2
6
|

Cantidad de Clusters

Figura 48: Curva GAP po4if—2 para el ejemplo de tres grupos de trayectorias de rendimientos.

En el ejemplo de 7 grupos (Figura se observa el méximo absoluto en k = 4. A partir de los dos criterios la recomendacién
entonces serfa considerar algin numero de clusters entre cuatro (criterio 2) y siete (criterio 1) grupos, en este caso, tener

cuatro se asocia a los cuatro “niveles” de rendimientos, el cual finalmente deberia ser definido en base a conocimiento

experto en el tema.

GAP modificado 2

Cantidad de Clusters

Figura 49: Curva GAP poqif—2 para el ejemplo de 7 grupos de trayectorias.

Observemos que en la siguiente Figura [50] se muestra, para el ejemplo construido con 7 grupos “distintos” de trayectorias,
que al considerar 4 clases se prioriza el nivel o altura de las curvas, por lo que si deseamos ademés diferenciar “forma
o tendencia” necesitamos tener mas clusters y por ende tenemos que aumentar la cantidad de grupos. Ello requiere el
conocimiento experto del analista quien en tltima instancia determinaré cual es la particion que provee la cantidad de

agrupamientos razonable para los datos.
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Figura 50: Segmentacion en 4 grupos en el ejemplo, construido a propdsito, de siete grupos de trayectorias “distintas” de
rendimientos de maiz.

5. Analisis de los datos de rendimiento de maiz en Argentina, 1969-2010

5.1. Segmentacion y seleccién del ntiimero de clusters

En esta secciéon aplicaremos la metodologia propuesta para seleccionar el ntimero de clusters a los datos de curvas de
rendimientos de maiz. La Figura 51| muestra el dendrograma que se obtiene como salida del procedimiento de Ward. A la
izquierda se muestran particiones definidas por k = 2 y k = 3; a la derecha la particion de k = 7 grupos. No es claro a

partir del dendrograma cuéntos grupos elegir.
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Figura 51: Dendrograma segin método de Ward aplicado a curvas ajustadas de rendimientos de maiz. Argentina 1969-
2010. Izquierda: se muestran dos particiones: k = 2 (azul) y k = 3 (verde). Derecha: se muestra una particion en k =7
grupos.

Aplicamos el procedimiento descripto en las secciones anteriores para generar datos desde la distribucion de referencia.
La Figura panel izquierdo, muestra el log(W) para los datos de rendimiento de maiz cuando el ntumero de clusters es
k=1,...,15. A partir de este grafico no es posible identificar un cambio pronunciado en log(W) en el rango de k considerado,
aunque pareciera que el perfil observado y el perfil del log(WW) simulado bajo hipotesis nula son razonablemente paralelos

a partir de k£ = 8.
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Figura 52: Izquierda: Log(W) observados y simulados bajo distribucion de referencia. Derecha: Estadistico gap. Los seg-
mentos azules representan los desvios estandares de log(W™*) bajo la distribucion de referencia. Datos: Trayectorias de
rendimientos de maiz, Argentina 1969-2010.

El panel derecho de la Figura anterior, muestra los valores del estadistico gap y los desvios estdndares estimados a partir
de B = 1000 réplicas de n = 264 curvas generadas aleatoriamente a partir de la distribuciéon de referencia. Recordemos
que el criterio propuesto por Tibshirani y otros para seleccionar el numero 6ptimo de clusters es el menor k£ que verifica

la condicion Gap(k + 1) — Gap(k) < sk41. En este caso la decision seria seleccionar k = 8.

Cuando se utiliza el criterio gap modificado 1 propuesto en la seccion anterior "seleccione el mayor valor de k tal que
Gap(k) — Gap(k — 1) > 2s;", el k 6ptimo nuevamente resulta ser 7. Notemos que, por otro lado, siendo méas exigentes en

el criterio de Tibshirani, y considerando la condicion Gap(k + 1) — Gap(k) < 2s;1 nuevamente obtenemos k = 7.

La Figura [53 muestra el estadistico correspondiente al nuevo criterio gap modificado 2 presentado en la secciéon anterior.
Este criterio identifica como méaximo global a k& = 4. En consecuencia, los criterios modificados 1 y 2 nos indican que

deberiamos considerar entre 4 y 7 grupos para segmentar estos datos.
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Figura 53: Curva GAP pedif—2 para el ejemplo de trayectorias originales de rendimientos.

La curva del método CH, en la Figura[54] panel izquierdo, alcanza el maximo en k = 3. Mientras que en el panel derecho
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de la misma Figura el estadistico C'H y,0q4if identifica k = 7 como el mayor valor de k en el que se observa un méaximo

no incluido en la envoltura de valores generadas bajo la hipdtesis nula.
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Figura 54: Izquierda: estadistico CH para el caso de trayectorias originales de rendimiento. Derecha: estadistico CH yoq:¢
para el caso de trayectorias originales de rendimiento. En azul, datos originales, y en verde, datos generados desde la
distribucion de referencia.

En resumen, el criterio gap obtiene k = 8, pero duplicando el desvio se selecciona k = 7. Los criterios gap modificado
1 y CH modificado devuelven k = 7 como ntmero 6ptimo de clusters. CH identifica k = 3. Y finalmente el criterio gap
modificado 2 identifica a k = 4 como el minimo nimero de clusters a considerar. En un problema de segmentacion real los
criterios sirven para orientar en cémo seleccionar el nimero de clusters. En nuestro caso la evidencia apunta a seleccionar
entre un minimo de 4 y un méaximo de 7 grupos, con gran coincidencia de los distintos criterios en que el valor de k es
7. En la practica, el analista toma la decisiéon en base al conocimiento experto en el tema y a partir de un analisis en

profundidad de los grupos que devuelve la segmentacion.

5.2. Una mirada mas detallada de los datos de trayectorias de rendimientos de maiz

La discusion con expertos en el tema revela que el nimero de agrupamientos de patrones de datos de rendimientos de maiz
(Argentina) no deberia ser muy pequeio, porque se sabe que: 1) ha habido zonas del pais con crecimiento exponencial en
la produccién por hectarea, mientras que en otras zonas el rendimiento ha crecido a tasa lineal; 2) cuando se considera
una dada campana del periodo considerado, existe una gran variabilidad en los rendimientos, especialmente en los tltimos
10 afios del periodo bajo estudio (por ejemplo en el afio 2005 los rendimientos van desde 1000 a 9800 kg/ha.). Por otra
parte, estamos interesados en un nimero no demasiado grande de grupos que nos permita entender qué estrategias se
pueden aplicar en cada grupo de acuerdo a sus caracteristicas principales y por lo tanto brindar una solucién simple para
la posterior toma de decisiones en la practica. En consecuencia, decidimos considerar 7 grupos de curvas. En la Figura 55|

se presentan todas las curvas ajustadas de los siete grupos.
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Figura 55: Trayectorias originales coloreadas segun pertenencia a cada grupo.
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Figura 56: Resultado de la segmentacion de trayectorias de rendimiento de maiz, siete grupos.
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Figura 57: Trayectoria promedio de rendimientos para cada grupo.

La Figura[56 muestra las trayectorias de rendimiento de maiz de los 264 departamentos para una particién en siete grupos,
mientras que la Figura [57 muestra la trayectoria promedio o la curva representativa de cada uno de los siete grupos. Se
pueden observar diferencias tanto en la forma o tendencia de las curvas como en el nivel (altura). Asi, por ejemplo, los
departamentos agrupados en el cluster 1 (negro) y el 2 (rojo) presentan el mismo perfil tipico, pero una diferencia en
el nivel de rendimientos. El cluster 5, presenta un perfil similar al de los dos anteriores pero recién a partir de 1990,
nuevamente la altura de las curvas difiere, indicando departamentos con menos rinde. Los departamentos que componen el
cluster 4 (azul) y el 6 (magenta) muestran la misma tendencia pero con distinta velocidad de crecimiento. La trayectoria
promedio para los departamentos agrupados en el cluster 3 (verde) muestra crecimiento lineal, mientras que la del cluster
7 (amarillo) se diferencia claramente de todas las demés porque corresponde a departamentos con bajo rendimiento y que

no han tenido un incremento sustancial del rinde en el periodo considerado.

Si decidiéramos considerar 4 o 3 grupos, la secuencia de fusiones a partir del paso en que se tienen 7 clusters resulta ser:
1) se unen los grupos 1 y 5; 2) se unen los grupos 6 y 7; 3) se unen los grupos 3 y 4 y 4) se unen los grupos 2 y el
grupo resultante de unir 1 y 5. De lo que deducimos que parece importar més la altura que la forma de la curva pues la
segmentacion prioriza los niveles por sobre la tendencia al momento de unir dos grupos. Este hecho ya se habia observado
al realizar la segmentacion para el ejemplo ficticio de siete grupos, donde al intentar separar en 4 clusters, se confirma que

se privilegia el nivel o altura de la curva en lugar de su forma.

5.3. Nuevo analisis basado en los rendimientos relativos

En esta seccion proponemos aplicar la misma metodologia para identificar grupos en base a la “tendencia”’ de los rendi-
mientos. Entendemos por tendencia o rendimiento relativo del departamento i — ésimo al vector que se obtiene al restar

la media de los rendimientos ajustados

42
c o N~
Yi = Yi— Z 49 ’
t=1
con y; = (¥i1, Yiz2, -+, Jiaz) € R*2 el vector de rendimientos ajustados para el departamento i—ésimo en los 42 afios del

periodo bajo estudio.
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Figura 58: Dendrograma segin método de Ward aplicado a rendimientos relativos de maiz. Argentina 1969-2010. Se muestra
una particion de k = 3 grupos.

La Figura [58| muestra el dendrograma que se obtiene al aplicar el método de segmentacion jerarquica de Ward a los datos
de rendimientos relativos. Cuando se aplican los métodos descriptos anteriormente para seleccionar el nimero de clusters
se obtiene: & = 3 con el criterio de gap modificado 1 (Figura, k = 2 con el criterio de gap modificado 2 (Figura panel
izquierdo), y k = 2 con el método CH (Figura panel derecho). La estrategia de CH modificado no alcanza maximo
fuera de la envolvente de variabilidad bajo la hipétesis nula, por lo que no consideramos este anélisis. En consecuencia,
podemos decir que como minimo existen 2 o 3 clases. Dado que el dendrograma muestra 3 grandes grupos y que ésto se
asocia con la deteccion inicial de tres tendencias de crecimiento, exponencial, lineal y estable, parece razonable decidir

trabajar con 3 clusters.
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Figura 59: Estadistico gap para trayectorias de rendimientos relativos de maiz. Argentina 1969-2010. Los segmentos azules
representan el doble de los desvios estdndares de log(W*) bajo la distribucion de referencia.
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Figura 60: Curva GAPpoaif—2 (izquierda) y estadistico CH (derecha) para el ejemplo de trayectorias de rendimientos
relativos.
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Figura 61: Prototipo de cada grupo de trayectorias de rendimientos relativos.

La Figura [61] muestra las curvas de rendimientos relativos promedios para cada cada una de las tres clases. Notemos que
se observan dos tendencias crecientes, una con comportamiento lineal (curva rosa), y la otra con un crecimiento parecido
al de una funcién exponencial a partir del afio 1990 (curva violeta). Por otra parte, la trayectoria promedio del tercer

grupo (curva naranja) con una tendencia méas estable y presentando decrecimiento respecto de los ultimos afios.

5.4. Interpretacion de los grupos de curvas obtenidos en los dos analisis

La Figura[62] muestra los resultados de los dos analisis. Es interesante resaltar que en Argentina los patrones de rendimiento
de maiz en las ultimas cuatro décadas presentan cambios notables de nivel, es decir el rendimiento promedio por depar-
tamento es muy variable. Notemos que el perfil de rendimientos de los grupos 1, 2 y 5 (curvas coloreadas en negro, rojo y

celeste respectivamente) obtenidos a partir de la segmentacion basada en rendimientos ajustados se corresponden con el
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grupo 1 (curva violeta) definido a partir de la segmentacion basada en rendimientos relativos (tendencias). Mientras que,
la tendencia aproximadamente lineal observada en los grupos 3, 4 y 6 (curvas verdes, azules y magentas respectivamente)
se corresponde con la clase 2 (curva rosa) del analisis de rendimientos relativos. Finalmente, el grupo 7 (curvas amarillas)
del analisis de rendimientos ajustados corresponde al grupo de la clase 3 (curva naranja) del andlisis de rendimientos

relativos.
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Figura 62: Curvas promedio basadas en rendimientos (izquierda) y en rendimientos relativos (derecha) de maiz en Argen-
tina, 1969-2010.

La Figura [63] muestra el mapa de Argentina con los departamentos considerados en este analisis coloreados segn la
pertenencia a los grupos identificados en la segmentacion. El mapa de la izquierda corresponde a los siete grupos obtenidos
usando rendimientos ajustados y el mapa de la derecha a los tres grupos obtenidos en base a rendimientos relativos. Los
colores representados en el mapa se corresponden con los de las curvas promedio de la Figura [62] Los departamentos
coloreados en rojo (Grupo 2), negro (Grupo 1) y celeste (Grupo 5) presentan los rendimientos de mayor nivel en las dos
altimas décadas y se asocian con regiones donde el crecimiento fue exponencial. Estos departamentos se ubican en la zona
nucleo de la provincia de Buenos Aires, gran parte de las provincias de Cordoba, Santa Fé y Entre Rios (departamentos
coloreados en violeta en el mapa de la derecha). Los departamentos que evolucionaron de acuerdo a un crecimiento lineal
moderado (Grupo 3, verde; Grupo 4, azul y Grupo 6, magenta) corresponden a departamentos del sur de Buenos Aires,
San Luis, La Pampa, Jujuy, Salta, Tucumén, Santiago del Estero y Chaco. Por tultimo, el grupo de departamentos en el
que los rendimientos presentan tendencia estable o decreciente, corresponde a la zona norte de la regiéon mesopotamica
(Grupo 7, amarillo). Es interesante destacar que la mayorfa de las inversiones tecnoldgicas que ocurrieron a partir de los
anos 90 se realizo en la zona ntcleo (drea negra y roja del mapa de la derecha), que es la zona mas propicia para el

desarrollo del cultivo de maiz. Esto explicaria la tendencia de tipo exponencial que se observa en estas zonas.

Notemos que los grupos resultantes del analisis de segmentacién muestran una clara asociacion con la ubicacion geografica
de los departamentos. Este hecho es consistente con lo que esperdbamos observar, ya que departamentos cercanos geo-
graficamente comparten caracteristicas de suelo, clima, innovaciones tecnologicas, politicas agropecuarias, etc. Es decir,
se espera que haya cierta contigiiidad espacial en el comportamiento del fenémeno bajo estudio. El hecho que el método
de segmentacion haya producido clusters de departamentos que presentan un razonable nivel de contigiiidad espacial o
muy fuerte contigiiidad espacial (Figura mapa de la izquierda y la derecha respectivamente) es indicativo de que los
agrupamientos obtenidos correlacionan fuertemente con caracteristicas de los departamentos, las cuales no fueron tenidas

en cuenta en este analisis.

En la seccion siguiente proponemos una metodologia para estudiar el grado de contigiiidad espacial de un agrupamiento.
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Figura 63: Departamentos con rendimientos de maiz estimados coloreados de acuerdo al grupo de nivel (izquierda) y segin
su clase de tendencia (derecha,).

5.5. Propuesta para evaluar contigiiidad espacial

Diremos que dos departamentos son contiguos si son limitrofes, es decir, si comparten un “limite” de acuerdo a la divisién
politico-administrativa del territorio. La Figura (mapa de la izquierda) muestra que los departamentos de un dado
cluster presentan cierto grado de contigiiidad espacial ya que en general se ubican en una regiéon geografica. El mapa
sugiere que los departamentos pertenecientes a un cluster, estan esencialmente cerca, mas cerca de lo que uno esperaria
si la distribucion geografica de las curvas de rendimientos fuera al azar. Dicho de otra manera, las distancias geograficas
entre departamentos de un mismo cluster, son mucho mas chicas que las distancias entre departamentos de clusters
distintos. Queremos probar que ésto, que es un concepto absolutamente intuitivo, porque uno espera que los rendimientos
esperados de un departamento sean similares a los rendimientos esperados de un departamento cercano o de la misma zona
geografica, efectivamente es asi. Es decir, queremos demostrar que en los grupos de departamentos, obtenidos a partir de
las trayectorias de rindes, la contigiiidad geografica es mucho mayor que la que se esperaria si dicha caracterizacion fuera

al azar.

Es fundamental destacar que en la metodologia de clusterizacion, la nociéon de contigiiidad geografica no fue utilizada.
El conocimiento experto indica que los factores que afectan las tendencias de rendimientos poseen un fuerte componente
espacial. Por lo que confirmar la existencia de contigiiidad espacial es una verificacion indirecta de la validez de la

informacién de rendimientos, asi como de la metodologia de segmentacioén propuesta.

Proponemos usar un test estadistico para estudiar la contigiiidad espacial. Basaremos la presentacion en el caso de k =7
clusters y representaremos la distancia entre dos departamentos, contiguos o no, como la distancia entre sus centroides

geograficos.

Sean C, con 1 < k < 7 los clusters definidos por el algoritmo de segmentacion y sea ny es el nimero de departamentos
en el cluster k—ésimo. Sea d;; la distancia geografica en km entre el departamento i—ésimo y el departamento j—ésimo,
1<i<j<264. Sea u' = (uy, ug, -+, uzes) €l vector con las etiquetas asociadas a cada departamento, donde w; indica
el cluster al que pertenece el departamento i—ésimo. Usaremos, en lo que sigue, el supraindice d para indicar la nocién de

distancia “dentro” de los clusters, y el supraindice e para distancia “entre” clusters.

Sean d? un vector de dimension N¢ que contiene las distancias entre los departamentos dentro del mismo cluster, N¢ =

2221 ( Qk ) y d® un vector de dimensién N¢ que contiene las distancias entre departamentos pertenecientes a distintos
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clusters N¢ = Zzzl D ior T

Sea u; una permutacion del vector u, b = 1,...,1000. Cada permutacién produce un nuevo agrupamiento de los departa-
mentos, ya que lo que hacemos es permutar el rétulo del cluster. De este modo aleatorizamos la pertenencia a los clusters
de los departamentos, respetando la cantidad de elementos en cada cluster, y manteniendo el nimero de clusters. Para

cada permutaciéon u, calculamos el nuevo vector de distancias, dg y di.

Consideremos en primer lugar las distancias entre elementos de un mismo cluster. La Figura [64] muestra la distribucion
acumulada de las distancias calculadas bajo la segmentacion original (curva roja) y las distribuciones acumuladas de las
distancias minimas (curva celeste), medias (curva azul) y maximas (curva magenta) obtenidas en las 1000 permutaciones.
Ademas en linea punteada se presentan los percentiles 0.05 y 0.95. Notemos que la distribucion empirica (curva roja)
se encuentra absolutamente alejada de lo esperado bajo la hipotesis nula de no contigiiidad espacial en los elementos
que componen los clusters, en consecuencia la hipotesis de no contigiiidad deberia rechazarse con fuerza. En particular,
la mediana de las distancias entre departamentos de un cluster, bajo la distribucion de aleatorizaciéon se mueve en una
pequena banda alrededor de 600 km, en tanto que la mediana de las distancias en los clusters originales es aproximadamente
400 km.

Distribucion Empirica de Distancias vs Distribucién de Permutaciones

Distancias entre departamentos del mismo grupo

o
-
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Figura 64: Distribucién acumulada empirica de distancias entre departamentos de cada grupo (curva roja) y distribuciones
acumuladas resultado de las 1000 permutaciones.

Consideremos ahora una comparacién entre las distancias geograficas entre departamentos del mismo cluster d? y las
distancias entre departamentos pertenecientes a distintos clusters d¢. En la Figura[65]se presenta la distribuciéon acumulada
de las distancias dentro de los clusters y de las distancias entre los clusters para la clasificaciéon resultante de la segmentacion
(grafico de la izquierda) y para las 1000 permutaciones (grafico de la derecha), considerando distancias entre departamentos
de distintos clusters. Nuevamente se concluye que la distribucion observada de distancias (izquierda) es claramente diferente

de la distribucion esperada bajo la hipotesis nula de no contigiiidad espacial.
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Distribuciones Acumuladas Empiricas de Distancias Bistribucién Empirica de Distancias vs Distribucion de Permutaciones
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Figura 65: Izquierda: Distribuciones acumuladas de distancias entre departamentos de cada grupo y entre departamentos
pertenecientes a clusters distintos (clasificacion resultante de la segmentacion). Derecha: resultado de las 1000 permuta-
ciones para distancias entre departamentos de distintos grupos.

Es importante notar que cuanto mas extenso sea el territorio de un departamento, mayor sera la distancia desde su
centroide al centroide de cualquier otro departamento (Figura . Es decir, las distancias entre departamentos no son
independientes. Por este motivo se utiliza un test estadistico de aleatorizacién basado en los valores observados empiricos,
y no otro test que pudiera requerir independencia de los datos. A continuacién proponemos un test de diferencia de medias,

basado en la distribuciéon de aleatorizacion, para evaluar la hipotesis nula de no contigiiidad espacial en los clusters.

Figura 66: La distancia entre departamentos depende de la extension de sus territorios.

Recordemos que las componentes de d? y d¢ son las distancias geograficas entre departamentos del mismo cluster y entre
departamentos de distintos clusters respectivamente. Sean D¢ y D€ las correspondientes variables aleatorias. Formulamos

las hipotesis

Hy: E(DY)=E(D°)  Hy: E(DY) <E(D").

La idea consiste en que bajo la hipétesis nula de falta de contigiiidad espacial, la media de las distancias de los elementos
dentro de los clusters es igual a la media de las distancias de los elementos entre clusters. Proponemos el estadistico

T = D¢ — D? para evaluar la hipotesis de contigiiidad espacial.

Sean Dg y Dg la media de las correspondientes distancias obtenidas en la permutacién b—ésima. El valor observado del
estadistico T es Topservado = D — D = 688,77 — 497,92 = 190,85. La Figura @ muestra la distribucién del estadistico
T bajo la distribucion de aleatorizacion, equivalente a la hipotesis nula de no contigiiidad espacial. Observemos que la
distribucion del estadistico 7' cuando la hipotesis nula es verdadera se encuentra en el rango (-20, +30), mientras que el
valor del estadistico obtenido para la segmentacion original es 190,85. Concluimos entonces que la probabilidad de observar

un valor de 190,85 o mayor es cero, es decir, p — valor = 0, lo que nos garantiza suficiente evidencia para rechazar Hg y
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aceptar entonces H;. Esto significa que F (Dd) < E (D¢) y por lo tanto, en los clusters obtenidos por el procedimiento
propuesto, las distancias geograficas entre los departamentos dentro de cada cluster son significativamente menores que
las distancias entre departamentos pertenecientes a grupos distintos. Concluimos entonces que existe contigiiidad espacial

entre departamentos en un mismo cluster.

Distribucion de Diferencias de Distancias Medias

Diferencia Observada: 190.85
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Figura 67: Distribucion de diferencia de medias de distancias entre departamentos pertenecientes a distintos clusters y
medias de distancias entre departamentos del mismo cluster.
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Capitulo IV

CONCLUSIONES Y DISCUSION

En esta tesis se proponen métodos para la identificacion de grupos de series de rindes de cultivo de maiz en Argentina. El

problema presenta caracteristicas especiales ya que los objetos a segmentar son observaciones longitudinales.

La propuesta incluye procedimientos de segmentacion, algoritmos para cuantificar la significatividad de la segmentacion
y una propuesta para testear la contigiiidad espacial de las observaciones intra-cluster. La propuesta fue ejemplificada
usando datos de rinde de maiz pero es de aplicacién general y puede usarse para datos longitudinales en general. Se
identificaron situaciones en las que el criterio propuesto por Tibshirani para la elecciéon del niimero de clusters no resulta
apropiado y se propusieron criterios alternativos. Por otra parte, se demostro la relaciéon intrinseca entre el estadistico de
Ward y el estadistico gap, cuando ambos se basan en la nocién de distancia euclidea. Un problema abierto es evaluar la

performance de los criterios propuestos en diferentes escenarios mas generales.

Es interesante destacar que aunque la informacion de la cual partimos concierne a datos agregados de superficies y
rendimientos, proveniente de promedios calculados en base a datos provistos por los productores agropecuarios, con
potenciales sesgos y/u omisiones, hemos llegado a resultados muy razonables y coherentes. La informacion es consistente,
inclusive con toda la variabilidad que puede haber, para un ano, una regién y un cultivo. Quizas el rasgo mas importante
para la verificacion de la consistencia de los resultados, se halle en el hecho de obtener grupos de rendimientos con un alto
grado de contigiiidad espacial. Dicha contigiiidad espacial es un emergente del anélisis, ya que la misma no fue impuesta

en la metodologia de segmentacion utilizada.

Finalmente, queda como tema abierto avanzar en la resolucién del problema en que se enmarca esta tesis, que seria

incorporar informacion climatolégica para mejorar la prediccion de rendimientos en una campana/afio en particular.
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