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Introduccion

Vamos a proponer el siguiente juego. Tenemos una grilla de nimeros:

3|1 4] 3 41 -2
7| -1 (120 91 0

2|-11] 3| 3| 6
1 0] 5 5| -8
9| -1| 8|-10| 3

En este momento la suma de todos los ntimeros es 8. Supongamos que vale elegir una columna
o una fila e invertir los signos de todos los nimeros que estan en ella, y que podemos seguir
realizando esta operacién tantas veces como queramos. ;Cual es el maximo valor que podemos
alcanzar sumando todos los niimeros obtenidos? ;Y qué sucede si empezamos a considerar grillas
mucho mas grandes?

A lo largo de todo este trabajo, vamos a ocuparnos de hablar de este problema. Considera-
remos qué tan dificil es hallar el maximo, qué tan dificil es aproximarlo, qué tan dificil es hallar
la secuencia de operaciones que nos llevan a él y qué implicaciones tienen estas respuestas méas
alla de este juego inocente.

Nuestra historia empieza en 1953, cuando Alexander Grothendieck, poco después de escri-
bir su tesis doctoral, publica en una revista brasilefia un articulo en francés bajo el titulo de
“Résumé de la théorie métrique des produits tensoriels topologiques” |Gro56|. En este trabajo,
Grothendieck desarrolla una teoria sisteméatica de normas en productos tensoriales de espacios
de Banach. Mas precisamente, el problema que le interesaba era considerar qué normas se podian
usar sobre un producto tensorial espacios de Banach de manera que se conservara algin tipo de
compatibilidad con las normas originales de estos espacios. En un momento clave del articulo,
Grothendieck necesita demostrar que dos de las normas “naturales” que definié sobre los pro-
ductos tensoriales son equivalentes entre si. El resultado, que el mismo autor llama “Teorema
fundamental de la teoria métrica de productos tensoriales”, es basicamente una desigualdad
entre dos normas

”Zng < ”ZH/W\ < KGHZ”’LUQ?
donde K¢ es una constante, y z € E® F', con E, I espacios de Banach. El teorema demuestra la
existencia de esta constante, y muestra ademas que el menor valor posible K para la constante
cumple que

1,67 ~ g < K¢g < senh <72T) ~ 2,3.

El trabajo de Grothendieck pasa desapercibido muchos afios, en los que el autor mismo se
dedica a trabajar en otras areas de la matemaética, a las que contribuye enormemente.
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v INTRODUCCION

Pero 15 anos mas tarde, Joram Lindenstrauss y Aleksander Pelczyniski redescubrien este
trabajo, y encuentran en él muchos resultados valiosos, incluso algunos que respondian preguntas
planteadas por la comunidad luego de su publicaciéon. Entre ambos hacen una gran reviséon del
paper, y le dan nuevas formulaciones e interpretaciones a su contenido en un trabajo publicado
en 1968 |LP68]. En particular, postulan una nueva formulacién del Teorema Fundamental que
dice que, para cualquier matriz A € R™*" y cualquier espacio de Hilbert H se cumple la siguiente
desigualdad:

Teorema (Desigualdad de Grothendieck).

n n

i ”21 aij{ui, v;) < Kg 61_76]_12?}171}1‘;1 aijoie;

Los autores demuestran que el valor de la mejor constante K para esta desigualdad es
exactamente el mismo que en la formulacién original de Grothendieck, a pesar de desconocerlo.

Como el lado derecho de la desigualdad corresponde a multiplicar dos vectores con coeficientes
en {—1,1} a izquierda y a derecha de una matriz A € R™*", luego el valor méximo alcanzable es
exactamente al resultado del juego que introdujimos al inicio sobre la matriz A. La desigualdad
de Grothendieck nos da entonces una primera forma de acotar inferiormente el resultado del
juego, al que denotaremos como

n

OPT(A) := A i 04€5.
( ) 6i7€;2?§1’1}i;1 Qy50i€5

Desde el trabajo de Lindenstrauss y Pelczynski, el resultado, que pasé a ser conocido como
la desigualdad de Grothendieck, encuentra numerosas aplicaciones en el anélisis y paralelamente
su constante asociada K va adquiriendo distintas interpretaciones en distintos contextos. Sin
embargo, su valor exacto sigue siendo un misterio.

En 1978, Jean-Louis Krivine |[Kri78| logra demostrar, con técnicas avanzadas de andlisis
funcional, que

T
< — = 1,78,

~ 2In(1+v2)

y conjetura que este era el valor 6ptimo. En el afio 1991, James Reeds |[Ree91| demuestra la
primera mejora a la cota inferior original de Grothendieck:

1,67 < Kg.

Desde entonces, pasan varios afios sin ninguna mejora respecto al valor éptimo de la constante.
Pero afortunadamente, en la ultima década se registran varios avances, realizados mayormente
por investigadores con una fuerte inclinaciéon por la computacién, motivados por la version de
Linderstrauss-Pelczynski del problema. En esta version, el problema toma la forma de encontrar
la mayor diferencia posible entre dos problemas de optimizacién. Uno de ellos es OPT(A),
equivalente a nuestro juego del inicio y con dominio en {—1, 1}, y el otro con dominio sobre la bola
de un espacio de Hilbert, que corresponde al lado izquierdo de la desigualdad. Ademas veremos
que el problema de optimizaciéon con {—1,1}, que llamaremos el problema de Grothendieck, y
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que es NP-hard, estd asociado a un problema de busqueda de la Cut-Norm de una matriz, con
variadas aplicaciones en otros algoritmos.

De este nuevo impulso provienen los resultados principales que contaremos en este trabajo.

Por un lado, hablaremos de la primera mejora a la cota superior de Grothendieck desde 1978,
que refuta la conjetura de optimalidad de Krivine. Esta demostracion, realizada por Braverman,
Makarychev, Makarychev y Naor en el 2013 [BMMN13], viene asociada al mejor algoritmo co-
nocido para hallar soluciones aproximadas del problema de Grothendieck. El algoritmo proviene
del hecho de que es mucho muy sencillo computacionalmente hallar el maximo de la versién
vectorial del problema (la que corresponde al lado izquierdo de la desigualdad), que llamaremos
la version semidefinida del problema:

n
SDP(A) = max Z a,ij(ui, Uj).
ui,v;€EBy ig=1
Una vez que tenemos una solucién de esta versién del problema, veremos que tenemos una forma
aleatoria de redondear los vectores de la solucién a valores en {—1, 1} de manera que la solucién
redondeada alcance en esperanza al menos % del valor de la versién semidefinida, para algtin K
garantizado por el método de redondeo. Es decir, tenemos un método ALG tal que en esperanza

OPT(A) _ SDP(A) _ 7)< OPT(A).
K K

Vamos a concentrarnos entonces en encontrar el método de redondeo que garantice el mejor
K, lo que nos permitird demostrar simultdneamente una cota superior para la constante de
Grothendieck K¢ < K.

Por otro lado, esto nos pone una restriccion sobre las garantias de este tipo de algoritmos
de redondeo. Dado que Kg < K, el mejor algoritmo que podriamos hallar de esta manera no
podria garantizar una aproximacién mejor que

OPT(A)
G

< ALG(A) < OPT(A).

A priori, podria parecer entonces que no es tan conveniente aproximar O PT(A) usando estos
métodos de redondeo. Quizas podriamos conseguir una garantia de aproximacién mejor que Kg
aproximando de una manera completamente distinta.

Sin embargo, veremos un resultado del ano 2009 de Raghavendra y Steurer [RS09| que, bajo
cierta hipétesis reciente de complejidad conocida como la Unique Games Conjecture [Kho02],
demuestra que el problema de Grothendieck no es aproximable por una mejor constante mul-
tiplicativa que K. Esto parece sugerir que la constante de Grothendieck tiene una nueva in-
terpretacion en la teoria de complejidad computacional, y termina de asegurarnos la estrecha
relacién entre la desigualdad de Grothendieck y el juego que planteamos al principio.

En el primer capitulo, introduciremos formalmente el problema y la desigualdad de Grothen-
dieck, sus distintas formulaciones y un poco de notacién pertinente. Demostraremos ahi las cotas
originales para la constante de Grothendieck, y veremos las cotas méas modernas de Krivine y
de Reeds.

En el segundo capitulo, nos dedicaremos a estudiar la demostraciéon de Krivine, para luego
mejorarla usando los argumentos de Braverman, Makarychev, Makarychev y Naor, y hallaremos
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la nueva cota superior para la constante de Grothendieck. También veremos la manera de extraer
el algoritmo de redondeo prometido de la nueva demostraciéon. Plantearemos algunas preguntas
abiertas que podrian llegar a mejorar este algoritmo y la cota superior, quizds hasta obtener una
garantia multiplicativa “perfecta” de K.

En el tercer capitulo nos ocuparemos del resultado de Raghavendra y Steurer sobre el rol
de la constante K¢ en la complejidad computacional del problema de Grothendieck. Para esto,
introduciremos la Unique Games Conjecture, y veremos por qué es una hipotesis de complejidad
bastante utilizada en la actualidad. Luego veremos una aplicacién particular de una técnica
para trasladar gaps de problemas de optimizacién y sus relajaciones semidefinidas a gaps en
problemas de decisién complejos.

Por ultimo, como un bonus, queremos dejar algunas aplicaciones algoritmicas interesantes
de los métodos de redondeo analizados en este trabajo.

Dada la gran cantidad de material disponible sobre el tema, este trabajo no es mas que una
introduccién al tema de la desigualdad de Grothendieck y, en particular, de los temas que nos
atraparon en su estudio. Nos gustaria remarcar especialmente la belleza de que un resultado
proveniente del contexto méas abstracto del andlisis funcional haya desembocado en aplicaciones
algoritmicas naturales, apreciacién que esperamos que sea compartida por el lector.
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Capitulo 1

Demostraciones clasicas

En este capitulo vamos a introducir la desigualdad de Grothendieck, contar brevemente el
contexto en el que surgid, y qué otras formas fue tomando. Empezaremos enunciando la formu-
laciéon matricial de la desigualdad que, si bien no es la original, es la que creemos que es més
simple y permite el abordaje inmediato del problema. Seguiremos con una primera demostra-
cién de la desigualdad con cotas subdptimas, y luego contaremos un poco el contexto original
de la desigualdad en productos tensoriales de espacios normados, e introduciendo algunas herra-
mientas que nos ayudaran a ajustar més las cotas. Por ultimo, nos ocuparemos de las mejores
cotas clasicas para la constante de Grothendieck: la cota superior demostrada por Krivine en
1978 [Kri78| (y que fue la mejor cota superior conocida hasta el ano 2013) y la cota inferior
demostrada por Reeds en 1991 [Ree91], atin vigente.

1.1. Version matricial

Vamos a empezar enunciando la desigualdad de Grothendieck en su forma quizas mas ele-
mental, que se debe a Lindenstrauss-Pelczynski [LP68]:

Desigualdad de Grothendieck 1.1.1 (Forma Matricial). Existe una constante universal K €
R<o que cumple que, si A € R™™ es una matriz tal que

n
Z al-jéiej <1 V5i,€j S {—1, 1},
ij=1

entonces para cualquier espacio de Hilbert H se tiene que

n
> ailui,v)| S Koo Yui,vj € 1wl = [log]| = 1.
ij=1
La menor constante K que hace valido el teorema se denomina la constante de Grothen-
dieck y la denotaremos como K.
Hasta el dia de hoy, el valor exacto de la constante de Grothendieck se desconoce. En la
demostracién original de la desigualdad [Gro56|, Grothendieck demostré que la constante K¢
cumple

1,57 ~ = < K¢ < senh (;r) ~ 2,3 (1.1)

T
5 <

1



2 CAPITULO 1. DEMOSTRACIONES CLASICAS

Desde entonces, muchas nuevas demostraciones fueron apareciendo, con cotas peores y mejores
a las originales de Grothendieck. La mejor cota inferior conocida hasta hoy es 1,67--- < Kg,
debida a [Ree91] (ver seccién (1.4)). Por mucho tiempo, la mejor cota superior conocida fue
Ko < 5 ( o TRV’ debida a Krivine [Kri78] (ver seccién (L.3)), y se conjeturaba que este era el

valor 6ptimo de la constante. Sin embargo en un trabajo muy reciente [BMMN13] se demostrd
que la cota de Krivine no es ajustada (ver capitulo (2))). Los autores de ese trabajo desistieron
de dar una cota superior explicita para la constante, porque su propio método dej6é abiertas
preguntas que permitirian mejorarla.

Vamos a concentrarnos un poco en esta formulacién matricial de la desigualdad. Hagamos
algunas observaciones elementales sobre el problema.

Para empezar, notemos que podemos pensar a la desigualdad de Grothendieck como una
relacién entre dos problemas de buisqueda de valores éptimos para una matriz A € R™*",

Definicién 1.1.2. Dada una matriz A € R™*™, notamos

PT(A) := i 1.2
OPT(A) 52&]6{ 11} Z 0iij€;j. (1.2)

Claramente, el valor OPT(A) se alcanza para al menos una elecciéon particular de 0y, €5,
ihay sélo finitas posibilidades! Sin embargo, el total de estas posibilidades es 2", que crece
exponencialmente con el tamano de la matriz. Esta dificultad y sus implicaciones motivara gran
parte de la segunda parte de este trabajo. La notacién OPT(A) se usara alternativamente para
el valor méximo definido arriba como para el problema general de hallarlo. El contexto permitira
siempre salvar este abuso de notacién.

Veamos que una definicién alternativa del problema O PT'(A) es tomar el méximo sobre todos
los 0, ¢; € [—1,1].

Esta claro que

n
max E dia;jej > MAX E diaij€j,
1)

51‘,63 [-1,1], ig=1 176]6{ 1,1}, i,j=1

ya que estamos tomando el maximo sobre un conjunto mas grande. Para ver que vale la reciproca,
tomemos una solucién maximal ¢;,€; € [—1, 1] (que existe por la continuidad del problema y la
compacidad de [—1,1]™""). Ahora dejemos fijos todos los valores excepto por un d;,. El valor
alcanzado por la solucién se puede reescribir como:

Z 0iaijej +0ig Z Wigj€j

t,j=1

i#i0

N———— cte
cte

Como esta funcién es lineal respecto de 9;,, alcanza un valor maximal en —1 o 1. Luego podemos
reemplazar ¢;, por —1 o 1, y que el valor de la férmula no decrezca. Haciendo esto para cada
una de las m + n variables, llegamos a un conjunto d;,¢; € {—1,1} que alcanza el valor maximo
OPT(A).
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Definicién 1.1.3. Dada una matriz A € R™*", definimos

n

SDP(A) := sup sup Z a;ij(us, vj). (1.3)
H Hilbert ui,’l)jEH i,jzl
l[will=llv;]I=1

Notemos que, sin pérdida de generalidad, podemos considerar que el espacio H es siempre
R?". Para ver esto, simplemente tomemos el espacio vectorial generado por los 2n vectores u;, vj.
Al ser un espacio de Hilbert de dimensién < 2n, resulta ser isométrico a un subespacio de R?".

De la misma manera que lo hicimos para OPT'(A), podemos ver que la funcién i a;j(uq, vj)

ij=1
es afin sobre cada variable u; o v;. Luego, el valor SDP(A) no aumenta si permitimos tomar
vectores u;,v; con norma menor a 1.

Otro punto importante a notar es que cualquier asignacion de valores de para el problema
OPT(A) constituye una asignacién valida para el problema SDP(A). Para ver esto, basta con
tomar H := R y usar una solucién maximal de OPT(A) para el problema SDP(A). Esto nos
dice, en particular, que

OPT(A) < SDP(A). (1.4)

Esta dltima observacion podria sugerir que el problema de hallar el valor éptimo o una
solucién maximal de SDP(A) es més dificil que hacer lo propio para OPT(A) ya que, después
de todo, estamos buscando la solucién 6ptima en un conjunto mas grande de soluciones validas.
Veremos mas adelante que ocurre exactamente lo contrario (el problema SDP(A) estd en P,
mientras que el problema OPT(A) es NP-hard) y algunas implicaciones de este hecho.

Con las definiciones de los problemas OPT(A) y SDP(A) en mente, podemos llegar a la
siguiente formulacién de la desigualdad de Grothendieck, quizas su forma maés “computacional-
mente amistosa”:

Desigualdad de Grothendieck 1.1.4. Ezxiste una constante universal Kg € Rsq tal que:
SDP(A) < Kg - OPT(A)
para todas las matrices A (independientemente de la dimension).

La desigualdad de Grothendieck vale, con exactamente la misma constante, si permitimos
que las matrices A sean rectangulares. Para probar esto, sin pérdida de generalidad, basta notar
que, dada A € R™*™ con m > n, los problemas OPT(A) y SDP(A) alcanzan los mismos valores
méximos que OPT(A) y SDP(A) cuando A € R™*™ se define como

O = Qi 1<n
K 0 i>n’

Notemos que, para una matriz A dada, el valor de OPT(A) equivale a algunas normas
conocidas. Mas precisamente:

n

OPT(A) = { 0;Qi€; = ix 0Ae = || Al gion m
(A4) 51-,;%?}1,1]1.;1 1G5 € 5,22%2(& € [ ||Bu(eoo,zoo),



4 CAPITULO 1. DEMOSTRACIONES CLASICAS

donde Bil(E, F) denota el espacio de funciones bilineales en E x F. Como este espacio se
identifica isométricamente con L(E, F*), tenemos que:

OPT(A> = HAHB(zgo,zgo) = HAH&}O%@?-

Vamos a contar las demostraciones de las primeras cotas inferior y superior (1.1) que se
conocieron para la desigualdad en esta seccién. Las demostraciones estan basadas en las de-
mostraciones originales de Grothendieck, pero estan adaptadas al contexto de la formulacion
matricial de Lindenstrauss-Pelczyniski.

Vamos a empezar por la cota superior, y para esto necesitamos el siguiente lema.

Lema 1.1.5. Sean u,v € S¥71, y sea G un vector aleatorio en R* con distribucion Gaussiana
estandar. Luego

sen (3B [sgn((G. ) sgn((G. )] ) = {u.v)

Con este lema, vamos a demostrar que

Teorema 1.1.6.

Kg < senh (g) ~ 2,3.

Notemos que esta serd nuestra primera demostracion de que K¢ existe efectivamente como
constante finita, y por lo tanto la primera demostracién de la desigualdad de Grothendieck,
aunque sea con una constante subdptima.

Demostraciéon. Empecemos con una matriz A € R™"*" cualquiera, y sea

M = sup Z aijéiej. (15)
dieje{—11}; j=1

Entonces tenemos que

n
Z a;joiej| <M Vo, e; € {—1,1}. (1.6)
i,j=1
Sea {u1, -+ ,Up,v1, -, v} € H un conjunto de vectores de norma 1. Sin pérdida de gene-

ralidad, podemos suponer que H = R?". Queremos ver que
n
Z aij{us,vj)| < K- M,

1,j=1

para alguna constante K lo més chica posible.
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Apliquemos el Lema ((1.1.5) para cada par u;,vj, y obtenemos:

> aijarcsen((u;, v;)) Z aij g ZE¢ [sen((us, G)) sgn( (v, G))]
ij=1 ij=1

n T n

Z a;j arcsen((u;, vj)) = §EG Z a;j sgn({u;, G)) sgn((v;, G))
ij=1 li,j=1

n T n
Z a;j arcsen((u;, vj))| < §EG Z a;j sgn((uqs, G)) sgn((vj, G))
no=1 =1 s;e{—-1,1} ee{~1,1}

< TEq[M] =M

: (1.7)

m
5"

Nos gustaria tener una forma de aplicar sen(—) al lado izquierdo de (|1.7)), para recuperar los
productos internos (u;,v;). Para lograr esto, vamos a usar la serie del seno y acotar separada-
mente en cada grado.

Definimos, para cada k € N, af’j = aj;(arcsen((u;, vj>))k. Vamos a probar inductivamente
que

<M< )k Vo€ € {—1,1}. (1.8)

Z awé €j

1,j=1

El caso k = 1 lo acabamos de probar en (1.7)). Ahora supongamos que sabemos que (/1.8 vale
para algin k y demostrémoslo para k + 1. Entonces con {d;};, {€;}; fijos tenemos que

n
= Z afj arcsen((u;, vj))d€;

i,j=1

Z akJrlé‘ €

4,j=1

= Z aU2EG sgn((us, G)) sgn((vy, G))] die;
i,j=1

< SEa || X alysen((us, G)dsen((v, &))eg

1 - -
I d;e{-1,1} &e{-1,1}

k k+1
< gM (72r> =M (g) por hipdtesis inductiva.
En particular, esto significa que Vk € N
n

E a;j arcsen((u;, vj))
t,j=1

Za . 1 <M(72T>k

Zj 1 “6 9 “E] ”

Y ahora si, podemos usar esto para aplicar a ([1.7]) la serie del seno y “recuperar” los productos
internos.
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n n
Z aij(ui, vj)| = Z a;; sen (arcsen((u;,vj)))
4,j=1 5,5=1
= z”: a;; (i ﬂarcsen((u‘ v‘>)2k+1>
= ij iy Uj
Pl = (2k+ 1)!
< i _t 2”: aij arcsen((ug, v;)) 2+t
T = 2k + 1) | = Y v
k=0 2,7=1
e 1 T\~ & (E)k T
<y Loy () — M 2:Msenh(>.
S it (5) =M il = s (5
O
Ahora vamos a probar la cota inferior de Z. Para esto vamos a discutir brevemente un

subproblema del problema de Grothendieck. En r21uestra formulacién computacional , per-
mitiamos que A sea cualquier matriz real. Pero también puede tener interés hallar la constante
6ptima Ky cuando A pertenece a algin subconjunto més pequeno de matrices M C M(R).
Como la desigualdad de Grothendieck tiene que valer en cualquier conjunto de matrices, en par-
ticular vale para todas las matrices del subconjunto. Esto nos dice que siempre K; < K¢, pero
la desigualdad podria llegar a ser estricta. En este caso, vamos a restrigirnos a que M pertenez-
ca al conjunto de las matrices semidefinidas positivas, y veremos que alli podemos encontrar la
constante exacta Ky = § que separa a los problemas OPT y SDP.
Para esto vamos a valernos de un nuevo lema ligeramente similar a :

Lema 1.1.7. Sean u,v € S¥71, y sea G un vector aleatorio en R* con distribucion Gaussiana
estandar. Luego

1. Eg [(u, G)(v,G)] = (u,v)
2. \/gEG [sgn ((u, G)) (v, G)] = (u,v)
3. 5Eq [sen ((u, G)) sgn (v, @))] = (u,v)+Eq | ({u, @) — \/Fsen (u, @) ((v,G) = /5 sen (v, @)

Demostracion. Veamos primero el item (1). Como |ju|| = ||v|| = 1, podemos expresar v =

(u, v)u + /1 — (u,v)2ut, con |Jut| = 1,u L ut. Luego

(u, G) ((u, V) (u, G) + /1 — (u,v)2(ut, G>>}
= (u,v) Bq |(u,G)?] /1= (u,v)2Eq [(uh, )] = (u,v),

N—————’ N—————
=1 =0

Eq [(u, G){v,G)] = E¢

porque (u,G) y (ut,G) tienen distribucién normal estandar, y de hecho son independientes.
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Valiéndonos de este hecho, podemos seguir con el item (2):
Eg [sgn ((u, @) (v, G)] = Eq [sgn ((u, G)) (v, G)]

— Eq [sgn ((1,6)) ((u,0) (0, G) + /1~ (w024, 6) )|

— (u,) B | (1, G|+ (/1= (. 0)? ) B sen ((u, G))] B [(u*, )|

=),

porque, nuevamente, (u,G) y <ul,G> tienen distribuciones Gaussianas independientes. Notar

que usamos que, en dimensién 1, la esperanza de la norma de una distribucién Gaussiana estan-

dar es \ﬁ
i

Para terminar, demostramos (3) usando (1) y (2):

(u, 0) + Eq K(u,G) - \/ngn(w,@)) (@,G) - Sgn(@,@)ﬂ _

=(u,v) + Eq [(u, G){v,G)] - \/;EG [(u, G) sgn({v, G))]

Eg [sgn((u, G)){v, G)] + gEG [sen({u, G)) sgn({v, G))] =

N

ol 3

—~

u,v) + (u,v) — (u,v) — (u,v) + gEG [sgn({u, G)) sgn((v, G))] =

Eg [sgn((u, @) sgn((v, G))] -

T
2
Vamos a usar también este lema sobre la distribucién uniforme en SF—1.

Lema 1.1.8. Siu y v son dos vectores aleatorios independientes en SK=1 distribuidos con den-
sidad uniforme, entonces

E[wo)?] =1 En<u,v>u=<ﬁ+o<1>>¢},

donde o(1) representa una expresion en funcion de k tal que o(1) LEsY

Ahora si, vamos a demostrar que el mayor gap posible entre los valores de SDP(D) y
OPT(D) en el caso particular de matrices semidefinidas positivas es exactamente 7.

Teorema 1.1.9. Para toda matriz D semidefinida positiva, se cumple que
SDP(D) < % . OPT(D).

Ademds % es la menor constante que cumple esta propiedad.
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Demostracién. Empecemos por notar que, en una matriz semidefinida D € R™*™, siempre existe
una solucién maximal {6;},{e;} € {—1,1} de OPT(D) con §; = ¢; V1 < i < n. Para ver
esto, tomemos {d;},{e;} C {—1,1} una solucion maximal de OPT(D) cualquiera. Como D es
semidefinida positiva, resulta que existe C' € R™*" tal que D = C'C. Luego

OPT(D) = [§De!| = |5CtCel| = |(Cdt, Cet)| < ||Ct||| Cet],

por la desigualdad de Cauchy-Schwartz. Pero por otro lado, como multiplicar por § a izquierda
y a derecha es una solucién particular de OPT' (D),

|C8t|)? = [(Cst, CoY)| = |sCtCs'| = [6Dd'| < OPT(D).
Analogamente, ||Ce!||? < OPT(D). Por lo tanto
OPT(D) < ||Co"|[[|Ce'|| < OPT(D),

y la igualdad sélo se puede cumplir si |C6¢|| = ||Cet|| = JOPT(D). Es decir, si [0Dd| =
leDet| = OPT(D), que era lo que queriamos probar.

Ahora veamos que lo mismo ocurre con el problema SDP(D). Para esto, dada una matriz
A € R™™_ construyamos A" ¢ R27*%2n” yna matriz de bloques:

Alo -+ 0
(2n) Oh 0

A"::' ‘ E
oo L

2n bloques

t
Con esta notacion, estd claro que D2 es semidefinida positiva, con D2 = (C(Q")) c@n),

Dada una evaluacién {u;},{v;} C S**~! del problema SDP(D), definimos u,v € R2%* como

U= (u1(1)7u2(1)7 T 7un(1)7u1(2)7u2(2)7 """ 7“”(”))
v = (1)1(1),1)2(1), T 77}”(1)71]1(2)’02(2)7 """ ,Un(n)).

Resulta entonces que

n
Z dij(ui, vj) = uD®Myt = (C(Q”)ut)t(c(%)vt)
,j=1

En particular, y de forma similar a lo que hicimos anteriormente, si {u;}, {v;} C S*"~! son
una evaluacién maximal de SDP(D), entonces resulta que

> dijlui, vj)

ij=1

SDP(D) = = [uD@y!| = [w(CE)CEy| < [|(cmut)| | (@t < SDP(D),

con ||CPMyt|| = uDPMyt < SDP(D) y ||CC™ot|| = vDEMy! < SDP(D). Entonces resulta
que:
uDCMyt = yDPP)yt = SDP(D).
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Ahora sea D € R™*™ una matriz semidefinida cualquiera y apliquemos el item (3) de ((1.1.7))
a una solucién 6ptima del problema SDP(D) (de la que podemos asumir, como acabamos de
ver, que u; = v; V1 < i <n). Entonces

gEG [Z dij sgn <<uzy G>) sgn (<uj7 G>)

ij=1

SDP(D)+ Y dyc | (0,6 — |5 som (0 00 (03,6 =[5 sn (a5, 60) ) | < 5DP(D),

ij=1

::giELQ(Q) =:gj€L2(Q)

ya que > ' dij(gi,g;5) > 0, por ser D semidefinida positiva. Para cada G,

{sgn ((ui, &)}, {sgn ((u;, G))} € {-1,1}

son una evaluacion posible para el problema OPT(D). Como el promedio ponderado por G de
esas evaluaciones es 2SDP(D), entonces al menos una de ellas resulta ser > 2SDP(D), y por
lo tanto, para el caso D semidefinida positiva tenemos que

gOPT(D) > SDP(D).

Nos falta ver que efectivamente /2 es la constante 6ptima para este problema. Para ver
SDP(D)
OPT(D)
se aproxima a 5. Vamos a fijar un d € R, y luego tomemos n > k. Sean {v;}1<i<, variables

aleatorias independientes elegidas independientemente sobre S¥~!. Definimos luego la matriz de

Gram de los vectores 7, que es claramente semidefinida positiva:

esto, vamos a construir matrices D semidefinidas positivas para las cuales el cociente

<v,-,vj>
di; = .
K n2

Ahora si evaluamos el problema SDP(D) en los vectores v; resulta:

n ” vz,vj 1 & 2
" ) = 35 Sy $° (e

Si tomamos esperanza sobre las variables v;, vemos que

“ 1 &1 1
ijz:l dij<vi71}] ] 2 ;IE[ UUU] ] nzl;lk = %7 (19)

por el Lema (1.1.8). Esto quiere decir que el valor éptimo del problema SDP(D) es al menos %
Para ser mas precisos, dado que no hay una matriz D definida, sino que la estamos definiendo
a partir de ciertos vectores aleatorios {v;}, lo que podemos decir es que existe al menos una
matriz D € R™*™ y al menos una asignacion para el problema SDP(D) de esa matriz con valor
al menos %
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Ahora vamos a acotar el valor del problema OPT(D) para este tipo de matrices. Sea
{di}1<i<n, y recordemos que ya sabemos que el mayor valor de OPT (D) tiene que alcanzar-
se con 0; = ¢; para todo i € {1,...,n}. Luego

Zdij&(Sj: Z <U“vj 0i0; —< Oivi Z(Sjnvj>: %Z&vi
ij=1 ij=1 j=1 i=1

Es decir que el mayor valor posible del problema OPT (D) esté ligado a la mayor norma posible

n
del vector Y d;v;. Supongamos que {d;} es la eleccién éptima de signos para maximizar la norma
i=1
de i d;vi, y sea w la direccién de este vector maximal. Entonces esta claro que los signos d;
de este vector tienen que hacer que los vectores v; “apunten lo més posible” hacia la direccién

de w. Es decir

<Z 51'111', w> =
i=1

Entonces resulta que, en este tipo de matrices, para algin w € S41

2 1 2 1 2
= (nngn(@i,w))(Ui,w)) = <n2|<vsz>|> :

i=1 =1

y  0; =sgn ((v;, w)) Vi, 1 <i<n.

n

OPT(D) = H; S sgn({vr, w))o;

=1

En particular, esto nos dice que

n 2
OPT(D) < méx <i2|<vi,w)|> .
1=1

weSk—1

Como el argumento de la derecha es claramente uniformemente continuo en w, entonces, dado
¢ > 0 podemos tomar un subconjunto W. C S*¥~! finito tal que

2
( weW( ”U’L? )

Tomando esperanza sobre los v; usando el Lema (|1.1.8)), obtenemos

2 2
L 1< 2 1 2 1
E[OPT(D)] < ur,%%i < ZE Vg, W ) +e < dx E; ((\/;—1-0(1)) \/E> +e = <7r —i—o(l)) e
(1.10)
Sé6lo resta poner todos los argumentos de ([1.9) y (1.10). Supongamos que tenemos k, € y

el conjunto W. C SF~1 fijos. Lo que dicen estas dos ecuaciones es que, con n suficientemente
grande, alguna de las matrices de Gram D cumple que

SDP(D) > % —c y OPT(D)< (i + 0(1)) % be

I_¢

. . . . SDP(D) % ~ T
Luego esta matriz D tiene un integrality gap OPT(D) > Tro) It ~ 2
hacer esto para cualquier k,e > 0, y o(1) koo, 1, entonces existen matrices D semidefinidas
positivas con integrality gap arbitrariamente cerca de 5. O

— ¢’. Como podemos
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1.2. Version con productos tensoriales

El contexto original en el que se desarrolla la desigualdad de Grothendieck es el de normas
en el producto tensorial de espacios normados. Grothendieck estudi6é el problema de, dados
dos espacios normados (E, ||—|g), (F,||—||F), como construir una norma ||—||g en el producto
tensorial £ ® F' de manera que esta nueva norma tenga alguna relacion de compatibilidad con
las normas originales. En general son interesantes las siguientes propiedades, que pedimos en la
definicién de una norma tensorial.

Definicién 1.2.1. Dados E, F' espacios vectoriales, no necesariamente normados, podemos iden-
tificar * ® y* € E* @ F* con una funcién en (F ® F')* dual algebraico de la siguiente manera:

(" Ry )(x®y):=2"(x)y*(y) Vx e E,y € F.

Definicién 1.2.2. Si (E, ||—||g), (F,||—||r) son dos espacios normados, ||—||g una norma en el
espacio E® F,y ((F® F)*, ||—||g+) su espacio dual estdndar. Decimos que la norma ||—||g es
razonable si:

L lz@ylle = lllellylr VYoeEyeckF.

2. 5" @y" € (B F|-le), con [lz* @y (e = [la*|e-lly*[lr- V2™ € (B, |-lg)*y" €

(' =llr).
Definiciéon 1.2.3. Una norma tensorial a en la categoria de espacios normados es un méto-
do para, dado cualquier par de espacios normados (E, ||—| ), (F, ||—||r), construir una norma

a(—; E, F) en el espacio vectorial E ® F' que cumple lo siguiente:
1. La norma a(—; E, F') es razonable.

2. Se cumple la propiedad de mapeo tensorial:

1Ty @ Talla == Ty ® T2 : (E1 ® Ea, a(—; By, Ep)) = (F1 @ Fa, a—; F1, F2))|| < | Thl[|T2]]-

A Grothendieck le interesaba estudiar cudles son las normas tensoriales “naturales” que se
pueden construir en productos tensoriales de espacios normados. En su paper |Gro56|, que es
basicamente el paper fundacional de la teoria de normas tensoriales, en algiin momento quiere

b
demostrar la equivalencia de dos normas tensoriales /7\, w2, lo que lo lleva a plantear por
primera vez lo que hoy conocemos como “Desigualdad de Grothendieck”:

Desigualdad de Grothendieck 1.2.4 (Théoréme fondamental de la théorie métrique des
produits tensoriels). Existe una constante Kg € Rsq tal que

/7[‘\ < KGwQ.

El trabajo de Grothendieck pas6 en cierta medida desapercibido por la comunidad mate-
mética por bastantes anos. En [Pis12], Pisier conjetura que algunos motivos para esto fueron
que era un trabajo largo, publicado en francés en una revista brasilena de poca circulacién, y
que lidiaba con un tema que no estaba en la moda de la época. Pero 15 afios mas tarde de la
publicacién del paper de Grothendieck, un trabajo de Lindenstrauss-Pelczynski [LP68| retomé
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varios de los caminos abiertos por éste, mostrando cémo incluso mucho de su contenido era
aplicable para responder preguntas que habian surgido en la comunidad luego de su publicacién.
Una de las contribuciones mas interesantes de este nuevo trabajo fue la de dar una formulacion
del Teorema Fundamental de Grothendieck mucho mas elemental en términos de matrices.

Por mucho tiempo, la mejor cota superior conocida para la constante Grothendieck fue la
hallada por Krivine en [Kri78|, y cuya demostracién veremos en la préxima seccién.

Para esto, vamos a introducir las normas tensoriales wy y .

Definicién 1.2.5. Dados dos espacios normados (E, || —|/z), (F,|—|), la norma proyectiva 7
en E ® F se define como

m
7(z; B, F) = inf {Z |kl Ellyell F
k=1

m
Z=Z$k®yk}

k=1

Definicién 1.2.6. Dados dos espacios normados (E, ||—||z), (F, ||—||F), la norma wy en E ® F
se define como

m m
wa(z B F) = inf § sup |3 o (@n)?y | Dy (w)l? | 2 = Y an @y
k=1 i=1

Cuando los espacios E'y F son C(S) y C(T') para compactos S y T, la definicién se puede
simplificar un poco.

Lema 1.2.7. Para el espacio C(S) @ C(T) vale que

wa(2z;C(S),C(T)) = inf H Z|xk|2 Zwk‘z 5 — Z$k®yk
= k=1 k=1

[e.e]

En el caso de wq para ¢, ® ¢, tenemos una interpretacién alternativa muy conveniente de
la norma ws. Si S :=T := {1,--- ,n} podemos identificar {7 ® {2 ~ C(S) & C(T). A su vez,
hay una inclusién inmediata de C(S) @ C(T') CC(S x T).

Ahora supongamos que tenemos un tensor z € (2 ® {2, y lo interpretamos como una
funcién z € C(¢} x (7). Vamos a decir que Z (o z) tiene una representaciéon como producto
interno si existe un Hilbert H y dos asignaciones s — ug, t — v, con ug, vy € H, de manera que
Z(s,t) = (us,ve)y Vs, t € L],

Dada una representacién {us, v¢ }, podemos calcular su “tamafio” como r£1€a§< llus || 3¢ I{l&g{ l|lve |l

Luego para cualquier tensor z, podemos preguntarnos cuél es el menor “tamafio” posible que
puede tener una representacion como producto interno. Esta métrica sobre z resulta coincidir
con la norma wsy.

Lema 1.2.8.

. n _ g 7
wa(z; 00, 0) = sHulgtvat gr&ﬁ]uﬁﬁ]vﬂ@
representaciones de z el
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Demostracion. La demostracién es inmediata con la siguiente correspondencia. Dada una repre-

m
sentacion z = > xp ® yi del tensor z en £2 ® 7, consideramos la representacion:

0 — 4 0o — g
s = (wx(s))k to—= ()

Por otro lado, partiendo de una representacién como producto interno de z
s> us € 0yt — v € 0y,

sin pérdida de generalidad, podemos conseguir una representacion tensorial de z definiendo:

m
2= T @Yk, g € L0,y € 02

k=1
T - €? — R Yk : 5711 — R
s = (ug)k t = (v)g

Esta claro que estas dos operaciones se corresponden, y que sus “tamanos” coinciden:

n
H Z vakl2 D luel?|| = mx s ool
k=1 00 teﬂ%

Tomando infimo a ambos lados, obtenemos el enunciado del lema.
O

Si tenemos un tensor z que tiene norma wy menor a 1, entonces podemos hallar una repre-
sentaciéon como producto interno de z donde |lus|| = ||ve]| = 1Vs € £}, € £}. Veamos esto. Si
la norma wy de z es menor a 1, entonces por el lema anterior ((1.2.8]) existe una representacién
us, vy € £ con ||usl|, ||lv]| < 1. Definamos entonces una nueva representacién i, ; € £3'2:

(us)k k<m (ve)k k<m

Uk =41 = |lusl} k=m+1 (G = 0 k=m+1.
[Jus]|3 - S —
0 k= m+2 L= [l k=m+2

Claramente s — ug,t — 03 es una representacion de z, y ||ug|| = ||0z]| = 1Vs € £7,t € (7.

Usando Cauchy-Schwarz, esta interpretaciéon permite ademas ver inmediatamente que

1 CLrxen
1Z1SE D < (e £, £2).

Ahora que ya tenemos alguna familiaridad muy elemental con un par de normas tensoriales,
vamos a volver a la formulacién original de Grothendieck (|1.2.4). Si bien no pretendemos una
cobertura profunda de este tema, nos gustaria de todos modos contar un poco el contexto original
en que surge este problema. La norma /7\ a la que se hace referencia en es el resultado

de aplicarle el operador /—\, conocido como capsula inyectiva a la norma 7. Vamos a dar las
definiciones minimas para seguir.
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Definiciéon 1.2.9. Decimos que una norma tensorial a es inyectiva si para todos los espacios
normados A C E, B C F, y para todo tensor z € A® B C F'® F se cumple que

a(z;A,B) = a(z;, EF).

Definicién 1.2.10. Dada una norma tensorial «, definimos a la capsula inyectiva /o\ como
la tnica norma tensorial inyectiva con la siguiente propiedad: Si f < « es una norma tensorial
inyectiva, entonces 8 < /a\.

Notemos que /«/\ representa entonces un supremo entre las normas inyectivas menores a a.
Se puede demostrar que efectivamente existe tal norma tensorial /a\, y que, dado un tensor z
y un par de espacios normados F, F' se puede calcular

Jo\(z B, F) = sup B(zE,F).
[ inyectiva
BLa

Con estas definiciones ya podemos, al menos, darle sentido al enunciado original de Gro-
thendieck. Vamos a ver, a grandes rasgos, como este enunciado resulta equivalente a la forma

tensorial (|1.3.1) que conocemos.

Idea de la demostracion de (1.2.4]). Para empezar, notemos que en el espacio 3 ® /(2 se cumple
que

S\ (= 00, 00 ) = m(—; 07 ).

» o0 Yoo »o0Y Yoo

Si bien esto no es evidente a priori, se tiene la igualdad entre estas normas, ya que ¢ es un
espacio inyectivo (consecuencia directa de Hahn-Banach).

Esto ya nos dice que la formulacién original de Grothendieck implica nuestra formulacion
tensorial "finita". Para ir en la otra direccién, vamos a necesitar un poco méas de esfuerzo.
Comencemos con dos espacios normados F, F, y un tensor z € E ® F, para el que queremos
probar que /m\(z; E, F) < Kgwa(z; E, F). Resulta que las normas /7\ y ws son finitamente
generadas, es decir, se pueden calcular de la siguiente manera;:

/m\(z; E, F) = AC}EI}]ch /m\(z; A, B) wa(z; E, F) = Acg’ljfch wa(z; A, B).
dimensién finita dimensién finita

Por otro lado, cualquier espacio normado E se puede ver isométricamente como un subespacio
de Loo(Bg+), con la identificacién de x € E con la funcién & € X** C Loo(Bg=).

Cualquier espacio Lo (2) tiene la propiedad de ser un £ para cualquier A > 1. Esto significa
que, dado A > 1 y un subespacio de dimension finita A C Ly (2), existe un subespacio L de
dimensién finita, A C L C Lo(f2) y un isomorfismo 7' : L — ¢ para algin m € N tal que
ITIT~]| < . Es decir, cualquier subespacio de dimensién finita A estd contenido en otro
subespacio de dimensién finita arbitrariamente “parecido” a algin ¢7!.

Ahora es sélo cuestiéon de ordenar un poco lo que sabemos. Recordemos que tenemos z €
E®F y queremos probar /7\(z; E, F) < Kgws(z; E, F). Sean A C E, B C F de dimensién finita.
Luego para cada A > 1 existen Li‘l, Lg de dimensién finita tales que A C Lﬁ CE,BC Lg C F,
y existen isomorfismos Ty : Ly — 7, Tg : Ly — 2 con |Tall| T3, IT5IITE < A, para
algin m € N.
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Luego podemos definir T := Ty @ T : La® Lp — €7 @07, con inversa T~! =T, ' @ Ty
Por la propiedad de mapeo métrico (1.2.3), se cumple que

1Tl < ITANT5] T o < 173 75 (1.11)

para cualquier norma tensorial a.. Entonces

Jm\(25 La, L) < T jm /m\(T ()5 €55, 052) = 1T I\ (T (2); 22, £0) <

» Yoo Yoo ide ohihde o]
<NT ™y Eewa (T(2); €22, 055) < N T7H ym\ K I T lwywa (23 La, Lp) <

<N I T by - Koz La, L) < | Tall Tl T3 175"

<\ Kgws(z; La, Lp).

Pero esto vale para cualquier A > 1, luego /m\(z; La, L) < Kgwa(z; La, LR).
Por ultimo, como para cualquier norma tensorial A C L4, B C Lp = «(z;La,Lp) <
a(z; A, B), tenemos que

. — z . — z . <
/m\(z; E, F) Acg}lf_j’cF /m\(z; A, B) LLI%B /m\(z; La,Lp) <
dimensién finita

< Kg inf we(z;La, L) =K inf wo(z; A, B) = Kqws(z; E, F).
>~ GLA7LB 2( sy /A, B) G ACE.BCF 2( s L1, ) G 2( y L7, )
dimensién finita

1.3. Cota superior de Krivine

En esta secciéon vamos a demostrar que la desigualdad de Grothendieck vale usando la cons-

™ 3 s
tante VD © dicho de otra manera, que Kg < EERVoIR

por Krivine alrededor de 1977 [Kri7§|, y usa algunas herramientas de productos tensoriales. Si
bien en el proximo capitulo reduciremos esta demostracién a técnicas elementales, nos parece
interesante contar el contexto original en que surgen estas ideas.

La demostracién original de Krivine tiene que ver con una formulacién de la desigualdad de
Grothendieck mas cercana a la formulacion original

Esta demostracién fue realizada

Desigualdad de Grothendieck 1.3.1 (Desigualdad entre normas 7 y wsg). Para todo n € N
se tiene que

(2o, 0h) < Kgwa(z; 0o, (%) Vz e ly, ®@L,.

? o0 o0

Antes de dar la demostracién, vamos a probar el siguiente lema que resultard fundamental.

Lema 1.3.2. El espacio {2 @l es un dlgebra normada con la norma dada por we(—; %, l%).

Demostracion. Para empezar vamos a definir el producto que queremos darle a /3, ® (% y
bajo el cual serda un algebra. Como podemos interpretar el espacio 2 ® ¢ como el espacio
de formas bilineales de ¢7 x ¢} a escalares, tenemos un producto muy natural simplemente
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tomando el producto de funciones punto a punto. Es decir, si tenemos 2z, w € £2 ® ¢, definimos
z-w € Bil(f} x (1, R) de la siguiente manera:

z w(s,t) = Z(s,t) - w(s,t) s, t € lr.

Luego z - w se define como el dnico tensor en £, ® £ al que le corresponde esa forma bilineal.

Nos faltaria ver, entonces que wa(z - w; €3, 00) < wa(z; €, 0%) - wa(w; €2, L%).

Por el Lema (1.2.8), dado € > 0, podemos tomar representaciones

{ushs, {vike CHay {ud'}ss {0} © Hu,

con H,,H,, espacios de Hilbert de forma que

Z(s,t) = (ug, vf) [ugll = [lof | = wa(z; €5, £50) + &,
w(s,t) = (ug', v") [ug' | = lloe"|| = walw; €5, £50) + e

Con esto podemos construir una representacién como producto interno de z - w en el espacio
3 3 A 4 z w z w
de Hilbert H, ® H,,. Esta representacion estd conformada por los vectores {uZ @u¥ }s, {vy @ v’ }4
Verifiquemos que efectivamente

z w(s,t) =Z(s,t) - w(s,t) = (uZ,vf)(uy,v’) =

)
_ z w .z w
_<us®us7vt®vt>‘

n cuan main representacion, tenem u

En cuanto al “tamafio” de la representacién, tenemos que

Jug @ ug' noertn = lluglla. [ugllm, = (wa(2 65, £5) + &) (wa(w; 5, €5) +€)
= wa(2; €5, lo) - wa(w; €5, £5.) + O(e).

Y andlogamente con los vectores v ® v;’. Luego, con € — 0, tendremos representaciones de
“tamafio” tan cercano a weo(z; €2, 02 ) - wa(w; €2, £2) como queramos. Nuevamente por el Lema

» o0 oo »o0Y Yoo
(1.2.8)), esto implica que

wo(z - w; 0o, ) < wa(z; o, b)) - wa(w; O, 08).

? o0 oo ) o0Y Yoo [eekinge ]

Usando este lema, vamos a ver la demostracion de Krivine que halla una cota Kg <

m < senh (g) menor a la original de Grothendieck. Luego probaremos la equivalencia de

las distintas formulaciones de la desigualdad.

Demostracion de la Desigualdad de Grothendieck (1.3.1). Sea n € N fijo. Para abreviar, en este

contexto y sin ambiguedad, denominaremos ||z||w, := wa(z; 0, 0% ), |2||x := 7(2; €%, £2.).
Sea z € (% @ (%, con ||z]|lw, < 1, y sea a :=In(1 4+ /2). Queremos ver que [z|| < -
Sabemos por (|1.3.2) que (/% & ¢, |—||w,) es un algebra normada. Luego, como sen(z) =
co  (=1)7 2541
7=0 (2j+1)!

sen(z) 1= Y72, (gj_i)lj)!z%*l Vz el @ 0%

es una serie con radio de convergencia infinito, entonces podemos definir
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Se tiene entonces:
|| sen(az)||w, < senh(al/z||w,) < senh(a) =1

Entonces, como vimos anteriormente, existe una representacion ug, vy € 572“ como producto
interno de sen(az), con |lus|| = ||v]| = 1Vs,t € ¢7. Entonces, por el Lema (|1.1.5) tenemos que:

sen (a3(s, 1)) = sen(az)(s, t) = (us, v;) = sen <7;EG lsen((us, G)) sgn({vr, G>)]> Vs, t € 00,
(1.12)
Por un lado az(s, t) < al|Z|% 1 < a|2]|w, < a < T. Por el otro, ZE¢ [sgn({us, G)) sgn((vy, G))] <

T T

5. Luego, por inyectividad del seno en [—5, 5}, resulta que en ([1.12)) los argumentos son iguales:
az(s,t) = gEG [sgn((us, G)) sgn((ve, G))] Vs, t € (7.

Entonces, tenemos que

n
az = Z az(e;, ej)e; ®e;
ij=1

- T * *
az = Z §EG [sgn((uei,G)) sgn((vej,G))} ef ®e;
3,j=1

n

az = EEG Z sgn((ue;, G)) sgn({ve;, G))ej © €

[\

[ij=1
az = gEG (Z sgn((uei,G>)ef> ® (Z sgn((vej,G»ej)
| \i=1 j=1
s i * *
HG’ZHW < §EG <Z Sgn(<uei7G>>ei> ® (Z sgn(<vej,G>)ej) ]
|| \i=1 j=1 -
™ - * - *
lazll= < SEc || 3 sen({ue, G)ei|| |>_ san({ve;, G))ej
i=1 oo ||7=1 -
L =1 =1
Izl < 5 .

2a 2In(1++v2)
O
Vamos a ver que las formulaciones ((1.1.1)) y (1.3.1) son equivalentes. Dada una matriz A €
R™*" la podemos identificar con una forma bilineal en ¢ x ¢2 . y por lo tanto con una funcion
del dual A € (¢2, ® £, m)*. De hecho, es un hecho conocido que para todos E, F' normados hay

una isometria entre B(E, F), el espacio de formas bilineales en E x F acotadas y (E ®, F)* :=
(F® F,n(—; E,F))*. Vamos a demostrar esto brevemente.

Lema 1.3.3. Para cualesquiera espacios normados E y F, B(E,F) y (E®xF)* son isométricos.
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Demostracion. El isomorfismo lineal es obvio. Veamos la igualdad de normas. Sea B € (E®, F)*
y sea B : E x F' — R su forma bilineal asociada. Si z es un tensor en E ®, F con ||z|| =1y con
una representaciéon z = Zle T; ® y;, entonces:

k k k k
B (Z 5 ® y> > Blow)| < S IBlwillyl < 1B (Z ||asl-|||yiu> .
Luego tomando irllgiino ala derec}i;sobre todas las ;;;resentaciones de z, obtle_riemos:
1B(2)] < 1Bzl
Y ahora tomando supremo sobre todos los ||z]| = 1:
1Bl < |B].

|B(2)| =

Por otro lado, por definicién de |B||, Ve > 0 existen zg € E,yg € F,||zo| = ||lyo]| = 1, tales
que B(zo,yo) > ||B|| — . Entonces si tomamos zp := zg ® yo, resulta que ||2o]|= = ||zol|||voll =1
y luego

1Bl 2 sup 1B 2 1B = |Blro.w)l 2 1B] <
zll=
Como esto vale Ve > 0, entonces || Bl = || B||. O

Ahora si, con este lema a mano, vamos a demostrar la equivalencia entre las formulaciones

matricial (1.1.1)) y tensorial (1.3.1)).

Partamos primero de la version tensorial ((1.3.1)).
Dada una matriz A € R™*", vamos a escribir el tensor

A=) ajei@e; € (Fof)=(of).

ij=1
Sean {u;};-q,{v;}}—; C By, con H Hilbert. Luego el tensor
n
zi= ) (ugvj)ef @€ € (0 ®m) (1.13)
ij=1

cumple que ||z|lw, < 1, ya que los u;,v; inducen una representacién donde ||us||, [|vi]| < 1Vs,t €
0% . Analogamente, se puede ver que si ||z]|w, < 1, entonces existe una representaciéon de z de
tamano 1.

Si z es un tensor en £, ® (%, resulta que

n

Az = 3 aglei@e)(f) = Y aigz(eies) = D aij(ue,, ve,), (1.14)
ij=1 ;

1,7=1 1,j=1

para cualquier representacion s — ug,t — v; de z como producto interno.
Usando esta expresiéon, podemos ver que

n

> aijui, vg)

2,7=1

= méx [Af| = |4

SDP(4) = 1 g <1

[[uill=l[lvj =1

*
Wy
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Por otro lado, por el Lema (T.3.3), resulta que || A/, = IAllB(en gem ) = [Allcs1 = OPT(A).
Con esto, la equivalencia entre las dos formulaciones de Grothendieck queda perfectamente
clara. La formulacién ((1.1.1)) asevera que existe una constante K¢ tal que, para toda matriz A,

SDP(A) < KcOPT(A).
Y acabamos de ver que esto es equivalente a que
Allw; < KcllAlle  VAetof.
iPero esto es exactamente la desigualdad dual de !

Iz|lx < Kallz]w, Vzely ®0.

Como estamos trabajando en espacios de dimensién finita, cada ecuacién implica a la otra.
Es maés, cualquier constante que encontremos que funciona para una de las ecuaciones, inme-
diatamente funciona para la otra. Luego las constantes éptimas de cada caso son equivalentes,
y por lo tanto las dos formulaciones son exactamente equivalentes, como queriamos probar.

1.4. Cota inferior de Reeds

En esta seccién vamos a ver la demostraciéon de la mejor cota inferior conocida para el
problema de Grothendieck. La idea viene de intentar perturbar un poco las matrices con las que
trabajamos en el caso de matrices semidefinidas positivas, para intentar agrandar el gap entre

SDP(A) y OPT(A).

Teorema 1.4.1 (Reeds).
1,67 < Kg.

Vamos a usar la siguiente formulacién de la desigualdad de Grothendieck:

Desigualdad de Grothendieck 1.4.2. Para todo T : Loo(X, ) — L1(X, p) operador lineal
acotado y para todas funciones fi,..., fn € Loo(X, 1) se cumple que

> f
i=1

o0

> (Tfi)?| < KclT|

=1 1

o

La idea va a ser construir operadores T) tales que Kg > H y luego encontrar el A € R

tal que maximiza esta expresién. Definimos el “radio de Grothendieck” para un operador T €

L(Loo, L1) como
[(Ea
ok
=1 o

La idea sobre la que se basa la demostracion es que perturbar un poco a un operador con
un multiplo pequeno de la identidad parece hacer crecer su radio de Grothendieck:

r(T) := sup 1 fi € Loo ¢ - (1.15)

177l

r(Ty) = (T — Ad) > r(T). (1.16)
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El operador inicial 7" que vamos a usar es uno para el cual r(7T') = 7, y resulta ser el mismo
con el que Grothendieck probé inicialmente que § < Kg. Sea (€2, P) un espacio de probabilidad,
y sea {Gy} una secuencia de variables aleatorias independientes Gaussianas estandar. Definimos
T como la restriccion a Lo (2, P) C Lo(€2,P) de la proyeccién ortogonal al subespacio

G:= <G1,G2,...>. (117)

Como {G,} es base ortonormal de ese subespacio, esto quiere decir:

Tf:= iE[fGn]Gn. (1.18)

n>1

Y como habiamos adelantado, definimos T :=1 — A, con A > 0.

Lema 1.4.3. TEY
T(T)\) Z _ .
[T
Demostracion. Fijamos n € N, y definimos las variable aleatorias
G
G .= (Gl,GQ,...,Gn) R := ||G||2 X:(Xl,XQ,...,Xn) = E (119)

Luego R? tiene distribucién X2, X se distribuye uniformemente sobre S"~!. Ademés cada
X tiene esperanza y es independiente de R. Calculamos

TX: = Y E[X.G,]C; = E[XiG,]G; = EIX?R|G; = E[X2E[R|G; = L0
T=V 0, si i)
Entonces EIRIC REIR
X = (] i—/\Xi:Xi([]—)\).
n n
y por lo tanto
n n 2
S rxg = |3 (XE (RE[R] _ A) )
=0 =0 n
n 2
_ (ZXf) (RIE[R] A) _ ‘RE[R} B A’
0 n n

Tomando entonces f; := X; para 1 < i <n, por - ) tenemos que:

S WEH gy ey
1 2 _ n 1
B ( 2% Oo) Y

n n

ol o] [efme) ey [
4 > —
[y - 17X (Y
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y €omo % 70 1
1A

) > .
") 2 g

Vamos a calcular la norma de este T).

Sea K es conjunto de los puntos extremos de la bola unidad de Lo (£2,P), es decir, K :=
{9 € Los($,P) | |g] = 1 c.t.p.}. Como [|Tx(-)|l1 es una funcién convexa, resulta que ||T)\|| =
sup{|[Thgll1 | g€ K}

Supongamos que g esta fijo. Podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que la proyeccién
de g sobre el subespacio G definido en es exactamente su proyeccién sobre el primer
generador en direccién no negativa. Es decir, que Tg = E[gG1] > 0. Como esto vale para todo
ge K:

ITall = sup{[Thgllx | g€ K} =sup{[Taglh |g€ Ky Tg=E[gGi]}
=sup | J{IThgl: | g€ K yTg=E[gGi]=a}.
a>0
Definiendo K, :={g € K | Tg = E[¢gG1] = a}:
T3 = sup U {IT2glls |9 € Ka}
a>0
= sup sup ||Thg||1- (1.20)
a>0geKq
Sea o € R fijo. Dado g € K, definimos como f4(x) a la esperanza condicional de g
2
L o=

respecto de G1: 04(x) := E[g | G1 = z|. Entonces tenemos que |04(z)| < 1y, si ¢(z) := orss

es la funcién de densidad de Gj:
o = E[gGl] =E, [E[gl‘ | G = $]] =E; [xE[g | G = $H
— Eylat, (@) = [ 6,(@)z(x)da.

R
Por otro lado, dada una funcién 0(x), con |#(x)| < 1 c.t.p. y @ = [ 0(z)xd(x)dx, podemos
R

construir g € K, tal que 6 = 6, de la siguiente manera. Sea U una variable uniforme sobre [0, 1]
independiente de todos los GG; con 7 € N. Definimos:

| U < 06
9(U, Zy) = { " 146Gy) -
~1 U > G

Esto nos dice que tenemos una correspondencia:

gEKy s 0,0 < 1,/9g(a:)ac¢)(x)dx — (1.21)
R

Siguiendo con « fijo, vamos a hallar la forma que toma ||T)g||1 con la segunda expresion.
Vamos a usar que:
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I =Pg=1|Gi=2)+Pg=-1|Gi=2)| _ Pg=1|Gi=z) =0
Og(z) =Plg=1]|GCG1=2)-P(g=-1|Gi=2)]  Plg=-1|Gy=x) = %@
(1.22)
ITaglly = E[|Tg = Mgl = E[[aG1 — Agl] = Ex[E[|ax — Ag| | G1 = «]]
:Em“ax—)\l] Plg=1]|G1=2)+ |ax = A\(-1)| - P(g=-1]| G, :a:)}
-E, {!ax—Al-Hgg(x)Jraer)\\-l_zg(x)}
_E, Pax — Al —;— lax + Al N lax — A ; lax + /\|99(x)]
_ / (]am—)\] —;— |z + Al n lax — A ; |am+/\|eg(x)> b(x)dz
R
_ / laz — M| —;— lax + )\|¢(x)dx—i—/ lax — A ; lax + )\’99<1’)¢($)dx- (1.23)
R R

Entonces, queremos maximizar restringido a . Notemos que el primer término
de no depende de 6, luego podemos desestimarlo para maximizar.

Notemos ademas que los factores de los integrandos tanto de la funcién a maximizar como
de la restriccion son impares. Esto quiere decir que podemos, sin pérdida de generalidad, asumir
que 6 es impar. Si no lo fuera, podemos tomar su parte impar é(:v) = L;(_x), que alcanza los
mismos valores para ambas integrales, y por lo tanto resuelve el problema de maximizacién.

Resumiendo, si definimos ¢ (x) := %W, lo que queremos es hallar 6 € Lo (R>0), |0(z)| <
1 tal que maximice:

2/0(m)¢(x)¢(x)d:c restringido a que 2/9(m)x¢(m)dm = a. (1.24)
0 0

La idea para resolver este problema de maximizacién es usar un algoritmo “goloso”. Como
Im(g) C [-1,1], y 2¢b¢ > 0, nos gustaria que §(z) = 1 para “la mayor cantidad” de x posibles,
pero esto se ve impedido por la condiccién de restriccién. La idea es entonces hacer que 6(z) = 1

en los z mas “efectivos”, que son aquellos donde @ es lo més grande posible. Como resulta

que @ es mondtona positiva, los valores mas efectivos seran los mas grandes, y por eso nuestra

candidata a maximizar el problema serd una funcién del tipo:

%@y:{j_izz. (1.25)

Para comprobarlo, sea v > 0 tal que

a= ]2x¢(w)dw - 702:16(1)(1')(13: = \/z(2e_ﬁ_1). (1.26)
0 gl
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Si existiera otra funcién 6 que satisfaga la restriccién de ((1.21)), entonces:

(He) 0,y M) 400 (410) 900 g
n()=egn(0s)
Luego
27(1”? _ ‘”;”) 20, (2)(x)dz > 27(‘”?) - ‘”Ey”) 20(2) () da
0 0

Y como por la restriccién:

[ v0) Y0,y [20)
2/71‘97($)¢(1')d1‘ = a= 2/ x0(x)p(x)dzx.
0 —~— 0

cte cte

Luego haciendo (|1.27]) menos (|1.28)):

23

(1.27)

(1.28)

Y entonces 6, es mejor que cualquier otra funcién que cumple la restriccién. Luego, por la

equivalencia de (1.21]), tenemos una g, <> 6.

Volviendo a (1.20)), ya sabemos que, para cada a € R>g, resulta que el maximo se alcanza
siempre en un g, apropiado para « como se define en (|1.25)), segtin ((1.24). Pero por otro lado,

[0, /2In(2)], entonces existe vo € [0, 1/21In(2)] tal que
[T loo—1 = [[T2gno ll1-

Reescribimos entonces ([1.23) para una g, del estilo de (|1.25)):
00 g
1Thg =2 [ o=z - Aldz + 2/0 6(2)[az + Ndz,
g

donde, reescribiendo también ((1.21)), se tiene que

= 2/;0 d(2)zdz — 2/07 d(2)zdz = \/z <2€_’Y22 - 1) .

1.24)) nos dice que, si « > 0, entonces 0 < v < /21In(2). Luego, alcanza con tomar el supremo
1.20) sobre todas las g, con 0 <~ < 1/2In(2). Como la asignacién v — || Thgy||1 es continua en

(1.29)
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: o 1-) .

Como vimos, queremos maximizar ||2|Fw |‘|1 con v € [0,+/21In(2)], lo que nos deja en una
.7 . . . v . . .

expresion explicita del problema a maximizar. Luego de algunas reducciones que omitiremos, se

llega numéricamente a que los valores 6ptimos resultan ser:

v~ 0,18009 «=0,77222 I = 0,19748
1 _
Q ~ 1,67695667. ...
1 Txg 11

Y esto nos da la cota inferior que buscidbamos.



Capitulo 2

Cotas superiores para la constante
de Grothendieck

En este capitulo contaremos los avances que se realizaron en los ultimos afios respecto a la
estimacion de la constante de Grothendieck. El resultado central del capitulo es la demostracion

™

del paper [BMMN13] de que la cota superior de Krivine de K¢g < 213 v3) Do es ajustada, lo

que represento la primera mejora a las cotas superiores de la constante de Grothendieck en casi
35 afios. Veremos que los autores de [BMMN13] no plantean una nueva cota superior explicita
para K¢ por considerar que el mejor valor que podian alcanzar era suboptimo. Dejan en cambio
planteadas algunas preguntas que consideran que pueden ayudar a mejorar su propio método
y quizds a encontrar la cota éptima en el futuro. Este resultado fue hallado por investigadores
con una fuerte inclinacién hacia la computacién, que identificaron en la teoria un algoritmo
aleatorio para estimar el valor de OPT'(A), que es el mejor algoritmo préctico que se conoce
hasta el momento para esta tarea. Describiremos este algoritmo en este capitulo, ya que creemos
que ayuda a la comprensiéon de las demostraciones y sus mejoras.

2.1. Generalizacion de la demostracion de Krivine

En esta seccién vamos a desarmar la demostracion original de Krivine, e identificar los
elementos generalizables para mejorar un poco la cota superior de la constante de Grothendieck.
Veremos que en el proceso de esta desconstrucciéon nos encontraremos con una interpretacion
algoritmica de la demostracién. El algoritmo que extraeremos es el mejor algoritmo conocido
para el problema de calcular OPT(A) para una matriz A.

Empecemos por mirar la utilizacion del Lema del seno (|1.1.5)) en la demostracion de Krivine.
Las funciones sgn(z), sgn(y) que se usan en la demostracién nos sirven por dos motivos. Primero,
el espacio de llegada es el conjunto {—1,1}, que es el conjunto que usamos en las evaluaciones
del problema OPT(A).

Vamos a tratar de generalizar entonces, reemplazando el par de funciones sgn(z),sgn(y)
por un par de funciones f, g medibles impares que caigan en {—1,1}. Para mayor generalidad,
podemos incluso permitir que el dominio de f y g sea R* para algin K € N, en lugar de
simplemente R. A la hora de redondear, vamos a tener que usar una matriz Gaussiana estandar
de dimensién k£ x m en lugar de usar un vector n—dimensional.

25
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Supongamos que ya tenemos elegidas funciones f,g : R¥ — {—1,1}. Por otro lado, el lema
del seno nos da una forma de evaluar la esperanza:

sen (;TEG [sgn((u, G)) sgn({v, G>)]> = (u,v), u,v € S™L,

Vamos a reescribir esto en una forma mas conviente para la generalizacién. En el fondo, lo que
nos interesa es poder evaluar:

2
Eq [sgn(Gu) sgn(Go)] = —arcsen ((u,v)) u,v € S™L,

Entonces para nuestras funciones f, g nos gustaria también tener alguna funcién, que llama-
remos Hy, : R — R que cumpla similarmente:

Ec [f(Gu)g(Gv)] = Hpg({u,v)  uwveS™ L

Entonces, en la demostracién original de Krivine podriamos decir que Hggp sgn = % arcsen (—).
Vamos a ver pronto que la funcién Hy 4, que sélo depende del producto interno de v y v y no
de los vectores en si, efectivamente existe.

Por ultimo, para la demostracion de Krivine es fundamental el uso de la constante v :=

M, es decir, la constante tal que senh (g—) evaluado en v da 1. Notemos que el seno
hiperbdlico viene de haber invertido la funcién 7 arcsen para obtener la funcién sen (%—), y

luego mirar la serie absoluta de esa funcién para obtener senh (7). Dada una funcién definida

k

o0
por una serie de potencias h(z) := > apz”, vamos a definir su serie absoluta como
k=0

hobs (1) = > |ag|z".
k=0

21n(1+v2)

Luego podemos reescribir la condicién anterior como que v = =———- es el nlimero que cumple
que

((i arcsen> 1>abs (v) = (sen <727_>)ab5 (v) = senh <72T’Y) =1

En nuestro nuevo contexto de funciones f, g més generales, esto equivale a pedir que exista
un v74 € Ryg tal que

1) abs
(Hra)" (re) =1. (2.1)
Resumiendo todo esto un poco, estos son los elementos que nos permitirin generalizar la
demostracién de Krivine, y sus realizaciones en la demostracién original:

sgn,sgn: R — {—1,1} «+————— f,g:R¥ = {—1,1} medibles impares

%arcsen:R—HR<—> Hfy:R—=R
Eq [sen(Gu) sgn(Gv)] =  arcsen ({u, ) ¢ Ec [f (Gu)g(Gv)] = Hyy((u,0)
_ 2In(1++v2) T

Iy

1 abs
- =1« = 1.
- , senh (27) 1 Fvr,9 € Rso, (Hf,g> (vr.9) =1
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A los pares de funciones f,g que tienen estas propiedades, los denominaremos Métodos de
Redondeo de Krivine (MRK).

Para empezar, vamos a demostrar que cuando f, g son funciones impares medibles, efectiva-
mente existe una funcién Hy, como la de la arriba que sélo depende del producto interno de
los dos vectores u,v. Por comodidad a la hora de hacer las cuentas, vamos a usar una versién
levemente modificada de la esperanza que calculdbamos antes:

1 1
Notemos que esto no da mayor generalidad, ya que hay una biyeccién entre las funciones f <

a1 1 ~ - Foen {—
f (\/5 ) , g4 g (\/5 ), y todas ellas pertenecen al espacio de funciones de R¥ en {—1,1}.

Ahora s, dados u,v € S, |lu| = ||v|| = 1 definimos:

Hy¢g(u,v) :=Eqg [f (%Gw) g <\2Gy>} . (2.2)
Como u,v € S™ !, de manera aniloga a lo que hicimos en , tenemos que v = (u,v)u +
V1 — (u,v)2u*. Por lo tanto, la distribucién de las variables aleatorias (Gu, Gv) es equivalente a
la distribucién de (Gu, (u, v)Gu + /1 — (u, v)2Gut). Pero Gu, Gu' resultan ser vectores Gaus-
sianos de dimension k estandar, e independientes entre si. Luego esta distribucion equivale a la
distribucién (Gy, (u,v)G1 + /1 — (u,v)2G3), donde G1, G4 son vectores aleatorios Gaussianos
estandar e independientes de dimensién k.
Resulta entonces que:

1 (u,v) V1= {(u,v)?
\@G1)9< NG G+ 7 G2)1-

Como la tnica informacién de u y v que usa H #, €s el valor del producto interno (u,v), podemos
definir simplemente:

Hpq(t) = Egy 6, [f (1G1) g <tG1 + 1426’2)] .

E’fﬂ(“?”) - EGLGQ lf (

V2 V2 V2

De esta manera Hy ,(u,v) = Hy4((u,v)).
Tratemos entonces de conseguir una expresion mas explicita para Hy 4(t):

Definicién 2.1.1. Un Método de Redondeo de Krivine de dimension k& € N consiste en un par
de funciones medibles impares f, g : R¥ — {—1, 1}, tales que la funcién definida a partir de ellas:

Hpq(2) = Egy 6, [f (\}EGI) g (\%Gl + \/?Gzﬂ

cumple que Hf_g1 es inversible en un entorno del origen, y si H;gl(z) =227 a;jz’ es la expresién
como serie de la funcién inversa en ese entorno, entonces existe v := y(f, g) € Rs¢ tal que

o0 .
> lagly =1.
=0
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Vamos a ver como con estos elementos alcanza para probar que K¢g < ﬁ de forma analoga
»g

a lo que hicimos en (|1.3.1]).

Sea z € /7, @7, con ||z]lw, < 1,y sea a := In(1 + v/2). Queremos ver que ||z, < T

Se tiene entonces, usando que wso es una norma de algebra:

H_l < H_l abs H_l abs 1
I f,g('Yf,gz)HwQ = f.9 (V.gllzllws) < f.g (Vrg) = 1.

Entonces para algin m € N, existe una representacion u;,v; € S™=1! como producto interno
de H (’yf 4%). Entonces, para cada i,j € {1,--- ,n}:

Vt.g%(€isej) = Hy,g (Hf_gl (Vz(ei,ej))) = Hy 4 ((u;,v5)) = Eg [f <\2Gﬁ@) g <\2Gv~])] .

Entonces, sumando sobre cada e; ® €} canénico:

- f v 1 1N\ ..
Vrg? = Y Verleie)ei ®ej = Y Eg {f (\@Gul> 9 (\/ﬁG”jﬂ € ®ej =

i,j=1 4,j=1
Vig®c = Eq [(Zf( Guz) 7,) (Zg( Gv]) *)] :
Tomando ||—||» a ambos lados, tenemos que:
Ivtg2llr < E ( Gu) ig(le~>e* 1
B ™ = G ) 1 = j ] =
f.g =~ NG J )€
1
[2llr < —-
f:9

Entonces el vy, que le corresponde a un Método de Redondeo de Krivine (f,g) estd fuer-
temente ligado a la constante de Grothendieck. En particular, nos va a interesar hallar, para
mejorar las cotas superiores de la constante, los MRK con mayor valor de v asociado posible.
Por este motivo, queremos conocer lo mds posible sobre las funciones Hy 4, sus inversas y las

series absolutas de estas. Empecemos por encontrar una expresion mas explicita de Hy, para
un MRK dado:

Hpo(t) = Eci 6, [f (ﬁG1> g (\%Gl + 1\/;2(}2)]

1 z t V1—1¢2 12+ 15112
— — T+ ——g e =z dzdy
27rk/Rk/ka< >g<ﬂx+ NG y)e 2 Tdy

Si [t| < 1, usando & := /2,7 = f%m con |J| = #

1 ok _ el +Hy||22—2t<x,y>d J
= 1—t
e _M/Q/Rk/kmgw vdy

Hzn2+\|yn2;2z<z,y>d 4
g 1—t
k/2 /]Rk /]Rk g y e xray.
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Notemos que a partir de esta expresién es totalmente plausible evaluar a Hy, en valores
complejos. De hecho, se puede demostrar el siguiente hecho:

Lema 2.1.2. Dado un Método de Redondeo de Krivine (f,g), la funcion Hy 4 asociada tiene
una extension analitica en la franja S == {z € C||Re(z)| < 1}. Mds ain, todas las Hy g, estin
uniformemente acotadas en S.

Como [y g son impares, es sencillo demostrar que H , también debe serlo. Para esto usamos
el cambio de variables # := —x:

1 _ Lzl 4?42z )
Hial=) = iy fy o @ T dnay =
1 N _wdﬂ =
- —_— 1—=z = —
k(1 — 22)k/2 /Rk /Rk F(@)g()e ray f.9(2).

Esto nos dice entonces que también la inversa Hf_; debe ser impar, y por lo tanto su expresién
como serie de potencias debe ser del tipo:

Consideremos el caso particular en que esta serie de potencias es alternada en sus potencias
impares. Es decir, el caso en que sgn(agj+1) = (—1). Este es el caso del MRK original de
Krivine de las funciones (sgn, sgn), ya que en este caso H]?;(z) = sen (§), que tiene una serie de
potencias alternada. En estos casos particulares, se cumple la siguiente propiedad:

o0 o0
1. , . , i 201
Hy o (ingg) = D azja(i77,9) 7" = (=1 agj ¥ iv
J=0 =0
3 ' j 20 +1 — 2j+1
=1 Z(_l)”@ﬁﬂ(_l)wﬂjj =il ’CL23'+1|’Yf,]gJr = 1.
Jj=0 j=0

=1 por definicién de vy 4

Pasando la Hf_g1 como inversa, y la ¢ dividiendo al otro lado:

Hy (i)
fZ.g =ty (2.3)

Es decir, en los casos en que la Hf_; sea alternada en el sentido que describimos, tenemos una
9.

expresion explicita para calcular v 4. Esto es lo que ocurre en la demostracion original de Krivine

. 2In(1+v2 e . .
cuando USamos Ysgn sgn := % arcsen(i) = n(%‘[) Dada esta caracteristica especial de este tipo

de MRK, nos vemos motivados a darles una denominacién especial:

Definicién 2.1.3. Un Método de Redondeo de Krivine se dice alternado si los coeficientes de
la serie de potencias de HJ?gl son alternados en signo:

sgn(ag;j+1) = (—1)? Vj € Np. (2.4)
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Y, dada su gran importancia a futuro, enunciamos el hecho que acabamos de demostrar en
23):

Lema 2.1.4. Si (f,g) es un Método de Redondeo de Krivine Alternado, entonces

Hf,g(i) _

fyf:g = i

Por supuesto, ahora tenemos un especial interés en evaluar nuestra funciéon Hy, en 2 = i,
y ver qué obtenemos. Podemos hacer esta cuenta incluso sin la hipétesis de que el MRK sea
alternado.

) 2 2_ i{x
Hy,(i) el lyl® —2im)

! e T
i amk(L —a2)k/2 /Rk /Rk fx)gy)e I drdy

1 ]2+ 1yl — 24 ¢y
i(v2m)k Jo Lt @atre i

= T e S SR (sl i sen( () ey

Como fy g son impares y tanto el coseno como la exponencial son pares en z y en y, entonces

2+ 12

i(\[;r)k/ﬂ%k /Rk f@)gy)e V2 cos((z,y))dedy = 0

Entonces la ecuacién de arriba nos queda:

Hpg(i) 1 lal?i?
f = (v2r)k /]Rk /Rk f(x)g(y)e vz sen((z,y))dxdy.

La expresién de la derecha consiste basicamente de una constante m, que depende de

k, y de una expresiéon que podemos ver como una forma bilineal By : E°(R*) x £L>°(RF) — R
evaluada en f y en g:

Definicién 2.1.5. Definimos a la forma bilineal de Kénig de dimensién k € N, By : Loo (R¥) x
Loo(R*) — R como:

Bk (f,9) 12//f(ac)g(y)e_lgc2-2H|y2 sen({z,y))dzdy.
Rk RE

Con esta notacion, resulta que acabamos de probar el siguiente lema:

Lema 2.1.6. Para cualquier Método de Redondeo de Krivine (f,g) de dimension k se tiene que

Hf,g(i) _ Bg(f.9)

i (Ve



2.1. GENERALIZACION DE LA DEMOSTRACION DE KRIVINE 31

Juntando los resultados de (2.1.4) y (2.1.6) obtenemos entonces:

oy, PoMRKRA Hypg() _ Bi(f,9)
f.g 7 (\/§7T)k ’

donde la segunda igualdad se cumple para cualquier MRK, pero la primera se cumple si la MRK
es alternada. Esto nos dice que parece haber una relacién entre los 7y 4 altos (que son los que
nos dan mejores cotas superiores para la constante de Grothendieck) y las funciones f, g que dan
valores altos sobre la forma bilineal de Koénig. Vamos entonces a analizar qué tipo de funciones
I fllsollglloc < 1 dan los valores més altos en la forma bilineal de Konig, con la esperanza de que

esto nos acerque a MRK, tal vez alternados, que nos permitan acotar mejor K.
Empecemos por ver que la forma bilineal de Konig se maximiza en cualquiera de sus dimen-
siones.

Lema 2.1.7. Para todo k € N existen funciones f%m,g%z S LOO(Rk), Hféfngom ng(ffl)mﬂoo <1
tales que

BK <f7(ri€czz7 97(752,33) = sup BK (fv g) .
[1flloosllglloo <1
Mads ain, se cumple que ‘fr(rlfgx = ‘gﬁr]fc)w =1 para casi todo punto y

2

() =sen ([ olfdatw)e™ sen((au))dy)

Demostracion. Definimos
M:= sup  Bgr(fg).
[1flloosllglloo<1

Esto implica inmediatamente que existen sucesiones de funciones { i}, {gn}, || fnlloos [|[gnllec <1
n—oo

tales que B (fn,gn) —— M.

Como las funciones f,, y g, son esencialmente acotadas, podemos considerarlas como funcio-
—ll=|1?

nes en Ly(G), el espacio de medida finita dado por la medida de densidad pg(xz) := e~ 2 . De
hecho, todas las funciones f,, g, tienen que estar en la bola de Ly(G) centrada en cero con radio
(27)*, ya que es lo maximo que puede integrar una funcién esencialmente acotada por 1 en ese
espacio.

La bola cerrada es w* — compacta por Banach-Alaoglu. Luego es w—compacta, porque Lo es
un espacio de Hilbert y por lo tanto reflexivo. Por dltimo, por el Teorema de Eberlein-Smulian en
un espacio de Banach un conjunto es w—compacto si y sélo si es secuencialmente w—compacto
(es decir, las sucesiones tienen subsucesiones convergentes, no sélo subredes). Entonces, pasando

a una subsucesién sin perder generalidad, podemos suponer que existen funciones fiaz, Gmaz €

Lo(G) tales que f, M fmazs 9n w(l2(9)) Irmaz-

Se puede ver facilmente que || fimazlloos ||gmaz|lco < 1. Si no fuera asi, existiria, por ejemplo,
un conjunto de medida positiva U donde f > 1+ ¢ para € > 0. Pero entonces, con xys la funcion
caracteristica del conjunto U, tenemos que

g (U) (L +2) < {Fas: xea) = M (fo, xes) < pig (th).

Absurdo, luego || frazl|co < 1, y andlogamente para g.
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Ahora miremos la diferencia:

BK(fmaxagmax) - BK(fnagn) = BK(fmazagmax) - BK(fnagmax) +BK(fnagma:t) - BK(fnagn) .

n—00 n—00

—0, porque fn_>fmaz —0, porque gn_>g'maz
y |fn| se mayora por 1

Luego Bx (fmazs 9maz) = M, que es lo que queriamos probar.
Ahora que ya sabemos de la existencia de al menos un par de funciones f}(mzz,g,(m)w;7 no
necesariamente unico, que maximiza la forma bilineal de Konig de dimensién k, veamos que

relacion tienen estas dos funciones entre si. Sabemos que

2 2
llzl“+1lyll

BK(fma:c? gmax /Rk fmax Trljt)w (y)e_ 2 sen(<:c, y>)dydx

- / m@c) 1) ( /R sihelw)e " senl(z,)dy ) do

11]

Clwl?

= sen((z.y))dy| da.

gmaw

Y este ultimo valor se alcanza exactamente si
llvlI?
(k) (x) = sgn (/ g®) (y)e” T sen((z, y>)dy> en casi todo punto z € R,
]Rk

(k)

Si hacemos la misma cuenta con gmaz, llegamos equivalentemente a que

ll=|1*
g,(ffm = sgn (/ max x)e” 2 sen((x, y))dy) en casi todo punto y € R¥.

(k)

Y ademads, como tanto f,(,ﬁzz COMO Gragz SON en casi todo punto el signo de alguien, resulta
que fﬁfgx(ﬁ),gﬁﬁm(y) € {—1,1} para casi todo punto con z,y € R¥, que era lo tltimo que nos

faltaba probar. O

Con el objetivo de hallar entonces la cota 6éptima de la desigualdad de Grothendieck, parece
que tendra sentido seguir analizando la forma bilineal de Konig y sus maximizadores en cada
dimension. Vamos a analizar lo que se sabe en este sentido en las préximas secciones luego de ha-
cer un breve paréntesis para contar una interpretacién algoritimica de los Métodos de Redondeo
de Krivine, que nos permitira alejarnos un poco mas del contexto de normas tensoriales.

2.2. Uso algoritmico de los Métodos de Redondeo de Krivine

Vamos a contar en esta seccion la forma en que un Método de Redondeo de Krivine como
definimos en puede darnos un algoritmo de redondeo aleatorio polinomial para hallar un
valor aproximado de OPT(A), con la garantia de alcanzar, en esperanza, el valor v ,OPT(A).
Esto es particularmente importante, ya que veremos en la préxima seccién que el problema de
calcular el valor exacto de OPT(A) es NP-hard, y que hay algunos motivos para creer que
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el problema de aproximar OPT(A) con garantia mejor que también es NP-hard. Este
algoritmo, que es el mejor que se conoce hasta el momento, tiene varias aplicaciones que veremos
en la seccién 4, y es probable que haya sido una parte importante de las motivaciones para que
gente de la computacion atacara y avanzara en el problema de la desigualdad de Grothendieck.
Si bien este algoritmo estd més relacionado con la segunda parte de la tesis, vamos a exponerlo
ahora porque creemos que ilustra un poco mejor el proceso por el ctial los Métodos de Redondeo
de Krivine nos llevan a cotas superiores, y que puede quedar un poco escondido en el uso del
algebra dada por la norma wo.
Béasicamente, en la demostracién que construimos usando un MRK se usaba que

OPT(A)
T Ko

2wy < 1= [|Hpg(v5,92)lhu < 1, (2.5)

v luego se usaban este hecho y las funciones f, g explicitamente para equiparar el tensor HJ?; (7£,6%)
a la esperanza de los tensores dados por una especie de “redondeo”:

Vf9% = (E}f( Gm)%) }:g( G%)q . (2.6)

Vamos a entender un poco esto. En el paso , lo que se esta haciendo es ver que poder
representar un tensor como producto interno de cierto tamafio acotado implica que otro tensor
en funcién de este se puede representar como producto interno con tamano acotado. Mas preci-
samente, habiamos visto que ||z|l,, < 1 implica que el tensor z € {2 ® ¢ se puede representar
como z(ej, e;5) = (u;,v5), con u;,v; € L

Aplicarle la funciéon H, g L al tensor vt,g quiere decir aplicarle la serie Y 52 ; aqz® al tensor con
el producto definido por el algebra normada ws. Dicho producto no era otra cosa que el producto
punto a punto de los tensores de £, ® 7 interpretados como formas bilineales en ¢} x 7. Dicho
de otra manera, para cada i,j € {1,--- ,n} se cumple que

(75 O92) (i) = Hpg (p3(eires)).

Y entonces el hecho de que HHf_; (ny’gz)ng < 1 quiere decir que existe una representacion ;, v;

como producto interno de Hf_; (7v1,9%) tal que

H;gl('yﬁgz)«ui,vﬁ) = (1, 0;).

Lo interesante de esta conversion de representaciones vectoriales (u;, v;) ~ (U;, Uj) es que es
consistente en el sentido que podemos pensarla como conversiones u; ~~ u;, v; ~ v; que cumplen

<ulavl> e <Ulavn> 1 </ZL\]/.5:[}\]T> e <E]T)flf}\’r;>
Hf g('Yf,g_)
: —_ : , coordenada a coordenada.

(Un,v1) = (Un,Vn) (Un, V1) -+ (Un,Un)
(2.7)
La existencia de esta representacion, que habiamos justificado con el uso de la norma ws,
también podemos verla decribiendo explicitamente la transformacién que lleva los vectores u;, v;
a los vectores u;, v;.
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Para esto, suponiendo que los vectores u;, v; pertenecen a un espacio de Hilbert H, se cons-

> = PHY, (2.8)
d=1

- ® H con el producto interno

truye el espacio

donde cada H® es el espacio HQH @ - -

d veces

d
()i, (b)) pgoe = [ {au bu)-
=1

En este espacio se definen los vectores u;, v; € H* de la siguiente manera

Tii= Y flaahia® 2.9
d=0
;==Y _ sgn(aq)y/|agly?z®. (2.10)

d=0

Veamos que, con esta definicion, los vectores u;, v; cumplen las propiedades que queremos
[o.¢]
> ,

(o)
D sen(aa)y/ |adwdu®d \/\ad|fydu®d -
H oo d=1

d=1
z( o [y ) Zradw e = Zram -1,

2
([l 300 =

por definicién del v del MRK.
Anélogamente tenemos que, para todo j,

00 2 o
Byatoar | = 5 et

d=1 H oo
(e e}

00 2 00
=3 (Vieah o], p00) = X a2 = 3 laal? =1
d=1 ( HE d=1 H_’l—’ d=1

Hed

~ 1|12
10513400 =

n}. Para el producto interno

Y por lo tanto, ||u;|ye = |05/l = 1, para todo i,j € {1
entre distintos vectores, sélo nos interesan los productos del tipo (u;, v;)

o0
(i, 07) <@ V0aalug?, @@ sen(aq)y/ Iadlvdv®d>
d=1 d=1 H oo

Vayed = Z agy(ui, v;) = Hf_’; (7 {us, vj)),

oo
Z Vl0aaly? - sgn(aa)y/laaly? - (uP, o5
d=1 d=1
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y esto es exactamente lo que queriamos en (2.5)).

Si bien esto nos garantiza, con un método alternativo, la existencia de los vectores u;, v;,
el proceso para hallarlos no es muy practico algoritmicamente, ya que se encontrarian en el
espacio H°, que es dificil de describir. En realidad es més sencillo simplemente hallar la matriz
((us,v5)) ij, aplicando HJ?; (y—) punto a punto como habiamos hecho en (2.7), y luego plan-
teando un problema de programacion semidefinida positiva para hallar en tiempo polinomial
vectores {u;}, {v;} tales que sus productos cruzados correspondan efectivamente a los valores
de la matriz hallada. Por supuesto, el hecho de que hayamos demostrado la existencia de al
menos una realizacién de vectores {u;},{v;} que cumplen esta condicién es la garantia de que
el problema sera resuelto por esta técnica.

A todo este proceso de pasar de los vectores originales u;,v; a los nuevos vectores u;, v; lo
llamaremos el preprocesamiento de los vectores u;, v;.

Ahora para llegar a una eleccién de signos aleatoria d;, €5, solo resta elegir una matriz alea-
toria Gaussiana G € R¥*™ vy realizar este redondeo para todos los 4,7 € {1,---,n}, siempre
con la misma matriz G:

1 1
d; = (Gﬁ-) € 1= <G17-> .
(3 f \/i T ] f \/i i
A esta segunda parte del proceso de eleccion de signos la denominamos proyeccién alea-

toria de los vectores preprocesados.
Veamos que con esta evaluacién de signos nos aseguramos que, en esperanza, el valor del

problema OPT(A) sea al menos SDI;(A), como muestra el siguiente diagrama:
<’Jia U~>
g2n—1 v J B
Preproces/’ Weccién aleatoria f’g(y %g( )
S2n-1 y {—1,1} (ui, v5) Pty > Eldi;]

Sea A € R™™ una matriz, y sean {u;}, {v;} C S**~! una evaluacién del problema SDP(A)
definido como en (|1.1.3]). Hacemos el preproceso y la proyeccién aleatoria sobre estos vectores
que acabamos de describir para obtener signos d;, €;. Estos signos entonces cumplirdn

E zn: aij0i€j | = Zn: ai B [di€;] = Zn: aijEq [f (\}iGm) g (\}iG@)] B

2,j=1 1,j=1 1,j=1

= 3 aHpy () = S aiHyy (Hp) (v(ui, 7)) =
i,j=1 i,j=1

n n
= > aiy{ui,vp) =7 Y ai(ui, vg).
ij=1 ij=1

Esto nos dice que, dada una evaluacién del problema SDP(A), tenemos un algoritmo alea-
torio polinomial que nos permite hallar una evaluacién del problema OPT(A) que alcanza, en
esperanza, una fraccion «y del valor de la evaluacion original.

Partiendo de una matriz A, es posible hallar el valor éptimo del problema SDP(A) en tiempo
polinomial mediante un problema de programacién semidefinida positiva, como discutiremos en



36 CAPITULO 2. COTAS SUPERIORES PARA LA CONSTANTE DE GROTHENDIECK

la préxima seccién. Supongamos que partimos de esa solucién efectivamente de vectores u;, v;
que alcanzan este valor maximo. Por lo que acabamos de ver, esto implica que:

<Lorr(a).
S

n 1 n
SDP(A) = Z aij(ui,vj) =-KE [Z aij&-ej

1,j=1 1,j=1

Esto nos da una demostracién levemente alternativa de que Kg < ﬁ para cualquier MRK
(f,9), pero nos dice ademas que la evaluacion de signos aleatoria que encontramos es, en esperan-
za, al menos v5aSDP(A) > v7,0PT(A). Es decir, tenemos un algoritmo polinomial aleatorio
que, en esperanza, queda a una fraccién vy, del valor maximo del problema OPT(A). Este
algoritmo es el mejor algoritmo de aproximacién del problema OPT(A) que se conoce hasta el
momento, aunque no se conoce el mejor valor posible de ¢, y, por lo tanto, no se conocen los
Métodos de Redondeo de Krivine que mejor lo explotan.

2.3. Conjeturas y resultados parciales de optimalidad

Ahora que ya pasamos por la interpretacion algoritmica de los Métodos de Redondeo de
Krivine, volvamos al marco de la forma bilineal de Konig , que sospechamos que esta
fuertemente vinculada con el valor éptimo que podemos hallar para s ,. Vamos a hacer algunas
observaciones.

Primero, se puede ver inmediatamente desde la férmula que la forma bilineal de Konig es

. . . [ P
estable por rotaciones, debido a que las funciones e~ 2 y sen((x,y)) solo dependen de los

valores ||z||,||y|| v (z,%), que no cambian si los vectores x,y € R¥ rotan juntos. Esto quiere decir
que si O € RF*E es una matriz ortogonal, entonces:

Bx(f,9) = Bi(f(0=),9(0=)) Vf,g € Loo(R"). (2.11)

Entonces no vamos a esperar que los MRK ( ,E,Ifgg;, gy(,]f()m) sean Unicos, sino que cualquiera de sus
rotaciones sincronizadas es valida como maximal de la forma bilineal de Konig.

Un resultado muy interesante es que, si la forma bilineal de Konig tiene al menos un par

maximizador ( 7%233, ggf(lx) que es MRK alternado, entonces resulta que no hay ningin MRK

BK (f'r(nkgz »gsﬁt)zz)

(f,9g), ni siquiera entre los no alternados, que tenga un Yf,g TNAyor a y FB) g = (v2m)k

Notemos que, si la MRK (f, g) no es alternada, la conclusién de que

Br(f%).,9%).) > Bk(f.9) = Ve ) > Vfg

az 9mazx

no es trivial, ya que a priori no se puede establecer la conexién entre v¢, y Br(f,g). Vamos
entonces a enunciar y probar este hecho:

Lema 2.3.1. Si para k € N la forma bilineal de Konig de dimension k se maximiza en un
Método de Redondeo de Krivine alternado (fur,gn), entonces

Virngn = Vhhgo vV (f,9) MRK.
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Demostracion. Supongamos que existiera un Método de Redondeo de Krivine (f,g) tal que
Yt > Vingn - S€a > 0 el radio de convergencia de la funcién Hf_g1 Dado que, por definicién,

la serie absoluta de Hf_; converge en 7y, (y de hecho da 1), entonces v, tiene que ser menor
o igual al radio de convergencia de la serie. Es decir

R > Vf.g = Vivgm

= v Y notemos que podria ser negativo. Como Bg (far, gnm) > Br(f, 9),

Sea o :=

entonces

Hf,g(z)| — |BK(f>g)| < BK(vagM) — Hf,g(l) = Yfar.gnr < R. (212)

i (VamF = (Vamk i

Si (f,g) fuera MRK alternado ya estaria, porque en ese caso ¢4 = |a| < vf,,.4,,- Pero si no,
esto igual nos dice que la serie absoluta de Hf_g1 converge en |«a|. Luego, por definicién de a:

ol = |

_ H;; (ia).

]

1

Tomando médulo a ambos lados, y usando que vale pasar a la serie absoluta nos queda:
_ 1\ abs
L= |H (o) < (Hf )" (la]).

b
Pero como, por definicién de vy 4, (H;gl)a ’ (7¢,9) = 1, entonces

()™ (o) = 1 < (H72)"™ (Ja.

abs
Pero como (ijgl es una serie de potencias de términos no negativos, esto implica que 7y, <
||, y luego por (2.12)) tenemos ¢4 < || < Yyp.g- iAbsurdo! O

En el caso k = 1, se puede demostrar que la forma bilineal de Koénig es maximizada por
el Método de Redondeo de Krivine alternado (sgn(x),sgn(y)). Con el resultado anterior. Este
hecho fue descubierto primero por Kénig y Tomczak-Jaegermann, y es citado en [Kén01], pero
esta demostracién nunca fue publicada. La tnica demostracién publicada es la de [BMMN13],
que vamos a omitir en este trabajo por ser muy técnica. Las idea es basicamente proceder en
pasos incrementales, demostrando que las funciones que maximizan Bx en dimensién 1 tienen
que ser constantes en un pequeno intervalo. Este intervalo luego se va extendiendo gracias a
acotaciones mas finas, hasta que finalmente se ve que las funciones maximizadoras tienen que
ser constantes en (0,00). Este teorema dice basicamente que no tiene sentido considerar otros
MRK de dimensién 1, ya que (sgn,sgn) es el mejor de todos en el sentido de tener el v més
grande posible. Sin embargo, queda abierta la pregunta de si aporta algo considerar MRK de
dimensiéon mayor a 1.

Konig creia que no. Més precisamente, Konig conjetura en |[Kon01|, para cada k € N, las
funciones fo(x) := sgn(z1),go(y) := sgn(y1) (o equivalentemente, la particién del espacio RF
dada por cualquier hiperplano que pase por el 0), son las maximizadoras de la forma bilineal
By de cada dimensién. Con esta conjetura en mente, Kénig prueba en ese mismo paper uno
de los teoremas més motivadores de esta teoria. Ya sabemos que cada MRK (f, g) nos permite

demostrar que Kqg < # El teorema de Konig nos permite ir en el otro sentido:
29



38 CAPITULO 2. COTAS SUPERIORES PARA LA CONSTANTE DE GROTHENDIECK

Teorema 2.3.2. Si para una sucesion (kq)q € N la forma bilineal de Konig de dimension kq se

mazximiza en un Método de Redondeo de Krivine alternado ( ﬁiﬁg},gﬁfgi) entonces vale que

1

lim k k.
foo | 1ka) glka)

- Kqa.

Esto quiere decir que, si existieran estos MRKA de los que habla el teorema, podriamos
usarlos para calcular el valor exacto de K. En particular, la conjetura de Konig dice que esa
situacién ocurre para todas las dimensiones.

Definicién 2.3.3. Para cada k € N, definimos a las funciones fo, go : R¥ — {—1,1} como
fo(x) :=sgn(z1), go(y) := sgn(y1).
Conjetura 2.3.4. Para todo k € N y cualesquiera f, g : RF — {=1,1} se cumple que

Bk (f,9) < Bk (fo,90)-

Usando el Lema ([1.1.5) es sencillo ver que los Métodos de Redondeo de Krivine fy, go para
todas las dimensiones k € N coinciden en los pardmetros mas importantes:

2
Hiygo(2) = = axcsen(z),

_ T
Hfo%go (z) = sen (2—) , (2.13)
21n(1 +v/2)
Vfo.90 = T :

Notemos que ya habiamos visto esto en el caso k = 1, donde fy = go = sgn.
Entonces, si la conjetura (2.3.4) fuera cierta, eso implicaria que

™

T 2In(1+2)

Kg

La conjetura de Konig fue refutada en [BMMN13], como veremos pronto. Sin embargo, el Teore-

ma sigue siendo valido, y podria llegar a tener la clave para hallar el valor exacto de Kg. Vamos

a demostrar entonces el teorema de Konig, y luego hablaremos de como refutar su conjetura.
Partimos de la siguiente version de la desigualdad de Grothendieck:

Desigualdad de Grothendieck 2.3.5. Sean (2, u) un espacio de medida, H un espacio de
Hilbert, K € L1((Q, 1)?) un niicleo para Q2 x Q y f,9 € Loo((Q, u); H). Si definimos el operador
Tk : Loo(Q,pu) — L1(Q,p) -

Tif () = [ K(o.)f (@)du()

entonces vale que

| @) (@) 9(0) du@)du(w) < Kel Tl 1o ]
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Demostracion. Esta forma de escribir la desigualdad de Grothendieck no es mas que una formu-
lacién continua de la forma matricial . Para pasar de esta formulacién a la formulacién
matricial alcanza con tomar  := {1,...,n} y p la medida uniforme sobre €2 con densidad < en
cada punto.

Por otro lado, para llegar desde la formulacién matricial a la formulacién continua podemos
considerar aproximaciones del nicleo K en Lj con funciones elementales. O

Pasando de términos:

Jo Jo K(z,y) (f(2),g(y)) du(z)du(y)
1 Tx loos1l1 flloo gl oo

La constante K se puede definir como la menor constante que realiza esa desigualdad
VH, K, f,g.
En nuestro caso particular, nos alcanza con considerar ) = R¥ con la medida de Lebesgue,

< Kg.

H=R, f(z) =g(z) = ﬁ La desigualdad se convierte entonces en:
K(z,y){i%, i )Ydxdy
Jrw Jrr K( )<||x|| Hy||> < Ke. (2.14)
1Tk [l oo
- 2 2
Konig propuso que el nucleo K(x,y) := e~ el sen((z,y)) hace que el valor del lado

izquierdo tienda a K¢ cuando & — oo. Esta conjetura seria cierta en el caso de que existan
funciones ﬁgﬁ%x, gﬁ,’f&m que formen un Método de Redondeo de Krivine Alternado para cada k € N.

El motivo de Konig para realizar esta conjetura probablemente es que Konig creia que,
Vk € N, las funciones fy(,’fgz(m) = gﬁ’;{x (x) = sgn(x;) maximizaban la forma bilineal Bi(f,g). La
evidencia para creer en esto era que se habia demostrado que el par (sgn(x),sgn(y)) maximizaba
By para k = 1. Como adelantamos, esta demostrada falsa for [BMMN13|, cuando hallaron un
par de funciones f, g : R? — {—1,1} tales que Bx(f,g) > Br(sgn(z1),sgn(y1)), y por lo tanto,
el par (sgn(z1),sgn(y1)) no puede ser maximal para ningin k > 2.

Sin embargo, la demostracion del paper de Koénig sigue funcionando bajo la suposicién de
que f,(fgx, ggf()m forman un Método de Redondeo de Krivine Alternado para infinitos £ € N. Esto

viene del hecho de que, en tal caso, con k fijo,

I Tk |l poo my—L,re) = SUp [Tk fllp, ey = sup  sup (Tkf,g) =
[l flloc=1 [l flloc=1llglloc=1

= oD K(z,y)f(2)g(y)dx
I flloosllglloo=1 /R¥

= BK(f1S’ﬁ£x7g£r]L€c)w> = f)/f#f) (k) (\/iﬂ)k

az 9mazx

Nos queda entonces la tarea de estimar el numerador de (2.14). Enunciamos entonces el
siguiente lema:

Lema 2.3.6.

Rk JRE lz[l” llyll
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Demostracién. Empezamos expresando la integral en coordenadas polares en RF. Representamos
a x € R¥ como el par {s,u}, donde s = ||z|| € R>g y u = e € Sk=1. Andlogamente, representa-

mos y como el par {t,v}. El Jacobiano correspondiente a esta transformacién es |J| = (st)*~1.

/Rk /Rk K(m,y)<ng;H,HZ”>dmy:

:/ / / / K(S ’ ’U/,t ' 'U) <U, U> dvdtduds =
0 Jsk=1Jo Jsk-1

Reordenando un poco las integrales y desarrollando el nicleo K:
o0 o 32 2
:/ / (st)i e~ En / / sen (st (u,v)) (u,v) dvdudtds. (2.15)
o Jo sk—1 Jgh—1

Vamos a concentrarnos en la integral mas interior, dejando u fijo e integrando sobre v:

/k_ sen (st (u,v)) (u,v) dv.
S 1

Como v recorre todo S¥~! con densidad uniforme, el valor (u,v) tiene la misma distribucion
para todo u € S¥71. Sin pérdida de generalidad, suponemos entonces que u = e; € R¥. Luego si
S¥=2 representa la circunferencia unidad en las tltimas k — 1 coordenadas de R¥:

/81%1 sen (st (u,v)) (u,v) dv = /1 / sen (st (e1, (p,p))) {1, (p, P)) dpdp

-1

p,el_l_(\/ﬁ)n738k72
1
= / / sen (st - p) p dpdp

1

perty/175
Por ser una traslacién, claramente |p- ey + /1 — p2 - SF=2| = |\/1 — p2 - Sk=2|:

1
= / / sen (st - p) p dpdp
-1
\/1—p2Sk—2
1
_ [ 1

/1 o pQSk—Q
1 k—3
— |Sk—2 / sen (st - ( 1— 2) d
| | B (st-p)p(y/1-p p
1 k—3
= 9|Sk—2 / sen (st - < 1-— 2> dp.
| | ; (st-p)p(y/1—p p

Usando el cambio de variables p = cos @,

sen (st -p)pdp

0
/k sen (st (u,v)) (u,v) dv = 2|SF2| / sen (st cos 0) cos 0 (sen )" (— sen 0)d6
Sk—1 3

= 2|Sk2 /2 sen (st cos 0) cos 0 (sen 6)* 2 df.
0
Integramos por partes con u := sen (st cosf) ,v" := cos 6 (sen H)k_gz

™

= 2|S"“_2]$7t1 /2 cos (st cos 0) (sen 0)* df
n— 0
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Esta integral la sacamos de la tabla (8.411/4) de [Zwild], y usamos que I'(3) = /:

/Sk_l sen (st (u,v)) (u,v) dv = !Sk_2|ﬁk8_t = (T) (i)km T (st),

donde Ji es la funcién de Bessel de orden %
2

Habiamos visto que este integrando no dependia de qué valor explicito u € S¥~! tomaba.
Luego, al integrarlo con u recorriendo uniformemente ese dominio, sélo se multiplica el valor por
la medida de SF—1.

Resulta entonces que

o0 oo o242 ¢ k41 [ 2\*?
:/0 /0 (st)FLle= 2" ]SklySkQI\/%ks_lf(;) (St> Ty (st)dtds

1
Reordenando y usando que |Sk_1||Sk_2|F(%) = 2;&)2 :
2
k
95tk roo oo $2142
_2 / / (st)5 e 5 T (st)dtds. (2.16)
) b b

Llegado este paso, la integral se puede calcular usando las propiedades (6.631/1), (7.525/1)
y (9.131/1) de |Zwil4], que son propiedades sobre integrales con funciones hipergeométricas 1 F}
y oF}. Usando estas propiedades se obtiene que

T (54

) 11k
“rre )

k
2

2-16) = 2

Como se cumple que

11k
Pz e 11 B2
1)2 1(27272+7 ) )

- T
JOH

k
5 _|_
la demostracion esta terminada.

O

Ahora si, vamos a terminar la demostracién de que si infinitas particiones maximales son

Métodos de Redondeo de Krivine Alternados entonces K¢g = limy— 7%
q

Demostracion del Teorema (2.3.2). Para cada k, € N, notamos i, := 7,y (k- Usando el
Lema ([2.3.6]) en (2.14)), tenemos que:



42 CAPITULO 2. COTAS SUPERIORES PARA LA CONSTANTE DE GROTHENDIECK

kaq kaq K(z, )<|| > Ty \\)dxdy Ko
HTKHoo—>1 B
kq

W

(\/>7r)kq' ( max,,gmaz)
The < K

Vkq

Y haciendo ¢ — oo:

% < KG-

Jim 3,

Como estamos bajo el supuesto de que cada par ( T(na%, g,ﬂ,’fg;) es un Método de Redondeo de
Krivine Alternado, resulta que cada uno de estos pares da una cota superior para Kq. Luego:

1 1
1— <Kg<— VgeN
M 7Y (kq) (kq) Y o (kq)  (kq)
fm[l.l/7 m(l‘L fm(ll7 le.L
—1 <K < —1
G >
Jm vy ) Jm vy )

Y por lo tanto
1

(kq) (kq)

fmaz yImazx

Kg =
hm 0%

O

El Teorema de Konig nos alienta a encontrar las particiones maximales para la forma bili-
neal de Konig, y habiamos mencionado que Konig conjeturd que en todas las dimensiones las
particiones por hiperplanos son maximales. Vamos a ver ahora un primer argumento por el cuél
esto parece falso.

Supongamos que tenemos una particién maximal f Maxs gr(m)m RF — {-1,1}. Habiamos visto
en que cualesquiera funciones que maximicen By tienen que tener la forma

£k (x) = sgn ( / 98, (e sen((z, y>)dy> 9 (y) = sgn ( / ) (2)e= " Sen(<x,y>)dy) -

(2k)

Es decir que las funciones f,ngm vV gmax tienen que ser, de alguna forma, “conjugadas” para un
operador o : Loo(RF) = Lo (R¥) que podemos definir como

o(1)(a) = sen ([ g5 sen((w.v))dy).

Con esta definicién, la propiedad ([2.3]) se expresa simplemente como

a(fk) )y = glk) a(gt®) ) =

max = gmax? gmax fmax?
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vy de ahi se deduce inmediatamente que f,gf(zx y q,(lfgx tienen que ser puntos fijos del operador 2.

Por un lado, las funciones fy, go conjeturadas por Konig cumplen efectivamente con o(fy) =
90,(go) = fo, y esto implica, como dijimos, que ambas son puntos fijos de 2. ;Pero qué sucede
si le aplicamos el operador o2 a otras funciones?

Para k = 2, segiin [BMMN13|, resulta que comenzando desde muchas otras funciones y
aplicando numéricamente el operador o las funciones parecen “converger” siempre a alguna de
dos particiones especificas (excepto por alguna rotacién, que no importa, como explicamos en
(2.11))). Estas dos particiones parecen ser, naturalemente, “conjugadas” en el sentido de o.

A modo de ilustracién, esta es una de las dos particiones, ilustrada entre [—20, 20] x [—20, 20],
que los autores llaman la Particién del Tigre. La particién “conjugada” tiene un dibujo estéti-

camente similar.

Casi todo se desconoce sobre esta Particion del Tigre y su conjugada. Estas son algunas de
las preguntas que consideramos mas interesantes:

» ;Hay alguna férmula cerrada que defina a la Particién del Tigre y/o a su conjugada?

» ;Las particiones de R? convergen en algin sentido formal a la Particién del Tigre?
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» ;La Particién del Tigre y su conjugada forman un Método de Redondeo de Krivine?
= En caso afirmativo, jes este un Método de Redondeo de Krivine Alternado?
= ;Cudl es la respuesta a todas estas preguntas en dimensiones mas altas?

Con un algoritmo muy béasico en Matlab, logramos reproducir parte del experimento de
[BMMN13]. Incluso con una resolucién de grafico mucho menor y con todos los errores numéri-
cos que esto implica, en nuestras funciones finales también llega a verse claramente una curva
principal como la que domina el dibujo anterior. Las siguiente es la particion que obtuvimos y
su conjugada (recordar que las rotaciones son irrelevantes por )

10 o

o
@

o
m

=
.

r
r

=]
o

o

.
s

&
o

=
=

B ] R 1 )
-0 -5 -6 -4 -2 0 2 4 & 8 10 -10 -8 -6 -4 -2 o 2 4 5} g 10

Veremos en la préxima seccion que (fo, go) no son particiones maximales para k = 2, y de
esta manera refutaremos la conjetura de Konig. Con esto en mente, y viendo que parece muy
creible que la particién del Tigre y su conjugada sean los tinicos otros puntos fijos de o? para
k = 2, pareciera que la Particiéon del Tigre y su conjugada si maximizan By . Lamentablemente
no podemos probarlo, y la falta de una férmula para estas particiones imposibilitan trabajar
con ellas para acotar K. Por estos motivos, en la préxima seccién, la demostracién de que
(fo0,90) no es 6ptima en k = 2 la realizaremos con una particiéon que sabemos subdptima (no es
punto fijo de 02), pero con la que si podemos hacer algunas cuentas. Incluso con esta particién
explicita, no se conoce una demostraciéon de que el Método de Redondeo de Krivine que induce
sea alternado, aunque se sospecha que si lo es. Esta incerteza nos obligard a tomar un desvio
para acotar -y en este caso particular, que ocupara gran parte de la préxima seccion, y nos llevara
a usar una versién un poco mas relajada de los MRK.

2.4. La cota de Krivine no es ajustada

El objetivo de esta seccién es probar el resultado principal de [BMMN13], es decir, que la

constante de Grothendieck es estrictamente menor que el valor # conjeturado por Krivine.

In(14+v/2
Como la conjetura de Konig (2.3.4]) implicaba la conjetura de Krivine, este resultado prueba

también que la conjetura de Konig es falsa. De hecho, la demostracion se basara en describir una
familia de MRK ( f;), g,) para algin n en un entorno positivo del 0 apropiado, tales que cualquiera
de estos pares de funciones cumple que Bg/(f, g5). Esto ya refuta la conjetura de Konig. Si bien
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se sospecha que los MRK de esta familia son alternados, no se ha logrado demostrarlo. Por
este motivo, se usard una técnica alternativa para llegar desde el contraejemplo de Konig a

la demostraciéon de que Kg < —"—~=. Este método consistird en combinar adecuadamente

2In(14+v2°
los MRK dados por (fy,g,) v ( fofgo) de forma que se conserven las propiedades buenas de
cada uno. Més precisamente, el primer MRK nos da una evaluacién de Bx(fy, g,) mayor a las
que teniamos, mientras que el segundo MRK, al ser alternado, permite trasladar el valor de
Bx(fo, 90) al v del método.

Vamos a empezar entonces, por la familia de funciones que nos da el contraejemplo a la

conjetura de Konig (2.3.4)).

Teorema 2.4.1. En k = 2, existen fi,gx : R? — {—1,1} tales que:

BK(fKagK) > BK(fO,QO) = ln(l + \/5)

La idea de los autores fue usar un par de particiones que pudieran ser definidas a partir de
dos funciones impares «, 8 : R — R y una constante 1 € R de la siguiente manera:

1 T2 Z 77/3(~T1)7
-1 x9 < np(x1),

1 9 > na(xy),

-1 x99 <na(xy), (2.17)

fﬂ(l'lvx?) = { y gn($1,l‘2) = {

Notemos que con esta definicién, fy y go corresponden efectivamente a sgn(z1) y sgn(y1), y que
el hecho de que a y § sean impares implica que también fy y go lo son.

Definamos entonces ¢(n) := Bk (fy, gn). La idea va a ser ver si, para alguna eleccién apropiada
de o y B, la funcién ¢ no es maximo local en n = 0. Esto probaria que fy y go no son maximos
absolutos de la forma bilineal de Konig.

Para hacer esto, vamos a mirar las derivadas de ¢ en n = 0. Como f_, = —f, vy gy = —gy,
entonces ¢y, es par. Luego ¢'(0) = 0, y de hecho todas las derivadas impares de ¢ dan 0 en = 0.
Como esto no contradice que n = 0 sea maximo local, tenemos que mirar al menos la derivada
de segundo orden, que nos gustaria que fuera positiva. Y a esta altura ya es necesario hacer
algunas cuentas para avanzar. Para empezar, escribamos explicitamente ¢:

_z%+z§+y%+y§
o) = /R /R /R /R Fo(@)gn(m)e™ T2 sen(ziyn + waye)dwadysdzdyr. (2.18)

Miremos un poco la integral sobre y; e 2, sacando constantes:

2 2
_Y _Y
/R2 gn(y)e” 2 sen(x1y1 + xoy2)drs = /Rgn(y)e 2 sen(x1y1 + x2y2)dy. (2.19)

|
m‘mm

Como sen((x, —)) y g, son impares, y la exponencial e~ 2" es par, resulta que el integrando da
lo mismo en (y1,y2) que en (—y1, —y2) para cualquier y;,y2 € R. Como

y2 > nB(y1) & —y2 < nB(—v1),
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podemos pensar a la integral (2.19) como dos veces la integral sobre los pares (y1,y2) tales que
y2 > nB(y1). Es decir que

y2

2
/RQ gn(y)e_ 3 sen(z1y1 + xoy2)dy1dys = 2/ /B gn(y)e_72 sen(z1y1 + xoy2)dy1dys =
n yl

= 2/ / e‘ F sen (T1y1 + 22y2)dy1dys2,
77/3 yl

ya que g, = 1 en el dominio {y2 > nB(y1)}
Haciendo lo mismo para x, podemos expresar ¢ de la siguiente manera:

z§+y§+y%+y§
= 4// / / 2 sen(z1y1 + x2y2)dradyadridy; .
R R no(z1) nB(y1)
Para derivar esto en 7, vamos a usar la funcién auxiliar F : R? — R:
o2 4altyi+yl
F(a,b) = 4// / / 2 sen(z1y1 + woy2)dradyadrdy;.
R aa(z1) b8(y1)
Esto nos permite expresar, usando diag : R — R?, diag(n) := (1,7),
¢(n) = F o diag(n).
Veamos las derivadas:
¢(n) = (F o diag)(n)

#(n) = VF(n,n) - D(diag)(n) = VF (1) (}) = (5o * ) Fonn)

2 92 9
! = | — — | F . 2.2
") <8a2 t 9000 T 900 T ab2> (n,m) (2.20)

Vamos a calcular estas derivadas parciales de F':

8 22 +(ac(21)) %+ +y3
8 (a,b) = —4// / a(zy)e” 2 sen(z1y1 + ac(xy)y2)dyadxidy;

R R b8(y1)
0 1+12+y1+<b/3<y1)>2
%F(a b) = —4// / By1)e” sen(z1y1 + x2b5(y1))dyadz1dy; .
R aa(z1)

Para las derivadas segundas, podemos ahorrar tiempo y espacio eliminando términos enteros,
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por saber que vamos a evaluarla en (0,0):

82 7 9 _z%+y%+y§
F0.0) =4 [ [ [a@)Pee ™ cos(on)dyadeidy,

a2
R R O
Z§+y§
:—4//04(.%'1)267 2 cos(z1y1)dx1dyr (2.21)
R R
62 s 9 _ac%-&-x%-&-y%
WF(O,O) = —4///:U26(y1) e 2 cos(z1y1)dxadridys
RR O
z?+y%
:—4//6(?/1)267 2 cos(x1y1)dr1dy; (2.22)
R R
02 _ ot}
S F(a,b) = 4 / / ale))By)e = sen(zryr)daidy, (2.23)
R R

donde en (2.21)) y (2.23) usamos que

00 22
/ ze 2 dr =1.
0

El tipo de integrales que se le estan aplicando a las funciones « y 5 nos sugiere tratar de
usar polinomios de Hermite, que se llevan bien con las funciones exponenciales.

Definicién 2.4.2. Para cada n € N se define el polinomio de Hermite de grado n como

13
22 0 2

H,(z) =(-1)"e 5 €

Los polinomios de Hermite cumplen que son una conjunto ortonormal en Ls(G), el espacio
de Hilbert con el producto interno dado por

(D@ = [ F@)gl)edo. (224

Vamos a usar las siguientes propiedades de los polinomios de Hermite, ambas consecuencia

2
de que e~z H,(z) es autovector de autovalor i" de la Transformada de Fourier (ver 6.1.15
en [AAR99)):
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/Hgn(y)e_%2 s(zy)dy = (=1)"V2me 2 Hgn( ) Vn € Ny (2.25)
R
[ Hanssw)es sen(ey)dy = (~1)"VEreF Hania(0) vneNo. (226
R

Vamos a expresar entonces a y 5 como series de polinomios de Hermite. Para que a y § sean
impares en el desarrollo como serie sélo incluimos los polinomios de grado impar.

= i apHopi1(x) v Bly) = i BrHok+1(y). (2.27)

k=0 k=0

Volvamos a las derivadas parciales de F"

2.2
1Yy

/a(ml)Qe_ 2 cos(xyy1)drrdy; =
R

R/
Gt vt
— _4//a(m1)26_7 <e_2 cos(a:lyl)dm) dxq =
R R
R/

/ a(x1)26771 V2re 2 day =
R

_ —4\/5//04@1)26_3”%6”1 — _4\/ﬂf/ <i OékH%—s—l(xl))Qe_ﬁdxl —

R R

= —4V2r Z //aklak2H2k1+1(C€1)H2k2+1(5171) “day

k1,ko= OR R

N Z a2, (2.28)
k=0

Anélogamente, tenemos

82

Sz F(0,0) = —4V21 > BR. (2.29)
k=0
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Por ltimo, miramos la derivada cruzada:

_4/ Il

:4/a(x1)e_
R

’\"»-‘m

2
iy
2

(Z ak1H2k1+1($1))
k1=0

/(—1)k04k1 By Hopy +1(21) Hopy 11 (1)

kl,k,‘Q:OR

:WZ

2 T +a:2
4 F(a,b) 4//a x1)B(y1)e” 5 sen(x1y1)dr1dy; =
dadb
%
/,B(yl)e 2 sen(x1y1)dy; | dxy =
R

o0 y2
/ > BiHokg1(yr)e 2 sen(z1y1)dy:

& k=0

k=0

)dl’lz

Z/Bk/HQk—H (y1)e” £ sen(xlyl)dzﬂ) dry =

<Zﬁk )"V2m Hopep1 (21)e 12>d9€1=

8
“‘»—Am

ko=0

(S

)* o B

2
F\2m Hopy 11 (21)e _21) dzry =

2
e Tidx, =

Insertando lo hallado en (2.28]),(2.30) y (2.29) en ([2.20]) obtenemos:

¢"(0) = —4@% o2 +4V2r i(—
k=0

:_4FZ o — (—

1)FBe)? <

1)kak5k + 4\/%%(—
k=0

o, — 4v21 Y BE
k=0

49

(2.30)

(2.31)

Esto implica que, para tener alguna oportunidad de que ¢ tenga un méaximo local en n = 0,
es necesario que al menos ¢”(0) = 0, para tener la esperanza de que las derivadas de érdenes
mayores tengan el signo buscado. Esto implica que ag = (—1)¥8,  Vk € Ny

Dentro de estas restricciones, los casos mds simples son « = 8 = h;, a = = =

hs y

a = 3 = hs. El primer caso no funciona, porque nos devuelve siempre f, = g, = fo = go,
entonces ¢ es constante. Los autores de [BMMN13] eligen el tercer caso sobre el segundo por
tener la simplicidad extra de que o = 3, y con estas funciones logran probar que ¢"”(0) > 0, y

el teorema ([2.4.1)).

Tlustramos la particiéon f; = g1 dada por hs.
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‘ -

Las particiones f, = g, cuando ) € (0,1) son distorsiones de esta particion, asi que esta claro
que ninguna de estas particiones se parecerd a la Particién del Tigre que describimos antes. De
hecho, ninguna particién que sea del tipo , podria coincidir con la Particiéon del Tigre,
ya que ésta no corresponde a separar el plano por la imagen de la curva de una funcién. Esto
sugiere que un andlisis mas ajustado de la constante de Grothendieck requeriria algunos métodos

nuevos. Sin embargo, las particiones correspondientes a hs si nos alcanzaran para demostrar que
la cota superior de Krivine no es éptima.

Lema 2.4.3. Si para cada n € Rsq definimos las funciones f,, g, : R? — R de la siguiente
manera:

L 1 T9 > ?7H5(£L'1), ) L 1 To > 77H5(.%'1),
f"](xlaxQ) T {_1 Ty < 77H5(1’1), ) gﬂ(‘Elva) S | To < 77_[{5(1‘1)7 ’

entonces existe ng tal que

B (fy, 9n) > B (fo, 90) V7 € (0,m0).

La demostracién es, como dijimos, una vez visto que ¢”(0) = 0, demostrar que ¢"”(0) > 0
para este caso particular, con cuentas similares a las que venimos haciendo. Dado que la idea
principal y la motivacién del uso de estas funciones esta clara, vamos a omitir las cuentas que
demuestran que ¢"”(0) > 0, ya que creemos que no agregan demasiado a este trabajo.

Como corolario, sabemos que existen al menos un par de funciones medibles impares fx, gx :
R? — R tales que Bk(fr,9x) > Br(fo,90), ya que basta tomar fx := f,,gx = g, para
cualquier 7 € (0,79) como en (2.4.3).

Vamos a pasar entonces a demostrar usando estas funciones, que Kg < m Si fxy
gi formaran una Método de Redondeo de Krivine Alternado de dimensién 2 como en ,
entonces el resultado seria inmediato. Por y tendriamos que

_ Hypegx())  Br(fr,9K) S Br(fo,90) B M
Vfx.9x = i = (v2r)2 (v27)? = Yfo.90 = - .
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Luego, por lo visto en este capitulo, la existencia de un Método de Redondeo de Krivine (fx, gx)
implica que
1 s
Kea < < .
Vir9x 2In(1 + \/5)

En [BMMN13], los autores conjeturan que las fx y gx que hallamos en son un Método de
Redondeo de Krivine Alternado de dimensién 2, pero no pueden probarlo. Por eso es necesa-
ria esta demostracién alternativa que construye un nuevo método de redondeo haciendo una
combinacién lineal con el MRK original (fo, go)-

A grandes rasgos, (fo,90) es un Método de Redondeo de Krivine Alternado, pero su valor
de Hfo’fo @ < 21n(17r+ﬂ) (de hecho, vale la igualdad por (2.13)). Por otro lado, tenemos el par

(fr,9K) que no es, hasta donde sabemos, un Método de Redondeo de Krivine Alternado, pero
Hype g (0) - 2In(
(2

que si cumple 1:\/5). La idea es entonces hacer un nuevo método de redondeo
a partir de estos dos pares de funciones, de forma tal que este método conserve la propiedad
buena que queremos de cada ingrediente. Mas adelante veremos un resultado sobre métodos de
redondeo similares a estos, que en efecto generalizan a los Métodos de Redondeo de Krivine
como los conociamos hasta el momento.

Teorema 2.4.4. Sean fr, gr : R?> — {—1,1} dos funciones medibles impares, tales que 7315\(/];%%1() >
M, Entonces Kg < m Ademds, existe un método de redondeo aleatorio tal que

las evaluaciones de signos que encuentra para cualquier problema OPT(A) son, en esperanza,
estrictamente mayores a MSDP(A).

Para probar esto, vamos a construir el método de redondeo que prometimos, basandonos en
la interpretacion algoritmica de los Métodos de Redondeo de Krivine que vimos anteriormente.
Empezamos definiendo cémo va a funcionar el método de “proyeccion aleatoria”.

Dado p € (0,1), vamos a definir un método de proyeccién aleatoria j, que usa el par (fo, go)
con probabilidad 1 — p, y el par (fx,gx) con probabilidad p. Podemos modelar esto como:

1

Sii= Ao (56 ) + (1= 1) fic (56 ).

V2 V2
1 1

€ ¢=A'go(ﬁij>+(1—A)'9K (ﬁG%‘)a

donde A es una variable aleatoria de Bernoulli que toma el valor 0 con probabilidad p y el valor
1 con probabilidad 1 — p, independiente de la variable aleatoria Gaussiana G € R?*" usual.

Nos gustaria ahora construir un “preproceso” que corresponda a esta proyeccién aleatoria.
Para esto querriamos, emulando lo que ocurre con los Métodos de Redondeo de Krivine normales,
una funcién del estilo

H,,, (u,v) =
o (13 () 11 (J5)) (- (Ggon) =0 o (G
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para cualesquiera u,v € S*!, de forma que ﬁ:p s6lo dependa del producto interno (u,v). Y en
efecto, distribuyendo la esperanza por linealidad e independencia y usando que

EAQL-A)=E[1-AA=0 E(1-A7=p EA]=1-p,

el lado derecho de ([2.32)) se simplifica a

ﬁ;;(uﬂf) = (1-p)Eg [fo (%GU> 90 (%G’U)] +pEq

= (1 =p)Hyy g0 ((u,0)) + pHype gyc ((u,0)).

(e () -

Es decir que efectivamente ﬁ;)(u, v) depende sé6lo de (u,v), y entonces podemos definir

Hﬂp(z) =(1- p)Hfmgo(z) +prK79K(z)'

De nuevo, emulando a los Métodos de Redondeo de Krivine normales, lo que queremos es
conseguir un 7, € R5o tal que

(H;pl)abs () = 1. (2.33)

De esta manera, para cualquier conjunto de vectores {ul}l{vj } j € S”_l, otro conjunto de vectores
“preprocesados” {u; };{v;}; C S"~! tales que

(i, 03) = Hyp (Y, (i 05)). (2.34)

Con este preproceso, seguido por la proyeccién aleatoria u, que definimos, conseguimos un
proceso de redondeo aleatorio de vectores que cumple que, en esperanza,

E (61, &) = Hu, ({3, 57)) = Hyy (Hy Oy (i v3)) ) = sy (1, 05).

Y por lo tanto, usando este redondeo sobre la evaluacién éptima del problema SDP(A) para
cada matriz A, obtenemos que

Entonces, nuestro objetivo es probar que, para algin p € (0,1), existe un -y, como en (2.33),
y que

Vpp = 2h1(17r—|_\/§) (2.35)

Para simplificar un poco las cuentas, vamos a definir las funciones auxiliares

T T T
Hy = §Hﬂp Hy = EHfmgo Hg = §HfK7gK7 (2.36)

y por lo tanto vale que
2 2 2
-1 _ g1 -1 _ g1 -1 _ g1
m' o =m(30) B O =g, (B-)  E O =H, (5-).

La ventaja es que ahora Hy(z) = arcsen z, H; ' (2) = sen z, y no estorba la constante de Z.
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Con esta definicién, vale que
Hy(z) = (1 = p)Ho(2) + pHx (2).

Ademaés encontrar el v, que buscibamos en (2.33) y (2.35) equivale a encontrar v € R tal
que
_1 abs o .m W21H(1+f)
(Hp ) (M =1 comy=gm,>5—_—— =h(l+ V2). (2.37)
Vamos a necesitar algunos lemas para la demostraciéon. Empezamos recordando el Teorema
de Rouché de anélisis complejo.

Teorema 2.4.5. Sean K C U C C, K un conjunto acotado con frontera 0K que es un lazo
simple homotdpico a un punto, U abierto, y sean f,qg : U — C dos funciones holomorfas. Si se
cumple la desigualdad estricta

g < If(2)]  Vze K,
entonces f y f + g tienen la misma cantidad de ceros en K.

Lo primero va a ser demostrar que la funcién H,, ! es analitica en algin entorno lo suficien-
temente bueno como para trabajar bien.

Lema 2.4.6. Para todo 0 < r < 1, existen p, € (0,1) y Q, C S tal que Yp € (0,p,) se cumple
que Hy, : Q. — rD es analitica con inversa analitica. Ademds existe C, € (0,00) tal que:

|Hp_1(z) —senz — p(z — Hg(sen z)) cos z| < C.p? VzerD,p e (0,p,).

Demostracion. La idea va a ser valernos del Teorema de Rouché, y de una acotacién uniforme
sobre H, para encontrar un entorno donde Hj, y Hy sean “parecidos” y entonces H), “herede” la
inyectividad de Hy.

Empecemos por notar que, como Hy coincide con la funcién arcsen(z) en el intervalo (—1,1),
por unicidad de la extensién analitica resulta que Hy(z) = arcsen(z) en la regién S. Es facil que
ver arcsen(z) es inyectiva en S, y que |Re(sen(z))| <1 Vz € D. Esto nos dice que, Vr € (0,1),
existe I, C S tal que Hy = arcsen : I', — rID es analitica.

Definimos los conjuntos E,, := {z eC ‘ |Re(2)| <1—1 y |[Im(z)| < n} Como se tiene

(o] J—

que U E, =S8, entonces existe algin n, tal que rD C Hy(E,, ).

n=1

Sea ¢ € rD. Entonces existe z € F,, tal que Hy(z) = ¢, y como arcsen es inyectiva, entonces
Hy(z) #(¢ Vz € 0E,, +1. Luego, usando que rD y dF, 11 son compactos, tiene sentido definir

m:= min [Hy(z)—¢|>0. (2.38)
¢erDh
2€0FEn, 41

Por otro lado, con el Lema ([2.1.2)), existe algin M > 0 tal que |H,(z)| < M Vn >0,z €
OE,, +1. _

Con estas cotas a mano, vamos a definir p, := 537, y fijamos ¢ € rD. Si p € (0,p,), entonces
tenemos que

|p(Hy(2) = Ho(2)) | < 5o (|Hy(2)| + [ Ho(2)]) < 5772M <m < | Ho(=) =¢| V2 € 0By 4.
N————
=:9(2) =:f(2)
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En particular con f y g definidas de esta manera |g(z)| < |f(z)| Vz € OE,,+1. Entonces, por el
teorema de Rouché , resulta que fy f+g¢ tienen la misma cantidad de ceros en E,, 1. Esto
quiere decir que p(H, (2) — Ho(2)) y p(Hy(2) — Ho(2)) + Ho(2) — ¢ = pHy(2)+ (1 — p)Ho(2) — C =
H,, — ( tienen la misma cantidad de ceros en FE,, 1. Pero por inyectividad de Hy en &, hay un
solo z € Ey,, 41 tal que Hy(z) = (. Luego hay un solo z € E,, 41 tal que H,(z) = ¢. Como esto
vale V( € rD, esto quiere decir que H ! esta bien definida en rD y es analitica en ese dominio.
Basta con definir entonces, €, := H), (Ep, 41).

Empecemos por ver que efectivamente la expresion restada corresponde al polinomio de
Taylor de H, 1. Sea z € rD fijo. Entonces

2= Hy (Hy'(2)) = (1= p)Ho (H; ' (2)) + pHy (H; ' (2) -

Entonces podemos derivar en p a cada lado:

0=Hy (Hy'(2)) — Ho (H,(2)) + ((1 —p)%Ho (H,(2)) +p%Hn (Hp_l(Z))) ng_l(Z)

dp
0= Hy (Hy'(2)) — Ho (H; ' (2)) + %Hp (H,'(2)) ;pHp_l(z).
Y por Teorema de la Funcién Inversa:
0= Hy (Hy'(2) - Ho (H,'(2)) + T
p p %Hp_l(z) 6}? p
Entonces con un pasaje de términos, obtenemos
;ple(z) = (Ho (H,'()) — Hi (H,'(2))) inl(z). (2.39)

Evaluemos entonces la funcién H,, 1(2) y su derivada en p = 0:

-1 =10y —
H, (z)‘pzo =H; (z) =senz.

= (0 (B3 (2)) — Hi (3 (9)) 257 (2) =

p=0

= (z — Hg (sen(z))) = sen(z) = (z — Hg (sen z)) cos z.

0z

Si miramos el polinomio de Taylor de H, 1(2) centrado en 0, resulta que

92 H};l(z)) p?

0 op? -
1. _ -1 B < p=p¢ .
%@)Hp@top%%kxo_ 5 : pe € (0,p)
2 f—
a2 v
‘H;l(z)—senz—p(z—HK(senz))cosz‘S o1 e pe € (0,p). (2.40)

La derivada segunda 8%221-[; 1(2) la podemos hallar a partir de (2.39)), derivando una vez més

en p y volviendo a reemplazar %sz 1(2) usando ([2.39)) cada vez que aparezca en el desarrollo.
Haciendo esto, la expresién de la derivada segunda queda en funcién de Hy, Hg, sus derivadas
primeras (que estan todas acotadas uniformemente por (2.1.2)), y las derivadas en z de H,'(z)
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(que podemos acotar en funcién de r usando la férmula de Cauchy, porque H, 1 es analitica y
H,(I';) C rD para cualquier p € (0,p,)). Luego la derivada segunda puede acotarse en funcién
de r para cualquier p € (0,7):

0?
87)2Hp ) <0, VYpe(o,r).
Usando este tltimo resultado en (2.40)), completamos la demostracién. O

Por el Lema (2.4.6)) sabemos que Vr € (0,1) existe p, € (0,1) y un abierto acotado €, C

Q, C S, tal que para todo p € (0,p,) la funcién H, : Q. — rD es analitica con inversa analitica
y
|Hg1(z) —senz — p(z — Hi(sen z)) cos z| < Cpp® Vz € rD. (2.41)

Escribamos la serie correspondiente a H,, 1(2) centrada en 0 (notar que como Hy y Hy son
impares, H, y Hp_1 lo son):

oo
Hp_l(z) =: Z agpy1(p) 2L
k=0

Nuestro objetivo es probar que, para alguna eleccién correcta de p, la existencia de un v como

en (2.37) con v > In(1 + v/2).

Consideramos ahora también las expansiones como series de:

ST e,
senz = » bopy12ok41 = ) iy 22k+1-
= = 2k +1)!
y, motivados por ([2.41)
o0
¢(z) = (2 — Hg(senz))cosz = Z Cokt122k+1-
k=0

Vamos a fijar r € (19—0, 1). Por la Férmula Integral de Cauchy, para cada k € Ny se tiene:

C,p?

dz .
r2k+2

1 f Hp_l(z) —senz — po(z)

<
22k+2 =

|lazk+1(p) — bak+1 — pear+1| = (2.42)

2mir
roD

Ademés, por (2.1.2)), resulta que Hg, y por lo tanto ¢ es analitica en S. En particular, su serie
converge absolutamente para cualquier |z| < 1. Usamos esto y (2.42)) para acotar inferiormente

la serie absoluta de H), en %:

00 g \2k+1 > (%)%H 00 9\ 0 & g \ 2k+1
- > AN - _p2 T
I;)|a2k+1(P)| <10> > (2k + 1) ka::o le2k 41 (10> - kZ::o <10r>

senh(9/10) <00, no depende de p <00, no depende de p

> senh (%) —O(p) — O(IJQ),
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y acotando por abajo el senh, y con p — 0 tenemos:
> 1,02 — O(p).

k+
Esto quiere decir que para p suficientemente pequenos, > o |a2k+1(p)] (%) > 1. Por
Bolzano, para cada p existe v = v(p) € (0, 1%) tal que

> laskr1(p)| () = 1.
k=0

Queremos probar que v > In(1 + v/2). Supongamos entonces que

v <In(l1+v2). (2.43)
Luego, como 1% <r:
101In(1 2 49
T < 10In(1 +v2) <« 27 (2.44)
T 9 50
Tenemos que sen(5D) C sen(D) C S, donde Hy es analftica. Luego Hg osen es analftica en

%ID) por ser composicién de analiticas. Claramente entonces ¢ = (id — Hx osen) - cos es analitica
en %ID). En particular, ¢ tiene radio de convergencia al menos %. Como 0 < v < 19—0, esto implica
que la serie de ¢ converge absolutamente en ~:

o0
> Jeappa [y < o,
k=0

y por lo tanto, Ve > 0, existe n € N tal que la cola de la serie es arbitrariamente chica:

o0

g
> leapa Y < 5 (2.45)
k=n-+1

Ademés, una vez elegidos ¢ y n, existe p(e) > 0 tal que Vp € (0, p(e)) se tiene que:

1
p|02k+1‘ < §‘b2k+1‘ Vk € {1, A ,n}.

Esto implica que p|cor11| no es lo suficientemente grande como para cambiar el signo de ba 1,
y luego:
sgn(bog+1 + peakt1) = sgn(bogy1) = (—1)]’“. (2.46)
Ahora tratemos de acotar:
H, (i)

1

‘1_

(o] 1 0.0
> a1 (p) |y — A > ageqa (p) (iy)*F
k=0 k=0

o0

>~ (lazks1 ()] = (=) azis1 (9) 7

k=0
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A esta altura, el médulo es supérfluo, porque |agg41(p)| > (=1)Fagpr1(p) y v >0 :

o0
=y (’a2k+1(p)’ - (—1)ka2k+1(p)) yEH,
k=0
Usando dos veces (2.42), y que |[A — B| < C = +A < C + B, tenemos:

< i %4_‘() + pc ’+Cf‘7pg_(_1)k(b + pe ) 2k+1
> 72kt 2 2k+1 T PC2k+1 72k 2 2k+1 T PC2k+1) | Y
k=0

= Z <’62k+1 + peakt1| — (—1)k(b2k+1 +PC2k+1)) A2 Z 1“22132 2R+
k=0 =0

(1) (2)

Para acotar (1), notamos que por ([2.46]), los primeros n términos de la suma se anulan:
oo

> ('b%“ + peapr1| — (—1)* (baps1 +p62k+1)) 2R+ <
k=0
oo
= Z <|b2k+1 + peak 1| — |bary1| — (—l)kp02k+1)) AR =
k=n+1

o0
o1 @D
§2p202k+1’7 T pe.
k=0

Para acotar (2), simplemente hacemos:

e} [e.e] o
Crp? 2C r\* @3 , 20 r\ 26+
2 ﬂﬁﬁ%“éﬁr§:<) e T§:<> <p°C;

k=0 r k=0 /7 r k=0

=:C!

donde C/ depende solamente de 7.
Sea entonces 3 := H,; (i) —i. Acabamos de probar que:

H (i)
i

6l =11 -

< p*C! + pe. (2.47)

Por 1ltimo, como Hy y Hg son analiticas en S, entonces ambas son Lipschitz en i+ % Como
H), es un promedio ponderado de ambas, entonces H, también es Lipschitz con L la constante
de Lipschitz mas grande entre ambas, independientemente de p. Luego

(11 va) B2 _ Hp<€+z‘> . HZ@ s B2 a —P)Ho(? TPHK() ey

(1—p)In(1 +V?2) +pHK(i)

1

— Lp(pC.. +¢).
Reordenando, obtenemos:

o (i

i(l) < gln(l +V2) + pLC! + Le < In(1 +V/2) + pLC. + Le.

Esto vale para cualquier € > 0y p € (0,p(¢)). Pero esto claramente contradice (2.43)). Luego
v > In(1 +V2).
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2.5. Optimalidad de los Métodos de Redondeo de Krivine

En esta seccién vamos a contar brevemente un resultado de [NR14] sobre una generalizacién
de los Métodos de Redondeo de Krivine.

Recordemos que un Método de Redondeo de Krivine f, g viene asociado a una constante
Vf.9 € R>o, y que siempre Kg < % Sin embargo, no sabemos si los 7y 4 asociados a MRK son

ajustados, en el sentido de que
1
Kg= inf —. (2.48)
J.9g MRK 7y ¢

Esto nos interesa por dos motivos. Primero, si esto fuera cierto, estudiar los Métodos de
Redondeo de Krivine nos podria acercar al valor exacto de la constante de Grothendieck. Pero
ademés, como cada MRK nos induce un algoritmo aleatorio de redondeo de soluciones, los MRK
con —— cercano a K¢ nos darfan algoritmos aleatorios que consiguen evaluaciones del problema

Vf.g
. . PT(A
OPT(A) que en esperanza alcanzan un valor arbitrariamente cercano a OT() (

el préximo capitulo motivos para creer que esta aproximacién seria 6ptima).

Hasta ahora el nico resultado en este sentido que tenemos es el de (2.3.2)), que dice que
(2.48]) es cierto si, para infinitos £ € N, la forma bilineal de Koénig se maximiza en un Método
de Redondeo de Krivine Alternado. Sin embargo, aun no sabemos si esto es cierto para ningin
k> 1.

Vamos a contar ahora un resultado en el espiritu de , pero para una definicién un poco
més relajada de los Métodos de Redondeo de Krivine. Introducimos entonces los Métodos de
Redondeo de Krivine por Medida.

y veremos en

Definicién 2.5.1. Un Método de Redondeo de Krivine por Medida (MRKM) de dimensién k
consiste en una medida de probabilidad Boreliana  en {—1,1}%" x {—1,1}%". Se pide ademas
que el soporte de esta medida esté contenido en

{(f,9) | f,g:R¥ = {—1,1} son medibles Lebesgue}

La idea es que un Método de Redondeo de Krivine Distribuido representa una familia de
pares de particiones de R¥, de forma que a cada particién se le asigna un “peso” (densidad de la
medida). Queremos usar esta medida para la “proyeccién aleatoria” de manera similar a lo que
venimos haciendo con los Métodos de Redondeo de Krivine. Dada una configuracién de vectores
preprocesada {u;};{0;}; C S*1, elegimos una particién (f,g) al azar usando la medida p y
elegimos G' € R¥*?" yna matriz Gaussiana estandar. Luego tomamos:

5= £ (Gi), ¢ =g(Gy).
Con esta definicién, la esperanza del producto de los d;, €; es

Eq [/f (Gu;) g (Goy) dulf, g)] -

Esta ultima expresién depende s6lo de (u;, v5), por la usual consideracién de que la distribucion
de que, para dos vectores u,v € By son equivalentes las distribuciones

(Gu, Gv) ~ (G1, (u,v)G1 + \ I <u7v>2G2)7
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donde G1,G4 € R* son vectores Gaussianos estdndar.
Nos interesaran los casos en que podamos realizar el “preproceso” de una configuracion de
vectores {u;};, {vj}; C S* L. Para esto planteamos la siguiente definicion.

Definiciéon 2.5.2. Decimos que un Método de Redondeo de Krivine por Medida tiene calidad
K € Ry si V{u;}i{vj}; € S?7L, existen {u;}i, {0;}n € S tales que

(u,0)

Eq /f(G@)g(G@')du(f,g) =%

Notemos que un Método de Redondeo de Krivine a secas (f, g) es un Método de Redondeo
de Krivine por Medida, donde la medida es atémica sobre una tinica particién {f, §}, definiendo

flu):=f (i ) gv):=g (\% ) Nuestros resultados de este capitulo nos dicen que un Método

de Redondeo de Krivine (f, g) tiene calidad K = f—

Un eJemplo més interesante es el método de redondeo p, que usamos para demostrar que
Kg > 2 im0 1+ Trva la seccién anterior. El método redondeo que habiamos definido es exactamen-
te el Método de Redondeo de Krivine por Medida que le corresponde a una medida atémica i,
que tiene densidad 1 —p en la particion (fo, go) y densidad p en (fx, gx ). Lo que demostramos en
el Lema equivale a decir que el MRKM p,, tiene calidad estrictamente mayor a m

El siguiente teorema de [NR14] dice que para las MRKM si podemos garantizar que las
calidades aproximan la constante de Grothendieck.

Teorema 2.5.3 (Naor-Regev). Ewiste para cada k € N un Método de Redondeo de Krivine por
Medida py, de dimension k, de forma que las respectivas calidades Ky cumplen:

k
Kp 2% K

Vamos a dar una idea bésica de la demostracion, que parte desde esta formulacién equivalente
de la desigualdad de Grothendieck:

Desigualdad de Grothendieck 2.5.4. Sea k € N fijo. Existe una medida de probabilidad
Boreliana vy, en {—1,1}5""" x {=1,1}5""" tal que

Fg0(f.9) = o (u.o).

{—1,115F 7 {1,380

Usando esta formulacién equivalente, la medida py para el teorema (2.5.3]) se define como
una radializacién de la medida vy en el siguiente sentido. Para cada par (f,g) € {—1,1}5"" x
{—=1,1}5""", definimos el par {f, 7} € {—1,1}%" x {—1,1}®" de forma que

Fla)) o u =) — u k
fo=s () dw=o(py) e
Se puede demostrar que estas medidas cumplen la propiedad enunciada en el teorema.

Lamentablemente, las medidas que se usan en la demostracién vienen de resultados de exis-
tencia, y no nos permiten hacer cuentas que acoten la constante de Grothendieck, o nos den un
algoritmo de redondeo explicito. No conocemos ningiin resultado que mejore esta situacién, ni
que permita restringirnos a considerar algin conjunto mas pequeno de medidas, por ejemplo,
medidas con densidad concentrada en finitos puntos.
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Capitulo 3

Complejidad computacional y
aproximaciones

En este capitulo vamos a hablar sobre la complejidad de hallar el valor éptimo del problema
OPT(A) para matrices A € R™™™. El primer resultado, que ya mencionamos varias veces, es
que este problema es NP-hard. Vamos a demostrar esto reduciendo el problema NP-hard MAX-
CUT al problema OPT(A). También veremos que el problema de hallar SDP(A) esta se puede
resolver en tiempo polinomial, esbozando un algoritmo para su resolucion.

Luego, dada la dificultad de hallar una solucién exacta, nos abocaremos a la tarea de apro-
ximar el valor de OPT(A). Ahi encontraremos el resultado principal del capitulo, que dice que,
asumiendo una hipdtesis de complejidad conocida como Unique Games Conjecture, el valor de
OPT(A) no se puede aproximar polinomialmente con una garantia mejor que OPTA) Para lle-

K
gar a este resultado, dedicaremos un tiempo a introducir la Unique Games Conjecture y explicar
por qué es una hipdtesis que parece razonable.

Finalmente, usaremos algunas de estas técnicas para dar, para € > 0 fijo, un algoritmo

aleatorio polinomial para hallar una soluciéon de OPT(A) mejor o igual que O;gj_’g), y otro para

conseguir una aproximacion de K con error menor a €, pero en tiempo exponencial en €.

3.1. Complejidad computacional de hallar OPT(A)

A pesar de todos estos avances en los ultimos afios, la constante de Grothendieck es ain
desconocida, al punto de que no se sabe si su segundo digito es 6 o 7. Dado que el problema
tiene una formulaciéon més “discreta” en [LP68§|, descripta en , cabria esperar que méto-
dos computacionales directos hayan encontrado a esta altura mejores aproximaciones que los
métodos analiticos del capitulo anterior.

Pero consideremos, por ejemplo, el problema de hallar cotas inferiores para K. Esto consis-
te, en general, en conseguir una matriz A, y usar el valor de ggl;gﬁg como cota inferior de Kgq,
como lo definimos en (1.1.4)). El valor de SDP(A) se puede acotar desde abajo con sélo hallar
una realizacién de vectores u;, v; que alcancen un valor alto, y esto resulta relativamente facil
computacionalmente (veremos de hecho que es “facil” hallar la solucién vectorial éptima). La
dificultad de esta forma de encarar el problema es que acotar desde arriba el valor OPT(A) de
forma justa requiere efectivamente el calculo de este valor. Esto significa, en una implementacién
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inocente al menos, hallar la asignacién de valores d;, €; que maximiza el problema. Lamentable-
mente, es bastante sencillo probar que el problema de hallar OPT(A) para matrices arbitrarias
es NP-hard. Es decir, tenemos una gran diferencia de dificultad entre hallar el méaximo del
problema de optimizacion OPT(A) (NP-hard) y hallar el méximo de SDP(A), la relajacion
semidefinida positiva del mismo problema (jresoluble en tiempo polinomiall).

Empecemos por demostrar que el problema de optimizacién de hallar OPT(A) para una
matriz A € n X n es NP-hard. Para esto, vamos a reducir el problema de optimizacién MAX-
CUT, uno de los problemas NP-hard mas famosos, al problema de Grothendieck.

Definiciéon 3.1.1. El problema de MAX-CUT es un problema de optimizacién combinatoria
donde cada instancia es un grafo G. Una solucion de la instancia G consiste en “pintar” cada
nodo del grafo de uno de dos colores disponibles. La funcién de costo de la solucién es la cantidad
de aristas cuyos extremos estan pintados de distintos colores sobre la cantidad total de aristas
del grafo, y el objetivo del problema es maximizar esta funcién de costo. Denotaremos a este
valor méximo como OPTyc(G).

El nombre del problema viene de separar los nodos del grafo G en dos grupos y “cortar”
todas las aristas que cruzan de un grupo a otro. Con esta interpretacion, lo que se esta buscando
es cortar la mayor cantidad de aristas posible, es decir, el MAX-CUT. Como dijimos, MAX-CUT
es uno de los problemas NP-hard més famosos, y de hecho su versiéon como problema de decision
y con pesos en las aristas es uno de los 21 problemas de Karp, que son algunos de los primeros
problemas interesantes para los que se demostré complejidad NP-hard.

Vamos entonces a contar la reduccién de MAX-CUT al problema de Grothendieck. El argu-
mento es una adaptacién de una demostracién de [ANOG].

Teorema 3.1.2. El problema de hallar el valor éptimo OPT(A) del problema de Grothendieck
para una matriz A € R™*™ es NP-hard.

Demostracion. Empezamos con una instancia del problema MAX-CUT, es decir, un grafo G, que
tiene un conjunto de nodos V' := {wy,...,v,} y un conjunto de aristas E := {e1,...,en} C VXV,
y vamos a asumir que cada arista e; viene dada por un par ordenado de nodos (e}, e?). Vamos

VR

a construir entonces una matriz A € R™*" de la siguiente manera:
S |
1/2, siv; =e;

aij =< —1/2, sivi:e?

0, si no.

En palabras, en la fila de una arista todos los coeficientes son cero, excepto por los nodos que
corresponden a los extremos de la arista, que tienen los valores % y —%, en algin orden. Por
ejemplo, al siguiente grafo
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le puede corresponder la siguiente matriz

U1 (%) V3 V4 Vs V6

\ \’ 1 3 1 \J
er— 1 1/2 0 —1/2 0 0 0
ea— [-1/2 12 0 0 0 0
es — | 1/2 0 0 0 0 -1/2}
es— | —1/2 0 0 1/2 0
es— | 0  —1/2 0 0 0 1/2
e — \ 0 0 0 —1/2 1/2 0

La construccién de esta matriz claramente se puede realizar en tiempo polinomial en el
tamano del grafo G. Ahora supongamos que estamos buscando el valor 6ptimo OPT(A) sobre la
matriz A. Esto lo podemos pensar como encontrar signos para multiplicar cada columna y cada
fila, de manera que se maximice la suma de los coeficientes de la matriz. Asumamos que dejamos
fijos los signos que se van a asignar a las columnas de la matriz. Esto corresponderia a asignarle
un —1 o un 1 a cada nodo del grafo original G, y lo podemos pensar como que efectivamente
estd “pintando” el grafo con dos colores.

Con los signos de las columnas fijos, jcudl es el mayor valor de suma de coeficientes que
podemos alcanzar cambiando los signos de las filas? Miremos, por ejemplo, la fila es. Hay dos
posibilidades. Si los extremos de e5 tienen asignados signos iguales a sus columnas, entonces la
fila va a contruibuir 0 a la suma total. Por otro lado, si los signos de vy y vg son distintos, entonces
podemos ajustar el signo de la fila para que contribuyan 1 a la suma total de coeficientes.

Haciendo esto fila por fila, estd claro que, con los signos de las columnas fijos, la maxima
suma de coeficientes posibles es exactamente sumar 1 por cada arista que tenga sus extremos
en columnas de distinto signo. jPero esas son exactamente las aristas del “corte” generado por
la asignacién de + o — a los nodos/columnas! Es decir, para cada asignaciéon de + o — a las
columnas, el valor maximo es exactamente el valor del corte que separa los nodos de acuerdo a
qué signo les tocd en sus respectivas columnas.

Luego, el valor del mejor corte para el grafo G tiene que coincidir con el mejor valor posible
para OPT(A). Como la construccién de la matriz se puede realizar en tiempo polinomial, si
tuviéramos un algoritmo que pudiera hallar en tiempo polinomial el valor OPT'(A) para cualquier
matriz A, lo podriamos usar para hallar en tiempo polinomial el valor éptimo OPTy;c(G) para
cualquier grafo G. Por lo tanto el problema de Grothendieck es NP-hard. O
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Con esto demostramos que el problema de hallar OPT(A) es NP-hard. En cambio, el pro-
blema de hallar SDP(A) para cualquier matriz estd es resoluble en tiempo polinomial. Esto se
debe a que el problema se puede resolver con una estrategia conocida como Programaciéon Semi-
definida (de donde viene la notacién SDP(A)) que describiremos brevemente. La manera mas
sencilla de explicar por qué se puede demostrar que SDP(A) se resuelve en tiempo polinomial
y por qué la demostracion no funciona para OPT(A) es intentar reducir el problema OPT(A) a
un problema de programacion lineal. Vamos a ver que la reducciéon no funciona para OPT(A),
pero si para SDP(A). Como el problema de programacién lineal se puede resolver en tiempo
polinomial, esto implica que nuestro problema SDP(A) también.

Bésicamente, nos gustaria tratar de escribir las condiciones del problema OPT(A) como las
condiciones de un problema de programacion lineal, que consiste, a grandes rasgos, en maximizar
una funcién lineal en una regién del espacio compacta, no degenerada, delimitada por desigual-
dades lineales. Para describir OPT(A), definimos variables b;; que van a cumplir la funcién de
di€;. Lo que nos interesa entonces es, dada una matriz A € R™*", maximizar el programa lineal

n
max a;i;bij
32 9 (3.1)
-1<b;<1

Este programa lineal se puede maximizar sin problemas. Pero sin embargo, la solucién no nos
sirve para OPT(A) porque no tenemos ninguna garantia de que las variables b;; correspondan
efectivamente a variables del estilo
bij = 51'6]'
—1<6;<1. (3.2)
—1 S Ej S 1
Dicho de otra manera, el programa lineal (3.1) nos devolvera siempre b;; = sgn(a;;), y el valor
n
maximo de la funcién serd > |a;;|. Necesitamos entonces tratar de agregar la condicién ((3.2]).
ij=1
El problema es que la condicién de b;; = d;€; no es lineal, y tampoco hay forma de expresarla
con varias condiciones lineales.
Sin embargo, se puede relajar un poco el problema para expresar una condicién similar.
Pensemos a los ¢;, €; como una sola lista de variables x, con 1 < k < 2n:
v — O 1<k<n
F= Ve n+1<k<2n’

Usemos ahora variables yg;, con 1 < k, 1 < 2n. Entonces las condiciones (3.1]) y (3.2) se expresan
como

n 2n
max > > auYm
k=1l=n+1

Y =rpx;, 1<k<nn+1<1<2n
—“1<yy <1, 1<k<mn+1<I1<2n
1<z, <1, 1<k<2n

Este es el programa que nos gustaria resolver. Notemos que de las variables yi; sélo estamos
usando aquellas donde 1 <k <nyn+1<1[<2n. No perdemos nada pidiendo consistencia y
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usando la misma condicién para todos los y;:

n 2n

max >, Y. Yk
k=1l=n+1

Y = rrz;, 1< k,1<2n
—1<yu <1, 1<k, 1l<2n
1<z, <1, 1<k<2n

Seguimos teniendo el problema de la condicién yi; = xpa; no lineal. Pero notemos que esta
condicién implica que yg; es una matriz semidefinida positiva (es la matriz de Gram de los xy).
iY resulta que la propiedad de ser una matriz semidefinida positiva si es expresable linealmente!
Equivale simplemente a decir que

2n
qut = Z VEU1Ykl < 0, Vq S R2n. (3.3)
k=1

Llegado este punto, no necesitamos las variables xj en la formulacién. Podemos escribir simple-

mente:
2n 2n

max Y, >, agyYkl
=1 k=1
2n 2n

kZ lZ Gqyn <0, VqgeR™"
—1i=1
1<y <1, 1<k 1<2n

Las restricciones con ¢ € R?" son en realidad un ntmero infinito, y a priori no se podrian
usar para definir el programa. La manera de arreglar esto es no considerarlas parte formal del
programa, sino agregar esas restricciones a medida que las soluciones halladas no satisfacen con
la propiedad de que Y es una matriz semidefinida positiva. Mas precisamente, si Y no es una
matriz semidefinida positiva, se puede hallar en tiempo polinomial un vector ¢ € R*" tal que
qYqt < 0. Luego se agrega en tiempo real de ejecucién la restriccién ¢Y¢* < 0 al problema y
se sigue ejecutando para encontrar una mejor solucién. Esto funciona bien, por ejemplo, con
el método de la elipsoide [GLS81] para resolver programas lineales. En este método, podemos
incorporar la verificacién de la existencia de g en el algoritmo que verifica si un punto pertenece
al conjunto de soluciones validas, y en caso contrario devuelve un hiperplano separador.
Ahora bien, jpodemos garantizar que la solucién hallada yi; para el problema

2n 2n

max » Y apyk

k=11=1

sea una solucién que provenga de yi; = xxx;, con z; € R? Claramente no, pero por un resultado
clésico de Algebra Lineal, el hecho de que Y sea semidefinida positiva nos permite dar una
descomposicién Y = CC?, con C € R**?" y que se puede hallar en tiempo polinomial usando
la descomposicién de Cholesky, por ejemplo. Luego las filas de C son vectores v, € R?" tales
que yg = (vg, v),V1 < k,1 < 2n.

Es decir, nuestra relajacién del problema de pedir la condicién al problema de pedir
, nos da exactamente la formulacién del problema SDP(A). Esto ilustra cémo hallar la
soluciéon SDP(A) en tiempo polinomial, y a la vez ilumina por qué este mismo método no nos
sirve para OPT(A).
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Debido al Teorema ({3.1.2)) nuestras esperanzas de encontrar un algoritmo rapido para hallar
OPT(A) son inmediatamente destruidas. ;Pero podriamos encontrar algoritmos eficientes que
aproximen OPT(A), al menos dentro de un factor razonable? Es decir, jpodriamos encontrar
algin algoritmo polinomial ALG, quizas aleatorio, que reciba cémo argumento una matriz A y
nos devuelva OPT(A

OPT(4) < ALG(A), para alguna constante K € Rs(? (3.4)

Por supuesto, este algoritmo no puede ser polinomial independientemente de K, ya que esto
nos daria una solucién polinomial al problema de calcular OPT'(A). Pero si cabria la posibilidad
de que, con € > 0, tengamos un algorimo polinomial en la dimensién del problema que obtenga
siempre

OPT(A)
1+e¢
con la reserva de que el tiempo de este algoritmo crezca mucho al achicar € y por esto no
nos sirva para aproximaciones arbitrariamemnte cercanas de tiempo polinomial.

Esta posibilidad también se ve desterrada al considerar la reducciéon que hicimos de MAX-
CUT a nuestro problema, que conservaba exactamente el valor de la solucién 6ptima. Es un
hecho conocido que el problema de MAX-CUT tiene un “inapproximation gap” de %. Es decir,
que existe un K € R tal que, si asumimos P # NP, no existe ningin algoritmo polinomial

ALG ¢ que, para cualquier instancia G del problema MAX-CUT obtenga:

< ALG(A),

16
1—7OPTMC(G) < ALGye(G).

Pero de la reduccion que usamos para (3.1.2)), sale inmediatamente que cualquier garantia de
aproximacion para el problema de Grothendieck seria inmediatamente trasladable al problema
de MAX-CUT. Esto nos dice entonces que no existe bajo P # N P, al igual que con el problema
de MAX-CUT, ningtn algoritmo polinomial ALG que cumple

16

T?OPT(A) < ALG(A) VA e M(R). (3.5)

Pero nos queda ahora una nueva pregunta, jcual es el menor K que cumple esta condicién?
Un resultado muy fuerte de Raghavendra y Steurer en [RS09] demuestra que, bajo cierta

hipétesis de complejidad conocida como la Unique Games Conjecture (UGC, ver (3.2.6))), la

mejor constante es K := K, jla constante de Grothendieck!

Teorema 3.1.3. Supongamos que la Unique Games Conjecture es cierta y sea K € R tal que
K > Kg. Entonces el problema de hallar, para cualquier matriz A € R"*", un valor ALG(A)
alcanzable en el problema OPT(A) tal que

OP?A) < ALG(A) < OPT(A)

es NP-hard. En particular, si P # NP, no existe ningun algoritmo de tiempo polinomial ALG
que para cualquier A € R™™ obtenga una evaluacion vdlida del problema OPT(A) que garantice

OPT(A)

= < ALG(A) < OPT(A),
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Notar que, sorprendentemente, el teorema funciona sin conocer el valor exacto de la constan-
te de Grothendieck K. Es decir, no conocemos el valor exacto de la constante de Grothendieck
definida segun las desigualdades de los primeros capitulos. Pero sea cual sea este valor, coincide
exactamente con la mejor constante de aproximacién que se puede conseguir, bajo UGC, para
el problema OPT(A). Este teorema estd entonces, para el problema de optimizacién de Gro-
thendieck, vinculando el valor del gap de integralidad de una relajacién semidefinida positiva al
valor del gap de inaproximacién del problema.

El Teorema estd basado en un trabajo anterior de Raghavendra [Rag08| que consigue
un resultado similar, bajo la misma hipdtesis de complejidad UGC, para toda una familia de
problemas conocidos como Constraint Satisfiabiliy Problems (CSP). El resultado dice que para
todos estos problemas el gap de inaproximacion es exactamente el gap de integralidad, es decir, el
gap entre la solucién 6ptima del problema y la soluciéon éptima de una relajacién de programacion
semidefinida del problema (SDP). Ademds, se obtiene un algoritmo aleatorio polinomial que
alcanza esta mejor aproximacién salvo por un factor aditivo arbitrariamente chico. Ain més, para
una subclase de estos problemas conocida como 2-CSP, donde las restricciones son férmulas que
siempre se aplican sobre exactamente dos variables, [Rag08| consigue un resultado extra. Dado
n > 0 y sin la hipotesis de UGC, se describe un algoritmo de redondeo de ciertas relajaciones
semidefinidas positivas naturales que obtiene una evaluacién para el problema que estd a lo
sumo a un error aditivo de n del valor cuya existencia garantiza el gap de integralidad Kj,; del
problema. Es decir, si

SDP(I)
Kin = )
e OPT()
entonces el algoritmo ALG garantiza
DP(I
SDPU) _ n < ALG(I).
Kint

El problema de Grothendieck es un caso particular de un CSP y también resulta ser un 2-CSP
ya que las “restricciones” del problema las podemos pensar como restricciones del tipo d;e; = 1.
Sin embargo, el resultado de [Rag08] no se puede aplicar directamente en este caso por dos
motivos. Segundo, la reduccién general del paper no conserva la propiedad de “biparticién” del
problema de Grothendieck (las variables {u;} y {v;} se relacionan de grupo a grupo, pero no
directamente entre ellas). Y ademads el resultado de aproximar bien excepto un factor aditivo no
es muy practico en este caso, porque el valor 6ptimo del problema de Grothendieck normalizado
puede ser muy pequeno incluso para instancias muy grandes, y por este motivo el error aditivo
supera ampliamente en magnitud a la aproximacién alcanzada.

3.2. La Unique Games Conjecture y técnicas asociadas

La Unique Games Conjecture es una conjetura introducida por Subhash Khot en su paper
[Kho02]. Desde la demostracién del teorema de PCP en |[ALM™98], se generd un gran avance
en el estudio de la complejidad de aproximacién de problemas de optimizacion. Los resultados
de esta época probaron que un problema de decisién basado en un problema de optimizacién
conocido como Label Cover es NP-hard. Subsecuentes avances lograron reducir este problema
a problemas de decisién de otros problemas de optimizaciéon (como por ejemplo, MAX-3SAT),
demostrando a su vez que estos problemas de decisién son NP-hard.
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Lo interesante es que la dificultad de un problema de decisién apropiado para un problema de
optimizacién implica la dificultad de aproximar el problema de optimizacién con cierta constante.
Vamos a explicar mas en detalle esta relacion.

Supongamos que tenemos un problema de optimizacién combinatoria Z. Es decir, a grandes
rasgos, un problema donde hay que buscar entre muchas soluciones posibles la soluciéon que
maximiza cierta funcién de costo. Denotaremos una instancia del problema Z como I, y deno-
taremos al valor maximo que puede alcanzar una soluciéon de I como OPT'(I). Supongamos que
tenemos un algoritmo ALG que recibe una instancia I y nos devuelve el costo ALG(I) de una
solucién véalida para la instancia I. Entonces, la inexistencia de un algoritmo ALG que pueda
distinguir velozmente entre las situaciones OPT(I) < s y OPT(I) > ¢ implica la inexistencia
de un algoritmo que garantice siempre 2OPT(I) < ALG(I). Vamos a definir estas situaciones
con algo méas de precision:

Definicién 3.2.1. Dado un problema de optimizacion Z, vamos a definir el problema de decisién
T9¢P. Las instancias de Z¢%, son las instancias de Z para las cuales o bien OPT(I) < s, o bien

OPT(I) > c. El objetivo del problema de decisién es, dada una instancia de TP, decidir a cual
de los dos casos corresponde. El pardmetro ¢ se denomina Completeness y el parametro s se

denomina Soundness.

Lema 3.2.2. Sea T un problema de optimizacion. Luego si el problema de decision ZZF es NP-
hard, entonces el problema de hallar un algoritmo ALG para T tal que SOPT(I) < ALG(I) es
NP-hard. En otras palabras, bajo la hipétesis de P # NP, no existe ningiun algoritmo polinomial
ALG que pueda garantizar SOPT(I) < ALG(I).

Demostracion. La prueba es bastante sencilla. Vamos a mostrar que la existencia de este algo-
ritmo ALG nos permitirfa discernir entre los dos tipos de instancia del problema ZJ%P.

Supongamos que I es una instancia de ZJ%. Si ALG(I) > s, en particular OPT(I) >
ALG(I) > s, entonces OPT(I) £ s, y por lo tanto la instancia tiene que ser del otro tipo. Luego
OPT(I) > c.

Por otro lado, si ALG(s) < s, entonces por la hipétesis OPT(I) < SALG(I) < s = c.
Luego I tiene que ser una instancia del tipo OPT(I) < s.

Es decir que correr el algoritmo ALG y ver si el resultado es mayor que s permite discernir
a qué caso corresponde I € ZI%P. ]

vl

Resultados relacionados al Teorema PCP demostraron que, para el problema de Label Cover
LC (:2.3), con € > 0 tal que el problema de decision LC{% es NP-hard. Desde entonces, se
logré en reiteradas oportunidades para algun problema de optimizacién (llamémosle Z), reducir
polinomialmente el problema EC{? a TP para algunos ¢, s € R. De esta manera, se prueba que
el problema ZZP es NP-hard, y por lo tanto que aproximar el problema Z con mejor constante
que 7 es NP-hard. Por ejemplo, de esta manera se logré probar que aproximar MAX-3SAT con
una constante mejor que % es NP-hard, lo que coincide con la aproximacién alcanzada por los
mejores algoritmos.

Sin embargo, para muchos problemas de aproximacién NP muy importantes, seguia sin
poder demostrarse una constante de aproximacion 6ptima. Con esto queremos decir que, a
partir de la NP-hardness de £C{?, se lograban demostrar resultados de inaproximacién para
alguna constante K», pero el mejor algoritmo conocido apenas llegaba a garantizar un valor de

OPTTI(I) para alguna constante K7, con K7 > Ko.
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En este contexto es que Khot introduce la hipétesis de que una variante del problema de
decisién de Label Cover, que denominé Unique Label Cover, es NP-hard. Sorprendentemente
incluso para su autor, la hipdtesis resulté muy fructifera. En muchos problemas en los que el
progreso estaba trabado, se logré demostrar que hallar mejores aproximaciones para el problema
que las conocidas implica resolver el problema de Unique Label Cover, y por lo tanto, es al menos
igual de dificil. Luego, bajo la hipétesis de que resolver Unique Label Cover es NP-hard, es NP-
hard aproximar en tiempo polinomial estos problemas mejor que los algoritmos conocidos.

El impacto de este resultado fue aumentado por el hecho de que muchos de estos algoritmos no
se creian 6ptimos en ese momento, sino que activamente se estaban buscando mejores opciones.
Algunos ejemplos de avances en este sentido son [KRO§|, [KKMOO7], , [KD06|, [Rag0g|. Hay
varios surveys que recopilan esta informacién, por ejemplo [Kho|. En particular, [Rag0§| sienta
las bases y las ideas del trabajo siguiente [RS09|, del que nos vamos a ocupar en este capitulo.

Para dar un ejemplo concreto en un problema que ya conocemos, bajo la hipétesis de P £ NP

la mejor cota de inaproximacién conocida para el problema de MAX-CUT es la de iZ. Sin

16
embargo, el mejor algoritmo conocido para el problema |[GW95Japenas alcanza una garantia en
esperanza de ap cOPTyco(G), donde ﬁ ~ 1,13 > %. Por lo tanto, o bien habia que encontrar

un algoritmo con mejor garantia, o bien demostrar que ese algoritmo era éptimo (lo que se creia
falso). Sin embargo, bajo la hip6tesis de UGC, se puede probar que el problema de MAX-CUT
tiene un gap de inaproximacién de exactamente a;jc.

Un hecho muy interesante es que el algoritmo 6ptimo para MAX-CUT funciona pasando
por una relajacion semidefinida del problema andloga a la que describimos para el problema
de Grothendieck y que nos llevaba de OPT(A) a SDP(A). De hecho, MAX-CUT es uno de los
problemas que originaron estas técnicas, y para los que se probd la equivalencia, bajo UGC,
de la equivalencia entre el gap de inaproximacién y el gap de integralidad entre la relajacién
semidefinida y el problema original.

Vamos a definir entonces el problema de Unique Label Cover, y la Unique Games Conjecture.

Empecemos por una formulacién del problema de Label Cover. Basicamente el problema nos
da dos grupos de labels M y N que podemos pensar como “colores” con los que queremos pintar
los nodos de un grafo bipartito. Una instancia de Label Cover consistird en un grafo bipartito,
y ciertas restricciones para cada arista sobre como se pueden pintar sus extremos. El objetivo
es pintar los nodos de una manera que satisfaga la mayor cantidad de restricciones posibles.

Definicién 3.2.3. Sean M, N conjuntos de labels finitos, con #M > #N (y en general #M >
#N). Una instancia I del problema de Label Cover LC(M,N) consiste en un grafo bipartito
G(V,W) completo, donde cada arista (u,v) tiene asociada una funcién m,, : M — N.

Una asignacién de labels a la instancia I, consiste en dar labels L(u) € M, L(v) € N para
cada u € U,v € V. Decimos que la asignacién L satisface a la arista (u,v) si my,(L(u)) = L(v)
(es decir, si la asignacion de labels es “consistente” con la restriccién impuesta sobre esa arista).

Definimos como el valor de una asigacion L a la fraccién del total de aristas que son satisfechas
por esta asignacién. El valor OPT(I) corresponde enonces al mejor valor que puede alcanzar
una asignacién de labels L sobre la instancia I.

Teorema 3.2.4 (Consecuencia del Teorema PCP y el Teorema de Repeticién Paralela de Raz).
Para cualquier 6 > 0 suficientemente chico, existe una constante k := k(d) tal que para el
problema de Label Cover con conjuntos de labels M, N con #M,#N < k, es NP-hard distinguir
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entre los casos OPT(I) = 1 y OPT(I) < §. En otras palabras, para ¢ suficientemente chico,
existe k tal que el problema LC(M,N){¥ con #M,#N < k es NP-hard.

La Unique Games Conjecture surge debido a las dificultades que traia el hecho de que
#M > #N en algunas de las reducciones que se buscaban realizar. Para salvar este problema,
Khot propone un tipo especial de problema de Label Cover llamado Unique Label Cover Game
(o Unique Game, para acortar):

Definicién 3.2.5. Una instancia de Unique Game UG (M) es una instancia de Label Cover en
el que las dimensiones de los conjuntos de labels coinciden (podemos suponer que hay un sélo
conjunto de labels M = N), y la restriccién m,, de cada arista es una biyeccion.

Por supuesto, los Unique Games son instancias particulares del problema de Label Cover, y el
problema es decidir si son instancias suficientemente “flexibles” como para capturar o conservar
la NP-hardness del problema de gap de Label Cover.

Notemos que la introduccién de esta restriccion de biyeccién implica que el problema de
decisién de determinar si todas las restricciones son simultdneamente satisfacibles estd en P.
Esto se debe a que, si buscamos un label satisfacible, decidir el label que le corresponde a
un nodo inmediatamente determina el label de cada uno de sus vecinos. Asi sucesivamente, la
asignacién queda determinada en toda la componente conexa del grafo. Luego, basta con intentar
la viabilidad de cada label en un s6lo nodo para determinar si la instancia es 100 % satisfacible.

Esto quiere decir que el problema UG(M){?? estd en P V§ < 1. La solucién para conseguir
complejidad NP-hard en este tipo de instancias es relajar la Completeness del problema de gap.
En tal caso, al ir “tanteando” asignaciones de labels, no poder cumplir la restriccién de una
arista no implica el descarte del proceso parcial, y esto podria potencialmente aumentar mucho
la complejidad de la decisién. Esto es precisamente lo que postula la Unique Games Conjecture:

Definicién 3.2.6 (Unique Games Conjecture). Para cualesquiera constantes suficientemente
chicas €, > 0 existe una constante k := k(e,d) tal que, para instancias de Unique Game con
conjunto de label de tamano k, es NP-hard determinar si OPT(I) > 1 —¢c o OPT(I) <. Es
decir, para M con #M = k, el problema UG(M){*_ ; es NP-hard.

La Unique Games Conjecture fue introducida por Khot en 2002, y sigue siendo un problema
abierto al dia de hoy. De hecho, dada la cantidad de resultados 6ptimos que implicaria una
respuesta positiva, es considerada como uno de los problemas abiertos mas importantes de la
teoria de complejidad. Y quizas, el hecho de ser bastante similar al problema de Label Cover, cuya
complejidad fue demostrada después de un largo proceso, alienta a ilusionarse con la posibilidad
de una demostraciéon més cercana que la de P # N P. De todas maneras, y aunque el resultado
principal que contaremos en este capitulo es dependientes de la veracidad de la Unique Games
Conjecture, cabe destacar que su postulacién llevé a la creacién de nuevas técnicas y algunos
resultados que seguirian siendo validos incluso si ésta fuera demostrada como falsa.

Una gran parte de las reducciones de Unique Games a otros problemas, en especial problemas
de 2-CSP como es el caso del problema de Grothendieck, se basa en la utilizacién de Long Codes,
desarrollado por Bellare y Hastad. Esto permite, generalmente mediante la utilizacién de algin
test de dictadura apropiado, reducir una instancia de Unique Game a una instancia del 2-CSP,
donde las variables a evaluar corresponden a bits de los Long Codes de las asignaciones del
Unique Game. Para explicar esto en més detalle, vamos a definir estos términos:
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Definicién 3.2.7. Definimos como el cubo de Hamming H” al cubo k-dimensional dado por
{-1, 1}’“. Vamos a asociarle a H* la probabilidad uniforme, con densidad 2% en cada punto, y
que usaremos en general silenciosamente.

Vamos a darle muy especial atencion a las funciones f : HF — {—1,1}. Mucho del vocabulario
que usaremos para este andlisis viene de la economia y teoria de decisiones. El razonamiento
es que una funcién f de este tipo equivale a un método de tomar decisiones entre dos opciones
{—1,1} de acuerdo a las preferencias de k individuos. De esta manera, f(x) representa la decisién
tomada cuando el individuo 7 tiene la preferencia z;, para cada 1 < i < k. En este contexto,
queda claro la siguiente definicion, que en esta interpretacion equivale a que un individuo toma
la decisién unilateralemente:

Definicién 3.2.8. Decimos que una funcién f : H¥ — {—1,1} es una dictadura si existe iy €
{1,...,k} tal que f(z) = z;, Va € H. Para cada ip € {1,...,k}, denotaremos d;, € Lo(HF),

diy(x) == x4,
a la dictadura sobre la ig—ésima coordenada.

De la misma manera, tiene sentido cuantificar la influencia de la preferencia de un individuo
[

sobre la decisién final. Esto se puede modelar con la pregunta “;Qué tan probable es que un
cambio de preferencia del individuo iy cambie la decision final?”. Definimos pues:

Definicién 3.2.9. Definimos la “influencia” de la coordenada ig en f: H* — {—1,1} como:

Infio(f) = P[f(xlaw% <o Lig, '71'k> # f(xlvx% s _xiofaxk)]v

donde la probabilidad se toma uniformemente sobre todos los = € H¥.

Notar que una dictadura como definimos en tendra influencia 1 en su coordenada dic-
tadora e influencia 0 en todo el resto. Por este motivo, tiene sentido considerar como “opuestas”
de las dictaduras a aquellas funciones en las que la influencia de una ninguna variable es muy
grande. Con este objetivo, definimos:

Definicién 3.2.10. Definimos la méxima influencia de f : H¥ — {—1,1} como

MaxInf f := max Inf; f.
/ ie{1,....k} if
Todas estas definiciones son estandar dentro de la teoria de complejidad de aproximacién.
Vamos a usar una definiciéon extra, forzada por la particularidad de que el problema de Gro-
thendieck es bipartito (las variables se pueden separar en dos grupos, las ¢ y las j, de forma que
las valuaciones del problema usan siempre una variable de cada grupo).

Definicién 3.2.11. Definimos a la maxima influencia comtn de un par de funciones f, g : H* —
{-1,1} como
MaxComlInf(f,g) := méx {min{Inf; f,Inf; g}}.
e{l,...,k}
Es decir, MaxComlInf(f, g) es la maxima influencia que f y g tienen simultdneamente en una
misma variable.
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El método usual para reducir instancias de Unique Game a otros problemas es codificar las
asignaciones de labels del problema con funciones del cubo de Hamming. Més especificamente,
si L es una asignacién de una instancia I de UG(M) con #M = k, vamos a asignarle a cada
nodo w del grafo de I una dictadura f : H¥ — {—1,1} con f(x) := fr(w)- Luego, para pasar a
la situacién de variables booleanas, vamos a codificar cada una de estas funciones en un Long
Code.

Definicién 3.2.12. Supongamos que los vértices del cubo de Hamming H” estan ordenados
de alguna manera {hy,ha,..., hox}. A cada funcién f : H* — {—1,1} le asignamos un cédigo
“Long Code” de 2 bits, dénde el bit i es el valor de f(h;). Dicho de otra manera, el Long Code
de f son las coordenadas de f en la base de Lo(HF) dada por X1y Xqhays - - - ,x{h2k}}, con
X{ny(k) = 1 para h =k 'y xqp) (k) = 0 para h # k.

Claramente tenemos una biyeccién entre los Long Codes y las funciones f : H¥ — {—1,1}.
Lo que nos va a permitir sacar ventaja de esta forma de codificar los datos es el hecho de que,
bajo UGC, es dificil distinguir entre que una funcién sea una dictadura o tenga baja méaxima
influencia mirando pocos bits de su Long Code.

Para explotar esta diferencia entre dictaduras y funciones de baja maxima influencia vamos a
usar el “operador de ruido” u “operador de Bonami-Beckner”. La idea es, dado un punto z € HF,
estudiar lo que le pasa al valor de una de nuestras funciones en un punto si cambiamos cada bit
x; de z con probabilidad r € [0,1]. Si hacemos esto para cada z € H¥, obtenemos una funcién
que denotaremos T1_o,f (el motivo de esta notacién quedara claro en un par de péarrafos). Es
decir:

Definicién 3.2.13. Para = € HF fijo y ~, = denota que la variable y € H¥ tiene la distribucién
resultante de cambiar el signo de cada coordenada de x independientemente con probabilidad
r. El “operador de ruido” u “operador de Bonami-Beckner” T7_o, : LQ(Hk) — Lo (Hk) se define
como:

Ti—op f(x) = Eye,a[f(y)] vz € HF.

Para entender mejor qué es lo que hace efectivamente el operador de ruido, vamos a considerar
la descomposicién de las funciones Ly (H¥) en la siguiente base ortonormal de polinomios:

Polyk = {Xg(x) = sz

€S

S C {1,...,1<;}} C Ly(HF). (3.6)

Vamos a ver qué ocurre al aplicar el operador de ruido sobre esta base:

T1-2,Xx5(7) = Eynalxs(¥)] = Ey~,a lH yz‘] :
i€S
y por independencia de las coordenadas de y:

= H Eywrzi [?Jz] = H (ﬂcz ) P(yi = fUz) + (*551) 'P(yi = *ﬂﬂz))

€S €S
= [ (zi- Q=)+ (i) -r) =[] (@i (1= 2r)) = (1 - 2r) " xs(2).
€S €S

Esto ilumina nuestra notacién para el operador, y nos permite dar la siguiente definicion
alternativa.
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Definicién 3.2.14. Para cada d € {1,...,k}, definimos el proyector Py : Lo(HF) — Lo(HF)
como el proyector ortogonal sobre el espacio

Pol](H?,z = (XS)SC{1,...k} -
#S—d

Definicién 3.2.15. Una definicién alternativa, dado un p € [0,1], del operador de ruido T, :
LQ(Hk) — LQ(Hk) es:

k
T,f == Z dedf.

d=0

Resulta claro en esta definicion, ademas, que el operador de ruido es autoadjunto y contrac-
tivo en Lo(H*), ya que es diagonalizable en una base ortonormal, y todos sus autovalores son
menores o iguales a 1.

Una de las herramientas més ttiles para trabajar con funciones en Lo(HF) es compararlas
con funciones en Lg(g’“), donde G* denota al espacio R con la medida Gaussiana estindar
k—dimensional.

En particular, se puede demostrar que una funcién f € Lo(HF¥) tiene mucho en comtin con
una extension natural a La(G*) que denotaremos la extensiéon multilineal.

Definicién 3.2.16. Dada una version f € Lo (Hk), consideramos su serie Unica de Fourier sobre

los polinomios definidos en ([3.6))
f= > fsxs

SC{1,...k}

luego definimos f € Ly(G¥) la extensién multilineal de f como

F= > [fsxs
SC{1,...,k}
donde Y g es el mismo polinomio multilineal [] x;, pero interpretado como polinomio con dominio
€S
en R”.

El operador de ruido tal como lo definimos en tiene sentido para las funciones en
Lo (gk), con la diferencia de que ahora en lugar de ser suryectivo, su imagen es un subespacio
propio (el subespacio de los polinomios multilineales de grado menor o igual a k). Es trivial ver
que -
T,f=T,f Vfe L) pec(0,1).

El siguiente lema expone otra de las formas en que las funciones de Lo(HF) se relacionan con
sus extensiones multilineales.

Lema 3.2.17. Sean u,v € S™" !, y f,g € Ly(HF). Entonces
Ec [f (Gu) 3 (Gv)] = (f, T 9),

donde G € RF*™ ¢s una matriz Gaussiana estdndar.
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Demostracion. Por linealidad, alcanza para probarlo para f y g funciones de la base Polgs.
Como las variables tanto en H* como en GF son independientes entre si, entonces se ve claro
que, si 51,52 C {1,...,k} con S; # Sy, entonces

Ec [xs, (Gu) xs, (Gv)] =0= <XS1’T(u,v)X52>7

porque al menos una de las variables queda “suelta”, y todas tienen esperanza cero. Por tltimo,
si S C{l,...,k}, tenemos

Eg [xs (Gu) xs (Gv)] = [[(Gu)i(Gv)i = (u, )" = (u,v) " Eye [x& ()] = (x5, Tiu) X5)s
i€s

con lo que el lema queda probado. ]

3.3. Complejidad computacional de aproximar OPT(A)

En las reducciones UGC se suele utilizar como paso intermedio un test de dictaduras. Esto
consiste en algin “evaluador” de bits de Long Code con alguna logica similar a la del problema
al que queremos reducir el Unique Game, de manera que el “evaluador” alcance un valor “alto”
en dictaduras y un valor “bajo” en funciones con baja maxima influencia. En nuestro contexto
del problema de Grothendieck, tiene sentido la idea de tomar dos Long Codes y multiplicarlos,
con algunos pesos apropiados que corresponderan a los a;;. Para garantizar cierta consistencia,
vamos a aplicarles alguna cantidad de ruido variable a las funciones.

Definicién 3.3.1. En nuestro contexto, un test de dictadura serd un operador D : Lo(HF) —
Ly(H*) de la forma

k
D:=> APy
d=0
donde A € R, y [Ai| > [ha| VO <d <k
La condicién de |A1] > |A\g| nos va a permitir asegurar que si |[A;| = 1, entonces D es

un operador contractivo: ||Df|l2 < || f|l2- En general, si |A\1| > |\4|, podremos normalizarlo
dividiendo por una constante para obtener un operador contractivo.
La forma en que vamos a usar los test de dictadura es, dados f,g € H* — {-1,1}, evaluar

<T1—nf7 DTI—T}Q)

Notemos que esto equivale a una evaluacién del problema de Grothendieck donde la matriz es
la matriz asociada al operador T1_, DT1_, en la base Polyx, y los valores de d;, €; corresponden
a los bits de los Long Codes de f y g respectivamente. Con esto en mente, vamos a dar las
definiciones asociadas a este “evaluador”.

Definicién 3.3.2. Dado un test de dictadura D € Lo(H*), definimos los siguientes pardmetros:

Completeness,(D) :=  inf }<T1_ndmi,’DT1_ndxi> = A (1—1n)?
i€{l,...,
Soundness, (D) = sup (Ti—pf, DT1—y9)
f7geL2(Hk)
[[£lloo0;[1glloo <1
MaxComInf(Ti—yf,T1—ng)<T

Completeness(D) := Completenessy(D) = A;.
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Veamos que dada una matriz A € R™ ", podemos construir un test de dictadura D,(A)
con Completeness ~ SDP(A) y Soundness ~ OPT(A). Para empezar, hallamos una solucién
exacta (a efectos préacticos) del problema SDP(A) con el método descripto en la seccion 1. Sea
{ui}n, {vi}n € R?" tal solucién.

Definicién 3.3.3. Sea A € R™ " con {u;}n,{vi}n € R* una solucién de SDP(A). Para
0 < d < k definimos:

n
/\d = Z aij<ui,vj>d.
i,j=1
Luego definimos los tests de dictadura asociados

k

k
D(A) ==Y APy, Dy(A) i=Ti_Dy(A) Ty, = > (1 —n)* NPy
d=0 d=0

Por supuesto, queremos verificar que efectivamente |A\;| > |[Ag] V1 < d < k, tal como
pedimos en (3.3.1). Para esto, notemos simplemente que, si {u;},{v;} C By Hilbert, entonces
podemos definir {u}, {v}i} C Byeaq Hilbert de la siguiente manera:

u?::ui®ui®~--®ui, U?I:Uj(g)’l}j@"'@'l)j.

dveces dveces
Claramente, con esta definicién (ug, U?> = (u;,v;)? y por lo tanto, al ser {ud}, {v;?l} una solucién

particular del problema semidefinido para cualquier d, 1 < d < k, se tiene:

n

> aijui, vg)

ij=1

n

> aij(ud,vf)

ij=1

n

> aij(Ui,Uﬁd‘ = [Adl-

M| = = SDP(A) >

ij=1

Aprovechamos para probar un lema que usaremos un poco maéas adelante:

Lema 3.3.4.
ID(A)| Ly 10y s Ly 1y < SDP(A) <2- OPT(A).

Demostracion. La igualdad de Parseval nos dice que
I7I5="> fis
SC{1,...k}
Luego, si ||f||3 = 1, usando que [\| > Ay Vd € {1,...,k}:
IDAFIE= D> PARs= D ANashis
SC{1,...k} SC{L,...k}

<MD fi. =X =5SDP(A)>
SC{1L,....k}

=1
Entonces, usando que K¢g < 2:

DAz = S ID(A) fll2 < SDP(A) < 2- OPT(A).
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Teorema 3.3.5. Dada A € R™ ", se tiene que, para T y 1 suficientemente pequenos,

Completeness(D(A)) = SDP(A)
Soundness, -(D(A)) < OPT(A)(1+n).

La parte de Completeness es inmediata por la definicién de A\; para el test D(A)
Completeness(D(A)) = A\ = SDP(A). (3.7)

La parte del Soundness es considerablemente més complicada. Vamos a definir, para cada
par de funciones f,g € Lo(HF) y cada > 0, un método de redondeo aleatorio R, ¢4 que
recibe una evaluacién vectorial para el problema SDP(A) y nos devuelve una evaluaciéon de
signos, de forma similar a lo que haciamos en la Seccién Luego veremos que dadas dos
funciones f,g € Lo(HF) con bajas influencias comunes, es posible encontrar un par de funciones
f', ¢ tal que la esperanza del valor de la evaluacién de signos del redondeo R, s o sea casi
(Th—p f, DT1_yg). Pero la evaluacién de signos no puede tener un valor mas grande que OPT'(A),
por definicién. Por lo tanto, el maximo valor que puede alcanzar (11—, f, DT1_,g) sobre funciones
de baja influencia comin, es decir, el Soundness, ;, estd practicamente acotado por OPT'(A).

Definamos entonces cémo funciona el proceso de redondeo R, ¢ .

Definicién 3.3.6. Dadas dos funciones f,g € Lo(H*) y 0 < n < 1, y dados vectores {u;}, {v;} €
S™=1. vamos a elegir aleatoriamente signos d;, ¢; de la siguiente manera:

» Se computan f, §, las extensiones multilineales de f y g.
» Se genera una matriz Gaussiana aleatoria G € R¥*™,

= Se asignan J; := trunc Tl,nf(Gui), €j := trunc T1—, §(Gvj).

Definicién 3.3.7. Dadas dos funciones f, g € Ly(H*) y 0 < 1 < 1, y dados vectores {u;}, {v;} €
S™=1 que son una solucién éptima del problema SDP(A) para una matriz A, vamos a definir

Rn,f,g(A) = Eqg

Z aij5i6j] ,

i,j=1
que es el valor esperado del proceso de redondeo R, r 4 sobre la mejor soluciéon vectorial posible.

Para demostrar que un valor de Soundness alto implica un valor de redondeo alto usaremos
el siguiente lema. Nos dice que a partir de funciones f, g con maxima influencia comun chica, se
pueden conseguir funciones f’, ¢ que tienen todas las influencias chicas, pero que alcanzan un
valor bastante parecido con el operador (T7_,(—), DT1_,(—)) al alcanzado por f, g.

Lema 3.3.8. Sea D un test de dictadura en Lo(HY), y f, g € Lo(HF), con
[flloos lgllee <1, MazComInf(Ti—yf, Ti—yg) < 7.
Entonces para cada 7' > 0 existen funciones f', g € Lo(HF), con

Hf/||oo, Hg/||C>o <1, Ma:vInle_nf’,Maa:[nle_,]g’ <7,
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tales que
=
<T1—77f/7 DTl—ng/> 2 <T1—77f7 DTl—ng> - 2||D||\/ %
Ademds, se cumple que MaxComInf(Ti—yf', Ti—ng") < 7.

Ahora si, usando este lema, vamos a tomar 7’ := /7. Luego existen f’, ¢’ como en ([3.3.8)
tales que

T

VTN
— () f D(AT1_yg) — 2 D(A)] L.

n
Y ahora usando (3.3.4), resulta que ||D(A)|| < 20PT(A)

<T177]f/7 ,D(A)Tlfng” > <T1777f> D(A)Tlfng> - 2||D(A)||

(T1-of', DAT1_yg') > (T1—yf. D(A)Ti_yg) — 4- OPT(A) (3.8)

"y
NE

Supongamos que {u;}, {v;} € R*" es la solucién éptima de SDP(A) sobre la que construimos
D(A) como en (3.3.3]). Esto nos dice que

k

(i f", D(A)T1—yg") =D (T1yf's NaPaT1—yg")
=0

k n
= <T1_nf’, > aij{ui, vj) PdTl_”g,>
d=0 1,J
n k
=D _aj <T1—77f/7 > {ui, vj>deT1_"gl>
i,j d=0

n
= Zaij <T1—nf/7 T(uiyvj>T1_ng,> ’

2
que por (3.2.17)), resulta ser
= > aiiBe [Ty J/(Gui) 1/ (Guj)| (3.9)
1:7j

Notemos que T1—, f'(—-u;) y Ti—yg' (—-v;) son vectores en el espacio de Hilbert probabilistico
Ly(G**), donde el producto interno es la esperanza sobre la distribucién Gaussiana del producto
de funciones. Sacando la esperanza hacia afuera, nos encantaria a esta altura acotar esta ultima
expresion en funcién de OPT(A), acotando en cada valor que toma G. El problema es que
T, f'yT 1,,,5’ no estan acotados. Acd es donde surge la idea de aproximar estas funciones con
funciones truncadas, y acotar un poco el impacto que esto tiene sobre la esperanza.

Usamos el siguiente lema de invarianza de [MOO10]:

Lema 3.3.9. Eriste una constante universal C tal que¥n € (0,1) se cumple que, dada f € Lo(HF), || flleo <
1, Ian(Tlfnf) <t Vi€ {]-a s 7k}7

HTlfr]JE — trunc Tlfan < 7.0777

donde la funcién f € Ly(G*) representa la extension tnica multilineal de f a R* como en|3.2.16,
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Como comentario al margen, este lema, que a priori parece bastante inocente, es realmente
muy profundo, y es de hecho el motivo por el que estamos usando los operadores de ruido 77, en
nuestra reduccién. Basicamente, los autores de [MOO10| encuentran toda una serie de cotas para
la diferencia entre una generalizacion de los polinomios sobre espacios de probabilidad abstractos
que cumplen cierta condiciéon de hipercontractividad. El origen de estos teoremas tiene que ver
con la demostracion de una conjetura que dice que la funciéon de mayoria del cubo de Hamming
es la funciéon mas estable de baja influencia para el operador de ruido. Como consecuencia de esa
conjetura fue que se logré demostrar que la mejor constante de inaproximacién del problema de
MAX-CUT bajo la hipétesis de UGC coincide con la garantia del mejor algoritmo conocido. Més
aun, estos resultados encontraron algunas aplicaciones muy interesantes en teorias de eleccion
social, donde las funciones del cubo de Hamming modelan cémo tomar una decisiéon de acuerdo
a las preferencias de k personas. En el Teorema de la tltima seccién, la demostracion, de
la que sélo contamos la idea, usa fuertemente los resultados de este paper en un contexto mucho
méas general que el del lema que estamos citando en este momento.

Acotemos, por ultimo, cuan lejos estd el valor

R, 1 g(A) = Zaz’jEG [trunc Ti—p f'(Gu;) trunc Tl_ng;’(ij)} .
ihj
del valor de (3.9). Para esto, definimos los vectores en Lo(GF*™):

= Tl—nf'(GUi) u! = trunc Ty, ' (Gu;)

u)
vl =Ti_pg (Gu;) ) = trunc T, g'(Gu).

SN S~

Con esta notaciéon tenemos que:

ZCLZ] Z’ j Zaw Uys j Zaw zv ] Zaw z? z_ z>' (310)

La desigualdad de Grothendieck nos permite acotar por arriba cada uno de los términos
usando, por ejemplo, que Kg < 2:

ZMW@waw@wmwmwwﬂmmmgwmmgmw<un
7] - T

Ahora sélo nos resta acotar la norma de los vectores que aparecen. Por (3.9), tenemos que
et — o, 1o, — | < 75 (3.12)

Por otro lado, || f'll2 < | llee < 15 ld'll2 < l19'llc < 1 porque HF es un espacio de
probabilidad. Tomar la extensién multilineal de una funcién del cubo de Hamming conserva su
norma. La rotacion sobre el dominio de las f’ ¢’ que hacen los u; y v; no cambia la norma porque
son vectores de norma 1, y la medida del espacio es invariante por rotaciones. Por ultimo, el
operador de ruido es contractivo porque 1 —n < 1. Luego
| <1 ||v;|| <1.

o]
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Finalmente, también podemos acotar las normas de los vectores ] y v;’ porque trunc es
claramente un operador contractivo:

lud | < il <1 [R7IF < Jlofll < 1. (3.13)

Insertando lo hallado en (3.11)), (3.12]) y (3.13)) en la ecuacién (3.10f), obtenemos:

"
77fa Zalj Uy ]
_Zalﬂ Ui, J Zaw —uj, J Zaw Ui, v = 7))

>Za” g, v}) SDP(A) IélaX |l — ] || mjax |lv

il
—SDP(A) 1rgax [|lu|| max |vi — o]

Cn

>Zam uj, vh) — 2 OPT(A)TT—2~OPT(A)TT
Cn
—Zaw uj,v}) —4-OPT(A)T2,

y entonces por ([3.8))
>(f,D(A)g) —4- OPT(A)T 2 — 4. OPT(A)

'S
NE

Reagrupando, lo que obtuvimos es que para cualquier f, g € Lo(HF), con
| flloos l9]loe < 1, MazComInf(Th—,f, Ti—ng) < T, (3.14)

existen f/,¢' € Lo(H") que cumplen las mismas propiedades (3.14)) y tales que
<1/7
(f,D(A)g) < Ry prg(A) + (477 +4. ; OPT(A).

Entonces podemos tomar supremo sobre todas las f, g que cumplen (3.14])) a ambos lados, y la
desigualdad se mantiene.

sup (£, D(A)g) < sup Ry 14(4)+0 (r5) OPT(4)
f,9€ Lo (HF) f,9€ Lo (HF)
[ £]loollglloc <1 MazComInf(T1—nfT1—g)<T

MaxComInf(Ti—yf,T1—ng)<T

Soundness, +(A)

IN

sup Ry 14(4) +0 (72) OPT(A).
f7gEL2(Hk)
MaxzComInf(Ti—yf,T1_ng)<T

(3.15)

Y como R, f4(A) < OPT(A) por ser la esperanza de soluciones del problema OPT(A):

Soundness, -(A) < OPT(A) (1 +0 (T%>) . (3.16)
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Para n > 0 fijo, podemos encontrar 7 tal que la cota sea tan ajustada como queremos. Luego,
usando los resultados y , podemos demostrar el Teorema cuando 77 y 7 sean lo
suficientemente chicos.

Vamos a ocuparnos ahora de la reduccion principal de este paper, que dice que no puede apro-
ximarse el valor de OPT(A) mejor que el gap de inaproximacién de cualquier test de dictadura.
Para esto, vamos a asociar los labels asignados a un grafo G con funciones f € LQ(Hk)‘Ul—HV',
donde f es como un conjunto de |U|+ |V| funciones en Lo(H") indexadas por los nodos U y V.

Dada una biyeccién 7 : {1,...,k} — {1,..., k}, definimos el operador (— o 7) en Lo(H¥) tal
que

(f 071')(3;1,3;2, N ,LL’n) = f(mﬂ.(l),flfﬂ@), e ,xﬂ.(k)),

para cada punto (1, s, ...,x,) € HF. El interés de este operador es que nos permite convertir
las restricciones de las aristas de la instancia de Unique Games en operadores sobre las funciones
del cubo de Hamming.

Supongamos que tenemos un test de dictadura D fijo. Para cada instancia G de Unique
Games, con condiciones (u,v, ), vamos a definir un operador G ®;, D en Lo(HF), mediante el
Teorema de Representacion de Riesz, de la siguiente manera.

Definicién 3.3.10. Definimos a G®, D : Ly(H*)VHVI — L, (HF)V+IVI como el tinico operador
tal que:

(f,(G®,D)g) = “ UIE)GG[<T1,,7(fu om),DTi_ngo)]  Vf,g € Lo(HF)UHIVI

Ahora consideremos una base de H”, dada por las funciones canénicas 0, € Lo(HF), 2 € HF:

1 siz=umx
O (@) 1= {0 si x # xg.
Notemos que si expresamos una funcién f : HF — {—1,1} en la base {0z}, cpr, lo que

obtenemos es el Long Code de la funcién f. Podemos definir una base de Lo(H*)!/VI+IVI usando
una base {0 },cpyr para cada u € U y para cada v € V:

)1 siw=wpy =19
(5w0,w0)vJ(x) T {0 si w ?é Wy O T ;ﬁ xo.

Expresemos entonces, en la base E := {6, . | w € UUV,z € H¥}, la forma bilineal generada
por G ®, D :

(~fum o) |

(G ®, D)g . (3.17)
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Ahora, estd claro que encontrar los Long Codes que maximizan el producto equivale
a encontrar funciones f, g € Lo(H®)VHVI || £lloo, 19lloo < 1.

Vamos a probar el siguiente teorema, con el que demostramos que la reduccién de problema
de gap de Unique Game al problema de Grothendieck funciona.

Teorema 3.3.11. Sea G una instancia de UG(M), con #M =k, y sea Valpc(G) su valor épti-
mo, que corresponde a la mdzrima proporcion de aristas simultaneamente satisfacibles. Entonces,
para T, 1 y € suficientemente chicos, se cumple que

SiValrc(G) >1—¢, = OPT(G®,D) > Completeness(D)(1 — O(e +n)).
Si Valo(G) < (tn)®, = OPT(G ®, D) < Soundness, (D) + tnCompleteness(D).

Demostracion. Vamos a demostrar este teorema en dos partes.

Primero veremos que si Valpo(G) > 1 — €, entonces podemos asignar un Long Code a f y
a g tal que (f, (G ®, D)g) > Completeness(D)(1 — 2e — 2n) = Completeness(D)(1 — O(e +n)).
En cambio para probar la segunda parte procederemos por el contrareciproco. Partiendo de una
asignaciéon de {—1,1} a f y g tal que (f, (G ®, D)g) > Soundness, (D) +teCompleteness(D),
deduciremos la existencia de una asignacién de labels en el problema de Label Cover G tal que
Valre(G) < (717)3.

Para simplificar las cuentas, vamos a asumir, sin pérdida de generalidad, que en el test
de dictadura D, se tiene A\; = 1, y consiguientemente Ay € [—1,1],¥0 < d < k. En caso,
contrario, se puede reescalar D, lo que reescala también linealmente los valores Completeness(D)
y Soundnessy (D).

Comencemos con la primera parte. Supongamos entonces que Valpo(G) > 1—¢. Esto quiere
decir que existe al menos una asignacién de labels a U y V tal que satisface al menos 1 —«¢ de las
aristas del Label Cover G. Elijamos una de estas asignaciones. Supongamos que ko € {1,...,k}
es el label que se le asigna al nodo u € U. Luego, en la funcién f := (fy,)weyuy vamos a definir
fwo(x) == di,(x) = xp,. Es decir, le asignamos a f en la coordenada wy la funcién dictadura
de zp,. Hacemos el proceso andlogo para g con los nodos de V. Vamos a ver que, con estas
asignaciones, (f, (G ®, D)g) > Completeness(D)(1 — 2e — 2n).

Como (f,(G®,D)g) = ( IE) G[<T1—77(fu on), DT1_,gy)], vamos a intentar calcular el valor
u,v,mT)E

de (Th—y(fuom),DI1_ygy) para un (u,v, ) fijo. Supongamos que (u,v,m) es una de las aristas
satisfechas por la asignacién elegida. Luego hay dos labels k,, y k, tales que (k) = k, y, como
Ju=dk, y 9o = dy,, resulta que f,0myy = dr, ,(k,) = k, = go- Entonces en este caso tendremos
que:

(T (fu o Tuw), PTr—ngo) = (T1-ndp,, DT1—ndy,) = (1 = n)dg,, A1 (1 = n)dp,)
=\ (1 —n)? = Completeness(D)(1 —n)2.

Por otro lado, si la asignacién no satisface la arista (u,v,m), como ||D||, ||Ti—,|| < 1, entonces
podemos acotar:

|<T1*77(fu o Wu,v)a DTlfr]gvH <1
Lo que nos dice que para el caso general:

[(T1—y(fu© Tuw), DT1—ngv)| < Completeness(D). (3.18)
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Luego, considerando que la asignacion que elegimos satisface al menos 1 — ¢ de las aristas,
tenemos:

( E) G[<T1—77(fu o7), DT1—ngy)] > (1 —¢€) - (1 — n)*Completeness(D) — e - Completeness(D)
u,v,T)E

= Completeness(D)((1 —)(1 —n)? —¢)
> Completeness(D)((1 —&)(1 — 2n +1?) — )
> Completeness(D)(1 — 2e — 2n).

Ahora para la segunda parte, supongamos que (f, (G ®, D)g) > Soundness, (D) + Tc para
algin par f,g. La idea para construir una asignacién de labels a partir de este hecho es mostrar
que, a grandes rasgos, esto sélo puede ocurrir si hay variables en las f,, g, con mucha influencia
que se corresponden a través de m, ,, y por lo tanto se “encuentran” en el producto interno que
usamos. Por otro lado, la cantidad de variables con mucha influencia para cada f, o g, estd
acotada por la norma de estas funciones en Ly(HF), y por lo tanto estas variables que se estén
correspondiendo son relativamente pocas. En particular, es posible realizar una eleccién mas o
menos consistente de una variable por cada funcién, y esto equivale a realizar una asignacién
asi de consistente para el problema original de Label Cover G.

Vamos a los detalles: Para v € U y v € V, definimos los “conjuntos de labels tentativos”
analogamente en cada caso:

Ju={i [ InfiTi_y(fu) > 7} Jo:={j | InfiTi_y(go) > 7} .

Usaremos el siguiente lema para acotar la cantidad de “labels tentativos” en cada uno de
estos conjuntos:

Lema 3.3.12. Sea f € Ly(H*) yn € [0,1]. Se tiene que:

Zjnfl 717](‘ < Hf”2

=1

Usando el lema, resulta que:

LIfI _ 1

OO<7
n ™

#Ju < — Zlnszl nf<

Lo mismo vale para #.J,.
Supongamos que para algun (u, v, m,,) € G fijo se tiene que

(Th—p(fu 0 Tuw), DT1—pgy) > Soundness, (D).

Entonces por la definicién de Soundness; ; de un test de dictadura, resulta que no puede ser
que MaxComInf(Ti—yfy © Tuw, T1—ngy) < 7. Esto quiere decir que existe k, € {1,...,k} tal
que

Infval—n(fu o Wu,v); Infval—ngv >T.

Pero por la definicién de f, o my .,

Infr, Ti—p(fuo Tuw) = Infr, Ti—y(fu), con algin k, € {1,...,k} tal que my (ky) = k.
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En particular, todo esto nos dice que, en el caso de que
(Th—p(fu 0 Tuw), DT1—ygy) > Soundness, (D),

resulta que
dky € Jy, ky € Jy tales que my, (k) = k. (3.19)

Por otro lado, por , tenemos una cota superior para todos estos productos.

Vamos a ver en cuantas aristas (u,v, m,,) podemos garantizar que existen conjuntos .J,, J,
apareables en el sentido . Para esto, vamos a ver cudntos pares podemos garantizar que
tienen tienen valor (T _y(fy © Tuw), DTi—pgy) > Soundness, (D). Supongamos que

( IP) G{(Tl,n(fu ° Tuw), DTi—pgy) > Soundness, (D)} < 4.
u,v,T)E

Luego
el PTic00]

< ( IP) o {T1—n(fu o Tuw), DTi_pgy) > Soundness, (D)} -1
u,V,T)E

<d

+ ( IP) o {(T1—n(fu o Tuw), DT1_pgy) < Soundness, (D)} -Soundness, (D)
u,V,T)E

<1
<6 + Soundness, (D).

Esto quiere decir que si el valor alcanzado por un f y g es mayor a 6 + Soundness, (D),
luego la asignacién que se derivard de ellos tendra al menos ¢ de las aristas que cumplen la
condicién , a las que llamaremos “buenas”.

Elijamos entonces § := 7. En ese caso, tenemos al menos 71 de aristas buenas. Para cada
nodo w € U UV, elijamos un label al azar k,, € Jy, (si J, = 0, elijamos un label k, €

{1,...,k} cualquiera). Supongamos que (u, v, 7T, ,) es una arista buena. Acotemos desde abajo
la probabilidad de satisfacer esa arista con nuestra asignacién:
1

P u,v ku :kv >
{kw|kw€Jw}{7r wlk) )

Notemos Valrc(G)({kw}) al valor alcanzado en el problema de Label Cover G por un labeling
{kw }wevuy. Como sabemos que por lo menos 77 de las aristas son buenas, resulta que:

Valee(G){ku})] = =~ E

£ E |1 ol =
Uk €1} {kulkweu} Lu,v,w)ea[ {“’”(k“)—’%}]

]l{m,v(ku):kv}] =

E l E |
(u,w,m)EG | {kw|kwEJw}

v

(u,w,m)EG

P u,v ku = kv
{kw\kwer}{Tr wlka) }

>7n-(tn)* = (mn)°.
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Es decir, el valor en esperanza de nuestra asignacion del Label Cover G sera > (71)3. Esto
significa que dentro de nuestras asignaciones posibles hay al menos una que tiene valor > (71)3.
Por lo tanto, el Label Cover G tiene una asignacién que satisface > (77)% de las aristas, y por lo
tanto Valpc(G) > (m1)3. El contrareciproco nos dice, como querfamos, que si Valpo(G) < (m1)3,
entonces OPT (G ®, D) < Soundness, (D) + .

O

Notemos, por ultimo, que esta reduccién se puede realizar en tiempo polinémico. La matriz
de G ®, D tiene dimensién (|U| + [V])2F x (JU| + |V])2¥, pero k es una constante (la cantidad
de labels). Lo que crece con el tamafo del grafo es |U| + |V|, mientras que el tamano de la
matriz sélo crece cuadraticamente en relaciéon a esta variable. Como las cuentas que hacemos
para generar la matriz toman tiempo polinomial para cada coeficiente, entonces la reduccién a
la matriz es efectivamente polinomial.

Ahora si, finalmente estamos en condiciones de probar el Teorema [3.1.3] el Teorema central
del capitulo.

Demostracién del Teorema[3.1.3. Veamos lo que nos dice el Teorema [3.3.11
Para cualquier D : Lo(HF) — Lo(HF) test de dictaduras, tenemos una reduccién polinomial
del problema U/ Q?ii ()3 (M), con #M = k, a un problema de gap del problema de Grothendieck

OPT(A). Mas precisamente, la reduccién es al problema de decidir para una matriz A € R"*"
entre estas dos posibilidades:

OPT(A) > Completeness(D)(1 — O(e + 1))
OPT(A) < Soundness, (D) + tnCompleteness(D). (3.20)

Como podemos tomar e,7 y n arbitrariamente chicos, si asumimos la UGC, entonces los
podemos tomar tan chicos que el problema ugﬁipa 7(777)3(M ) sea NP-hard para algin tamano
suficientemente grande de M.

Luego, para e,7 y n suficientemente chicos y k suficientemente grande, y para cualquier
D : Ly(HF) — Lo(HF) test de dictaduras, distinguir entre los casos para toda matriz A es
NP-hard.

Por el Teorema para cualquier matriz Q) y cualquier k£ € N, existe un test de dictaduras
D(Q) tal que

Completeness(D(Q)) = SDP(Q)
Soundness, -(D(Q)) < OPT(Q)(1 +n).

Usando el test de dictadura D(Q) en (3.20), obtenemos que es NP-hard distinguir entre

OPT(A) > SDP(Q)(1 —O(e +n))
OPT(A) < OPT(Q)(1+n)+ ™mSDP(Q).

Y por lo tanto, por el Lema el problema OPT(A) no se puede aproximar con una
constante mejor que

OPT(Q)(1+n) +mmSDP(Q)
SDP(Q)(1 —O(e +n))

OPT(A) = <g§£§g; (1+n)+ 7'17)

1
o OF A
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Como esto vale para toda matriz (), en particular vale para matrices tales que g,%% esta
1

arbitrariamente cerca de Ko Como ademas vale para 7, 7 y € suficientemente chicos, entonces
la expresiéon puede acercarse tanto a %GOPT (A) como queramos.
Luego aproximar OPT(A) con una constante mejor que K¢ es NP-hard, como queriamos

demostrar. O

3.4. Aproximacion de la constante de Grothendieck

Nuestra demostracién de la seccién anterior de que K¢ es el gap de integralidad del problema

de Grothendieck se basa en una reducciéon que traslada gaps. Més precisamente, partimos de

. . . SDP(A ., .
una matriz A con gap de integralidad Ww’ y logramos con nuestra reduccién construir un

test de dictadura D(A) tal que basicamente

SDP(A)  Completeness(D(A))
OPT(A) ~ Soundness, ,(D(A))

En esta seccién vamos a proceder al revés, vamos a contar que dado un test de dictadura D,
como los definimos en , podemos construir una instancia del problema de Grothendieck
G(D) tal que

SDP(G(D)) _ Completeness(D)
OPT(G(D)) ~ Soundness, (D)

La pequena diferencia es el espacio donde va a vivir el operador G(D). En la seccién anterior,
trabajamos siempre con matrices A € R™". En cambio, ahora vamos a pasarnos al contexto
continuo que habiamos descripto brevemente en . A tal efecto, definimos, dado un test de
dictadura D, un operador en el espacio de Lo(G*). La idea va a ser “copiar” el funcionamiento
del test D en el espacio Lo(HF) al espacio La(G*). Para esto vamos a necesitar el operador de
ruido Gaussiano.

El espacio Lo (gk) tiene una base ortonormal dada por los productos de polinomios de Hermite
en cada variable. Es decir que

k
{Ha(x) = H Hy, (i)

=1

aeN’é}

es una base ortonormal de L2(G*). Usando esta base, podemos definir el siguiente operador.

Definicién 3.4.1. Dado d € Ny, se define la proyeccion Qq : L2(G*) — L2(G*) como la proyec-
cién al subespacio

k

H@ .— {Ha(x) = [ Hau (@)

=1

k
aENk,Zai—d}.

i=1

Y luego usamos estos operadores para definir el operador de ruido Gaussiano, de manera
practicamente andloga a (3.2.15)).
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Definicién 3.4.2. Sea p € (0,1). Definimos el operador de ruido Gaussiano U, para el espacio
L2(G*) como

k
Up = r'Qa.

d=0

Definicién 3.4.3. Dado un test de dictadura D : Ly(HF) — Lo(H*) de la forma

k
D=> APy
d=0

definimos el operador G(D) : L2(gk) — Lg(gk) como
k
G(D) =D ANiQa;
d=0
y el operador G, (D) : La(G*) — La(G*) como

k
Gn(D) = U1-nG(D)U1—y = Z Aa(l — 77)2Qd-
d=0

Con estos operadores G(D) o G,(D) en el espacio de Ly(G¥), hallar una solucién al problema
SDP(G(D)) corresponde a dar dos funciones f,g : G¥ — H para algtin Hilbert tal que las ima-
genes de f, g sean siempre vectores unitarios. Por otro lado, construir una solucién al problema
OPT(G(D)) corresponde a dar dos funciones f,g € La(G*) con || f|lsc, [|9]lec < 1. La versién de

la desigualdad de Grothendieck ([2.3.5)) nos dice efectivamente que el gap entre estos dos valores

es a lo sumo Kg: SDP(G(D))
DP(G(D
OPT(G(D)) = ¢

Ahora si, vamos a usar el siguiente teorema, que prueba cémo se traslada el gap del inapro-
ximacion del test de dictadura al gap de integralidad del operador que creamos.

Teorema 3.4.4. Para todo n > 0, existen k,T tales que para cualquier test de dictadura D €
Lo (H*) se cumple que

SDP(G,(D)) > Completeness(D)(1 — 5n),
OPT(G,(D)) < Soundnessy -(D)(1 + n) + nCompleteness(D).

Idea de la demostracion. Para la cota de SDP(G, (D)) > Completeness(D)(1 —5n), el objetivo
es encontrar funciones f, g que den un valor cercano a Completeness(D) = A\j en la evaluacién
del problema SDP(G,(D)). Para esto, notemos que esto se lograria si pudiéramos usar funciones
f,g: R¥ = # donde cada coordenada sea una funcién lineal (ya que estas son las funciones que
el operador G, (D) multiplica por A1(1 —n)?).

Obviamente, no se puede tener una funciéon f,g : R¥ — # lineal cuya imagen sean todos
vectores unitarios. Pero si podemos usar las funciones f : R¥ — R¥ del tipo f(z) = g(x) := ﬁ
(como hicimos en la demostracién de la cota de Reeds (1.4)), que a medida que k — oo se
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parece mucho a la funcién lineal f () =g(z) = % Acotando la diferencia entre las soluciones

del problema SDP(G,(D)) para f,gy f,d por ||f — f|l v llg — || se puede demostrar que, para
k > % suficientemente grande, se cumple que

SDP(G,(D)) > Completeness(D)(1 — 5n).

La demostracion de que OPT(G,(D)) < Soundnessy (D)(1 + n) + nCompleteness(D) es,
nuevamente, mucho mas delicada.

Supongamos que esto fuera falso. Luego existirfa un par de funciones f,g € Ly(G¥), con
[[flloos llglloc <1 tales que

(f,Gn(D)g) > Soundnessy -(D)(1 4+ n) + nCompleteness(D).

La idea es ver que entonces se pueden construir dos funciones f”,¢" € Lo(H) de influencia
maxima menor a 7 tales que

(Th—pf", DT _pg") > Soundnessy (D).

Esto contradice la definicién de Soundness para un test de dictadura .

Vamos a describir brevemente la construccién de las funciones f”,g”. El primer paso es
tratar de bajarle la influencia a las funciones f y g. Notemos que las funciones f y g estdn en
L2(G*), mientras que la definicién de influencia la habfamos dado para funciones en Lo(HF). Sin
embargo, hay una extension natural de la definicién que se lleva bien con los teoria de invarianza
estilo [MOO10|. El método para bajar la influencia de la funcién es “inventar” coordenadas
nuevas para distribuir la influencia de cada coordenada. Se definen entonces f', ¢ : L2(G*F) de

la siguiente manera:
kR
> @

1 R
fllx)=fl—=) z;,—= Tiyenns
(\/ﬁ ; Z i=(k—1)R+1

z R+1
kR
,( Ty, Xy, .
( Z \F i %&-1 \F kzl)R—H )

Por tltimo, la idea es construir dos funciones f”,¢"” € Lo(HF) que mantengan las propiedades
de las funciones f’, ¢’. Para esto se usa una variacién de los lemas de invarianza de [MOO10],
con técnicas muy profundas, para pasar de una “realizacién” de las funciones f’, ¢’ en el espacio
de los polinomios de Hermite multivariados a una “realizacién” en el espacio de polinomios
multilineales en HF. Si k es suficientemente grande, se obtienen asi funciones f”, g” con

1 Noor l9"lloe <1 MazInf(Tyyf"), MazInf(Ti—yg") <,

—_ %‘,_‘

y que cumplen

(Tv_yf", DT1_ng") > (f',G(Dg") —n|D| = (f,G(Dg) — n|D||

= Soundness, - (D)(1 + n) + n Completeness(D) —n || D||
~—
:)\1 :)\1

= Soundness, - (D)(1 +n).

Y esto era lo que queriamos ver. O
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Vamos a ver cémo usar este resultado para conseguir, para cualquier € > 0 un algoritmo
aleatorio para el problema OPT(A) que alcance en esperanza un valor de

(5 <) soPa.

Empecemos por el siguiente corolario del Teorema (3.4.4)).

Corolario 3.4.5. Para cualquier € > 0 y cualquier n > 0 suficientemente chico, existen k,T
tales que para cualquier test de dictadura D € Lg(Hk) se cumple

Soundness, +(D) - 1 .
Completeness(D) — Kg

Demostracion. Es s6lo cuestion de dividir las expresiones de (3.4.4)), recordar que

OPT(G,(D) _ 1
SDP(G,(D) = Ko’

y tomar n > 0 lo suficientemente chico para que se cumpla la desigualdad. O

Ahora, usando esto, vamos a describir nuestro nuevo algoritmo para aproximar el problema
OPT(A) en una matriz A € R"*".

= Comenzamos, como siempre, hallando una solucién {u;};, {v;}; C S**~! para el problema
SDP(A) con programacién semidefinida.

» Elegimos 7 y 7 suficientemente chicos y k suficientemente grande (a especificar més tarde).

= Para cada funcién f, g € Lo(H), || f]|,|lg]| < 1 corremos el algoritmo de redondeo R, 7.4(A),
y nos quedamos con la mejor soluciéon de OPT(A) entre todas.

Con este algoritmo tenemos

sup Ry pq(A) > sup Ry 19(A)
f.g€La(HF) f,g€La(HF) y<r
If1L gl <1 MazxComInf(Ti—nfT1—ng =

C

Soundness, -(D(A)) — O (7777) SDP(A)

B3 /1 cn
> ( - 5> Completeness(D(A)) — O (7’7) SDP(A)
Ka

_ <K1@ _ g) SDP(4) - 0 (r%) SDP(A)

_ ((KlG _ 5> _0 (ﬁf)) SDP(A).

Con elecciones adecuadas de €,7,7 y k, en ese orden, podemos conseguir una solucién que
alcance un valor de al menos

(7 —¢) spP(a.
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Por supuesto, no podemos usar todas las funciones f,g € Lo(HF), || f|l,llg]l < 1 tal como
sugerimos. Pero se puede arreglar definiendo de antemano una red de funciones suficientemente
densa en la bola unitaria de Ly(HF), ya que se puede demostrar que si los pares (f,9) v (f',¢')
estan suficientemente cerca en norma, entonces también estan cerca (uniformemente) los valores
de Ry 14(A) y Ry g (A).

Una vez definidas todas las constantes y construidas la red de funciones, este algoritmo corre
polinomialmente en el tamano de la matriz A. Lamentablemente el costo de conseguir error &

1
con este algoritmo agrega una constante de 660(53) , lo que lo hace impréactico para aplicaciones
reales.

Sin embargo, una consecuencia interesante de este algoritmo es que nos da un algoritmo para
calcular la constante K¢, aunque con los mismos problemas de lentitud a la hora de conseguir
un error pequeno. Vamos a describir este algoritmo.

Para esto, notemos que el hecho de haber demostrado que el gap del problema de Grothen-
dieck es exactamente igual al gap de inaproximaciéon de los test de dictadura , nos permite
calcular la constante de Grothendieck iterando sobre tests de dictadura en lugar de iterar sobre
las matrices. En particular, en nuestro iltimo algoritmo vimos que para garantizar una aproxi-
macion (%G —¢ ), se puede fijar k, que tiene que ser suficientemente alto, pero puede quedar
fijo.

Luego, con ese k elegido, tenemos

( 1 ,) < nf Soundness; (D) << 1 )
—_— 8 —_—
Kg = D test de dictadura Completeness(D) - Kg
Completeness(D)=1
1
< inf — sup T _nf,DIN_pg
D test ()1\? gilctadura )\1 £,9€ Lo (HF) < K K >

I flloo,llglloo <1
MaxComInf(Ti_yf,T1—ng)<T

k
< inf sup <f, > Al - 77)2de9>

A=l f,9€ La(HF)
Ayl<1Vd A =0
Pal< 1Fllso I gllo <1
MaxComInf(Ti—yf,T1—ng)<T
k
, 2d
< )\mfl sup . de(l—n) (f, Pag).
1= f,9€ L2 (H¥) d=0
M<1Vd
Al 17110, llglloo <1
MaxComInf(Ti_qf,T1_ng)<T
< sup mf Z Aa(1 2d (f, Pag)-
k
J.9€L2 () AlS1vad=D

[ flloc;llgllec <1
MaxComInf(Ti—yf,T1—ng)<T

Nuevamente podemos definir una red de funciones

f,9€ La(H), Iflloos lglloe <1, MazComInf(Ti—nf, Ti—ng) < 7
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que sea suficientemente densa, para aproximar el supremo tanto como deseemos evaluando sélo
en finitas funciones. Para cada una de estas funciones de la red, lo que queremos es hallar el
valor minimo del programa lineal:

k
> Aa(l —n)*!(f, Pag)
d=0

A =1

M| <1 VO<d<k

Para nuestra aproximacién de %G basta entonces con tomar el méximo sobre el resultado de

todos los programas lineales para todas las f, g de la red.



Aplicaciones

La Cut-Norm de una matriz
Vamos a definir la Cut-Norm de una matriz A € R™*".

Definiciéon 4.1.6. Dada una matriz A € R™*", definimos la Cut-Norm de la matriz A como

Alle = A il -
Alle = méx iezsaw
TC{l,..n} |jer

Es decir, [|A||c es el maximo valor en médulo de suma de coeficientes alcanzado por un menor
de una matriz A.

En general, nos interesara tanto el problema de hallar el valor ||A||. como el de hallar los
conjuntos S C {1,...,m},T C {1,...,n} que realizan ese maximo. Este es un problema natu-
ral que surge en distintos contextos algoritmicos, que analizaremos brevemente en la préxima
seccién.

Veamos la relacién de este problema con el problema de hallar OPT(A) que estuvimos
estudiando en todo este trabajo.

Lema 4.1.7. Sea A € R™*™ una matriz. Luego
[Alle < OPT(A) < 4| Al

Demostracion. Recordemos que el problema de hallar OPT(A) para una matriz A equivale a
hallar signos para multiplicar las filas y las columnas de A de forma que se maximice la suma
de sus coeficientes. Cada asignaciéon de signos a las filas y las columnas de A nos induce una
biparticién de las filas y las columnas. Supongamos que {d;},{¢;} C {—1,1} es una solucién
maximal del problema OPT(A). Denotemos:

Sip:={ie{l,...,m}|6 =1}
S_:={ie{l,...,m}|6; =—1}
Ty :={j€e{l,...,n}|e =1}
T_:={j€e{l,...,n}|e =—1}.

91
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Luego tenemos que

OPT(A) = Z aijéiej =

ij=1
=D = ) ai— ) eyt ) ay <
1€S54 1€S_ 1€S4 1€S_
JeTY JeETY JET- JeET-
< 4[All..
Por otro lado, supongamos que tenemos conjuntos So C {1,...,m},Ty C {1,...,n} tales

que la Cut-Norm de la matriz A se maximiza, sacando el médulo sin pérdida de generalidad, en
S() y To.

[Alle =Y ay;.

i€s
JET

Sean S§ y T los complementos de Sy y Tp en {1,...,m} y {1,...,n}, respectivamente.
Vamos a usar estos conjuntos para conseguir asignaciones de signos para el problema OPT(A).
Para i € Sy, j € To y k € {1,2,3,4} vamos a usar §F = eg? = 1, mientras que para i € S§y
j € T§ vamos a usar las 4 combinaciones posibles:

62 == 1,€j =-1 6’L == —176]- =—1.
Para cualquier k € {1,2,3,4} tenemos que

OPT(A Z a;jorer.

1,5=1

Luego sumandos sobre los 4 conjuntos de signos:

4 mymn 4
1 1
skek g sk k sk k sk k
OPT(A ;ZZ e =72 | Dot D apdie + Y aidie+ ) aidie]
k=11,j=1 k=1 | i€So i€S§ i€Sp i€SS
j€To j€TH JETS JET§

Z Q5 + — Z Z CLz](Sk K + - Z Z CLU(Sk k + - Z Z a”5k k1l —

i€Sy k 1| eSS k 1| iesy k; 1| iesg
J€To jETO JETy jeTOC
4 4 4
skek k k k _k
=D aij+ Z aij | D ove; | + Z aij | Yo7 |+ Z aij | Yo7 | =
1€Sp zESC k=1 zGSD k=1 zESc k=1
j€To ]GTO T jGTP T jETC T

=Y aij = || A

1€Sp
J€To
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Es mas, podemos ver que, en un caso particular, la desigualdad superior es ajustada.

Lema 4.1.8. Sea A € R™*"™ una matriz tal que la suma de los coeficientes de cada fila y la
suma de los coeficientes de cada columna da cero. Luego

1
4]l = ;0PT(A)

Demostracién. Ya tenemos del paso anterior la desigualdad ||All. > OPT(A). Veamos la de-
sigualdad inversa.

Sean Sy y Tp conjuntos en donde se alcanza la Cut-Norm de A, con signo positivo, sin pérdida
de generalidad. Definamos entonces un conjunto de signos

5 e 1 i€eSy o 1 i€eSy
-1 i ¢ So T -1 i ¢ So.
Luego tenemos que

n

14+6;1+¢;
[Alle= > ay : L=

2,7=1 2 2
1 [ ™n m,n m,n m,n
= Z Z aijéie]- + Z a;;€; + Z aijéi + Z CL@‘)
ij=1 ig=1 i=1 ig=1
1 n n m
=7 Z a;jo0i€j + Z (Z aw> €; + Z Zaw Z (Z aw>
i,j=1 Jj=1
=0 T =0
1 ™n
=1 Y aydies < OPT(A)
1,5=1

O

Esto tiene un par de aplicaciones ttiles.

Para empezar, recordemos la reduccién del problema de MAX-CUT al problema de Gro-
thendieck que hicimos en el capitulo 3. Resulta que la matriz que usdbamos en la reduccién
funciona, con una pequefnia modificacién, para reducir el problema de MAX-CUT al problema
de hallar la Cut-Norm.

Para ver esto, tomemos un grafo G instancia del problema de MAX-CUT, con nodos V :=
{v1,...,v,} y aristas E := {e1,...,en} SV x V.

Construimos la matriz A € R?™*" ahora con dos filas por cada arista, de la siguiente manera:

S |
L, sivi=-e5
. L 2
-1, siv; =e5;_4
ajj =4 —1, sty = e%j

Sy 02
+1,  siv; =€

0, si no.
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Con esta definicion, veamos como queda la matriz que le corresponde al grafo que habiamos
analizado antes.

U1 V9 V3 V4 Vs V6

T 2 2
er — 1 0 -1 0 0 0
eg — | -1 0 1 0 0 0
ey — 1 -1 0 0 0 0
ea — | —1 1 0 0 0 0
es — | +1 0 0 0 0 -1
e3s = | -1 0 0 0 0 1]
e4 — 1 0 0 -1 0 0
eq — | -1 0 0 1 0 0
es — 0 1 0 0 0 -1
es — 0 -1 0 0 0 1
e — 0 0 0 1 -1 0
e — 0 0 0 -1 1 0

Por un argumento idéntico al que hicimos en la reduccién a OPT(A), el valor del mejor
corte para el grafo G equivale a 4OPT(A). Pero como en esa matriz todas las filas y todas
las columnas suman cero, entonces ese valor equivale a ||A||.. Esto nos dice que el problema
de MAX-CUT se reduce polinomialmente al problema de hallar la Cut-Norm. Por lo tanto el
problema de Cut-Norm es NP-hard, y al menos tan dificil de aproximar como el problema de
MAX-CUT.

Por otro lado, veamos que cualquier algoritmo para hallar o aproximar el problema de Gro-
thendieck nos sirve para hallar o aproximar la Cut-Norm. Para esto, empecemos con una matriz
A € R™*"™ para la que queremos hallar la Cut-Norm. Para usar el problema de Grothendieck,
querriamos que las filas y columnas sumaran cero, asi que vamos a forzar esta condicién. Sea



USOS DE LA CUT-NORM EN ALGORITMOS 95

A e Rm+THx(n+1) - Jefinida como

n

a1 a12 T A1n - Zj:l a1j
n

a21 a12 o a2n, — Zuj=1 a2;
A= :
n

am1 am?2 te Amn - Zj:l Q5

m m m m n
—2itian —>tyain - —lyan Dok Zj:l Qij

Claramente cada fila y columna de A suma cero. Si miramos la demostracién del Lema
resulta que, en este tipo de matrices, cualquier eleccién de signos para el problema de
Grothendieck alcanza el mismo valor que i del valor del corte de la matriz inducida por las
columnas y filas con signos positivos. Luego hay una correspondencia exacta entre soluciones
para el problema de Grothendieck y cortes posibles para la matriz A, con la salvedad de que al
pasar al problema de Cut-Norm el valor se divide por 4.

Vamos a ver ahora que ||A]|. = ||A||.. La parte de [|A]|. > ||A]l. es obvia porque la matriz A
contiene una copia de la matriz A. Para ir en la otra direccién, supongamos que la Cut-Norm de
la matriz A se alcanza en dos conjuntos So C {1,...,m+1},To C{1,...,n+1}.Sim+1€ S,
entonces podemos cambiar S por su complemento, ya que

D= (2 i) = (2 ai] =2 ay

i€S0 j€To \i€So JE€Ty \i€S§ i€Ss

J€To j€TH
ya que la suma de coeficientes sobre cada columna es cero. Andlogamente, si n+1 € T, podemos
cambiar Ty por su complemento y que el valor del corte se mantenga. Luego el Cut-Norm de
A se alcanza para algunos So C {1,...,m},Ty C {1,...,n}. Como este corte también se puede
alcanzar en la matriz A, resulta que ||A]|. < [|A]l.

Esto nos permite usar cualquier algoritmo de aproximaciéon de OPT (A) para calcular ||A]|..
Simplemente calculamos la matriz A, conseguimos una solucién aproximada para OPT(A), la
convertimos en una solucién con la misma garantia para OPT(A), y por ultimo la convertimos
en una solucién con la misma garantia para ||A|.

En particular, con los algoritmos del capitulo 2, esto nos permite conseguir un algoritmo
polinomial aleatorio para calcular || A||. tal que la solucién hallada tiene un valor, en esperanza, de
al menos M |A]|c = 0,63||A]|c. Por supuesto, si tuviéramos mejores Métodos de Redondeo
de Krivine obtendriamos mejores resultados, pero ya esta garantia nos servird para muchas
aplicaciones.

Usos de la Cut-Norm en algoritmos

Vamos a contar una aplicacién del problema de Cut-Norm, y en particular del algoritmo
basado en los Métodos de Redondeo de Krivine a la construccion de particiones de Szemerédi.
Vamos a enunciar el Lema de Reguralidad de Szemerédi, demostrado por primera vez en [Sze75].
Este lema surgié como una herramienta tedrica para demostrar que subconjuntos suficientemente
densos de los nimeros naturales contienen progresiones aritméticas suficientemente grandes, pero
desde entonces fue utilizado en muchos otros contextos, incluyendo la teoria de grafos misma.

Vamos a dar algunas definiciones necesarias.



96 APLICACIONES

Definiciéon 4.2.9. Sean X,Y C V dos subconjuntos de nodos disjuntos no vacios de un grafo
G = (V, E). Definimos como e(X,Y) a la cantidad de aristas con un extremo en X y el otro
extremo en Y. Luego definimos la densidad de aristas entre X e Y como

. e(X,Y)
d(X,Y) := W,

es decir, la cantidad de aristas que hay entre X e Y dividida por la cantidad de aristas que
“podria haber” entre X e Y.

Y definimos también una nocién de “regularidad”.

Definiciéon 4.2.10. Sean X,Y C V dos subconjuntos de nodos disjuntos no vacios de un grafo
G = (V, E). Decimos que (X,Y) es e—regular si para cada S C X,T CY tales que |S| > ¢|X|
y |T| > €| X| se cumple que

|[d(S,T) —d(X,Y)| <e.

En palabras, la definicion de e—regular estd midiendo qué tan lejos estan las aristas entre X
e Y de ser un grafo aleatorio. Para ilustrar esto, supongamos que empezamos sin aristas entre X
e Y, pero ya sabemos de antemano la densidad p de aristas que queremos que haya entre ambos.
Para cada par de nodos x € X,y € Y vamos a dibujar una arista entre x e y con probabilidad
p independientemente. Luego efectivamente la densidad de aristas entre X e Y va a parecerse a
p. Pero también va a parecerse mucho a p la densidad de aristas entre conjuntos S C X, T CY
suficientemente grandes. Luego, es muy razonable esperar que un grafo aleatorio en este sentido
cumpla la Definiciéon y que ésta nos de alguna nociéon de cudnto un grafo se parece a un
grafo aleatorio.

Ahora si, con estas definiciones, vamos a enunciar el Lema de Regularidad de Szemerédi, que
dice que podemos partir cualquier grafo en una cantidad acotada de conjuntos razonablemente
regulares dos a dos.

Lema 4.2.11 (Lema de Regularidad de Szemerédi). Para todosn € (0,1) y k € N, existe K € N
tal que para cualquier grafo G = (V, E) con |V| > K existe una particion de V. en m conjuntos
V=5UuUSu---usS, tales que

s k<m<K

1S;| — 1951 <1, Vi, je{l,....,m}

Al menos (1 —¢)('y) de los pares (S1,S2) son e—regulares.

Es un hecho conocido que, dado £ > 0 el problema de decidir si un grafo bipartito G = (V, E)
(con V =X UY, |X| = |Y]| =n) es e—regular es co-NP-completo (ver [ADL794]). Es decir, el
complemento del problema, que equivale a decidir si el grafo G no es e—regular es NP-completo
(la pertenencia a NP es sencilla, porque un contraejemplo de e—regularidad es evaluable en
tiempo polinomial).

Sin embargo, existe un algoritmo polinomial que permite hallar una particion de Szeme-
rédi como en el Lema La forma del algoritmo para eludir la NP-hardness de decidir
e—regularidad es definir un ¢’ < € y decidir en cambio entre los casos:
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1. El par (X,Y) es e—regular (= (X,Y) es &’ —regular).
2. El par (X,Y) no es ¢’—regular (= (X,Y) no es e—regular).

En el caso de que el par (X,Y) no pertenezca a ninguno de los dos casos, el algoritmo puede
responder cualquier cosa.

El algoritmo original de [ADL"94] lograba esto con &’ := %. En cambio, gracias al algoritmo
basado en los Métodos de Redondeo de Krivine, [AN06] logran mejorar este paso a &' := %
Gracias a esta mejora en ese paso del algoritmo de particiones de Szemerédi, se logra mejorar el
valor del K asegurado (y si bien asi se logra la mejor cota conocida, el K sigue teniendo tamano
monstruoso en relacién a ¢).

Vamos a contar brevemente cémo funciona este paso del algoritmo.

Sea G=(V,E)con V=XUY X ={vy,...,v,}, Y ={ws,...,w,} un grafo bipartito. Sea

W Construimos la siguiente matriz A € R™*":
wo o dl—d si(uw) € E
VT —d o osi(v,wy) ¢ B

Luego, dados S C X, T C Y, tenemos que

e(S,T)  e(X.Y)
Tl XY

> aiy| = [e(s,7) 18] |7 - d| = |8 - |- (4.21)
€S
JET

e(S,T) e(X,)Y)

ISHTT XY

Si (X,Y) no es e—regular, entonces existen |S| > ¢|X|, |T'| > ¢|Y| tales que

)

y por lo tanto

[Alle > > aij| = &*n?
€8
JET
Luego nuestro algoritmo tiene que poder hallar una solucién subo6ptima Sy, Ty de al menos
% de ese valor:

1
Z a;j| > ]AHC > f€3n2
i€So
J€To

e(So,To)

Pero ademas como

|X‘ IY\ ‘ <1, a partir de ) tenemos que

min {n\So\,n\Tg\,nQ €S, To) _ e(X,Y) } Z aij| = &

Tl X[ Y]

JGTU

Esto nos garantiza que siempre que (X,Y') sea e—regular podremos encontrar Sy, T contra-
ejemplos de %63—regularidad:

e(So,T()) e(X, Y) 1

Aol [XT- Y] 2

1 1
|So| > =&3n |To| > =e®n?

3
: 4.22
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Luego nuestro algoritmo serd aproximar lo mejor posible la Cut-Norm de A, y responder que es
e—regular (aunque podria ser falso) si encontramos conjuntos Sy, 7 como en . El hecho de
que el algoritmo pueda devolver conjuntos explicitos Sy, Ty también es una mejora al algoritmo
original para hallar particiones.

Vamos a ver ahora una aplicacién del algoritmo a otro problema, el de la cut-decomposition
de una matriz. Para esto introducimos la siguiente definicién.

Definicién 4.2.12. Decimos que una matriz D € R™*™ es una matriz de corte si existen
conjuntos S C {1,...,m}, T C{1,...,n} y d € R tales que

0 si no,

dij = {d SLeSyIeT e, mbjefl,... n}

En tal caso, denotaremos a la matriz D como CUT(S,T,d).

El objetivo es encontrar, para una matriz A € R™*" tal que |a;;| < 1 para todo 1 < i <
m,1 < j < n, una descomposicién en matrices de corte Dy, 1 < k < K, de manera que lo que
“sobre” sea pequenio:

| (&

Vamos a mostrar como hallar esta descomposicién de forma inductiva. Comenzamos con la
matriz Ag := A, y vamos definiendo matrices de corte D1, ..., D,, de forma tal que

A—> KDy
k=1

< emn.

A, = (ag-)) =A- Z Dy,.
k=1

Si en algiin momento logramos que ||A,|| < emn, significa que encontramos la descompo-
sicion buscada. Supongamos que estamos en el paso r con la matriz A, y las matrices de corte

Dy, ...,Dy,y que ||Ar|lc > emn. Un algoritmo con Métodos de Redondeo de Krivine nos permi-
te encontrar, para alguna constante v > 0, subconjuntos S,4+1 C {1,...,m}, T,41 C {1,...,n}
tales que

S | = 4l|A]le = yemn.
1€Sr4+1
J€Tr 41

Entonces podemos elegir como (r + 1)—ésima matriz de corte a la matriz promediada de los
conjuntos Sy41 v Tr41:

Z‘ ()
1E€ESr4+1 aij
JETr+1
DT+1 = C(ST+1,TT+1, d7~+1), donde dr+1 = SiT
|1S]- |7
Luego definimos A, 1 := A, — D,41, como veniamos haciendo.
El objetivo es ver que este proceso eventualmente termina. Para esto, vamos a demostrar
por induccién que
T)\2 2.2
0< ZZ(aij ) < mn —ry*e“mn.
i=1j=1
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El caso r = 0 es trivial porque habfamos pedido |a;j| < 1 para todos los 4, j. Y si vale para
T, entonces

m n
r+1 (7“+1) 7"+1) (r—i—l
Y () = Y () Y (o) S
i=1j=1 1€Sr41 1€Sr41 ZEST+1
JET 41 J'ETTCH §E€Tr41
_ (r) M2 _
= Y (@) -d) + X () X () =
1E€ESr4+1 1E€ESr+1 ZEST+1
J€T 41 JETY JE€Tr+1
_ (r) 2 (") (M2 _
ST () 2 Y s ¥l X (@) X (o
1€Sr41 1€Sr+1 1€Sr 41 1€Sr41 iESﬁ+1
J€Tr41 J€Tr11 JETr+1 JETS €T 11

S () | Y a2 Yl [+ (W) ¥ (o) =

i€5r+1 iEST+1 ’L'GST+1 ’L'GST+1 1€S¢

. . . ) r+1
JETr+1 JETr+1 JETr+1 JET €T 11
_ ()2 (r) (r) 2 M2 _
= 2 (az’j —drpr Do @y + D0 (ag) + >0 (ay
’LZESTJrl Z'.GS»ﬁLl ?EST+1 ’LEST+1
J€Tr 1 JETr+1 ]ETTC+1 JETr41
2
_ ()2 1 (r) (N)? M2 _
= > (w T 1S Toe] >y |+ > (wy) X (@) =
1E€ESr4+1 T+ T+ 1E€ESr4+1 1€Sr4+1 ZEST_H
JE€T 41 J€Tr4+1 JET 4 JE€Tr+1
2
NN 1 (r) ()2
= Z Qj; _|S IHT 1| Z Q;j + Z Ay + Z =
1E€ESr4+1 T+ T+ 1E€ESr+1 1€Sr4+1 zESH_l
JE€Tr41 JE€Tr41 JeTT JETr41
2
m n m n 2
I ) e el I DI IED D WO
gl 1S 1] Tri1 | g - g mn
i=1j=1 r+1lSr+ i€S,41 i=1j=1
J€Tr 41

Esto completa el paso inductivo. Esto nos dice que no podemos realizar mas de 2 7 pasos

se tiene que ||A||. < emn, y asi
obtenemos una cut-decomposition valida.

El problema de hallar una cut-decomposition tiene variadas aplicaciones en algoritmos de
optimizacion. Un ejemplo es el Problema de Asignacién Cuadratica Métrico, estudiado con estas
técnicas en [FK99).
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