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Introduccion

En esta tesis estudiamos algunos de los temas, resultados y herramientas béasicos de la
topologia en dimensiones bajas. Comenzamos analizando uno de los invariantes de nudos
mas conocidos: el grupo del nudo, es decir, el grupo fundamental del complemento del nudo
en el espacio. Analizamos la relacién entre nudos y superficies, estudiando las superficies
de Seifert, las cuales son superficies compactas y orientadas en el espacio cuyo borde es un
nudo dado y, de la mano de las superfices de Seifert, estudiamos el género de los nudos
y, consecuentemente, su factorizacién como suma conexa de nudos primos. Mostramos la
clasificacién de superficies compactas desde dos puntos de vista diferentes: el punto de
vista diferencial, utilizando Teoria de Morse, y el punto de vista combinatorio, utilizando
que toda superficie admite una triangulaciéon. Por ultimo, relacionamos el grupo del nudo
con la asfericidad de su complemento, dando una demostracién detallada de un teorema
demostrado por Howie en [8], y por Howie y Short en [9] que afirma que los grupos de nudos
son localmente indicables. Decidimos concentrarnos en este tltimo resultado dado que su
demostracion involucra y combina diversos temas de topologia, geometria y algebra como,
por ejemplo, la relacién entre presentaciones de grupos y CW-complejos de dimension 2, la
relacion entre 2-complejos y variedades de dimensién 3, algunos resultados propios de las
variedades de dimension 3, la dualidad de Poincaré, etc.

Si consideramos en S un entorno tubular abierto de un nudo dado, podemos asociarle
a dicho nudo una variedad compacta y orientable de dimensién 3 cuyo borde es un toro. El
grupo fundamental de dicha variedad coincide con el grupo del nudo.

En la década del 40 no se sabia ain si la 3-variedad asociada a un nudo era asférica
o no. Un espacio topoldgico arcoconexo X se dice asférico si sus grupos de homotopia
7 (X) son cero para todo n > 2. Motivado en parte por entender la asfericidad de los
complementos de nudos, en 1941 J.H.C. Whitehead se pregunté si todo subcomplejo de
un 2-complejo asférico es también asférico (ver [19]). La pregunta de Whitehead adquirié
luego el caracter de conjetura y ain no ha sido resuelta. De ser afirmativa la respuesta a la
pregunta de Whitehead, podria deducirse de ella la asfericidad de los complementos de
nudos debido a que estas 3-variedades tienen un “spine”, el cual resulta ser un subcomplejo
de un 2-complejo contractil (y, por lo tanto, asférico) . Concretamente, el spine de la
3-variedad de la que estamos hablando es el 2-complejo asociado a la presentacion de
Wirtinger del grupo del nudo, la cual expondremos en el primer capitulo (ver [1]).

De todas formas e independientemente de la conjetura de Whitehead, en 1957 Pa-
pakyriakopoulos probé la asfericidad de los complementos de nudos utilizando técnicas
de 3-variedades (ver [16]). Utilizando el resultado de Papakyriakopoulos, en la década
del 80 Howie y Short probaron que el grupo de un nudo es localmente indicable (ver
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[9]). Un grupo se dice localmente indicable si todos sus subgrupos finitamente generados
admiten un epimorfismo al anillo de enteros. Es intersante notar que otro resultado de
Howie ([8]) permitiria probar que el hecho de que el grupo de un nudo sea localmente
indicable implicaria automaticamente la asfericidad de su complemento.

El primer capitulo de esté tesis consta de dos partes: una primera parte en la cual
introducimos los conceptos béasicos de la teoria de nudos y una segunda parte en la cual
presentamos el grupo de un nudo y mostramos una manera de calcularlo hallando la
presentacién de Wirtinger del mismo.

El segundo capitulo estd dedicado a la clasificacién de superficies compactas. Abordamos
el tema desde dos enfoques diferentes. Primero demostramos los teoremas de clasificacion
con herramientas de topologia diferencial. En particular, introducimos la Teoria de Morse,
que serd fundamental en estas demostraciones. Luego, volvemos a demostrar los teoremas
de clasificacién para superficies sin borde, pero ahora con herramientas de combinatoria
aprovechando que toda superficie puede ser triangulada. Definimos las presentaciones de
superficies y vemos una serie de transformaciones que pueden aplicarse a las mismas para
obtener presentaciones equivalentes.

En el capitulo 3 definimos las superficies de Seifert y probamos la existencia de las
mismas para todo nudo manso (un nudo es manso si existe una triangulacién de R? de la
cual este es un subcomplejo). Definimos qué significa que un nudo sea primo y también
definimos el género de un nudo. Finalizamos esta seccién probando que todo nudo no trivial
es suma conexa de nudos primos.

El cuarto y ultimo capitulo tiene por objetivo demostrar que el grupo fundamental del
complemento de un nudo en S? es localmente indicable. En la primera parte nos dedicamos
a enunciar y recordar conceptos y resultados necesarios para dicha demostracién, y luego
nos avocamos a la demostracion propiamente dicha.
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Notacion

Comenzamos haciendo algunas aclaraciones con respecto a algunas definiciones y
notaciones que utilizaremos a lo largo de esta tesis. Cuando hablemos de “norma” en R™ nos
referiremos a la norma euclidea, y notaremos con D™ al conjunto de puntos de R™ de norma
menor o igual a 1, e I al intervalo [0, 1]. Llamaremos n-bola o n-disco a cualquier espacio
homeomorfo a D", y n-esfera a cualquier espacio homeomorfo a S* = {z € R**! : ||z|| = 1}.
Cuando querramos ser més especificos, notaremos B(z,R) = {y e R" : |y —z|| < R} y
B(z,R) = {y € R" : |ly — z|| < R}. Recordemos que un k-simplex en R" es la capsula
convexa de k + 1 puntos afinmente independientes (intervalos, tridngulos, tetrahedros, etc.).

Utilizaremos la notacion “~” para denotar que dos espaciones son homotopicamente
equivalentes, “~” para denotar que son homeomorfos, y “=” para denotar que son difeo-
morfos. Si Y es subespacio de un espacio topolégico X, notaremos Y° al interior de Y.
Si K es un complejo simplicial y ¢ un morfismo simplicial, notaremos |K| y |¢| a sus
realizaciones geométricas respectivas.

Para isomorfismos de grupos utilizaremos la notacién “=”.

Recordemos que S™ puede ser vista como la conpactificacién a un punto de R” y, por
lo tanto, R™ puede ser visto como un subespacio de S™.

Recordemos que tanto R™ como S™ pueden ser triangulados. Diremos que un subconjunto
L de los mismos es lineal a trozos o PL (“piecewise linear”) si existe una triangulacién del
espacio tal que L resulte un subcomplejo del mismo.

Dado un grupo G, notamos con G% a su abelianizado, es decir, G* = G/ [G, G].



Capitulo 1

La presentacion de Wirtinger

1.1. Introduccién

En este capitulo veremos algunas nociones bésicas de la teoria de nudos y estudiaremos
uno de sus invariantes mas conocidos: el grupo del nudo.

Este capitulo estd basado principalmente en los libros [17] y [12]. Algunas de las
ilustraciones que aparecen aqui estdn basadas en ilustraciones de [17].

Definicion 1.1.1. Dado X un espacio topologico, un nudo en X es un subespacio K C X
homeomorfo a una n-esfera para algin n € N.

En esta tesis nos dedicaremos al cason =1y X = R? o X = S?. También supondremos
que la inclusién de K en X es PL y orientada, es decir, existen estructuras simpliciales
orientadas en S! y en X para las cuales dicha funcién es simplicial y preserva orientacién, o
bien supondremos que la inclusién es un embedding (que preserva orientacién). En cuanto
a S!, estamos asumiendo una estructura simplicial finita, es decir, K es una concatenaciéon
de finitos segmentos en R3 o S? tal que el 1ltimo segmento termina donde comienza de
primero. Los nudos que verifican esto se dicen mansos, a diferencia de los llamados nudos
salvajes. Ejemplos de estos ultimos pueden hallarse en [17].

A lo largo de este trabajo vamos a suponer que los nudos son poligonales (PL) o C*°
seglin convenga. En cuanto a la representacién grafica de los mismos, en el caso PL podemos
suponer que el nudo estd formado por una gran cantidad de segmentos suficientemente
pequenos de modo tal que a simple vista las lineas se vean redondeadas.

Segun el contexto, puede o no tenerse en cuenta la orientaciéon del nudo, ya sea como
embedding de S! en R? 0 S3, 0 como subcomplejo de dimensién 1 de R? o S3.

AR
(A >3O )

Figura 1.1: Algunos ejemplos de nudos
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Tablas con numerosos ejemplos de nudos pueden hallarse en [17] y en [12].

Ejemplo 1.1.2. Una clase particular de nudos son los nudos toroidales. Llamamos to-
roidales a los nudos que se hallan contenidos en la superficie de un toro. Tenemos que
1 (T?) = 1 (St x SY) = Z @ Z. Tenemos dos generadores standard de w1 (T?) que son
L:S' =S xSy M:S' =S xS dados por L(z) = (x,1) y M(z) = (1,z). Los de la
primera clase reciben el nombre de longitudes y los sequndos son llamados meridianos.
Todo nudo K en T? puede considerarse como una clase en m1(T?). Dados p y q ente-
ros comprimos, notamos Ty, q a la clase de nudos toroidales que recorren T? en sentido
longitudinal p veces, y en sentido meridional q veces.

Definicién 1.1.3. Dos nudos K y K' son equivalentes si existe un homeomorfismo
h:X — X tal que h(K) = K'. Vamos a asumir también que h es lineal a trozos y que
preserva orientacion.

Es claro que esta definicién nos da una relacién de equivalencia. La clase de equivalencia
de un nudo se llama el tipo del nudo.

El hecho de que h sea lineal a trozos implica que la misma es isotopica a la identidad,
es decir, existe una homotopia H : S* x T — S? tal que H(x,0) =2 y H(x,1) = h(z) para
todo x en S3, que ademaés verifica que la funcién H(-,t) es un homemorfismo para todo
t € 1 fijo. En otras palabras, todo el espacio puede deformarse de foma continua llevando
K a K’ (idem con R?).

Definicién 1.1.4. Decimos que un nudo K es trivial o “desanudado” si es equivalente
ai:S! = R3 (0S?) la inclusién candnica. Equivalentemente, K es trivial si existe
g:D? = R3(0S?) un embedding (o una funcién lineal a trozos) tal que K sea el borde de
g(D?) (en otras palabras, K es el borde de un 2-disco PL en R3 o S3.

Definicién 1.1.5. Un invariante de nudos es una funcion K — f(K) que asigna a cada
nudo K un objeto f(K) (segin el contexto, puede ser un grupo, un polinomio, una matriz,
etc.) de modo tal que si dos nudos K y K' son equivalentes, f(K) y f(K') también lo son
(en el contexto correspondiente).

De la definicién de equivalencia de nudos se deduce que si dos nudos son equivalentes,
entonces sus complementos son homeomorfos. Por lo tanto, la clase de homeomorfismo del
complemento de un nudo es un invariante de nudos. Como espacios homeomorfos tienen
grupos de homotopia isomorfos, el 71 de dicho complemento es también un invariante de
nudos. Nos enfocaremos ahora en este tultimo.

Un teorema de suma utilidad a la hora de calcular el grupo fundamental de un espacio
topologico es el teorema de Van Kampen, el cual da una manera, bajo ciertas hipotesis,
de calcular el m; de un espacio a partir del m; de ciertos subespacios del mismo. Una
demostracion de este teorema puede hallarse en [4].

Antes de enunciar el teorema, recordemos la siguiente definicién:

Definicién 1.1.6. Dada una familia de grupos (G;)icr, se define el producto libre ;c1G;
de dichos grupos como el conjunto de tiras finitas (posiblemente vacias) gi ... gn, donde
gj € Gi; para algin ij € I, ij #ij41 V1 <j<n—-1yg; #1V1<j<n.Sedefine en
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x;c1G; el producto

g1---gnhnt1-- - hm S Up 7 Ipt1
gl---gn*xhpy1...hpy = gl---gn—l(gnhn+1)h2~--hm ST iy = tnt1 yhn+1 #g;l
g1 Ggn-1*ho...hpy St iy = tn+1 yhn—l—l:grjl

El conjunto x;c;G; junto con la operacion * forman un grupo cuyo elemento neutro es
la tira vacia.

Observacion 1.1.7. Si G y H son dos grupos con presentaciones (T1,...,Tn|T1, ..., m)
(Y1, -+, Ys|t1, - - -, i) respectivamente, entonces (T1,...,Tn,Yly- - Ys|T1y e oy Ty b1y .oy th
es una presentacion de G x H.

y
)

Teorema 1.1.8. (Teorema de Van-Kampen) Sean X un espacio topoldgico y xo € X
tales que X = UyepAa, con A, abierto arco-conexo para todo o € A y xo € Nyep Aa- Si
Ay N Ag es arco-conexo Yo, B € A, entonces el morfismo

¢ : *qenm1(Aa, o) — m1(X, 0)

dado por
O([fr] = [fo] % -« [fu]) = [frx fox % fi]

es sobreyectivo. Si ademds Ao N Ag N A, es arco-conexo Yo, 3,7 € A, entonces Nu(¢p)
es el subgrupo normal generado por los elementos de la forma |w] * [0], donde w es un
lazo en Ay N Ag con base en xg para algunos o, 3 € A, y & es el mismo lazo recorrido en
sentido contrario, tomando [w] como un elemento de m (Aq,xo) y [W] como un elemento
de m(Ag, zo). En tal caso,

T (X, 20) = *aenm1 (A, 0) /Nu(o).

Observacion 1.1.9. Supongamos que X es un espacio topologico y que X1 y Xo son dos
abiertos arco-conexos no vacios de X tales que X = X1 U X9 y que Xo = X7 N X3 es
también arco-conezo. Sean (x1,...|r1,...), (y1,...|t1,...) vy (21,...]s1,...) presentaciones
de m1(X1) y m1(X2) y m1(Xo) respectivamente, consideremos las inclusiones

Xo
X Xs
X

Aplicando el teorema de Van Kampen y la observacion 1.1.7, obtenemos que
7T1(X) = <$1,...,y1,... |’I"1,...,t1,...> /R,

donde R es el subgrupo normal generado por los elementos de la forma i1+(2) * (iox(2)) 71,
con z la clase de un lazo en Xo. Esto significa que, si z = zj, - - - zj,, entonces,
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i1(z, - zj,) *d2((2j, - 2,) ") = 1 en m(X). Observemos que esto es equivalente a
que i1(zj,) - - i1(25,) * (i2(z5,)) 7L+ (ia(25,)) "t = 1 y, por lo tanto, basta con pedir que la
igualdad valga para los z;. Dicho todo esto, podemos concluir que

7’['1(X) = <m1,...,y1,...]rl,...,tl,...il*(zl) :ZQ*(Zl),>

Proposicién 1.1.10. Dado n > 3, si B C R" es acotado y R™\ B es arco-conexo, entonces
la inclusion i : R" \ B — 8™\ B induce un isomorfismo

ix :m(R"\ B) = m(S™\ B).

Demostracion: Como B es acotado, existe M > 0 tal que B C B(0, M). Consideremos
U = S"\ B(0,M). Vale que U es un entorno de oo, y ademas U N B = (). Por lo tanto,
UNR"\B) =UNR" = U\ {co} = 5" ! 1o que implica que es simplemente conexo siendo
n > 3. Observemos que tanto R™ \ B como U son arco-conexos y abiertos en S” \ B, y que
S™\ B = (R™\ B)UU. Aplicando el Teorema de Van Kampen, obtenemos que el morfismo
¢ (m(R™\ B))*m(U) — S™\ B es sobreyectivo. Como U es homeomorfo a R", 7w;(U) = 0,
por lo cual el morfismo anterior resulata ser la inclusion i, : m(R™ \ B) — m1(S" \ B).
Ademas, el Teorema de Van Kampen también nos dice que el nticleo de ¢ esta generado
por los elementos de la forma [w] * [0], donde w es un lazo en U N (R™ \ B), el cual ya
vimos que es simplemente conexo, lo que implica que Nu(¢) = 0 y, por lo tanto, ¢ = i, es
un isomorfismo.
O
En conclusién, a la hora de calcular el 1 del complemento de un nudo K, da lo mismo
calcularlo en R? o en S3. Dicho grupo de denomina el grupo de K. Veremos a continuacién
una manera de calcularlo.

1.2. La presentacion de Wirtinger

El grupo fundamental del complemento de un nudo es uno de los invariantes de nudos
més conocidos. En esta seccion utilizaremos el Teorema de Van Kampen para obtener
una presentacién particular del mismo. En el capitulo 4 retomaremos los el estudio de los
complementos de nudos y nos enfocaremos en algunas propiedades particulares de dichos
espacios.

Definicién 1.2.1. Dado un nudo poligonal K C R3 y un plano w, sip : R3 — 7 es la
proyeccion ortogonal sobre 7, decimos que 7 es regular para K si p~!(x) interseca a K en
exdactamente 0, 1 o 2 puntos Vx € w y, en el caso de que sean 2, ninguno puede ser un
vértice de K.

Es claro que si K es un nudo poligonal y 7 es un plano en R3, pueden modificarse
K o m de manera que 7 resulte regular para K mediante perturbaciones arbitrariamente
pequenas.

Tomemos como 7 el plano z = 0 y K un nudo. Por lo que acabamos de observar,
podemos suponer que {z = 0} es regular para K. Asi, la proyeccién ortogonal K’ nos da
un dibujo de K en R2.
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Si volvemos a R3, podemos hacerle algunas modificaciones a esta proyeccién para
obtener un nudo equivalente a K: Dado que K es manso, si lo consideramos como poligonal,
el nimero de cruces que aparecen en el plano resulta finito. Podemos, por lo tanto, tomar
una bola alrededor de cada cruce, de modo que sean todas disjuntas dos a dos, y que cada
bola sélo interseque a dos segmentos de la poligonal K’ (los que se cruzan).

Si bien en el plano las lineas se intersecan, en realidad vienen de distintos tramos de K,
uno de los cuales esta “por debajo” del otro. Consideremos un plano de la forma {z = —¢}
y consideremos para cada cruce la interseccién de la bola correspondiente con el segmento
de K’ que se corresponde con la proyeccion del tramo de K que “pasa por debajo”. Tenemos
entonces un segmento en {z = —¢} por cada cruce de K.
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z==-£

Si ahora reemplazamos el segmento correspondiente en {z = 0} por el de {z = —¢} ¥
unimos lo que quedd, obtenemos un nudo K" equivalente a K.

Los nudos pueden considerarse orientados o no. Para lo que veremos a continuacion,
consideraremos los nudos orientados. Un nudo K C R3 puede describirse con un dibujo
en R? compuesto por un nimero finito de arcos as, ..., a,, donde se interpreta que o; estd
conectado con a1 y con ;—1 (mddulo n) por arcos que cruzan “por debajo” como en la
figura 1.3, y la numeracién respeta la orientacion, es decir, ;41 comienza donde termina

a; (médulo n). Vamos a hallar una presentacién de 71(R? \ K) a partir de un dibujo de
esta forma.



1.2. LA PRESENTACION DE WIRTINGER 15

A
ol \{:\7 )
°<5 D(z

Figura 1.2: Solomon’s Seal Knot

i+

Figura 1.3:

Por lo que vimos antes, podemos suponer que el nudo estd contenido en el plano
{z = 0}, salvo alrededor de los cruces, donde un tramo pasa por debajo y tiene un segmento
contenido en el plano {z = —e¢} .Dado un arco «;, considerémoslo por un momento como
un segmento orientado apuntando“hacia arriba”. Definimos x; como una pequena flecha
que pasa por debajo de «; de derecha a izquierda como en el dibujo:

A;

—|—X;
Definimos ahora un lazo, que también llamaremos x;, con base en el punto x = (0,0, 1),

que consiste en un tridngulo orientado que va de * al extremo inicial de x;, recorre z;, y

vuelve a x.
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Llamaremos ¢; a cada cruce de la forma

oAy o

— | — o —— | ——

i+

i
'}
bk
'}

o sea, el cruce donde “termina” a; y comienza ;1. Tenemos asi n cruces, en cada
uno de los cuales hay involucrados tres arcos: «;, a;11 y o (para algin k). Llamaremos
también x; a la clase de cada lazo x; en m; (R3 \ K). En cada ¢; se da una relacién r; en
71 (R3\ K) segtin los dos casos de la figura anterior:

CASO1

ok
L, AN X

X,
: ;“i di+1
=
Xk
fis Xk X = Xipq X b X X = XicXjq

Dichas relaciones son faciles de comprobar tomando 2 biromes y un cordén como se ve
a continuaciéon(mas adelante las demostraremos formalmente):
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Observacion 1.2.2. Podemos reescribir r; como wi_,.lmkxi_lw;l =1en el caso 1, y como
xi+1x;1x;1mk =1 en el caso 2.

Teorema 1.2.3. (Presentaciéon de Wirtinger): El grupo 1 (R?\ K) estd generado por
las clases de homotopia de los lazos x; y tiene una presentacion de la forma:

7T1(R3 \ K) = (.’,Cl, ...,:En|1“1, ...,Tn> .
Es mds, puede omitirse cualquiera (pero en general sélo 1) de los r;.

Demostracion: Como mencionamos anteriormente, podemos suponer que K estd conte-
nido en el plano {z = 0}, salvo en los cruces, donde pasa “por debajo” y tiene un pequeno
segmento contenido en el plano {z = —¢}. En cada cruce ¢;, a dicho segmento lo llamamos

Bi.

z=0

z=-¢

Vamos a aplicar el teorema de Van Kampen. Definimos primero los siguientes subcon-
juntos de R3 \ K:
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« A={z> ¢} \K.

= Para cada i , tomamos B; un bloque de la forma [a;, b;] x [c;, d] x [es, —€], cuya
“tapa” se encuentra contenida en el plano {z = —¢} y que contenga a ;. Podemos
elegirlos de forma tal que sean todos disjuntos entre si. Ahora, definimos un lazo y;
en {z > —e} \ K con base en * que posea una parte contenida en B; que rodee [3;
como en el dibujo. Podemos elegirlo de modo que, mirando “desde arriba', la parte
del lazo contenida en {z = —¢c} esté orientada en sentido antihorario. Llamaremos B;

a (B; \ Bi) Uy

Q{K
Xi xk%% Xi+1

ol; odiyq

= A todo lo que esté “por debajo” de AU By U...U B, lo llamaremos D. Sea -y un arco
que une D con #* y no toca a K, entonces definimos C' = D U 7.

PASO 1: 7m1(A) es el grupo libre generado por las clases de los lazos x1, ..., Zy:
Observemos que quitarle los 3; a A no modifica su tipo homotépico. Por lo tanto, podemos
suponer que A es un semiespacio al que se le han quitado n “manijas”, correspondientes
con los arcos ajq, ..., ap, cuyos bordes se encuentran en su frontera, el plano {z = —¢}. Para
que un lazo en A con base en * no sea null-homotoépico, dede pasar “por debajo” de alguna
de las manijas. Ademés, “estirando el cordén”, podemos hacer que pase por * luego de
cada vez que pasa bajo alguna de ellas. De lo dicho recién, podemos concluir que todo lazo
en A con base en * es homotdpico a una concatenacién de lazos z; y, por lo tanto, m(A)
es el grupo libre generado zy, ..., z,.

PASO 2: Estudiemos (AU B;):

Es claro que B; es homotdpico a [a;, b;] X [¢;, d;] X [e;, —€] y, por lo tanto, es simplemente
conexo. Podemos aplicar 1.1.9 tomando X = AU B;, X1 = Ay Xs = B;. Como AN B;
es un rectangulo (bidimensional) al cual se le sustrajo 3; y se le adicioné y;, su grupo
fundamental es isomorfo a Z y estd generado por y;. Ahora, si observamos la ilustracién de
Bi, i1.(yi) = ack:vi_lx,;la:iﬂ si el cruce ¢; es como en el caso 1,y i1.4(y;) = :U¢+1x,;1xi_lxk si
es como en el caso 2. i9.(y;) = 1, pues B; es simplemente conexo. Aplicando el teorema,
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obtenemos que:
m(AUB;) = <x1, ...,xn|xkx;1xlzlxi+1 = 1>

enelcasoly
m(AUB;) = <x1, ...,xnlwiﬂx;lx;lxk = 1>

en el caso 2. Por 1.2.2, podemos reescribir los dos casos como
T (AU B;) 2 (a1, ..., xp|ri) .

PASO 3: Calculemos 7 (AU By U...U By):
Por lo visto recién,
T (AU B) = (21, ..., Tp|T1) -

Dado que, B2 es simplemente conexo y que (AU B1) N By = AN By y, por lo visto en el
paso 2,
T ((AU By) N By) = m1 (AN By) = (y2) -

Si tomamos X = AUByUBy, X1 = AU By y X9 = By y aplicamos nuevamente 1.1.9,
obtenemos que

7T1(A UBiU BQ) = <.Z'1, ...,.Z'n"f'l,il*(yg) = ig*(y2)> .

Andlogamente a lo observado en el paso 2, se ve que i1,(y2) = i2.(y2) es exdctamente
r9. Por lo tanto,
T (AU By UBg) = (21, ..., xy|r1,72) .

Si seguimos inductivamente, obtenemos que

TI(AUBL U UByp) = (T1, ey Tp|T1y ooy Th) -

PASO 4: Calculamos 7 (R3 \ K):
Consideremos ahora X = R3 \K, X1 =AUB;U..UB, y Xo =C. Tenemos que:

» X =R3\ K = X;UXo.
= X1 N X5 es homotépico a un plano y, por lo tanto, simplemente conexo.
= X5 es homotoépico a un semiespacio y, por lo tanto, también es simplemente conexo.
w (X)) = (T, ey Ty |1y ey )
Aplicando nuevamente 1.1.9, concluimos que
T (RI\K) = (@1, ..., Tp|r1s oy ) -

PASO 5: Veamos que se puede quitar uno cualquiera de los 7;:

Dado que la eleccién de «; es arbitraria, veamos sin pérdida de generalidad que podemos
sacar r,,. Como vimos antes, 71(R3 \ K) = 71(S* \ K), por lo cual podemos trabajar ahora
en S3\ K. Sean A’ = AU{},C' = B,UCU{o0} y A" =A'UBU---UB,_.

A"UC =S\ K.
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m1(A") = m(A) y unirle B; U .... U B,,_1 tiene el mismo efecto que con A, es decir,
m(A”) = (z1, ..., xn|r1, ..., Tn—1). Observemos ahora A” N C":

A" N C" es homotdpico a un plano al cual se le ha sustraido el segmento 3, unién oo,
es decir, es homotépico a una 2-esfera menos un pequeiio arco, lo cual es homotdpico a
R2. Por lo tanto, 71(A” N C’) = 1. Es fécil ver que ¢’ también es simplemente conexo.
Aplicando 1.1.9 una vez mas, concluimos que

7T1(S3 \K) =m(A") = (x1, ..., xn|r1, ooy 1) .
]

Ejemplo 1.2.4. El ejemplo mds sencillo para aplicar este teorema es el nudo trivial T, el
cual puede representarse con un solo arco y ningun cruce y, por ende, su grupo tiene una
presentacion dada por un sélo generador y ninguna relacion, Por lo tanto, 7 (S3\ T) = Z.

Calculemos ahora el grupo de un nudo un poco mas complejo.

Ejemplo 1.2.5. Sea K el nudo que se muestra en la siguiente figura:

Este nudo es conocido como trébol o Ta 3.1 Comencemos por numerar los 3 arcos de K
y marcar los x;.

'En la cultura celta se lo conoce como “triqueta” y representa varias ternas como “mente, cuerpo y
alma” y “tierra, fuego y agua’.
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'

Aplicando el teorema 1.2.3, obtenemos que m1 (R3\K) = <x1, 9, x3|x3x19§§1$51, x2$3$51$I1>.

De la primera relacion podemos despejar x1 = 33'3_11'2.%3 para ast eliminar un generador y
una relacion. Reemplazando en la otra relacion, obtenemos que

m (R3 \ K) = (x9, x3|T2T3792 = T3T273) .

Puede probarse que este grupo no es abeliano y, por lo tanto, el trébol no es equivalente al
nudo trivial.

Por otra parte, si calculamos el grupo del “otro trébol”, que es la imagen especular del
que acabamos de analizar, obtendremos el mismo grupo. Sin embargo, puede probarse (con
métodos que no veremos en esta tesis) que no son equivalentes entre si. Esto nos permite
concluir que, si bien en ciertos casos calcular el m; del complemento de dos nudos basta
para distinguirlos, no siempre es suficiente. En otras palabras, el grupo de un nudo no es
un invariante completo.

Ejemplo 1.2.6. Sea L el nudo representado por la siguiente figura:
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Oy

T1 1 X3x1 = 14
Tenemos 4 generadores {x1,x2,x3, 24} y 3 relaciones  ro @ x1T3 = T3T2
T3 i XXy = T1T2.
De r1 podemos despejar x4 = a:l_lxga:l, y de ro podemos despejar xo = Jfg_lxll'g.
Llamando x = x1 e y = x3 y reemplazando en r3 obtenemos y_lxy:v_lyx = my_lxy. Por
lo tanto, m(S*\ L) = (z,y|ly tayz~lyx = zy~tay).



Capitulo 2

Clasificacion de superficies

2.1. Introduccion

Este capitulo estda dedicado a la clasificacién de las superficies compactas, la cual
demostraremos utilizando dos enfoques diferentes. Primero daremos un enfoque diferencial
del tema aplicando la teoria de Morse. Luego, utilizaremos que toda superficie puede ser
triangulada para dar una demostraciéon combinatoria de la misma clasificacién en el caso
de las superficies sin borde.

Recordemos que si X es un espacio topolégico con homologia finitamente generada, se
define la caracteristica de Fuler de X como

X(X) =D (=1)Frg(H(X)),

k>0

donde rg denota la dimensién de la parte libre. En el caso particular en que X sea un
CW-complejo, entonces vale que

donde k; es la cantidad de i-celdas de X.
Por lo tanto, si X e Y son dos CW-complejos, tenemos que

X(XUY) = x(X) +x(Y) = x(XNY).

2.2. Teoria de Morse

Como mencionamos anteriormente, el primer enfoque sera diferencial. En esta seccién
y en la siguiente nos basaremos principlamente en los libros [6] y [14]. Recordemos algunas
nociones de geometria diferencial.

Llamaremos n-variedad a una variedad diferenciable de dimensién n. En particular,
llamaremos superficie a toda 2-variedad. Dada M una n-variedad, notaremos T,M al
espacio tangente a M en el punto p, y T7M a su espacio dual. Dada f : M — R una

23



24 CAPITULO 2. CLASIFICACION DE SUPERFICIES

funcion diferenciable, identificando canénicamente T'(,)R con R, queda definida en cada
punto p una aplicacién d,, f € Ty M.

Dada f : M — R una funcién diferenciable sobre una n-variedad M, decimos que
p € M es un punto critico de f si d,f =0, es decir, X,,(f) = 0 para todo X, € T,,M.

Dado p un punto critico, podemos definir una forma bilineal H,f : T,M x T, M — R
dada por Hpf(Xp,Y,) = X,p(Y(f)) para Y algin campo C> en M tal que Y(p) = Y.
Dados X, Y, € T,M, tomemos campos X, Y tales que X (p) = X, e Y (p) = Y),. Entonces,
H,f(X,,Y,)—Hyf (Y, Xp) = [X, Y]p (f) = 0, pues [X,, Yp]p € T,M ([-, -] denota el corchete
de Lie de campos). Por lo tanto, Hy,f(X,,Y,) = H,f(Yp, Xp). Dado que el término de la
derecha no depende del campo X elegido, y el de la izquierda no depende de Y, por lo
tanto, Hy,f(X,,Y,) no depende ni de X ni de Y. Podemos concluir entonces que H, f esta
bien definida y ademés es simétrica. La forma H,, f se denomina la forma hessiana de f en
.

Recordemos que si V' es un K-espacio vectorial y ¢ : V x V — K es una forma bilineal
simétrica, se definde el nicleo de ¢ como Nu(¢p) = {v €V : ¢(v,w) =0Vw € V}, y ¢ se
dice no degenerada sin Nu(¢) = 0.

Sip € M es un punto critico, decimos que es no degenerado si la forma hessiana de f
en p es no degenerada.

Sea p € M un punto critico, tomemeos (U, ¢) una carta de M alrededor de p. Dicha
carta nos da una base de T, M para todo ¢ € U de la forma {ai(pl\q, ey a(p l¢}. Calculemos
las matriz de H,f en la base de T,M dada por (U, ). Sean X, e Y, vectores de T),M,
existen entonces a1, ..,a, y b1, ..., b, tales que X, =>11; aZa lpeY,=>1" bz8 lp- Sea
Y un campo en M tal que

n
Y|u =

entonces

Hp(Xpr) = Zaz (Xn: ai )

-1
=Y oE )«o(p)).

77]

Por lo tanto, la matriz de Hyf en la base {%L}, vy %\q} es

O*(fop™)
( D0z, (@(p))>i E

)]

Por lo tanto, Hyf es no degenerada si y sélo si esta matriz es inversible. Podemos observar
que este hecho no depende de la carta elegida.

Recordemos también que si ¢ es una forma bilineal simétrica en un R-espacio vectorial,
entonces existe una base B del espacio tal que la matriz de ¢ en base B es diagonal, y
los elementos de la diagonal pertenecen al conjunto {0,1,—1}. La cantidad de “—1” que
aparecen no depende de B, y se denomina el indice de ¢. Definimos el indice de f en p
como el indice de H, f y lo notamos ind, f. Es claro que ¢ es no degenerada, si y sélo si no
aparecen ceros en la diagonal.
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Teorema 2.2.1. Sea f : M — R wuna funcion C*. Entonces los puntos criticos no
degenerados de f son aislados. En particular, si M es compacta, el conjunto de puntos
criticos no degenerados es finito.

Definicién 2.2.2. Si todos los puntos criticos de f son no degenerados, decimos que f es
una funcién de Morse.

Un ejemplo clasico de funciéon de Morse es la que mide la altura de cada punto de un
toro posicionado verticalmente sobre el plano {z = 0} como muestra la siguiente figura. En
este caso, los puntos criticos son los de alturas 0, A1, ho v hs.

h

b

b

88791, s 8‘%) el campo gradiente,
también existe una nocién de campo gradiente para funciones a valores reales definidas
en variedades riemannianas que nos da informacién sobre el crecimento de la funcién. Si
M es una n-variedad con una métrica riemanniana (A toda variedad diferenciable puede
darsele una métrica riemanniana) y f : M — R es una funcién diferenciable, en cada
punto p € M tenemos d, f € (T,M)*. Para cada p € M existe un tnico Y, € T,M tal que
dpf(Xp) = (Yp, X,) para todo X, € T,,M. Este elemento Y}, es el que nos da el gradiente:
concretamente, definimos Grad(f) como el campo C* que en cada p vale Grad,f =Y.
Notar que Grad(f) depende de la métrica riemanniana elegida.

Enunciamos a continuacién uno de los resultados fundamentales de la teoria de Morse:

Asi como para las funciones g : R™ — R tenemos Vg = (

Lema 2.2.3. (Lema de Morse) Sea M una n-variedad y sea f: M — R una funcidén
diferenciable. Sip € M es un punto critico no degenerado de indice k, entonces existe una
carta (U, ) alrededor de p tal que

k n
foo ™M uoun) = f(p) =D _ui + Y uj.
i=1 i=k+1
Demostraciones de este teorema pueden hallarse en [14] y [6].
Observacion 2.2.4. Sip es un punto critico no degenerado, entonces:
= p es un minimo local si y solo si k = 0.
= p es un mdzrimo loca st y sélo si k = n.

= 511 <p<n-—1, entonces p no es ni maxrimo ni minimo.
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En el caso en que 1 < p < n — 1 decimos que p es un punto silla.
Recordemos que si M es una variedad diferenciable, un grupo uniparamétrico de
difeomorfismos de M es una funcién ¢ : R x M — M de clase C*° que verifica

1. Para todo t € R, la funcién ¢; : M — M que asigna x — ¢(t, x) es un difeomorfismo.
2. Qs =props =psop Vi, s €R.

Observemos que de (1) y (2) se deduce que ¢(0,z) =2 ¥V x € M. Dado ¢ : Rx M :— M
un grupo uniparamétrico, para cada p € M podemos definir la funcién ¢? : R — M dada
por ¢P(t) = ¢(t,p). La misma representa una curva C* que verifica que ¢P(0) = p.

Definicién 2.2.5. Sea M una n-variedad y X : M — T*M un campo C*°, curva integral
de X a una funcién diferenciable ¢ : J — M, donde J C R es un intervalo, tal que
©'(t) = X(p(t)) para todo t € J.

Si X es un campo C*™ en M, para cada p € M existe un intervalo maximal J(p)
alrededor de 0 y una curva integral ¢P : J(p) — M C* de X tal que ¢”(0) = p. Llamamos
Q={(t,p) eRxM:te J(p)} CRx M. La funcién ¢ : Q@ — M que asigna (t,p) — ¢P(t)
es el flujo de X y es de clase C*°. Si 2 = R x M decimos que X es completamente integrable.
En este caso, ¢ resulta ser un grupo uniparamétrico de difeomorfismos.

Sip:RxM — M esun grupo uniparamétrico de difeomorfismos, se define el generador
infinitesimal de ¢ como el campo X (p) = (¢*)’(0).

Teorema 2.2.6. Sea M una variedad diferenciable y sea K C M compacto. Si X es un
campo C* tal que X |yp g = 0, entonces existe un tinico grupo uniparamétrico ¢ : R x M —
M tal que X es generador infinitesimal de .

Una demostracién de este resultado puede hallarse en [10] y en [14].

Observacion 2.2.7. Sic:J C R — M es una curva integral de X = Grad(f) para
f: M — R una funcion C*°, entonces

(Foe)(to) = g)t|t0(f 0¢) = (dugty) f 0 dige) (gt) = (Gradf (c(to)), ¢ (to))

— (Gradf(c(to)), Gradf (c(to))) = |Gradf (c(to)[> = 0.
Por lo tanto, f crece a lo largo de las curvas integrales de su campo gradiente.

A continuacion, el primer teorema que veremos que evidencia como ciertas caracteristicas
de una funcién C* sobre una variedad pueden determinar la clase de difeomorfismo de la
misma.

Teorema 2.2.8. Sea M una variedad diferenciable, compacta y con borde y sea

f M — la,b] una funcion C*. Si f no posee puntos criticos y f(OM) = {a,b},
entonces existe un difeomorfismo F : f~1(a) x [a,b] — M tal que el siguiente diagrama
conmuta
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f4(a) x [a,b) =M

| 5

[a, 0]
donde 7 : f~Y(a) x [a,b] — [a,b] es la proyeccion a la sequnda coordenada 7(x,t) = t.
En particular, ¥ ¢ € [a,b] vale que f~(c) = f~(a) x {c}. Por lo tanto, todas las superficies
de nivel son difeomorfas.

Demostracion: Comenzamos por darle a M una métrica Riemanniana. Dado que f no
posee puntos criticos, Gradf(p) # 0V p € M, lo que nos permite definir el campo C*

B Gradf(p)
0= Gradi )R

Dado que M es compacta, por 2.2.6, existe un tinico grupo uniparamétrico ¢ : Rx M — M
tal que X es generador infinitesimal de ¢. Si ¢ : R — M es una curva integral de X,
podemos definir la funciéon g : R =+ R, g = f o ¢. Procediendo de manera similar a como
hicimos en 2.2.7, obtenemos que

3 t0) = (Gradf ((tn)) X (e(0))) = {Grad (e(o)), o 0Dy

" |Gradf (c(to))

Por lo tanto, g(z) —g(y) = x —y ¥V x,y € R. En particular, g es estrictamente creciente (las
curvas de integrales de X son una reparametreizacion de las curvas integrales de Gradf).
Dado que f no posee puntos criticos, alcanza su minimo en el borde de M. Como
f(OM) = {a,b}, deducimos que f~'(a) es unién de componentes de M. Definimos la
funcién F : f~1(a) x [a,b] — M como F(z,t) = ¢*(t — a). Veamos que F es inyectiva:
Supongamos que F(z,t) = F(y, s). Entonces, ¢*(t — a) = ¢Y(s — a). Observemos que

¥ =¢"(0) = 9o(¥) = Pa—s © Ps—a(y) = Pa—s(Pt—a(T)) = pr—s(z) = *(t — 3).

Tenemos entonces que

f(@*(0)) = f(z) = a = f(y) = F(&*(t = 5)).

Como observamos antes, fop? es estrictamente creciente y, por lo tanto, inyectiva. Entonces
t=sey=¢"(t—s) = ¢"(0) = x. Veamos que F es sobreyectiva. Sea = € M y sea
s = f(x). Observemos que & = () = @s—a(Ya—s(x)). Tomando y = p,—s(x) obtenemos
que x = F(y, s). Puede probarse que F' es un difeomorfismo.

Veamos ahora la conmutatividad del diagrama. Dada (z,t) € f~!(a) x [a, b],

foF(x,t)—a=f(¢*(t—a)) - f(x) = f(¢"(t —a)) = f(¢*(0)) =t —a—0.
Por lo tanto, f o F(x,t) =t.
A continuacién, una aplicaciéon de este teorema.

Recordemos que una variedad se dice cerrada si es compacta y sin borde.
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Teorema 2.2.9. (Teorema de Reeb) Sea M una n-variedad cerrada. Si M admite una
funcion de Morse C*° con exdctamente 2 puntos criticos, entonces M es homeomorfa a S™.

Demostracion: Sea f: M — R una funcién de Morse C* cuyos tnicos puntos criticos
son p y q. Al ser M compacta, f alcanza un méaximo y un minimo absolutos. Al M no
poseer borde, dichos extremos se alcanzan en los puntos criticos. Sin pérdida de generalidad,
podemos suponer que a = f(p) = min(f) y que b = f(q) = méax(f). El Lema de Morse
nos dice que existe una carta (U, p) de M alrededor de p tal que

fogfl(xl,...,xn) :a‘l‘x%‘f‘"'—l—x%.

Por continuidad, existe ¢ > a tal que f~*([a, c]) C U. Entonces B = f~!([a, c]) es difeomorfo
a

p(fH([a.d)) = (foe™ ) (la,c]) = {(x1,-,20) ER" ra<atai+- +ap <c}

= {(@1,....,xp) ER" 123 4 -+ 22 < c—a}.

Anélogamente, existe d < b tal que D = f~1([d, b]) es difeomorfo a
{(z1, . zn) ER™: 22 + - 422 < b—d}.
Tenemos entonces que

M = 7 ([a,b]) =~ (la,c)) U £~ ([e; d]) U £ ([d, b))

q

)\

\__/B

P

Dado que f no posee puntos criticos en f~!([c,d]), por 2.2.8 tenemos que

F (e, d)) = f7He) x [e,d].

Por otra parte, f~!(c) = 9B =~ S"~!. Por lo tanto, podemos concluir que

M%BU(S”_l X [a,b]) UD~sm
0B oD
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Observaciéon 2.2.10. Existen ejemplos de variedades que son homeomorfas a S™, pero no
difeomorfas. En el caso particular n = 2 puede probarse que M es difeomorfa a S?.

A continuacién, una definicién fundamental para describir una superficie a partir de
una funcién de Morse sobre la misma.

Definicién 2.2.11. Dada M wuna n variedad y f : M — R una funcion C*°, para cada
a € R definimos M, = {x € M : f(z) < a}.

Es claro que, si a < b, entonces M, C My.
Nos interesara estudiar cémo cambia M, a medida que a va creciendo.

Teorema 2.2.12. Sean M una variedad diferenciable sin borde y f : M — R C* tales
que f‘l([a, b]) es compacto y no contiene puntos criticos, entonces:

1. M, es difeomorfo a M.
2. M, es un retracto por deformacion fuerte de Mp.

Demostracién: Llamemos K = f~1([a, b]). Por hipdtesis, K es compacto. Dandole a M
una métrica riemanniana, podemos definir una funcién p : M — R que verifique:

" p >0
» plg = W (estd bien definida porque f no posee puntos criticos en K).
= Existe un conjunto compacto L tal que K C Ly p]M\L = 0.

Definimos ahora el campo X = p - Gradf. Por 2.2.6, existe un tinico ¢ : R x M — M
grupo uniparamétrico generado por X (es decir, X es completamente integrable). Para
cada p € K, definimos la funcién 7, : R — R dada por 7, = f o ¢”. Operando de manera
andaloga a como hicimos en 2.2.8, obtenemos que, si ¢P(t) € K, entonces 7,(t) = 1. Esto
implica que, si 4, = (¢?)"}(K) C R, entonces existe ¢ € R tal que 7,|a,(t) =t + c.
Observemos que 0 € A. Por lo tanto, dado que ¢ = v,(0) = f(¢P(0)) = f(p), se deduce que
Ypla, (t) =t + f(p). Como py_q : M — M es un difeomorfismo, para ver (1) basta ver que
(pbfa(Ma) = Mb-

» p(M,) € My: Sea x € M,. Supongamos que f(¢p—q(z)) > b. Dado que b —a > 0
y que f(¢"(0)) = f(x) < a < b, el Teorema de Bolzano nos asegura que existen
s,t € [0,b— a] tales que f(¢*(s)) =ay f(p®(t)) = b. Tenemos que p*(s) y ©*(t)
pertenecen a K. Por lo visto antes, b—a = f(p*(t)) — f(¢*(s)) =t —s. Asi, pp_q(x) =
vi—s(x) = p_s(pe(x)). Observemos que (f o pP) = p - (Gradf,Gradf) > 0. Por lo
tanto, la funcién f o ¢P es creciente para todo p € M. Como f(¢i(x)) = f(p"(t)) =b
y s > 0, si llamamos y = ¢;(x) podemos concluir que

flpp-a(@)) = flor-s(x)) = os(p(2))) = f((=s)) < fy) = b.

Llegamos asi a una contradiccién, por lo que deducimos que pp_,(x) € M.
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= My C ¢pa(My): Sea y € My. Como y = ¢o(y) = (¥b—a © Pa—b)(y), basta ver que
Ya—b(y) € M. Siy € M,, como a —b < 0, entonces f(p,—p(y)) = f(¢Y(a—b)) <
f(©¥(0)) = f(y) < a. Supongamos entonces que a < f(y) < b, es decir, y € K. Por

otra parte, f(pq—p(y)) = f(¥(a=0)) < f(¢¥(0)) = f(y) < b.5i f(pa—b(y)) < a, listo.
Sino, p¥(a—b) también pertenece a K. Aplicando lo visto antes, podemos deducir que

F(@¥(0)) — f(¢Y(a—0b)) = b—a. Entonces f(pa—s(y)) = fly) +a—b<b+a—b=a.
Para ver (2), definimos H : M x I — M, de la forma

H(x,t) = {x six e M, ‘
‘Pt-(a—f(m))(x) sia < f(l‘) <b.
Es facil corraborar que H |y, x {0y = idm,, H|a,x{1y © Ma y H|m,x1 = idp,. Por lo
tanto, M, es un retracto por deformacion fuerte de Mp.
O

Otro resultado sumamente poderoso de la teoria de Morse es el siguiente.

Teorema 2.2.13. Sean M una variedad diferenciable sin borde y f : M — R una funcion
C>®. Sip e M es un punto critico no degenerado de indice k con f(p) =c ye >0 es tal
que f~Y([c—¢,c+¢]) es compacto y p es el inico punto critico que contiene, entonces
Mepe~ M, U ek, donde eF denota a una celda de dimensién k.

Demostracion: Daremos una idea de la demostracién. Una versién detallada de la misma
puede hallarse en [14].

Por el lema de Morse, existe una carta (U, ¢) alrededor de p tal que ¢(p) = 0y
foo Yz, ..., mp) = c—a?—-- ~—xz—|—:vz+1+- --422. Aplicando 2.2.12 y modificando ¢ de ser
necesario, podemos suponer que B(0,v/2¢) C ¢(U). Tenemos entonces que B(0, /¢) C ¢(U)

y definimos la k-celda e* como
¥ =o' {(x1, 0y n) ERY 22 4+ 2 <e,xpiq++an=0}) ~ D",

Esta celda verifica que e* N M._. = deF. Por lo tanto, M._. UeF es el resutado de adjuntar
una k-celda a M,_.. Lo que queremos probar es que M,_. Ue¥ C M., . es un retracto por
deformacion fuerte. Para eso, modificamos f de la siguiente manera: dada una funcién
p: R — R tal que 11(0) > 0, pljge 400y =0y —1 < g <0, definimos F': M — R tal que F
coincida con f en M \ U y tal que

Foop YNay,mxp) = foo (g, ..izn) — u(w% e x% + Qx%“ + - 2:1:%)
Esta funcién verifica:
s < S

- Mc}jrs = Mg+€'

F tiene los mismos puntos criticos que f en U.

» K=F1Yc—e,c+e]) C f Y c+e,c—e]), porlo cual K resulta compacto.

p ¢ K, por lo que F' no posee puntos criticos en K.
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Por 2.2.12, obtenemos que MY, C M = MchrE es un retracto por deformacion
fuerte. Sea H = MF _\ Mcf_s, se comprueba que e¥ estd contenida en H. Por lo tanto,
ME_uedk € ME_UH = MF_, y sélo resta probar que M _uUef C MF_UH es un
retracto por deformacion fuerte, para lo cual puede hallarse explicitamente la homotopia
adecuada.

O

Con una demostracién similar puede probarse:

Teorema 2.2.14. Sea f : M — R una funcién C® tal que para algin ¢ € R, f~1(c)
contiene r puntos criticos no degenerados p1,...,pr de indices ki, ..., k, respectivamente.
Si existe ¢ > 0 tal que f~'([c —&,c+¢€]) es compacto y no cotiene otros puntos criticos,
entonces Meye ~ M. U eFry. . uUekr.

Corolario 2.2.15. Sea M wuna variedad cerrada. Si f : M — R una funcion de Morse,
entonces M es homotépicamente equivalente a un CW-complejo X compuesto por una
celda de dimension k por cada punto critico de f de indice k.

La idea para demostrar este resutado es aplicar sucesivamente el teorema anterior. Una
demostracion detallada puede hallarse en [14]. Sean min(f) = ¢1 < c2 < ... < ¢g = méz(f).
Observemos que si p € f~!(c;), entonces ind,f = 0.Para ¢ < ¢, M. = (. Ahora, si
c1 < ¢ < cg, aplicando el teorema anterior obtenemos que M, ~ QU el U---UeY, donde
e[l), e eg son O-celdas. Inductivamente, si elegimos € > 0 tal que ¢;_1 < ¢;—e < ¢;+¢€ < ¢iy1
y suponemos que M., . es homotdpicamente equivalente a un CW-complejo Y con una celda
de dimensién k£ por cada punto critico de f de indice k en M, _., aplicando nuevamente el
teorema anterior, obtenemos que

~ k1 ko,
Me,se ~ Mo Jett - Jer™
¥1 Pr

Por otra parte, si g : M.,_. — Y es una equivalencia homotépica, entonces
k kr; k kr;
MC’L__eUell...UeriZZYUell... U ...eri"
»1 or; gop1 9oPr;

Por otra parte, el teorema de aproximacién celular nos permite suponer que go s, ..., go @y,

k1 kr, .
son celulares, por lo cual Y U, €1" -+ Ugow,— -+ er, " posee una estructura de CW-complejo.

Continuando el proceso, llegamos a que M = M, ;. es homotdpicamente equivalente a un
CW-complejo con una celda de dimension k£ por cada punto critico de f de indice k.

Definicién 2.2.16. Sean By, ..., By, C (D? \ 0D?) discos disjuntos en D?, definimos

Hy, =D?

Hy=D*\Ur_ B?V k>1

Llamamos disco con k agujeros a cualquier superficie difeomorfa a Hy
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Definicién 2.2.17. Una funcion de Morse f : M — [a,b] se dice admisible si a y b son
valores requlares y OM = f~1(a) U f~1(b).

Teorema 2.2.18. Sea M wuna superficie compacta, conexa y orientable y sea f: M — R
una funcion de Morse admisible. Si f tiene exdctamente un punto silla (y eventualmente
puntos criticos de indice 0 o 2), entonces M es difeomorfa a S?, D?, S' 0 a Hy. Ademds,
st flapr es constante, entonces M no es difeomorfa a Hs.

Para una demsotracion de este resultado ver [6].

2.3. La teoria de Morse en la clasificacion de superficies

Comenzaremos viendo algunas nociones sobre orientabilidad de funciones.

Definicién 2.3.1. Sea f:S° x D? — M un embedding, decimos que f es orientable si M
puede orientarse de modo que f preserve orientacion. En caso contrario, decimos que f es
un embedding no orientable.

Definicion 2.3.2. Una variedad conexa se dice reversible si es orientable y admite un
difeomorfismo de la variedad en si misma que invierte orientacion.

Definicién 2.3.3. Consideremos M una superficie (con o sin borde) y

f:SPxD? — (M \ OM) un embedding. La imagen de f estd compuesta por dos discos
disjuntos. Si ahora removemos el interior de estos discos (es decir, f(S° x (D?)°)), podemos
adjuntarle a M\ f(SY x (D?)°) el cilindro 1 x St mediante la funcién h = f|soxs1, obteniendo
ast la superficie

M [f] = (M\ f(8° x (D?)°)) U, T x S".

Existe una tnica estructura diferencial en M [f] que induce en M \ f(S° x (D?)°) y en
I x S la estructura original. Decimos que M [f] se obtiene de adjuntarle a M una manija
o por cirugia en f.

Observacion 2.3.4. Al adjuntar una manija a una variedad, a nivel celular podemos
constderar que estamos sustrayéndole dos 2-celdas y luego adjuntdndole una 1-celda y una
2-celda. Por ende,

X (M [f]) = x (M) = 2.
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Definicion 2.3.5. Si f,g : N — M son dos embeddings, decimos que son isotopicos si
se puede deformar uno en el otro mediante embeddings, es decir, existe una homotopia
F : NxI— M entre f y g tal que para todo t € 1, la funcion F, : N — M, Fi(x) = F(x,t),
es un embedding. A dicha homotopia se la llama isotopia.

A continuacién vamos a enunciar algunos resultados que utilizaremos para la clasificacién
de los superficies compactas. Demostraciones de las mismas pueden hallarse en [6].

Teorema 2.3.6. Sea M wuna superficie y sean f,g : S* x D? — (M \ OM) embeddings
isotdpicos, entonces M [f] = M [g].

Corolario 2.3.7. Si M es una superficie conexa no orientable, entonces todas las superficies
obtenidas de adjuntarle a M una manija son difeomorfas entre si.

Teorema 2.3.8. Sea M wuna superficie y sea f : S x D? — (M \ OM) un embedding,
entonces:
M [f] es orientable <= f es orientable.

Teorema 2.3.9. Sea M wuna superficie conezxa y sean f,g : S° x D*> — (M \ OM) dos
embeddings, entonces M [f] &= M [g] si y sdlo si vale alguna de las siguientes afirmaciones:

1. M no es orientable.
2. M es orientable y ambas f y g preservan orientacion, o ambas la invierten.
3. M es reversible y tanto f como g son orientables.

Lema 2.3.10. Si M es una superficie reversible y : S° x D?> — (M \ OM) es un embedding
orientable, entonces M [f] es reversible.

Dadas dos superficies, vamos a describir a continuacién una manera de obtener una
superficie que, en cierto sentido, contenga a ambas.

Definicién 2.3.11. Dadas M y N dos superficies (disjuntas) conezxas sin borde, construi-
mos otra superficie de la siqguiente manera: Dado f : S® x D> — M U N un embedding con
f((=1)xD?) C M y f(1 xD?) C N (es decir, la imagen de f consiste de un 2-disco en
cada una de las superficies), definimos la suma conexa de M y N como

M#N = (M UN)[f]

Observacion 2.3.12. En realidad, no es necesario adjuntar una manija para definir la
suma conexa de dos superficies. Es facil ver que la misma es difeomorfa a la superficie
obtenida de sustraerle un 2-disco a cada una y luego pegar las superficies obtenidas por el
borde de los discos extraidos.

Ya estamos en condiciones de definir el género de una superficie.
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Definicién 2.3.13. Dados p € Z>o y M una superficie compacta, conexa, orientable y sin
borde, decimos que M es de género p si puede ser obtenida adjuntdndole a S* sucesivamente
p manijas, es decir, existen superficies Moy, ..., M, y embeddings orientables

fi :SOxD? = M; 1 parai=1,...,p (sip>0) tales que Mo ~ S?>, M; ~ M;_1[f;] y
M, = M. Equivalentemente, M es una suma conexa de p copias de T' 2.

Notaremos M [f1, ..., fp—1, fp] = (M [f1, ..., fp—1]) [fp)-

Observacion 2.3.14. Por Observacion 2.3.4, una superficie orientable de género p es
compacta, conexa y reversible, y tiene caracteristica de Fuler 2 — 2p. Por lo tanto, dos
superficies orientables de distinto género no pueden ser difeomorfas entre si. Reciprocamente,
aplicando el teorema 2.3.9, un argumento inductivo nos permite deducir que dos superficies
orientables de igual género son difeomorfas entre si.

Pasemos ahora a las superficies no orientables.

Definicion 2.3.15. Sea M una superficie no orientable, compacta, conexa y sin borde y
sea P? el plano proyectivo, decimos que M es una superficie no orientable de género p > 1

o una esfera con p crosscaps si es difeomorfa a una suma conexa de p copias disjuntas de
P2,

Ya podemos definir el género para superficies con borde.

Definicién 2.3.16. Dada M wuna superficie compacta,coneza, orientable (o no orientable)
con borde, decimos que es una superficie de género p con k componentes de borde si M se
obtiene de sustraerle a una superficie orientable (o no orientable) de género p el interior
de k discos disjuntos.

Notacién: En cualquiera de los casos anteriores, notaremos g(M) al género de la
superficie.

Las definiciones que acabamos de ver son las que nos permitiran clasificar todas las
superficies compactas mediante una familia de teoremas. Empecemos por las orientables
sin borde.

Observacion 2.3.17. 5i S es una superficie y f : S — R es una funcion de Morse, todo

punto critico tiene indice 0, 1 0 2. Por lo tanto, p es un punto silla si y solo si tiene indice
1.

Teorema 2.3.18. Sea M una superficie conexa, compacta, orientable y sin borde, entonces
existe un unico g € Zx>o tal que M es una superficie orientable de género g.
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Demostracion: Lo probamos por induccién en la cantidad de puntos silla de una funcién
de Morse f: M — R.

= Supongamos que existe f : M — R una funcién de Morse sin puntos silla y démosle
a M una métrica Riemanniana. Llamemos P al conjunto de puntos minimos y
consideremos ) el campo que corresponde a Grad(f). Dado que M es compacta,
existen al menos un méximo y un minimo. Toda trayectoria de ) tiende a un maximo.
Si (p,t) es el flujo de Y y para cada p € M méximo definimos

Ap = {xeMmp(x,t) :v;)op}

podemos ver que A, es abierto para todo p punto maximo y, si p y ¢ son dos puntos
maximos distintos, entonces A, N A, = ). Por otra parte, la unién de dichos abiertos
sobre todos los maximos de f cubre M. Dado que M es conexa, deducimos que f
tiene un unico punto maximo en M. Analogamente, f tiene un tnico punto minimo.
Al ser f una funcién de Morse, todos sus puntos criticos son no degenerados y, por lo
observado antes, tienen indice 0, 1 o 2. En este caso, f no tiene puntos con indice 1,
y tiene exdctamente un punto de indice 0 y uno de indice 2. Por lo tanto, f tiene
exdctamente 2 puntos criticos. Por la proposicién 2.2.9, M resulta ser difeomorfa a
S? y es, por ende, una superficie orientable de género 0.

= Supongamos que para todo k < n vale que, si M admite una funcién de Morse con k
puntos silla, entonces existe un unico g € Z>q tal que M es una superficie orientable
de género g. Sea f : M — R una funcién de Morse con n puntos criticos.Podemos
suponer que f separa puntos criticos, es decir, si p # ¢ son puntos criticos, entonces
f(p) # f(g). Como f posee finitos puntos criticos, existe entonces un tnico p € M
que verifica f(p) < f(q) para cualquiero otro punto silla q. Sea o« = f(p). Por la
continuidad de f, existe 3 > « tal que p es el tinico punto critico en f~1 ([a, A]).
Consideremos W = f~! (—o0, 8] y sea V la componente conexa de W que contiene
a p. Es claro que 9V C f~1(B). Enfoquémonos ahora en h = f|i, : V — R. Dicha
funcién tiene un dnico punto silla y, ademads, p es el Gnico punto critico de la misma
en f~([a, B]). Por lo tanto, 8 es un valor regular de h con OV C h™(3) y, en
consecuencia, h es una funcién de Morse admisible en V. Aplicando el teorema 2.2.18,
obtenemos que V es difeomorfa a S?, D?, S' x I o H,. El dltimo caso queda descartado
por el mismo teorema, dado que hlgy es constante. Dado que OV # 0, V tampoco
puede ser difeomorfa a S?. Nos quedan entonces dos casos posibles:

o Si V = D? podemos definir una nueva funcién de Morse g : M — R que coincida
con fen M\ V y posea un tnico punto criticoen V (un minimo). Dicha funcién
posee n — 1 puntos silla. Por hipdtesis inductiva, existe un dnico g € Zx>¢ tal que M
es una superficie orientable de género g.

o Si V = S! x [0,1], tenemos entonces un difeomorfismo ¢ : St x [0,1] — V.
Construimos ahora una nueva superficie

N=(M\p@E'x(0,1) | (D*u'D?),
elsiy 10,1}
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es decir, N se obtiene de quitarle a M el interior de V' y tapar las dos componentes
de OV = o(S! x {0,1}) adjuntando dos 2-discos. Si extendemos f|yny a N de modo
que no posea puntos silla en los discos adjuntados, obtenemos una nueva funcién de
Morse g : N — R con n — 2 puntos silla. Por hipétesis inductiva, podemos concluir
que existe un unico g € Zx>¢ tal que N es una superficie orientable de género g.
Volviendo a M, dicha superficie se obtienen de adjuntarle a N una manija y, por
ende, tiene género g + 1. Ahora, por teorema 2.3.9 y observacién 2.3.14 tenemos que
el género es tnico y vale xy(M) =2 —2(g+ 1) = —2g.

Veamos ahora el caso en que M es orientable y tiene borde no vacio.

Teorema 2.3.19. Sea M una superficie conexa, compacta y orientable con caracteristica
de Fuler n y k componentes de borde para algin k > 0. Entonces n + k es par y M
es difeomorfa a una superficie obtenida de quitarle k discos disjuntos a una superficie
orientable sin borde de génerop =1 — ”TH“

Demostracion Como M es una variedad compacta de dimensién 2, 9M es una variedad
compacta y sin borde de dimensién 1. Esto implica que M es unién disjunta de finitas
copias de S'. Sea W la superficie obtenida de taparle a M las k circunferencias que
componen su borde adjuntando k discos, esto a nivel celular se traduce en que W posee las
mismas celdas que M y exdctamente k celdas de dimensién 2 méas. Por ende, obtenemos
que

2-2p=x(W)=x(M)+k=n+k.

. . s . o 1k
Despejando p en la ecuacién anterior, resulta p = 1 — *3=.

Un poco més compleja es la clasificacién de superficies no orientables.

Observacion 2.3.20. Llamemos B a la banda de Mdébius, D al 2-disco y P al plano
proyectivo. Es claro que OB ~ 0D =~ S'. Es fdcil ver, como se muestra en la siguiente
figura, que P es homeomorfo al espacio obtenido pegando B con D por sus bordes. De aqui
podemos deducir que P\ D° ~ B.
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Figura 2.1:

Si M es una superficie sin borde, entonces vale
M#P ~ (M\ D°) Uy (P\ D°) ~ (M \ D°) Uy B,
donde D es un disco contenido en M y f: OB — 0D es un difeomorfismo arbitrario.

Definicion 2.3.21. Si en la observacién anterior consideramos i : B — M+#P la inclusion,
decimos que i(B) C M es un crosscap.

Observacién 2.3.22. Si P? es el plano proyectivo, entonces:
= x(P?) = 1.
- X(M#P?) = x(M) — 1.

= De los dos items anteriores podemos deducir que, si M es la suma conexa de k copias
disjuntas de P2, entonces

XM)=1-(k—1)=2—k

Teorema 2.3.23. La adjuncion de una manija a una superficie no orientable equivale a
la adjuncion de dos crosscaps. En consecuencia, adjuntar una manija a una superficie no
orientable de género p produce una superficie no orientable de género p + 2.
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Demostracion: Ver 2.5.3

Teorema 2.3.24. Sea M una superficie orientable de género p. Entonces, adjuntar a M
un crosscap produce una superficie no orientable de género 2p + 1.

Demostracion: Adjuntarle a M un crosscap nos da una suma conexa de p copias de
T? y una copia de P2. Equivalentemente, es el resultado de adjuntarle a P? una cantitad
p de manijas. Cada manija adjuntada equivale a adjuntarle 2 crosscaps. Por lo tanto, la
superficie obtenida es una suma conexa de 2p + 1 copias de P?.

Lema 2.3.25. Toda superficie no orientable contiene una subvariedad difeomorfa a una

banda de Mdbius.

Lema 2.3.26. Para toda superficie compacta, conexa y no orientable N existe un unico
p > 0 tal que N contiene p bandas de Mobius, pero no p + 1.

Definicién 2.3.27. El numero p del lema anterior se denomina el nimero de Mobius de
M.

Teorema 2.3.28. Sea N una superficie compacta, conexa, sin borde y no orientable con
numero de Mébius p. Entonces N es una superficie no orientable de género p.

Demostracion: Sea W la superficie que se obtiene de quitarle a IV el interior de p bandas
de Mobius disjuntas. Por los lemas 2.3.25 y 2.3.26, W no contiene ninguna banda de Mébius
y, por lo tanto, es orientable. Por la observacién 2.3.20, OW tiene p componentes. Si tapamos
todas sus componentes de borde adjuntando discos de dimensién 2, lo que obtenemos es
una superficie orientable y sin borde a la cual llamaremos M. Por Teorema 2.3.18, existe
un unico g € Zx> tal que M es una superficie orientable de género g. Observemos que N
se obtiene de M adjuntandole p crosscaps. Es decir, existen Dy, ..., D, discos disjuntos en
My By, ..., B, copias de la banda de Mobius tal que

N~ (M\U_,Dy) U (U1 Bi),
Uh;
donde h; : dB; — 0D; es un difeomorfismo para todo 1 < i < p. Por otra parte,
M ~S%[f1, ..., fq)- Las funciones f1, ..., fg, h1, ..., hy pueden elegirse de modo que no importe
el orden de adjuncién, de modo tal que

N%(M\ODE)U(UB) (S2f1,..,fg)U<UB> ((S2gB1)[f1,...,fg)U<UB>

i=1 Uh Uh Uh

Por Teorema 2.3.24, S? Up, Bi es una superficie no orientable de género 1. Por Teorema
2.3.23, (S? Up, B1)[f1, ..., f4) es una supericie no orientable de género 1 + 2g. Dado que
N se obtiene de adjuntarle a esta iltima p — 1 crosscaps, concluimos que N tiene género
1+2g+ (p—1) =2g+ p. Esto significa que N es una esfera con 2g + p crosscaps, lo que
implica que su nimero de M&bius es mayor o igual a 2g + p. Por otra parte, recordemos
que N tiene ntimero de Md&bius p, por lo cual necesariamente vale g = 0. Por lo tanto, NV

es una superficie no orientable de género p.
O]
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Proposicion 2.3.29. Si N es una superficie compacta, conexa, no orientable y con k >0
componentes de borde, numero de Mébius p y caracteristica de Euler q, entonces N es una
superficie no orientable con borde de género 2 — q — k (con k componentes de borde).

Demostracion: Sea M la superficie obtenida de pegar un 2-disco a cada componente
de borde. La misma es una superficie sin borde con niimero de Mobius m. Por Teorema
2.3.28, se sigue que M es una superficie no orientable de género m y, por Observacién
2.3.22, x (M) =2 — m. A su vez, pegar un 2-disco en una componente de borde equivale
a adjuntar una 2-celda y, por lo tanto, amenta en 1 la caracteristica de Euler. De aqui
podemos concluir que x(M) = x(N) + k. Por ende, tenemos que

g+k=x(M)=2-m

y, por lo tanto, m = 2 — ¢ — k. Dado que N se obtiene de quitarle a M el interior de k
discos disjuntos, concluimos que N es una superficie no orientable de género m =2 —q¢—k
con k componentes de borde.

O

Observacion 2.3.30. S7 M es una superficie conexa y compacta de género p y k compo-
nentes de borde, entonces:

1. Si M es orientable, entonces x(M) =2 —2p — k.
2. Si M es no orientable, entonces x(M)=2—p—k.
Finalmente, de todo lo visto se desprende el siguiente teorema.

Teorema 2.3.31. Dos superficies conexas y compactas son difeomorfas si y sélo si son
ambas orientables, u ambas no orientables, tienen la misma caracteristica de Fuler y tienen
el mismo numero de componentes de borde.

2.4. Presentaciones de superficies

La idea de esta secciéon es demostrar nuevamente los teoremas de clasificacion de
superficies compactas sin borde, pero con herramientas diferentes. Nos basaremos en ([11]).

Definiciéon 2.4.1. Una presentacién poligonal es una presentacion de la forma P =
(S|Wh, ..., W), donde S es un conjunto finito y Wi, ..., Wy son concatenaciones finitas
de 3 o mds elementos de S 0 S~' = {x7! : x € S}. Se pide ademds que todo elemento
de S aparezca en algin W;. A los elementos de S los llamaremos letras y a los W; los
llamaremos palabras. Se admite que haya palabras de longitud 2 solo en los siguientes
casos:

P = (alaa), P = {ala=ta™t), P = (a|laa™t) y P = (ala~1a).

Vamos a construir un espacio topolégico a partir de una presentacién poligonal.

Construccién: Sea P = (S|Wi,...,W;) una presentacién poligonal. Supongamos
primero que todas las palabras tienen longitud mayor o igual a 3.
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1. Por cada palabra W; de longitud k; definimos P; como la regién poligonal de R?

encerrada por un por un poligono convexo de k; lados de longitud 1 concentro en el
origen y un vértice sobre el semieje {(0,y) : y > 0}.

. A los lados de P; se les va asignando a cada uno una letra (etiqueta) de W; en el

orden en que aparecen en la palabra (de izquierda a derecha), comenzando desde el
vértice que se encuentra en {(0,y) : y > 0} y recorriendo el borde de P; en sentido
antihorario. Si @ € S y etiquetamos una arista con dicha letra, entonces llamaremos
vértice inicial de a al primer vértice de a que se recorre yendo en sentido antihorario,
y wértice final al otro. Si en cambio la arista lleva la etiqueta a~!, entonces los vértices
inicial y final se definen al revés.

. Definimos en la unién disjunta de los P; una relaciéon de equivalencia ~ que identifica

los puntos del interior con sigo mismos, y las aristas son identificadas de la siguiente
manera:

= Si dos aristas tienen la etiqueta a, entonces se identifican entre si de modo que
el vértice inicial de una se identifique con el vértice inicial de la otra (y el final
con el final).

= Siuna arista lleva la etiqueta a y otra lleva la etiqueta a~!, entonces se identifican
entre si de modo que el vértice inicial de a se identifique con el vértice inicial de
a~! (y el final con el final).

= Si una arista lleva la etiqueta a y ninguna otra arista lleva la etiqueta a ni a=!,

entonces los puntos de dicha arista se identifican con sigo mismos (sus vértices
pueden estar identificados con otros puntos).

En el caso especial en que tengamos una de las cuatro presentaciones con una letra

definidas en 2.4.1, en lugar de una regién poligonal definimos P = D? y en su borde
marcamos dos lados, aquel cuyos elementos tienen la primera coordenada negativa, y aquel
cuyos elementos tienen la primer coordenada positiva. Tendra dos vértices: (0,1) y (0, —1).
A partir del paso 2 todo se define de forma anéloga a lo anterior.

Definicion 2.4.2. Dada una presentacion poligonal P, definimos la realizacién geométrica
de P como el espacio topoldgico

Pl = (OP) /

donde los P; y ~ son las regiones poligonales y la relacion de equivalencia definidos
anteriormente. Al interior de cada P; le llamamos cara.

Ejemplo 2.4.3. Podemos ver un ejemplo en la siguiente ilustracion:
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P ={a,b,c,d,e, flabc,c”'de,e” ! fa=t b1 f1d7T)

P1 P4

1P| P,

Py

Ejemplo 2.4.4. Volvamos a las siguientes cuatro presentaciones:

P = (alaa)

ala=ta™t)

P
» P =(alaa™t)
P = (ala~a)

Las primeras dos son presentaciones de P? y las dltimas son presentaciones de S?. Lla-
maremos presentacion standard de P? a la primera, y presentacién standard de S? a la
tercera.

P? D?

Figura 2.2: Presentaciones Standard de la esfera y el plano proyectivo

Lema 2.4.5. Sean P; y P> dos poligonos converos con el mismo numero de aristas. Si
f 0P — 0P, es un isomorfismo simplicial, entonces existe un homeomorfismo f : Pp — P»

tal que flop, = /.
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Demostracion: Para cada i = 1,2 elegimos un punto p; € P;. Dado que cada F; es
convexo, los segmentos que unen p; con un vértice de P; estdn enteramente contenidos en P;.
Consideremos para cada ¢ el complejo simplicial K; compuesto por los vértices y aristas de
P; junto con el punto p;, los segmentos que lo unen con cada uno de los vértices del poligono
y los 2-simplices de la forma {v;, p;, vj4+1}, donde v; y vj41 son vértices contiguos. Por como
estd definido, tenemos que |K;| = P;.Definimos ahora un morfismo simplicial ¢ : K1 — Ko
tal que p(v) = f(v) para cada vértice v de P; y ¢(p1) = ¢(p2). La biyectividad de f
implica la biyectividad de ¢, cuya inversa es claramente también un morfismo simplicial.
Por lo tanto, f = |p| : |K1| — |Ka| es un homeomorfismo que coincide con f en OP;

O

Definicién 2.4.6. Sea P = (S|Wh, ..., Wk) una presentacion poligonal, decimos que P es
una presentacion de superficie si cada letra a € S aparece en Wy, ..., Wy, exdtamente dos
veces, donde las apariciones de a~! cuentan como apariciones de a.

Proposicién 2.4.7. Sean P una region poligonal de R? con un nimero par de lados
y R una relacion de equivalencia en P que identifica cada arista con exdctamente una
arista diferente mediante un homeomorfismo simplicial. Entonces P/R es una 2-variedad
compacta.

Corolario 2.4.8. Si P es una presentacion de superficie, entonces |P| es una superficie
compacta y sin borde.

Observacion 2.4.9. Si K es un complejo simplicial de dimension 2 en el cual todo simplex
maximal tiene dimension mdxima, entonces existe una presentacion de superficie P tal que
|K| ~ |P|, donde cada 2-simplex se corresponde con una palabra de longitud tres.

Definicion 2.4.10. Dadas dos presentaciones poligonales Py y P2, decimos que son
topolégicamente equivalentes si |Py| es homeomorfo a |Pa|. Notamos Py = Ps.

Transformaciones elementales

Vamos a definir una serie de transformaciones que pueden aplicarse a una presentacion
poligonal de modo que la presentacion resultante sea equivalente a la original.

Sea P = (S|Wh, ..., W), llamaremos e a una letra que no pertenece a S y adoptaremos

la convencién (a=1)~! = a.

= REETIQUETAR:

1. Cambiar todas las apariciones de una letra a € S por alguna letra e que no
esté en S, junto con cambiar cada aparicién de a~! por e~!, y cambiar S por
(S\ {a}) U {e}.

2. Dadas dos letras a y b en S, intercambiar cada apariciéon de a por by viceversa,
y lo mismo con a=! y b~ 1.

3. Para alguna letra a € S, intercambiar entre si las apariciones de a y a™ .

= SUBDIVIDIR: Reemplazar cada apariciéon de una letra a € S por ae, y cada aparicién

de a™! por e~ la™ L.
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= CONSOLIDAR: Es la operacién inversa a SUBDIVIDIR: Si dos letras a y b aparecen
en las palabras siempre en forma adyacente ab y a~'b~!, reemplazar ab por a y
b='a~! por a™!, siempre y cuando las palabras resultantes tengan longitud mayor o
igual a tres, o sean uno de los casos especiales con #S = 1.

= REFLEJAR:

(Slay...am, Wa, ..., W) — <S|a;n1...af1, Wa, ..., Wk> .

= ROTAR:
(Slai...am, Wa, ..., W) — (S|azas...amar, Wa, ..., W) .

= CORTAR: Si W7 y W tienen longitud mayor o igual a dos,
(S|WAWa, Wi, ..., Wi) — (S, e[ Wie,e ' Wa, ..., W),

donde W1 W5 denota la concatenacion de dichas palabras.

= PEGAR: Es la operacion inversa a CORTAR:

<S,e]W1e,e’1W2, Wk> — (S|WyWa, W, ..., W) .

= PLEGAR: Si Wi posee 3 o mas letras:
<S, 6’W1€€_1, Wa, ..., Wk> — <S’W1, Wo, Wi, ..., Wk> .

En los 4 casos especiales en que #S = 1 podemos admitir que W posea 2.

= DESPLEGAR: Es la operacién inversa a PLEGAR:

(S|Wr, W, ..., W) — <S,e!W166_1,W2,W3, Wk>

Proposicién 2.4.11. Si una presentacion poligonal P’ es el resultado de aplicarle a una
presentacion poligonal P una transformacion elemental, entonces P =~ P’. Por lo tanto,
el resultado de aplicarle a una presencacion una secuencia finita de transformaciones
elementales es una presentacion topoldgicamente equivalente a la original.

Demostracion: Es claro que reetiquetar y subdividir/consolidar y reflejar dan espacios
homemorfos al original. Dado que las tranformaciones cortar y pegar son inversas entre si, y
plegar y desplegar también, basta probar el resultado para una de cada par. Demostraremos
el resultado para las tranformaciones cortar-pegar:

Supongamos que P = (S, e|[Wqe, 6*1W2> y P’ = (S, W1W3). Sean P; y P; los poligonos
convexos asociados a Wje y e~ W, respectivamente, y PP’ el asociado a -W;Ws. Sean
W1 = aj...ap y Wo = by...by,. Si llamamos e al segmento que en P’ une el extremo final
de a, con el extremo inical de ai, el mismo se encuentra enteramente contenido en P’
por la convexidad del mismo. Asi, P’ que dividido en dos poligonos convexos (los dngulos
interiores de los nuevos poligonos no pueden tener mayor amplitud que los originales).
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Llamemos Pj al que tiene las aristas ay, ...,a, y € y Pj al otro. Es claro que P| y Pj tienen
la misma cantidad de vértices que P; y P, respectivamente. Para i = 1, 2, podemos definir
fi : OP; — OP! homeomorfismos simpliciales que manden las aristas de P; a las de P/ que
poseen las mismas etiquetas. Por 2.4.5, f; puede extenderse a un homemorfismo f; : P; — P!
Podemos definir entonces una funcién f : Py % P, — P’ tal que f lp, = fi para i = 1,2.
Si llamamos 1 : Py JY Py — |[P| y m : P/ — |P’| a las respectivas proyecciones al espacio
cociente, podemos definir m o f : P U Py — |P'|. Es evidente que si z,y € P Ul Py
representan el mismo elemento en el cociente, entonces 79 o f(x) = w3 o f(y). Por lo tanto,
queda bien definida una funcién continua F : |P| — |P’| que verifica que mpo f = F om;
que es claramente biyectiva. Como |P| y |P’| son compactos y Hausdorff , entonces F es
un homeomorfismo.
En el caso en que P = (S, e, Wie, e YWo, W, ..., W}), operamos de la misma manera
extendiendo f como la identidad en los demés poligonos.
O

Proposicion 2.4.12. Sean My y Ms las superficies determinadas por las presentaciones
(S1|W1h) y (So|Wa) respectivamente, donde Sy y So son disjuntos, entonces (S1 U So|W1Wa)
es una presentacion de M+ M.

Demostracion: Consideremos la presentacién (Si,a, b, c[chflbfla*I,abc) Pegando
primero en a y luego plegando dos veces, es facil ver que esta presentaciéon es equivalente
a (S1|W1). Consideremos Bj el disco en M; dado por la proyeccion al cociente del inte-
rior del tridngulo de lados a, b y c. Tenemos entonces que {(Si, a,b, c\chlb_la_1> es una
presentaciéon de M| = M; \ By, y OB es la proyeccién de las aristas ¢~ 1b~ta~!. Andloga-
mente, (S, a,b,clabcWs) es una presentacion de M} = My \ Bg, donde Bs es el interior
de un disco en Ms. Por lo tanto, <Sl, S, a,b, C|ch_1b_1a_1, ach2> es una presentacion
de (M1 Ud Mg) / ~, donde ~ identifica 9B; con dBs, es decir, es una presentacién de
Mi#Ms;. Pegando en a y luego plegando dos veces, obtenemos que esta presentacién es
equivalente a (S1, So|Wy, Wa).

O

2.5. Clasificacion combinatoria de superficies

A continuacién enunciaremos uno de los teoremas mds importantes para la clasificacién
de superficies.

Teorema 2.5.1. (Teorema de triangulaciéon de Superficies) Toda 2-variedad sin
borde admite una triangulacion por un complejo simplicial de dimension 2 en el cual toda
arista estd contenida en exdctamente dos 2-simplices.

En esquema de la demostracion de este teorema puede encontrarse en [11]
Lema 2.5.2. La botella de Klein es homeomorfa a P?#P2.

Demostracion: Si partimos de la presentacién <a,b]abab*1> de la botella de Klein,
aplicando sucesivamente las transformaciones elementales cortar, rotar, reflejar, pegar y
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rotar nuevamente, obtenemos

<a,b\ababil> ~ <a, b, c|abe, cflab71> ~ <a, b, c|bca, bilc*1a>

~ <a, b, c|bca,a_lcb> ~~ (b, c|beed) = (b, c|bbec) .
Por 2.4.12, esta es una presentacion de P2#P2.

Lema 2.5.3. La suma conexa de un toro T? y el plano proyectivo P? es homeomorfa a
P24 P24 P2,

Demostracion: Partamos de una presentacion de P2#P?#P? y veamos que podemos
llevarla por medio de transformaciones elementales a una de T?#P?. Por 2.5.2 y 2.4.12,
{a,b, c]abab‘lcc> es una presentacion de P?#P2#P?. Aplicando sucesivamente las trans-
formaciones elementales rotar, cortar, rotar, reflejar, pegar, rotar, cortar, rotar, reflejar y
pegar, obtenemos que

<a, b, c|abab_lcc> ~ <a, b,c\cabab_lc> ~ <a,b, c,d\cabd_l,dab_lc> ~ <a, b, ¢, d|abd e, dab_lc>

~ <a, b, c, d|abd e, c*lbafld*1> ~ <a, b,d|abd*1ba*1d*1> ~ <a, b,d\d’lba’ld’lab> ~
<a, b, d,e]d_lbd_l,ea_ld_lab> ~ <a, b, d,eye—ld—lb,,ea—ld—lab> ~ <a, b, d,e\b_lde,ea_ld_lab>
~ <a, d,e|ea71d71ade> R~ <a,d,e|a71d71adee>.

Esta tltima es efectivamente una presentacién de T2#P2.
O

Definicién 2.5.4. Los pares de aristas {a,a™'} se dicen complementarios, mientras que
los pares {a,a} y {a=*, a~'} se dicen torcidos.

Lema 2.5.5. Si P es una presentacion de una superficie conexa M, entonces existe una
presentacion P’ con una sola cara equivalente a P.

Demostracion: En los cuatro casos donde S contiene un tnico elemento, la presentacién
tiene de por si una séla cara, asi que de aqui en adelante supondremos que #S > 2 y que
las palabras de la presentacién tienen longitud mayor o igual a tres.

Lo vemos por induccién en k.

= Si K =1 claramente se cumple lo que queremos.

» Supongamos que vale para k = n y sea P = (S|Wy,..., W,,11).Como M es conexa,
existe una arista de P, 1 que se identifica con alguna arista de otra cara. Sin pérdida
de generalidad, podemos suponer que existe una arista a de P,+1 que se identifica
con una arista de P, es decir, P, tiene una arista con la etiqueta a, o bien con
la etiqueta a~'. En el primer caso, rotaciones de por medio, podemos suponer que
Wy = acX y que Wy11 = abY, donde W e Y son palabras no vacias. Podemos
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reflejar W,, obteniendo Vf/n = X"1c¢7'a7!, donde X! denota la palabra X reflejada.
Ahora podemos pegar W,, y W,,+1, de modo que obtenemos

P = (S|W1, ..., acX, abY) ~ <S\Wl, ...,X_lc_la_l,abY>

~ (S\ {a}|Wi, ., XL by ).

Llamemos P a la presentacién obtenida. La misma posee n caras. Por hipétesis
inductiva, existe P’ con una sola cara equivalente a P. Por lo tanto, obtenemos
P ~ P ~ P'. El otro caso es andlogo, con la tnica diferencia de que no aplicamos la
reflexion.

O

Observacion 2.5.6. Si P es una presentacion con una sola cara de una superficie M no
homeomorfa a S?, en el caso en que P posea aristas complementarias adyacentes entre
st podemos cambiar P por P, la presentacion obtenida de realizar la transformacion de
plegado en cada par complementario adyacente. Es claro que P’ es equivalente a P, que
sigue teniendo una sola cara y que no posee pares complementarios adyacentes.

Lema 2.5.7. Sea P una presentacion de una superficie M distinta de P? y de D? tal que
P posee una sola cara y no posee pares complementarios adyacentes, existe entonces una
presentacion P’ equivalente a P con una sola cara y sin pares complementarios adyacentes
que ademds verifica que todos sus pares torcidos son adyacentes.

Demostracion: Supongamos que P posee algtin par torcido de aristas no adyacentes.
Rotacién de por medio, podemos suponer que P es de la forma P = (S|VaWa), donde
V' y W son palabras no vacias. Ahora, si aplicamos sucesivamente las operaciones cortar,
rotar, reflejar, pegar y rotar, obtenemos:

(S|VaWa) =~ <S,6]Vae,e_lWa> R~ <S,e]eVa,e_lWa>

~ <S, eleVa, a71W716> ~ <S \ {a}, e\eVWfle> ~ <S \ {a}, €|VW7166> .

Observemos que la presentacion obtenida posee una sola cara y que, de haber pares
adyacentes en P, se encuentran enteramente contenidos en V', o enteramente contenidos en
W. Por lo tanto, las operaciones realizadas no los separan. Ademés, hemos cambiado un
par no adyacente por uno que si lo es, de modo que en total hemos reducido el ntimero
de pares no adyacentas en por lo menos uno. Iterando este procedimiento una cantidad
finita de veces, obtenemos P una presentacién con una sola cara cuyos pares torcidos son
todos adyacentes entre si.. Si P no posee pares complemetarios adyacentes, entonces esta
es la presentacién buscada. En caso contrario, procedemos como en 2.5.6, donde no se
modifica el niimero de caras de la presentacién ni aparecen pares torcidos nuevos, para

obtener P’ ~ P la presentacién deseada.
O

Lema 2.5.8. Sea P una presentacion de una superficie M distinta de S* y de D?. Si P
posee una sola cara, ninguna de sus pares complementarios es adyacente y todos sus pares
torcidos si lo son, entonces:
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1. existe una presentacion P’ que verifica todas las hipétesis anteriores y que ademds
cumple que, si ~ es la relacion de equivalencia de 2.4.2, entonces todos los vértices de
su unica cara pertenecen a la misma clase, es decir, en la representacion geométrica
todos sus vértices se pegan en un mismo punto.

2. La presentacion P’ verifica que todo par complementario a, a™' se encuentra interca-

lado con otro par complementario b, b= en la forma aXbYa ' Xb™!, donde X, Y y
Z son palabras eventualmente vacias.

Demostracion:

1. Sea V una clase de equivalencia en P/ ~. Supongamos que V no contiene a todos
lo vértices de P. Sea v € V, llamemos w al primer vértice no perteneciente a V'
que se halla recorriendo 0P en sentido antihorario desde v, y u al vértice anterior.
Claramente v € V. Llamemos a a la arista que comparten y b a la otra arista de
la cual u es vértice. Por hipétesis, b # a~!. Veamos que b # a. Si fuera b = a, en
el cociente se identificarian a y b de modo que coincidan sus vértices finales, pero
eso implicaria que w ~ u, lo cual contradice el hecho de que w ¢ V. Por lo tanto,
b # a. Llamemos z al otro vértice de b. En alguna parte de P existe otra arista con la
etiqueta b o b~!. Supongamos que es b~! (el otro caso es similar). Podemos escribir PP
de la forma (S lbaYb~1Z ), donde Yy Z son dos palabras no simultaneamente vacias.
Aplicando sucesivamente las operaciones cortar, rotar y pegar, obtenemos que

<SybaYb—1Z> ~ <S,e\bae,e—1Yb—1Z> ~ <S,e\bae, Ze—1Yb—1> ~ <S\ {b},e\ze—1Yae>.

Sean ¥ y @ los vértices de b~! que se identifican con v y z respectivamente, al cortar
P y volver a pegar las piezas resultantes a lo largo de b, v y ¥ se vuelven un mismo
vértice, y lo mismo con z y Z. Por otra parte, w, que resulta ser el vértice inicial de
e, se identifica con el vértice final de e~!. Esto causa que V posea ahora un elemento
menos, y la clase de w un elemento méas. Por definicién, en una presentacion de
superficie (S|W) la cantidad de vértices es exdctamente dos veces el cardinal de S,
por lo que podemos observar que la cantidad total de vértices vuelve a ser la original.
Veamos qué ocurre con las hipotesis iniciales:

= La presentacién resultante sigue constando de una sola cara.

= En caso de que las transformaciones realizadas lleven a la existencia de un par
complementario adyacente, operamos como en 2.5.6, lo cual a lo sumo reduce el
cardinal de V', pero no puede aumentarlo.

= Dado que u y w no se identifican entre si, la primera letra de Y debe ser distinta
de a. Por lo tanto, los pares torcidos de aristas adyacentes que se encontraran
en P estaban enteramente contenidos en Y o0 en Z y, en consecuencia, no fueron
separados.

En conclusién, obtuvimos una presentacion equivalente a P con las mismas hipdtesis en
la cual el cardinal de V' es estrictamente menor. Podemos repetir este procedimiento
hasta que #V sea menor o igual a 1. Si fuera #V = 1, entonces seria b = a,
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caso que ya descartamos. Por lo tanto, en algiin momento tendremos una clase de
equivalencia menos. Podemos repetir el proceso hasta quedarnos con una tnica clase
de equivalencia.

2. Supongamos que P’ = <S|aUa_1V> y que U cumple que si b es una de sus letras,
entonces la otra copia de b o la letra b~! también se encuentran en U (U # () # V
pues P no posee pares complementarios adyacentes). En este caso, lo mismo debe
ocurrir con V.

a

0,71

En esta situacién, los vértices iniciales de a y a~! sélo pueden identificarse con
vértices en V', mientras que los vértices finales sélo se identifican con vértices en U.
Pero sabemos que todos los vértices se identifican entre si en PP’ y, por lo tanto,
debe existir b en U tal que b~! sea letra de V.

O]

Lema 2.5.9. Si P’ es una presentacién como en 2.5.8, entonces existe una presentacion
P" equivalente a P’ que verifique las mismas condicones y en la que ademds todos los
pares complementarios intercalados no poseen otras letras en el medio, es decir, si P" =
<S\UaXbYaf1Zb*1>, entonces de las cuatro palabras U, X, Y, Z, al menos tres son vacias.

Demostracién: Supongamos que P’ = (S|UaXbYa 1Zb~1) y que X # 0.Aplicando
sucesivamente las operaciones cortar, rotar, pegar, rotar, cortar, rotar, pegar y rotar una
ultima vez, obtenemos que

P = <S|UaXbYa71Zb71> R~ <S,e\UaXe, elbchle*l> R~ <S,e\aXeU, ZbilelbYa71>
A <S \ a,e]Zb_lelbYXeU> A <S \ a,e\UZb_lelbYXe> A <S \ a,e, f|UZb_lelf_1,beXe>

~ <S\a,e,f|elf_1UZb_1,bYXef> ~ <S\a,b,e,f]elf_1UZYXef> ~ <5’\a, b, e,f|efelf_1UZYX>.

Llamamos a esta tltima presentacién P’. De este modo, los pares intercalados a, a™' y

b, b~! ya no estdn y tenemos un nuevo par de pares intercalados e, f, e~ f~1, que no
poseen otras letras en el medio. En el caso en que hubiese previamente bloques de la
forma xyz~'y~!, se hallaban integramente contenidos en U, X, Y o Z y, por lo tanto, no
fueron separados mediante las transformaciones realizadas. Observemos que las hipétesis
iniciales no se ven alteradas por las transformaciones realizadas, a excepcién de la posible
apariciéon de pares complementarios adyacentes, los cuales pueden eliminarse sin problemas
procediendo como en 2.5.6. En conclusién, podemos repetir este procedimiento hasta que

todos los pares complementarios intercalados queden en bloque.
O
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Teorema 2.5.10. (Clasificacién de presentaciones de superficies) Toda presenta-
cion de una superficie conexa es equivalente a una y sélo una de las siguientes:

s S2
w T2 H#T?
n P24 4P?

Es mds, toda presentacion de superficie puede ser llevada a una de esa forma mediante
una secuencia de transformaciones elmentales.

Demostracion: Si P es una de las presentaciones vistas en 2.4.4, ya de por si cumple
con el enunciado. Por lo tanto, supondremos que P no es ninguna de ellas. Por 2.5.5, 2.5.6,
2.5.7,2.5.8 y 2.5.9 obtenemos que P es equivalente a una presentacion de la forma (S|W),
donde W es una secuencia de bloques de la forma aba='b~! y cc. Dado que (a, b\abailb*1>
y (c|cc) son presentaciones de T2 y P? respectivamente, por 2.4.12 deducimos que M es una
suma conexa de copias de T2 y P2. En el caso en que M contenga alguna copia de P2, por
2.5.3 podemos reemplazar cada copia de T por dos copias de P? hasta que la presentacién
obtenida sélo contenga copias de P?. En caso contrario, la presentaciéon obtenida es una

suma conexa de copias de T2.
O

Corolario 2.5.11. Toda superficie cerrada es homeomorfa a una y sélo una de las men-
ctonadas en el teorema anterior.

Demostracion: Sea M una superficie compacta sin borde. Por el teorema de triangulacién
2.5.1, M puede ser triangulada por un complejo simplicial finito de dimensién 2 en el cual
toda arista estd contenida en exdctamente dos simplices de dimensién 2. Por la observaciéon
2.4.9, dicho complejo determina una presentacion de superficie P cuya representacién
geométrica es homeomorfa a M. Por el Teorema 2.5.10, P es equivalente a una de las
presentaciones alli mencionadas y, por definicién de equivalencia de presentaciones, M es

homeomorfa a la superficie correspondiente.
O



Capitulo 3

Superficies de Seifert

Este capitulo estd basado en [17] y [12].

3.1. Existencia de Superficies de Seifert

Definicién 3.1.1. Dado un nudo orientado K en R3 (0 S?), una superficie de Seifert para
K es una superficie PL coneza, compacta y orientable S C R (0 S?) tal que 0S = K.

Teorema 3.1.2. (Existencia de superficies de Seifert) Sea K un nudo manso en R3
0 S?, entonces K admite una superficie de Seifert (no es tnica,).

Demostracién: Dada un nudo K en R3 o S?, vamos a describir un algoritmo que nos
permitird construir una superficie de Seifert a partir de una proyeccion regular de K sobre
el plano {z = 0}. Construiremos una coleccién finita de superficies compactas y orientables
cuya unién nos proporcionara la superficie de Seifert deseada.

1. Como vimos en el capitulo 1, dicha proyeccién nos da una representacién del nudo
en R?, a la cual llamaremos D, dada por n arcos, donde cada uno se corta en los
cruces en los cuales el correspondiente tramo del nudo “pasa por abajo"(ver figura
1.3). Vamos a construir un nuevo dibujo en R?, al cual llameremos D', a partir del
dado: Como observamos en el primer capitulo, tenemos n cruces cy, ..., ¢,. Vamos a
ir modificando el dibujo cruce por cruce, como se muestra en la siguiente ilustracion,
de modo que el dibujo final no posea ninguno:

50
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Figura 3.1:

Observemos que la linea de corte es la que deja una “flecha” de cada lado, de modo
que se mantenga la orientacion en la nueva figura. Es decir, no seria lo mismo hacerlo
de este modo:

Figura 3.2:

Observemos que:
a) En cada paso eliminamos un cruce, de modo que la figura final no poseera ninguno.

b) En cada cruce, un arco terminaba y otro empezaba. Con las modificaciones
realizadas, ya ningin arco se cortara.

c) Por a) y b), la nueva figura D’ consta de finitas curvas CERRADAS que no
se intersecan. Obtenemos entonces una coleccién finita de curvas simples cerradas
disjuntas y concéntricas que reciben el nombre de circuitos de Seifert.
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B>

Figura 3.3: Ejemplo: modificamos la proyeccién del nudo 75 4

2. Supongamos que tenemos m curvas concéntricas, llamémosles Ly, ..., L1, numeradas
de afuera hacia adentro. Consideraremos ahora una copia L; de cada una en el plano

{z =1i}.

LT
c. 7

Cada una encierra una regién homeomorfa a D? en el plano correspondiente. Si
tomamos dicha porcién de cada plano, obtenemos una superficie compacta y orientable
que llamaremos S;.

3. Ahora, por cada cruce ¢; definimos una superficie B; rectangular que conectard dos
superficies Sy y Sk11 de la siguiente manera:
Tengamos en cuenta que el objetivo final es obtener una superficie orientable cuyo
borde sea K. Para asegurarnos de que la superficie que construiremos resulte orienta-
ble, bastara asegurarnos de que tenga 2 “lados". Para simplificar la visulizacién y sin
pérdida de generalidad, diremos que un lado es azul y el otro, verde. Para cada S;, el
lado azul serda el que mira “hacia arriba". B; también tendrd un lado de cada color.
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Observemos que, de ser S’ la superficie dada por la unién de las S;, su borde resulta
una unién disjunta de S' que se corresponde con D’. Queremos modificar S’ para
que su borde sea K. La idea es, en cierto modo, volver de D’ a D recuperando los
cruces. Si observamos las figuras 3.1 y 3.3, veremos que, donde antes habia un cruce,
ahora hay dos segmentos enfrentados, uno perteneciente a Ly = 95 v el otro a
Liy1 = 0Sk+1. Pegamos un lado de B; a uno de estos, de manera que el lado azul de
Sy se continde con el lado azul de B;, y el lado apuesto al otro, pero con una torsion
de por medio (que permitird que nuevamente el lado azul de B; se contintie con el
lado azul de Siy1) segin qué segmento pasaba originalmente por arriba como en la
siguiente ilustracion:

Figura 3.4:

Por qué esto efectivamente reconstruye el cruce ¢; correspondiente? Observemos que,
viendo Ly y L4+ como poligonales, podemos suponer que este procedimiento sélo
involucra 3 segmentos consecutivos de cada una de ellas como se ve en la figura 3.4.
Al pegar B; en el segmento del medio de cada una, dicho segmento ya no formara
parte del borde de la nueva superficie, y ahora los segmentos de los extremos seran
continuados por los lados de B; que no fueron pegados, cruzandose uno por debajo y
el otro por arriba segin corresponda.

En perspectiva se veria algo asi:
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Luego de finitos pasos, obtenemos la superficie S = S1U...U S, UB1 U...U B, que
verifica ser orientable, compacta y tal que 9S = K.

O]

Definicién 3.1.3. (Género de un nudo) Dado K un nudo en R? 0 S® y M una superficie
de Seifert del mismo, decimos que M es minimal si g(M) < g(N) para todo superficie de
Seifert N de K. En este caso, decimos que g(M) es el género de K y lo notamos g(K).

El teorema de existencia que acabamos de ver y los teoremas de clasificacion de
superficies del capitulo anterior nos aseguran que el género de un nudo estd bien definido.

Si dos nudos K y K’ son equivalentes, entonces existe h : S — S3 tal que h(K) = K.
Por lo tanto, si S es una superficie de Seifert para K, entonces h(S) lo es para K’'. En
consecuencia, el género resulta ser un invariante de nudos.

Ejemplo 3.1.4. Todo 2-disco es superficie de Seifert para el nudo trivial. Por lo tanto, el
nudo trivial tiene género cero.

El concepto de suma conexa que vimos en el capitulo anterior puede generalizarse a
otras dimensiones: Si M y N son dos n-variedades, la suma conexa de M y NN se obtiene de
sustraer de cada una el interior de una n-bola, B y D contenidas en M y N respectivamente,
y luego pegar M \ B° y N \ D° por sus bordes mediante un homeomorfismo h : 9B — 9D.
Es decir,

M#N = (M\ B°)| J(N\ D°).
h

La suma conexa no esta bien definida en general, pues depende de la eleccién de B 'y D,
pero nosotros nos avocaremos a un caso particular.

Definicién 3.1.5. Dados K1 y Ko dos nudos en R® (0 S3), definimos la suma conexa
de K1 y Ko como K1#Ks = (K1 \ BY) Uy, (K2 \ BS), donde By y By son homeomorfos
al 1-disco D' y existen 3-discos D1 y Dy en R® (0 S*) de modo tal que By = D1 N K7,
By = Dy N Ky y los pares topoldgios (D1, B1) y (D2, B2) son topoldgicamente equivalentes
a (D3, DY).
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Definicién 3.1.6. Un nudo no trivial se dice primo si no es suma conexa de dos nudos
no triviales.

En el capitulo anterior definimos la suma conexa de superficies pegandolas por el borde
de discos en el interior de las mismas. Para las superficies con borde no vacio existe también
otro tipo de suma conexa.

Definicion 3.1.7. Sean M y N dos superficies con borde no vacio, una suma conexa de
borde de M y N es una variedad W que resulta de pegar N y M por un segmento del
borde de cada una, es decir, existen f :[0,1] — OM y g :[0,1] — ON embeddings y un
homeomorfismo h : Im(f) — Im(g) tal que W = M Uy N. Observemos que OM y ON
pueden tener varias componentes conexas, por lo que la suma conexa de borde no es unica.
Otra forma de suma conexa de borde es dnaloga a esta, pero cambiando segmentos por
1-esferas (es decir, f y g definidas en S!).

Lema 3.1.8. Sea M C S? una superficie de Seifert de un nudo K. Si D es un disco PL
en S? tal que M N D = 0D, D C M y M\ D es conexo, entonces M no es minimal
pra K.

Teorema 3.1.9. Si K1 y Ko son nudos disjuntos en R® o S3, entonces g(K1#Ks) =
9(K1) + g(K2).

Demostracion: Sean My y My superficies de Seifert minimales de K7 y Ko respec-
tivamente. Si tomamos By y B como en 3.1.5, podemos definir W la suma conexa de
borde de My y My pegéandolas mediante un homeomorfismo de By a Bs. Es claro que
OW = K1#K5. Veamos que g(W) = g(M1) + g(Ms). Para superficies cerradas, es claro
que el género es aditivo. Veamos que vale también en este caso. El género de M; es el
género de la superficie V; que se obtiene de adjuntarle a M; un 2-disco D; mediante un
homeomorfismo entre dM; y el borde del disco. Sea S; el segmento de D; que se pega
con B;. Consideremos ahora la superficie V obtenida de pegar Dy y Do mediante un
homeomorfismo entre S; y Sy. Es claro que V ~ D?. Consideremos ahora la superficie S
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obtenida de adjuntar V' y W pegando sus bordes. Tenemos asi que S = S1#52 y, por lo
tanto, g(W) = g(S) = g(S1) + g(S2) = g(M1) + g(Mz) = g(K1) + g(K2). En consecuencia,
g(K1#K2) < g(K1) + g(K>).

Veamos que vale la otra desigualdad. Sea M una superficie minimal para Ki# Ko,
veamos que existe otra superficie de Seifert minimal M’ que puede descomponerse como
suma conexa de borde de superficies de Seifert M7 y M> para Ky y Ko respectivamente.
Consideremos K1#Ko en R? y S una 2-esfera que separa K; de K. Podemos suponer
que S es transversal a M y, por lo tanto, que S N M es una 1l-variedad cuyo borde son
exidctamente 2 puntos. Si M NS es homeomorfo a I,entonces nos quedamos con M’ = M.
En caso contrario, M NS consiste de un arco y finitas curvas cerradas. Tomamos C una de
esas curvas cerradas que sea borde de un disco D en S cuyo interior no interseque a M. Por
3.1.8, M \ C posee dos componentes conexas. Podemos entonces reemplazar en M la parte
de M \ C que no interseca a K, por D, y “empujar” ligeramente esa parte hacia afuera
de S. Llamamos a la superficie resultante M’ la cual es también una superficie de Seifert
minimal para K, pero tiene M’ N S tiene menos componentes. Podemos seguir modificando
M’ inductivamente hasta obtener una superficie de Seifert minimal que interseque a S en
s6lo un arco. La esfera S separa M en dos superficies M1 y Ms, las cuales son superficies
de Seifert para Ky y Ky respectivamente, y se verifica que M = M;# M,. Por lo tanto,
9(K1) + g(K2) < g(M) + g(Mz) = g(M) = g(K1#K>).

O

Teorema 3.1.10. Sea K un nudo en R3 o en S3:
1. Sig(K) =0 siy sdlo si K es trivial.
2. Sig(K) =1, entonces K es primo.
3. Todo nudo no trivial es suma conexa de nudos primos.
Demostracion:

1. Supongamos que g(K) = 0. Por lo tanto, existe una superficie orientable S de género
cero que tiene a K como borde. Por lo visto en el capitulo anterior, dicha superficie
se obtiene de quitarle a S? un nimero finito p de 2- discos. Como K = 9 es conexo,
debe ser p = 1y, por lo tanto, K es el borde de un 2-disco embebido en R? (o S?).
La otra implicacién ya la probamos en 3.1.4.

2. Supongamos que K = K1#Ks. Por 3.1.9 deducimos que 1 = g(K) = g(K1) + g(K2).
De aqui se desprende que g(K;7) =0 o g(K2) =0y, por lo tanto, alguno de los dos
debe ser trivial.

3. Por induccién en g(K).

» Si g(K) =1, entonces K es primo.

= Supongamos que vale para todo K’ con g(K’) < ny sea K tal que g(K) = n.
Si K no es primo, entonces existen K1 y Ko dos nudos no triviales tales que
K = K #K>. Entonces n = g(K) = g(K1) + g(K3). Por lo visto anteriormente,
g(K1) # 0 # g(K2). Entonces g(K7) y g(K2) son estrictamente menores que n.
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Por hipoétesis inductiva, deducimos entonces que K y Ko son suma conexa de
nudos primos y, por lo tanto, K = K;# K> también lo es.

O]

En perticular, tenemos:

Teorema 3.1.11. (Teorema de no-cancelacion) Si K = K1#Ky es equivalente al
nudo trivial, entonces K1 y Ko son triviales.

En otras palabras, no se puede “desanudar” no trivial suméandole otro nudo.



Capitulo 4

Grupos localmente indicables

4.1. Introduccion

En el capitulo 1 vimos cémo calcular el 7; del complemento de un nudo en S? (o R?) a
partir de una representacién del mismo sobre el plano. Sin embargo, la presentacion que
dimos contiene mucha mas informacién que la clase de isomorfismo del grupo fundamental.
Esta demostrado que toda n-variedad con borde colapsa a un CW-complejo de dimensién
n—1, el cual recibe el nombre de spine. En particular, si K es un nudo en S3, su complemento
colapsa a un CW-complejo de dimension 2 y, por lo tanto, es homotopicamente equivalente
a este. Por otra parte, es sabido que toda presentacién de grupo determina un 2-complejo
(ver [7]). En nuestro caso, el 2-complejo determinado por la presentacién de Wirtinger
es homeomorfo a un spine de S* \ K (ver [1]), es decir, dicha presentacién nos da el
tipo homotépico del complemento del nudo. Recordemos que esta presentacién es de la
forma P = (21, ..., Tp|r1, ..., Tn—1). Si llamamos P’ = (x1, ..., xn|71, .., Tn—1, 1), €l complejo
asociado a esta tltima se obtiene de adjuntarle una 2-celda al asociado a P. Dado que P’ es
una presentacién balanceda con relaciones de la forma x;41 = xkxi:c,zl (0 iy1 = a;,;lxzxk)
parai=1,...,n — 1, x1 = 1 implica inducticamente que z; = 1 para todo i =1,...,n. Si X
es su CW-complejo asociado, calculando su caracteristica de Euler como la suma alternada
de su cantidad de k-celdas obtenemos que esta es igual a 1. Se sabe también que P’ es una
presentacion de 71 (X), por lo que deducimos que el mismo es el grupo trivial y, por lo
tanto, Hq1(X) = 0. Ademads, como X es arcoconexo, Ho(X) = Z. De aqui podemos deducir
que 1 = x(X) = dim(Ho(X)) —dim(H, (X)) +dim(H2(X)) = 1 —0+dim(H(X)) y, por lo
tanto Ha(X)) = 0, por lo que el teorema de Whitehead nos segura que X es contractil (ver
[4]). En particular, X es asférico. En el afio 1941 J. H. C. Whitehead formulé la siguiente
pregunta: Dado Z un CW-complejo de dimensién 2 asférico jtodo subcomplejo de Z es
también asférico? Si la respuesta a esta pregunta fuese afirmativa, entonces S*\ K resultaria
asférico por ser subcomplejo de X. Sin embargo, la respuesta a esta pregunta es un problema
aun abierto conocido como la Conjetura de Whitehead. La asfericidad del complemento
de los nudos en S? fue probablemente una de las motivaciones de dicha conjetura. De
la mano de estas investigaciones se halla el concepto de indicabilidad. Un grupo se dice
indicable si posee un epimorfismo a Z, y localmente indicable si todos sus subgrupos no
triviales y finitamente generados son indicables. En el ano 1981, J. Howie probé que, si Z

o8
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es un CW-complejo conexo de dimensién 2 con Ha(Z) = 0y m1(Z) localmente indicable,
entonces Z es asférico (ver [8]). A su vez, es facil ver que, siendo subcomplejo de un
2-complejo contractil, el complejo asociado a la presentacion de Wirtinger tiene segundo
grupo de homologia nulo. Esto implica que, si supiésemos que 71(S? \ K) es localmente
indicable, entonces podriamos probar la asfericidad de dicho espacio. Por otra parte, en
1957 Papakyriakopoulos logré probar, con otros métodos, que el complemento de todo
nudo en S? efectivamente es asférico (ver [16]). Reciprocamente, en el aiio 1981, J. Howie
utilizé este resultado para probar que para todo nudo K,71(S?\ K) es localmente indicable.
Dedicaremos este capitulo a la demostracion de este resultado.

Definicion 4.1.1. Sea X un espacio topoldgico arcoconexo, decimos que X es asférico si
m:(X) = 0 para todo i > 2.

El siguiente teorema se lo debemos a Papakyriakopoulos (ver [16]).

Teorema 4.1.2. (Teorema de asfericidad) Si K es un nudo en S3, entonces S* \ K
es asférico.

A continuacién definimos uno de los conceptos centrales de esta seccion.

Definiciéon 4.1.3. Un grupo G se dice indicable si existe un morfismo f : G — Z
sobreyectivo (o, equivalentemente, si existe un morfismo f: G — Z no nulo). Decimos que
un grupo G es localmente indicable si todo subgrupo de G finitamente generado y no trivial
es indicable.

Los grupos de homologia y cohomologia de un espacio topoldgico X se encuentran
fuertemente vinculados entre si. Una version mas general del siguiente teorema, junto con
su demostracién, puede encontrarse en [4]. También puede hallase una demostracion en [15]

Teorema 4.1.4. (Teorema de coeficientes universales para cohomologia) Sea C.,
un complejo de cadenas integrado por grupos abelianos libres, entonces eriste una sucesion
exacta corta que se parte de la forma

0 —— Ezt(H,—1(Cy)) — H"(Cy) —= Hom(H,(C,),Z) —0
Por lo tanto,

H"(C,) ~ Hom(H,(Cy),Z) ® Ext(H,_1(C%)).
Proposicion 4.1.5. Si H es un grupo libre, entonces Ext(H) = 0.
En particular, si X es un espacio topolégico arco-conexo, H'(X) ~ Hom(H(X),Z).

Proposicién 4.1.6. Sea X un espacio arco-conexo con G = w1 (X) finitamente generado.
Son equivalentes:

1. G es indicable.

2. G es infinito.

3. Hi1(X) es infinito.
4. HY(X) #0.
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Demostracion:

= (1) implica (2) porque todo morfismo de G a Z se factoriza por G y, por lo tanto,
G no puede carecer de parte libre.

» (2) es equivalente a (3), pues Hy(X) = G.
» (3) implica (4) por 4.1.4.

= Veamos que (4) implica (1). Por 4.1.4, existe un morfismo no nulo de G% en Z y, por
lo tanto, existe f : G* — 7 epimorfismo. Entonces, si llamamos ¢ a la proyeccién al
cociente de G en G®, tenemos que f o q : G — Z es un epimorfismo.

O
Veamos otro resultado que serd de vital importacia para probar el teorema central de
este capitulo.

Definicién 4.1.7. Llamamos triada a una terna de la forma (W, Vy, V1), donde W es una
n-variedad compacta y Vo y Vi son subvariedades de W tales que OW = Vo |J¢ V4.

Teorema 4.1.8. (Dualidad de Poincaré generalizada) Sea (W, Vy, V1) una triada (Vy
y V1 eventualmente vacios) con W una n-variedad orientable, entonces para todo 0 < k <n

vale
Hy(W, Vo) = H"*(W, 1),

Una demostracién de este resultado puede hallarse en [13].
En particular, si W es una 3-variedad orientable con borde,

H{(W) = H*(W,0W).

Observaciéon 4.1.9. Si M es una superficie cerrada y orientable de género p, entonces
Hyi(M) = Z?. Por lo tanto, la tnica variedad cerrada y orientable cuyo primer grupo de
homologia no tiene parte libre es S?.

Demostracion: Usar que Hy(X) = (m1(X))® y ver [4] seccién 1.2.

4.2. El grupo de un nudo es localmente indicable

El siguiente teorema se encuentra en [18].

Teorema 4.2.1. Si M es una 3-variedad y w1 (M) es finitamente generado, entonces existe
una 3-subvariedad compacta N de M tal que i, : w1 (N) — 71 (M) es un isomorfismo.

Definicion 4.2.2. Sea M una n-variedad con o sin borde y sea N un subespacio de M.
Decimos que N es una k-subvariedad con borde de M si N es una variedad con borde
de dimension k y para todo p € N existe una carta (U, ) de M alrededor de p tal que
o(U) CR™ es un cubo C centrado en 0, p(p) =0 y
SO(Z/[m]\[)_{{xEC’:ka:--~::Un:0} sz:x§é8N
{reC:x,>0,2441 ==z, =0} sizeIN.
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Proposicion 4.2.3. Sea M wuna n-variedad topoldgica conexa no compacta y N una
subvariedad compacta de M de dimension n, entonces N tiene borde no vacio.

Demostracién: Supongamos que ON = (). Para todo p € N existe una carta (U, )
de M tal que p(U) = {x € R" : |z5] < e V1 <i<n}=CIparaalgine >0y
eUNN)={xeCr:2;=0Vi>n} =CI Es decir, o(UU N N) = p(U). Por lo tanto,
dado que ¢ : U — ¢(U) es biyectiva, se concluye que Y N N = U. De qui se deduce que N
es un abierto de M. A su vez, N es compacto, lo que implica que, siendo M un espacio
Hausdorff, N es cerrado en M. Como M es conexo, concluimos que N = M, lo cual es
absurdo pues N es compacto y M no. Por lo tanto, ON # 0.

O

Observacién 4.2.4. Recordemos que, si p : E — B es un revestimiento, entonces py :
Tn(E) = mp(B) es un monomorfismo paran = 1 y un isomorfismo para todon > 2. Ademds,
st B es un espacio arco-conexo, localmente arco-conexo y semilocalmente simplemente
conexo y H es un subgrupo de 71 (B), entonces existe un revestimento p: E — B con E
arco-conexo tal que p«(m1(E)) = H. Dada la inyectividad del morfismo inducido en los w1,
se deduce que T (E) = H.

Observacion 4.2.5. Observemos que toda variedad topoldgica verifica las hipétesis arriba
mencionadas. Del el hecho de que los revestimientos son homeomorfismos locales se despren-
de que st M es una variedad de dimensionn yp: N — M es un revestimiento, entonces
N es una variedad de la misma dimension. Ademds, si M tiene borde mo vacio, entonces
ON # 0 y vale ON = p~Y(OM). Mds atin, ploy : ON — OM es un revestimiento. Por lo
tanto, si H es un subgrupo de de m (M), existe una variedad N de la misma dimension tal
que T (N) = H.

Teorema 4.2.6. (Conjetura de Poincaré) Toda 3-variedad cerrada y simplemente
conezxa es homeomorfa a S>.

La conjetura fue probada en el afio 2003 por Grigori Perelmén .
Una demostracién de este teorema puede hallarse en [5].

Definicién 4.2.7. Una 3-celda falsa es una 3-variedad compacta y contrdctil que no es
homeomorfa a D3.

Esta conjetura de Poincaré es equivalente a que no existan 3-celdas falsas. Es decir, si
M es una 3-variedad compacta y contractil, entonces M ~ D?3.

Definicién 4.2.8. Dado un nudo K C R3 (0 S?), un entorno tubular de K es un embedding
F:KxD?—=R3 (0S3) tal que F(x,0) =2V 1z € K.

Observemos que si N es el interior de un entorno tubular de K en S? (es decir,
N = F(K x (D?)°), entonces S* \ N es una 3-variedad compacta, orientable y con borde,
cuyo borde es homeomorfo a T?. Ademés, S* \ N es un retracto por deformacién fuerte de
S3\ K. En particular, m1(S? \ K) = m(S? \ N).

Veremos a continuacion el teorema central de este capitulo. La demostracion que
daremos se basa en [8] y en [9].
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Teorema 4.2.9. El grupo fundamental del complemento de un nudo en S® es localmente
indicable.

Demostracion: Sea K un nudo en S? y sea T el interior de un entorno tubular del mismo.
Llamemos M a la 3-variedad S*\ T'. Sea G = (M) y sea H un subgrupo de G finitamente
generado y no trivial. Por la observacion 4.2.5, existe un revestimiento p : M — M (M arco-
conexo) que verifica que 7 (M) = H. Sabemos por 4.1.2 que mo(M) = 0y, por 4.2.4, tenemos
que ma(M) = 0. Por ‘teorema 4.2.1, existe una 3-subvariedad compacta M "de M tal que la
inclusiéon de M’ en M induce un isomorfismo en sus grupos fundamentales. Por lo tanto,
tenemos que H = m(M'). Ahora observemos que M es orientable y con borde no vacio. Por
lo tanto, M y M’ son también orientables y OM # (). Ahora, por 4.2.3, o bien M es compacto
y tomamos M’ = M, 0 OM’' # (0, y es, por lo tanto, una variedad compacta y orientable
de dimensién 2. De los teoremas de clasificacién de 2-variedades compactas se deduce que
OM' es unién disjunta de 2-esferas y de superficies cerradas y orientables de género g > 1.
Supongamos que M’ = Sy Ue---U?S, v que cada S; es homeomorfa a S2. Cada S; separa
a M en 2 componentes conexas, una de las cuales es un 3-disco. Como M "\ OM' es conexa,
entonces esta contenida en alguna de las componentes de M \ dM’. Tenemos que M’ ¢ D;
pues, en caso contrario, i, : m (M’) — m1 (M) se factorizarfa por 7 (D;) = 1 y no serfa, por
ende, un isomorfismo. Sea N = M'US1U---US,. Esta subvariedad de M es compacta
por ser unién finita de subvariedades compactas. Veamos que ON = (. Sea p € N. Si
p & S; para todo i € {1,...,n}, entonces p ¢ IN. Sea P € S; para algtin i. Como S; C 9D;,
existe una carta (U, p) de M alrededor de p tal que ¢(U) = C es un cubo centrado en 0
y o(p) = 0 tal que p(UU N D;) = {x € C : x3 > 0}. Simultdneamente, S; C OM’, por lo
cual existe una carta (V,v) de M alrededor de p tal que ¥(V) es un cubo C’ centrado
en cero, Y(p) =0y py(VNM')={x e C' 23>0} Sea W=UNV ysea C" C (W)
un cubo abierto centrado en el origen. Consideremos v o o~ 1|cv : C” — h(W). Es claro
que 1 o ¢~ 1|on(z) tiene su tercera coordenada nula si y sélo si x3 = 0. Por continuidad,
si llamamos C7 a {z € C" : 23 > 0} y C§ a {x € C" : x5 < 0}, tenemos que ) o p~|C”
tiene signo constante en Cf y en CY. Si z € CY, entonces p~!(x) € C; \ S y, por lo tanto
¢~ '(xz) ¢ M. Esto implica que 1o o™ !|cw(2) < 0. Dado que ¢ oo™ qp) 1 @(W) = (W)
es un homeomorfismo, tenemos que 1 o ¢ ~1(C") es abierto alrededor del cero, por lo
cual posee elementos con tercer coordenada positiva. Por lo tanto, existe z € C” tal que
o tC"(x)3 > 0, lo cual implica que v o o~ HC"(CY) C {x € R? : 23 > 0}, lo cual
implica que ¢~1(C%) € M". Por lo tanto, »~(C”) C M’ U D; C N. Tenemos entonces
una carta (o~ (C"), ¢|,-1(cn) de N alrededor de p, tal que su imagen C” es un abierto
de R? y, por lo tanto, p ¢ ON. Razonando como en 4.2.3, tenemos que N = M , lo cual es
absurdo, pues OM # (). Por lo tanto, 9M’ no estd compuesto exclusivamente por esferas.

Por 4.1.6, s6lo nos resta ver que Hi(M') # 0. Supongamos que H'(M') = 0. Entonces
H{(M') no posee parte libre. Observemos este tramo de la sucesién exacta larga de grupos
de cohomologia:

s HY(M') —E= HY(OM') —° H2(M',0M") — - - -

Como HY(M') =0y H?*(M',0M") = Hy(M) no posee parte libre, deducimos que M’
estd compuesta exclusivamente por 2-esferas, llengando asi a una contradiccién. Por lo
tanto, H*(M') # 0.

O
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