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Capitulo 1

Introduccion

Todo hombre, por naturaleza,
desea saber.

Aristoételes.

Desde el origen de la especie, el conocimiento jugd un rol importante en el desarrollo
de las civilizaciones. Es por este caracter ancestral e inherente a la existencia del hombre,
que delimitar qué es el conocimiento con una definicién que lo caracterice apropiadamente
se convierte en una tarea ardua. Esta es la pregunta fundacional de la epistemologia.

Las primeras consideraciones y problemas acerca de este topico se remontan a los ori-
genes de la filosofia. Se considera como pionero en el debate epistémologico a Platén, quien
aborda la tematica en sus textos Teeteto, Menén y La Republica. Fue Platéon quien definio
por primera vez el conocimiento como creencia verdadera y justificada. Esta definicion fue
el punto de partida para filosofos y epistemodlogos a lo largo de la historia e incluso hoy
sigue siendo motivacion de distintos estudios y textos filosoficos.

En esta tesis estudiaremos la logica epistémica: una herramienta que nacié para forma-
lizar el concepto de conocimiento y poder razonar acerca él, ofreciendo una aproximacion
logica al problema central de la epistemologia. Si bien vamos a tratar el enfoque moderno
de la logica epistémica, cabe destacar que tiene sus origenes en la Antigua Grecia, cuando
Aristoteles comienza a observar que frases como “Yo sé que...” tienen propiedades siste-
maticas que las hacen sometibles a un estudio formal. Posteriormente, en la Edad Media,
Buridan, Duns Scotus y Ockham extendieron las ideas aristotélicas de una manera muy
similar al enfoque logico actual.

La logica epistémica formalizada como la conocemos hoy surgié como un caso particular
de la logica modal a mediados del siglo XX y continu6 su evoluciéon como un area de estudio
en si misma. Por otro lado, desde los textos platonicos, la filosofia ha intentado determinar
puntos en comin y diferencias entre las creencias y los conocimientos. Por este motivo, las
mismas motivaciones filoséficas que inspiraron la creacion de la logica epistémica también
dieron lugar a la logica doxastica, la cual sirve para razonar acerca de las creencias.

Si bien las logicas epistémicas y doxasticas surgieron por motivos meramente filosoficos,
a partir de la década del 80 (cuando investigadores de Inteligencia Artificial comenzaron a
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4 CAPITULO 1. INTRODUCCION

interesarse en formalismos y logicas como recursos para su area) fueron resignificadas como
mecanismos especialmente tutiles para las Ciencias de la Computacién. Ademés, dado que
las logicas epistémicas y doxasticas son ttiles para describir contextos de informacion,
también han ganado terreno en disciplinas como Teoria de Juegos y Economia, entre otras.

Cada una de estas areas tiene sus propias necesidades de manejo de informacion, y en
consecuencia surgen distintas nociones de conocimiento que tienen diferentes enfoques y
matices. En el Capitulo 3 vamos a estudiar algunas de estas nociones que contribuyeron al
crecimiento de las logicas epistémicas y doxasticas, a través de varias l6gicas con operadores
que formalizan distintos tipos de conocimiento y creencia.

Pero estudiar los conocimientos y las creencias de manera estatica, es poco realista: la
informacion puede cambiar, especialmente en contextos en los que varios sujetos o compu-
tadoras, interacttian intercambiando informaciéon. Por ejemplo: un partido de Clue, un
partido de chinchén, etcétera. En general hay especial interés en desarrollar teorias acerca
de como y por qué cambian los conocimientos. Este es probablemente el aspecto mas rico
de las logicas epistémicas y doxasticas, dando lugar a la logica epistémica dinamica y a la
teoria de revision, que seran estudiadas en los Capitulos 4 y 5 respectivamente. Estas areas
son de particular interés para la Teoria de Juegos por su capacidad para modelar tanto
juegos de informaciéon perfecta como de informacion imperfecta.

Por ejemplo, un juego clésico que puede ser estudiado con logicas epistémicas dinamicas
es de los ninos embarrados: un padre que tiene k hijos, algunos de ellos tienen barro en la
frente. Ninguno sabe si estd embarrado o no porque no pueden ver sus propias frentes, sin
embargo todos pueden ver las frentes ajenas. El padre dice en voz alta que al menos uno
de ellos tiene la frente embarrada. Y luego ordena: “El que en este momento sepa que tiene
su frente embarrada que de un paso al frente ya mismo. El resto que permanezca en su
lugar”. Mientras nadie de un paso al frente, el padre seguira repitiendo el anuncio. ;Cémo
hacen los ninos para saber si estan embarrados o no?

En esta tesis nos centraremos mayormente en los cambios de informacion debido a
comunicacion. La principal caracteristica de la comunicacion es que no produce efectos en
la realidad, sino que afecta tnicamente a la cantidad de informaciéon que se tiene sobre ella.
Es decir, no cambian los hechos sino lo que se sabe o lo que se cree sobre ellos.

Analizar los cambios en el conocimiento producidos por comunicaciones no se limita a
recibir informacién e incorporarla. En muchos contextos comunicativos, existen resultados
poco intuitivos, como lo es el caso en el que aprender una cierta informacion la convierte
en falsa. Por ejemplo: Una mujer le informa a un hombre “estas borracho y creés que no lo
estas”. Luego de recibir la informacion transmitida, ;puede el hombre seguir creyendo que
no esta borracho? Lo esperable seria que no, sin embargo el mensaje afirma que si lo cree.
Por lo tanto al recibir el mensaje, este tltimo se convierte en falso por el mero hecho de
ser recibido.

Pero ademas de la veracidad de la informacion, en los contextos comunicativos también
son de importancia otros factores. Uno de los mas influyentes es la actitud del receptor
hacia el emisor. Es esperable que el receptor no incorpore la informacién de un mensaje
del mismo modo si proviene de una fuente infalible (por ejemplo: sus propios ojos) que



si proviene de una fuente que no solo es falible, sino que ademas es desconfiable (por
ejemplo: la revista Barcelona). Por estos motivos es necesario formalizar distintos grados
de confianza entre los participantes de una comunicacién.

Pero si un participante de una comunicaciéon sabe cuanto confian en él los otros, pue-
de utilizar esta informacion para que los mensajes que transmita produzcan los efectos
deseados. Un emisor puede querer confundir a un receptor, comunicando un mensaje que
sabe que es falso, sabiendo que el efecto en el receptor serd que creer fielmente lo que dijo.
Por ejemplo: un par de hermanos quieren utilizar un mismo juguete al mismo tiempo y
el mayor le miente al menor diciendo “te llama papa”, para quedarse con el juguete. Esto
representaria un ejemplo de una comunicaciéon deshonesta: una comunicaciéon en la que el
emisor sabe que el receptor va a creer la informacioén del mensaje, mientras que el emisor
no.

Por otro lado, también cabe la posibilidad de que un emisor conociendo cuéles son los
efectos que producen sus mensajes en un receptor sepa mas facilmente qué decirle para
convencerlo de pensar sobre un asunto ¢ lo mismo que él. Puede saber que anunciando 1,
que no necesariamente es igual a ¢, logrard que el receptor tome la misma postura que él
y usar esto a su favor.

Un ejemplo cotidiano es la “psicologia inversa”™ una madre considera que una buena
opcion para colegio secundario de su hijo adolescente (que siempre le lleva la contra) es
un colegio técnico. Entonces decide decirle “Los colegios técnicos no son una buena opcion
para vos”. Esto es lo que llamaremos un anuncio persuasivo: la madre logra que el hijo
piense como ella, a pesar de que para lograrlo tuvo que anunciarle otra cosa. Esto no
es un anuncio deshonesto: ya que el hijo comenzara a creer que los colegios técnicos son
una buena opcion para él, y la madre también lo cree. Sin embargo, la madre no cree en el
mensaje que transmite. Cuando esto sucede se considera que la comunicacién no es sincera.

En el Capitulo 5 veremos formalizaciones de la confianza, sinceridad, honestidad y per-
suasion, conceptos cotidianos relacionados con las actitudes hacia la informacién recibida,
emitida, su emisor o su receptor. Finalmente vamos a estudiar de qué manera se pueden
fusionar creencias de un grupo de modo que finalmente todos los participantes compartan
creencias, a través de mensajes honestos, sinceros y persuasivos. Vamos a estudiarlo tanto
de un modo estatico, como de un modo dindmico. La motivaciéon para estudiar estas fu-
siones proviene de Social Choice Theory, donde también se encuentran aplicaciones de la
logicas epistémicas y doxésticas.

Por la cantidad y heterogeneidad de aplicaciones, la légica epistémica se encuentra
en una etapa de desarrollo fuerte. Trabajos recientes incluyen herramientas topologicas
y probabilisticas para los modelos epistémicos y doxasticos, enriqueciendo el contenido
matematico detrds del conceptual. El objetivo de esta tesis es presentar un panorama
general de la logicas epistémicas y doxasticas, asi que por motivos cohesivos se incluyeron
unicamente los principales enfoques, pero alentamos al lector interesado a explorar por su
cuenta estas herramientas ttiles aplicables a multiples contextos. Sin mas, nos adentramos
en el Capitulo 2 donde se describiran las herramientas necesarias para la comprension del
resto de la tesis.
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Capitulo 2

Preliminares y Logica Modal

All men are mortal. Socrates was
mortal. Therefore, all men are
Socrates.

Woody Allen.

En este capitulo se van a mencionar conceptos béasicos de logica modal a modo intro-
ductorio, siguiendo los libros [12] y [13]. Algunos de ellos seran usados posteriormente y
otros se mencionan para dar un panorama general de estas logicas que tienen como caso
particular a la logica epistémica.

La logica modal es una variacion de la logica proposicional clasica que incorpora ope-
radores los cuales también son llamados modalidades. El nombre proviene de que histo-
ricamente se usaron estos nuevos operadores para expresar modalidades lingiiisticas. For-
malmente estas son un tipo de fuerzas ilocucionarias donde el emisor expresa un grado de
compromiso con respecto a la credibilidad, obligatoriedad, deseabilidad o realidad de la
proposiciéon que transmite en el lenguaje, y generalmente son senaladas por verbos moda-
les: tener, deber, querer, poder, etcétera. Si bien comprender cabalmente estos conceptos
lingiiisticos no es necesario para la lectura de esta tesis, referimos al lector interesado al
libro [21] donde puede profundizar un poco esta nocién ain sin conocimientos previos de
lingiiistica.

La logica modal fue estudiada desde la Antigua Grecia, en particular por Aristoteles en
De Interpretatione donde por primera vez se razon6 acerca de la relacion entre necesariedad
y posibilidad. Desde ese entonces muchos filosofos abordaron el tema en mayor o menor
profundidad, entre ellos Diodorus, Boecio, Kant, Leibnitz, Lewis, Godel, entre otros. De
acuerdo con [15], quienes méas han contribuido en la concepcion actual de la 16gica modal
fueron MacColl, quien incorpord el anélisis simbolico, Carnap, que desarrollé una semantica,
basada en el concepto de Leibnitz de posibibilidad, y Kripke, creador de la seméantica de
mundos relativos que actualmente se usa.

A continuacion se encuentra una breve resena de la l6gica modal proposicional que seréa
el puntapié inicial para el estudio de la logica epistémica.

7



8 CAPITULO 2. PRELIMINARES Y LOGICA MODAL

2.1. Lenguajes modales

El lenguaje que usa la logica modal no es otro que el lenguaje proposicional munido de
nuevos operadores que seran llamados operadores modales o modalidades. Estos lenguajes,
van a ser herramientas ttiles para describir y razonar acerca de conjuntos en los que hay
definidas una o més relaciones, cuya informacion sera accedida a través de los operadores
modales.

Definicién 2.1.1. El lenguaje modal bdsico se define usando un conjunto de variables
proposicionales @, los operadores logicos de la logica proposicional y un operador modal
unario <. Las formulas bien formadas de este lenguaje son

pu=plL-p|¥Ve]|Op
donde p es alguna variable proposicional (i.e.: p € ®).

Esto significa que una férmula bien formada es o bien una variable proposicional, o la
constante proposicional false, o una féormula bien formada negada, o una disyunciéon de
formulas bien formadas, o una férmula bien formada precedida por un diamante.

Llamaremos cuantificador modal existencial al operador <.

Asi como en la légica de primer orden los cuantificadores universal y existencial son
duales el uno del otro, en la logica modal basica tenemos el operador O que queda definido
por Oy := ==y al que llamaremos cuantificador universal modal.'. Ademas definimos
también T := —1.

Hay muchas lecturas posibles de los operadores modales. Una de las mas tradicionales
es interpretar <G como “es posible que valga ¢”. Bajo esta interpretacion Oy significa
“no es posible que no ¢”, es decir, “necesariamente vale ¢”. Con este lenguaje entonces
podriamos formular proposiciones como Op — < (cualquier cosa que necesariamente
vale, entonces es posible que valga), o ¢ — O (si algo es verdadero entonces es posible),
que intuitivamente parecen verdaderos para cualquier instanciaciéon posible. Pero al tratarse
simplemente de un lenguaje, sin seméntica ni axiomas y reglas de deduccion, estas férmulas
en si no tienen valor de verdad o validez. Si consideramos que esos son principios correctos
para razonar acerca de la posibilidad y la necesariedad, entonces al momento de axiomatizar
la légica o de dar una semantica al lenguaje debemos tomar alguna precauciéon para que
los simbolos y sus interpretaciones cumplan las propiedades que intuitivamente parecen
validas.

La generalizacion del lenguaje modal bésico es de la manera mas esperable: admitiendo
multiples operadores modales, y permitiéndoles tener distintas aridades.

Definiciéon 2.1.2. Un tipo de similaridad modal es un par 7 = (O, p), donde O es un
conjunto finito no vacio y p una funcion O — N. Los elementos de O seran llamados

!La eleccion de definir el lenguaje con ¢ como operador primitivo y definir O como una abreviacién
o al revés depende del contexto. Los modelos epistémicos suelen definirse con operador primitivo de tipo
O, pero por motivos didacticos se eligié introducir el lenguaje con cuantificador existencial modal como
operador primitivo.
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operadores modales y usaremos <g, <p,... para denotar los elementos de O. La funcion p
asigna a cada operador ¢ € O una aridad finita (es decir, define el nimero de argumentos
que precisa <).

Asumimos que la aridad de los operadores es sabida y no distinguimos entre 7y O.

Definicién 2.1.3. Un lenguaje modal se construye a partir de un tipo de similaridad modal
7 y un conjunto de variables @ donde las féormulas bien formadas estdn dadas por:

pu=p| L]0 YVe|O(pn. .. 0p0))
dondepe &y &€ O.

Definicién 2.1.4. Para cada operador & € O definimos O el operador dual de <& como
D(@h ) gDn) = _'<>(_'()017 R _'()0n>

Ejemplo 2.1.5. El lenguaje temporal bdsico se construye a partir del conjunto de opera-
dores unarios O = {Op, Op} aunque usualmente se nota F' en lugar de Op y P en lugar
de ¢p. La interpretacion intuitiva de la formula F'y es “¢ sera verdad en algiin momento
futuro”, y de la formula Py es “¢ fue verdad en algin momento pasado”. Los duales de
F'y P suelen ser notados Gy H respectivamente, y sus interpretaciones intuitivas son “¢
serd verdad en todo momendo futuro” y “¢ fue verdad en todo momendo pasado”. Este
lenguaje esta disenado para expresar distintas afirmaciones acerca del tiempo, por ejemplo,
Py — GPyp (“si algo paso, siempre va a haber pasado”) o Fp — FFp (“si algo pasara, en
el algin momento futuro va a ser cierto que pasard”).

2.2. Frames y modelos

Y A4

En la seccion anterior se mencionaron los términos “interpretar”, “verdadero”, y otros
que no fueron definidos. Empezaremos a echar un poco de luz mediante algunas definiciones
y de este modo comenzaremos a formalizar y ponerle contenido matematico a nuestro tema
de estudio.

Definiciéon 2.2.1. Un frame para el lenguaje modal bésico es un par § = (W, R) tal que
1. W es no vacio
2. R es una relacion binaria en W

Nos referiremos a los elementos de W de distintos modos, usualmente estados, puntos
o mundos, y llamaremos a W el dominio de § que notaremos Dom(F).

Si en un frame § queremos distinguir un punto w, definimos un frame punteado que
consiste en un par (§,w).

Por lo tanto, un frame es un objeto que describe como se relacionan los distintos mundos
de W, lo cual es completamente estructural, es decir, semantico. Pero aiin no tenemos la
informacién contingente, esta informacién viene de la mano de los modelos.
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Definicién 2.2.2. Un modelo de Kripke (o simplemente modelo) para el lenguaje modal
bésico es un par M = (F,1i) donde F es un frame para el lenguaje modal basico e i
es una funcion que asigna a cada variable proposicional p € @ un conjunto i(p) C W.
Informalmente pensamos en i(p) como el conjunto de puntos en los que p es verdadero.

Llamaremos dominio al dominio de § y lo notaremos como Dom(9), y en algunas
ocasiones notaremos w € M en vez de w € Dom(M). También nos referimos a la funcion
i como interpretacion o valuacion y a § como el frame subyacente de M.

Si el frame es punteado obtenemos un modelo punteado que notaremos (91, w).

Ejemplo 2.2.3. A continuacién vemos un ejemplo de un modelo de Kripke para un len-
guaje modal bésico con dos variables proposicionales p y ¢. En el diagrama los nodos
representan los estados del modelo, su contenido indica si valen las variables proposiciona-
les en el estado, y las flechas representan la relacion del modelo. El modelo es punteado, y
el estado pintado de turquesa representa el estado distinguido.

Figura 2.1: Ejemplo de modelo de Kripke para un lenguaje modal béasico.

Ahora estamos en condiciones de dar una definicion de verdad de una féormula en un
punto de un modelo.

Definicién 2.2.4. Sea w un estado de un modelo 9t = (W, R, i) definimos inductivamente
la nocion de que una formula sea satisfecha (o verdadera) en w para el modelo 9 del
siguiente modo:

w oy p sii w € i(p) donde p € @

w oy L nunca

w lFgp — sii no w lkgy

w kg o VU sii w gy ¢ 0 w gy ¥
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n w gy Oy sii para algin v € W con wRv vale v lFgn

Se sigue de la definicion anterior que 91, w I- Oy si y sélo si para todo v € W tal que
wRv se tiene que M, v IF .

Nota. Notaremos P(X) al conjunto de partes de X.

Definicién 2.2.5. Dado un modelo 9t = (§, i), definimos la extension de la interpretacion
i como i: Form — P(W) como i(p) :={w e W : wlkgy ¢}.

Observacion 2.2.6. Vale que i(p) = i(p), es decir, la extension de una interpretacion es
efectivamente una extension. Se suele nombrar indistintamente como i a una interpretacion
y a su extension.

Si X es un conjunto de formulas, decimos que X' es verdadero en un estado w de un
modelo N si todos los elementos de Y son verdaderos en w. En tal caso notamos 9, w |- 3.

Esta definicion es local (se evalia en cada estado) e interna (se evalia dentro de un
modelo). Pero también hay otras nociones de verdad o satisfaccion:

Definiciéon 2.2.7. Una formula ¢ es globalmente o universalmente verdadera en un modelo
I si es verdadera en todos los puntos del modelo. En tal caso notamos indistintamente
lFon 0 0 M IF .

Definicién 2.2.8. Una formula ¢ es satisfacible en un modelo 9N si es verdadera en algtin
punto del modelo, y es refutable en un modelo si es falsa en algiin punto del modelo. Un
conjunto X de formulas es universalmente verdadera (respectivamente, satisfacible) en un
modelo MM si w IFgy X para todos los estados (respectivamente, algin estado) w de 9.

Recordando la lectura de < como “posiblemente vale ¢” y de Oy como “necesariamente
vale ¢”, esta definicion de satisfaccion es esencialmente un intento de capturar matemati-
camente la vision (atribuida a Leibniz) de que “necesidad” significa “verdadero en todos los
mundos” y “posible” significa verdadero en algtin mundo. De alli viene la palabra “mundo”
para denominar los estados del modelo.

Es esperable una generalizacion de frames, modelos y verdad para lenguajes modales
de tipo de similaridad arbitrario:

Definicién 2.2.9. Sea 7 un tipo de similaridad modal. Un 7-frame es una tupla § que
tiene

1. Un conjunto W no vacio
2. Para cada operador modal < de aridad p(<) = n, una R una relacion n-aria en W

Notaremos § = (W, Ro)oer 0, en caso de que 7 tenga finitos operadores modales: § =
(W,Ro,,...,Ro,).
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Construimos un modelo a partir de un frame, exactamente del mismo modo que para
el lenguaje modal basico, muniéndolo de una interpretacion.

La nocion de verdad en un estado w de un modelo 9 = (W, i, Ro)oe, se define induc-
tivamente con las mismas reglas que en el lenguaje modal bésico para los casos atémicos
y booleanos, junto con esta regla:

w w gy O(P,. .., 0p) sil para algan vq,...,v, € W con Re(w,vq,...,v,) vale para
cada 1 v; lFon @

Escribiremos w I ¢ en lugar de w IFop ¢ cuando 9N quede claro del contexto.

Nota. Por motivos formales se define primero el lenguaje y en base a ellos los modelos de
Kripke, pero en realidad el modelo es previo a la construccion del lenguaje, en el sentido
de que el lenguaje esta al servicio de lo que se quiere modelar con el modelo de Kripke, y
no al revés.

Por este motivo, muchas veces se construye un frame o un modelo de Kripke con
las relaciones sin referenciar a un operador modal, sino al revés: se construye un modelo
M= (W, Ry,...,R,, 1), y luego se nombra a los operadores universales asociados a cada
una de ellas [R;] y a los existenciales (R;). Usaremos esta notacion en Capitulos posteriores.

2.3. Validez

En la seccion anterior hablamos de modelos, que consisten en un frame e informacion
contigente: la interpretacion. A menudo queremos ignorar los efectos de la interpretacion,
y tener una nocién de qué formulas son validas independientemente de los valores de
verdad otorgados a las variables proposicionales. El concepto de validez nos permite captar
verdades a nivel frame. Una féormula es valida en un frame si es verdad en todo punto de
todo modelo que puede construirse a partir del frame. Este concepto interpreta formulas
modales sobre frames por abstracciéon de los efectos de valuaciones en particular.

Definicién 2.3.1. Una foérmula ¢ es vilida en un estado w de un frame § si ¢ es verdadero
en w para todo modelo basado en §, y lo notaremos w Iz .

Si @ es valida en todo estado de § decimos que ¢ es valida en § y notaremos Iz ¢ o
S IF .

Si F es una clase de frames, decimos que ¢ es vélida en F si lo es en cada § en F.

Observacion 2.3.2. Se puede ver facilmente que si tomamos F es la clase de todos los frames
FlF Oy« -O-p y FIF Op < ~Ongp, por este motivo es que a ambas modalidades se las
llama duales.

Uno podria preguntarse si nuestras nociones de verdad y validez son equivalentes, y
la respuesta es no. Un ejemplo simple e introductorio es el siguiente: cuando ¢ V 9 es
verdadera en un punto w, esto significa que ¢ es verdadera en w o ¥ lo es en w. Por otro
lado, si ¢ V 9 es valido en un frame § no significa que ¢ o 1 sean validos en § (p V —p es
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un contraejemplo simple, en el que se ve que no vale ¢ ni ¢). Sin embargo Iz implica Iy,
para todo 9t con frame subyacente §.

Antes de continuar, recordemos los siguientes tipos de relaciones:
= Reflexiva: vRv para todo v del dominio

= Simétrica: si vRw entonces wRv

» Transitiva: si vRw y wRu entonces v Ru

= Serial: para todo v existe w tal que vRw

» FEuclideana: si zRy y Rz entonces yRz

= de equivalencia: si es reflexiva, transitiva y simétrica o, equivalentemente, si es
reflexiva, transitiva y euclideana

Ejemplo 2.3.3. (i) La formula &(p Vv g) — (Op Vv ©Oq) es valida en todos los frames. Para
verlo, tomemos un frame § y sea i una interpretacion sobre §. Tenemos que mostrar que si
(§,1),w IF O(p V) entonces (F,1), w I OpV <Gg. Asumamos que (§, 1), w IF O(p V). Por
definicion hay un estado v tal que wRv cumpliendo (§, 1), v IF pV ¢. Pero si vale v I- pV g,
vale v IFp o v I q. Por lo tanto w IF Op o w IF &g, entonces w I Op VvV Oq.

(i) La formula OOp — <p no es vélida en todos los frames. Para ver esto necesitamos
hallar un frame §, un estado w en § y una interpretacion en § que haga falsa la férmula
en w. Por ejemplo: sea § un frame con un universo W = {0,1,2} y una relaciéon R =
{(0,1),(1,2)}. Tomamos una interpretacion tal que i(p) = {2}, entonces (§,1i),0 I OOp,
pero (§,1),0 IF Op ya que 0 no esta relacionado con 2.

(iii) Pero hay una clase de frames en la cual GOp — Op es vélida: la clase de frames
transitivos (con relacion transitiva). En efecto, sea § un frame transitivo, w un estado en
§ e i una interpretacion para §, asumamos que vale (§,1),w |- OGOp. Tenemos que ver
que (§F,1),w IF Op. Como vale (§,1), w IF OOp, por definicion se tiene que hay un estado
v tal que wRv y (§,1),v IF Op, y esto a su vez significa que hay un estado u tal que vRu
y (§,1),u IF p. Pero como R es transitiva y valen wRv y vRu entonces vale que wRu con
u tal que (§, 1), u Ik p, es decir, vale (§,1), w IF Op. La otra implicacion se sigue de aplicar
definiciones.

Proposicion 2.3.4. Sea § = (W, R) un frame, vale:
1. R es reflexiva sii -5 Op — ¢
2. R es euclideana sii IFz =Op — O-0¢p

3. R es serial su |-z =01
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4. R es transitiva sii Iz Op — OOp

Demostracion. Las implicaciones hacia la derecha son aplicar definiciones, vamos a demos-
trar las implicaciones hacia la izquierda.

1) Supongamos que R no es reflexiva, entonces existe w € W tal que no vale wRw. Sea
p € &, definimos un modelo M = (F, 1), con i(p) = {w}® = W \ {w}. Es facil ver que
w oy Op pero w lkgy —p.

2) Supongamos que R 1o es euclideana, entonces existen w,v,u € W tales que wRv y
wRu, pero no vale vRu. Sea p € @, definimos un modelo M = (§F, i) con i(p) = {u}°. Se
puede ver que w lkgy —=Op pero w oy =O—0Op.

3) Supongamos que no, entonces existe w € W tal que no esta relacionado con nadie,
por lo tanto Iz OL.

4) Demostrado en el Ejemplo 2.3.3 iii). O

2.4. Consecuencias modales

Si bien la idea de validez en frames permite comenzar a razonar acerca de féormulas
modales, no hemos dicho nada acerca de qué significa consecuencia ldgica para logicas
modales.

La consecuencia logica es la relacion que hay entre las premisas y la conclusion que uno
puede desprender de ellas via razonamientos l6gicos. Definir el concepto de consecuencia
logica involucra preguntarse qué significa que una conclusion sea consecuencia de sus pre-
misas. En [11] se encuentran 3 propiedades mencionadas por Tarski a tener en cuenta para
una caracterizacion correcta de la consecuencia logica:

1. La relacion de consecuencia logica reside en la forma logica de las formulas involu-
cradas

2. La relacion es a priori, i.e., puede ser determinada si vale o no independientemente
de evidencia empirica

3. Tiene un componente modal, en el sentido de que si valen las premisas necesariamente
vale la conclusion.

Es decir, al no tener una nocién de consecuencia no sabemos atn que significa que un
conjunto de féormulas modales Y implique una féormula modal .

Vamos a introducir dos familias de consecuencias: una local y una global, ambas defi-
nidas seménticamente en términos de clases de estructuras. Comenzamos con unas defini-
ciones previas.

Definicién 2.4.1. Llamamos clase de estructuras a una clase de modelos o de frames.
Si S es una clase de modelos, llamamos modelo de S es un elemento 9t de S. Si S es una
clase de frames, llamamos modelo de S es un modelo con frame subyacente en S.
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Para definir una nocion razonable de consecuencia logica hay dos items a tener en cuen-
ta. Primero, parece correcto mantener la idea familiar de que una consecuencia semantica
sucede cuando la verdad de las premisas garantizan la verdad de la conclusion. Segundo,
las inferencias que podemos adoptar van a depender de la clase de estructuras en la que
estemos trabajando. Por ejemplo: las inferencias que van a ser legitimas en un frame tran-
sitivo seran diferentes a las de un frame que no lo es. Por lo tanto nuestra definicion de
consecuencia serd ser paramétrica: debe hacer referencia a una clase de estructuras S.

Definicién 2.4.2. Sea 7 un tipo de similaridad y sea S una clase de estructuras. Se dice
que S es de tipo T si S es una clase de frames de tipo 7 o clase de modelos sobre frames de
tipo .

Definicién 2.4.3. Sea S una clase de estructuras de tipo 7, 2 un conjunto de férmulas y
 una féormula de un lenguaje de tipo 7. Decimos que ¢ es consecuencia semdntica local de
X sobre S (notacion: X' g ) si para todos los modelos 2 de Sy todos los puntos w de
I vale que si M, w IF X entonces M, w IF .

Es local en el sentido que miramos que se cumpla algo a nivel estado (o punto) del
modelo.

Ejemplo 2.4.4. Supongamos que estamos trabajando con Tran, la clase de frames tran-
sitivos. Entonces, por lo visto en el Ejemplo 2.3.3:

{<><>p} II_Tran <>p

sin embargo, Op no es consecuencia seméntica local de {OOp} en la clase de todos los
modelos.

La variante global es la esperable:

Definicién 2.4.5. Sean 7, S, X'y ¢ como en la Definicion 2.4.3. Decimos que ¢ es una
consecuencia semdntica global de X sobre S (notacion: X I ¢) si y sélo si para todas las
estructuras G en S vale que si & |- X' entonces G I .

Ejemplo 2.4.6. Las consecuencias semanticas locales y globales son conceptualmente di-
ferentes. Para fijar ideas: consideremos las formulas p y Op. Es facil ver que p no implica
localmente Op (de hecho, que esto no valga hace a la esencia de la nocion de localidad). Por
otro lado, supongamos que tenemos un modelo 2 en el que p es globalmente verdadero
(es decir: i(p) = W). En particular p vale en todos los sucesores de todos los estados, asi
que vale O |- Op, y por lo tanto vale p [F9 Op.

Sin embargo, hay una conexién entre estos dos tipos de consecuencias.

Proposicion 2.4.7. Sea X un conjunto de formulas del lenguaje modal bdsico, y sea F la
clase de todos los frames. Vale que X -5 ¢ sii {0"%: 0 € X, n € N} Ikg ¢, donde O™y es

n veces

una abreviacion para "0 .. .0 .
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2.5. Equivalencias, bisimulaciones y filtraciones

Definicion 2.5.1. Sean w y w’ mundos de dos modelos 9 y 9 para un mismo lenguaje
modal. Se dice que w y w’ son equivalentes si para toda ¢ vale que w gy o sii W’ Ibgn @.
En tal caso notamos 2, w = MM, w'.

Definicién 2.5.2. Sean dos modelos de Kripke 9t = (W, R, 1) y M’ = (W', R’, i’) basados
en el lenguaje modal basico. Una bisimulacion entre 9 y M’ es una relacion Z C W x W’
que cumple:

» (forth) Para todo w,v € Wy w' € W’ si wZw' y wRv entonces existe un v’ € W’
tal que vZv" y w'R'v

» (back) Para todo w € Wy w',v € W' si wZw' y w'R'v" entonces existe un v € W
tal que vZv" y wRv

» (prop) Para todo w € W, w' € W’ si wZw' entonces para toda p € @ w Ik p sii
w’ H_gm/ D

Si, ademés, Z cumple que su dominio es W y su imagen es W’ se llama bisimulacion
zigzag.
Si existe una bisimulacion entre 9T y 9V, se dice que son bisimilares.

La idea detras del concepto de bisimulacion es la de identificar modelos que son iguales,
en lo que al alcance de la 16gica modal se refiere. Si via logica modal no podemos distinguir-
los, entonces el concepto de bisimulacion tiene una definicion adecuada. A este proposito
viene el siguiente teorema:

Teorema 2.5.3. Sean M = (W, R, i) y M = (W' R’ /i") bisimilares (con bisimulacion
Z ). Entonces para todos w € W y w' € W' si wZw' vale M, w = M w'.

Demostracion. Queremos ver que si wZw', y w lFoy @ sii w’ Ikgp 0, v esto sale por induccion
en p:sip € P, = Aps 0o p=-pse desprende de aplicar definiciones.

Supongamos que ¢ = Oy w gy O1p queremos ver que w' |kgp 0. Tenemos que
existe un v tal que wRv cumpliendo w IFgy 7, y por la propiedad forth tenemos que existe
un v’ tal que vZv" y w'R'v'. Por hipotesis inductiva, y recordando que vale v IFgy 1), tenemos
que v’ lFgy ). Por lo tanto, w’ kg .

La otra implicacion es anéloga pero utilizando la propiedad back. O

Con bisimulacion podemos comparar si dos modelos son iguales. Ahora estamos in-
teresados en alguna herramienta que nos permita obtener modelos a partir de otros, que
preserven parte de la estructura subyacente.

Definicién 2.5.4. Sea 9 = (W, R, i) un modelo de Kripke y ® un conjunto finito de
formulas cerrado por subformulas. Definimos la relacion =4 tal que w =¢ v si para toda
¥ € O vale: w Ik 1 sii v IF 1. Esta relacion resulta de equivalencia y dado un w € W
notaremos [w|s a la clase de equivalencia de w, o simplemente [w] cuando ® quede clara
en el contexto.
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Definicién 2.5.5. Sea M = (W, R, i) un modelo de Kripke y ® un conjunto finito de
formulas cerrado por subférmulas. Llamamos filtracion de 9N a través de & a un modelo
M, = (Wy, RF i) donde Wy = {[w] : w € W}, i;(p) = i(p), donde la relacion R’

cumple:

= Min(R//R): para todo [w], [v] € W} si existen w', v’ € W tales que w'Rv’, [w] = [w/]
y [v] = [v], entonces [w]R/[v]

= Max(R/): para todo [w], [v] € W} si [w]R/[v] entonces para toda Oy € ® si vale
w IFgy O entonces vale v IFgy 9

También llamaremos filtracion de R a través de ® a la relacién R/ resultante.

Para modelos multimodales una filtracion, es un modelo M, = (Wy, R, ... R} ij)

Y n’

donde cada sz es una filtracion de R;.

Observacion 2.5.6. Las filtraciones son modelos finitos, ya que sus estados son las clases
de equivalencia de =¢ y no puede haber més que las maneras de asignar valores de verdad
a las finitas variables proposicionales presentes en las finitas formulas de .

De este modo tenemos una herramienta para generar modelos finitos a partir de modelos
arbitrarios, cuyas restricciones establecen que se preserven los valores de verdad de las
formulas de @, tal como queda demostrado en este teorema:

Teorema 2.5.7. Sea M = (W, Ry, ..., R,, 1) y My una filtracion de MM a través de .
Entonces para toda ¢ € ® yw € W vale w Ikon ¢ sii [w] Ik, 1.

Demostracion. Lo veremos por induccion en la estructura de . Para p € @ y los conectivos
logicos se desprenden de la definicion de iy, veamos directamente el caso ¢ = Oa y
asumamos que el teorema ya fue demostrado para .

Supongamos primero que w lFgy Do y sea [v] tal que [w]Ry[v]. Queremos ver que
[v] IFan, . Por Max(R/), tenemos que si w Ikoy Do y [w]R/[v] entonces v Ikoy a. Por
hipétesis inductiva: [v] lFon, a.

Veamos la vuelta. Supongamos que [w] IFoy, Oav, entonces para todo [v] tal que [w]Rf [v]
vale [v] IFg, «. Sea u tal que wRu, por Min(R//R) tenemos que [w]R/[u] entonces
[u] Ik, . Por hipotesis inductiva: u I-gn ov. O

2.6. Sistemas de axiomas

Hasta ahora se ha hablado de los aspectos semanticos, pero la légica tiene otro compo-
nente importante que es la sintaxis. La primera pregunta que surge es si dada una clase de
frames F existe algin mecanismo sintactico capaz de generar las formulas validas en F. El
objetivo de esta seccion es responder esa pregunta, y para ello vamos a definir un sistema
de axiomas K, que veremos que es el sistema adecuado para razonar acerca de frames. De
este sistema derivan otros mas fuertes que se veran posteriormente.
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Definiciéon 2.6.1. Llamamos sistema de axiomas S a un conjunto de férmulas junto con
un conjunto de reglas de inferencia.

Una demostracion basada en S es una secuencia ordenada de formulas, cada una de
las cudles es un axioma, o se deriva de uno o mas ftems anteriores de la secuencia por
aplicacion de alguna de las reglas de inferencia del sistema.

Una formula ¢ se dice demostrable por S, si existe una demostracion basada en S cuya
ultima formula es . En tal caso notamos Fg .

Definiciéon 2.6.2. Definimos el sistema aziomdtico K. Sus axiomas son los axiomas de la
logica proposicional:

= (SP1) ¢ = (¢ = ¢)

= (SP2) (p = (= p) = ((p = ¥) = (¢ =)
= (SP3) (g = ) = (¢ = ¢)

agregandole los siguientes axiomas:

= (K) O(p—q)— (Bp—DOg)

» (Dual) Op <> —O-p

Y las reglas de inferencia son:

1. Modus ponens: dada ¢ y ¢ — 1, queda probado .

2. Sustitucion uniforme: dada ¢, queda probado 6, donde 6 se obtiene de ¢ reempla-
zando uniformemente las variables proposicionales en ¢ por férmulas arbitrarias.

3. Necesitacion: dada ¢, queda probado Op.

Observacion 2.6.3. Modus ponens preserva validez, es decir, si IF ¢ y IF ¢ — 1 entonces
IF 7. Dado que pretendemos razonar acerca de frames, esta propiedad es crucial. Pero
ademéas, modus ponens preserva verdad global (si 9 I ¢ y M IF ¢ — 1, entonces vale
M |- 1) y satisfabilidad (si M, w IF ¢ y M, w IF ¢ — 1 entonces vale M, w I+ ). Por lo
tanto también es una regla de inferencia adecuada para razonar acerca de modelos tanto
local como globalmente.

Sin embargo no sucede lo mismo con la regla de sustitucion uniforme. Esta regla pre-
serva validez, pero no preserva verdad global y satisfabilidad. Por ejemplo: ¢ se obtiene
de p por sustitucion uniforme, pero aunque p sea globalmente verdadero en un modelo no
necesariamente sucede lo mismo con gq.

El axioma (K) es el axioma fundamental de este sistema. Es claramente vélido, pero
ademéas de eso nos permite transformar una férmula-box O(¢p — ) en una implicacion
Oy — 0. Por otro lado el axioma Dual establece que O es una abreviacion de <.
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Definiciéon 2.6.4. Un sistema de axiomas S se dice correcto con respecto a una clase de
Jframes § si para toda formulas ¢, kg ¢ implica Ikz ¢, y se dice completo con respecto a
una clase de frames § si para toda formulas ¢, IF5z ¢ implica g .

Vimos que las reglas de inferencia preservan validez y ademaés los axiomas de K son
véalidos en la clase de todos los frames, entonces K es correcto con respecto a esa clase.
Ademés, veremos méas adelante, resulta ser que el reciproco también vale: si una férmula
es valida en la clase de todos los frames es demostrable por K. Es decir, que K es correcto
y completo respecto de la clase de todos los frames.

El sistema axiomatico K resulta demasiado débil como para demostrar propiedades
que son validas en algunas clases de frames. Si estamos interesados en frames transitivos,
necesitamos un sistema de axiomas que refleje esa propiedad. Por ejemplo, sabemos que
OOp — Op es valida en todos los frames transitivos (como vimos en el Ejemplo 2.3.3),
entonces queremos un sistema capaz de demostrar esta féormula. Y sabemos que K no
va a poder demostrarla porque esa formula no es valida en todos los frames. El sistema
que resulta de agregar OCOp — Op al sistema K se llama K4 y es correcto y completo
respecto de la clase de los frames transitivos, como se demuestra en [13| utilizando lo que
se llama Teoria de Correspondencia: una herramienta estandar para demostrar completitud
de logicas modales basada en conceptos de la siguiente seccién.

Maximales consistentes y modelo canénico

En esta seccién veremos herramientas estandares desarrolladas en el libro [23| para
demostrar completitud de logicas modales, que seran utilizadas en el siguiente capitulo
para las logicas epistémicas.

Definicién 2.6.5. Dado un sistema de axiomas S, decimos que:
= es consistente con S si Hg
= Un conjunto finito {¢1,...,@n} es consistente con S si o1 A ... A p, lo es

= Un conjunto infinito de formulas ® es consistente con S si cualquier subconjunto
finito lo es

» Un conjunto de formulas ® es mazimal consistente si es consistente y ® U {t} no lo
es, para cualquier formula ¢ ¢ ®

» Una formula o conjunto de féormulas se dice inconsistente con S si no es consistente
con S

Proposicion 2.6.6. Sea S un sistema de azxiomas que extiende a la axiomatizacion de la
l6gica proposicional. Entonces valen:

1. Todo conjunto de formulas ® consistente con un sistema de aziomas S puede ser
extendido a un mazimal consistente
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2. Sea ® maximal consistente, para todo p, v valen:

a) o bien p € ® o0 bien ~p € P

b) opANYpED siipeD yhed

c) Sipe®yp—1e P entoncesp € P
d) Sits @ entonces p € P

Demostracion. 1) Como @ es finito, podemos numerar las formulas: g, ¢1, .. .. Definimos
una secuencia creciente de conjuntos ®,, inductivamente comenzando con ®y; := ® y
tomando @, := ®,, U {p,} si esta union resulta consistente con S o ®,,.; := ® en caso
contrario, y definimos ®,, := (J ®,,.

®, resulta consistente. En efecto, si no lo fuera existe algin subconjunto finito ¥ C &,
inconsistente, pero como es finito existe un n tal que ¥ C ®,,, lo cual no es posible porque
®,, es consistente.

Mas atn, ®,, es maximal consistente. Si no lo fuera, existiria ¢ ¢ ®,, tal que ®,U{p} es
consistente. Como habfamos numerado las férmulas existe un m tal que ¢ = ¢,,, entonces
®,,U{pn} es inconsistente (de lo contrario ¢ € ®,,). Entonces ®,U{¢} no es consistente.

2a) Supongamos que no, entonces existe ¢ tal que ¢ ¢ ® y —p ¢ ®. Como P es maximal
consistente, ® U {p} y ® U{—p} son inconsistentes con S. Entonces existen subconjuntos
finitos Wy y Wy tales que son inconsistentes con Sy ¥y C dU{p} y ¥y C ®U{—p}. Porlo
tanto tenemos que ¥ UW,U{p} y ¥;UW,U{—p} son inconsistentes con S. Como ¥;UW,
es finito, supongamos W, U Wy = {9, ..., 1, }. Entonces tenemos g —(1 A... A, Ap) y
Fs =(¥1A. .. A A—p). Usando los axiomas y reglas de inferencia de la logica proposicional
tenemos que:

Fs =1 Ve V...V =1, Vg
Fs =y Vo V...V . Vo
Fs (Wi Ao AWY) = p
Fs (W1 Ao A) = —p
Fs (U1 AL AYy) = (0 A )
Fs (1A AY) — L
Fs —(1 AL A Yy)
Pero si kg = (11 A ... A1,), resulta que @ es inconsistente, porque ¥y U Wy C P.

2b) =) Supongamos p A € Dy ¢ ¢ ®. Entonces ® U {p} es inconsistente, es decir,
para algin subconjunto finito ¥ C ®, WU {p} = {¢1,...,¥,, p} es inconsistente. Es decir:
Fs 2(P1 A A Y A ).

Como WU{pAY} Fg WU{p}, entonces también resulta que WU{p A} es inconsistente
contradiciendo el hecho de que ® es maximal consistente.
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<) Supongamos que ¢, € ® pero p A ¢ ®. Entonces ® U{p A1} es inconsistente,
es decir, para algun conjunto finito {¢1, ..., ¢, } vale Fs =(¢1 A... A, A A1), pero esto
afirma que {t1,...,p, 1} es inconsistente, pero es un subconjunto de ®.

2¢) Supongamos que ¢, — 1 € ®, pero 1» ¢ ®. Resulta que existe un subconjunto
finito {1, ...,1, ¥} inconsistente, es decir, Fg =(¢1 A ... A Ap). Pero esto tltimo a su

vez implica que {¢1,..., 1., ¢, — 1} es inconsistente (porque {¢y,..., V., 0,0 — ¥} kg
{11, ..., 0, 0,0}). Y eso contradice el hecho de que ® es un maximal consistente.

2d) Supongamos que kg ¢ pero ¢ ¢ ®. Como ® es maximal consistente ® U {p} es
inconsistente, existen v, ...,1, € ® tales que g =(11 A ... A A p) v de esto se tiene
que g —@. Entonces podemos realizar la siguiente demostracion:

Fs (Wi Ao Ad) = -

Fs ¢

Por el axioma SP3 de la légica proposicional:

Fs o = (V1AL AY)

Por modus ponens:

I_S ﬁ(%A---/\l/Jr)

Y esto contradice que ® es consistente. O

Definicién 2.6.7. Un sistema axioméatico S se dice inconsistente si existe o tal que g ¢
y s —¢. Cuando S no es inconsistente lo llamaremos consistente.

El siguiente es un resultado clésico de logica cuya demostracion puede hallarse en [19].

Proposicion 2.6.8. Si un sistema axiomdtico S es inconsistente, entonces para toda ¢
vale Fg .

Corolario 2.6.9. Sea S un sistema aziomdtico inconsistente, entonces el unico conjunto
de formulas consistente con Ses el vacio.

Definicién 2.6.10. Dado un sistema axiomaético S consistente, llamamos modelo candnico
para § al modelo M := (W, R, i%) dado por

» WY :={we : O es un conjunto maximal consistente de formulas}

“(p) ={we : pe O}

» RC = {(we,wy) : ©/0C ¥} con ©/0:={p : Op € O}

m ]

Proposicion 2.6.11. Sea S un sistema aztomdtico que extienda el de la ldgica proposicio-
nal que contenga al axioma K y la regla de necesitacion.
Entonces se tiene que:
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we lFope @ st p € ©

Demostracion. Veamos que wg lFgpc ¢ sii ¢ € O, por induccion en la longitud de la formula
®.

Caso 1: ¢ € @ se desprende de la definicion de i®

Caso 2: ¢ =1 Ay

we lFone w1 A o sii we lkgpe 1 v we lhgpe o il (por hipotesis inductiva) ¢ € © 'y
9 € O sii (por ser © maximal consistente) o1 A g € O.

Caso 3: p=—p

we lFgpe @ sii we fope @ sii (por hipotesis inductiva) ¢ ¢ O sii (por ser © maximal
consistente) p = —p € ©

Caso 4: ¢ =07

<) Si p € O, entonces 1) € ©/0. Sea wy tal que wg RSwy, entonces p € O/0C U y
por ende (por hipétesis inductiva) wy lFgre ¥. Entonces we lFgpe ¢

=) Supongamos que wg lFgpe 0. Por el lema que se demostrara después de este
teorema vale que ©/0 U {—%} es inconsistente. Entonces existe un subconjunto finito tal
que F =(11 A ... A A —1p). Usando axiomas proposicionales tenemos que F ¢, — (¢ —
(... (¢ = 1) ...)), y por necesitacion obtenemos = O(¢)y — (o — (... (Y — ) ...))).

Renombremos € = 1y — (5 = (... (¢, = 9)...)),y junto con el axioma K tenemos
que - Oy — (O(¥1 — €) = De).

Dado que © es maximal consistente contiene a todos los teoremas, en particular:

Oyy — (O(¢p; — €) — Oe) € O (2.1)
Pero como 1, € ©/0, Oy, € © y por la Proposicion 2.6.62¢ tenemos que:

O(¢y — €) — Qe € O, lo que junto con 2.1 y la consistencia maximal de © nos garantiza
que Oe € O. Iterando obtenemos el resultado. O

Proposicién 2.6.12. Sea S un sistema aziomdtico y MMC su modelo candnico. Valen:
» Op — ¢ €8 entonces M es reflevivo
» Op — OOp €8 entonces IMC es transitivo
» —Oyp — O-0p €8 entonces M es euclideano

Demostracion.

Reflexividad: sea we € WY, queremos ver que ©/0 C ©. Sea ¢ € ©/0, como O
es maximal consistente contiene a todos los teoremas, en particular al axioma Op — .
Entonces como © es maximal consistente por la Proposicion 2.6.6 item
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impli, tenemos que ¢ € ©. Por lo tanto ©/0 C O, es decir wg RSwe.

Transitividad: Sean we RCwy y wy RSwe, queremos ver que we R°Ws, i.e. que ©/0 C @,
Sea ¢ tal que Oy € O, como el axioma Oy — OOp también estd en © y este es maximal
consistente, tenemos que O0p € ©. Por lo tanto Op € ¥ (ya que ©/0C U) y p € ¢ (ya
que /0O C &). Como ¢ era arbitrario, tenemos que ©/0 C &.

Euclideana: Sean we R°wy y we RSwe queremos ver que wy RSwg, es decir, que ¥/0 C
®. Sea ¢ tal que Op € Wy supongamos que ¢ ¢ @, entonces ¢ ¢ ©/0 (porque ©/0 C P),
ie. Op ¢ ©. Como O es maximal consistente esto implica que —Op € ©. Por el axioma
—-Op — O-0¢ y la Proposicion 2.6.6 ftem 2¢ también tenemos que O—-0Op € O, y como
©/0 C ¥, -Op € V¥ lo que contradice la consistencia de W. O

Teorema 2.6.13. K es completo respecto de la clase de modelos de Kripke.

Demostracion. Queremos ver que - ¢ implica F ¢, o reciprocamente que F/ ¢ implica que
I ¢, lo que también se puede expresar como I ¢ implica que existe un mundo w de un
modelo 9 tal que w IFon =p. Reemplazando ¢ por —¢ lo que queremos demostrar es que
si ¢ es consistente entonces es satisfacible. Para ello alcanza con probar que todo conjunto
consistente es satisfacible, y por la Proposicién 2.6.6 item1 alcanza con probar que todo
maximal consistente es satisfacible.

Para ello tomamos el modelo canénico, en el que hay un estado por cada maximal
consistente, que lo satisface. Para este modelo vale wg IFgpc ¢ sii p € O, lo cual implica
que wg lFope © quedando demostrada la completitud.

]

Con estos resultados preliminares ya estamos en condiciones de empezar a estudiar la
logica epistémica propiamente dicha.



24

CAPITULO 2. PRELIMINARES Y LOGICA MODAL



Capitulo 3

Logica epistémica y doxastica

Sélo sé que no sé nada

Sécerates.

Creo que creo lo que creo que no
creo y creo que no creo lo que
CTeo que creo

Oliverio Girondo.

La logica epistémica es una légica modal para razonar acerca de la actitud mental de
conocimiento mientras que la logica doxastica es para hacerlo sobre las creencias. Ambas
disciplinas adquirieron popularidad en el area de Inteligencia Artificial para describir el
conocimiento en robots, en otras areas de Ciencias de la Computacion para modelar la
informacion distribuida en procesos de computos, asi como en la Teorfa de Juegos para
modelar juegos de informacion imperfecta, en la Epistemologia para resolver paradojas
filosoficas, etcétera.

En este capitulo se van a introducir generalidades y conceptos béasicos de las logicas
epistémicas y algunas variaciones, basandonos principalmente en [20], aunque también
se tomaron ideas de [1], [10] y [5]. La idea detras del enfoque modal de la nocion de
conocimiento es que ademés del estado real del mundo hay un montén de otros estados
(o mundos) posibles. Dada la informacion disponible para un agente epistémico (un sujeto
u objeto que posee informacion) podria suceder que éste no sea capaz de identificar en
cual de esos posibles estados se encuentra. Pero cuando una proposiciéon vale en todos los
mundos que considera posibles, entonces el agente sabe que la proposicién vale aunque no
sepa exactamente en cuél de esos mundos se encuentra.

Por ejemplo: un agente epistémico ha permanecido en un cuarto aislado sin relojes y
con las ventanas cerradas por varios dias de manera que pierde nocion del tiempo (esté
escribiendo su tesis). Ya no sabe si es de dia o de noche. Ademas de la incertidumbre de

25
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no saber si es de dia, el agente duda acerca de la potencial existencia de un dios o ente
creador.

Decide salir a la calle y observa que es de noche. Este hecho descarta posibilidades que
barajaba el agente. Ahora considera como mundos posibles solo los siguientes: uno en el
que es de noche y existe ente creador y otro en el que es de noche y no existe ente creador.
En todos los mundos posibles (para este agente) es de noche, por lo tanto el agente sabe
que es de noche. Sin embargo, no puede concluir nada acerca de la existencia de un ente
creador, ya que considera posibles mundos en los que si existe tanto como mundos en los
que no.

En definitiva, si un agente no esté seguro acerca del valor de verdad de una determinada
proposicion p (digamos, si existe un dios o ente creador) tiene que contar con la posibilidad
de que p sea verdadero y con la posibilidad de que no.

Formalmente esto es capturado por un modelo de Kripke en el cual para un mundo el
agente considera multiples mundos alternativos (capturados por una relacion de accesibi-
lidad) para algunas de las cuales vale p mientras que para otras no.

Asi, tenemos una primera semantica intuitiva: una féormula ¢ es sabida en un mundo
por un agente si todas las alternativas barajadas por él satisfacen ¢. Dicho un poco maés
formalmente: un agente sabe ¢ en un estado w si en todos los estados accesibles via una
relacion desde el estado w vale .

En definitiva, la informaciéon que un agente dispone en cada mundo posible le permitira
distinguirlo de algunos de los otros mundos. Esta informaciéon puede ser fehaciente, en tal
caso dara lugar a conocimientos, o puede ser es posible/probable y bien justificada (pero
atn posiblemente falsa) en cuyo caso dara lugar a creencias.

Ejemplo 3.0.14. Un agente epistémico arroja una moneda y la atrapa, pero no observa
el resultado. La situacion queda representada en el siguiente diagrama

Figura 3.1: Ejemplo introductorio de a modelos epistémicos.

En este diagrama, las flechas representan la relacion de alternativa epistémica: dado un
mundo w, el agente sabe que se encuentra en alguna de sus alternativas epistémicas (pero
no sabe en cuél). En otras palabras: si un mundo w esta unido por una flecha al mundo
v, significa que si el agente se encuentra en el mundo w no puede descartar hallarse en el
mundo v. En este ejemplo en particular, dado que el agente no mir6 la moneda, si salid
cara no puede descartar el caso en el que sali6 cara ni el caso en el que sali ceca. Pero
si salio ceca tampoco puede descartar ninguno de los dos casos, porque no tiene ni la mas
minima idea de qué lado obtuvo.
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Las flechas del diagrama representan esa situacion. Si el caso real (desconocido por el
agente) fuese que salié ceca, el diagrama seria igual pero con el mundo real coloreado en
turquesa:

Figura 3.2: Ejemplo introductorio de a modelos epistémicos con mundo real indicado.

Ejemplo 3.0.15. Supongamos ahora que el agente arrojé la moneda, y la atrapd sin
observar el resultado. El agente tiene tendencia a creer que salié6 cara por algiin motivo
(por ejemplo: porque antes le salieron 57 cecas seguidas). Vamos a representar esta situacion
en el siguiente diagrama:

Figura 3.3: Ejemplo introductorio de a modelos doxéasticos.

En este diagrama, las flechas representan la relacion de alternativa doxdstica: dado un
mundo w el agente cree que se halla en alguno de los mundos relacionados con ¢él. En este
caso, si salié cara el agente va a creer que salié cara (porque es el unico estado relacionado
con el mundo en el que sali6 cara), y si salio ceca también va a creerlo (porque el mundo
en el que sali6 cara es el inico mundo relacionado con el mundo en el que sali6 ceca).

Avancemos hacia una formalizacién de esta intuicion:

Definicién 3.0.16. Llamamos lenguagje epistémico (notamos L) al lenguaje modal basico
renombrando O como K y < como K. Llamamos lenguaje doxdstico (notamos Lg) al
lenguaje modal béasico renombrando O como B y < como B.

Como mencionamos en el Capitulo 2 los lenguajes modales pueden ser construidos con
los operadores modales existenciales y definir como abreviacién a los operadores modales
universales, o viceversa. En adelante siempre vamos a basarnos en los operadores modales
universales, ya que se adaptan mejor a los contextos epistémicos.

Definicién 3.0.17. Un modelo para un lenguaje epistémico o modelo epistémico es un
modelo para tal lenguaje, donde se asume que la relacion es de equivalencia.

Un modelo para un lenguaje doxdstico o modelo dozxdstico es un modelo para tal len-
guaje, donde se asume que la relacidon es euclideana, transitiva y serial.
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En el caso de logicas epistémicas, el conjunto de estados accesibles desde un estado
fijo debe ser pensado como las alternativas epistémicas a él: si el agente en este estado no
es capaz de distinguirlo de otro debido a su (falta de) conocimiento, entonces en lo que
al agente concierne sus alternativas son iguales. De este modo, un agente sabe algo (K)
cuando vale en todas sus alternativas epistémicas.

El motivo para modelar el conocimiento con una relacion reflexiva para su accesibilidad
puede ser entendido del siguiente modo: el agente, estando en un determinado estado,
considera que puede estar en cualquiera de sus alternativas epistémicas. Si no considerase
como alternativa epistémica el estado en el que se encuentra, entonces jamas va a poder
conocer las verdades de su mundo sino las de aquellos con los que se relaciona.

El motivo de la transitividad es bastante simple: si estando en un estado w, el agente
considera posible el estado v y en el estado v considera posible el estado u, como el agente
no puede descartar encontrarse en el estado v también tiene que considerar las alternativas
epistémicas de ese mundo. En particular, el agente tiene que contemplar la posibilidad de
encontrarse en el estado wu.

La motivacion para incluir la simetria esta relacionada con la hipdtesis de indistingui-
bilidad de los mundos. En algunos modelos que veremos mas adelante esta hipo6tesis se va
a descartar pero, por lo pronto, vamos a considerar que para un agente un mundo y sus
alternativas epistémicas son indistinguibles. Por lo tanto, si estando en w considera que
puede estar en v 0 en w, estando en v tiene que contar con las mismas alternativas.

Por otro lado, para modelar creencias la condicién de equivalencia para su relaciéon
puede ser demasiado fuerte, principalmente por la reflexividad. Por ejemplo: un agente
puede no creer una proposicion, pero que sin embargo esa proposicion sea verdadera en
el estado real. Es decir, no necesariamente desde un estado se considera como alternativa
doxastica a ese mismo estado, resultando en una relacién no necesariamente reflexiva.

Ademas la serialidad de la relacién de accesibilidad para modelos doxésticos nos ga-
rantiza que el agente epistémico siempre considera que hay alguna alternativa doxéastica,
lo cual intuitivamente se corresponde con el hecho de que el agente toma siempre partido
por al menos uno de los posibles mundos.

Un poco mas complicada de motivar es la condicién de euclideaneidad de la relacion
doxéastica. Supongamos que cuando estamos en el mundo w creemos que podria suceder que
estemos en el mundo v y también creemos que podria suceder que estemos en el mundo
u. Si desde el mundo v no creyésemos posible al mundo u, esto diferencia al mundo w
del mundo v (en cuanto a creencias se refiere). Tal caso pareceria contradecir el hecho de
creer posible encontrarnos en v cuando estamos en w. A pesar de parecer un trabalenguas,
sugerimos al lector invertir unos minutos para pensar en la situacion descripta arriba.

Las nociones de validez y verdad en los modelos epistémicos y doxasticos, son las mis-
mas que para cualquier otro modelo de Kripke. Aplicando estas definiciones obtenemos la
siguiente proposicion:

Proposicion 3.0.18. Las siguientes formulas son vdlidas respecto de la clase de los mo-
delos epistémicos:
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b~

- (K) K(p = ¢) = (Ko = K¢)

2. (Veracidad) Ko — ¢

3. (Introspeccion positiva) Ko — KK

4. (Introspeccion negativa) - Ko — K—Ky

Demostracion. 1) Vale por el simple hecho de usar seméntica de Kripke, por lo visto en el
Capitulo 2.

Por la Proposicién 2.3.4, 2 y 3 valen por ser R reflexiva y transitiva. Y 4 vale, ya que
una relacion transitiva y simétrica es euclideana.

]

. Qué representan estas formulas en lenguaje coloquial?

1. El conocimiento es cerrado bajo implicaciones: si se sabe que vale una implicacion,
sabiendo que vale el antecedente se puede saber que vale el consecuente. Por ejemplo:
sé que si es mas de las 14hs no quedan tartas en el sucucho, y sé que son mas de las
14hs. No s6lo se puede concluir que no hay tartas en el sucucho, sino que también se
puede conluir que lo sé.

2. Esta formula expresa que el conocimiento es verdadero. Uno no puede saber honesta,
verdadera y justificablemente algo falso.

3. Si un agente sabe algo, sabe que lo sabe.

4. Si un agente no sabe algo, sabe que no lo sabe.

La validez de estas formulas en la clase de modelos epistémicos es un ejercicio simple.
Sin embargo la validez formulas en la vida real es discutible en muchos aspectos, pero eso no
es objeto de estudio de la matemaéatica ni de la légica sino de la epistemologia propiamente
dicha, motivo por el cual no vamos a hacer hincapié en ello, pero remitimos a [24] donde
hay consideraciones filosoficas al respecto.

Definiciéon 3.0.19. Llamamos S5 al sistema que resulta de tomar una axiomatizacion de
la l6gica proposicional y agregarle los esquemas de axiomas de la proposicion anterior, con
reglas de inferencia modus ponens y necesitacion (de ¢ puedo obtener K¢).

Con respecto a logica doxastica, obtenemos las siguientes formulas validas en los mo-
delos doxasticos:

1. (K) B(¢ = ¢) — (By — BY)

2. (Consistencia) ~B_L
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3. (Introspeccion positiva) By — BBy
4. (Introspeccion negativa) By — B—Byp
. Qué representan estas formulas en lenguaje coloquial?

1. Las creencias son cerradas bajo implicaciones: si se cree que vale una implicacion,
creyendo que vale el antecedente se cree que vale el consecuente.

2. Las creencias de un agente no son inconsistentes (pero esto no implica que sean
verdaderas).

3. Siun agente cree algo, cree que lo cree.

4. Si un agente no cree algo, cree que no lo cree.

La diferencia entre las propiedades que cumple K y las que cumple B, radica en el
hecho de que el conocimiento es veraz, mientras que la creencia solo es consistente.

Definicién 3.0.20. Llamamos KD45 al sistema que consiste en una axiomatizacién para
la logica proposicional junto con los esquemas de axiomas recién enunciados. Las reglas de
inferencia son modus ponens y necesitacion para B.

COMPLETITUD, CORRECTITUD Y DECIBILIDAD

Tal como lo indica el titulo, vamos rumbo a resultados de completitud, correctitud y
decibilidad. Previamente enunciamos el siguiente resultado que se desprende de la Propo-
sicion 2.6.12.

Corolario 3.0.21. Sea ¢ el modelo candnico para S8, donde renombramos O como K.
Teorema 3.0.22. S5 es completo respecto de la clase de modelos epistémicos.

Demostracion. Si repetimos el razonamiento de la demostracion del Teorema 2.6.13, nos
encontramos con que s6lo hace falta ver que 991¢ es un modelo epistémico, es decir que R¢
es de equivalencia. Y esto sucede por la Proposicion 2.6.12. O

Corolario 3.0.23. S5 es correcto y completo respecto de la clase de modelos epistémicos.

Demostracion. Por Proposicion 3.0.18 y Teorema 3.0.22. [

Definicién 3.0.24. Un modelo reducido es un modelo 9t = (W, 1) para el lenguaje epis-
témico, donde la semantica usual para los operadores proposicionales vy w IFon K sii para
todo v € W vale v lkgy ¢

Un modelo de Kripke reducido es igual agregandole una relacion R =W x W.
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Definicién 3.0.25. Sea Mt = (W, R, i) un modelo epistémico y w € W, llamamos modelo
reducido de M para w al modelo M., = (W', R',i’) donde W' = {v € W : wRv},
R=W xWei = i|W/.

Observacion 3.0.26. Un modelo reducido de un modelo 99t para un estado w, es un modelo
reducido.

Lema 3.0.27. En los modelos reducidos vale que w |- K¢ sii para todo v se tiene v IF K.

Proposicion 3.0.28. Dado un modelo M, un mundo w y el modelo reducido para ese
mundo M,.q, se tiene que M, w = M,.cq, w.

Esta proposicion va en la direccion de buscar un resultado de decibilidad: para deter-
minar si una formula es verdadera en un estado alcanza con mirar un modelo mas chico
(el de su clase de equivalencia).

Pero podemos ir un poco mas lejos: podemos identificar los mundos en los que hay la
misma asignacion de verdad para las variables proposicionales. Es decir, dentro de cada
modelo 9 = (W, R, i) podemos definir una relacion de equivalencia dada por w ~ w’ para
w y w' tales que para todo p € @ vale w IF p sii w' IF p. jPero esto tiene sentido? La
siguiente proposicion nos lo garantiza.

Proposiciéon 3.0.29. Sea M = (W,i) un modelo reducido. Sean w y w' tales que para
toda variable proposicional p € ® vale w - p sii w' I+ p. Entonces para toda formula ¢ vale
w k¢ st w' IF .

Esta proposicion muestra la redundancia de informacién en los modelos reducidos, por
lo tanto la identificacién de estados no s6lo queda bien definida sino que ademaés no pierde
informacion.

Definicién 3.0.30. Llamamos modelo de Kripke simple para un conjunto de variables
proposicionales ® (o modelo de Kripke simple) a un modelo M = (W, R, i) donde W C
P(P), R=W x W y con i tal que w € i(p) sii p € w.

Definicién 3.0.31. Llamamos modelo simple obtenido de un modelo reducido 91 al modelo
que resulta de 9 luego de cocientar por la relacién de equivalencia ~. Vamos a identificar
cada clase de equivalencia con el subconjunto de variables proposicionales que vale en ella,
es decir, W = {C' C & : existe w € M con w € i(p) sii p € C}.

Teorema 3.0.32. Cada modelo reducido 9 es bisimilar a un modelo simple M. Mds ain,
la bistmulacion puede tomarse como una bisimulacion zigzag.
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Demostracion. Sea M = (W, R, i) un modelo de Kripke reducido. Como ~ es de equiva-
lencia (dada por w I p sii v IF p para todo p € @) podemos tomar un representante de
cada clase de equivalencia. Llamemos W’ al conjunto de los representantes.

Para cada w € W', llamaremos [w] :={p € @ : wei(p)}y [W]= U . Tomamos
weW’

el modelo simple de Kripke 9 = ([W’], R, i’), y definimos una relacion Z C 9t x 0

dada por wZ[v] sii [v] = [w]. Que el dominio de Z es W y la imagen es [IW'] no cabe duda.

Veamos que es bisimulacion.

forth) Sean w € Wy [v] € [W/] tales que wZ[v'], y sea u € W tal que wRu . Sabemos
que existe un w’ € W’ tal que w’ ~ u, y para ese w' vale que [w'] = [u], es decir, uZ[w'].
Ademas como [w'], [v'] € [W'], tenemos que [v'| R/ [w'].

back) Sean w € Wy [v] € [W'] tales que wZ[v'], y sea [u/] € [W'] tal que [v']R/[«/]
(sucede para todo par en [W']). Como v’ € W/ C W y 9 es un modelo reducido, entonces
tenemos que wRu' y claramente vale u/Z[u/].

prop) Sean w € Wy [v'] € [W']. Entonces wZ[v'] sii [w] = [v/] sii w ~ ¢’ sii para todo
p € @ vale que w IF p sii v/ I p. ]

Definicién 3.0.33. Definimos longitud de ¢ (y notamos |¢|) inductivamente como |p| = 1
para p € @ (el conjunto de variables proposicionales), |=¢| = |p|+1, [p AY| = |p|+ ]+ 1
v Kol = |pl + 1.

Proposicion 3.0.34. Una formula ¢ es satisfacible en modelos epistémicos sii p es satis-
facible en un mundo de un modelo que contiene a lo sumo || mundos.

Demostracion. <) es trivial. Probemos =).

Supongamos que ¢ es satisfacible en un mundo w de un modelo, y tomemos su modelo
reducido 9 = (W, R, i), entonces ¢ también es satisfacible en w para 9. Por el Teorema
3.0.32 podemos asumir que 9T es simple.

Llamemos Sub(y) a las subformulas de ¢. Definimos una funcion f : Sub(¢) — P(W),
del siguiente modo:

= f

= f(p) =90

Y definimos W/ = {w}u |J f(¥). Lo que hicimos fue crear un subconjunto W’ C W
YeSub(y)
del siguiente modo: primero colocamos w en W’ luego agregamos mundos tales que —)

para los v en las subformulas de ¢ de la forma K que no son verdaderos en w.
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Ahora definimos un modelo ' = (W', R';i’) con R' = W' x W' e i’ = i|y». Observe-
mos que M es un modelo simple (es un submodelo de uno simple). Como f agrega a lo
sumo 1 elemento a W’ por cada K € Sub(yp), tenemos que |W’| < |¢|.

Ademas tenemos que para todo ¢ € Sub(p) v cada v € W’ vale v lkgy ) sii v by 9.
Esto lo podemos ver inductivamente: si ©) = p € @ es trivial (9 es simple, entonces
los mundos se identifican con sus valuaciones), los casos de conectivos logicos porque las
restricciones no afectan su valor de verdad. Consideremos el caso ¥ = K«, y supongamos
que ya fue demostramos para a.

Sea u € W’ tal que u lFgw Ko y supongamos que no vale u IFgy K, entonces existe
un t € W tal que uRt y t IF —a. Como w € W y 9M es un modelo reducido (de hecho
es simple) tenemos que w lFgy =K a, entonces por construccion de f tenemos un estado
v € W' tal que v Iffgn . Por hipoétesis inductiva v [fon a0y como 9 también es un modelo
reducido tenemos que u lfonr Ko, lo que contradice la hipotesis de la que partimos.

Ahora sea u € W’ tal que u IFgn Ka. Esto implica que para todo v € W vale v oy «,
pero W’ C W entonces x IFgy o para todo x € W’. Por hipotesis inductiva (que vale para
cualquier estado) tenemos que para todo x € W' vale x lkgp «, como 9 es un modelo
reducido tenemos que u lFop Ka. O

Corolario 3.0.35. S5 es decidible.

Demostracion. Por completitud sabemos que si ¢ no es demostrable por S5, entonces su
negacion —p es satisfacible. Pero por lo que vimos si es satisfacible alcanza con chequear
los modelos que contienen a lo sumo |—p| mundos para chequear si se satisface, por lo cual
el proceso es finito. n

3.1. Logica epistémica multiagente

Hasta ahora hemos definido y considerado todo en términos de un tinico agente episté-
mico. En esta seccién vamos a generalizar al caso de multiples.

Para empezar, la primera modificacion que se puede hacer es introducir operadores
epistémicos (respectivamente doxasticos) para cada agente. Se tienen operadores indexados
K,; y B; para el conocimiento y las creencias del agente ¢, pero uno puede ir un poco
mas lejos y tratar de definir de algin modo operadores que involucren a un grupo de
agentes y la interaccion de informacion de distintos agentes. Esto da lugar a las nociones
de conocimiento comun y conocimiento compartido.

La nocién mas simple es la de conocimiento compartido: Ex ¢ se lee como “todos saben
¢”. Pero uno también puede agregar un operador Cx para el conocimiento comtn, que es
mucho més fuerte: que ¢ sea conocimiento comiin no sélo significa que todos saben ¢ sino
que ademas todos saben que todos saben ¢, y que todos saben que todos saben que todos
saben ¢, etcétera.

El lenguaje es el mismo que el de una logica epistémica extendida del siguiente modo:

Definicién 3.1.1. Las formulas bien formadas del lenguaje epistémico multimodal son

pu=p|L| | Ve| K| Egp|Cke
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donde p es alguna variable proposicional (i.e. p € ®).

Definicién 3.1.2. Un modelo para n agentes epistémicos con conocimiento comiun esta
dado por
M= <WR1"'>Rn7RE7RC7i>

donde
= W es un conjunto de mundos no vacio

= i es una funcién de asignacion de estados en los que es verdad cada variable propo-
sicional

= R; son las relaciones (de equivalencia) en W para interpretar los operadores modales
K;

» Rp =R,

» Rc = R}, la clausura transitiva y reflexiva de Rg
Denotamos S5EC,,! a la clase de modelos epistémicos de n agentes.

Definiciéon 3.1.3. Sea 9 = (W, Ry, ..., R,, Rg, Rc,1i) un modelo para n agentes episté-
micos. Llamamos un camino en 90 a una secuencia finita de estados relacionados por las
relaciones Rz wORilwlRiQ PN lewk

Se dice que dos estados w y v estan conectados por un camino si existe un camino que
empieza en w y termina en v.

Dada una féormula ¢, llamamos camino-¢ a un camino en el que todos los w; cumplen
w; I .

Observacion 3.1.4. Dos mundos estan conectados via la relacion Ro sii existe un camino
que los conecta.

Como es esperable, a los operadores K; se les da la seméantica del operador modal
universal para la relacion R;, a E la del operador modal universal para Rg y a C' la del
operador modal universal para R¢.

Proposicion 3.1.5. Usando las nociones andlogas de validez tenemos que:

1. (Todos) Exp +» Kip N\ ... N Ky

2. (Veracidad C) Cxp — ¢

3. (K para C) Ck(p — ) = (Crp — Cg))

IEsta nomenclatura viene de que son modelos caracterizados por el sistema axiomatico SSEC, que
veremos mas adelante, el cual es una extension de S5 con axiomas para E y C
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4. (Comin a todos) Cxyp — ExCre
5. (Escalar) Cx (v — Exp) — (¢ = Ckp)
6. (introspeccion positiva para C) Crp — CrCrp

7. (introspeccion negativa para C) —Cyp — Cx—Crp

(todos) muestra que la modalidad “todos saben” es, de hecho, lo que sugiere su nom-
bre. (veracidad para C), (K para (), (introspeccién positiva) e (instrospeccién
negativa) afirman que el conocimiento comiin tiene al menos la propiedades del conoci-
miendo individual: es veridico, cerrado por implicacion e introspectivo. (comiin a todos)
dice que el conocimiento comun es sabido por todo el mundo. (escalar) es una especie de
principio de induccién: el antecedente da la condicién bajo la cual uno puede escalar una
verdad ¢ a la categoria de conocimiento comiin, ese antecedente es que es conocimiento
comin que si ¢ es verdad es sabido por todos.

Nota. Por supuesto, se pueden definir las nociones de “todos creen” y “creencia comun”
para una légica doxastica multiagente, introduciendo de manera completamente analoga los
operadores F y Cp sujeto a las relaciones Rrp = | JR; (donde R; representa las relaciones

7
de alternativas doxasticas para el agente i, por lo tanto es serial, transitiva y euclideana),
y Rp = R} la clausura transitiva (pero no reflexiva) de Rp. Esto se debe a que creencia
comin no necesariamente es verdadera.

Definicién 3.1.6. Definimos el sistema S5EC,, como una copia de S5 para cada operador

K, y agregarle como axiomas todos, veracidad para C, K para C, comiin a todos y

escalar. Las reglas de inferencia son modus ponens, y necesitacién para K; y para C.
Cuando n queda claro por contexto notamos simplemente S5EC.

Proposicion 3.1.7. S5EC es correcto respecto de los modelos epistémicos multiagentes.

Demostracion. Se desprende de que los modelos epistémicos multiagentes validan los axio-
mas y de que las reglas de inferencia preservan validez.
]

COMPLETITUD

Ahora que tenemos méas modalidades hay que ver si nuestra demostraciéon de comple-
titud se adapta al nuevo escenario.

Definicién 3.1.8. Definimos el modelo canonico para n agentes, de manera analoga a la
Definicion 2.6.10, como IM° = (W RS, ..., RS, R, RS, 1i¢) donde W€ e i€ son los de antes,
R{ = {(we,wy) : con ©, ¥ maximales consistentes y ©/K; C U}, y RS v RS se definen
analogamente.
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Repitiendo el procedimiento de la seccidon anterior se puede ver que este modelo cumple
que para toda ¢ vale wg lFgpe ¢ sii ¢ € O, pero lo que faltaria ver es que el modelo es un
modelo epistémico multiagente y, lamentablemente no lo es.

Teorema 3.1.9. El modelo candnico para sistemas multiagente satisface:
1. R es de equivalencia
2. Ry, =R{U...UR{
3. (Ry)" C Rg

Demostracion. 1) Exactamente del mismo modo que en la demostracion de completitud
para S5.

2 C) Sean wg y wy, con © y ¥ maximales consistentes, tales que wg RGwy, entonces
©/E, C V. Supongamos que no existe i tal que wegR;wy, es decir, que para todo ¢ vale
que O/K; € V. Esto es lo mismo que decir que para todo i existe un K¢; € © pero
i ¢ ¥, entonces por la consistencia maximal de W tenemos que —p; € ¥ y en consecuencia
o1 AL A, € U

Sea o = p1 V...V, como F p; — ¢ se tiene (por necesitacion de K;) b K;(p; — ¢).
Y por esto tltimo junto con el axioma K y modus ponens F K;p; — K;p, que estd en
© por su consistencia maximal. Pero ademéas K;p; € © con lo que tenemos que K;p € ©
para todo i, resultando en Kyp; A ... A K@, € © (porque © es maximal consistente).
Usando el axioma todos tenemos que Ep € ©, es decir ¢ € ©/FE C W. Pero al principio
demostramos que —p € ¥, absurdo!

2 D) Supongamos que we(R{ U ... U RS)wy, con © y ¥ maximales. Supongamos que
estdn relacionados por R, entonces ©/K; C W. Queremos ver que ©/F), C U. Sea ¢ €
©/E}, es decir Exp € O, por el axioma todos y la consistencia maximal de © tenemos
que K1 A ... AN K,p € O. Esto implica que K;p € © para todo i, en particular para i = j
es decir p € ©/K; C .

3 Sea we (R%;) wy, esto es que existe una cadena finita we = wa,, ..., wa, = wy tal que
A;/E, € Ay para todo 0 < i < 7. Queremos ver que we REwy, es decir, que ©/Cy, C .
Sea ¢ € ©/CY, entonces por definicion vale Crp € O. Esto junto con el axioma comin
a todos y la maximalidad de © resulta en que ECrp € © = Ag. Como Ag/Ey C Ay,
tenemos que Crp € A;. Repitiendo el argumento r — 1 veces obtenemos ¢ € V. ]

Proposicion 3.1.10. Para el modelo candnico multiagente se tiene que RS € (RS)*.

Demostracion. Definimos inductivamente Elp del siguiente modo Elp = ¢ y Epf! =
EE}p. Consideramos ® = {=Cyp} U {Exp, Eip, Eip, ...}, y veamos que es consistente.

Supongamos que no es consistente, entonces hay un A C ® finito tal que es inconsis-
tente, digamos A = {E}"*, ..., E/" : conn; < ni41} U {=Cp}. Como A es inconsistente,
Y= EP'A .. N E" AN Ckp lo es y por la correctitud de S5EC,, tenemos que v es
insastisfacible.



3.1. LOGICA EPISTEMICA MULTIAGENTE 37

Sin embargo, consideremos el siguiente modelo: M = (N, Ry, Ry, R, R¢, i), donde
Ry ={(n,n) : neN}U{(n,n+1) : nesparfU{(n+1,n) : nespar}, Ro={(n,n) :
neNyU{(n,n+1) : nespar} U{(n+1,n) : nesimpar}, Rg = R{URy y Rc = R}.
Definimos la funciéon de interpretacion como i(p) = {n € N : n < n, + 1}. Para este
modelo vale 1 IFgy 1.

Acabamos de ver la consistencia de ®, entonces por la proposicion 2.6.6 tenemos que
® C ¢’ con &’ maximal consistente. Sea ¥ = {—-p} U {y : Ciy € &'}, resulta consistente
(porque p ¢ @) por lo que existe un maximal consistente ¥ O V.

Tenemos que en el modelo canonico we REwyr pero no we (RS) wyr.

O

El' modelo canénico no estd en S5EC, ya que RE no es la clausura reflexiva y transitiva de
%, por lo tanto buscamos una variacion de este modelo que nos permita conservar algunas
propiedades para poder alcanzar un teorema de completitud como en el caso de agente

tnico. Para ello introducimos algunas definiciones y resultados previos, todos tomados de
[20]:

Definicién 3.1.11. Dada una formula ¢ definimos ®; = {¢ : 1 es subformula de ¢},
By = {Ki), ~Ki) = Eth € 1}, By = {ECrb, ~BpCiy, KiCitb, ~K;Chtp = Cap € By}
Llamamos a adec(p) = @1 U Py U @3 el conjunto adecuado de subférmulas de .

Observacion 3.1.12. adec(p) contiene a @, es finito y cerrado por subférmulas, para cada
formula ¢ ¢ adec(p) hay una formula y € adec(p) que es equivalente a —), para cada
Crtp € adec(p) también se tiene EyCyy € adec(p) y para cada Ev € adec(y) tenemos
K € adec(p).

C

Definicion 3.1.13. Sea IM° = (W RY, ..., R, RS, RE., i) el modelo canénico multiagente
y sea ¢ una formula consistente. Definimos la filtracion del modelo candnico a través de

adec(yp) como el modelo M, = (W,Ry,...,R,, Rg, Re, 1) dado por:

« W= {[w] : [W]adec() € clase de equivalencia de =,gec(p) }
= i(p) = 1i(p)

» Para todo i < n valen: [w]|R;[v] sii para todo K1 € adec(p) se tiene que w lFope K1)
es equivalente a v IFgpe K1)

= Rp=R,U...UR,
» Re = (Rp)*
donde =ggec(y) esta definida como en 2.5.4.
Lema 3.1.14. El modelo M, es un modelo epistémico multiagente.

Demostracion. Solo resta probar que las relaciones R; son de equivalencia y esto es inme-
diato por la definicién de R;. ]
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Lema 3.1.15. Sea W el conjunto de mundos de la filtracion del modelo candnico. Para
cada A CW eziste una formula o4 tal que para toda [w] € W vale w lFone 04 sii [w] € A.

Demostracion. Sea Formy(w) := {¢ € adec(y) : w lFope ¢}. Por definicion de [w] vale

que v lFoge Formy(w) sii [w] = [v]. Tomamos o4 := \/ Form,(v), que estd bien definida
[v]jeA

porque A es finito (A C W, y W es finito). Entonces tenemos que:

w lbgne 04 sii w lkane \/ Formy,(v)
[v]eA

sii w lFope Formy,(v) para algin v con [v] € A sii [v] € A.

]

Teorema 3.1.16. Sea ¢ una formula consistente, el modelo M, es efectivamente una
filtracion de IMM° a través de adec(p).

Demostracion. Queremos ver que la relacion R; es una filtracion de RS a través de adec(y)
para todo 7, y andlogamente para Ry y Rg.

» Los R; son filtraciones de RS a través de adec(p)

Sea i < n, veamos que RS satisface min(R;/R¢): sean [w],[v] € W y w',v' € WY con
W RSV, [w] = [w'] y [v] =[], y sea K;1 € adec(p). Tenemos que:

w lFone K1) il ([w] = [w']) w' lFone K1) sii (RS es de equivalencia y w'R;v") v/ lFone K1) sii
([v] = [V']) v lFone K1)

Entonces vale wR;v, es decir, se cumple min(R;/R¢$). Ahora veamos que se cumple
max(R;):

Sean [w],[v] € W con [w]|R;[v] y w IFgne Kjp . Por definicion de R; se tiene que
v lFgne Kb v como R; es reflexiva también tenemos que v I-gye 1.

» Rp es filtracion de RS, a través de adec(y)

Veamos que vale Min(Rg/RS), para ello tomamos w, v tales que wRSv. Como vimos que
RS = R{U...U RS, existe un i tal que wR$v. Como R; es filtracion de RS a través de
adec(ip) tenemos que [w]|R,[v] y por definicion de Rp resulta que [w]Rg[v).

Ahora veamos que vale Max(Rg): sean [w] y [v] tales que [w]Rg[v] y w IFone E1b con
EvY € adec(p). Como adec(yp) es el conjunto adecuado para ¢ tenemos que K € adec(p)
para todo i y, dado que R; es una filtracion de R¢ a través de adec(ip), tenemos que v lFgpe 9

(que es lo que queriamos ver).

» Ro es una filtracion de RS a través de adec(yp)
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Veamos que vale Min(Rq/RS), para ello sean w y v tales que wR&v y sea A = {[u] €
W : [w]Rg"[u]}. Si vemos que w lFgpe Croa tendriamos que v lkgpe 04, que es lo mismo
que [v] € A, que a su vez significa que [w]Rg [v] y recordemos que Rc = R

Asi que vamos a demostrar que w lFogne Cro4, para ello usaremos el hecho de que 9¢
valida el esquema escalar instanciado en o 4. En particular:

w H—gmc Ck(UA — EO‘A) — (O'A — CO‘A),

y ahora veremos que ademaés vale el antecedente.

Sea z tal que wR{x y = lFgne 04 y queremos ver que x lFogpe Efos. Tomamos y tal
que TR%y y como 1 lbgpe 04 se tiene [r] € A con lo que [w]Rg [z]. Esto es que existe n
tal que [w]R%[x], pero como Rp es filtracion de RS tenemos que [z]Rgly], por lo tanto
[w]Re""'[y]. Entonces [y] € A y en consecuencia y lFope 0.

Ya tenemos que w lbgpe Cx(0a4 — Exoa) — (04 — Croa) y w lbgne Cr(0a — Exoa), y
ademés vale que w lFogne 04 (poque [w] € A, y esto significa que w lFgpe 04), entonces se
tiene que w e Cro 4.

Ahora veamos que vale Max(R¢), para ello tomamos w y v tales que [w]Rc[v] y
w lFgne CY con CY € adec(p). Queremos ver que v IFgpe 1. Por definicion tenemos que
existe un n tal que [w]Rg"[v], esto significa que exiten [vg)Rg[vi|RE ... Rplv,] con [w] =
[vo] ¥ [vn] = [v]. Como el modelo M cumple comiin a todos), en particular se tiene
que Cytp — ECy1). Pero ademés tenemos w |Fgne Crtp, por lo tanto se desprende que
w IFgne ExCitb. Es més, como Cyt) € adec(p) v adec(p) es el conjunto adecuado para ¢
también E,Ciy € adec(yp). Esto, junto con el hecho de que Rp es una filtracion de RS, a
través de adec(p), nos garantiza que v; lkope ExCytb implica vy lFoge Crt) (por la condicion
Max(Rpg)).

En conclusion, se tiene que v; lFone Citp implica v;4 IFope Crtp. Aplicando esto n veces
tenemos que de w lkFgne Cip se desprende v lFogpe Ci1p, y como RE es reflexiva obtenemos
que v lFope 1.

O]

Corolario 3.1.17. Sea ¢ una formula, se tiene que Fgsgc, ¢ st lFssee, @-

Demostracion. =) se desprende de aplicar definiciones, veamos <): Supongamos que
Hssec ¢, i.e. —p es consistente, por lo tanto = € O para algiin maximal consistente
©. Esto ultimo es equivalente a we IFone —p. Pero podemos tomar el modelo 9, que
es una filtracion de ¢ a través de adec(p) entonces por el Teorema 2.5.7 tenemos que
w II—W@ ©. Entonces | ssec,, ©- O

Corolario 3.1.18. S5EC tiene la propiedad de modelo finito. Es decir, toda formula
consistente con SSEC es satisfacible en algin modelo finito.

Demostracion. Se desprende de que las filtraciones son finitas. ]

Corolario 3.1.19. S5EC es dicidible
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Demostracion. Es consecuencia de que SSEC tenga finitos esquemas de axiomas y cumpla
la propiedad de modelo finito.
O

En algunos contextos no precisamos tener operadores F y C (se vera en capitulos
posteriores). Definimos los modelos y el sistema axiomético correspondiente a esas logicas:

Definicién 3.1.20. Definimos los modelos epistémicos para n agentes aislados como mo-
delos de Kripke 9t = (W, Ry, ..., R,, 1) donde las relaciones son todas reflexivas.

Definicién 3.1.21. Definimos el sistema axioméatico S5, que consiste en los axiomas de
S5 para cada operador Kj;, junto con las reglas de inferencia modus ponens y necesitacion
para K;.

Teorema 3.1.22. §5,, es correcto y completo respecto de los modelos epistémicos para n
agentes aislados.

Demostracion. Consiste en repetir la demostracion del caso de un dnico agente tomando
un ¢ arbitrario y utilizando los operadores K;. ]

3.2. Interaccion de K y B

Hemos mencionado los modelos epistémicos por un lado, los doxasticos por otro, pero
una pregunta natural es si las modalidades de conocimiento y creencia estan relacionadas
de algin modo significativo. La respuesta es mas complicada de lo que puede parecer a
primera vista. Desde el nacimiento de estas modalidades se investigaron distintos tipos
de interacciones. Resulta ser que hay que ser cuidadoso en poner varias propiedades de
interaccion juntas porque uno termina teniendo propiedades no deseadas en su sistema,
por ejemplo: el colapso de conocimiento y creencia.

Definicién 3.2.1. Llamamos frame epistémico-dozdstico (o frame KB) a una terna § =
(W, S, T) que satisface:

= S es una relacion de equivalencia

= T es serial

» TCS

» T es transitiva sobre (S, T') (i.e. si wSv y vTu entonces wTu)

Estos frames dan lugar a modelos para un lenguaje epistémico doxastico, donde K es
el operador modal universal inducido por S, y B el inducido por T'. Llamamos B a la
clase de frames epistémico-doxasticos. Es un ejercicio simple ver que en CB son validos los
axiomas de S5 (para K) y de KD45 (para B).
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Definicién 3.2.2. Definimos el sistema epistémico-dozdstico KB para un lenguaje modal
con operadores K y B que consiste en una axiomatizacion para légica proposicional més:

1.
2.

8.
9.

K(p =) = (Kp — Ki)
Kp—¢
Kp =+ K-Kp

. Bl = ¢) = (Bp — BY)

By — BBy
—By — BBy
-BL

Ky — By

By — KBy

junto con las reglas de inferencia modus ponens, necesitacion para K y necesitacion
para B.

Estos axiomas son los que ya conocemos para creencias y conocimiento junto con dos
nuevos axiomas de interacciéon de las modalidades: el axioma 8 que expresa que el co-
nocimiento es mas fuerte que las creencias, y el axioma 9 cuya interpretacion es que las
creencias son conscientes, siendo ambas propiedades de interés para la interacciéon entre K

y B.

Ejemplo 3.2.3. La introspeccion positiva no esta explicitamente mencionada en KB pero
vamos a ver que es KB-demostrable. Para no entorpecer la lectura, vamos a utilizar la
transitividad de — sin demostrarla.

1.

2.

K-Kp — =Ky (Veracidad aplicada =K )
Ky — K=Ky (Axioma del contrarreciproco aplicado al item 1)

~K-Kp — K-K-K¢p (Introspeccion negativa aplicada a =K y)

. K¢ — K=K (Introspeccion negativa)

~K-Kyp — Ky (Contrarreciproco aplicado a 4)
K(-K-Kp — K¢) (Necesitacion de K)

K(-K-Kp = K¢) - (K-K-K¢p - KKy) (Axioma K aplicado a 6)

. K=K-Kyp — KKy (Modus ponens de 6 y 7)
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9. Ky — KKy (por transitividad de las implicaciones 2, 3 y 8)

Teorema 3.2.4. KB es correcto y completo respecto de ICB.

La demostracion no seré incluida porque no aporta ideas diferentes de las usadas hasta
ahora, pero puede consultarse en [27].

Este sistema verifica By — K By, es decir: las creencias son conscientes, en el sentido
de que el agente sabe que esta adoptandolas. Un concepto interesante que no es capturado
por este sistema es By — BK, sin embargo agregarlo como axioma sin mas, resulta
en que - By < K. Por supuesto, queremos evitar que esto suceda. A este problema
de permitir que valga By — BKy sin que colapsen las modalidades se lo conoce como
problema BCB 2.

Los siguientes resultados nos permiten ver como incorporar By — BKy a un sistema,
sin que resulte en el colapso sintactico de K y B.

Proposicion 3.2.5. Sea § un frame con dos relaciones S y T, que inducen los operadores
modales universales K y B, respectivamente. Valen:

1. k3 B — BKy sii T es transitiva sobre (T, 5).

2. |k B — KBy sii T es transitiva sobre (S, T)

Demostracion. 1) < sale aplicando definiciones. Veamos =: si T' no es transitiva sobre
(T, S), entonces existen x, y, z tales que 2Ty, ySz pero no vale xT'z. Tomamos una variables

proposicional p y definimos una interpretacion i, tal que i(p) = {z}¢, si M = (F, 1)
entonces ffon By — BK .
2) De manera analoga al 1. O

Teorema 3.2.6. Sean S y T dos relaciones sobre W. Si S es euclideana y T es serial,
transitiva sobre (T,5) y estd incluida en S entonces S =T.

Demostracion. Sean x,y tales que xSy, como T es serial existe un z tal que 27Tz y por
lo tanto zSz. Dado que S es euclideana zSy, y por la transitividad de T sobre (T, S) se
obtiene que xTy. ]

Existen modelos con relaciones que no cumplen alguna de las 4 condiciones del Teore-
ma anterior en los que vale S # T. Esto nos permite identificar con qué se corresponde
semanticamente el colapso de K y B. Por las correspondencias entre propiedades de las
relaciones y formulas validas en un frame y la Proposicion 3.2.5, para incorporar el axioma
By — BKyp sin que colapsen B y K es necesario y suficiente descartar alguno de los
axiomas 3, 7 u 8.

Descartar el axioma 8 (K¢ — By) da lugar a una nociéon méas implicita de creencia y
en tal caso el axioma 9 (By — K By) no seria el apropiado si queremos representar una

2BCB proviene de “Believed counciousness of beliefs”.
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forma implicita de creencia, y habria que descartarlo a pesar de que semanticamente no
sea necesario para la incorporacion de By — BKp.

Si renunciamos al axioma 7 (-B.Ll) sucede algo similar: si conservamos el axioma 9
obtenemos Bl — KBl ;y por qué motivo un agente epistémico conservaria una creencia
falsa sabiéndolo?.

Podriamos considerar descartar el axioma 3 (—K¢ — K—Ky), pero es una mejor opcion
sustituirlo por algiin axioma més débil porque es de interés conservar alguna propiedad
relacionada con la introspeccion de K. Vimos en el ejemplo 3.2.3 que el axioma 3 (junto
con el 2: K¢ — ) implican la introspeccion positiva.

Definicién 3.2.7. Llamamos KB™ al sistema que consiste en todos los axiomas de KB
pero reemplazando 3 por 3": K¢ — KKy y agregando el axioma 8: By — BK .

Corolario 3.2.8. KB~ es correcto para los frames en los que S es transitiva y reflexiva
(pero no necesariamente euclideana) y T C S es serial y transitivo sobre (T,S) y sobre

(S.T).

Demostracion. Como las reglas de inferencia preservan validez, si los axiomas son validos
en un frames entonces todas las formulas demostrables con el sistema KB~ seran validos.

De las correspondencias entre formulas validas en frames y propiedades demostradas
en la Proposicion 2.3.4, como S es transitiva el axioma 3’ es vélido, y como también es
reflexiva el axioma 2 también lo es. La serialidad de T garantiza la validez del axioma 7
y su transitividad sobre (S,T) y (T,5), nos dan la validez de los axiomas 9 y 8 (por la
proposicion 3.2.5). Pedimos que S no sea euclideana para que no colapsen conocimiento
y creencia (porque por la Teorema 3.2.6 resultaria T = S), T es serial (para que valga el
axioma 4) y transitivo (para que valga el axioma 7). O

Teorema 3.2.9. Hxp- B — Ky

Demostracion. Alcanza con encontrar un frame con las propiedades mencionadas en el
Corolario 3.2.8 en el que no sea vilida By — K. Representamos uno en el siguiente
diagrama donde las flechas violetas y punteadas son para S y las turquesas y rellenas para
T

Figura 3.4: Modelo que demuestra que en KB~ no colapsan K y B

Definicién 3.2.10. Sean X, Y, 7 € {B, K} operadores. Las formulas de la forma:

s X — Y Zyp se denominan formulas de introspeccion positiva



44 CAPITULO 3. LOGICA EPISTEMICA Y DOXASTICA

=Xy — Y=Zyp se denominan formulas de introspeccion negativa

XYy — Zp se denominan formulas de extraspeccion positiva

XY — —Zp se denominan formulas de extraspeccion negativa
» X(Y¢ — @) se denominan fdrmulas de confianza

Al conjunto de formulas introspeccion o extraspeccion lo llamamos formulas de inspec-
cion, v al de la unioén de todas las enumeradas lo llamamos férmulas IT3.

. Pueden agregarse alguno de estos axiomas al sistema axiomatico KB~7 A este respecto
viene el siguiente teorema.

Teorema 3.2.11. KB es maximal en el sentido que agregando cualquier formula IT que
no sea parte del sistema, resulta en que = K¢ <+ Bop.

Este resultado nos asegura que no hay mucho mas para agregar al sistema axiomatico,
para hacerlo hay que renunciar a otros axiomas. Omitimos la demostracion, que consiste
en verificar todos los casos. Puede consultarse en [27].

3.3. Omnisciencia logica

Quizéas la mayor critica a la logica epistémica y doxéstica se refiere a las paradojas de
ommnisciencia logica. Ellas son inherentes al uso de semanticas de Kripke. La propiedad
bésica (valida en la clase de modelos de Kripke) IF K (¢ — ¢) — (K¢ — K1) supone que
un agente conoce todas las consecuencias de su propio conocimiento. Otra consecuencia de
los modelos de Kripke para la logica epistémica es que los agentes saben todas las formulas
validas en la logica proposicional inducida por el mismo conjunto de variables proposicio-
nales. Para el caso de capacidad de razonamiento limitada esto es un poco inverosimil. Por
ejemplo: la mayoria de los estudiantes de logica conocen los axiomas y reglas de inferencia
de la logica proposicional, y sin embargo no conocen todas las formulas derivables por ese
sistema.

También se critica el axioma de introspecciéon negativa para razonar acerca de proposi-
ciones de las que el agente ni siquiera tiene consciencia: supongamos que hay una persona
que no incorpor6 nuevas tecnologias a su vida desde 1960 en adelante, es discutible afirmar
que esta persona sabe que no sabe que Telegram es open source.

Uno puede o bien aceptar esta vision del conocimiento via operadores modales como
una idealizacién o bien involucrar semanticas no normales * para evitar la validez de pro-
posiciones no deseadas.

Vamos a mencionar brevemente una de estas logicas, las cuales son ttiles en el area de
inteligencia artificial ya que son mucho més apropiadas para estudiar situaciones epistémi-
cas y doxasticas con agentes que no son perfectamente racionales.

3Introspection-trust
4Aquellas en las no vale el axioma K.
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LOGICA DE CONSCIENCIA

La logica de consciencia permite no solo razonar acerca de las creencias sino acerca
de la consciencia de existencia distintas propiedades creibles. En esta logica no hay un
operador para conocimiento: hay operadores de creencia explicita y creencia implicita.
Esto se debe a que el enfoque relacionado con una vision de los agentes sesgada no es
compatible completamente con la nocién de conocimiento definida hasta ahora. ; Podemos
decir que un agente sabe algo cuando no esta considerando en sus razonamientos todas las
variables posibles? Por este motivo, esta logica trabaja con creencias de distintos niveles
dejando de lado el conocimiento.

Definicién 3.3.1. Una estructura de consciencia es una tupla 9t = (W, A, R, i) donde,
como en los modelos doxésticos clasicos, W es un conjunto de mundos posibles, i es una
interpretacion y R es una relacion en W serial, transitiva y euclideana. El nuevo componente
es una funcion A que asocia a cada mundo w un conjunto de variables proposicionales.
Intuitivamente A(w) representa el conjunto de proposiciones de las cuales el agente tiene
consciencia de su existencia.

Otra restriccidon de un agente que no es perfectamente racional, es que podria no consi-
derar siempre todas las variables proposicionales. Contemplando esto y la consciencia del
agente, dado un conjunto de variables proposicionales ¥ de los que el agente esta conscien-
te, definimos relaciones de soporte I-¥ vy IFE, cuya motivacién es capturar en un mismo
estado distintas situaciones parciales en las que no se consideran todas las variables.

Definicién 3.3.2. Dado una estructura de consciencia 901 y un conjunto de variables
proposicionales ¥, definimos recursivamente las relaciones de soporte I-¥ v IF¥ v la nocion
de satisfaccion |- del siguiente modo:

M, w =X T

W,wlﬁfz T

M w - T

MwlkE pparape dsiiwei(p)ype ¥

Mwl-fpparape siiw g i(p) ype ¥

M, w - p parap € @ sii w € i(p)
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= M, w L~ siit Mw IFE @
= N, w IFE —p sii M w IFE o

s M, w - = sii M w lfF @

» D w IEE o1 A gy sit Mw IFE o y M w IRE oo
» N w IFE o1 Ao sii MM, w IFE o1 0 M, w IFE oy

s DL w1 A sit Mw - vy M w k@

» N w Y By sii M, v Il—fﬂm(w) ¢ para todo v tal que wRv

» M, wlI-E By sii M, v Hﬁ”‘(w) para algtin v tal que wRv
= MM, w I By sii M, w IFE By

= M, wI-E L sii M, v I-E ¢ para todo v tal que wRv
» MM, wl-E Ly sii M, v I-E ¢ para algin v tal que wRv

= N, w Ik Ly sii M, v IF ¢ para todo v tal que wRv

La interpretacion intuitiva de 9, w I ¢ es que, considerando las variables ¥, el
mundo w soporta la verdad de . Andlogamente 90, w |- ¢ vamos a entenderlo como que
en la misma situacion soporta la falsedad de ¢. En cambio w I- ¢ es interpretado, al igual
que antes, como que en el mundo w vale ¢ considerando que el agente puede contemplar
todas las variables proposicionales al mismo tiempo. Ademés de las nuevas relaciones de
soporte, también contamos con un nuevo operador y nuevas nociones de creencias: mientras
B descarta las variables de las que no tiene consciencia el agente, L no. Por este motivo,

leemos By como “el agente cree explicitamente ¢” y Ly como “el agente cree implicitamente
79

.
Como usualmente, decimos que ¢ es vdlida en 9, si w IFoy ¢ para todos los w € W, y
que es satisfacible en M si w gy @ para algin w € W.

Proposicion 3.3.3. La ldgica de consciencia cumple las siguientes propiedades:

1. IF es completa, es decir, para cada M, w y ¢ vale M, w Ik o M, w IF —¢p
2. a) SiwC W yMwlkE o entonces M, w H—%’I %
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b) Si W C W yMwlkE o entonces M, w kL ¢

8. a) Para cada W C & si M, w kL o entonces M, w - ¢
b) Para cada W C & si M, w - ¢ entonces M, w I —p

4. - Bp — Ly

Demostracion. 1 es por definicion, 2 y 3 se demuestra por induccion en la estructura de ¢

y 4 se desprende de 3a.
[

En la proposiciéon de recién se expresa una relacién clara entre las dos nociones de
creencia: creer algo explicitamente es més fuerte que creerlo implicitamente.

Al igual que en los modelos epistémicos tradicionales, un agente cree todas las formulas
véalidas y consecuencias de sus creencias: pero ahora lo hace implicitamente. Sin embargo,
un agente no necesariamente cree explicitamente todas las formulas validas: en particular
—B(pV —p) es satisfacible. Ademas las creencias explicitas no son cerradas por implicacion,
por ejemplo: Bp A =B(p A (qV —q)) es satisfacible.

El proposito de esta seccion no es hacer hincapié en los resultados técnicos de esta logica,
sino mencionarla como alternativa a la logica epistémica tradicional. Por este motivo, no
vamos a ir més alla de estas definiciones, pero en caso de interés el lector interesado puede
encontrar resultados interesantes en [14], entre ellos los de completitud y complejidad.
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Capitulo 4
Logica epistémica dinamica

El conocimiento de algo, dado
que todas las cosas tienen causa,
no es adquirido o completado
salvo a través de sus causas.

Avicena.

En este capitulo vamos a abordar el aspecto dinamico de la logica epistémica: como
cambian los conocimientos luego de una determinada accién, de un anuncio publico, de
un anuncio privado, etcétera. Estos conceptos que se encuentran con facilidad en diversos
contextos donde multiples agentes interacttian. Ejemplos clésicos de logica epistémica dina-
mica se encuentran en distintas disciplinas: computacion, juegos, economia, politica. Estos
sistemas multiagentes son dinamicos: los agentes cambian el sistema ejecutando acciones
como movimientos en un juego, comunicacion entre agentes, compra y venta de activos
financieros, y demas.

Por otro lado, estos también son sistemas de informacion: los agentes adquieren, guar-
dan, procesan e intercambian informacion acerca de ellos mismos y del contexto. Para
expresar cambios en la informacién de los agentes, la logica epistémica toma una idea
de PDL!: usar modalidades dindmicas. Vamos a incorporar operadores [a]¢ cuya lectura
intuitiva es “si la accion « es ejecutada en el estado actual, la formula ¢ serd verdadera
después de la ejecucion”.

En PDL, las modalidades dinamicas son tratadas como cualquier otra modalidad de un
modelo de Kripke: los modelos 91 vienen munidos de una relaciéon binaria R, para cada
accion o, y la seméantica de [a] esta dada por

w lFop [ sii para todo v con wRv vale v lFgn .

La diferencia con la logica epistémica dindmica (en adelante: DEL) es que las relacio-
nes R, tienen que ser interpretadas como relaciones entre distintos modelos. La razon es

! Légica proposicional dinamica

49
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que un modelo epistémico representa la situacion epistémica en un momento dado y una
accion cambia esta situacion epistémica, es decir, el modelo. Por lo tanto un modelo puede
no contener estados correspondientes a todos los outputs de todas las posibles acciones
ejecutables en él. Esto es lo que se llama un sistema de informacion abierta: un sistema de
informacion en el que las acciones futuras no estan predeterminadas.

Se podria, desde una perspectiva matematica, convertir un sistema abierto en uno ce-
rrado, agregando al modelo desde un principio todos los estados necesarios para representar
todos los outputs posibles de todas las posibles cadenas de acciones. Pero hay razones prac-
ticas por las cuales esta no es una buena idea: en un verdadero sistema abierto, el niimero
posible de acciones es no solo infinito sino que esta mas alla de cualquier cardinalidad (es
una clase propia, en el sentido de teoria de conjuntos). Atn asi, ese fue el enfoque que en un
principio adoptdé Gebrandy para modelar las légicas epistémicas dindmicas, pero autores
posteriores advirtieron la inconveniencia de esta formulacién y adoptaron una vision mas
simple en la que se comienza con modelos base, y se agregan o quitan nuevos estados sélo
cuando es necesario. El precio a pagar es que las transiciones provocadas por las acciones
van de un modelo a otro diferente en lugar de quedar dentro de un mismo modelo.

4.1. Actualizaciones epistémicas

Definicién 4.1.1. Una accion o actualizacion epistémica es una transformacion de mode-
los «, que consiste en:

= Una funcién que manda un modelo 91 a otro modelo 91
= Una relacion binaria de transicion de estados R* C 9 x 9N

La semantica de las modalidades dindmicas entonces va a estar dada por:
w oy [ sii para todo v € M con wRv vale que v lFgpa @

Esta es una definicion muy general que nos permite empezar a modelar algunos casos
particulares de actualizaciones epistémicas. Vamos a comenzar por la mas tradicional: el
anuncio publico.

4.1.1. Loégica de anuncios publicos (PAL)

El anuncio publico captura la situacién en la que una informacion que viene de una
fuente certera (por ejemplo: la realidad) es anunciada publicamente a todos los agentes.

La logica de anuncios publicos, también llamada PAL (PAL: public announcement
logic), se obtiene agregando a una logica multimodal operadores para los anuncios publicos.
Fue formulada y axiomatizada en [22], y posteriormente dio lugar a muchas otras logicas.
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Definiciéon 4.1.2. Definimos el lenguaje de anuncios publicos multiagente, al que denota-
remos con Li(N, @), inductivamente del siguiente modo:

pu=plL]-p[YvVe|Dp| [y
donde p es alguna variable proposicional (i.e. p € ®) e i es un agente (i € N).

Estas formulas son interepretadas en modelos de Kripke multiagente. Si en la sintaxis
de recién usamos K en lugar de O e interpretamos las formulas en modelos epistémicos
obtenemos la [dgica epistémica con anuncios publicos. En cambio, si usamos B en lugar
O e interpretamos las formulas en modelos doxésticos obtenemos la ldgica doxdstica con
anuncios publicos.

Definicién 4.1.3. Un anuncio piblico !¢ es un actualizacién epistémica que mapea un

modelo M = (W, (R;)icn, i) a un modelo M = (W, (RY)ien, i?) dado por:
» W?:=1i(p) (i.e. los elementos de W en los que vale ¢ para la interpretacion 1)
» wRYv sii wR;v para v,w € W?
= 19(p) =1i(p) NW?

Es decir, transforma el modelo en uno igual pero en el que s6lo quedan los estados
en los que vale ¢, y las relaciones son las de antes restringidas al nuevo universo W¥%.
Esta restriccion del modelo se debe a que, como la fuente de informaciéon es absolutamente
certera, los mundos en los que no vale ¢ ya no son mundos posibles luego del anuncio.

Dado un modelo epistémico 901, la seméntica de los conectivos y operadores epistémicos
tienen la misma interpretacion que en el Capitulo 3 y los nuevos operadores de anuncios
publicos tienen la siguiente semantica:

w IFon [lp]e) sii w lon @ implica w IFgpie 1.
Con esta semantica w lFgy [!@|tb puede ser leido como “si se puede anunciar !l en el

mundo w, después del anuncio valdra "
Y definimos (ly), el dual de [!¢], con la siguiente semantica:

w lkan (lp)t) sit w gy @ y w IFgpie 1.

La interpretacion intuitiva de w IFgp (l¢)1) es “Se puede anunciar !¢ en el mundo w, y
si sucede después del anuncio valdra "

Proposicion 4.1.4. Los anuncios son parciales y funcionales, i.e.

(o) T y I- Loy — [lo]ab.
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Demostracion. La parcialidad se debe a que si w IF =g, entonces w Iff (I¢)T.
Para ver la funcionalidad, sean 9t y w un mundo de 9. Por definicion w oy (@)1 sii
w lFom @ y w lFope 9, pero de esto ultimo, razonando proposicionalmente, se obtiene que
w lFgpe iImplica w gy, 1.
O]

Para comenzar a avanzar hacia una axiomatizacién correcta y completa primero vamos
a ver algunas féormulas validas que nos permitirdn escribir férmulas con anuncios como
formulas sin anuncios, y que posteriormente vamos a utilizar en nuestro sistema de axiomas.

Proposicion 4.1.5. La siguiente formula es vdlida

o] < (¢ = —[lpl)

Demostracion. Sea 9t un modelo y w un mundo de 901.

Supongamos primero que w oy [l@]—1). Esto significa que w IFoy ¢ implica w IFgpe
=), o dicho de otro modo: w gy ¢ implica w [fepue . Pero valiéndonos de la logica
proposicional, tenemos que w Ikgy ¢ implica que no vale (w IFgpe 0 w Fon @), y esto
altimo es lo mismo que decir que no vale (w IFgy ¢ implica w g ). Por lo tanto

w ko o = (¢ = =[le]).

Ahora supongamos que vale w lFgy o — —[lp|e. Es decir que si w IFoy ¢ entonces vale
w ffon [lp]tb. Como esto ultimo es una implicacion, tenemos que w lFgp ¢ implica (w oy ¢
y w fope ¥), ie. w lkgn @ implica [lg]—1). Si w gy ¢ es falso, vale w oy [l¢]—1) (como
queriamos ver). Y si w gy ¢ es verdadero, por modus ponens vale w Iy [l¢]—1). Por lo

tanto siempre vale w IFgy [lp] ).
[

Proposicion 4.1.6. [I(p A [lo|y)]x es equivalente a [\][l]x.

Demostracion. Sean 9T un modelo y w un mundo de 9. Resulta que:

w € ML)
511

w oy © A [l]tp
511

w lkon @ y (w gy @ implica w lgpe 1)
511
w € MY y w kg
S
w € (M)

Y de esto se desprende el resultado. O
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Proposicion 4.1.7. [lp] K es equivalente a o — K;[!lo]1).
Demostracion. Sean 9)t un modelo y w un mundo en 9:

w lkon o — K[l

511

w lkon @ implica w ko K[|t
511

w oy @ implica (para todo v tal que wRv vale v lFay 1))
5%
w lkon @ implica (para todo v tal que wRw vale que v lkgy @ implica v lFgpe )
S
w oy 0 implica(paratodo v € MY vale que wRw implica v IFopio 1)

511

w lFon @ implica w e K
5%

w IFan [lp] Ky
O

El resto de las equivalencias no vamos a demostrarlas porque se prueban del mismo
modo, pero dejamos todas las féormulas recopiladas en la siguiente proposicion:

Proposicion 4.1.8. Las siguientes formulas son validas:

1. lelp < (¢ = p) sipe &.

2. [lel( Ax) < (el A le]x)
3. [lel( = x) ¢ ([le]v — [le]x)
4. o] < (o = —[le])

5. ol K < (o — Killp])

6. [lell'W]x < Mo A llele)]x

La validez de estas formulas, nos permite reescribir cualquier formula hasta eliminar los
anuncios por completo y nos permitira obtener una axiomatizacion completa y correcta.

Definicién 4.1.9. Llamamos PA al sistema de axiomas que consiste en:
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= Una axiomatizacion de la logica proposicional

(Veracidad para K;) K;p — ¢

(Introspeccién positiva para K;) K;po — K;K;p

(Introspeccién negativa para K;) - K;p — K;~K;p

(Permanencia atomica) [lg|p <> p parap € &

(Anuncio-negacién) [lo|—¢ < (¢ — =[lp]y)

(Anuncio-conjuncion) [l¢](¢¥ A x) < ([le]v A [le]x)

(Anuncio-conocimiento) [l¢|K;1 <> (p — K;[lp]v)

(Anuncio-anuncio) [lo][1Y]x <> [!(¢ A [le])]x
Junto con las reglas de inferencia modus ponens y necesitaciéon para K;
Corolario 4.1.10. El sistema PA es correcto respecto de la clase de modelos epistémicos.

Demostracion. Se desprende de la Proposicion 4.1.8 y de que la semantica de los operadores
K; es la misma que en la logica epistémica clésica. O

Para ver la completitud se usa fuertemente el hecho de que podemos expresar lo que
sucede después de los anuncios en términos de lo que sucedia antes de ejecutarlos, hecho
que se ve reflejado en la Proposicion 4.1.8. Vamos a formalizarlo a través de una funcion
de traduccion:

Definicién 4.1.11. Definimos la funcion de traduccion de PAL a logica epistémica t :
Form(L,) — L recursivamente del siguiente modo:

tlp)=p
t(=p) = =t(p)
to AY) =t(p) NEH(Y)
t(Kip) = Kit(p)
t([lelp) = t(e — p)
t(['p]—) = tlp — ~[lely)
t(llel A x) = t(lleld A llplx)
t([l] Kinh) = t(p — Killply)
t([][1]x) = [He A [lelp)]x
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La correctitud del sistema implica que la traducciéon preserva validez. Pero para ver que
la equivalencia de cada férmula con su traducciéon es demostrable en PA vamos a precisar
definir una herramienta util: la complejidad de una férmula, que definimos méas abajo.

Hasta ahora hemos demostrado varios resultados por induccién en la estructura de la
formula pero en este caso necesitamos ir un poco mas lejos porque, por ejemplo, p — —[lp]y
no es una subformula de [lp]—-1) pero sin embargo nos gustaria poder aplicar hipotesis
inductiva. Esa es la motivacion detras de la definicion de la funcion de complejidad.

Definicién 4.1.12. La complejidad de L, es una funciéon ¢ : £, — N definida recursiva-
mente del siguiente modo:

c(p) =1

c(—p) =1+ c(p)
cp NY) =1+ max(c(p), c(¢))
c(Kip) =1+ c(y)
c([lp]y) = (4 +cp)) - c(¥)

Esta funcion preserva el orden de la longitud de las formulas, pero ademas tiene algunas
propiedades deseables que carece la longitud. En la definicién el nimero 4 puede resultar
arbitrario, pero en realidad se eligi6 por ser el menor que hace que se cumplan estas
propiedades:

Lema 4.1.13. Para todo ¢, y x valen:

1. c(p) = c(v) si v € Sub(y)

2. c([lelp) > clp = p)

3. c([le]~¥) > cle = —[lgly)

4. c([le](¥ A X)) > c([lelv A fle]x)
5.

6.

. C

. C

o] Kip) > c(p — Ki[lp]v)
c(['el[']x) > c([H(e A ['e])]x)

Ahora estamos en condiciones de demostrar que sintacticamente una férmula y su
traducciéon son equivalentes.

Proposiciéon 4.1.14. Para toda ¢ € L) vale que

F o < t(p)

Demostracion. Vamos a verlo por induccion global en ¢(y):
Caso c(p) = 1: esto solo puede suceder cuando ¢ = p € @ y en este caso es trivial ya que
Fp<+<op.
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Caso inductivo: Supongamos que ya quedd probado para todas las férmulas con comple-
jidad menor a ¢(p). Los casos para negacion, conjuncion y K; salen directo de la hipotesis
inductiva y el Lema 4.1.13 item 1.

Veamos los casos que involucran al operador de anuncio publico:

Caso [lp]p: Se desprende directamente de la hipdtesis inductiva aplicada al axioma de
permanencia atomica (se puede aplicar por el item 2 del Lema 4.1.13).

Caso [lp]=1: Se desprende de la hipotesis inductiva aplicada al axioma de anuncio-
negacion (se puede aplicar por el item 3 del Lema 4.1.13).

Caso [l¢](¥h A x): Se desprende de la hipotesis inductiva aplicada al axioma anuncio-
conjuncion (se puede aplicar por el item 4 del Lema 4.1.13).

Caso [lp]Kb: Se desprende de la hipdtesis inductiva aplicada al axioma anuncio-
conocimiento (se puede aplicar por el item 5 del Lema 4.1.13).

Caso [lo][l]x: Se desprende de la hipotesis inductiva aplicada al axioma anuncio-
anuncio (se puede aplicar por el item 6 del Lema 4.1.13). ]

Lema 4.1.15. La imagen de la funcion de traduccion es exactamente L.
Demostracion. Por induccion en c(p). O

Corolario 4.1.16. PAL tiene la misma expresividad que la ldgica epistémica para n agentes
sin operador de conocimiento comaun.

La completitud se desprende de la Proposicién 4.1.14 junto con el Teorema 3.1.22

Teorema 4.1.17. Sea M la clase de modelos epistémicos para n agentes aislados. Para toda
w € L vale
IFy @ sit Fpa

Demostracion. Supongamos lky . Por la correctitud de PA y que Fpa ¢ <> t(ip), tenemos
que Iy t(p). La formula t(p) no contiene operadores de anuncio piublico, es decir: t(p) €
EK.

Por lo tanto, por el Teorema 3.1.22, tenemos que Fgs, t(¢). Como todos los axiomas y
reglas de inferencia de S5,, estan en PA, se desprende que Fpa t(¢). Por la Proposicion
4.1.14 y usando modus ponens tenemos que Fpa ©. ]

4.1.2. Logica de anuncios publicos y conocimiento comiin (PAC)

La esencia del anuncio piblico conlleva naturalmente al conocimiento comun: cuando
se hace un anuncio publico no sélo todos los presentes incorporan la informacion sino que
ademas todos saben que todos la incorporan, y todos saben que todos saben que todos
la incorporan, etcétera. Por lo tanto tiene sentido estudiar una logica con operadores de
anuncio publico y conocimiento comun, ya que son nociones intrinsecamente relacionadas.
En [4] se estableci6 una axiomatizacion, que captura sintacticamente un concepto semantico
estaba presente desde los origenes de los anuncios puablicos en [22]. Mas detalles pueden
encontrarse en [26] y [17].
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Definiciéon 4.1.18. Definimos el lenguaje de anuncios piblicos con conocimiento comin
(que serda notado L) a partir del lenguaje £, agregandole los operadores E y C. Esta
logica es conocida como PAC (public announcement - common).

La semantica que vamos a darles a Ey y Ci es la misma que le dimos en la logica
epistémica para n operadores: son los operadores modales de las relaciones Rg v R¢,
donde Rp = RyU...UR, y Rc = (Rg)* (la clausura transitiva y reflexiva).

El resto de los operadores tienen la misma seméantica que en PAL.

Un primer intento por acercarnos a un resultado de completitud, podria ser considerar
que C' puede traducirse a légica epistémica multiagente del mismo modo que K;. Es decir:
incorporar [lp]CY <> (¢ — Cllp]t)) como esquema de axiomas. Pero lamentablemente esta
formula no es valida como se ve en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 4.1.19. Tenemos dos agentes epistémicos y dos proposiciones p y ¢, las cuales
son ambas verdaderas en el mundo real. El agente 1 considera indistinguibles en mundo en
el que vale p y ¢ v en el que vale so6lo ¢, mientras que el agente 2 no puede distinguir el
mundo en el que vale s6lo ¢ del mundo en el que vale sélo p.

Vemos un diagrama de esta situaciéon en la Figura 4.1a, donde los nodos representan
los mundos, en su interior se encuentran las variables proposicionales que valen en cada
uno de ellos, las flechas etiquetadas representan las relaciones R; y R. Cuando haya un
nodo coloreado, representa el mundo distinguido como mundo real.

coe@ O

(a) Antes de !p b) Después de !p

Figura 4.1: Modelo que no valida [!p]Cq < (p — C[!plq)

Llamemos a este modelo 91, P() al mundo en el que valen p y ¢, P al mundo en el que
solo vale p y @ al mundo en el que solo vale g. En este modelo vale que PQ I+ [Ip]Cq, porque
en PQ lkgpe Cq. Sin embargo PQ Iffon p — C|lplq, porque PQ oy p pero PQ fon C|lplg.
Esto tltimo se debe a que PQR.P y P o ['plg.

Sin embargo, hay una manera de relacionar anuncio ptblico con conocimiento comin:

Proposicion 4.1.20. Si x — [l¢|v y (x A @) = Ex son vdlidas, entonces x — [lp]CY es
vdlida.

Demostracion. Sean 9 y w tales que w IFgy x, queremos ver que vale w IFgn [lp]Ch.
Para ello supongamos que w oy ¢ v sea v en M tal que wR.v, i.e. existe un camino
w = wol, w1 R, ... R, w, = v donde todos los w; son elementos de M'?. por lo tanto
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v lFogn . Queremos ver que v oy 70, vamos a verlo por inducciéon en k, la longitud del
camino:

Si k = 0, significa que w = v y efectivamente tenemos que w lkgpe 10 ya que x — [lp]t
y que partimos de la suposicion w oy x.

Ahora supongamos que vale hasta k, veamos que vale para k + 1: entonces tenemos un
io y un u en M'? (i.e. u lbgn @) tal que wRi,u y uRw. Como w lFgp x v w IFon @, junto con
la validez de (x A ¢) — Ex resulta en w lFgy Ex. En particular como wR;,u se tiene que
u gy X, v ademés también valia que u gy ¢. Aplicando hipotesis inductiva en el camino
uR.v (de longitud k) tenemos que v |Fgpe 1.

]

Esta proposicion nos permite capturar una de las principales caracteristicas de la in-
teraccién entre los anuncios ptiblicos y el conocimiento comiin:

Corolario 4.1.21. [l¢|y es vdlida sii [\o|CY es vdlida.

Demostracion. La implicacion < se debe a la veracidad del operador C, y = se desprende
de la Proposicion 4.1.20 tomando y = T. ]

Definiciéon 4.1.22. Definimos el sistema de axiomas PAC dado por extender al sistema
PA con los siguientes axiomas:

» (K para C) C(¢ = ¢¥) = (Cp — C)
» (Veracidad para C) Cp — ¢

» (Comnun a todos) Cp — ECy

» (Escalar) C(p — Ep) — (¢ = Cyp)

Y agregando como reglas de inferencia necesitacion para C'y la regla de inferencia de
anuncio publico y conocimiento comin: de x — [lp] y x A — Ey inferimos x — [l¢]C.

Proposicion 4.1.23. PAC es correcto respecto de la clase de modelos epistémicos multi-
agente.

En adelante, todas las definiciones y resultados estardn orientadas a un teorema de
completitud para PAC respecto de los modelos epistémicos multiagentes. Para obtener
esto, combinaremos ideas de la demostracion de completitud de S5EC y de demostracion
de completitud de PA.

Definicién 4.1.24. Sea ¢ € L¢y, decimos que adec(p) es el conjunto adecuado para ¢ en
Ley si es el menor conjunto (respecto de la inclusion) que cumple:

¢ € adec(p)
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» Si ¢ € adec(p) entonces Sub(vy)) C adec(yp)

» Si ¢ € adec(p) y ¥ no es una negacion, entonces - € adec(p)

» Si CY € adec(p) {K;CY} C adec(p)

» Si [W]p € adec(p) entonces 1 — p € adec(y)

» Si [lW]—x € adec(p) entonces 1 — —[l]x € adec(p)

» Si[!Y](x A d) € adec(p) entonces [19]x A [11]d € adec(yp)

» Si [W]K;x € adec(yp) entonces ¢ — K;[l]x € adec(p)

» Si [l9]Cx € adec(p) entonces [l1Y]x € adec(p) v {K;[W]Cx} C adec(p)

» Si [1W][!x]6 € adec(p) entonces [!( A [1]x)]0 € adec(p)
Lema 4.1.25. Dada una ¢ € L¢y se tiene que su conjunto adecuado adec(p) es finito.
Demostracion. Por induccion global en la complejidad de . ]

Definicién 4.1.26. Sea ¢ una formula y © C L¢) diremos que es mazimal consistente de
adec(p) sii © C adec(p), O es consistente y no hay un ©' consistente tal que © C ©" C
adec(ip).

Como adec(p) es finito sus maximales consistentes también son finitos. Dado © un

maximal consistente de adec() vamos a notar © := A © = A 1, que estd bien definido
$e®
por ser finito.

A continuacién vamos a definir un modelo candnico de manera ligeramente diferente a
lo visto en el Capitulo 3. Las diferencias son simplemente para facilitar las demostraciones
para este tipo de modelos, mientras que antes se hizo de un modo més genérico para poder
generalizar con facilidad.

Definicion 4.1.27. Sea ¢ una férmula. Definimos el modelo canonico para ¢ en L¢ como
M (¢, Loy) = (WC RY, ..., RC, RS, RS, i¢) donde:

» WY ={we : O es maximal consistente en adec(p)}

RC=RYU...URY

RY = (RE)*

» i%p) :={we : p€ O}
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Observacion 4.1.28. Sean adec(p) un conjunto adecuado para alguna formula y 9% (o, Ley) =
(WC RS ...,RY RY RS i%) su modelo candnico. Entonces las relaciones R{ resultan re-
flexivas, transitivas y euclideanas. Es decir, el modelo 9% (¢, L) es un modelo epistémico
para n agentes.

Lema 4.1.29. Sea ¢ una formula. Todo subconjunto consistente de adec(yp) estd contenido
en un mazimal consistente de adec(yp).

Demostracion. De manera analoga a la Proposicion 2.6.6 pero tomando una enumeracion
de adec(y). O

Definicién 4.1.30. Dado © un maximal consistente de adec(p), un camino desde ©, es
una secuencia Oy, ..., 0, de maximales consistentes de adec(p) con © = O tal que para
todo k hay un agente i), para el cual vale we, RS we, . Llamamos longitud del camino
desde © a r (la cantidad de elementos de la secuencia).

Llamamos camino-y desde © a un camino desde © en el que todos los maximales O
por los que pasa cumplen ¢ € O,

Lema 4.1.31. Sea ¢ una formula, como adec(yp) es finito, tiene finitos mazimales consis-
tentes. Por lo tanto \/{

bar® : es mazimal consistente de adec(p)} estd bien definido y vale que = \/{© : O es
mazimal consistente de adec(p)}.

Proposicion 4.1.32. Sea p una formula y sea M (o, Lo) = (W RY ... RS RY RY i)
el modelo candnico asociado. Si © y A son mazimales consistentes de adec(yp), valen las
stguientes afirmaciones:

1. © es cerrado por implicacion en adec(p) (para toda v € adec(p) sit © — 1 entonces

(CRSHCY

Si = € adec(p), vale ¢ € © sii p ¢ O

Si A x € adec(p), valethp N x €O siip €O yx €O

Si © A ~K;~A es consistente entonces ORS A

Si K;x € adec(p), vale {K;yp + Kipp € O} b x sii {Kip © Kpp € O} F Kix

Si C € adec(p), vale Cp € O sii todo camino desde © es un camino-ip desde ©

NS & e e

Si [W]Cx € adec(p), vale [1)|Cx € adec(yp) sii todo camino-y desde © es un camino-
[19]x

Demostracion. Del 1 al 5 se desprenden de las definiciones. Veamos los casos que tienen
un poco mas de interés.

6 =) Lo demostraremos por inducciéon en la longitud del camino desde ©, de hecho
probaremos algo mas fuerte: si Cy € adec(p) todo camino desde © es un camino-C) y un
camino-1 desde ©:
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Caso base: Supongamos que la longitud del camino es 0. Eso es que el camino empieza
y termina en O, por lo tanto alcanza con ver que vale we lbopo(, £,y . Pero como vale
CY — ¢ € PAC entonces tenemos que tanto Cv como ¢ € adec(p). Pero como O es
cerrado por implicaciones en adec(y), tenemos que C € O y ¢ € O.

Caso inductivo: Supongamos que si Cv € adec(p) vale que los caminos desde © de
longitud n son caminos-v) y caminos-Ct. Tomamos un camino desde © de longitud n + 1,
por hipétesis inductiva tenemos que C € ©,,. Sea i el agente tal que w@nRZCw@"H, como
en PACF Cy — ECY y = ECYy — KC1, entonces tiene que suceder que K;CY € 0,4
(por definicion de RS y el hecho de que K;Cv € adec(p)). Razonando del mismo modo
que en el caso base, obtenemos que CY € ©,,,1 v ¥ € O,41.

6 <) Supongamos que todo camino desde © es un camino-¢ y que C € adec(yp).
Llamaremos M¢ al conjunto de los maximales consistentes de adec() y M, el conjunto de
los A maximales consistentes de adec(p) tales que todo camino desde A es un camino-y.

Consideremos la formula x :== \/ A.
AeM,,

Vamos a probar:
(a) FO — x
(b) Fx— ¥
() Fx— Ex

Y de esto se desprende que Cy € ©O: de (c) se tiene (por necesitacion de C') que
F C(x — Ex) vy por el axioma (Escalar) més modus ponens obtenemos que - xy — C'.
Por (a) esto implica que = © — Cx y por (b) junto con necesitacién y el axioma K para
C' tenemos que F © — C1. Por lo tanto C € ©.

Veamos que valen:

(a) © - x porque © es una de las disyunciones de ©.

(b) Observemos que si A € M, entonces ¢ € A, en particular: si A € M, vale que
A — 1. Por lo tanto, como esta en cada término de la disyuncién y vale que F y — 1.

(¢) Supongamos que I/ x — E;, esto es equivalente a que Yy A—Ey sea consistente. Como
x es una disjuncién, tiene que haber algtn disjunto A tal que Ay A =Ex es consistente.
Razonando similarmente, tiene que haber alglin agente i tal que Ay A “K;x = Ag A

-K;(\/ A) es consistente. Es decir que ¥ =Aq V K;¥, lo cual nos dice por un lado que
AGMw
¥ K;x y por otro que

7 = Ao. (4.1)

Si llamamos o := \/ A, por el Lema 4.1.31 tenemos que - a, entonces por necesita-
AeMC _
cion: = K;a. Peroa = xV p (con f:= \/  §), entonces tenemos - K;(x V) y I/ K;x.
AeMC\ M,
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Si sucediera - K;— 3, como  (K;=5 A K;(x V 5)) — K, tendriamos que I x y no es el
caso.

Por lo tanto, vale I/ K;—3 y esto tiene como consecuencia que existe un A; € M\ M,
tal que I/ K;—A; (porque si todos fueran demostrables entonces también lo seria K;—f).

Por ende podemos afirmar que A A o reformulando un poco apropiadamente:
AeMC\M,

vl < V —|Kpﬁ>. Esto tltimo junto con 4.1.2 resulta en que Ag A V -K;-A
AeMC\M,, AeMC\M,,
es consistente.

Por lo tanto debe existir un I' € M¢ \ M, tal que Ao A—K;—T es consistente. Entonces
por el ftem 4) de esta misma Proposicion, wa, RS wr. Como © ¢ My, existe un camino
desde I' que no es un camino-v). Pero entonces existe un camino desde Ay que no es un
camino-1 lo que contradice el hecho de que Ay € My, lo que sucede porque es uno de los
disyuntos de x.

Por lo tanto F x — E.

7 =) Vamos a ver algo mas fuerte: si [l¢)]C0 € © todo camino-i) desde © también es
un camino-[19]0 y un camino-[1]CH. Lo veremos por induccion en la longitud del camino.

Caso base: Si la longitud del camino es 0, s6lo hay que ver que [19]6 € © (porque
[11]CO € O es hipotesis). Como = C0 — 0, por necesitacion y el axioma K de [l¢)] tenemos
que F ['19]CO — [1]6. Por la condicion 9) de la Definicion 4.1.24 y el hecho de que © es
cerrado por implicacion en adec(p) (por el item 1 de esta misma Proposicion) tenemos que
[14]0 € ©.

Caso inductivo: Vamos a suponer que todo camino-y) desde © de longitud n es un
camino-[14]0 y un camino-[1]CH. Supongamos ahora que tenemos un camino-y desde ©
de longitud n + 1, es decir, tenemos una sucesion de © = @(]Ric1 e Rﬁﬂ@nﬂ tales que
Y € Oy. Por hipotesis inductiva podemos asumir que [!¢]CH € ©,, y ademéas por los
axiomas tenemos que - C — K,;C0 que al aplicarle necesitacion y el axioma K para [!9)]
resulta en = [l9]C8 — [1W]K;CH. Por el axioma Anuncio-Conocimiento tenemos que
F [W]K:CO « (v — K;[W]CHh). Como ¢ € ©,, vale que O,, - K;[!]CH. Entonces, por
definicion de R tenemos que K;['4]CO € ©,,41. Razonando como en el caso base, tenemos
que [19]0 € ©,,41.

7 <) Supongamos que todo camino-1» desde © es un camino-[11]0. Sea M el conjunto
de maximales consistentes de adec(p) y My o = {A € MY : tales que todo camino-y

desde A es un camino-[9]#}. Ahora consideramos la formula y := \/ A.
AeMy 1y

Vamos a probar:
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(a) FO — x
(b) Fx — [0
(c) FxAY — Ex

Si demostramos eso, obtenemos que [19]C0 € O, porque aplicando la regla de inferencia
de anuncio ptblico y conocimiento comiin a (b) y (c) se sigue que - x — [19]C y por (a)
se tiene que = © — [1]C0. Por lo tanto [14]C0 € ©.

Veamos que valen:

(a) Se desprende de que © € My y0 ¥ que © es uno de los disyuntos de Y.

(b) Como todo camino-v) desde A es un camino-[!1]0 para todo A € My 149, entonces
tiene que suceder ['4]6 € A. Por lo tanto, [!¢]0 es uno de los términos de la conjuncion A
y en consecuencia, por razonamiento proposicional, se tiene que F xy — [1]6.

(¢) Supongamos que no. Esto significa que y A ¢ A =Ey es consistente. Como Y es
una disyuncion tiene que existir un disyunto Aq de x tal que Ay A1) A —EY es consistente.
Como Ay A1 es consistente y Ay es maximal consistente en adec(p) y ¥ € adec(ip) entonces
Y € Ag. En particular Ag A1) = Ag. Por lo tanto Ag A ~Ex es consistente. Razonando
igual que en 6 <)(c) existe un i, y un I' ¢ My 49 tal que Ag A K;I' es consistente. Por
el item 4) de esta misma Proposicién tenemos que esto es equivalente a AgRST. Pero
como hay un camino-y) desde I' que no es un camino-[19]0 (ya que I' ¢ My jy4)9) entonces
hay un camino-¢) desde Ay que no es un camino-[4)]¢ y esto no es posible. Por lo tanto
Fx Ay — Ey.

O]

Definiciéon 4.1.33. Definimos la funcion de complejidad para Lo como la extension de la
funcion de complejidad para £, en la que vale ¢(Cp) = 1+ ¢(p).

Lema 4.1.34. La funcion de complejidad para Loy cumple todas las propiedades enunciadas
en el Lema 4.1.13 y esta:

7. ¢([le]C) > c([lp)

Proposicién 4.1.35. Sea ¢ una formula y sea M (p, Lo) = (WC RY ... RS, RS, RY 1)
el modelo candnico para . Para todo © mazimal consistente de adec(p) y todo v € adec(p)
vale:

Y € O sil we “_Emc(@,ﬁm) (&

Demostracion. Sea 1) € adec(p), vamos a demostrarlo por induccion en c(1)).
Caso base: Se corresponde con el hecho de que v = p € &, y por definicién de i¢ vale
que we Fope(p ) P sil p € O.
Caso inductivo: Supongamos que para toda ¢ con c() < n vale we lFoe(, ) ¥ sii
€ 0O,y que c(v)) =n.

Los casos de conjuncion, implicacion, negacion y K;x son exactamente iguales a la
demostracion del Teorema 3.0.22. Veamos el resto de los casos:
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Si ¢y = Cx: Cx € O sii (Proposicion 4.1.32 item 6) todo camino desde © es un
camino-y sii (por hipotesis inductiva) todo camino desde © es a lo largo de maximales Oy
cumpliendo we, IFape(p £, X il We IFome(p 20y OX-

Si ¢ = [Ix]p: Supongamos que [!x]p € ©, como [Ix]p = ¢ € adec(p), es equivalente
axy — p € O por el axioma de permanencia atémica. Por hipotesis inductiva (que puede
aplicarse por la condicién 2 del Lema 4.1.13) esto es equivalente a we IFac(p o) X — P
que, por definicion, es equivalente a we IFac (20, ['X]P-

Si ¢ = [Ix]=0: Supongamos [Ix]-6 € O, como [Ix]-6 € adec(p), es equivalente a
X — —[!x]0 € O (por el axioma anuncio-negacion). Por hipotesis inductiva (que puede
aplicarse por la condicion 3 del Lema 4.1.13) esto es equivalente a we lFonc (o, 20y X — —[!x]0
que, por definicion, es equivalente a we IFoe 2, ['X] 0.

Si 1 = [x](61 A B2): Supongamos que [!x](61 A O2) € ©, como [!x](61 A bs) € adec(yp),
es equivalente a ([!x]01 A [Ix]f2) € © (por el axioma anuncio-conjuncion). Por hipotesis
inductiva (que puede aplicarse por la condicién 4 del Lema 4.1.13) esto es equivalente a
we lFonc (o 00 ['X]01 A [1x]02 que, por definicion, es equivalente a we IFapc .20 [IX](01 A 02).

Si ¢ = [Ix|K;0: Supongamos que [x]K;0 € ©, como [!x]K;0 € adec(p), es equivalente
a x — K;[!x]0 € © (por el axioma anuncio-conocimiento). Por hipétesis inductiva (que
puede aplicarse por la condiciéon 5 del Lema 4.1.13) esto es equivalente a we IFoc
X — Ki['x]0 que, por definicion es equivalente a we IFame 200 [IX] K0

Si ¢ = [!x]['0]0: Supongamos que [!x][!0]0 € ©, como [!x][!0]0 € adec(y), es equivalente
a [l(x A['x]0)]0 € © (por el axioma anuncio-anuncio). Por hipotesis inductiva (que puede
aplicarse por la condicion 6 del Lema 4.1.13) esto es equivalente a we oo o) [H(X A
['X]0)]0 que a su vez es equivalente a we IFanc (20 ['X][10]9.

Si ¢ = [Ix]C8: Supongamos que [!x]C8 € ©, como [!x|CO € adec(p), es equivalente a
que todo camino-x desde © es un camino-[!x]é (por el item 7 de la Proposicion 4.1.32). Por
la condicion 7 del Lema 4.1.34 puede aplicarse hipotesis inductiva, por lo tanto, [!x]CH € ©
resulta equivalente a que todo camino-x desde © es un camino en el que we, IFono(
['x]0. Y por definicion esto es equivalente a we oo, 2., ['X]CO.

(107['0!)

v,Lor)
[
Ahora ya estamos en condiciones de demostrar la completitud de PAC:

Teorema 4.1.36. Sea M la clase de modelos epistémicos para n agentes. Para toda ¢ € Ley
vale

IFv @ st Fpac @

Demostracion. La vuelta es la Proposicion 4.1.23. Sea ¢ € Lo tal que IFpac ¢, v sea
adec(yp) el conjunto adecuado para —¢. Como {—p} es consistente, existe © un maximal
consistente de adec(p) tal que —¢ € ©. Sea M (i, L) el modelo canoénico para @, por el
Lema 4.1.35 vale que we Iffoqnc(4,2.,) - Como MM (¢, Lov) es un modelo de M, Iy ¢. ]

Corolario 4.1.37. La logica de anuncios piublicos con conocimiento comun es decidible.

Demostracion. Se desprende del hecho de que tiene la propiedad de modelo finito. La
demostracion puede consultarse en [26]. O
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Ejemplo 4.1.38. Un ejemplo simple de aplicacion de esta logica es el juego de los chicos
embarrados, descripto en la Introduccion.

Se trata de un padre que tiene k hijos perfectamente racionales, de los cuales m < k
tienen barro en la frente. Como ninguno puede ver su propia frente, entonces ninguno sabe
si estd embarrado o no. Sin embargo todos pueden ver las frentes ajenas. Todo esto es
conocimiento comun. Entonces el padre dice en voz alta que al menos uno de ellos tiene la
frente embarrada. Luego ordena:

“El que en este momento sepa que tiene su frente embarrada que de un paso
al frente ya mismo. El resto que permanezca en su lugar.”

Como los hijos son obedientes (mugrientos, pero obedientes), aquellos que sepan que
tienen barro en la frente van a acatar la orden de su padre sin titubear. Si ninguno da un
paso al frente el padre repite la orden.

Por un momento supongamos m = 1, es decir: solo uno de ellos tiene barro en la frente.
Cuando su padre anuncia publicamente que hay al menos uno que tiene la frente sucia,
el infante embarrado va a notar que sus k£ — 1 hermanos no tienen barro en la frente, y
comprenderd que si hay al menos 1 de £ sucio y los otros k—1 ninos estan limpios, entonces
el sucio es él mismo. Es decir, que al oir la orden de su padre dara el paso al frente, porque
en ese momento ya sabia que estaba embarrado. Y no solo eso sino que ademés, como
todos estos ninos son racionales, es de piblico conocimiento que si m = 1 sucederia eso.

Pero analicemos un caso mas interesante. Pongdmonos ahora en los zapatos de uno de
los nifos, quienes no conocen M.

Supongamos que vemos que sélo uno de nuestros hermanos tiene barro en la frente.
Eso no nos permite decidir si nosotros tenemos barro en nuestra frente o no. Por lo tanto
al momento en el que nuestro padre hablé no sabemos nuestra condicién, y entonces no
damos un paso hacia adelante. Y es de publico conocimiento que cualquier otro hermano
que vea s6lo un hermano sucio actuaria del mismo.

En el momento en el que nuestro padre da la orden no tenemos idea de si estamos sucios
0 no.

= ;Qué pasaria si nuestra frente estuviese limpia?

Estarfamos en el caso m = 1, que analizamos recién y (como es de conocimiento piblico)
el hermano embarrado comprenderia su condicién de mugriento y daria un paso al frente
inmediatamente cuando nuestro padre da la orden.

= ; Qué pasaria si nuestra frente estuviese sucia?

Entonces nuestro hermano ronoso estaria en exactamente la misma situacion que nosotros:
veria una frente fraterna sucia. Y, como es de conocimiento piblico, si alguien se encuentra
en esa situacién, no puede concluir nada sobre el estado de su frente. Por lo tanto, el
hermano sucio no darfa un paso al frente al terminar de hablar nuestro padre.



66 CAPITULO 4. LOGICA EPISTEMICA DINAMICA

Por lo tanto, si bien mientras nuestro padre habla no tenemos idea de nuestro estado,
inmediatamente después de su anuncio lo sabremos, y esto también es de conocimiento
publico.

Supongamos que el caso era que nosotros también estabamos sucios (es decir, m = 2).
Si nuestro padre diera la orden por segunda vez, tendriamos que dar el paso al frente. Y el
hermano embarrado también, porque todos estos razonamientos los puede hacer cualquiera
de los ninos y es de conocimiento publico que los pueden hacer todos.

Analogamente si m = 3, a la primera orden del padre nadie podria decidir su estado. A
la segunda tampoco. Pero si después de la segunda orden no hubo nadie que diera un paso
hacia adelante, todos los que tuvieran su frente manchada comprenderian que estan sucios,
y al tercer anuncio avanzarian todos (Observacion: los que tienen su frente limpia no saben
que estan limpios hasta que sus hermanos sucios avanzan). Ver Figura 4.2 para visualizar
los modelos transitados en el caso £ = 3 y m = 2, donde los nodos tienen una terna de 0
y 1 representando la suciedad (1) o pulcritud (0) de cada nifio y las aristas representan la
relacion de indistinguibilidad para los ninos a, by c.

011 —a 111 011 —a 111
/ / / /
C C C C
/ /
010 a b 010 a b
b b
| |
b 001 —a 101 001 —a 101
/ / /
C b C b C
/ |/ |/
000 — a 100 100
(a) Antes de que el padre hable (b) Después del primer anuncio
011 —a 111
/
:
@ (1)
101

(c) Después del segundo anuncio  (d) Después del tercer anuncio

Figura 4.2: El modelo inicial y su evoluciéon al actualizar los estados epistémicos de los
ninos.
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Sea d; la variable proposicional para “el nifio ¢ estd sucio”. Entonces las siguientes
abreviaciones pueden ser hechas con PAC:

vision 1= /\ /\((dj < Kidj) N (—dj < K;—dy))

iEN j#i
alMenosUno := \/di
iEN
exactamenteM = \/ </\di A /\ﬂdi>
GCN,|G|=m \i€G i¢G
nadieSabe := /\ (- Kid; N —K;—d;)

iEN

losSuciosSabenQueLoE stan := /\ (d; — K;d;)
iEN

Razonando con PAC puede demostrarse que:

(exactamente M ANCvision) — [!(alMenosUno)][!(nadieSabe)]™ 'losSuciosSabenQueLoEstan.

Es decir que lleva m anuncios del padre hasta que los sucios conocen su estado.
Al ser una logica decidible este y otros juegos de informacion perfecta pueden ser
resueltos algoritmicamente siendo modelados con PAC.

4.2. Lobgica de eventos

Hasta ahora nuestros modelos de Kriple s6lo capturaban situaciones epistémicas, es
decir, s6lo contenian informacion estatica. En consecuencia podemos representar el resul-
tado de los escenarios, pero no qué es lo que esta sucediendo. Los escenarios epistémicos
involucran varios tipos de cambios que pueden afectar el estado del conocimiento: anuncios
publicos (mostrar una carta en un partido de pdker), anuncios privados y legales (mirar
una carta propia en un partido de poker frente a los otros jugadores, sin que nadie més la
vea), anuncios privados e ilegales (mostrarle a un amigo una carta en un partido de poker
sin que nadie mas lo note), etcétera.

Queremos usar modelos de Kripke para representar tales tipos de eventos epistémicos
en una forma similar a las representaciones que tenemos para estados: cada agente puede
distinguir o no un evento de cualquier otro. Hasta ahora teniamos modelos de estados,
ahora vamos a estudiar modelos de eventos. Este enfoque fue presentado en [5], donde se
expuso por primera vez la logica de eventos y se axiomatizo.

Definicién 4.2.1. Un modelo de eventos es una terna X = (¥, iE—J>V,pre) en la que X es un

. . ieN . . o
conjunto no vacio a lo sumo numerable, — son relaciones de alternativas epistémicas para
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cada agente, y pre es una funcién de precondiciones que asocia a cada o € X una formula

pre(o).
Llamaremos eventos simples o acciones a los o € X,

Para ¢ € ¥ interpretamos pre(o) como la precondicion de la accion o: pre(o) serd
verdadera en un mundo sii o puede ejecutarse. En algin sentido, pre(o) da la informacion
implicita que trae la accion o.

Finalmente, las relaciones de accesibilidad expresan las alternativas que los agentes
consideran que pueden estar siendo ejecutadas cuando sucede una accion.

Definicién 4.2.2. Llamamos acciones deterministicas a los eventos simples o € X que
son puramente epistémicos, es decir: si no cambian “la realidad” del mundo, simplemente
el estado epistémico o doxastico de los agentes.

Para fijar conceptos, damos una serie de ejemplos antes de continuar.

Nota. En adelante, en todos los diagramas de modelos de eventos los eventos serén repre-
sentados por nodos rectangulares, el contenido del nodo sera la precondiciéon del evento,
si algiin nodo estd pintado serd el evento real y las aristas representan las relaciones de
indistinguibilidad de eventos de los agentes. Recordemos que en los diagramas de mode-
los epistémicos usamos nodos circulares, el contenido de los nodos es una descripcion del
estado y si algin nodo esta pintado es el estado real.

Ejemplo 4.2.3. El modelo de eventos para el anuncio publico !¢ es el siguiente:

a,b,c...

Figura 4.3: Un anuncio publico modelado como evento.

Este es el modelo correcto ya que al provenir de una fuente certera, !¢ s6lo puede
suceder cuando vale ¢. Es decir, ¢ es precondiciéon de !¢p. Y ademads al ser un anuncio
publico, todos saben que el evento esti sucediendo y no consideran posible ningtin otro
evento.

Ejemplo 4.2.4. Otro tipo de accion epistémica es el anuncio de ¢ completamente privado
para un grupo G de agentes, es una accion epistémica que consiste en una comunicacion
de manera abierta para todos los agentes de G en la que el mensaje es ¢ y proviene de
una fuente infalible de informacion, sin que ningin agente que no pertenece al grupo G se
percate.

Esto puede ser modelado con un modelo de dos eventos: el evento real en el que un
grupo G estd manteniendo una comunicacién en la que se anuncia ¢, y un evento en el
que no sucede nada. La precondiciéon del primer evento es que valga ¢, mientras que en el
segundo no hace falta que valga nada en particular, es decir, es T.
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Los agentes que no estdn en G consideran que la tnica alternativa posible es que no
suceda nada, mientras que los agentes que estan en GG consideran como tnico evento la
comunicacion privada de ¢. El modelo de eventos puede diagramarse del siguiente modo:

« 8] [Tlo~

Figura 4.4: Modelo de eventos del anuncio privado !g¢p

Estos modelos son ttiles para representar situaciones en las que algin agente espia o
comunica secretamente algo.

Ejemplo 4.2.5. En algunos contextos existe un tipo de accién epistémica que se conoce
como anuncio privado justo, en el cual es de conocimiento comiin que un agente a aprende
de manera privada si ¢ 0 —p. A estos eventos se los denota como Fair,p.

Por ejemplo, si tenemos los agentes a,b y ¢, donde ¢ arroja una moneda y a y b pueden
hacer apuestas hasta que ¢ decida mostrar la moneda, dando por terminado el juego. Los
jugadores a y b no pueden mirar la moneda durante el juego, sin embargo ¢ puede mirar
la moneda antes de destaparla y esto sera visto publicamente.

El modelo de eventos de esa situacion es este:

N . NAA{c} - N

Figura 4.5: Diagrama de un anuncio privado justo

Ejemplo 4.2.6. Supongamos que tenemos otro escenario con tres agentes a, b y ¢, se arroja
una moneda y se la tapa para que nadie vea el resultado. En este juego nadie puede mirar
la moneda, pero c¢ la mira ilegalmente sin que nadie lo note. Luego ¢ envia un mensaje
secreto a a para anunciarle que sali6 cara y ese mensaje es interceptado (secretamente) por
b v luego llega a a. Esto es un ejemplo de anuncio privado con intercepcion secreta de un
grupo de outsiders. El modelo de eventos es el siguiente

(&
b @ a,b,c

Figura 4.6: Diagrama de un anuncio privado interceptado secretamente por un grupo de
outsiders.

Nota. En adelante, para diferenciar los modelos de eventos de los modelos epistémicos o
doxésticos tradicionales vamos a llamar a estos tltimos modelos de estados.

Pero un modelo de eventos en si mismo no provee suficiente informacién como para
modelar la informaciéon que posee un agente, porque mismos eventos producen efectos
diferentes en distintos contextos. Es preciso proveer un contexto a través de un modelo de
estados. En la siguiente definicién vemos cémo hacerlo.



70 CAPITULO 4. LOGICA EPISTEMICA DINAMICA

Definicion 4.2.7. Sean M = (W, (R;)icn, 1) un modelo de estados y £ = (X, (<);en, pre)
un modelo de eventos. Llamamos producto-actualizacion al modelo de estados M @ X =
(W ® 3, (R)icx, 1) dado por:

» WY ={(w,o0) e WxX:wlpypre(o)}
 (w,0)Rj(w', o) sii wRw' y o 5o
w i(p) ={(w,0) e WX :wei(p)}

Las relaciones de modelo representan los estados indintiguibles para un agente, y esto
sucede si fueron resultado de eventos indistinguibles ejecutados en estados indistinguibles.
Esto implica dos cosas: el conocimiento s6lo puede ser obtenido a través de acciones, y una
vez obtenido el conocimiento nunca se pierde.

El hecho de que la interpretaciéon de un estado del producto es la misma que en el
estado inicial nos dice que estas son acciones puramente epistémicas: no cambia el estado
del mundo sino la informacioén que se tiene sobre él.

Cuando queremos diferenciar un estado o evento del resto, consideramos los modelos
puntuados. Definimos el producto actualizacion de (9, w*) ® (3,0*), como un modelo
punteado donde el modelo es MM @ X y el estado diferenciado es (w*, o).

Ejemplo 4.2.8. Tenemos tres agentes a,b y ¢, y este ultimo tira una moneda sin que
ninguno de ellos pueda ver si salio cara o ceca. Esto estd capturado en el modelo de
estados de la Figura 4.7a.

a,b,c a,b,c

(a) Modelo de estados luego de tirar la (b) Modelo de even-  (c) Producto-actualizacion de ambos modelos
moneda tos cuando c espia

Figura 4.7: Ejemplo de producto-actualizacion.

Posteriormente, ¢ espia la moneda (sin que nadie se percate) y observa que sali cara.
Los agentes a y b no pueden distinguir este evento, del evento nada cuya precondicion es
T (es decir siempre se cumple) y que representa un evento en el cual no sucede nada, tal
como se ve en la Figura 4.7b.

Si se realiza el producto-actualizacion de estos dos modelos, obtiene el modelo actuali-
zado esperable, que es el que encontramos en la Figura 4.7¢

Definicién 4.2.9. Sean X = (3, ~; pre) vy 3/ = (X'~} pre’) dos modelos de eventos en
Lke. Definimos la composicion de 3 y 3’ como un tercer modelo de eventos notado por
3,3 = (X"~ pre”) donde:
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s Y=Y x Y

s (0,0) ~ (0,0 siio~ 0y o ~ 0

w pre’(o,0') = (%, 0)pre' (o).

Si los modelos son punteados (3, 0%) y (3, 0™) la composicion es punteada en (o*, ™).

Aqui tenemos un ejemplo grafico de composicion:

(a) Modelo de !, (b) Modelo de (¢) Su composicion
lyy

Figura 4.8: Ejemplo de composiciéon secuencial

A continuacién vamos a introducir el lenguaje para la légica de eventos, que incorpora
el aspecto dinamico a través de dos operaciones: aplicar el producto actualizacién al modelo
de estados contra un modelo de eventos y ejecutar al azar una de dos opciones. Ademas, al
igual que en las logicas de anuncios publicos, tenemos un operador para cuantificar sobre
estados luego de la ejecucion de acciones.

Definicién 4.2.10. Dado un conjunto de agentes N, y un conjunto finito de variables
proposionales @, definimos Lk (N, @) el lenguaje de la l6gica de eventos basado en ® para
N como la union de las formulas p € L3%(N, @) y las acciones o € LI (N, @) definidas
recursivamente por:

eu=p|L|-p|lvVel|Le| Cyllae
az=aUf|(X,0)

donde pe @, i€ Ny ae LY (N, D)y (X,0) = (X, ~;,pre,o) es un modelo de eventos
punteado tal que para todo o’ € X, pre(o’) € LYE(N, D).

Ademas, notaremos () para abreviar —[a]—g y X para abreviar |J (¥, 0), y cuando
oeEX
quede claro por el contexto vamos a omitir a N y a @ de la notacion.

Podemos pensar en £ como las formulas que no modifican el modelo y a L3¢ como

las que si.

La operacion o U 3 es la que representa la ejecucion al azar alguna de las dos acciones
en el modelo, y la interpretacion intuitiva para 3,0 es la de que se aplicard el producto-
actualizacion contra el modelo.
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Para definir la semantica del lenguaje es necesario incorporar una nueva relaciéon inter-
modelos punteados para cada acciéon del lenguaje:

(9, w)[[X, o]] (M, w") sii w kg pre(o)y(N,w') = (M X, (w,0)),

(M, w)[[er U BTNV, w') sii (M, w)[[a] (D, w') o (M, w)[[BI)(M, w').

Esta relacion representa el hecho de que se puede llegar del primer modelo de estados
al segundo a través de la accion.

Dada una formula ¢ € L5 (N, @), una accion a € L(N, §), un modelo epistémico
M = (W, (R;)ien,1) y un modelo de eventos 3 = (3, (~;);en, pre), definimos la semantica
del lenguaje del siguiente modo:

w w lkoy p sit w € i(p)

w lFon — sii w Fon @

w lkop o A sii w lkoy oy w oy ¥

w ko K sii para todo v € W tal que wR;v vale v kg
» w lkoy [ sii para todo M y w' € M tales que (M, w)[[a]](MV, w') vale w' lFop

Por lo tanto, al igual que en la logica de anuncios publicos las modalidades [a]p capturan
la nocion de que después de una accion « valdra .

Proposicion 4.2.11. Sean o, f € L. Se tiene que IF [a U Sl < ([ale A [Blp).

Lo cual responde bien a nuestra intuiciéon previa. Ahora podemos relacionar la compo-
sicion sintactica de modelos de eventos con su significado intuitivo: que después de ejecutar
al azar alguna de las acciones o o 8 valga ¢ es equivalente a que después de ejecutar «
valga ¢ y después de ejecutar (3 valga .

Proposicion 4.2.12. Sean (X,0) y (X', 0") € LIk y o € L. Entonces [(X,0); (3, 0')]¢
es equivalente a [3,0|[X', 0'lp. Es decir, la composicion secuencial es efectivamente una
composicion secuencial.

Demostracion. Sea 9 un modelo epistémico y w uno de sus mundos. Queremos ver que
w lkon [(X,0); (X, 0)]¢ sii w lkgy [, 0][3, 0']p. Para ello alcanza con ver que existe un
isomorfismo de M@ (X;X) en (M X)) ® X', es decir una funciéon biyectiva de un dominio
de un modelo en el dominio del otro que preserva interpretacion y relacion. Definimos la
aplicacion (w, (o,0")) — ((w,0),0"). Veamos que esta bien definida:

Sea (w,(o,0")) € Dom(IM ® (¥; mdbd )), entonces tenemos que w oy pre’(o,o’),
ie. w lkogn (X, 0)pre’(o’). Pero esto es equivalente a w oy pre(o) A [, o]pre’(a’). De
w oy pre(o) se tiene que (w,0) € Dom(M @ X), v de w oy [, o]pre/(o’) se tiene que
((w,0),0") € Dom((IM ® X) ® 3'). El argumento funciona en ambas direcciones.
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Ademas (w, (0,0"))R;(v, (0,0")) sii wRv y (0,0") ~ (0,0") sii wRvy o ~; 0y o ~ 6
sit ((w,0),0")R;((v,0),0").

Y la interpretacion en ambos coincide con la del modelo de estados inicial, en particular
son iguales. ]

COMPLETITUD, CORRECTITUD Y DECIBILIDAD

Los resultados de completitud, correctitud y decibilidad para la légica de eventos se
basan en la misma idea que los resultados de PAL: es posible escribir cualquier férmula
de Lig como una formula sin acciones, y luego se usan los resultados de completitud en
la logica epistémica de n agentes aislados. Damos los resultados y algunas demostraciones,
mientras que otras las omitimos por ser analogas a las de PAL.

Proposicion 4.2.13. Las siguientes formulas son vdlidas en la logica de eventos:
1. [,0]p < (pre(o) — p)
2. [8, 0] < (pre(o) — —[X, 0]y)
3. [B,0l(p A) & ([E, 0]l N [E, 0]¢)

4[5, 01K < (pre(o) — N\ Ki[%,6]p)

O’Nie

Demostracion. Los primeros 3 items se desprenden directamente de la definicion. Vamos
a demostrar el 4) que es un poco mas desafiante.

Vamos a demostrar la forma dual de la proposicion, reemplazando ¢ por —¢. Queremos
ver que

(2, 0)K;0 < (pre(o \/K (3,0)p

Sea M = (W, (R;)ien, 1) y T = (, (~)ien, pre).

Asumamos que w lFgy (32, 0) K;p, por lo tanto se cumple w gy pre(o). Pero ademas
vale que (w,0) lFoqes K¢ y esto implica que existe un (v,0) tal que wRwVy 0 ~; 0y
(v,0) lFmes @. Es decir que v lFgp (3, 0)p, pero como wR;v entonces vale w IFgy K.
Como 6 era uno que cumplia o ~; 6 entonces vale w oy \/ f(igo.

o~;0

Ahora asumamos que w lFgy pre(o) v que existe un 6 € ¥ tal que 0 ~; 0y w lkgy
Ki{(%,0)¢. De w IFoy pre(o) se sigue que (w,0) € M X, y de w oy K;(X,0)p se sigue
que exite un v € W tal que wRv y v lkogy (X, 0)p. Esto tltimo significa que v IFon pre(6),
por lo tanto (v,0) € M@ Xy (v,0) IFmes . Pero como wR;v y o ~; 6 obtenemos que
(w,0) lFanes K@, v esto implica que w kg (3, 0) K;e. O
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Definicién 4.2.14. Definimos el sistema axiomatico AM? dado por una axiomatizacion
de la logica proposicional junto con los siguientes esquemas de axiomas:

» (K para K;) Ki(p = ) = (Kip — K@)

(Veracidad) K;p — ¢

(Introspeccién positiva) K;p — K;K;p

(Introspeccién negativa) - K;p — K;—K;p

(Permanencia atémica) [X, o]p — (pre(o) — p)

(Accion-negacion) [3, o]y <> 3, olp

(Accidén-conjuncién) (X o](p AY) < ([, 0] A [X, o)1)

(Accién-conocimiento) (X, 0] K;p < (pre(o) = N\ K;[X,0]¢)

o~

(Accion-composicion) [, 0|[X, o'lp « [(X,0); (X, 0)]¢

(Eleccién no deterministica) [a U Slp < ([a]e V [B]¢)

junto con las reglas de inferencia modus ponens, necesitacion para K; y necesitacion
para [, o]

Definicién 4.2.15. Contruimos la traduccion de Lk como una funcion ¢ : Lxg — Lk
definida recursivamente del siguiente modo:

tlp)=p
t(—p) = ~(p)
tp A1) =tlp) A (@)
t(Kip) = Kit(p)
t([X, olp) = t(pre(o) — p)
t([%, 0]-p) = t(pre(o) — =[3, ap)
t([X, ol(p AY) = (X, olp A [B, 0ly)
t([%, 0] Kip) = t(pre(o) — Ki[3, olp)
t([2, o][E, 0'lp) = t([(E, 0); (X', 0")]p)
t([a U Blp) = t(la)e A [Ble)

Para ver que esta traduccién tiene su imagen en Lk, es necesario extender la funcion
de complejidad:

2AM proviene de Action models
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Definicién 4.2.16. Definimos la complejidad en Lk como ¢ : Lig — N tal que:

c(p)
c(—p)
c(p A1)
i)
[a]ep)

1
1+ ()

1+ maz(c(p), c(v))
14

(

+ c(y)
1+ c(a)) - cly)
o) = max{c(pre(d)) : 0 € X}
U B) =1+ méx(c(a),c(8))

(K
o
(%,
oo

Tenemos estos resultados que nos permitiran demostrar por induccion en la complejidad
que la traduccion efectivamente traduce a Lg.

Lema 4.2.17. Para todo ¢ y ¢ vale:
1. () = c(p) si g € Sub(t)
2. o([%,0lp) > c(pre(o) = p)
3. o([%, 0]-¢) > c(pre(o) — [, 0lp)
4. e([Z,0](0 A)) > c([E, 0] A [E, 0]0)
5. c([,0](Kip)) > c(pre(c) — K[, o]p)
6. c([Z, ][, 0'p) > c([(Z, 0); (X, 0")] )
7. c([oU Blp) > c([ae A [Ble)

Este resultado nos permite probar resultados que utilicen los axiomas de reduccion (per-
manencia atéomica, accidn-negacion, accidon-conjuncion, etcétera) por inducccion en c(yp) .
En particular tenemos:
Proposicion 4.2.18. Para toda ¢ € L vale F o < t(p).

Y de este resultado se desprende:

Teorema 4.2.19. Para todo ¢ € Lig vale que I ¢ sii - p.
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4.2.1. Cambio de hechos

Uno puede permitir eventos que puedan cambiar algunos hechos ademés de la informa-
cion que posee cada agente. Formalmente esto se puede hacer agregando a la estructura
de modelo de eventos una funciéon de poscondiciones post, que asocia cada evento ¢ a un
conjunto de poscondiciones que notaremos de la forma p := post,(p) para cada variable
proposicional p € ¢ donde post,(p) es una formula del lenguaje.

El significado intuitivo es que p va a ser cierto después de ejecutar o sii post,(p) era
verdad antes del evento.

Ejemplo 4.2.20. Situémonos en el escenario de los tres agentes a, b, ¢, en el que ¢ tira una
moneda. La atrapa, la da vuelta frente a todos y la destapa frente a todos mostrando la
moneda. Es decir: es de publico conocimiento que si habia salido cara mostrara ceca y si
habia salido ceca mostrara cara. Este seria el modelo de eventos:

a,b,c

Figura 4.9: Las precondiciones estan indicadas arriba y las poscondiciones abajo

Definicién 4.2.21. Definimos el producto-actualizacion con modelo de eventos cambiantes
del mismo modo que en la Definiciéon 4.2.7 salvo que ahora

i(p)mes = {(w,0) € MR X : w € i(posty(p))m}

Este producto funciona bien siempre que las creencias falsas no sean contradichas por
la nueva informaciéon. En tal caso, si un agente a es confrontado con una contradiccion
entre sus creencias previas y la informacion nueva, no quedan relaciones a saliendo desde
el mundo real. Es decir: comienza a creer todo.

Ejemplo 4.2.22. Supongamos el siguiente escenario: hay tres agentes a, b y ¢, este tltimo
tira una moneda y al caer la tapa antes de que nadie pueda verla. Luego, c espia la moneda,
sin que nadie se percate, y observa que sali6 cara. Para finalizar le manda un mensaje secreto
a a que dice “Sé que sali6 cara.”

De acuerdo a nuestra intuicion esto deberia resultar en un modelo de estado como el
siguiente:

Figura 4.10: Modelo intuitivo resultante de la actualizacién
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Sin embargo, al realizar el producto del modelo de estados de la Figura 4.7c con el
modelo de eventos para el anuncio privado de ¢ a a lo que sucede es esto:

a) Después de espiar b) Modelo de !¢, .1 K.cara c¢) Al actualizar queda dis-
{a,c}
tinto a la Figura 4.10

Figura 4.11: Falencia de la logica de eventos para modelar incorporaciéon de informacion

inconsistente.

Para arreglar este problema es necesario modificar el producto-actualizacion incorpo-
rando ideas de Teoria de Revisién, como veremos en el siguiente capitulo.
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Capitulo 5

Revision y modelos de plausibilidad

El sabio puede cambiar de
opinién. El necio, nunca.

Immanuel Kant.

En el capitulo anterior estudiaremos la manera en la que cambia el estado epistémico de
un agente con la incorporacién de informacion. Esta informacion se interpreta como veridica
y proviniente de una fuente infalible de informaciéon. Dado que la forma de conocimiento
modelada en los capitulos anteriores es veraz, no puede suceder que se anuncie ¢ en un
mundo en el que el agente sabe que vale = ya que esto contradice el hecho de que tanto la
informacion sabida por el agente como la informacion obtenida por la fuente infalible son
veraces. De esta manera un agente nunca se encuentra recibiendo un mensaje que contradice
sus conocimientos. En la teorfa esto queda capturado en la existencia de precondiciones
para la incorporaciéon de nueva informacion.

En un contexto doxastico, donde no necesariamente lo que se cree es veraz, la imposicién
de restricciones sobre la informacion a ser incorporada no es algo propio del problema a
modelar. Sin embargo, ;qué sucederia si un agente aprende un hecho ¢ que contradice sus
creencias anteriores? Recordemos que asumimos que las creencias no necesariamente son
veraces, pero si son consistentes, por lo tanto si acepta que vale ¢ tiene que descartar parte
de lo que cree. [Qué parte? ;Todo lo que contradice ¢? No, la idea detrés de todas las
teorias de revision es descartar la menor cantidad posible de informacion. Hay distintos
enfoques y maneras de enfrentar este problema. Vamos a presentar dos de ellos.

5.1. Teoria AGM

El problema de revision es un problema dificil y no hay un tnica solucion para todos
los contextos. Para reducir la dificultad del problema, la teoria AGM toma un enfoque en
el cual se revisan creencias sobre formulas de logica proposicional basica. Esto significa que
no vamos a revisar creencias sobre creencias, ni creencias sobre creencias sobre creencias,
etcétera. Ademas en esta teorfa la revision es interna a un agente, por esto no se consideran

79
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multiples agentes. En caso de haberlos, la manera en la que cada uno de ellos revisa sus
creencias no va a estar afectada por la presencia de otros agentes.

En esta seccion no vamos a hacer hincapié en la parte técnica ni profundizar mas alla
de los conceptos elementales. Tomamos esta secciéon como una nota de interés histérico en
la evolucién de la teoria de revision. Todos los resultados mencionados pueden encontrarse
en 2] o |26].

La teorfa de AGM' comienza con el paper [2] donde se definen dos tipos elementales
de cambio de informacion: expansion (anadir creencias) y contracciéon (remover creencias).
Con estos operadores se construye un operador de revision x que toma un conjunto de
creencias 1"y una formula a incorporar ¢ y devuelve las creencias revisadas después de la
incorporaciéon de .

Definamos algunos conceptos ttiles.

Definicién 5.1.1. Definimos Cn(-), el operador de consecuencia cldsica tal que Cn(X) =
{c €L, : ¥F o} (donde £, denota el lenguaje proposicional).

Definicién 5.1.2. Decimos que un conjunto 7' de férmulas proposicionales es un conjunto
de creencias si es no vacio y cerrado bajo consecuencia clasica. Es decir, si On(T) = T # ().

Definicion 5.1.3. Llamaremos ezpansion de T' con ¢ al conjunto T+ ¢ = Cn(T' U {¢}).

Esta operacion representa la incorporacion de ¢, lo cual puede llevar a inconsistencias en
T+ . Esto nos impide adoptar a la expansién como un operador de revision, ya que podria
violar la consistencia de las creencias de los agentes. Para que esto no suceda quisieramos
que al momento de incorporar ¢ no haya nada que la contradiga. Es decir, queremos quitar
las formulas que contradicen a ¢ del conjunto de creencias. Para ello tenemos que definir
un nuevo operador de contracciéon, que vamos a notar con —, que tome un conjunto de
creencias Ty una férmula v y devuelva un conjunto de creencias en el cual 1 no esté.

Lamentablemente este operador no es tan simple de definir como lo fue el operador
de expansion. Una primera aproximacion podria ser considerar quitar la informacion no
deseada y clausurar con el operador de consecuencia clasica. Pero esto no es suficiente ya
que si tenemos 7' = Cn({p, ¢}) y queremos renunciar a p, también sucede p € Cn(T \ {p})
(yaque gy g — p € T\ {p}). Otra dificultad notoria es si quisiésemos renunciar a p A g,
en cuyo caso hay que elegir a cudl de las variables renunciar.

Las siguientes son condiciones deseables para el operador de contracciéon que estamos
buscando.

1. (clausura —) T'— ¢ es un conjunto de creencias
2. (contraccion) T'—p C T

3. (minima acciéon) Si ¢ ¢ T, entonces T'—p =T

LAGM son las iniciales de Alchourrén, Girdenfors y Makinson, quienes dieron comienzo a la teoria de
revision en 1985 a través del paper [2] en el cual introdujeron los operadores de expansion, contraccion
total y contraccién parcial y con ellos el primer operador de revision.
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W~

éxito —) Si i/ ¢, entonces ¢ ¢ T'— ¢

recuperacion) Si p € T, entonces T C (T — @) + ¢

-
-
6. (extensionalidad —) Si F ¢ <> 1, entonces T'— ¢ =T — 9
. (min-conjuncion —) (T — )N (T =) CT — (¢ A )

-

max-conjuncion —) Si o € T'— (@ A ), entonces T'— (o A ) CT — ¢

Definiciéon 5.1.4. Llamamos operador de contraccion a un operador que toma un conjunto
de creencias y una férmula, devuelve otro conjunto de creencias y cumple 1-8.

Las condiciones min-conjuncioén y max-conjuncion establecen relaciones entre la conjun-
cion y la contraccion. Esto no determina univocamente la contraccion de una conjuncion,
lo cual es intuitivamente correcto. Si un agente tiene que renunciar a creer @ A, la decisiéon
de renunciar a ¢, a ¢ o a ambos depende del “arraigo” que el agente tenga a cada una de
sus creencias.

Por ejemplo, hay dos alumnos en un curso de logica epistémica uno de ellos es bueno y
el otro es excepcionalmente talentoso. Un agente epistémico cree que ambos deben haber
aprobado el examen tomado la semana anterior, pero el profesor le informa que al menos
uno de ellos no aprobé. Es natural esperar que el agente epistémico renuncie a creer que
el alumno bueno aprob¢6 el examen y que conserve la creencia de que el alumno talentoso
aprobo.

Una pregunta de interés es si existe otra alternativa diferente de renunciar a uno, otro
o ambos conyuntos. El siguiente teorema nos responde.

Teorema 5.1.5. Sea — un operador que cumple las condiciones 1-6. Entonces — satisface
7y 8 sit sucede una de las siguientes:

» T —(pAY) =T~
=T —(pAY)=T 4
= T—(pNY)=(T =) (T =)

Habiendo definido la expansion y contracciéon, ahora estamos en condiciones de avanzar
hacia un operador de revision. Queremos definir un operador * de revision tal que después
de revisar con una formula ¢: a) las creencias sigan siendo consistentes, b) el agente crea
¢, ¢) se pierda la menor cantidad posible de creencias y d) adopte la menor cantidad
posible de nuevas creencias. Habiendo definido la expansion y contraccion, ahora estamos
en condiciones de avanzar hacia un operador de revisién. Queremos definir un operador
x de revision tal que después de revisar con una formula ¢: a) las creencias sigan siendo
consistentes, b) el agente crea ¢, ¢) se pierda la menor cantidad posible de creencias y
adopte la menor cantidad posible de nuevas creencias.
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Definiciéon 5.1.6. Llamamos operador de revision a un un operador % que toma un con-
junto de creencias y una férmula proposicional y cumple las siguientes:

1. (clausura x) T % ¢ es un conjunto de creencias

2. (éxito x) p € T'x

cota superior) T'x o CT + ¢

cota inferior) Si ¢ ¢ T, entonces T+ ¢ C T % ¢
trivializacion) T % ¢ = L, sii F -

extensionalidad *) Si F ¢ <> ¢, entonces T x ¢ = T * ¢

7. (min-conjuncion *) Si —p € T (p A1), entonces (T« )+ C T * (¢ A1)

(
(
(
(
(
(
(
8. (

max-conjuncion ) Si T x (o A) C (T * @) + ¢

Definicién 5.1.7. Sea — un operador de contracciéon. Llamamos operador de Levi a un
operador * definido por Tx o = (T — =) + ¢ .

Proposicion 5.1.8. Un operador de Levi es un operador de revision.
Demostracion. Se desprende directamente de aplicar las definiciones. O

Si tuviésemos una funciéon de contraccion definida, entonces tendriamos un operador
de revision. Ahora vamos a avanzar en esa direccion: sean ¢ € £, y T un conjunto de
creencias, queremos entender qué forma tiene que tener T'— . Si ¢ ¢ T, no hay nada
que decir porque el axioma de minima accién establece como es la contraccion con . Sea
¢ € T, para una contracciéon T — ¢ estamos interesados en los conjuntos 7" C T tales que
no contienen a ¢ y que son resultado de remover lo minimo posible para que no implique
. Esto queda capturado en la siguiente definicion.

Definicion 5.1.9. Sean T, T’ conjuntos de creencias tales que 7" C T. Se dice que T” es
un mazimal de T' que no implica @ si:

=g T

» Sity €T perop ¢ T’ entonces v — p € T”

El conjunto de todos los maximales de T que no implican ¢ lo notaremos 7' L ¢. Ademaés
notaremos M(T) ={TLy : ¢ € L,}.

Los elementos 1" de T' Ly son los candidatos a T' — ¢ por definicion cumplen clausura
—, contraccion y éxito —, pero ademés cumplen todas las demés condiciones (para una
demostracion de esto consultar el paper iniciador [2], o el libro [26]). Esto nos permite
construir una funcién de contraccion.
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Definicién 5.1.10. Una funcion de seleccion es una funcion S tal que dado un T' Ly €
M (T') devuelve algunos de los conjuntos en T' L cuando este es no vacio, y en caso contrario
devuelve T

La idea detras de esta definicion es elegir la informacién que definitivamente se quiere
conservar, y en base a esta eleccion construir una contraccion.

Definicién 5.1.11. Sea S una funciéon de seleccion, una contraccion partial meet basada
en S es una funciéon —,,, tal que
N C siTlep#0
T —pm P = CeS(TLy)
T en caso contrario

Una manera de discriminar entre los distintos elementos de T' Ly es via una relacién
transitiva < en M(T) (de esta manera no depende del ¢ elegido para contraer T').

Definicién 5.1.12. Sea S una funciéon de seleccion. Decimos que S estd inducida por <
si para toda ¢ vale S(T'Ly) ={T" € TLy : T" <T' para todo T" € T Ly}.

Esto da lugar al siguiente teorema.

Teorema 5.1.13. Una funcion — es una contraccion sii es una contraccion parcial basada
en una funcion de seleccion S inducida por una relacion < transitiva.

Puede interpretarse esta relacion de < como una preferencia del agente entre los dis-
tintos conjuntos de creencias posibles luego de remover una férmula.

Las relaciones de preferencia son un leitmotiv de la Teoria de Revision. Ademés de
las recién vistas, las de mayor importancia son las que encontramos en los modelos de
plausibilidad.

5.2. Modelos de plausibilidad

Estamos interesados en saber como reacciona un agente a la incorporacién de informa-
cion que contradice sus creencias. A tal efecto, en esta seccion vamos a desarrollar la teoria
de modelos de plausibilidad presentada por primera vez en [6]. Estos modelos permiten
representar los “planes de contingencia” de un agente ante nueva informacion y las prefe-
rencias de un agente entre las distintas alternativas doxasticas. Primero vamos a estudiar
el caso de agente tinico para luego estudiar las interacciones entre multiples agentes.

Comenzamos por recordar algunas definiciones basicas.

Definicién 5.2.1. Un preorden en W es una relacion transitiva y reflexiva en W x W.

Definiciéon 5.2.2. Sea < un preorden en W, decimos que es total si para todo v,w € W
vale v <w o w <.
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Definiciéon 5.2.3. Sea < un preorden en Wy P C W, w se dice maximal de P respecto
de < si no existe v € P tal que w < v pero no w > wv.

Definicién 5.2.4. Un frame de plausibilidad es un par § = (W, <) donde W es un conjunto
de mundos posibles y < es un preorden total en W tal que todo subconjunto no vacio tiene
elementos maximales.

Dado un P C W no vacio, notaremos maz P al conjunto de los elementos maximales de
P. Ademés vamos a notar w' < w si w' <w perow Lw' ,yw=Zw' siw <w'yw <w.

La lectura intuitiva que hacemos de w’ < w es “el agente considera a w al menos
tan plausible como w”, mientras que w’ < w representa que “el agente considera w es
estrictamente més plausible que w”, y finalmente w = w’ puede leerse como que “el agente
considera w y w’ igualmente plausibles”.

Definicién 5.2.5. Dado un frame de plausibilidad § = (W, <), una proposicion-§ es
cualquier conjunto P C W.
Ademas decimos que un mundo w satisface P si w € Py que P es una proposicion-W

si PCW.

Observemos que un frame de plausibilidad es un caso particular de un frame de Kripke.
La definiciéon de modelo de plausibilidad es inmediata.

Definicién 5.2.6. Un modelo de plausibilidad es un modelo de Kripke basado en un frame
de plausibilidad. Es decir, es una terna 9t = (W, < i) en la que (W, <) es un frame de
plausibilidad, @ un conjunto de variables proposicionales e i : @ — P(W). Un modelo de
plausibilidad con mundo real indicado es un par IM* = (M, w*) donde M es un modelo
de plausibilidad y w* es un mundo de 9. Cuando no haya ambigiiedad, nos referiremos a
estos modelos también como modelos de plausibilidad.

Diremos que P es una proposicion-) si es una proposicion-W.

Observacion 5.2.7. En un modelo podemos identificar las variables proposicionales como
proposiciones-N via la funcion i. ;Podemos hacer lo mismo con cualquier féormula?

Dado un modelo de plausibilidad 9t = (W, <, i) definimos operaciones booleanas para
las proposiciones-9:

-P:=W\P
PvQ=PUQ.
Ademas definimos las constantes Top := W y Loy := (. Ademaés, toda relacion R C

W x W, induce una modalidad de Kripke

[R]Q := {w € W : para todo wRv vale v € Q}.
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Con esta tltima incorporacion vamos a lograr traducir todas las férmulas a proposiciones-
M. La motivacion de esto es establecer un puente entre el lenguaje y la seméntica que
simplifica ciertas demostraciones técnicas. La mayoria de ellas no seran presentadas en
esta tesis, sin embargo se decidié conservar este enfoque para el contenido técnico de este
capitulo con el objetivo de facilitarle al lector interesado la consulta de bibliografia.

Por otro lado, para ejemplos introductorios no vamos a utilizar proposiciones-91t sino
férmulas por su caracter intuitivo.

Hasta ahora nuestra nocion de proposicion es local: s6lo tenemos proposiciones-9t para
cada modelo 901. Pero estamos interesados en estudiar los cambios de modelos por lo tanto
necesitamos una nocioén de proposicion que no esté asociada a un modelo en particular.
Esto motiva la siguiente definicion.

Definicién 5.2.8. Una proposicion doxdstica es una funcion P que asigna a cada modelo
de plausibilidad 99t una proposicion-0 Pgy. Diremos que P es verdadera en w si w € Pyy.
Notaremos w oy P, y cuando el modelo se deduce del contexto w I+ P.

Denotamos Prop el conjunto de proposiciones doxasticas, y definimos las operaciones
booleanas en Prop de manera estandar: (P A Q) := P N Qqy, (-P)o := W\ Py v
las operaciones definidas en base a estos. También tenemos las constantes T y | definidas
segin las constantes Tgy v Lop de cada modelo. Y similarmente, se pueden definir las
modalidades asociadas a una relacion R: ([R|P)m = [R]Pm.

Ademaés, definimos consecuencia semantica del siguiente modo: P IF Q sii Poy C Qg
para todo modelo 9. También notaremos esto como IF P — Q.

Ahora introducimos una relacion de accesibilidad doxéstica — para estos modelos defi-
nida por: Ahora introducimos una relaciéon de accesibilidad doxéstica — para estos modelos
definida por:

w — v sii v € maxW

Es decir, en un mundo w el agente cree que puede estar cualquiera de los mundos en
mazxW . Esto intuitivamente representa el hecho de que el agente cree estar en alguno de
los mundos que maximizan la plausibilidad.

Pero ademéas podemos definir una relaciéon de accesibilidad doxéstica condicional:

Py sii v € maxP

w —

Y una lectura intuitiva de esto “si en un mundo w el agente obtiene la informaciéon de

que P es verdadero creera que esté en alguno de los mundos que maximizan la plausibilidad
cumpliendo P”.

Finalmente, definimos la relacion de posibilidad epistémica como la relaciéon universal:

w~vsiw,veW.
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Es decir, todos los estados en W se asumen posibles. La tinica manera de que un agente
sepa algo es que sea verdadero en todos los mundos del modelo.

En este contexto, podemos introducir los operadores de conocimiento, creencia y creen-
cia condicional como:

KP:=[~]|P
BP = [=]P
BYP = [-=9]P

Leemos K P como “el agente sabe P”. Este conocimiento responde perfectamente a la
definicién de conocimiento de Leibnitz: algo es sabido, si es verdadero en todos los mundos.
Similarmente leemos BP como “el agente cree P”.

Pero la diferencia respecto de modelos anteriores es aportada por las formulas B¢ P,
que leeremos como “Si el agente recibe la informacion @), creera que P era verdadero (antes
de recibir la informacién)”. A ese operador binario lo llamaremos operador de creencia
condicional.

Es decir que tenemos en el operador de creencia condicional una operacion de revision
que captura los potenciales cambios de creencias del agente en caso de recibir nueva infor-
macion. Y a diferencia del operador de revision propuesto por la teoria AGM, éste permite
revisar con cualquier tipo de formulas. En particular, formulas de 6rdenes superiores.

Ejemplo 5.2.9. Juan Pérez siente que es un genio. El sabe que hay solo dos explicaciones
posibles para ello: es un genio o esta borracho. El no se siente borracho, asi que cree que
es un genio (sobrio). Sin embargo, si llegase a enterarse que esta borracho, va a pensar que
su sentimiento de genialidad se debia a los efectos del alcohol. Es decir: si se entera que
estd borracho, creerd que es so6lo un borracho no-genio.

Pero en realidad es un genio y estd borracho.

El modelo de plausibilidad queda representado en el siguiente grafico, donde los rom-
bos representan los mundos posibles, las flechas reprensentan el preorden, el rombo pintado
representa el mundo interior y en el interior de los nodos se encuentran las variables pro-
posicionales vélidas en él. En este caso b representa la variable proposicional para “Juan
estd borracho” y ¢ para “Juan es un genio”.

Figura 5.1: En los diagramas de modelos de plausibilidad representamos el preorden con
flechas, y omitimos las flechas reflexivas y transitivas para mayor claridad visual.

En el diagrama no representamos el mundo —b,—g porque Juan sabe (K) que esta
borracho o es un genio (bV g).
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Juan Pérez no sabe (K') que es un genio, porque hay mundos posibles en los que no lo
es: (b,g). Sin embargo el cree que es un genio, y esto es verdadero.

En este ejemplo vemos que este modelo respeta la diferencia entre conocimiento y
creencia verdadera, discutido por Soécrates y citado por Platon en Menodn.

Miiltiples agentes

Podemos generalizar las nociones de frame y modelo de plausibilidad a miltiples agentes
teniendo unas precauciones. Las discutimos brevemente para motivar la definicion poste-
rior.

En el caso de un tinico agente los estados que el agente sabe imposibles no forman parte
del modelo, esto queda en evidencia en el hecho de que la relacion de indistinguibilidad
epistémica es la relaciéon universal que considera a cualquier mundo del modelo como una
alternativa epistémica de cualquier otro.

Sin embargo en el caso multiagente no podemos excluir del modelo los estados que un
agente ¢ sabe imposibles, porque podria suceder que para otro agente j sean perfectamente
plausibles. Més atin: a pesar de que el agente ¢ considere imposible un mundo no podemos
descartarlo siquiera de su estructura de plausibilidad, porque podria ser de importancia
para las creencias de otros agentes acerca de las creencias de i. Entonces es necesario definir
relaciones ~; de indistinguibilidad, con la misma motivaciéon que en el Capitulo 3. Por lo
tanto a nuestros frames tendriamos que definirlos como ternas (W, (<;)ien, (~;)ien) donde
~; v <; cumplan algunas condiciones.

Para empezar, si dos estados son distinguibles por un agente (w ¢; v) significa que
el agente ¢ no los considera posibles simultaneamente. Por lo tanto, no tiene sentido pre-
guntarse cuédl es mas plausible de ambos, ya que pertenecen a realidades disjuntas para
el agente i. Esto significa que deberiamos tener que w <; v implica w ~; v. Pero ademaés
queremos que el modelo restringido a alguna clase de equivalencia de ~; y considerando
solo el agente 7, sea como un modelo de plausibilidad de un sélo agente. Esto significa que
queremos que <; tenga maximales en los subconjuntos no vacios de la clase de equivalencia.

Definicién 5.2.10. Dado un conjunto finito de agentes N, un frame de plausibilidad para
N es una terna § = (W, (<;)ien, (~i)ien), tal que para todo i € N vale que <; es un
preorden (no necesariamente total) y para cada w todo subconjunto no vacio de {v : w ~;
v} tiene maximales. Si P es uno de tales subconjuntos, al conjunto de elementos maximales
los notamos max; P.

Llamamos w(i) :=={v : w <; v 0o v <; w} clase de comparabilidad de w para i o celda
de informacion de w para 1.

Observacion 5.2.11. Es facil ver que bajo estas restricciones ~;=<; U >;. Por lo tanto en
adelante vamos a omitir a las relaciones de indistinguibilidad de la notaciéon al momento
de definir los frames de plausibilidad.
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Definicién 5.2.12. Dado un conjunto finito de agentes N, un modelo de plausibilidad para
N es una terna M = (W, (<;)ien, 1), donde (W, (<;);en) es un frame de plausibilidad para
Nei: @ — P(W), donde @ es el conjunto de variables proposicionales del lenguaje.

La definicion de la relacion de accesibilidad doxéstica para cada agente es la misma que
antes:

w —; v il v € maz;w(i)
y la relacion de accesibilidad doxastica condicional:
w —F v sii v € maz; (w(i) N P)

De este modo, estamos en condiciones de definir las modalidades de interés de manera
analoga al caso de un tnico agente:

BPP = [=2]P

Y dado que tenemos miltiples agentes también incorporamos el operador C' de conoci-
miento comun con su semantica tradicional:

or=[(s~)]r

Observacion 5.2.13. Ahora, a diferencia del caso de un tdnico agente, que un agente sepa
algo depende del mundo en el que nos paremos porque la cuantificacion no es sobre todos
los mundos sino tnicamente sobre su celda de informacion.

Ejemplo 5.2.14. Agregamos un agente mas a la historia de Juan Pérez del Ejemplo 5.2.9:
su mejor amigo Carlos Fernandez. Carlos esta bastante seguro de que Juan estd borracho:
lo conoce hace bastante tiempo, aunque tiene en cuenta la posibilidad de estar equivocado.
Sin embargo no tiene idea de si Juan es un genio o no, considera ambas cosas igualmente
plausibles. El modelo para Carlos solo seria:

Para poner el orden de Juan junto con el orden Carlos necesitamos saber qué saben el
uno del otro.

Supongamos que todas las premisas que asumimos acerca de Juan y acerca de Carlos
son conocimiento comun, salvo cudl es el mundo real y que Juan se siente un genio. Mas
precisamente todas las opiniones (conocimientos, creencias y creencias condicionales) de
Carlos son conocimiento comin, y también lo es que:
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Si Juan esta borracho, sentird que es un genio

Si Juan es genio, sentird que es un genio

No hay otros motivos por los cuales Juan se pueda sentir genio

Juan sabe lo que siente (jacerca de ser genio o no!)

Si Juan se entera que estd borracho, creerd que no es un genio

= Juan cree que es un genio pero que no esta borracho.

Entonces el modelo multiagente de plausibilidad estd dado por el siguiente diagrama,

donde las flechas etiquetadas con j es el preorden de Juan y las etiquetadas con c¢ el preorden
de Carlos.

Figura 5.2: Modelo multiagente de plausibilidad

Ahora relajemos un poco el contexto: Supongamos que las opiniones de Carlos no son
conocimiento comun y mantengamos todas las demas hipotesis. Ademas ahora es conoci-
miento comin que Carlos no tiene opiniéon acerca de si Juan es genio o no (que considera
ambas opciones igualmente plausibles), pero no es conocimiento comin que tiene una opi-
nion acerca de si estd borracho o no (cree que esta borracho o cree que no lo estd, pero
su opini6én es desconocida para Juan que considera ambas opiniones de Carlos igualmente
plausibles). Este es el modelo resultante:

Figura 5.3: Otro modelo multiagente de plausibilidad
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Interaccién de conocimiento, creencia y revision

Es comtinmente aceptado por epistemologos que el ingrediente faltante a la definicion
de conocimiento como creencia verdadera justificada dada Platon en Menon (que fue re-
futada por Gettier en [16]) es la propiedad de estabilidad bajo revisiones con informacion
verdadera: el conocimiento no puede ser refutable por ninguna informacién real que no
se posea. Esta extension de la definicién platénica es propuesta por numerosos autores,
entre ellos Hintikka en [18| y Stalnaker en [25]|, y ampliamente aceptada por la comunidad
filosofica.

Sin embargo, a continuacién veremos una caracterizacion del conocimiento representado
por K como una “creencia absoluta”, invariante bajo cualquier revision (sin importar si se
revisa con informacion verdadera o no). Es decir, si sigue siendo creida bajo cualquier
condicion.

Proposicion 5.2.15. Para todo modelo M y mundo w vale: w I+ K;Q sii w - A\ BFQ
PeProp

Demostracion. Se desprende directamente de las definiciones. O

En este sentido, la nocion de conocimiento capturada (con esta seméntica) por K; es
un poco mas fuerte que la propuesta por Stalnaker y Hintikka. A pesar de esto no deja de
ser una nocioén 1til ya que cumple S5, axiomas aceptados para modelar el conocimiento,
principalmente en aplicaciones para Ciencias de la Computacion.

Proposicion 5.2.16. En la clase de modelos de plausibilidad valen los axiomas de S5 para
los operadores K;.

En adelante vamos a referirnos a K; como conocimiento certero, y leeremos K; P como
“el agente sabe certeramente P”.

Ahora vamos a introducir nuevas modalidades O; para capturar una forma conocimiento
méas débil, con la siguiente seméantica:

O,P :=[<JP={weW : ve P para todo w <; v}.

Nos referiremos a O; como conocimiento irrefutable y leeremos O;P como “el agente i sabe
P” o “el agente i sabe P irrefutablemente”.

Por supuesto, el operador O induce un operador andlogo en las proposiciones doxasticas
de la manera estandar: (0;P)gy := 0O,;Pgy.

Observacion 5.2.17. Dado que <; es reflexiva y transitiva tenemos que O; valida los axiomas
de S4: cumple veracidad e introspeccion positiva, pero no necesariamente es negativamente
introspectivo.

., Como se relacionan, en este contexto, K;, O0; y B;?
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Proposicion 5.2.18. Valen las siguientes:
I+ K;P— 0O,P
I+ 0O,P— B;P

Entonces, efectivamente, O; representa una nociéon de conocimiento mas débil que K;
(pero que sigue siendo mas fuerte que B;). Pero esto no es una caracterizacion. El siguiente
resultado caracteriza un poco mejor qué clase de conocimiento captura O;.

Proposicion 5.2.19. El conocimiento representado por O; resiste revisiones con cualquier
informacion verdadera. Esto significa que:

w Ik O;Q es equivalente a
w I+ BY Q para todo P tal que w - P

Esta proposicién afirma que O; representa el conocimiento definido por Hintikka: es co-
nocimiento irrefutable por informaciéon verdadera. Pero ademas de representar esta nocién
de conocimiento filos6ficamente 1til, la modalidad O; cumple otras propiedades interesan-
tes:

Proposicion 5.2.20. Son vdlidas:
1. K;0,;P es equivalente a K; P
2. B;P es equivalente a B;0; P

El item 1 asevera que saber certeramente que se sabe algo es lo mismo que saberlo
certeramente, mientras que el item 2 afirma que creer algo es creer que se sabe. Esta
ultima propiedad es deseable en los sistemas epistémicos-doxésticos en muchos contextos
y, como vimos en el Capitulo 3, no es simple de incorporar para la nocién de conocimiento
certero ya que conlleva al colapso de conocimiento certero y creencia.

De las definiciones se desprende el siguiente resultado, que nos premite prescindir de la
modalidad de creencia condicional para tomarla como una abreviacion:

Proposicion 5.2.21. BF Q es equivalente a ~K;—P — —K;~(P A 0;(P — Q))

Finalmente vamos a incorporar un tltimo operador Sb; que es una variacion de la nocién
doxastica representada por B;:

que en términos del orden de plausibilidad establece que todos los mundos en los que
vale P son mas plausibles que todos los mundos en los que vale —P.
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Llamamos a Sb; modalidad de creencia fuerte para el agente i y leemos Sb;P como “el
agente ¢ cree fuertemente P”.

De la definicion se desprende de manera automatica que Sb; representa una forma de
creencia mas fuerte que B;. Pero no sélo eso, sino que ademés algo es fuertemente creido
sii sigue siendo creido dada cualquier nueva informacién que no lo contradiga. Esto queda
formalizado en la siguiente Proposicion:

Proposicion 5.2.22. Son equivalentes:

w - SHh;Q, y
w I BFQ para todo P tal que w I K;(P — —Q)

Quizés el mas conocido ejemplo de creencia fuerte se encuentra en el derecho, la justicia
cree fuertemente en la inocencia de los acusados: “inocente hasta que se demuestre lo
contrario”.

Ejemplo 5.2.23. En el Ejemplo 5.2.14, Juan Pérez cree fuertemente que —b, y ademaés
cree fuertemente que g A —b. Sin embargo, no cree fuertemente g. Es decir:

Sb(p A ) A Sbp A Shi

Esto demuestra que a diferencia del conocimiento y las creencias simples, las creencias
fuertes no son cerradas por inferencia logica.

Se puede definir una logica con operadores de conocimiento certero y conocimiento
irrefutable, que es completa y decidible respecto de los modelos de plausibilidad.

Definicién 5.2.24. Sea N un conjunto finito de agentes y @ un conjunto finito de variables
proposicionales. Definimos el lenguaje Lxn(N, @) definido recursivamente por:
pu=plLl-olvAe]| K| Dip

donde p es alguna variable proposicional (i.e.: p € ®) e i € N.
Ademas definimos las abreviaciones B¢ := = K;—~¢ — = K;= (¢ A O;(p — 1)) (inspi-
rada por la Proposicion 5.2.21) y Byp := B, ¢ con T := =(p A —p).

Le damos a los operadores K; y O; la semantica de cuantificadores modales universales
para ~; y para <; respectivamente.

Definicién 5.2.25. Definimos el sistema axiomatico KO dado por una axiomatizacion de
la l6gica proposicional junto con:

= Axiomas de S5 para cada K;

» (introspeccion positiva para O;) O,P — 0,0,P
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» (veracidad para 0;) O0,P — P

» ;P — 0P

» Ki(PVOQ)ANK(QVOP)— K,PV K;Q
y reglas de necesitacion para K; y O,.

La correctitud del sistema es rutina, y sin escalas nos dirigimos al resultado de comple-
titud y decibilidad.

Teorema 5.2.26. La ldgica KO es completa respecto de los modelos de plausibilidad. Ade-
mds es decidible y tiene la propiedad de modelo finito.

Idea de la demostracion. Cada modelo de plausibilidad 9 = (W, (<;)ien, i) induce un
modelo de Kripke, 901 = (W, (<i)ien, (~i)ien, 1) donde <; es un preorden en el que todo
subconjunto no vacio de su dominio tiene elementos maximales, ~; es de equivalencia y
vale que <;C~; y la restriccion de <; a ~; es un preorden total sin cadenas. Analogamen-
te si tenemos un modelo de Kripke que cumple estas condiciones, induce un modelo de
plausibilidad.

Teniendo esto en consideracion la demostracion de este teorema es una réplica de la
demostracion del Teorema 3.0.22 y el Corolario 3.0.35.

]

5.2.1. Revision dindmica

En la secciéon anterior presentamos el operador de creencia condicional para estudiar
revisiones de creencias. Pero la revision capturada por este operador es estatica, de caracter
hipotético. Uno puede querer revisar las creencias por dos motivos: cambi6 la informacion
que se tiene (por ejemplo: un agente se enter6 de algo que descarta un mundo posible y
ejecuta un plan de contingencia), o cambiaron las plausibilidades (por ejemplo: un agente
cambié de opinion acerca de cuéles son los mundos méas plausibles). La diferencia entre
estos tipos de cambios es que la segunda implica un cambio en la situacion mucho mayor:
no s6lo cambia lo que el agente cree, sino que también cambian sus planes de contingencia.

El operador de creencia condicional no revisa las creencias sobre la situacion después
de la revision (con los planes de contingencia después de revisar), sino las de la situacion
antes de la revision (con los planes de contingencia antes de revisar). Esto significa que si
esos planes de contingencia cambiaron al recibir cierta informacion, este tipo de revision
no sera efectiva.

Desde un punto de vista semantico, una revision de creencias de érdenes superiores es,
de algin modo, revisar la estructura relacional: cambiar la relacion de plausibilidad y/o su
dominio, y esto no es capturado de manera efectiva por el operador de creencia condicional
ya que opera sobre una estructura de plausibilidad no revisada.
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Para ejemplificar, consideremos el modelo de Juan Pérez del Ejemplo 5.2.9. Llamemos
¢ = b A —Bb (llamamos a este tipo de formulas, formulas de Moore). Se puede verificar
que vale B¥—Bb. ;Contradice esto el hecho de que la informacién incorporada anuncia que
b es verdadero? No, porque las creencias condicionales son la revision de las creencias en
el modelo antes de que sea anunciada ¢, y en ese modelo el agente aiin no creia que
estaba borracho.

La aparente contradiccion proviene de que el anuncio de ¢ conlleva necesariamente a un
cambio de su valor de verdad por un cambio en la estructura de plausibilidad del agente.

Lo que le falta capturar a los modelos de plausibilidad es la nocién de accién o evento
que vimos en el Capitulo 4 que encierra el aspecto dinamico que le falta a las creencias
condicionales. Esto motiva la siguiente definicion.

Definiciéon 5.2.27. Un modelo de plausibilidad de eventos o modelo de eventos plausibles
es una terna X = (3, (<;)ien, pre) donde (3, (<;)ien) es un frame de plausibilidad y
pre : Y — Prop es un mapa de precondiciones que asigna a cada ¢ € Y una proposicion
doxastica pre,.

Llamaremos eventos a los elementos o € X y precondicion de o a pre,.

Definicién 5.2.28. Un programa dozxdstico sobre un modelo de plausibilidad de eventos X
o programa-3 es un subconjunto I' C X..

Podemos pensar los programas-3 como eventos no deterministicos donde se ejecuta
uno de los eventos v € I

Observacion 5.2.29. Los programas-> son los andlogos dindmicos de las proposiciones-2t

Ahora que ya tenemos modelos de plausibilidad de eventos, quisiéramos ver como acttian
sobre los modelos de plausibilidad.

Definicién 5.2.30. Sean 9 = (W, (<;);en, i) un modelo de plausibilidad multiagente
y X = (5,(<y)ien, pre), un modelo de plausibilidad de eventos. Definimos el producto
actualizacion preferencial de M y X como MR X = (W @ %, <;,1) donde:

s WeY={(wo): wlpre,}
= i(p) =i(p)
v (w,0) < (Wo)siio<; o' yw~w oo 0 yw < w.

Observacion 5.2.31. Del producto actualizacién preferencial resulta un modelo de plausi-
bilidad.

Ejemplo 5.2.32. Supongamos que tenemos el siguiente modelo de plausibilidades:

Figura 5.4: Es méas plausible un mundo en el que vale =P que uno en el que vale P.
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Supongamos que sucede un evento de un modelo de plausibilidad de eventos X =
(3, <,pre) donde solo hay 2 eventos o y ¢’ con precondiciones =P y P respectivamente
tales que o < o’. Representamos este modelo en el siguiente diagrama, donde las elipses
representan eventos, su contenido las precondiciones para ejecutarlo y las flechas la relacion

de plausibilidad:

Figura 5.5: El agente considera més plausible que suceda o’ (cuya precondicion es P) a
que suceda o (cuya precondicion es —P).

Uno espera que si un agente piensa que es mas plausible un evento que otro (y suceda
uno de ellos) entonces considere mas plausible la precondicion del evento més plausible
que la del otro. Esa es la motivaciéon detras de la manera en la que queda definida <; para
el producto actualizaciéon preferencial. El producto actualizacién preferencial es estos dos
modelos resulta en:

Figura 5.6: Luego de actualizar el agente considera mas plausible un mundo en el que vale
P que uno en el que vale —P.

Observacion 5.2.33. Con esta definicién de producto actualizacion preferencial tenemos
como caso particular el producto actualizacion definido en el Capitulo 4.

Definicién 5.2.34. Una actualizacion es una transformacion de modelos « tal que a un
modelo de plausibilidad 9t = (W, (<;);en, 1) le asigna un nuevo modelo de plausibilidad
aM) = (W', <'i") donde W/ C W i’ = 1i|py.

En este contexto llamaremos dominio de « a W’ y lo notamos Domgy (). Son los estados
en los que puede ser ejecutado la actualizacion.

Del mismo modo que lo hicimos con las acciones en el capitulo anterior, podemos
agregar al lenguaje un operador dinamico [o|P para cada actualizacion «, para expresar
que P va a ser verdadera en el nuevo modelo después ejecutar el actualizacion «. Esta seria
la semantica:

w Iy [a]P sii w € Domgp(cv) implica w I o) P

Vamos a definir tres actualizaciones que capturan distintas politicas de revision.
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Definiciéon 5.2.35. Definimos la operacion P de actualizacion infalible con P que toma
un modelo de plausibilidad 9t = (W, (<;)en, 1) v devuelve un modelo restringido sin los
estados en los que no vale P: 9 = (Poy, (<i)ien, 1).

Este tipo de actualizaciéon se corresponde con anuncios publicos provenientes de fuentes
de informacion infalibles, que jaméas anuncian algo erréoneo. Por lo tanto, en caso de que
haya un mundo real indicado, para poder ejecutar una actualizacion infalible con P, tiene
que ser verdadera en el mundo real.

Esto representa conceptualmente lo mismo que el anuncio piblico definido en el Capi-
tulo 4: un anuncio publico que todos los agentes oyen, y todos los agentes saben que todos
los agentes oyen, y todos los agentes saben que todos los agentes oyen, etcétera. Seman-
ticamente se corresponde (al igual que antes) con borrar todos los mundos en los que no
vale lo que se anuncia.

Esta operacion tiene un modelo de plausibilidad de eventos que la representa que esta
dada por 'P := (¥, (<;)ien, pre) con ¥ = {o}, y pre, = P.

Ejemplo 5.2.36. Retomemos el ejemplo de Juan Pérez, cuyo modelo inicial estd diagra-
mado en la Figura 5.1. Supongamos que una fuente infalible (su esposa) le dice “estés
borracho pero no lo crees”. Esto induce una actualizacion (b A =Bb), del que resulta este
modelo:

Figura 5.7: Resultado de una actualizacion infalible con una férmula de Moore.

Vemos que se logra modelar correctamente el cambio de creencias al revisar con una
formula de Moore, a diferencia de cuando intentamos hacerlo usando creencias condicionales
en la introduccién de esta seccion.

Las formulas Moore son ejemplos interesantes de por qué no necesariamente tiene que
valer la condiciéon de Exito pedida por los operadores de revision de AGM.

Definiciéon 5.2.37. Definimos la operacion {} P de actualizacion radical como aquella que
transforma un modelo de plausibilidad 9t = (W, (<;);en, i) en otro modelo M = (W, (<!
)ien, 1) donde <! estd dada por convertir todos los mundos de 9% en los que vale P en
estrictamente mas plausibles que todos los mundos de 9t en los que no, y conservar el
orden en el resto. Es decir:

SivlFPywl- =P entonces w <, v

En caso contrario </=<;
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Las actualizaciones radicales modelan anuncios publicos provinientes de fuentes de in-
formacion altamente confiables (o al menos persuasivas), pero falibles.

El modelo de plausibilidad de eventos para una actualizaciéon radical consiste en la terna
P = (%, (<)ien, pre) donde ¥ = {o,0'}, 0’ <; 0, pre, =P y pre,, = -P.

Queda representado en el siguiente diagrama:

i € N

Figura 5.8: Actualizacion radical en un modelo de plausibilidad.

Finalmente, vamos a definir una tdltima politica de revision mas débil.

Definiciéon 5.2.38. La operacion 1 P de actualizacion conservadora con P como aquella
que redefine los 6rdenes <; colocando al mas plausible (para el agente i) de los mundos en
los que vale P como maximo, y en el resto preserva el orden anterior.

Esta operacion modela el efecto producido por un anuncio publico de una fuente li-
geramente confiable y falible. La informacion es adoptada pero puede ser renunciada con
facilidad.

Ejemplo 5.2.39. Retomando el Ejemplo 5.2.9 de Juan Pérez: supongamos que su vecino
le dice que esta borracho.

Depende de cuénto confie Juan Pérez en su vecino va a actualizar su estado epistémico
de distintos modos.

® OO

) Estado inicial de Juan Pérez ) Si su vecino es infalible
) Si su vecino es falible pero confia plena- ) Si confia en su vecino, pero no plenamente

mente en su opinién

Ejemplo 5.2.40. Supongamos que Juan Pérez confia plenamente en su vecino. El le dice
primero que es un genio y estd borracho, y luego que estd un borracho. Tenemos los
siguientes modelos:
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(a) Estado inicial de Juan Pérez

b) Luego de f} (b A g)

<

c) Luego de f} b

Obsérvese que este ultimo modelo no puede ser obtenido del modelo inicial con una
tnica actualizacion radical. Esta situacion nos demuestra que, si bien las actualizaciones
infalibles son cerradas por composicion, las actualizaciones radicales no.

5.2.2. Actualizaciones iteradas

Es natural preguntarse qué sucede con la concatenacion de actualizaciones: jAnte una
secuencia infinita de actualizaciones arbitrarias el conocimiento se estabilizara? ;Las cren-
cias? ;jLas creencias fuertes? ;Se converge al mundo real? En esta seccion formalicemos un
poco estos conceptos, que comenzaron a ser estudiados recientemente en [7].

Definicién 5.2.41. Sea un modelo con mundo real indicado (9, w*) y una actualizacion

conservadora, radical o infalible con informacion P. La actualizacion se dice veraz respecto
del modelo si w* |- P.

Definicion 5.2.42. Llamaremos iteracién de actualizaciones a una secuencia infinita de
actualizaciones ag, vy, ..., Qp, . . ..

Un modelo finito My = (W, <o, 19, w}) v una iteracion de actualizaciones inducen una
sucesion infinita de modelos My, My, ..., M, ... definida por My 1 = ay(IM).

Definicién 5.2.43. Diremos que una iteracion de actualizaciones se estabiliza para el
modelo 9N, si existe un n tal que M, = IMN,, para todo m > n.

Proposicion 5.2.44. Toda iteracion de actualizaciones infalibles se estabiliza para todo
modelo finito.
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Esto sucede simplemente porque en cada actualizacion pueden descartarse mundos pero
no agregarse.

Pero no sucede lo mismo para iteraciones de actualizaciones arbitrarias. Por ejemplo,
es claro que la iteracion:

o, o, p, N p, ...

no se estabiliza. Pero esto est& dentro de lo correcto, ya que las revisiones que se hacen son
mutuamente inconsistentes, por lo tanto no representa aprendizaje real.

Sin embargo, puede suceder que aunque las actualizaciones sean siempre veraces, una
iteracion nunca se estabilice. Peor atin: esto también sucede atn cuando revisamos con la
misma informacion una y otra vez.

Ejemplo 5.2.45. En las elecciones de un pais hay dos partidos 1 y 2. Un encuestador cree
que un votante dado va a votar al partido 1, pero cree que en caso de que no suceda eso
votaré en blanco. El votante no puede faltar a la votacion.

Supongamos que el votante va a votar al partido 2. Tenemos este diagrama:

Figura 5.9: Ejemplo del votante para iteraciones infinitas

Una fuente confiable, le informa al encuestador: “El votante votara 2 o lo que vos creés
acerca de si votard a 1 es incorrecto”, que podriamos escribirlo como P =2V (1 A B—-1) V
(=1 A B1). En este modelo P so6lo vale en los mundos 2 y b, pero no en 1. Supongamos que
el encuestador hace una actualizaciéon conservadora con esta informaciéon: como el mundo
mas plausible satisfaciendo P es b el nuevo modelo es:

Figura 5.10: Luego de la primera actualizacion

Observemos que P sigue siendo verdadera en el mundo real, entonces esta informacion
puede ser (verazmente) anunciada de nuevo por la misma fuente. Pero cuando el encues-
tador vuelva a hacer la actualizacion de su modelo volvera al modelo inicial.

Para esta iteracion de actualizaciones conservadoras, el orden de plausibilidad quedara
oscilando infinitamente (y las creencias del encuestador también) atin a pesar de que todos
los anuncios sean con la misma informacion.

En este caso una iteracion T P, T P, ..., donde P es siempre verdadera en el mundo real
no estabilizé al modelo inicial. Uno podria caer en la tentacion de pensar que si para actua-
lizaciones infalibles hay estabilizaciones (incorporacion de informacion fuerte), pero para
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actualizaciones conservadoras (incorporacion de informacion débil) no vale, quizas para
actualizaciones “en el medio” (como actualizaciones radicales) puede llegar a valer. Bueno,
es mejor no caer en esa tentacion, porque tampoco vale para actualizaciones radicales:

Ejemplo 5.2.46. Partiendo del mismo modelo inicial

ahora consideremos que al encuestador una fuente fuertemente confiable le dice “Si
supieras fehacientemente que el votante no votard a 2, entonces tu creencia acerca de si
vota 1 o no serd incorrecta”. Este anuncio es capturado por la formula ¢ = [I=2]((1 A
—=B1) V (=1 A B1)) que es equivalente a 2V (1 A =B721) V (=1 A B™?1).

Esta formula es verdadera en 2 y en b, pero no en 1, entonces la actualizacion radical
I ¢ resulta en:

Una nueva ejecucion de la actualizacion ) ¢ resulta en:

o0

Una tercera vez, realizamos 1} ¥:

o

Y hacerlo una vez mas nos devuelve al modelo resultante de la primera actualizacién:

Por lo tanto, que la informaciéon nueva sea veraz no alcanza para que los modelos se
estabilicen. Pero a diferencia del caso de actualizaciones conservadoras, en este ejemplo las
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creencias se estabilizan: desde cierto momento en adelante el encuestador cree (correcta-
mente) que el mundo real es 2.

Esto es un caso particular de un hecho més general, presentado en [9]:

Teorema 5.2.47. Toda secuencia infinita de actualizaciones radicales veraces {{ Py},
aplicadas a un modelo inicial finito My, el conjunto de estados mds plausibles eventualmen-
te se estabiliza, después de finitas actualizaciones. Es decir que las creencias permanecen
sin cambiar (a pesar de las posibles oscilaciones del orden de plausibilidad).

Para demostrar esto vamos a precisar una serie de lemas previos:

Nota. Dada una secuencia de actualizaciones radicales veraces {{} Py}, aplicadas a un
modelo inicial finito My = (W, (<Vien, 1), ¥y M = (Wi, (<F)icn, 1) los modelos inducidos
por la secuencia. En adelante vamos a denotar mazf P = max i P.

Lema 5.2.48. Sea una secuencia de actualizaciones radicales veraces {f} Py}r aplicadas
a un modelo inicial finito My = (Wo, (<Dien, i, wo), ¥ M = (Wi, (SHien, 1, wo) los
modelos inducidos por la secuencia. Vale que:

Para todon € N, w € wo(i) N () (Pr)am, y v € wo(i) \ ( N (Pk:)smk> se tiene v <F w.

k<n k<n

Demostracion. La demostracion es por induccién en n. Cuando n = 0, es trivial ya que
N (Px)a, = 0. Supongamos ahora que es verdadera para n, después de aplicar |} P,, a

k<n
I, tenemos que ¢t <" w para todo w € wy(i) N (Py)a, v todo t € wy(i) \ (Pn)m, (va

que todos los mundos P,, son movidos por encima de los mundos —P,,).
Ademas, como dentro de wy (i) NP, se preserva el orden <! y vale la hipotesis inductiva,
tenemos que:

v <! para todo w € wo(i) N (P, () (Pr)on, ¥ v € wol(i) N (P, \ ( N (Pk)mc>

k<n k<n

n+1

De estos dos hechos y por transitividad de <", queda demostrado. O]

Lema 5.2.49. Bajo las mismas hipotesis del lema anterior vale que para todo n € N:

k<n
Demostracion. Supongamos que no, entonces existe un n tal que para algin estado w €

mazx}(wy(i)) pero w ¢ () (Pg)om,. Pero entonces w € wy(i) \ (ﬂ (Pk)gmk> pero como
k<n k<n
estamos asumiendo que los anuncios son veraces se tiene que wy € Py para todo k, y en

consecuencia wy € wy(i)N ( N (Pk)gmk) Por el Lema 5.2.48, tenemos que w <I' wy, lo que
k<n
contradice la hipdtesis de que w € maz} (wy(7)).

]
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Lema 5.2.50. Bajo las hipotesis del lema anterior vale que para todo n € N:

max] (wy(i)) = mazy (wo(i) N ﬂ (Pk:)fmk>

Demostracion. Llamemos Q = () (Pg)m,
k<n
Por el Lema 5.2.49 se tiene la inclusion C. Para ver O tomemos un w € max? (wy(i)NQ)

y sea v € wp(i). Por la existencia de maximales en wg(i) (de la definicion de modelo
de plausibilidad), existe un ¢ € mazxlwy(i) tal que v <! w. Nuevamente por el Lema
5.2.49 tenemos que t € @, pero ademéas t € wp(i). Por lo tanto, como t € we(i) N Q y
w € max(wy(i) N Q) tenemos que ¢t <P w. Por transitividad v <! w, y como v € wy(i) era
arbitrario tenemos que w € max(wg(7)). O

Lema 5.2.51. Bajo las hipdtesis del lema anterior, existe un ng tal que

wo(i) N () (Pr)om, = wo(2) N [ (Pr)m, para todo m > ny

k<ng k<m

Demostracion. La cadena wg(i) 2 wo(7) N (Po)omy 2 - .- 2 we(i) N () (Pr)am, 2 ... es una
k<n
cadena descendiente comenzando en un conjunto finito, por lo tanto se estabiliza.

]

Finalmente estamos en condiciones de dar la demostracién del Teorema 5.2.47:

Demostracion. Por definicion de f) sabemos que para todo m, la actualizacion f} P, deja
intacto el orden dentro de wg(i) N (P,)on,,, -

Sea un ng como el del Lema 5.2.51. Entonces tenemos que wo(i)N (] (Px)om, € wo(i)N
k<ng
(P.)om, para todo m > ny.
Por lo tanto el orden dentro de wo(z) N [ (Px)m
k<ng
actualizaciones 1} P, con m > ng. En particular:

max;” <w0(2’) N ﬂ (Pk)gﬁk> = mazx}" (wo(i) N ﬂ (Pk‘)mk) .

k<n0 k<n0

. 110 va a cambiar con las posteriores

Esto junto con el Lema 5.2.50 y el hecho de que ng es el del Lema 5.2.51 nos da la
siguiente cadena de igualdades:

max;° (wy(i)) = maz® (wo(i) N ﬂ (Pk)gmk> = mazl" <w0(i) N ﬂ (Pk>gmk>

k<ng

= max!" (wo(i) N ﬂ (Pk)smk> = max;" (wo(7))

k<m
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5.2.3. Confianza, sinceridad, honestidad y persuasiéon

Un anuncio con la misma informacién afecta de manera distinta a distintos agentes.
Esto se debe a la predisposicion del receptor a incorporar informaciéon proviniente del
emisor. Segun esta predisposicion, el receptor actualizara su estructura de plausibilidades
de distintas maneras. Es decir, ejecutaré distintas actualizaciones. Esto motiva la siguiente
definicion:

Definicién 5.2.52. Llamamos actitud dozdstica dindmica (o simplemente actitud dind-
mica) de un agente hacia una fuente de informacion a la forma de revision de creencias
que adopta el agente respecto a informacion dada por la fuente. Si llamamos 7 a la actitud
doxéastica, al recibir la informacion P de la fuente se aplica una actualizacion 7P : 90T — 9V
que toma un modelo de plausibilidad y devuelve uno nuevo.

El concepto que se intenta capturar con esta definicién es como recibe un agente la infor-
macién proviniente de una fuente, y de qué manera revisa sus creencias con la informacion
emitida por la fuente.

Definiciéon 5.2.53. En lo que resta de la tesis vamos a trabajar tinicamente con las si-
guientes actitudes doxéasticas:

» Llamamos confianza ciega (y notamos !) a la actitud doxéstica que a la proposicion
P le asigna la actualizacion !P.

» Llamamos confianza fuerte (y notamos f}) a la actitud doxastica que a la proposicion
P le asigna la actualizacion ) P.

» Llamamos confianza (y notamos 1) a la actitud doxastica que a la proposicion P le
asigna la actualizacion T P.

» Llamamos indiferencia (y notamos id) a la actitud doxastica que a la proposicion P
le asigna la actualizacion identidad.

» Llamamos desconfianza (y notamos 177) a la actitud doxéstica que a la proposicion
P le asigna la actualizacion 1 —P.

» Llamamos desconfianza fuerte (y notamos {}7) a la actitud doxastica que a la propo-
sicion P le asigna la actualizacion {} —P.

» Llamamos desconfianza ciega (y notamos !7) a la actitud doxastica que a la propo-
sicion P le asigna la actualizacion !-P.

Ejemplo 5.2.54. Basandonos en el Ejemplo 5.2.39. Llamaremos 7 a la actitud doxastica
dindmica de Juan Pérez hacia su vecino. A continuaciéon tenemos cémo actualiza Juan
Pérez su estructura de plausibilidades (de acuerdo a distintas actitudes doxasticas) cuando
vecino le dice que esta borracho
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® OO

) Estado inicial de Juan Pérez ) Si 7 =!, ejecutara !b
) Si 7 =1, ejecutard f} b ) Si 7 =7, ejecutard 1T b

Quisiésemos definir la nocion de actitud doxastica positiva, es decir determinar cuando
un agente esta bien predispuesto a recibir informacién de una fuente a partir de su actitud
doxastica respecto a ella. Por ejemplo, las actualizaciones infalibles, radicales y conserva-
doras capturan una predisposicion del agente a recibir la informacion, de hecho la reciben:
después de las actualizaciones cree (o sabe) la informacion recibida.

.Es la incorporacion de la informacion lo que define la predisposicion del agente?

Ejemplo 5.2.55. Supongamos que Ana y Blas son muy buenos amigos, motivo por el cual
Ana en general esta predispuesta a creer que todo lo que Blas dice es verdadero. Ana sabe
hablar perfectamente inglés, pero no sabe si Blas sabe inglés o no. En este contexto llega
Blas y dice “I can’t pronounce any English word” en perfecto inglés.

Esta afirmacion es consistente con el conocimiento de Ana, por lo que Ana puede
ejecutar la actualizacion perfectamente. Por supuesto, después de oir a Blas, Ana no puede
creer en esa afirmacion porque el solo hecho de que la haya pronunciado demuestra que es
falsa.

Es importante observar que el anuncio no cambi6 el valor de verdad del mensaje, pero
cuando Ana recibe esta informacion de Blas, ella instantdneamente incorpora la informacion
opuesta a la que el mensaje transmitio.

Sin embargo, la actitud de Ana hacia Blas es positiva. Por esta clase de situaciones, lo
que define una actitud doxastica positiva no es que después de recibir P lo crea, sino que
después de recibir P lo crea salvo que contradiga su conocimiento. En otras palabras (u
otros simbolos): [TP|-K—-P — [rP|BP.

Definicién 5.2.56. Una actitud doxéstica 7 se dice positiva si para todo modelo vale
I+ [rP]-K—-P — [tP]|BP.
Se dice negativa si para todo modelo vale |- [TP]-KP — [tTP]B-P

De las actualizaciones doxasticas que hemos vimos hasta ahora, la confianza ciega,
confianza fuerte y confianza son actitudes doxésticas positivas; y la desconfianza ciega,
desconfianza fuerte y desconfianza son negativas.

Como dijimos al comienzo de la secciéon, cada agente puede tener distintas actitudes
doxasticas hacia las fuentes de informacion, aplicando cada uno una actualizacion diferente
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ante un mismo anuncio: un agente puede considerar a una fuente fuertemente confiable, y
mientras que otro no.

En un entorno comunicativo, las fuentes de informacién son agentes. Vamos a denotar
77" a la actitud del agente j como receptor de informacion proviniente del agente i. For-
malmente 77° son transformaciones epistémicas-doxasticas (actualizaciones) que toman una
proposicion doxastica Py un modelo de plausibilidad uniagente 9t = (W, <) (de algun
agente anoénimo) y devuelve un nuevo modelo de plausibilidad 9t = (W, <') (con el mismo
conjunto de estados).

En adelante vamos a suponer que estas actitudes son conocimiento comtn. También
vamos a asumir que todas las comunicaciones son publicas (los agentes solo hacen anun-
cios publicos al grupo completo) y que las actitudes son estables bajo actualizaciones (los
agentes no cambian de opiniéon acerca de la confiabilidad de la informacion dada por otros
agentes).

Vamos a expandir el lenguaje para anadir las modalidades dinamicas [i : P], que re-
presentaran que el agente ¢ anuncia publicamente P. También anadiremos proposiciones
atomicas 7j;, (que representan que el agente j tiene la actitud 7 hacia la informacion pro-
viniente del agente ¢ donde 7 es un simbolo que representa una actitud doxastica dinamica
(I, 1, T, etcétera): la actitud del agente j hacia la informacion proveniente del agente 7.

Vamos a poner unas restricciones intuitivas a la interpretacion del modelo para las
proposiciones atomicas 7;;:

» Para todo w € W existe una tnica actitud 7 tal que w I 75

Es decir: en todos los mundos posibles, todos los agentes tienen una tnica actitud hacia el
resto de los agentes.

. J
» Siw ~ v entonces w - 75 <> v Ik 75

Esta restricciéon es para imponer introspeccion de las actitudes: cada agente conoce sus
propias actitudes doxésticas.

Nuestra restriccion a las actitudes estables y de conocimiento comin queda fijada agre-
gando esta otra restriccién seméntica:

» Para todo w,v € W vale w |- 75 <+ v IF 7

En muchos contextos se asume esta restriccion para simplificar la estructura agregada
al modelo. Bajo esta suposicién, la extension de la interpretacion puede ser reemplazada
por un grafo, conocido como grafo de confianza mutua, que tiene como nodos los agentes
y las aristas etiquetados con la actitud doxastica correspondiente.

Sin embargo, no todos los grafos son consistentes con la suposicion de que las actitudes
doxésticas dindmicas son conocimiento comiin, tiene que cumplirse l;; —!i; y I7; =1, para
todo 7,k # i, porque estas actitudes doxdasticas se interpretan como “no opinables”: para
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ejecutar una actualizacion !P tiene que provenir de una fuente infalible que es ptublicamente
sabida infalible (y andlogamente para !7).

Figura 5.11: Grafo de confianza mutua

La actualizacion i : P estd dada por una transformacién que toma un modelo de
plausibilidad 9t = (W, <;, i) y devuelve un nuevo modelo i : P(IM) := (W', <’ i’), donde:
los preordenes de los agentes receptores (j # i) estan dados por aplicar dentro de cada
celda de informacion de j la transformacion 7, tal que 7 es la tnica actitud cumpliendo 7;
en toda la celda. Por otro lado, el preorden del emisor (<;) es igual. El nuevo conjunto de
mundos W’ es la union de todas las nuevas celdas de informacion y la nueva interpretacion
es la restriccion i’(p) := i(p) N W".

La modalidad dinamica se define del modo usual:

w lkon [i 2 P]Q sii w IFipany Q

Y su lectura es “si el agente ¢ anuncia ptiblicamente P, luego de eso valdra Q.

Definicién 5.2.57. Un acto comunicativo ¢ : P es sincero en un mundo w de un modelo
M si el emisor cree su propio anuncio, ie: si vale w lFgy B;P. Si el modelo 91 tiene mundo
real indicado w* decimos que el anuncio es sincero en 9 si es sincero en w*.

En situaciones cooperativas, es natural asumir el conocimiento comin de la sinceridad.
Esto puede ser formalizado modificando la seméantica de ¢ : P, restringiendo la aplicabilidad
a mundos en los que vale B;P. Llamamos a estas comunicaciones inherentemente sinceras.
En tal caso hay que cambiar las reglas de reducciéon agregando la precondicion B;P.

Observacion 5.2.58. En general, sinceridad no implica veracidad: “sos el amor de mi vida”
es un ejemplo clasico de una mentira sincera, popular entre los adolescentes.

Esta observacion da lugar a una actitud doxastica dindmica mixta !; {} con una inter-
pretacion muy natural: el receptor cree fuertemente que el emisor ¢ dice la verdad, pero
ademaés lo considera infalible cuando anuncia algo que puede saber por introspeccion (“Creo
que...”, “Sé que...”). Esta actitud es frecuente cuando se asume el conocimiento comin de
la sinceridad: cuando se anuncian féormulas con propiedades introspectivas, sinceridad es
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lo mismo que infalibilidad, en los demés casos la sinceridad al menos es una garantia de
probabilidad alta.

En [26], tenemos un resultado que afirma que todas las sentencias P introspectivas para
i, son equivalentes a K,;P. Por lo tanto la actitud ! {};; puede ser entendida asi: si el anuncio
i es (equivalente a) un anuncio de la forma K;P, entonces j ejecuta una actualizacion
infalible !P. En caso contrario, ejecuta una actualizacion radical {} P. Llamamos a esta
actitud confianza super-fuerte.

Para no dejar lugar a dudas vamos a definirla en términos seméanticos: si vale K;(K;PV
K;—P) (el agente j sabe que el agente ¢ sabe si es verdad o no lo que dice) se ejecuta una
actualizacion infalible !P, en caso contrario ejecuta una actualizacién radical.

Definiciéon 5.2.59. A cada actitud dindmica doxastica dada por una transformacion 7, se
le puede asociar una actitud estdtica 7. Decimos que el agente 7 tiene la actitud 7 hacia P, si
la estructura de plausibilidad de 7 es un punto fijo de la transformacién 7P. Formalmente:
w by 7P siit TP(W, (<i)ien, w*) = (W, (<i)ien, w*)

Ejemplo 5.2.60. El punto fijo de las actualizaciones infalibles es el conocimiento: LP
K;P, mientras que el de las actualizaciones radicales es la creencia fuerte: ;P <> Sb;P y
el de las actualizaciones conservadoras es la creencia: 1,P <> B;P

La importancia de los puntos fijos 7 es que capturan la actitud hacia una informacion
que es inducida en un agente después de recibirla de una fuente hacia la que tiene una
actitud 7. Expresan el alcance de la incorporacion de una informacion en la estructura
epistémica-doxastica: el hecho de que una actitud estatica sea inducida en el receptor por
un anuncio, significa que repetir el anuncio no aporta mas informacion, es redundante.

La siguiente definicion y ejemplo son esclarecedores al respecto del rol de las actitudes
estaticas:

Definicién 5.2.61. Dado un modelo 9t y un mundo w decimos que un anuncio i : P es
honesto con respecto al receptor j en el mundo w (y notamos: H(i : P — j) ) si el emisor
i tiene la misma actitud hacia P que la que (i cree que) serd inducida en el receptor j en
el mundo w. Es decir w - H(i : P — j) = \(Bi7j; — =:P).

.

Si el modelo posee mundo real w*, decimos que el anuncio es honesto con respecto al
recepto 7 silo es en w*. Y decimos que es honesto si es honesto con respecto a todos los
receptores.

Nosotros estamos asumiendo que las actitudes 7;; son conocimiento comin, pero si no
lo fueran tendrian creencias acerca de las distintas posibilidades y la honestidad quedaria
representada en la siguiente formula: H(i : P — j) = 7, — 7,P.

Ejemplo 5.2.62. Asumamos que es conocimiento comin que el emisor ¢ es infalible (ie:
vale |;; para todo j # ). Entonces el anuncio i : P es honesto sii i sabe que es verdad: si
vale K;P. Esta misma condicién asegura que ¢ : K;P es honesto.
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Si en lugar de asumir que es infalible, asumimos que es conocimiento comiin que i es
fuertemente confiable pero no infalible (ie: vale f};; para todo j # ), se tiene que el anuncio
1 : P es honesto sii vale Sb;P.

Finalmente, si asumimos que es conocimiento comin que 7 es confiable (ie: vale 1;; ¢
para todo j # i), entonces el anuncio i : ¢ es honesto sii vale B;p.

JHay relacion entre sinceridad y honestidad? ;Ser sincero implica ser honesto?

Ejemplo 5.2.63. Dialogo tomado de la pelicula Piratas del caribe en [3]:

Mullroy: What’s your pupose in Port Royal, Mr Smith?

Murtogg: Yeah, and no lies.

Jack Sparrow: Well, then, I confess, it is my intention to commandeer one of these ships,
pick up a crew in Tortuga, raid, pillage, plunder and otherwise pilfer my weasely black guts
out.

Murtogg: I said no lies.

Mullroy: I think he’s telling the truth.

Murtogg: Don’t be stupid: if he were telling the truth, he wouldn’t have told it us.
Jack Sparrow: Unless, of course, he knew you wouldn’t believe the truth even if he told
it to you.

En este ejemplo hay un agente ¢ (Jack Sparrow) que cree fuertemente P, de hecho: sabe
P por lo tanto P es verdadera. En este caso P es que va a tomar una nave, levantar una
tripulacion y cometer sus fechorias.

Supongamos que i sabe que €l es fuertemente desconfiado por su audiencia 7, es decir
tenemos 1};; y esto es de publico conocimiento. Entonces, el anuncio i : P es sincero (incluso
veraz) pero deshonesto.

Sinceridad no implica honestidad, pero ;honestidad implica sinceridad? No. La sinceri-
dad esta relacionada con la actitud doxastica del emisor hacia el anuncio, y la honestidad
con la actitud doxastica del receptor hacia el anuncio, y estas actitudes no necesariamente
estan relacionadas.

De hecho para un agente i, que es fuertemente desconfiable (y ademés esto conocimiento
comin), sélo puede hacer un anuncio es honesto sii i cree fuertemente que es falso.

Sin embargo, en contextos donde los agentes tienen actitud positiva hacia los otros
agentes, la honestidad implica sinceridad.

Definicién 5.2.64. Decimos que un anuncio i : P es persuasivo hacia un agente j en el
mundo w respecto de un asunto Q para el que i tiene una actitud dozdstica € (y escribimos
P(i: P — j;Q)) si el efecto del anuncio es que el receptor j convierte su actitud respecto
de Q a la misma del emisor i. Es decir: w |- 75; — [i : Ple; Q.

En un modelo con mundo real indicado decimos que el mismo anuncio es persuasivo
hacia un agente j respecto de un asunto Q para el cual tiene una actitud € (sin especificar
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cual es el mundo), entonces nos referimos a que el anuncio es persuasivo hacia j respecto
de Q en el mundo real.

Ejemplo 5.2.65. Supongamos que el agente ¢ es fuertemente confiable, y quiere ser honesto
pero persuasivo con respecto a un asunto Q en el cual cree débilmente. Es decir, hablamos
de un contexto comunicativo en el que vale {};; para todo j # ¢ y B;Q (pero no vale Sb,P).
., Qué puede anunciar ¢ para ser honesto y persuasivo? ;Como puede el agente ¢ convertir
a los otros agentes a las creencias propias, manteniendo la honestidad y sinceridad?

» ;Sirve anunciar Q7?

El anuncio 7 : Q es sincero ya que vale B;Q. También es un anuncio persuasivo, porque
el agente tiene la actitud doxéastica B hacia el asunto Q. Sin embargo es un anuncio
deshonesto, porque no vale Sb;Q (y el punto fijo de 1} es Sb).

= ;Y sise anuncia K;Q?

El anuncio 7 : K;Q ni siquiera es sincero, ya que no es verdad que B;K;Q: Si en el mas
plausible de los mundos de w*(i) vale K;Q, por definicion de K; se tiene que w* I+ K;Q
también. Pero dijimos que el agente no cree fuertemente en Q, por lo tanto no puede
saberlo.

= Entonces que anuncie B;Q...

Ejecutar i : B;Q seria una comunicacion sincera, porque w* IF B; B;Q. Ademas es honesta
porque el punto fijo de f} es Sby w* IF Sb; B;Q (ya que no hay mundos en w*(i) en los que
no valga B;). Pero no es persuasiva: no cambia las creencias de los agentes acerca de Q,
sino acerca de las creencias de 7 sobre Q.

= Bueno... no sé... que se anuncie 0;Q

¢ 0;Q es un anuncio sincero, va que por la Proposiciéon 5.2.20 vale w* I+ B;0;Q.
Ademés es un anuncio honesto, ya que w* IF Sb;0;Q. En efecto, sean w I- 0,Q y v Iff 0,Q,
entonces existe un t > v tal que t I Q. En consecuencia necesariamente vale t < w (porque
w - 0;Q) y, como < es transitiva, v < w.

Y también es un anuncio persuasivo porque w IF [i : 0;Q|B;Q. En efecto, sea j # iy
w € mamS;w*(j) donde <’ representa el orden en 9V, el modelo que resulta de ejecutar
la accion 7 : 0,;Q. Queremos ver que w IF Q. Supongamos que no vale, entonces existe un
w E maxgg_w*(j) tal que w lfgn Q vy, por lo tanto, w o 0;Q. Pero, como w* I+ B;0,Q
(por la Proposicion 5.2.20), entonces para todo v € maz;w*(i) vale v IF 0;Q. Dado que
la actualizacion con ) (para la estructura de plausibilidad del agente j) coloca a todos los
mundos en los que vale 0;Q estrictamente encima de aquellos en los que no vale, tenemos
que w <’ v, y esto niega la hipotesis de que w € maxgg_w*(j).
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Por lo tanto tenemos que 7 : 0;Q es un anuncio sincero, honesto y persuasivo. A este
tipo de anuncios se los llama ezageracion honesta.

Moraleja (conocida por la mayoria de los politicos): Todo lo que se necesita para
convertir honestamente a otros: un publico que crea fuertemente en lo que oye y anunciar
que uno “sabe” cosas (ain cuando uno so6lo las cree débilmente).

“We know that Saddam Hussein has acquired weapons of mass destruction...”
- George W. Bush, 2002.

5.2.4. Unidén de informacion

Un aspecto interesante de la revision dindmica en modelos multiagente consiste en la
posibilidad estudiar el comportamiento de un grupo a partir de la estructura de plausibi-
lidad de cada agente. El problema central en la teoria de eleccion colectiva es ese mismo:
;,Cudl es la informacion que tiene un grupo (como unidad) a partir de la que tiene cada
uno de los individuos? Si todos los agentes comparten su informacién ;qué sabrian, qué
creerian? (en los distintos sentidos posibles: K, O, B, Sb, etcétera)

Definicién 5.2.66. Una fusion de relaciones de un grupo G es una funcion () que toma

relaciones (R;);cq v devuelve una relacion (&), en el mismo conjunto de mundos posibles.
€@

Dependiendo del contexto, uno podria querer fusionar las creencias de los agentes (dada

. .. 7 . . L, .
por las relaciones —;) o sus conocimientos (dado por ~), u otro tipo de actitudes doxésticas.
Vamos a presentar los dos tipos de fusiones més importantes.

Definicién 5.2.67. La fusion paralela (o por interseccion) consiste en (OR; := (| R;.
i€G el

Este tipo de fusion funciona bien para fusionar conocimiento certero (K) ya que con este
tipo de conocimiento no hay riesgo de obtener una relacion vacia, porque el conocimiento
certero de los distintos agentes no puede ser inconsistente. De hecho, este tipo de fusion
sirve para representar el conocimiento (certero) distribuido.

Para informacion més “débil” vamos a precisar otro tipo de fusién, porque son poten-
cialmente inconsistentes, conduciendo a una interseccion (] R; vacia.

i€G

Definiciéon 5.2.68. La fusion prioritaria de preordenes segun aq,...,a, estd dada por el
orden lexicografico (<., ..., <4, )-

Sin embargo este tipo de fusion no es 100 % satisfactoria si queremos fusionar las es-
tructuras de plausibilidad completas (con su informacion fuerte y su informacion débil).
En particular si un agente sabe que un mundo es imposible pero uno de mayor prioridad
no, esta informaciéon no trasciende al grupo. Asi nace un tercer tipo de fusion:
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Definiciéon 5.2.69. La fusion prioritaria relativa es una combinacién entre una fusion
paralela y una fusion prioritaria.

Se establece un orden de prioridad de los agentes ay, ..., a, (n = cantidad de agentes
en G) y la relacion <g:= () <; queda definida en el dominio de () ~; por el orden
i€G i€G
lexicografico dado por <,,, <, .., <4, (donde ~;=<; U >;)°.

En palabras: esta relaciéon representa un orden de plausibilidad determinado por los
agentes en un cierto orden, en el conjunto de mundos plausibles para todos. En este contexto
dos mundos son igualmente plausibles si lo son para todos los agentes.

Ejemplo 5.2.70. Supongamos que queremos fusionar las estructuras de plausibilidad com-
pletas de Juan Pérez y Carlos Fernandez del Ejemplo 5.2.14, donde la prioridad la tiene
Carlos (que no es un borracho). Los modelos serian:

I | j || i |‘
Luego de la fusién prioritaria se obtiene:

S

Mientras que si elegimos fusionar con fusion prioritaria relativa tenemos:

O OO0

2En realidad pueden ser relaciones arbitrarias, pero por motivos de claridad lo expresamos directamente
en términos de <; y ~;.
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Pero una fusion de informacion en un grupo es un proceso que lleva varios pasos hasta
que finalmente todos los miembros del grupo llegan a un acuerdo. Por lo tanto, queremos
estudiar las fusiones de un modo dinamico: ;cémo alcanzar una fusion de las plausibilidades
a través de una comunicacion de agentes que comparten informacion? El proceso serd
distinto dependiendo de si los agentes quieren llegar a un acuerdo acerca de lo que saben,
de lo que creen, de lo que creen fuertemente, etcétera. Aspiramos a modelar un proceso en
el que a medida que los agentes van compartiendo distinta informacion todo el grupo va
revisando su informacion, hasta llegar a un acuerdo total en el que todos los agentes tienen
la misma informacion y estructura de plausibilidades.

Como esto corresponde a contextos colaborativos, vamos a asumir que los agentes tienen
todos la misma actitud los unos hacia los otros, que esas actitudes son conocimiento comiin
y que los anuncios son sinceros, honestos, persuasivos y piblicos. Cuando un agente hace
un anuncio sincero, honesto, persuasivo y ptublico vamos a decir que esta compartiendo
informacion.

Queremos definir un proceso que cumpla que cada vez que un agente comparte infor-
macion, todos los agentes llegan a un acuerdo parcial acerca de esa informacién, y que el
proceso termine cuando se alcanza un acuerdo total, i.e.: cuando las estructuras doxasticas
de todos los agentes son iguales. El problema de fusién dindmica de creencias en contextos
colaborativo, fue estudiado por primera vez en [§] y profundizado en [9], de donde tomamos
las siguientes definiciones y resultados.

Definicién 5.2.71. Llamamos realizacion de la fusion () a una secuencia 7 de anuncios en
los que los agentes comparten informacién de manera ordenada, transformando un modelo

inicial MM = (W, R;)icq en un modelo MM’ = (W, R})icq donde R = O R;

i€G
Ejemplo 5.2.72. Supongamos que tenemos un modelo de dos agentes a y b con mundo real
w*, en el que es conocimiento comun la infalibilidad de ambos. Consideramos la secuencia
T = p1; p2, donde p; = (i : wi (7)) y wj(i) es la clase de comparabilidad de 7 luego de
ser ejecutados los primeros j anuncios. Resulta una realizacién de la fusion paralela de las
relaciones ~;.

Observacion 5.2.73. Como supusimos infalibilidad de los agentes, los anuncios resultan en
una actualizacion infalible de los 6rdenes de plausibilidad cuyo tnico efecto es descartar
los mundos en los que no vale el anuncio.

Veamos que es asi: tenemos un modelo M = (W, (<;);en, 1, w*). Si resulta que 79 =
(W' (<hien, 1, w*), queremos ver que la relacion ~/:=<! U >! cumple w* ~} w sii w* (] ~;
w. ieG

=) Si w* ~; w entonces w no fue descartado con el anuncio (1 : wj(1)) por lo tanto
w € wi(l), es decir: w* ~; w. Ademas si w* ~! w, entonces w no fue descartado con
el anuncio py = (2 : wi(2)), entonces w € wi(2) C wy(2) (esto ultimo porque p; puede
descartar mundos pero no agregar) y por lo tanto w* ~q w.

<) Supongamos que w* ~q; w y w* ~y w, queremos ver que w no se descarta con los

anuncios p; y ps porque, como las relaciones resultantes son simples reestricciones, ver que
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no se descarta w es lo Gnico que necesitamos para ver que w* ~} w. Como w* ~; w, se

(2
tiene w € w*(1) = w§(1) y no se descarta al ejecutarse p;. Como w* ~9 w y al ejecutarse
p1 no se descartd w, tenemos que w € wi(2) y, en consecuencia, tampoco se descarta al
ejecutar ps.

Por lo tanto 7 es una realizacion de la fusion paralela de ~; y ~s.
Esto se puede generalizar inmediatamente por induccion:

Proposicion 5.2.74. Si es conocimiento comun que las actitudes doxdsticas de todos los
agentes son !, entonces la secuencia ™ := p1;...;pn con p; == (i 1 wi_,(7)) y wi(i) la clase
de comparabilidad de i luego de ser ejecutados los primeros j anuncios, es una realizacion
de la fusion paralela de las relaciones ~;.

Es decir que si cada agente anuncia lo que sabe, se realiza la fusion paralela.
Con razonamientos parecidos obtenemos:

Proposicion 5.2.75. Si es conocimiento comun que la actitud doxdstica de todos los
agentes es 1, entonces la secuencia ® := pl, ;...;p., , donde p; := (i : O;P) con P =
maz;(w;_,(i)) y wi(i) la clase de comparabilidad de i luego de ser ejecutados los primeros
7 anuncios, es una realizacion de la fusion prioritaria de las relaciones <; segun el orden
a1y, 0.

Esta propiedad indica que la fusién prioritaria se puede realizar si, respetando el orden
de prioridad de los agentes, cada agente anuncia lo que cree que sabe. Recordemos que
estos son anuncios sinceros, honestos y persuasivos.

Problema 5.2.76. Ni la fusion paralela ni la fusion prioritaria preserva la condicion de
mazimales en subconjuntos no vacios cuando el modelo es infinito. Por lo tanto este tipo
de fusiones no son compatibles con nuestros modelos. El problema de fusiones de creencias
sigue stendo un problema abierto para el caso infinito.
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Capitulo 6

Conclusiones

A lo largo de esta tesis hemos presentado numerosos modelos para representar el co-
nocimiento y las creencias de uno o més agentes. Los modelos epistémico y doxastico mas
clasicos son los vistos en el Capitulo 3, que responden a las axiomatizaciones S5 y KD45
respectivamente. Para estos presentamos logicas y probamos resultados de completitud,
correctitud y decibilidad. Estas logicas han sido especialmente bien recibidas para modelar
agentes con alto poder de computo y juegos con jugadores racionales, tales como el juego
de los ninos embarrados presentado en la Introduccion.

Ademés hemos discutido las falencias de estas representaciones y presentado modelos
alternativos, ttiles en otros contextos, principalmente aquellos que pretenden modelar con
més detalle el conocimiento humano.

En el Capitulo 4 comenzamos a introducir aspectos dindmicos y estudiar los cambios
en las estructuras de conocimientos. En el Capitulo 5 extendimos este estudio a creencias,
siendo estos tltimos los mas complicados ya que nos enfrentamos con potenciales incon-
sistencias. A partir de los modelos dindmicos estudiados pudimos capturar los conceptos,
propuestos en la Introduccion, de sinceridad, confianza, honestidad y persuacion. Y basan-
donos en ellos vimos como se pueden fusionar de manera estatica y dindmica las creencias
de un grupo en un contexto colaborativo de modelos finitos. Proponemos como trabajo
futuro, el estudio de fusiones de creencias para multiples agentes para modelos infinitos.

Por motivos de sintesis, no fue posible presentar otros numerosos aspectos interesantes
de la logica epistémica pero proponemos al lector interesado sumergirse en la bibliografia
para descubrir un sinfin de estudios filosoficos y mateméaticos inmensamente cautivadores.
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