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Prefacio: material inédito

La historia de esta tesis comienza a fines del primer cuatrimestre de 2014. Pensaba
entonces que, queddandome cursar sélo dos materias para el siguiente cuatrimestre, podia
escribir mi tesis en el tiempo que tuviera libre. Desde hace algiin tiempo habia pensado
escribir sobre musica. Ya que entre mis libros tengo una copia de jMatemdtica, maestro!:
Un concierto para nimeros y orquesta[l], se me ocurrié contactar a Pablo para pedirle
que sea mi director de tesis, pedido que aceptd. Para ayudarme a decidir que tema
especifico querfa hacer, me pasé una copia de Music: A Mathematical Offering|2] de
Dave Benson. Con este libro entendi que en la interseccién entre musica y matemética
hay una enorme cantidad de dreas, que usan distintas ramas de la matematica. Por

ejemplo:

= Actstica y andlisis de las ondas sonoras que generan los distintos tipos de instru-

mentos (ecuaciones diferenciales)
» Consonancia y disonancia

» Aproximaciones a distintos sistemas de afinacién (fracciones continuas y geometria

de niimeros)
» Miuisica digital (anélisis armonico)
» Simetrias en las piezas musicales (teoria de grupos)

Después de un tiempo decidi elegir como tema de tesis el problema de Kac, presenta-
do originalmente en el paper Can One Hear the Shape of a Drum?[3] de Mark Kac.

El problema consiste en determinar la forma de un tambor, conociendo el espectro de

A%
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frecuencias en las que puede vibrar. En este punto habia terminado el segundo cuatri-
mestre sin avanzar sustancialmente en la tesis.

A fines del verano de este ano, ya habia esquematizado mi tesis. La primera parte, que
consistia en formalizar el problema, podia hacerse de dos formas distintas: mediante
herramientas de analisis funcional, como puede verse en el libro Functional Analysis,
Sobolev Spaces and Partial Differential Equations[4] de Haim BrezisE], o mediante fun-
ciones de Green, como puede verse en el libro Methods of Mathematical Physics I[5] de
Richard Courant y David Hilbert. La segunda parte, mostrar que hay dos tambores no
congruentes con el mismo espectro, hacia uso de herramientas de geometria diferencial,
como puede verse en el paper Isospectral plane domains and surfaces via Riemannian
orbifolds[6] de Carolyn Gordon, David L. Webb y Scott Wolpert. Ademads, Kac pre-
sent6 en el paper original, interpretaciones fisicas muy interesantes del problema, que
posiblemente fueran incluidas en la tesis.

Antes de empezar a trabajar profundamente en el tema, queria ver si tenia alguna al-
ternativa preferible. Fue entonces cuando recordé que Pablo me habia comentado sobre
unos papers, que trataban sobre comparacion de sistemas de afinacién usando légica
borrosa. Le pedi que me los pasara y encontré que era un tema nuevo e interesante. Me
atraia la idea de poder hacer nuevas contribuciones al area, asi que le solicité cambiar

de tema, otro pedido que fue aceptado. Es asi como terminé escribiendo esta tesis.

Antes que nada, vale aclarar que las definiciones de muchos de los conceptos presentados
en esta tesis, difieren ligeramente de las que fueron dadas en los papers originales sobre
comparacion de sistemas de afinacién, por lo que se recomienda al lector precaucion a
la hora de citar resultados.

El primer capitulo contiene una pequena introduccion sobre la fisica detras de las ondas
sonoras, y continia con el método de comparacién més simple que puede formularse:
la comparacion “clasica” (no hace uso de los conceptos de logica borrosa) entre siste-
mas de afinacién que respetan la equivalencia de octava. Este método fue inicialmente
desarrollado por Vicente Liern en [7]. Por tratarse de un método “canénico”, conforma

la base de las tablas de comparacién que el lector encontrard en el apéndice.

1Ya habfa escrito buena parte de esto, de ahi el titulo de esta seccién.
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El segundo capitulo generaliza las ideas del primer capitulo, para incorporar sutilezas
a gusto del usuario de tales métodos. Estas sutilezas se incorporan mediante logica bo-
rrosa. Este método también fue inicialmente desarrollado por Liern en [§], y por Teresa
Leén junto con Liern en [9]. La forma aqui presentada generaliza un poco la original,
en el sentido de que admite diversos tipos de conjuntos difusos, incluso en el mismo
sistema de afinacién. Adicionalmente, se presenta una version de este método acorde
con el trabajo sobre consonancia de R. Plomp y W. J. M. Levelt en [10], y se compara
el método de afinacion borrosa con el método de afinacién clasica.

El tercer capitulo desarrolla resultados sobre aproximacién mediante temperamentos
iguales, en términos de los métodos desarrollados en los primeros dos capitulos. Este
tipo de resultados también fueron desarrollados por Liern en [8] y [7].

El cuarto y ultimo capitulo generaliza las ideas del primer y segundo capitulo a siste-
mas de afinacion que no respetan la equivalencia de octava. Ademas, se comparan los
métodos de afinacién con octavas con los métodos de afinacién sin octavas, y también
los métodos de afinacién sin octavas, clasica y borrosa, entre si. La tesis finaliza con un

apéndice con tablas de comparacion de diversos sistemas de afinacién.



VIII PREFACIO: MATERIAL INEDITO



Indice general

[Agradecimientos| III
Prefacic: T naditol v
(1. Afinacion clasical 1
(LL1. De la naturaleza del sonidof. . . . . . . .. .. ... ... ... ... 1
[L2. Delas notas musicales . . . . . ... ... ... ... ... 5
(1.2.1. Comparacion de las métricasen 1. . . . . . . . .. . ... ... 8

[L.3. De los sistemas de afinacionl . . . . . . .. . ... ... ... ... 11
2. Afinacion borrosal 17
[2.1. Algunos conceptos de logica borrosal. . . . . . ... ... .. ... ... 17
[2.1.1. Conjuntos difusos| . . . . . . . . . . . . ... ... ... 17

[2.1.2. Teoria de la posibilidad|. . . . . . . . ... ... ... ...... 19

2.2. De Jas notas musicales . . . . ... ... o000 20
[2.2.1. Comentario: la eleccion de g . . . . . . . . .. ... ... ... 26

2.3. De los sistemas de afinacionl . . . . . . .. . ... ... 0L 29
[2.4. Comparacion de metodos: |

| un enfoque categoricol. . . . . . ... 32
[2.4.1. Una introduccion a la teoria de categorias| . . . . . . .. .. .. 32

[2.4.2. Comparacion de métodos|. . . . . . . . . ... ... ... ... 34

[3. Aproximacion mediante temperamentos iguales| 39
[3.1.  Aproximacion mediante racionales|. . . . . . . . . ... ... L. 39
[3.2. Aproximacion de sistemas de afinacion| . . . . . .. ... 46

IX



X INDICE GENERAL

[3.2.1. De los temperamentos iguales| . . . . . . ... ... ... .... 46
[3.2.2. De los generadores de un sistema de afinacion| . . . . . . . . .. 47
[3.2.3.  Resultados sobre aproximacion| . . . . .. ... .. ... .... 47

4. Afinacion sin octavas| 53
M1 Afinacidn clasical . . . . . . . ... 53
[4.1.1.  Comparacion con la afinacion clasica con octavas| . . . . . . .. 56

(4.2, Afinacion borrosal . . . . . ... oo 63
42.1. Delas notas musicales . . . . .. ... ... ... ... ... .. 63
[4.2.2.  Comentario: la eleccion de g . . . . . . . ... ... ... ... 66
4.2.3. De los sistemas de afinaciénl . . . . . ... ... 68
[4.2.4.  Comparacion con la afinacion clasica sin octavas| . . . . . . . .. 70
[4.2.5. Comparacion con la afinacion borrosa con octavas| . . . . . . . . 73

[A. Comparacion de diversos sistemas de afinacion| 85
[A.l. Notacionl . . . . . . . . . . 85
[A.1.1. Notacion de Eitzl . . . . . .. . . . ... ... .. 86
[A.1.2. Notacion de Riemannl. . . . . . . . . . .. .. ... ... ... 87
[A.1.3. Notacion para sistemas de afinacion que no respetan la octava] . 88

(A2 lecturadetablas . . . .. ... ... ..o 89
[A.3. Sistemas de afinacion que respetan la octaval . . . . . . ... ... 91
[A.3.1. Afinacion Pitagorical . . . . . . . .. ... o0 91
[A.3.2. Temperamentos Justos| . . . . . . ... ... ... 91
[A.3.3. Temperamentos Mesotonicos| . . . . . . . . . ... ... ... .. 95
[A.3.4. Temperamentos Irregulares (Z)| . . . . .. ... ... ... ... 96
[A.3.5. Temperamento Igual de n Tonos (&,)] . . . . . .. ... .. ... 100
[A.3.6. Temperamentos Super Justos (S)| . . . . .. ... ... ... .. 100

[A.4. Sistemas de afinacion que no respetan la octaval . . . . . . ... .. .. 102
[A.4.1. Las Escalas de Wendy Carlos (C)| . . . ... ... ... ..... 102
[A.4.2. Las Escalas de Bohlen-Pierce (B)[ . . . . ... ... ... .... 103

[A.5. Tablas de comparacion| . . . . . . .. ... ..o 104




Capitulo 1
Afinacion clasica

En el presente capitulo, se introduce al lector a las nociones clasicas de la teoria

musical, en un contexto matematicamente riguroso.

1.1. De la naturaleza del sonido

Tomaré prestada una explicacién de Richard Feynman[IT], sobre la naturaleza del

sonido. El ejemplo que ¢él propone es el de un objeto que se mueve rapidamente en
el aire. Tal movimiento no permite que el aire fluya naturalmente, y en consecuencia
comprime el aire, lo que produce un cambio de presién que empuja mas aire. Este aire
a su vez es comprimido, lo que aumenta la presion, y la onda sonora se propaga.
Para encontrar una férmula, él considera el caso mas simple: la onda en una dimension.
El fundamento para considerar este caso es que si estamos suficientemente alejados de
la fuente, el frente de ondas es casi plano. Por esto, se asume que el desplazamiento del
aire y so6lo depende de x y t, y no de y y z. Este desplazamiento, sera el desplazamiento
del centro de masa de un pequeno elemento del gas, y la presiéon o densidad serd la
presiéon o densidad en esta region. Llamaremos a la presion P y a la densidad p, y
ambas seran funciones de x y t. Aqui aclara que esta descripcion es una aproximacion
que so6lo es valida cuando estas propiedades del gas, no varian demasiado rapidamente
con la distancia.

Feynman analiza el fendmeno en tres partes:
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1. El gas se mueve y cambia la densidad.
2. El cambio en densidad corresponde a un cambio en presion.
3. La diferencia de presiéon genera movimiento del gas.

Primeramente, deriva una ecuacion para 2. Para esto, considera que la presién es una
funcién de la densidad: P = f(p). Llama Py y po a la presién y densidad del gas
en estado de equilibrio (antes de que llegue la onda), y por lo tanto, Py = f(po).
Aqui Feynman argumenta que, en acustica, los cambios de presién son extremadamente
pequenos comparados con la presién atmosférica (la presién de equilibrio). La presién
se puede medir en bares: 1 bar son 10° Pa. 1 atmdsfera estdndar son 1.0133 bares.
La intensidad de un sonido, se mide en términos de la amplitud de presién: para una
amplitud de presién P, se tiene una intensidad de 201log,o(P/P,cy) decibeles (db), donde
Py =2 x 107! bares. 120 db representa una intensidad dolorosa para el oido, por lo
que se suelen considerar intensidades de menos de 100 db, es decir, 201og,o(P/Prcs) <
100 < log,o(P/Pref) < 5 & P/Pey < 10° & P < 10°P,.; = 2 x 107 bares. Como
consecuencia de que los cambios de presién sean extremadamente pequenos, también lo
son los desplazamientos y los cambios de densidad.

Volviendo a la ecuacion para 2, se plantea P = Py + P. y p = po + pe, donde el
cambio de presién P, es muy pequeno comparado con Fy, y el cambio de densidad p,
es muy pequeno comparado con pg. Luego se tiene Py + P. = P = f(p) = f(po + pe) =
f(po) + pef'(po) = Po + pef'(po), pues pe es muy chico, y en consecuencia;

P. = kp. (1.1)

con k = f'(pg). Ahora, planteemos una ecuacién para 1. Por la naturaleza del fenémeno,
el desplazamiento es longitudinal. Luego, si la posicién de una porcién de aire sin ser
perturbada por la onda sonora es = y el desplazamiento en el tiempo ¢ debido al sonido
es x(x,t), su nueva posiciéon es = + y(z,t). Ahora, la posicién sin perturbar de una
porcién cercana de aire era x + Az, y su nueva posicion es x + Ax + x(x + Az, t). Como
estamos trabajando con ondas planas, podemos tomar una unidad de area perpendicular
a la direccién z, que es la direccion de propagacion de la onda sonora. La cantidad de

aire por unidad de drea en Ax es entonces poAz. Este aire, al ser desplazado por la
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x,t
| x(x.1) -
VOLUMEN INICIAL VOLUMEN FINAL
X X+AX x+y(x,t) X+AX+y (X+AX, 1)

F % (x+AX,t)

Figura 1.1: Imagen tomada de [11].

onda sonora, queda entre z + x(z,t) y * + Az + x(z + Ax,t) como muestra la figura
, y como es la misma cantidad de materia, se tiene poAx = p(x + Az + x(z +
Ax,t) —z — x(x,t)) = p(Ax + x(x + Az, t) — x(z,t)). Como Ax es pequeno, tenemos
que x(z + Ax,t) — x(z,t) = (0x/0r)Az = pAx = p(Ax + (0x/0x)Azx) = py =
p(L+ (Ox/0z)) = (po + pe)(1 + (Ox/0x)) = po + pe + po(Ox/0x) + pe(Ox/0x) = pe =
—po(0x/0x) — pe(0x/0x), y como p, es muy pequeno comparado con pg, podemos
considerar despreciable el término —p.(Jx/0x), y la ecuacién queda:

pe=—po X (1.2)
Nos falta derivar una ecuacion para 3. Si tomamos una tajada delgada de aire, de largo
Ax y area unitaria perpendicular a x, la masa de aire en esta tajada es pgAx, y tiene
aceleracién 9%y /0t*. Tenemos la fuerza en direccién +z, en w, de valor P(z,t) por
unidad de édrea, y tenemos la fuerza en la direccién opuesta, en = + Az, de valor P(x +
Ax,t) por unidad de drea, como muestra la figura . Ademas, tenemos que P(x,t) —
P(x+ Az, t) = —(0P/0x)Ax = —(0P,/0x)Ax, pues Ax es pequenio y Fy es constante.
Usando la segunda ley de Newton, tenemos que — (9P, /0z)Az = poAx(9?x/0t?) y nos

-
P(xt) P(x+Ax,t)
-
-

AX

Figura 1.2: Imagen tomada de [11].



4 CAPITULO 1. AFINACION CLASICA

queda la ecuacion:
0% OP,
A 1.3
0 g2 oz (1.3)
Reemplazando (1.1)) en (1.3)), tenemos que po(0*x/0t?) = —k(Dp./Ox), y reemplazando
(1.2) en esta tltima ecuacién, nos queda que po(9%x/0t?) = kpo(9*x/0x?), y por lo

tanto:

0y 0%y

—_—— = k—
ot? Ox?
Analizando (|1.1)), tenemos que al aumentar la densidad (p. > 0), intuitivamente deberia

(1.4)

aumentar la presién (P, > 0), de manera que k = P./p. > 0, y reemplazando x = ¢?

obtenemos la forma usual de la ecuacion de ondas.

Tales ondas sonoras estimulan nuestros oidos, los cuales envian la informacién al
cerebro. Puede decirse entonces que los sonidos son nuestra percepcién de las ondas
sonoras.

Estaremos interesados en las ondas sonoras sinusoidales. Estas son de la forma:
X(x,t) = Asin(kzr — wt + ¢)

con A y k constantes positivas, w constante no nulaE|7 y ¢ constante. Si derivamos dos
veces en funcién de z tenemos que 9%y /0x? = —k?y, y derivando dos veces en funcién
de t tenemos que 9%y /0t? = —w?x, por lo que (0?x/0z?)/k* = —x = (0*x/Ot?) Jw? =
0?x/0t* = (w?/k*)(8%x/Dz?%). Por lo tanto, tomando w?/k? = k < |w| = kv/k, tenemos
que es soluciéon de ([1.4)).

Notemos que si en una onda de este tipo fijamos x = xy, obtenemos x(zo,t) =
Asin((kxo+¢) —wt). La razén por la cual estamos interesados en ondas de este tipo es
que las percibimos como una nota. Més atn, el valor de |w| (que llamamos frecuencia)
indica la nota que percibimos.

Los sonidos musicales son sumas de estas ondas sonoras, donde la menor de estas
frecuencias se conoce como frecuencia fundamental, mientras que las otras se llaman

armonicos. La frecuencia fundamental define la nota musical, mientras que los armoéni-

L Aqui el signo de w indica simplemente en que direccién se mueve la onda: si w > 0 se mueve hacia

la direccién de las x positivas, si w < 0 se mueve hacia la direccién de las = negativas.
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cos determinan el timbre del instrumento. Esto es lo que diferencia un violin de un

piano, por ejemplo, cuando ambos instrumentos tocan la misma nota.

1.2. De las notas musicales

La frecuencia es una magnitud escalar positivaﬂ que se mide en hertz (Hz, ciclos por
segundo). En consecuencia, el conjunto de todas las frecuencias puede representarse
mediante R (. Este conjunto con el producto de R forma un grupo abeliano.
Volviendo a lo musical, dada una frecuencia fy, el cerebro humano percibe a las notas
generadas por fo y 2fy como la mismaﬁ Se dice que 2f, estd una octava mas alta que
fo (0 que fy estd una octava mas baja que 2f). En consecuencia, las notas musicales
quedan representadas por el cociente R-¢/(2).

Podemos pensar entonces que las notas musicales forman un circulo. Una construccién

matematica de esto es considerar los siguientes morfismos de grupos:

Ry, % R % T

J o log, f
T — 627ria:

donde R es un grupo abeliano con la suma, y T = {z € C/ |z| = 1} es un grupo abeliano
con el producto de C. Nétese que ¢ es un isomorfismo con inversa ¢~ (z) = 2%. Ademds,
1) es un epimorfismo, luego im(¢y) o @) = T. f € ker( o ¢) & e2™lo2f = 1 & log, f €
Z < f € (2), por lo tanto, ker(i) o ¢) = (2), y por el primer teorema de isomorfismos,

R-0/(2) >~ T. Aqui se ve claro el circulo.

A partir de ahora, T va a representar el conjunto de notas musicales. Un sistema de
afinacion es simplemente un subconjunto finito no vacio de T. Ahora, para comparar dos
o mas sistemas de afinacién, necesitaremos primero comparar dos notas, es decir, una

nocién de distancia en T. Como T C C, T ya tiene una métrica canénica, pero nosotros

2Se podria argumentar que una frecuencia nula representa la falta de perturbacién del aire, es decir,

el silencio. Sin embargo, no nos interesa este caso.
3Esto aparentemente tiene una explicacién anatémica en la arquitectura del tdlamo auditivo. Véase

2.
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queremos una métrica que en cierto sentido mida la razon entre frecuencias, pues de
ésta se deriva la consonancia entre notas. Y para pasar de una razén a una diferencia,

contamos con los logaritmos. En especial, si usamos el logaritmo base 2, tenemos que

1 = [logy(f2) — loga(f1)| = [loga(fo/fi)l & loga(fe/fi) = 16 =1 & fo/fi = 2

61/2 < fo=2f1 6 2fy = fi1, con lo cual se estaria midiendo en octavas.
Proposicién 1. df : Rog xRsg — Rxo, df(f1, f2) = |¢(f2) —o(f1)| define una métrica.

Demostracion. Resulta inmediato pues d(z1, x2) = |x2 — 21| es la métrica usual de Ry

¢ es una funcion inyectiva. O]

Observacion 1. En teoria musical, la distancia entre dos frecuencias suele medirse en
cents. La distancia entre fi y fo es de 1200|log,(f2/ f1)| cents. Aqui se aprecia que 1200

cents forman una octava.

Ahora que tenemos una nocién de distancia para las frecuencias, nos falta definir una
nocion de distancia para las notas. Recordando que las notas son clases de equivalencia
de las frecuencias, tomaremos la distancia entre conjuntos. Para ver que esto define una

métrica, necesitaremos algunos lemas previos:

Lema 2. Dadas dos frecuencias fi y fo, 3k € Z) 28 f1 < fo < 2871 f1 (k = |logy(f2/ f1)],
donde |x] = méx{n € Z/ n <z} es la parte entera de x).

Demostracion. 28f; < fo <281y @2k < fo/fi <2 o k <logy(fo/fi) <k+1&

k = [logy(fa/ f1)] u

Lema 3. Dada una frecuencia fi y una nota [fo] = f2(2) = {2"fo/ n € Z}, df(f1,[f2]) =
min{{log,(f1/f2)},1 —{logy(f1/f2)}}, donde {x} =z — |z] es la parte fraccionaria de

x, y tal distancia se realiza.

Demostracion. Por la demostracién del lema anterior, 2F f, < f; < 25*1f, donde k =

|logy(f1/f2)]. Sin € Z:

= n <k =2"fo 2o < fi S logy(2"fo) < logy(28f2) < logy(fi) = ¢(2"f2) —
O(f1) < 0(2°f2) — (1) <0 = dp(f1,2"fo) > ds(f1,2" f2) = ¢(f1) — 0(2F fo) =
log,(f1)—logy (2" fo) = logy(f1/ f2)—k = logy(f1/ f2)—[logy(fi/ f2)] = {logy(f1/f2)}
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s>k =n>k+1=2"f>2Mf > fi = log,(2"fa) > log, (2K 1fy) >
logy(f1) = ¢(2" fa)=d(f1) > ¢(2" fo)=@(f1) > 0= dy(f1,2" fo) > ds(f1, 25" fo) =
$(2" 1 fo) — o(f1) = logy(2¥1 fo) — logy(fi) = k + 1 — (logy(f1) — logy(f2)) =
1 —logy(f1/f2) + [logy(f1/ f2)] =1 —{log,y(f1/ f2)}

s dp(fi,27f2) = min{{logy(f1/f2)},1 — {loga(fi/f2)}} Vn € Z = ds(fo,[f2]) 2

min{{log,(f1/f2)}, 1—{log,(f1/ f2)}}, ¥ como ds(f1,2" f2) = {logy(f1/ fo)} y dy(f1, 25" fo) =
1 — {logy(f1/f2)}, vale la igualdad y tal distancia se realiza. O

Lema 4. Sean x € R y k € Z. Vale:
1. |lz+k] =|z]+k
2. {x +k} ={«}

Demostracion. 1. |z| <z < |z|+1= |z|+k<z+k<(|lz]+k)+1< [z|+k=
lz+ k] (|z] +k€Z).

2. {z+k}=x+k—|z+ k| =2—|z] = {2z} (usando el item anterior).
[

Observacion 2. Si[f1] = [fo]l = In € Z/ fL = 2" fo. ds(f1, [f2]) = min{{log,(f1/f2)}, 1—
{logy(f1/f2) 1}, pero {logy(f1/f2)} = {logy (2" fo/ f2)} = {n+log,(fo/ f2)} = {log,y(fo/ f2)},
luego dy(f1,[fo]) = dy(fo, [f2]).

Esto implica que dy([f1], [f2]) = df(f1, [fo]) = min{{log,(f1/f2)}, 1 — {logy(f1/ f2)}} =
min{{ds(f1, f2)}, 1 —{d;(f1, f2)}} y se realiza con f, y f3 € [f2]. Esto dltimo es impor-
tante, en cuanto nos dice que nuestro concepto de distancia entre notas coincide con la

idea intuitiva de tomar una frecuencia que represente a una de las notas, y luego tomar

un representante de la otra nota que minimice la distancia a esa frecuencia.

Ahora si, estamos en condiciones de probar que la distancia entre notas como con-

juntos de frecuencias, define una métrica.

Proposicién 5. djs : Ro/(2) x Roo/(2) = Rao, digg([fi], [f2]) = de([f1]. [f2]) define

una métrica.



8 CAPITULO 1. AFINACION CLASICA

Demostracion. Es claro que es semidefinida positiva, simétrica y que d¢([f1], [f1]) =0,
pues dy es una métrica, y las distancias entre conjuntos heredan estas propiedades.

Si dy([fil:[f2]) = 0 = dp(fi.fz) = 0 con f3 € [fo] = fr = f5 € [fo] = [A] = [f2)-
de([fi) [f2]) = dygn, f2) v dy([fa); [f3]) = ds(f2,95), con g1 € [i] ¥ g5 € [fs], y como

dy(LAi], [fs]) < dp(g1,95) < dp(g, f2) + dp(f2,95) = dp([fi], [fo]) + dy([f2], [fs]), vale la
desigualdad triangular. O]

Finalmente tenemos una métrica que imita la percepcién humana. Podemos ahora

preguntarnos cudl es su relacion con la métrica inducida por C.

1.2.1. Comparacién de las métricas en T

Primeramente, volvamos a la distancia entre frecuencias, veamos qué es lo que mide
en términos geométricos en T. Para ello consideraremos 7 : C — R? n(2) = (R(2), $(2))
biyeccién que en términos intuitivos preserva la geometria. Ahora, quisieramos medir la
longitud de la curva que va desde la frecuencia f; a fy en T. Esta curva estd descripta

(suponiendo f; < fo) por notod : [fi, fo] — R?, y consecuentemente su longitud sera:
f2
/
[ e vesylar

noyod(t) = noh(logy t) = n(e*™1°2") = (cos(2mlog, t), sin(27 log, 1)) = (novod)'(t) =
(—sin(27 log, )27/ (tIn 2), cos(2m log, t)2w/(tIn2)) = ||[(no o @) ()| = 27 /(|t|In2) y
teniendo en cuenta que 0 < f; < fo, obtenemos que la longitud es 27 (In fo—In f;)/In2 =
2mlogy(f2/ f1) = 2mds(f1, f2). En este sentido, d(f1, f2) mide la cantidad de vueltas
que hay que darle a T para ir de f; a fs.

Con tal interpretacién, y recordando la observacién [, podemos pensar que para deter-
minar la distancia entre las notas [fi] y [f2], fijamos f; en T y tratamos de recorrer la
menor cantidad de vueltas (en sentido horario o antihorario) hasta algin representante
de [fo]. Es decir, dis([f1], [f2]) estarfa dada por el arco de menor longitud entre 10 ¢( f;)
y ¥ o ¢(f3), medido en vueltas. Dado que |¢) o ¢(f1) — 1 o ¢(f2)| mide la longitud de
la cuerda entre ¥ o ¢(f1) v ¥ o ¢(f2), lo que pretendemos saber es, dado un angulo
a € [0, 7], cudl es la relacion entre la longitud del arco y la longitud de la cuerda que

determina en un circulo de radio 1.
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Figura 1.3: La imagen muestra que mide cada métrica.

Para ello, podemos considerar el arco de T que comienza en 1 y recorre en sentido

antihorario hasta llegar a €. Sabemos que la longitud de tal arco es a, y la lon-

gitud de la cuerda es |¢* — 1] = |cosa + isina — 1] = \/(Cosa 12 +sinfa =
\/COS2 a—2cosa+1+sin?a = 1/2(1 — cosa). Luego, la relacién entre diy([f1], [f2])
y [ o d(fi) — o o(fa)| serfa:

[0 6(f1) — ¥ 0 Bf2)] = 1/2(1 — cos 2 ([£1], [ /o)) (1.5)

o equivalentemente:

_¥¢0Mﬁ)—¢0¢UﬁP>

5 (1.6)

1
dip(Lfa], [f2]) = 5 arccos (1
Formalizando:

Proposicién 6. Dadas dos frecuencias fi y fo valen las formulas (1.5) y (|1.6)).

Demostracion.

[ o d(f1) — ¥ o d(fo)] = [¥™PU) — 2midf)]
_ |627Ti¢(f2)‘|€27Ti(¢)(f1)7¢)(f2)) B 1|

_ |e2mie o) _ |
= /2(1 — cos(2m(3(f1) — ¢(f2))))

Ahora bien, por la demo del lema [3| djs([f1], [f2]) = min{d;(f1,2" f2), ds(f1, 25 )},
donde 2kf2 S f1 < 2k+1f2. df(fl,Qkfg) = Qb(fl) — Qb(Qkfg) = ¢(f1) — ¢(f2) —k =
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cos(2md(f1,2" f2)) = cos(2m(B(f1)—d(f2)—k)) = cos(2n(p(f1)=¢(f2))) vy d(f1, 25 fo) =
O(2M fo) — o(f1) = k+ 1+ o(f2) — o 1) = cos(2mds(f1,2"*" fo)) = cos(2m(k 41+
o(f2) —&(f1))) = cos(2m(p(f2) —B(f1))) = cos(2m(9(f1) — &(f2))), por lo cual vale (1.5)).

(90 6(f1) =¥ o d(fo)| = v/2(1 — cos2ndg([fi], [12])) & [¢ 0 (1) — v 0 d(fo)|* =
2(1 = cos2ndip ([f1], [f2])) & [0 ¢(f1) = ¥ 0 ¢(f2)[P/2 = 1 — cos2mdip([fi], [f2]) &
L= o ¢(f1) — o ¢(f2)[*/2 = cos 2rdip([f], [f2])

Si{logy(f1/f2)} < 1/2= diypy([1), [f2]) < 1/2; 1 {logy(f1/ f2)} > 1/2 = 1={logy(f1/ f2)} <
1/2 = dyg([f1]; [f2]) < 1/2. Porlo tanto, 0 < diy ([f1], [f2]) <1/2 = 0 < 2mdyy ([£i], [f2]) <
7,y en consecuencia, 1—[og(fi)—vod(f2)[?/2 = cos 2mdis ([ f1], [f2]) < arccos(1—|¢o
O(f1) — 0o d(f2)2/2) = 2mdig([fi), [fa]) 5 arecos(L— [0 b(f1) — o 6(f2)[2/2)/(2) =
dig([f1] [f2]), por lo cual vale (1.6)). O

Observacion 3. Teniendo en cuenta que cos(2a) = 1—2sin?(a), podemos reescribir ([1.5)

como [irog(f1)—os(f)| = /2(1 — (1 = 2sin® mdyy ([£1], [f2))) = \f4sin® mdi([fu], [f2]) =
2| sinwdysy([fal, [f2D)], y como O < dipg([A], [fo]) < 1/2 = 0 < wdpgg([A], [fo]) < 7/2 =
sinwdis([f1], [f2]) = 0, nos queda:

[0 o(f1) — ¢ o d(fa)l = 2sinmdy([f1], [f2]) (1.7)

Ademas, como 0 < wdy([f1],[f2]) < /2, tenemos que esto equivale a:

¢0¢(f2)\) (18)

dipy (LA, [f2) = arcsm(\w ¢(f1)2

Observacion 4. |z — s| = |2/ = §'| & dy(z,s) = dip (2, )

Observacion 5. Ambas métricas son invariantes por la accién de T, es decir, |wz —ws| =

lw||z = s| = |z = 5] = diy(wz, ws) = dip(z, s).

Finalmente, una tultima propiedad de interés:

Proposicion 7. En T, la métrica candnica y djs) son equivalentes. En particular, vale

que 4djy ([1], [f2]) < [Wod(fr) —voo(fo)| < 2mdiy([fi], [f2]), y estas desigualdades son
optimas.
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Demostracion. Analicemos la funcién g : [0, 7/2] — R, dada por:

sinz
o(z) = L osiz#£0
1 stz =0
Claramente g es continua, y derivable en (0,7/2): ¢'(z) = (zcosx — sinz)/z* Vr €
(0,7/2). Ademas, por el teorema del valor medio tenemos si z € (0,7/2) que tanz/z =
(tanx — tan0)/(x — 0) = 1/cos®c con ¢ € (0,z) C (0,7/2) = 0 < cosc < 1= 1<
1/cos’c = tanz/x > 1 = sinz > zcosz = wcosx —sinz < 0 = ¢'(z) < 0, es
decir que ¢ es decreciente, y por lo tanto, 1 = ¢g(0) > g(z) > g(7/2) = 2/ Vzx €
0,7/2] = 1 > sinx/x > 2/7 Vo € (0,7/2] = x > sinz > (2/m)x Va € (0,7/2],
y obviamente, ésto ultimo también vale para x = 0. Sabemos que 0 < diz([f1], [f2]) <

1/2 = 0 < wdig([f1], [fo]) < /2, por lo que tomando x = wdjp([f1], [f2]) nos queda
wdig([fi), [fo]) = sinwdipy (A1, [£2]) = 2dyg([f1]; [fa]), v en consecuencia:

4d[f]([f1]7 [fa]) S [ od(fi) —voo(fa)] < 27Td[f]([f1]a [f])

como querfamos ver. Para ver que son éptimas, usamos que g(wdps([f1], [f2]))
— (sinmdy (A, L)/ (i (L), D) 81 (], [F2]) # 0, y que tal expresion es 2/

si dip([f1], [f2]) = 1/2 (por ejemplo, fi =1, fo = v/2), y tiende a 1 si di ([f1], [fo]) — 0
(por ejemplo, d(s([2Y/"],[1]) = 1/n sin > 2). O

1.3. De los sistemas de afinacion

Como ya dijimos, un sistema de afinacién es un subconjunto finito no vacio de T. En
esta seccidn, desarrollaremos un método para comparar distintos sistemas de afinacion,
lo que puede ser de utilidad para la transcripcién de piezas musicales de distintas
culturas, o para la interpretaciéon mediante instrumentos con rango continuo de notas.

Para ello definimos primero que es una transcripcion entre sistemas de afinacion.

Definicién 1. Sean S y S’ dos sistemas de afinaciéon. Una transcripcion 7 de S a S’ es

una funciéon 7 : S — S’. La fidelidad de T esta dada por:

O(7) =1 —2méxdp(z,7(2))

z€eS
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Observacion 6. 0 < djp(2,7(2)) < 1/2Vz € S = 0 < méx.egdip(2,7(2) < 1/2 &
0 < 2méx.esdy(2,7(2) <10 <1 -2mdx.esdy(z,7(2) <1 0<P(1) <1
Ademids, ®(7) = 1 & 1 — 2méx.c5di(2,7(2)) = 1 & max.esdy(2,7(2)) = 0 &
dip(2,7(2)) =0Vze S z=1(2) Vz € 5.

La fidelidad cumple una suerte de desigualdad triangular.

Proposicion 8. Sean S, S’ y S” tres sistemas de afinacion, con transcripciones T :
S— S yr .85 — 8" Entonces:

O(r'or)>0(7) +P(7) — 1

Demostracion. Dado z € S, diy(z, 7" o 7(2)) < dipy(2,7(2)) +dpp(7(2), 7 o 7(2))

< méx.es dy(z,7(2)) + maxses diy(s,7'(s)), por lo que max.csdi(z, 7 o 7(2)) <
Max.cs df) (2, 7(2)) + méx.ce dip (2, 7'(2)) & —2méx.cq dpy(z, 7 0 7(2))
> —2méx.cgdi(2,7(2)) — 2méx.co dip(2,7'(2)) © 2 — 2max.csdpy(z, 7 0 7(2)) >

1 —2max.csdip(2,7(2)) +1 - 2méx.ce diy(2,7'(2)) & 1+ O(7' o) > (7)) + (1) &
O(7'o1) > O(7') + P(7) — 1. O

Definicién 2. Sean Sy S’ dos sistemas de afinacién. SiVz € S, Jw, € '/ djp(2,5") =

dis(z,w;), se dice que existe la transcripcion candnica de S a S’ dada por 7(z) = w..

Observacion 7. La transcripcién candnica puede no existir. Por ejemplo, si tomamos
S ={1} y 8" = {i,—i}, dip(1,1) = dipy(1, i) = dip(1,5") = 1/4, como muestra la
figura [T.4]

Observacion 8. En caso de existir la transcripciéon canonica, esta tiene la méxima fi-
delidad. En efecto, si existe la transcripcién canénica 7 de S a S', y 7 : S — &
es una transcripcién cualquiera, dis(z,7(2)) = dip(2,9") < dy(z,7'(2)) V2 € S =
Méx.cs df) (2, 7(2)) < méx.esdip (2, 7'(2)) & —2méx.cg dip(2,7(2))

> —2méx.csdy(2,7(2)) & 1 — 2méx.csdjp(2,7(2)) > 1 — 2max.cs dpy (2, 7'(2)) &
O(1) > (7).

Definiciéon 3. Dos sistemas de afinacién, S y S’, se dicen candnicamente intercam-
biables si existen las transcripciones canénicas de S a " y de S’ a S, y ambas son

inyectivas.
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Figura 1.4: El punto rojo es el elemento de S, y los puntos verdes son los elementos de

S’. La distancia entre estos estéd dada en radianes.

Observacion 9. Si S 'y S’ son dos sistemas de afinacion canénicamente intercambiables,
tienen el mismo cardinal. En efecto, #S < #.S5’ pues la transcripcion canénica de S a
S’ es inyectiva, y #5' < #5S pues la transcripciéon canénica de S” a S es inyectiva, luego
#S = #5".

Observacion 10. La relacién ”son canénicamente intercambiables” es reflexiva (idg :
S — S es la transcripcién candnica de S a S) y obviamente simétrica, pero no tran-
sitiva. Por ejemplo, si S = {1,—1}, S’ = {4 —e™/1} y " = {i,—i}, Sy S’ son
canénicamente intercambiables, S’ y S” también lo son, pero ni siquiera existen las

transcripciones candnicas entre Sy S”, como muestra la figura [1.5]

Proposicion 9. 5i S y S" son dos sistemas de afinacion candnicamente intercambiables,
con transcripciones canonicas T : S — S" y ' S" — S, entonces una es la inversa de

la otra.

Demostracion. Lo hacemos por induccion, con n = #S = #5’.

El caso n =1 es trivial. Supongamos que n > 2:

Considero z € Sy w € 5"/ diy(z,w) = dy(5,5) = 7(2) = wy 7'(w) = 2, y como
ambas son inyectivas, tengo bien definidas 7 : S\{z} — S"\{w} y 7" : S"\{w} — S\{z}.
Dado #' € S\{z}, di (=% S'\{w}) < dip(+,7()) = dig(,8") < di(, S\{w}) =
din(«',7(")) = dip(2', S"\{w}) = dip(#',S"), por lo que si w' € S"\{w}/ dip(2,w') =
dip(2',S"\{w}) = w' € Sy dy(¢,w') = dip(',S") = w' = 7(¢'). Por lo tanto,
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Figura 1.5: Los puntos rojos son los elementos de S, los puntos azules son los elementos
de S y los puntos verdes son los elementos de S”. Las flechas magenta indican las
transcripciones candnicas entre S y S’, y las flechas azul cyan indican las transcripciones
canénicas entre S’ y S”. Como se senal6 anteriormente, i y —i equidistan de 1, por lo
que no hay transcripcién canénica de S a S”. Analogamente, tampoco hay transcripciéon

candénica de S” a S.

7: S\{z} = S"\{w} es la transcripcién canénica y es inyectiva.

Analogamente, 7" : S"\{w} — S\{z} es la transcripcién candnica y es inyectiva, y por
induccién tenemos que 7’ o7 : S\{z} = S\{z} esids\(zy y To 7' : S"\{w} = S"\{w}
es idgn fwy. Ademds, sabemos que 7’ o 7(2) = 7(w) = 2z y T o 7'(w) = 7(2) = w, por lo

que 7' oT:S = SesidgsyTor : 8 — 5 esidg. 0

Proposiciéon 10. Dados S y S' dos sistemas de afinacion, y T una transcripcion bi-
yectiva de S a S’, entonces ®(1) = ®(771).

Demostracién. Es inmediato pues {(z,7(z)): z€ S} ={(r"Hw),w): we S} O

Finalmente, podemos comparar sistemas de afinaciéon candénicamente intercambia-

bles.

Definicién 4. Dado 0 < a < 1, dos sistemas de afinacién S y S’ candénicamente
intercambiables, con transcripcién canénica 7 : S — S’; se dicen a-similares si ®(7) >

Q.
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Figura 1.6: S estd representado por el punto rojo, S’ por el punto verde y S” por
el punto azul. Las distancias estan indicadas en radianes. Puede observarse que las
transcripciones entre S y S’) y entre S’ y S”, tienen fidelidad 1/2, pero entre S y S”
tienen fidelidad 0.

Observacion 11. Dado 0 < o < 1, la relacién "son a-similares” es reflexiva (®(idg) =
1 > «) y simétrica (por las dos proposiciones anteriores), pero no transitiva, ni siquiera
si los tres sistemas de afinacién son canénicamente intercambiables tomados de a dos.
Por ejemplo, si S = {1}, 8" = {i} y 8" = {—1}, S y & son 1/2-similares, S" y S”
también lo son, pero S y S” no lo son, como muestra la figura

Proposicion 11. Sean S, S" y S” tres sistemas de afinacion candnicamente intercam-
biables tomados de a dos, S y S" a-similares, S" y S” B-similares. Siyv=a+F—12> 0,

entonces S y S” son ~y-similares.

Demostracion. Sean 7, 7" y 7" las transcripciones candnicas de S a S, de S’ a S”
y de S a S” respectivamente. Entonces, tenemos que ®(7) > a y ®(7') > [, y por la
observacién [§] ®(7”) > ®(7' o). Ademés, por la proposicién 8] tenemos que ®(7'o7) >
O+ P(r)—1>a+B—-1=7=1>d(7") > . O
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Capitulo 2
Afinacion borrosa

En el capitulo anterior, trabajamos en lo que podria llamarse el marco clasico para
comparar sistemas de afinacion. Ese es un buen punto de partida, pero hay considera-
ciones mas sutiles sobre la percepciéon humana que no se toman en cuenta. Por ello, en
este capitulo introducimos nociones de légica borrosa para hacer una comparacién mas

precisa.

2.1. Algunos conceptos de légica borrosa

2.1.1. Conjuntos difusos

En muchas ocasiones de la vida cotidiana, una afirmacion tiene un estado de verdad
entre verdadero y falso. Esto ocurre sobre todo cuando los conceptos en juego no estan
del todo definidos. Por ejemplo: "el agua esta caliente” o 71000 es un ntimero grande”.
En 1965, para modelar tales situaciones, Zadeh[I3] introdujo la nocién de conjunto
difuso.

Dado un conjunto X, si tomamos un subconjunto ¥ C X, este admite una funcién

caracteristica yy : X — {0, 1}:

1 sizeY
0 siz ¢y

xv(7) =

17
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Y también es cierto que dada f : X — {0,1}, Y C X/ f=xy (Y ={z € X/ f(z) =
1}). De manera que podemos identificar a los conjuntos con su funcién caracteristica.

Los conjuntos difusos surgen de considerar funciones f : X — [0, 1].

Definicién 5. Un conjunto difuso A es un par (X, pu4) donde X es un conjunto y
pa: X —[0,1] es una funcién. py se denomina la funcidn de pertenencia de A 'y dado

x € X, ua(x) se denomina el grado de pertenencia de x a A.

Observacion 12. Si tomamos una funcién ps/ im(us) C {0,1}, A resulta un conjunto
en el sentido clasico. De esta manera, el concepto de conjunto difuso generaliza al de

conjunto.

Tal definicién resuelve parcialmente los problemas antes planteados. Para el caso
de la afirmacion "el agua esta caliente”, simplemente necesitamos definir una funcién
creciente puy : Rog — [0, 1], y midiendo la temperatura 7' del agua en kelvin, pgy(7T)
determina cuan cierta es la afirmacién. Igualmente, se definiria en el segundo caso, una
funcion creciente pp : R — [0, 1], y ©5(1000) nos dice qué tan cierta es tal afirmacion.
Aun asi, la eleccion de las funciones de pertenencia contintda siendo subjetiva.

Zadeh luego define la inclusion.

Definicién 6. Dado X conjunto, A = (X, ua) y B = (X, up) conjuntos difusos, se dice
que A C Bsipa(z) < pug(r) Vee X.

Observacion 13. Si Ay B son conjuntos en el sentido clasico (im(gu4), im(pg) € {0,1}),
A C Benelsentido cldsico < sixz € Aentoncesxz € B < Vo € X sipua(r) =
1 entonces pp(r) =1 < pa(z) < pp(z) Vo € X, por lo que esto generaliza el concepto

clasico.
Siguiendo con la analogia, Zadeh define en [14] el concepto de relacion difusa.

Definicién 7. Dados X, Y conjuntos, una relacién difusa R de X a Y es un conjunto

difuso (X x Y, ug). Si X =Y se dice que R es una relacién difusa en X.

Definicién 8. Dados X, Y, Z conjuntos, y relaciones difusas R = (X X Y, ugr) y
S = (Y x Z,ug), se define la composicion S o R = (X X Z, isor), donde ugor(x,z) =

Vyey (1r(7,y) A ps(y, 2)).
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Notacién 9. Dados r, t € [0,1], se denota r At = min{r,t} y r Vt = max{r,t}.
Asimismo, dado ) # A C [0,1] (en el sentido clésico), se denota A A =inf Ay \/ A=

sup A. En este caso por ejemplo, tenemos fisor(2, 2) = sup,cy min{ur(z,y), ps(y, 2)}-

Observacion 14. Si Ry S son relaciones en el sentido cldsico, tenemos que pgor(z, 2) =
le (r,2) e SoRe yeY/ (v,y) e Ry (y,2) € S JyeY/ pp(z,y) =1y

ps(y,z) =1 3y €Y/ pr(z,y) Aus(y, z) =1 V ey (ur(z, y) A ps(y, 2)) = 1. Por
lo tanto, esto generaliza el concepto clasico.

Y luego extiende el concepto de relacion de equivalencia al de relacion de similaridad.

Definicién 10. Dado X conjunto, una relacién de similaridad S en X es una relacion

difusa en X que cumple:
Reflexividad pg(z,z) =1 Vze X.
Simetria pg(z,y) = ps(y,z) Vr,y € X.

Transitividad pg(z,2) > Ve x (1s(2,y) A ps(y, 2))

Observacion 15. La propiedad de transitividad es equivalente a S o S C S. Luego, es
claro que cada una de estas propiedades generaliza las correspondientes propiedades
clasicas, y en consecuencia, el concepto de relacion de similaridad es una generalizacion

del de relaciéon de equivalencia.

2.1.2. Teoria de la posibilidad

En [I5], Zadeh traza una analogia con la teoria de la probabilidad.

Dado un espacio de probabilidad (€2, F, P), un conjunto E, y una variable aleatoria
X : Q0 — FE, ésta induce una estructura de espacio de probabilidad en E: se tiene
que £ = {A C E/ X '(A) € F} es una o-algebra, y Px : €& — [0,1], definida por
Px(A) = P(X7'(A)) es una medida de probabilidad.

Anélogamente, Zadeh le asigna a una variable X que toma valores en un conjunto U, un
conjunto difuso IIx = (U, 7x), donde mx(u) representa que tan posible es que X = w.
Cabe aqui destacar que se habla de si algo es posible o no, no de si algo es probable

0 no. my representa en este sentido el grado de ignorancia que tenemos respecto de
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qué valores puede tomar X: X en general no mide cierta magnitud en funcién del resul-
tado de un experimento aleatorio, y es por eso que no se habla de un espacio muestral
como en el caso de las variables aleatorias.

Zadeh llama a Ily la distribucion de posibilidad asociada a X, a wx la funcion de
distribucion de posibilidad asociada a X, y dice que X es una variable difusa. Natu-
ralmente, un conjunto difuso A = (U, ) tiene una variable difusa asociada X4 que
toma valores en U con distribucion de posibilidad A. Ahora, de la misma manera que
cuando X era una variable aleatoria, la probabilidad de que X € A estaba dada por
P{X € A} = P(X71(A)) = Px(A), Zadeh define la posibilidad de que la variable difusa

X € A (donde A C U sigue siendo siendo un conjunto en el sentido clsico) comd['}

Poss{X € A} = \/ mx(u)
u€A
Se puede pensar en la funcién Possy : P(U) — [0, 1], Possx(A) = Poss{X € A} que
extiende a my. Possx es el andlogo posibilistico de Px. Esto se extiende a conjuntos

difusos. Si A = (U, 14) es un conjunto difuso, Zadeh define:
Poss{X es A} = \/ (a(u) Amx(u))
uelU

Dada la relacién entre conjuntos y variables difusas, tiene sentido comparar asi conjun-
tos difusos A = (U, pua) y B = (U, up):

Poss{A es B} = Poss{X4 es B} = Poss{Xp es A} = \/ (a(u) A pp(u)) (2.1)

uelU

2.2. De las notas musicales

Armado con el concepto de conjunto difuso, Liern definié en un paper de 2005 [§], el
concepto de nota musical difusa. En este trabajo estamos utilizando un enfoque distinto

al del paper citado, por lo cual nuestra definicion sera un poco distinta.

Definicién 11. Dado z € T, una nota musical difusa asociada a z es un conjunto difuso

Z = (T, pz), donde pz cumple:

Definimos \/ 0 = 0.



2.2. DE LAS NOTAS MUSICALES 21

1. pz(z) =1
2. ps es continuaP]
3. Dados s,s" € T/ diy(z,5) < dipy(2,8") = psz(s) > ps(s').

Proposicién 12. Dada una nota musical difusa Z/ pz #Z 1, puede recuperarse el valor

2z € T al cual estd asociada.

Demostracidon. Sea zy € T/ psz(20) # 1, y sea v : [0,1] — T definida por v(t) = zpe*™*.
v es una parametrizaciéon de T, por lo que 3ty € [0,1]/ v(to) = 2 = pz o y(ty) = 1 =
(uz 0o y)7H(1) # 0. La idea es averiguar el valor de t, el cual desconocemos, porque
desconocemos el valor de z. Sean a = A\(puzov) (1) y b=V (uz0v)"(1). Como psz o~y
es continua, (puzov) (1) es cerrado en [0, 1], y por lo tanto a, b € (uz07)~'(1). Ademds,
pz 0 y(0) = puz oy(1) = puz(z0) # 1, por loque 0 <a < b < 1.

Sabemos entonces que (uz o v)"*(1) C [a,b], y que ty € [a,b]. Sity < (a+b)/2=0<
to—a < (b—a)/2 <1/2, por lo que puedo tomar € >0/ € < a, to+¢/2 < (a+b)/2 y
to—a+e < (b—a)/2. Ahora, dj (2, v(a—e)) = arcsin(|e?"*0 —e2™(@=9)| /2) /1 = arcsin(|¢po
B(20) —po(207) /27 = dig (2], [2°]) = min{{to—a-te}, 1~ {to—a+e}} = to—a-te
pues 0 <tp—a+e< (b—a)/2 <1/2.

Pero dj(z, (b)) = arcsin(|e?™ — 2™ /2) /7 = arcsin(|¢) o ¢(2%) — b 0 $(2%)]/2) /7 =
dip([2], [2%]) = min{{b—to},1—{b—to}},y 0 < b—to < 1= {b—to} = b—to. Sib—ty <
1/2 = di(2,7(b)) = b—to, pero to+€/2 < (a+Db)/2 & 2ty+e < a+b & to—a+e < b—ty,
es decir diy(z,v(a—¢€)) < dip(z,7(b)) = pzovy(a—e€) > pzovy(b) = 1 lo que es absurdo
pues ¢ —€ < a = /\(uz07)7!(1). Si en cambio b —ty > 1/2 = djy(z,v(b)) = 1 — b+ to,
perob <1 =1-b>0> —a+e=1-b+1t >ty—a+e= dyg(zy0b) >
dify(z,v(a —€)) = pzoy(a—e€) > pz oy(b) = 1, llegando de vuelta a un absurdo. Por
lo tanto, ty > (a + b)/2, andlogamente se prueba que ty < (a + b)/2, y por lo tanto
to = (a+b)/2, luego z queda determinado promediando los extremos de la regién en la

que s es 1. 0

Observacion 16. Se tiene luego una funcién u : {Z/ Z es una nota musical difusa y p; #

1} — T donde u(Z) es el valor al cual Z estd asociada.

2La verificacién de esta propiedad es independiente de que se trabaje con la métrica canénica o con

d[y), por ser métricas equivalentes.
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Proposicién 13. Dado z € T, se tiene queT', : {p : [0,1/2] — [0,1] continuas y decrecientes/
w(0) =1} — {pz/ (T, uz) es una nota musical difusa asociada a z} dada porT',(u)(s) =
w(dip (2, 8)), es biyectiva.

Demostracion. Sea u : [0,1/2] — [0,1] continua y decreciente/ p(0) = 1. Como
0 < dpy(z,s) < 1/2, tiene sentido la expresion p(dis(z,s)). I':(p)(2) = p(dy(z, 2)) =
1(0) =1 por lo que I', () cumple I Ademds, I',(n) = podpy(z,-), y como d(z,s) <
dip(z,8") + dig (s, s) & dip(z,s) — dip(z, ") < dpg(s', s), y andlogamente diy(z,s") —
dif)(z,8) < dip(s,s'), tenemos que |dg(2,s) — dig(z,s")| < dig(s,s’), y por lo tanto
dif)(z,-) es continua, lo que implica que I', (1) también lo es, pues u es continua. Final-
mente, si dj(z,s) < dip(z,8) = T.(n)(s) = pldy(z,8)) > pldip(z,s") = T(p)(s'),
pues p es decreciente. Luego, I', esta bien definida.
Ahora, consideremos (T, i) una nota musical difusa asociada a z. Si Ju : [0,1/2] —
[0,1] continua y decreciente/ pu(0) = 1y I',(u) = pz, dado t € [0,1/2], uz(ze*™™) =
L. (p)(2e*™) = p(dps (2, ze*™)). Pero dig (2, ze*™) = dig (1, e*™) = arcsin(|1—e*™|/2) /7
= arcsin(y/(1 — cos(2nt))2 + sin?(2nt) /2) /7 = arcsin(y/2 — 2 cos(27t) /2) /7
= arcsin(y/2 — 2(1 — 2sin®(wt))/2) /7 = arcsin(|sin(7t)|)/7 y como 0 < t < 1/2 &

27Tit) —

0 <7t < 7/2 = sin(wt) > 0 y arcsin(sin(nt)) = wt. En consecuencia, djy(z, ze
arcsin(| sin(7t)|) /7 = arcsin(sin(nt)) /7 = t = p(t) = psz(2e*™). Esto prueba la inyec-
tividad de I';.

Para ver que I', es sobreyectiva, necesitamos ver que u(t) = puz(ze*™)

es continua
y decreciente, (0) = 1y I',(u) = pz. p es continua por ser composicién de funcio-
nes continuas, y p(0) = pz(z) = 1. S1 0 < t < ¢/ < 1/2, dipj(z,2e*™) =t < ' =

dipy(z, 2e¥™) = p(t) = psz(2e¥™*) > pz(2e>™*) = p(t'), es decir, p es decreciente. Por
Gltimo, T.(n)(s) = ldig () = pa(ze®G9) y dipy(z, 2209 = dig(z,5) =

pz(2e”M NN E) = s (s) = Ta(u)(s) = ps(s) = o) = ps. O

Liern trabaja fijando p y asociando a z € T la nota musical difusa (T,T",(u)). Esto
sugiere definir pr : T x T — [0,1], ur(z,s) = p(dy(z,5)) = pz(s) = ps(z), lo que
define una relacién difusa R en T que es obviamente reflexiva y simétrica, y tomar una
[ conveniente para que esto sea una relacion de similaridad. Lamentablemente, tal p

no resulta de mucha utilidad.



2.2. DE LAS NOTAS MUSICALES 23

Proposicién 14. Sea p : [0,1/2] — [0,1] continua y decreciente/ u(0) = 1 y pg :
T xT — [0,1] dada por ugr(z,s) = pu(dy(z,s)) define una relacion de similaridad R en
T. Entonces = 1.

Para probar esta proposicién, necesitamos probar algunos lemas previos.
Lema 15. Sea p:[0,1/2] — [0, 1] continua y decreciente, ) # A C [0,1/2]. Vale:

" Vieanlz) = p(AA)

" Aveanl(z) =p(V A)

Demostracion. Primeramente, todo estd bien definido pues, ) # A C [0,1/2] = 0 <
NA<SVA<LL/2, 50 # pu(A) C[0,1]. Probaremos que \/, ., p(x) = (A A), el otro
ftem es andlogo. + > NA Ve € A= u(r) < u(ANA) Ve e A=\, o, m(x) < p(AA).
Ademas, si tomo {z,}neny € A/ z,, =& N\ A, como p es continua, p(z,) — u(/\ A), por
lo que /e () = p(\ A). O

Lema 16. Dados z, s € T, Im € T/ diy(z,m) = dip(s,m) = dp(2,5)/2.

Demostracion. Por la observacion Y} dis(z,m) = dip(s,m) < |z —m| = |s —m|. Sim
existe, como z,s,m € T, se puede escribir z = €, s = ¢ y m = €?, con (, 0, 0 € R,
¢ y o son dato, y 6 la incégnita. Luego, la ecuaciéon queda [e® — €| = |¢7 — e¥| &
€60 1| = | —1] & [~ —1]2 = |¢("=9) ~1|2 & (cos(¢—0)—1)%+sin*((—0) =
(cos(o—0)—1)2+sin*(0—0) < 2—2cos((—0) = 2—2cos(o0—0) < cos((—0) = cos(o—0),

con lo cual hay dos posibilidades:

» Sisin((—6)=sin(c—0) = (—0=0—0+2knconkeZ<«< (=o0+2knm con

k € Z < z = s. Si tomamos m = z = s, obtenemos lo que queriamos.

» Sisin(¢ —6) = —sin(oc — 0) = cos(c — 0)sin(¢ — ) = —cos(¢ — 0) sin(o — 0) <
cos(o—0) sin((—0)+cos((—0)sin(c—0) = 0 < sin(((—0)+(0—0)) = 0 < sin((+
o —20) = 0. Ademés, sin(¢ —6) = —sin(c — 0) = 1 = cos?(o — 0) +sin?(c —0) =
cos((—0) cos(o—0)—sin(¢—0) sin(c—0) = cos((—0+c—0) = cos((+o—20), por lo
que (+0—260 = 2k7 con k € 7Z. Esto ultimo es equivalente a que (—60 = 0 —o+2kn
con k € Z,lo que a su vez implica sin((—6) = —sin(c—0) y cos((—0) = cos(c—0).
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Sigamos analizando este tltimo caso. Tenemos que § = (( + 0)/2 — kr = |z —m|* =
e — e?)?2 = =) — 112 = (cos(¢ — ) — 1)® +sin?(( — ) = 2 — 2cos(¢ — 0) =
2-2 cos(( —0)/2+kn) =2—2(=1)kcos((¢ — 0)/2). Ademds, |z — s|> = |e¥* — 7|2 =
|e¢=9) — 1|2 = (cos(¢ — o) — 1) +sin?({ — ) =2 —2cos(¢ — o) = 4sin?((¢ — 0)/2).
dip)(z,m) = dip(2,5)/2 © 2dis (2, m) = diy(z, s), y esto implica que sin(27dj(2,m)) =
sin(mdiy(z, s)) < 2sin(ndyy(z, m)) cos(mdis(z, m)) = sin(wdip(z, s))
& 4sin(mdpy (2, m)) cos(mds (2, m)) = 2sin(mdif(2, 5))
& 16sin®(rd(y(z, m)) cos?(ndys(z,m)) = 4sin®(wdjy(z, s)) < 16sin®(wdjg(z, m))(1 —
)) = 4sin®(rdig(z,s)) & 16sin®(ndy(z,m)) — 16sin®(7djg(z,m)) =
4sin®(wdip(z,8)) @ Az —mPP =z —=m|* = |z = s> & 4 — |z —m]})|]z —m|]* =
2= P2 & (2= 2=1)* cos((C — 7)/2)) 2+ 2(—1)F cos((C — 0)/2)) = 4sin?((C — 0)/2) &

4 —4cos®((¢C — 0)/2) = 4sin®((¢ — 0)/2), lo que obviamente es cierto. Para obtener la

sin®(mdjy(z, m)

implicacién sin(27wdy(z,m)) = sin(wdyy(z, s)) = 2dy(z,m) = dy(z, s), necesitamos
que 0 < 27dg(2,m) < /2 0 < dip(z,m) < 1/4.

dis(z,m) = arcsin(|z—m|/2) /7, y como |z—m|? = 2—2cos(((—0)/2+kn) = 4sin*(((—
0)/4+km/2) & |z —m| = 2|sin((( —0)/4+ k7 /2)|, dis)(2,m) = arcsin(]sin(({ —0)/4+
kr/2)))/m. —w/4 < ((—o)/d+kn/2 <rw/i& —n/i—((—0)/d <kn/2<7/4—((—
0)/4< —1/2—((—0)/(27) <k <1/2—({—0)/(27), por lo que si tomamos k = |1/2—
((—0)/(2m)], tenemos que k < 1/2—((—0)/(27) <k+1=k>—-1/2—((—0)/(27),
por lo que cumple —1/2 — (( —0)/(27) < k <1/2 —({ — 0)/(27), y en consecuencia,
/4 < (C—0)/4+kr/2 <7/4=|sin((C —0)/4+ kn/2)| =sin(|({ — 0)/4+ km/2]),
y como 0 < [(( — 0)/4 + kr/2| < 7/4, tenemos que djf(z,m) = arcsin(|sin((¢ —
0)/4 + kn[2)]) /7 = axcsin(sin(|(C — o)/4 + kr/2) /7 = (¢ — 0)/4 + km/2|/7 < 1/4,
con lo que djp(z,m) = dis(z,s)/2. Por lo tanto, si z # s, basta tomar m = ¢* con
0= (+0)/2—knr,donde z =€, s =€ y k= [1/2—(C—0)/(27)]. O

Lema 17. Dados z,z € T, vale que:
N\ dig(2,9) v dig (y, 2)) = dipy(, 2)/2 (2.2)
yeT

Demostracion. Seay € T, sidy(z,y)Vdip(y, 2) < di(z, 2)/2 = dip(z, 2) < dpyp(z,y)+
din(y, z) < dip(z, 2)/2+dip(z, 2)/2 = dip(z, 2), y llegamos a un absurdo. Por lo tanto,

dipy(z,y) V dipy(y, 2) > dig(x,2)/2 Yy € T = A cp(dipy(z,9) V dip(y, 2) > digy(, 2) /2.
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Ademss, sabemos que Im € T/ dig(x,m) = di(m, 2) = dy(z,2)/2 = di(z,m) vV
dig(m, z) = dip)(x,2)/2, por lo que A cr(dip)(@,y) V dig(y, 2)) = djg (@, 2)/2. O

Ahora si, probemos la proposicion.

Demostracion. Sean z,z € T, aplicando p a ambos lados de (2.2)), obtenemos que

pldipy(z, 2)/2) = n(Ayer(dip (@, 9) V digg(y, 2))) = Vyer mldig (@, y) V dip(y, 2))

=V ,er(uldip(z,9) A pldip(y, 2)))-

Si R fuera transitiva, p(diy(z, 2)) = pr(x, 2) > p(dy(z, 2)/2) > p(dyg(z, 2)) Vo, z € T
pues djf(z, 2)/2 < dip(w, 2), lo que implica que p(dpg (@, 2)) = p(dip(z, 2)/2) Vo, z € T.
Ahora, si fijamos x, 2z € T, y llamamos zy = z, dado 2, € T, 2,41 € T/ dip(x, 2n41) =
dip(z, 2,)/2, y como d(x,20) = dpp(x,2), tenemos que dif(z,2,) = di(z,2)/2".
Ademds, por lo que probamos recién, tenemos que p(d(x, 2ni1)) = pldi(z, 2,)/2) =
pu(dip)(, 2,)), por lo que u(di(x, 2)) = p(dip(x, 20)) = p(dig (2, 2)/2"), y como
dip(z,2)/2" = 0, y p es continua, u(dy(z,2)/2") — pu(0) = 1, por lo que pz(2) =
pr(w, 2) = p(dy(x,z)) = 1, y como z es arbitrario, I';(i) = pz = 1. Ademas, como
[',(1) =1y I, es inyectiva, tenemos que p = 1. ]

Sin embargo, podemos olvidarnos de las relaciones de similaridad, y simplemente
comparar las notas musicales utilizando la teoria de la posibilidad. Este enfoque es el

que utiliza Liern.

Definicién 12. Dadas zZ = (T, uz) y § = (T, us) dos notas musicales difusas, la compa-

tibilidad entre ellas esta dada por:

comp(Zz, §) = Poss{Z es §} = \/(,ug(u) A ps(w))

Observacion 17. Un caso especial de esto es aquel que analiza Liern, fijando p y traba-
jando con pz = I'.(1) y ps = Is(pe). En ese caso tenemos comp(Z, 5) = \/, cp(pz(u) A
ps(w) = Vier(uldin (2, u) Auldip (s, w) =V yer ildig (2, w) Vg (s, w) = p(Ayer(din(z, u)v
dipy(s, ) = p(dp (2, 9)/2).
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2.2.1. Comentario: la eleccion de u

Aun usando el enfoque de Liern, hay diversidad en el sentido de que pueden ele-
girse distintas p para hacer la comparacién entre notas. En [§], Liern considera que el
estdandar de los musicos para p estd implicito en la forma en que funcionan los afina-
dores electronicos: medicion en cents, y asociar una frecuencia a una nota determinada

cuando se encuentra a menos de 50 cents de distancia. Esto nos da:

1—% sit<é

0 sl no

en este caso con 0 = 50/1200 = 1/24.

En [9], Leén y Liern argumentan que es preferible tomar en consideracién que el oido
humano no puede distinguir dos notas suficientemente cercanas [?], por lo que en un
entorno de 0 tenemos 1 = 1. A partir de donde finaliza este entorno hacen caer a pu
linealmente hasta 0, manteniendo la medicién en cents en el sentido anteriormente visto.
Esto nos da:

1 sit<e

pt) =91 -1 sie<t<d

0 sit>d

en este caso con d = 1/24 y € =6/1200 = 1/200 6 € = 3/1200 = 1/400.
Quisiera aqui proponer una p alternativa a éstas. En [10], Plomp y Levelt argumentaron,
en base a una serie de experimentos, que la consonancia (en un sentido puramente

estético) entre ondas sinusoidales puras de frecuencias f; y fo esta dada por:

cons(f1, f2) = ¢ (%)

donde ¢ : [0,+00) — [0,1], w : Ryg = Ryg vy w(f) es el ancho critico de banda de f.
Mi propuesta es elegir 4 de manera que I'y,1(p)([f2]) = cons(fs, f1) donde f3 € [f1] y

fr € [f2]/ de(fs, f1) = ds([f1], [f2]), cuando [fi] ¥ [f2] sean suficientemente cercanos.
Por la observacion 2] sabemos que fs y fy existen. Ademas, Ly, (1)([f2]) = p(dig([f1], [f2]) =

p(ds(fz, 1)) = p(|logy(fa) — logy(f3)|). Los representantes de [fi] son de la forma 2% f

con k € Z, y los representantes de [fs] son de la forma 2"f; con n € Z. Podemos
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asumir sin pérdida de generalidad que f3 < fy, tenemos luego que si d; (2% f3,2"f;) =

dy([f1], [fo]) & |logy(2" fa) —log,y(2" f3)| = [log,(fa) —log,(fs)] = logy(fa) —log,(fs) <
|n — k + log,(f1) — logy(f3)| = logy(fa) — logsy(f3) con lo que se tienen dos opciones:

1. Sin—k+logy(f1)—logy(f3) > 0, entonces n— k +logy(f1) —logy(f3) = logy(f4) —
logy(f3) & n==Fk

2. Sin—k+log,(fi)—log,y(fs) < 0, entonces n—k+log,(f1) —logy(f3) = —logs(fa)+

logy(fs) < (n—k)/2+1ogy(fs) —logy(f3) = 0 < (n—k)/2 =logy(fs/ fs) & fa =
Uk=n)/2 f,

En ambos casos, necesitarfamos que cons(f3, f1) = cons(2 f3, 2" f1) < c(|fs— fal /w(V[3f1)) =
(|28 f3—2" f4] Jw(2%+™/2,/F3 1)) Para ello, serfa deseable tomar w/ | fa— fa| /w(v/fa.f1) =
128 f3 = 2" ful /w22 VT3 o).

En , esto se traduce a | f3 — ful /w(V/fafa) = 28| fs — fal/w(25\/fsfs), si fs # fa esto es
w(28/f3f1) = 28w (\/f3f4), es decir, pedimos que w(2%t) = 2*w(t) Vt € Ryg, Vk € Z. Si
suponemos que w se extiende a una funcién continua en R>(, y hacemos & — —o0, ob-
tenemos w(0) = 0. Ademas, si suponemos que w se extiende a una funcién derivable en
0, tenemos que (w(2%t) —w(0))/(2%t) = w(t)/t y con k — —oo tenemos w’'(0) = w(t)/t,
de manera que tenemos w(t) = at con a € R\{0} constante a determinar.

En , tenemos entonces |f3 — 257/2 f5| Jw(/2(E=1)/2( £5)2)

= [2F fa— 2072 fo| [y (2412, /2(k=n)/2( f3)2) & f3|1—20=)/2| /(@2k—)/4 f3) = fy]2k —
2(k+n)/2|/(a2(k+n)/22(k*n)/4f3) |1 - Q(k*n)/2| = |2F — 2(k+n)/2|/2(k+n)/2 PN |2(k+n)/2 —
2k| = |2k — 2(k+1)/2| 1o que vale siempre. Luego, como tnica condicién para w tenemos
que w(t) = at con a € R\{0} constante a determinar.

Luego, si w(t) es la funcién que describe el ancho de banda critico, necesitamos apro-
ximarla por at. Si consideramos que los valores de las frecuencias estan entre f; y fo,
y queremos minimizar el cuadrado de la diferencia entre ambas funciones, podemos

considerar:

fa
I(a) = / (at —w(t))?dt
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y buscar para qué valor de a esta funcién alcanza un minimo. Si w es continua en [f;, fa]

tenemos que:

I'(a) = / " oat — w(t)idt

1
f2
I"(a) :/ 2t%dt > 0
h
I'(a) = 0 & af;’t2dt = [>w(t)tdt < a((f2)* - = [;lwt)tdt < a =

3ff2 Otdt/((f2)® — (f1)?), y como I"(a) > 0, éste es el minimo que estdbamos bus-
cando.
Segun Glasberg y Moore [16], buenas aproximaciones del ancho de banda rectangular

equivalente (ERB) de una frecuencia f, estan dadas por las férmulas:

6,23f% +93,4f + 28,5 (2.3)
24,7(4,37f + 1) (2.4)

donde f estd en kHz y ERB en Hz. Estas aproximaciones estdn dadas para frecuencias
entre 0,1 y 10 kHz, y el ERB es una aproximacion del valor del ancho critico de banda.
Luego, en el caso de tenemos un valor a; ~ 0,11, mientras que en el caso de (2.3))
tenemos un valor as ~ 0,14.

Ademas, Benson[2] da la siguiente férmula para c:
c(z) =1 — 4|z|et 4

Tenemos ademads, f3 € [fi] vy fi € [fol/ f3 < fay dy([fi], [ o) = dp(fs, fa) =
logs(fa) — logy(f3) = logy(fa/ f3). Entonces u(dis([fil, [f2])) = cons(fs, fa) = c(|fs —

falJw(Vs14) = c((fa = f3)/(av/ 3 [a)) = c((fa/ f5 — 1)/ (a \/M)) ((2d“ 1Aablsh —
1)/(a\/m)), y por esto proponemos:

o=e(220)

usando c(x) = 1 — 4|z|e'~**. Tenemos p : [0,1/2] — [0,1], luego t > 0 = 2! > 1,
y como usamos a > 0, podemos considerar c¢(z) = 1 — 4xe'™. Ahora bien, c(z) =
—4et™1 + 162’ = 4(4x — 1)e! = por lo que:

B x23t/2 + 21‘,/2 In?2
,u’(t) = 4(41’ — 1)61 4 TT
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donde z = (2¢ — 1)/(a2'/?), por lo que p/'(t) < 0 & 4z — 1 < 0 < 4(28 — 1) < a2'/? &
4(24/%)2— @22 —4 < 0. El polinomio 422 —az—4 tiene raices (a#+/a + 64) /8, pero como
a—+/a% + 64 < 0, tenemos que 4(24/2)?—a2"? -4 < 0 = 21?2 < (a+Va2 +64)/8 &t <
2(logy(a++/a2 + 64) — 3). 2(logy(a++v/a® + 64) — 3) < 1/2 < logy(a+va? + 64) —

1/4 < logy(a + Va2 +64) < 13/4 < a + Va2 + 64 < 213/ & /a? + 64 < 213/4—a<:>
a2 1 64 < (2134 )2 = o2 — 21T/q 4 218/2 & 91T/4q < 913/2 _ 96 4y o < 99/4 _ 97/
1,39. Luego, i decrece entre 0 y 2(logy(a + a2 + 64) — 3), y luego crece. Ademds,
p(2(logy(a + Va2 +64) = 3)) = c((((a + Va2 +64)/8)* = 1)/(a(a + va? + 64)/8)) =
c((a® +2av/a® 4 64+ a® + 64 — 64) /(8a(a + Va2 + 64))) = c(2a(a + Va? + 64)/(8a(a +
Va2 +64))) = ¢(1/4) = 0, y u(0) = ¢(0) = 1. Tenemos entonces p : [0,1/2] — [0,1]
continua y decreciente/ 1(0) = 1, definida por:

o e (22——/1) si t < 2(logy(a + Va2 + 64) — 3)
0 sl no

1—4x

con ¢(z) =1—4ze y a > 0. En nuestro caso tenemos p; si consideramos a = 0,11,

y Ho si consideramos a = 0,14.

2.3. De los sistemas de afinacion

Anélogamente a como se define una nota musical difusa, se define sistema de afina-

cion difuso.

Definicién 13. Dado un sistema de afinacion S, un sistema de afinacién difuso asociado

a S es un conjunto S = {%},cg, donde Z es una nota musical difusa asociada a z/ pz # 1.

Observacion 18. Por la proposicién a partir de S puedo recuperar S. En especial,
usando la notacién de la observacién [16] tenemos definida una funcién
: {S/ S es un sistema de afinacién difuso} — {S/ S es un sistema de afinacién},

donde U(S) = {u(2)}:c5 que es el sistema de afinacién al cual S estd asociado.

Procedemos por analogia al caso clasico:

Definicién 14. Sean S y S’ dos sitemas de afinacién difusos. Una transcripcion difusa
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7 de S a S es una funcién 7 : S — S’. La fidelidad de 7 estd dada por:

o(7) = /\ comp(z,7(2))

ze8
Observacion 19. 0 < &(7) < 1

Definicién 15. Sean S y S’ dos sistemas de afinacién difusos. Si Vi € S, dlw; €
S’/ comp(Z,10:) = \/ zeg comp(Z, 1), se dice que existe la transcripcion difusa candnica
de S a S’ dada por 7(%) = ;.

Observacion 20. La transcripcion difusa candnica puede no existir. Por ejemplo, si
fijamos una p # 1 cualquiera, notamos z, = (T,T.(u)), y tomamos S = {1,} y S’ =
{1, (=)}, comp(ly, i) = comp(ly, (=i)u) =V geg comp(1y, w) = p(1/8).
Observacion 21. En caso de existir la transcripcién difusa canoénica, esta tiene la maxi-
ma fidelidad. En efecto, si existe la transcripcién difusa canénica 7 de S a S/, y
7 : S — S es una transcripcién difusa cualquiera, comp(Z, 7(3)) = V seg comp(Z, ) >
comp(z,7(2)) Vi e S = Nsegcomp(Z,7(2)) > Ascgcomp(Z,7'(2)) & ®(7) > &(7).

Definiciéon 16. Dos sistemas de afinacién difusos, S y ', se dicen candénicamente
intercambiables si existen las transcripciones difusas canoénicas de S a S’ y de S’ a S,

y ambas son inyectivas.

Observacion 22. Si S y S’ son dos sistemas de afinacion difusos canénicamente inter-

cambiables, tienen el mismo cardinal.

Observacion 23. A diferencia del caso clasico, la relacién ”son canénicamente intercam-

biables” ni siquiera es reflexiva. Por ejemplo, fijando:

1 sit<e

pt)=q1—1=¢ sie<t<s§
0 sit>d
con § = 1/2y e = 1/4, si denotamos z, = (T,T.(u)), y tomamos S = {1,,i,}, tenemos

que comp(1l,,1,) = comp(l,,i,) = 1, por lo que no existe la transcripciéon difusa

candnica de S a S.
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Proposicion 18. Si S y S’ son dos sistemas de afinacion difusos candnicamente in-
tercambiables, con transcripciones difusas candnicas 7 : S — S" y 7 S" — S, entonces

una es la inversa de la otra.

Demostracién. Lo hacemos por induccién, con n = #5 = #5".

El caso n =1 es trivial. Supongamos que n > 2:

Considero 2 € Sy w € S’/ comp(Z, @) = \/ ;eg comp(3,9) = 7(3) = w y 7(0) = 2, y
como ambas son inyectivas, tengo bien deﬁnziEZS 7:9\{2} = S\{w} y 7 : S\{w} —
S\{z}.

Dado 2 € S\{Z}, Vicgn () comp(Z',4) > comp(Z',7(Z')) = Vg comp(Z',a) >
Viesn oy comp(2', @) = comp(Z',7(2')) = V;eq comp(Z', @) = Vicgn (qy comp(Z', @),
por lo que siw’ € S'\{w}/ comp(Z, 0') = Vicgn 5y comp(Z, @) = @’ € "y comp(Z',w') =
Vaeg comp(Z',4) = @' = 7(Z'). Por lo tanto, 7 : S\{Z} — S"\{w} es la transcripcién
difusa candnica y es inyectiva.

Anélogamente, 7 : S’ \{w} — S \{Z} es la transcripcién difusa candnica y es inyectiva, y
por induccién tenemos que 7 o7 : S\{z} — S\{Z} es idg\ (5 Y ToT: SN\{w} — S"\{w}
es idgn (5y- Ademds, sabemos que 7 0 7(2) = 7'(w0) = 2 y 7o 7(w) = 7(Z) = W, por lo

que #o7:85 = Sesidgy 7o S — 5 es idg. U

Proposicién 19. Dados S y S' dos sistemas de afinacion difusos, y 7 una transcripcion
difusa biyectiva de S a S', entonces ®(7) = ®(771).

Demostracion. Es inmediato pues {(2,7(2)): 2 € S} = {(F Y (w),w): we S} O

Finalmente, podemos comparar sistemas de afinacion difusos canénicamente inter-

cambiables.

Definicién 17. Dado 0 < a < 1, dos sistemas de afinacion difusos S y S’ canénicamen-

te intercambiables, con transcripcién difusa canénica 7 : S — S’, se dicen a-compatibles
si ®(7) > a.

Hemos completado las bases de la afinacion borrosa. Podemos ahora compararla con

la afinacién clasica.
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2.4. Comparacién de métodos:

un enfoque categorico

2.4.1. Una introduccién a la teoria de categorias

Definicién 18. Por simplicidad, decimos que una categoria C esta formada por dos

conjuntos}
= 0b(C) el conjunto de objetos de la categoria.
= hom(C) el conjunto de flechas de la categoria.
Ademds, debe haber dos funciones de hom(C) a ob(C):
» dom : hom(C) — ob(C) la funcién dominio.
» cod : hom(C) — ob(C) la funcién codominio.

Y también una funcién id : ob(C) — hom(C), C' + id¢, que debe cumplir dom(id¢e) =
cod(ide) = C YC € ob(C). Por dltimo, debe haber una funcién o : {(g, f)/ f.g €
hom(C) y dom(g) = cod(f)} — hom(C), (g, f) — go f, que debe cumplir dom(go f) =
dom(f) y cod(g o f) = cod(g) Vf,g € hom(C)/ dom(g) = cod(f), ser asociativa, y
cumplir ideoa(r) © f = f 0 idaom(s) = f Vf € hom(C).

Algunos ejemplos de categorias:

Categoria Objetos Flechas
Set Conjuntos Funciones
Grp Grupos Morfismos de grupos

Vectr | R-espacios vectoriales | Transformaciones lineales

Top Espacios topoldgicos Funciones continuas

Definicién 19. Una subcategoria D de la categoria C es una categoria que cumple
ob(D) C ob(C), hom(D) C hom(C), y hereda las flechas identidad y la composicién de
C.

3En general se habla de clases, no de conjuntos, pero este caso particular alcanza para cubrir

nuestras necesidades. Véase [17].
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Algunos ejemplos de subcategorias:

Categoria | Subcategoria Objetos de la subcategoria
Grp Ab Grupos abelianos
Vecty FVecty R-espacios vectoriales de dimension finita
Top Haus Espacios de Hausdorff

Definicién 20. Dadas dos categorias C y D, un funtor F : C — D se define mediante

dos funciones:

» F':0b(C) — ob(D)

» F:hom(C) — hom(D)
y debe cumplirse que F(idc) = idp) YC € ob(C), dom(F(f)) = F(dom(f)) y
cod(F(f)) = F(cod(f)) V.f € hom(C), y F(gof) = F(g)oF(f)Vf,g € hom(C)/ dom(g) =
cod(f).
Observacién 24. Una consecuencia inmediata es que si f € hom(C) tiene inversa (f~! €
hom(C)/ dom(f~") = cod(f),cod(f~") = dom(f), f~'of = idaom(s) ¥ fof ™ = ideoay))

entonces F(f~') o F(f) = F(f~' o f) = Flidaom(y)) = idaomr(s)) ¥y F(f) o F(f71)
F(fo f™) = F(ideoa(s)) = ideoa(r(sy), es decir, F(f~1) = F(f)™".

Ejemplos de funtores son el funtor que va de la categoria de R-espacios vectoriales de

dimension finita a la categoria de espacios de Hausdorff dado por tomar una base cual-
quiera en el espacio vectorial y asociarle la topologia usual de R", o el funtor que va de
la categoria de espacios topoldgicos a la categoria de grupos abelianos dado por asig-
narle a cada espacio topologico su n-ésimo grupo de homologia. También se tienen los
llamados funtores de olvido que ”olvidan” determinada estructura, por ejemplo los fun-
tores que van de las categorias de grupos, R-espacios vectoriales o espacios topologicos
a la categoria de conjuntos que simplemente les quitan la estructura correspondiente a
los objetos de estas categorias. Otro ejemplo de funtor de olvido es aquel que va de la
categoria de R-espacios vectoriales a la categoria de grupos abelianos quitandole a los

espacios vectoriales la accién de R.

Definicién 21. Un funtor F': C — D se dice pleno si VX, Y € ob(C),Vg € hom(D)/
dom(g) = F(X) y cod(g) = F(Y), 3f € hom(C)/ dom(f) = X,cod(f) =Y y F(f) =
qg.
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Ahora estamos en condiciones de comparar ambos métodos.

2.4.2. Comparaciéon de métodos

Podemos considerar dos subcategorias de Set (la categoria de conjuntos con funcio-
nes). La primera es Tun, la categoria que tiene como objetos los sistemas de afinacién
y como flechas las transcripciones. La segunda es Fuzz, la categoria que tiene como
objetos los sistemas de afinacion difusos y como flechas las transcripciones difusas.
Por la observacién [18] tenemos definida U : ob(Fuzz) — ob(Tun). Ademds, si ten-
go una transcripcién difusa 7 : S — S’, puedo definir U(7) : U(S) — U(S") como
U(7)(z) = u(7(2)) donde % € S es la nota musical difusa asociada a z € U(S). Tengo
luego, U : hom(Fuzz) — hom(Tun). Ademas, U(idg)(z) = u(idz(Z)) = u(Z) = z,
por lo que Ul(idg) = idy(g), ¥ si tengo T S S yi:8 =8 UGF o7)(2) =
u(7' 0 7(2)) = u(7(7(2)) = U(T)(u(7(2))) = UT)(U(7)(2)) = U(7') e U(7)(2), por lo
que U(7" o 7) = U(7') o U(7). Tenemos luego un funtor de olvido U : Fuzz — Tun.
Ademas, si consideramos p : [0,1/2] — [0,1] continua y decreciente/ u(0) = 1y
p # 1, podemos definir F), : ob(Tun) — ob(Fuzz) como F,(S) = {(T,T.(1))}:es
que es un sistema de afinacién difuso asociado a S. Y si tenemos una transcrip-
cibn 7 : S — 5, definimos la transcripcién difusa F,(7) : F,(S) — F,(S") co-
mo F,(7)(T,I;(1)) = (T,T7)(r)). Tenemos entonces que F,(ids) = idp,(s), y que
F,(t"o1)=F,(7") o F,(T), por lo que tenemos funtores F, : Tun — Fuzz.

Ademds, UoF), = idmun: UoF),(7)(2) = U(F,(7))(2) = u(Fu(T)(T,T-())) = w(T, I'riz) (1) =

7(z). Y también vale que F), es un funtor pleno: sea 7 : F,(S) — F,(S5'), defino
7:8 — S comoT =U(T) = 7(2) = UT)(2) = w(7(T,I'.(1))), tenemos enton-
ces que By(r)(TT.(1) = (T.Tr(u)), v si 7(T.T.(n)

= (T, Pw(p)) con w € 5,
u(7(T,T2(n)) = w(T,Tw(p) = w = 7(2) = w = Fu(7)(T, (1)) = (T, Tw(p) =
7(T,I',(n)), por lo que F,(7) = 7.

Dada una trascripcion 7 : S — S’, podemos preguntarnos cual es la relacién entre ®(7)

y ®(FLu(7)).

Proposicién 20. Sean S y S’ dos sistemas de afinacion, y sea T : S — S’ una trans-

cripcion. Sea p : [0,1/2] — [0,1] continua y decreciente/ (0) = 1 y u # 1. Vale
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que:
o(r () =n ()

Demostracion. En efecto, ®(F(7)) = Azep, (s) comp(Z, Fi.(7)(2))

= Nses comp((T, I (1)), Fu(7)(T, T (1)) = Aes comp((T, (1)), (T, I'r(z) (1)), pero
por la observacién |17 sabemos que comp((T, I, (1)), (T, U7 (1)) = pu(dip(2,7(2))/2),
por 1o que (F(r) = Acsuldy (5 7(20)/2) = 1uV,csdip(z7(2))/2). A su vez,
O(1) =1-2V,cedi(2,7(2)) © V,es dif(2,7(2)) = (1-®(7))/2, por lo que (F, (7)) =
p((1 — ®(7))/4), como queriamos probar. O

Proposicién 21. Sean S y S’ dos sistemas de afinacion, y sea p : [0,1/2] — [0, 1]
continua y decreciente/ 1(0) = 1 y u £ 1. Si existe la transcripcion difusa candnica

7T:F,(9) = F.(5), entonces U(T) : S — 5" es la transcripcion candnica de S a S'.

Demostracion. Sea z € S. w, € '/ dip(z,w.) = dif(2,5") = Npeg i (2, w) & w, €
S dip(z,w2) /2 = Nyes dig (2, w) /2 = w2 € 5/ pldg (2, w2)/2) = V e pldip)(2,w)/2)
& w. € 8/ comp((T,To(10)), (T, Tu (1)) = Vapes comp((T, Ta(10)), (T, Tu (1))
(T, Pw. (1) € Fu(5")/ comp((T, I-(11)), (T, Tw. (1)) = Vgeg comp((T, I'= (), 0)

= (T, 1. (1) = 7(T, (1)) = w, = u(7(T,T,(1n))) = U(7)(2), con lo cual queda

probada la proposicién pues djs(z,S") se realiza por ser S’ un conjunto finito. O

Observacion 25. Sean S y S’ dos sistemas de afinacién, y sea p : [0,1/2] — [0,1]
continua y decreciente/ p(0) = 1y p # 1. Si F,(S) y F,(S") son candnicamente

intercambiables, S y S’ son canénicamente intercambiables.

Proposiciéon 22. Sean S y S’ dos sistemas de afinacion, y sea p : [0,1/2] — [0,1]
continua y decreciente/ n(0) =1 y p # 1. Si F,(S) y F,(S") son a-compatibles, sea
e 0,1/ p((1 —=p)/4) < a, entonces S y S" son [5-similares.

Demostracion. Sy S’ son candénicamente intercambiables pues F,(S) y F,(S”) lo son.
Si Sy S no fueran [-similares, ®(7) <  donde 7 : S — S’ es la transcripcién
canoénica de S a §'. Si 7 : F,(S) — F,(5) es la transcripcién difusa canénica de F),(.5)
a F,(5"), vimos que F,(U(7)) = 7, pero también vimos que U(7) es la transcripcion
canénica de S a S’ es decir 7. Por lo tanto, F,(7) = 7, y por la proposicién
tenemos que ®(7) = p((1 — ®(7))/4), pero (1) < = (1 —&(7))/4 > (1 - p)/4 =
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p((1 —@(7))/4) < p((1 —p)/4) < o = O(7) < a lo cual es absurdo pues F,(S5) y
F,(5") son a-compatibles. O

Proposicién 23 (La afinacién clésica como caso particular de la borrosa). Si tomamos
p:[0,1/2] — [0,1] definida como:

1—4t sit<1/4
pu(t) =
0 S1 no

vale lo siguiente:

1. Dados z,s € T = comp(Z,5) = 1 — 2djp(2,s), donde z = (T,I'.(n)) y 5 =
(T, Ts(p))-

2. Dada una transcripcion 7 : S — S" = ®(F,(1)) = ©(7).

3.1 :S8 = 8" es la transcripcion candnica < F, (1) : F,(S) — F,(S) es la trans-

cripcion difusa canonica.

4. S y S son candnicamente intercambiables < F,(S) y F,,(S") lo son.

&

.Sy S son a-similares < F,(S) y F,,(S") son a-compatibles.

Demostracion. 1. comp(Z,3) = u(dis(z,s)/2),y como diy(z,s) < 1/2 = dip(z,5)/2 <
1/4 = p(dip(z,8)/2) =1 —4dip(2,5)/2 = 1 = 2dg(z, 5).

2. 0<B(r) <16 0< (1—d(r)/4 < 1/d= B(F,(r) = p((1— (r))/4) = &(r)

3. di(z,5) = dipg(2,5) & dip(z,8) = Nyes dipg(zw) & 1= 2dip(z,5) = 1 -
2 /\wES’ d[f](z7 U)) = \/weS’(l - 2d[f](27 ’UJ)) A Comp(é, 5)
= \/weFH(S,) comp(Z,w). Si 7 es la transcripcién candnica, tenemos que § €
Fu(5")/ comp(Z,5) = Ve, o)comp(Z,w) < diyg(z,5) = dip(z,5) & s =
7(2) & § = F,(7)(%), mientras que si F,(7) es la transcripcién difusa candnica, te-
nemos que s € 5’/ dy)(z, 5) = diy)(2, 5") < comp(Z, §) = Vgep, (5) cOMp(Z, W) <
§=F,(1)(2) e s=1(z2).
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4. Hay que probar que 7 : S — S’ es inyectiva < F,(7) : F,(S) = F,.(5) es
inyectiva. Si 7 es inyectiva, F,(7)(2) = F,(17)(5) = 7(2) =7(s) = z =5
mientras que si F,(7) es inyectiva, 7(z) = 7(s) = F,(7)(2) = Fu.(17)(8) = Z =

S= z=2..

5. Sale de los items anteriores.
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Capitulo 3

Aproximacion mediante

temperamentos iguales

En este capitulo presentamos una introduccion a la teoria de fracciones continuas que
aplicamos a la aproximacién de sistemas de afinacién mediante temperamentos iguales,
y comentamos resultados sobre la similaridad entre el sistema de afinacién original y el

temperamento que lo aproxima.

3.1. Aproximaciéon mediante racionales

La teorfa de esta seccién esta basada en [I8] y sobre todo en [19).
Una fraccion continua de primer orden es una expresion de la forma:

1
CLO+_
a1

con ag,a; € Ry a; >0,y se la nota [ag; a;]. Recursivamente, una fraccién continua de

n + 1-ésimo orden es una expresion de la forma:

1

CLO+
[Ch; ag, ... 7an+1]

con ag € Ry a; > 0,y se la nota [ag;a1,...,a,11]. Ademds, la notacion [ag] con
ag € R representa una fraccion continua de orden 0, que es simplemente un nimero

real: [ag] = ap. Todas éstas se llaman fracciones continuas finitas. Una fraccion continua

39
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infinita es una expresion de la forma:

n 1
o~ ———71
G+ i

cona; € RVi € Ngya; >0Vi €N,y selanota [ag;a,as,...]. En cualquier caso
ag, a1, as, . . . se denominan cocientes incompletos, y si pedimos que a; € Z Vi, la fraccion

continua se denomina simple.

Definicién 22. Dada una fraccién continua [ag; a1, as, . ..] (posiblemente finita) se de-

finen las siguientes sucesiones (posiblemente finitas):

Po = Qg p1 = ajag+1 Dn = ApPp—1 + Pn—2 SiN > 2

g =1 g1 = a Gn = QpnQn—1 + Qn—2 1M > 2

Se dice que p,/qn, con estos especificos valores para el numerador y el denominador, es

el n-ésimo convergente.

Observacion 26. Esto siempre va a estar bien definido, pues a,, > 0 Vn > 1. qo,q1 > 0
claramente, y por induccion, si ¢,_1,¢n—2 > 0= ¢, = an@n_1 + qn_o > 0.

En especial, si se trata de una fracciéon continua simple, tenemos que qg,q; > 1, y por
induccién, si g1 >N -1y gu2 >N —2 = ¢, = AyGn-1 + Gn—2 = Gn-1 + Gn—2 >
n—14+1=n.

Proposiciéon 24. Dada una fraccion continua [ag; aq,as,...| (posiblemente finita) y
Pn/Gn Su m-ésimo convergente, se tiene que [ag; ay, as, . .., an] = Pp/Gn-
Demostracion. Sin = 0 o n = 1, estd claro. Si n = 2 tenemos que |[ag; ar,as] =

ag+1/(a1+1/az) = ap+az/(ar1a2+1) = (aparaz +ao+az)/(aras +1) y pa/qa = (azp: +
po)/(asq1+qo) = (az(arao+1)+ag)/(azar+1) = (aza1a9+az+ag)/(aza; +1), por lo que
también resulta cierto. Por induccién, queremos probar que [ag; a1, az, . . ., ay] = Pn/qn
con n > 2. Tenemos entonces que [ag; ai, s, ..., Ay 1,0, = [ag; @1, 02, .., Qp_o,0n_1 +
1/a,], y los convergentes de esta fracciéon continua serdn p;/q; V0 < i < n — 2, pero el
n— 1-ésimo convergente es pl,_,/q.,_, conp,, | = (an—1+1/an)Pn—2+pn—3 = Gpn_1Pn—2+
Pr—3+DPn—2/0n = Dn1+Dn—2/0n = (@nDn—1+Pn-2)/0n = Dn/a,, y andlogamente ¢, _, =
Gn/@n, Por lo que [ag;ar,az, ..., an-o,an1 + 1/an] = pl,_1 /@51 = (pu/an)/(@n/an) =
Pn/qn, €s decir [ag; ar,as, ..., a0, = pp/qn. ]
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Proposicién 25. Sea [ag; a1, as, . ..] una fraccion continua (posiblemente finita) y py/qx

su k-ésimo convergente, se tiene que PpGn-1 — Pn_1Gn = (—1)"71 Vn > 1.

Demostracion. Si n = 1 estd claro. Por induccién, queremos probar que p,q,_1 —
Prno1@n = (—=1)"7' con n > 1. Tenemos entonces que PpGn_1 — Prn_1qn = (AnPn_1 +
Prn-2)@n-1 — Pn-1(@nGn-1 + Gn-2) = @nPn-1Gn-1 + Pn—2Gn—1 — @nPn-1Gn-1 — Pn-1Gn-—2 =
~(Pn1Gn—2 — Pn—2gn—1) = —(=1)" % = (=1)"". [

Proposicién 26. Sea [ag; a1, as, . ..] una fraccion continua (posiblemente finita) y py./qx

su k-ésimo convergente, se tiene que Ppn_o — Pn—2qn = (—1)"a, Yn > 2.

Demostracion. Tenemos que pngn-2 — Pn—2@n = (@nPn-1 + Pn—2)@n—2 — Pn—2(anGn-1 +
Gn-2) = nPn-1Gn—2 + Pn—2Gn—2 — GnPn—2Gn—1 — Pn—2Gn—2 = n(Pn—1Gn-2 — Pn—2Gn-1) =
(—1)"2a, = (—1)"a,. O

Observacion 27. ppgn-2 — Pn-2qn = (=1)"@n = pn/Gn — Pn-2/Gn-2 = (=1)"an/qndn—2
y como a, > 0Vn > 2y q, > 0 Vn, se tiene que si n = 2k, por/qor — Pok—2/q2k—2 =
Aok /Gorqok—2 > 0 Yk > 1, es decir, los convergentes pares forman una sucesién estricta-
mente creciente. Si en cambio n = 2k+1, pori1/Goks1—P2k—1/Qk-1 = —Qok11/Qorr102k—-1 <
0 Vk > 1, es decir, los convergentes impares forman una sucesion estrictamente decre-

clente.

Proposicion 27. Dada una fraccion continua |ag; a1, as, . . .| (posiblemente finita), cual-
0 ) ) )
quiera de sus convergentes impares es mayor estricto que cualquiera de sus convergentes

DPares.

Demostracion. Sea popm+1/Gam+1 con m > 0 uno de sus convergentes impares, ¥ pa,./qay

con 1 > 0 uno de sus convergentes pares.

= Sim = p, como Pomi1Gem — PamGemi1 = (—1)*™ =1 = parmi1/Gmi1 — Pom/Qom =

1/q2m+1q2m >0= p2m+1/Q2m+1 > me/QQw

» Sip < m = 2u < 2m y por la observacién anterior, se tiene que pa, /g, <

Pom/Gom, ¥ COMO Parmt1/qem+1 > Pam/Gam, resulta que Pomi1/qoms1 > p2,u,/Q2p,'
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s Sipg>m=2u>2m = 2u+1 > 2m + 1 y por la observacién anterior, se
tiene que payt1/Gout1 < Pom+1/Gem+1, Y COMO Poyi1/Gous1 > Dop/ o, Tesulta que

me-H/QQm-H > pQM/QQM‘

]

Definicién 23. Dada una fraccién continua infinita [ag; aq,as,...], si la sucesién de
convergentes p, /¢, = |ag; a1, . .., a,] converge a x € R, se dice que la fraccién continua

converge al valor x, y se nota x = [ag; aj, as . ..].
Teorema 28. Toda fraccion continua infinita simple converge.

Demostracion. Dada una fraccién continua infinita simple [ag; ay, as, .. .|, sea pg/qr €s
su k-ésimo convergente. Por la proposicion y la observacién anteriores, tenemos que
Po/qo < P2/qa < ps/qs < ...y esta subsucesién estd acotada superiormente por p;/qi1, y
p1/q1 > p3/qs > ps/qs > ...y estasubsucesion estd acotada inferiormente por py/qo. Por
lo tanto, pen/qon — €1y Pant1/Gont1 — &2,y por la proposicién anterior tenemos ademas
que & < &. Ademas, por la proposicién , tenemos que Pay, 11Gon —Ponfoni1 = (—1)*" =
1 = pont1/@n+1 — P2n/@on = 1/@onGont1 = [P2n+1/@2nt1 — P2n/Gon| = 1/G2nGont1, y POT
la observacién tenemos que |pan+1/Gon+1 — DPon/Gon] < 1/2n(2n+1) — 0. Por tltimo,
€1 — &a| < &1 — Pan/@2n| + [P2ns1/@ont1 — Pon/@on| + €2 — P2n+1/Gon+1], y como cada uno
de estos términos se puede hacer arbitrariamente chico, tomando n € N suficientemente

grande, tenemos que & = &, por lo que p,/q, — & = &, es decir, la fraccién continua

converge. O

Observacion 28. La demostracién nos da también una cota para el error de aproximar
el valor de la fraccion continua mediante sus convergentes. Si z es el valor de la fraccion
continua, tenemos que pan/qon < T < Pant1/Gent1 = 0 < T — Pon/Gon < Pony1/Gons1 —
Pon/@Gn = 1/@uGent1 = ¥ — pan/gen| = T — p2n/@en < 1/q2nG2n+1. Andlogamente,
Panta/@anve < T < Pany1/Gans1 = 0> T — Pony1/Gans1 > Ponya/@eny2 — Pant1/Gent1 =
(Pant2@ant1 — Pant1@ant2)/Gont1Gont2 = (=1 @uni1@enie = —1/Goni1Gonse = |7 —
Pont1/Geni1] = —(T—Pony1/Gen+1) < 1/Gony1G2n12, por lo tanto [x—py,/qn| < 1/Gngni1 Vn.
En especial, si se trata de una fraccion continua simple, ¢,11 = Gpi1Gn + o1 > ¢n =

1/Gn > 1/qns1 y tenemos que |z — p,/¢.| < 1/q; Vn.
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Como se ve, los convergentes de una fracciéon continua simple permiten aproximar
su valor mediante nimeros racionales. Para poder usar este enfoque para aproximar
cualquier nimero real, necesitamos ver si dado x € R es posible construir una fraccién
continua simple [ag; a1, as, ...] (posiblemente finita)/ x = [ag; a1, as,...], y para esto
necesitamos ver cudl es la relacién entre el valor de una fraccién continua simple y sus

cocientes incompletos.

Lema 29. Dada una fraccién continua finita simple [ag; a1, ...,an]/ ap >0y N > 1,

tenemos que [ag;ay,...,ay] > 1.

Demostracion. Si N = 1, tenemos que ag > 1y a3 > 0 = [ag;a1] = ag + 1/a; > 1.

Por induccién, tenemos que si N > 1, [ag; a1, ...,an] = ag + 1/[ay;aq,...,ay], y por
hipétesis inductiva [aq; ag, ..., an] > 1> 0= [ag; a1,...,an] > ag > 1. O
Lema 30. Dada una fraccion continua infinita simple [ag; a1, as,...]/ ag > 0, tenemos
que |ag; ay, as, ...] > 1.
Demostracion. |ag; ay,as,...] = lim [ag;aq,...,ay] = lim ag + 1/[ay;ae,...,an] =
N—o00 N—o0
aﬁ—l/}\}im [ai;as, ... ,ay|,comoa; > 0, tenemos por el lema anterior que [a1; ag, ..., ayn]| >
—00
1VN > 2:>A}1’m lai;as,...,any] > 1> 0= [ag;a1,as,...] >ag> 1. O
—00

Luego, dada una fraccién continua infinita simple [ag; a1, as, . . .], si su valor es zg €

R, tendremos que x¢ = [ag; a1, as, ... = lim [ag;aq,...,ay] = lm ap+1/[a1;as,...,an] =
N—oo N—oo
ap + 1/1\}1’111 lai;as,...,ay] = ag + 1/[ay;a9,as,...], y como a; > 0, tenemos que
—00

lai;a9,a3,...] > 1 =0 < 1/[a;;a9,a3,...] <1 = ay < z9g < ay+1= a = |zo].
Si llamamos z; a [a;;as,as,...|, tenemos entonces que zo = |xo| + 1/x; = {0} =

1/z1 = 21 = 1/{xo} y como vimos con xy y ag, a1 = |z1]. Es decir, inductivamente, si
llamamos z,, a [a,; ani1, Anyo, - - .|, se obtiene que a, = |z,| y zp11 = 1/{z,}.

En consecuencia, dado z € R, podemos armarnos de este modo un candidato a frac-
cién continua simple cuyo valor sea x. Estd claro que este proceso podria terminar en
algin punto, si obtenemos un =,/ {x,} = 0 < x, € Z. Pero en tal caso, tendriamos
simplemente que [ag;aq, ..., 0, 1,%,] = x con z, = 1/{z, 1} y como 0 < {z, 1} <

1 =z, > 0porlo que [ag;ay,...,a, 1, T, = [ag; a1, ..., a,] serfa una fraccién continua
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finita simple, o en el caso de que n = 0, ro = x € Z por lo que también se trata de una
fraccion continua finita simple. Quedaria entonces ver que en el caso de que el proceso

no se detenga, la fraccién continua infinita simple tendra valor x. Formalizando:

Teorema 31. Dado x € R, definimos xy = x, Ty = 1/{x,} siempre que x, ¢ Z,
y a, = |x,|. Tenemos entonces que x = |ag; a1, . ..,0n_1,%,] V0, y en el caso de que

x, & 7 ¥n € Ny, tenemos que x = [ag; a, az, .. .|.

Demostracion. Para la parte de las fracciones continuas finitas, procedemos por in-
duccién. Si n = 0, tenemos que [ro] = g = x. Sin > 0, [ap;a1,...,0,-1,%,] =
lag; at, ..., an_9,an_14+1/x,] = [ag; a1, ..., an_2, |Tp_1|+{xn_1}] = ao; a1, ..., 0n_0,2y_1] =
x, por hipotesis inductiva.

Para la parte de la fraccién continua infinita simple, si pg/qx es el k-ésimo conver-
gente de la fraccién continua, tenemos que x = [ag;ay, ..., ay, Tpy1] ¥ como esta frac-
cién continua comparte hasta el n-ésimo cociente incompleto con la fracciéon continua
[ag; a1, as, . ..], compartird también hasta el n-ésimo convergente. Luego, como se tra-
ta de una fraccién continua de n + 1-ésimo orden, su convergente n + 1-ésimo nos
da su valor, y este se computa como (1100 + Pn-1)/(Tns1Gn + Gn—1), es decir, z =
(@ns1Pn+Pn-1)/ (Tns1GnFn-1) = T=Pn/Gn = (Tar1Pn+Po-1)/ (Tns1Gn+dn-1)—Pn/@n =
(Tn41PndnTPr—1Gn—Tn+1Pnln —Pndn-1)/ (Znt18n+4n—1)dn = (Pn-1¢n—Pnln-1)/ (Tn+14n+
G180 = —(Padn—1 = Pn1n)/(@nt1@n + Ga-1)qn = —(=1)" "/ (Tn110n + Gu-1)dn =
(=D"/ (01100 + @n-1)@n = & = o/l = 1/|Zn11¢n + Gn-1lgn, PET0 ansy = [Tnia] <
Tnt1 = 1/{zn} > 0= |2 = po/@n| = 1/(Tn1¢n + Gn-1)@n ¥ Tnt1dn + Gn1 > Gni1qn +
Gn1= Gui1 = 1/Gui1 > 1/ (Tni1@0+n-1) = [2=pn/an| < 1/@ngni1 < 1/n(n+1) = 0,

por lo que efectivamente, ]\}iiréo[ao; ai,...,ay| =z, es decir, x = [ag; ay, as, . . .]. O

En especial, si z ¢ Q, este algoritmo define una fraccién continua infinita simple,
puesto que las fracciones continuas finitas simples representan nimeros racionales. Por

lo tanto, se tiene el siguiente resultado:
Corolario 32. Dado z € R\Q, existen infinitos racionales p/q/ |v — p/q| < 1/¢>.

Demostracion. Por el algoritmo anterior tenemos una fraccién continua infinita sim-

ple [ag;aq,as,...] cuyo valor es x, y si p,/q, es su n-ésimo convergente, vale que
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|z — pn/qu] < 1/¢>. Como, por ejemplo, la subsucesiéon de convergentes pares es es-

crictamente creciente, tengo infinitas soluciones. O]

Enelcasoenquex € Q =z =a/bcona € Z, b€ N. Siz #p/qg=a/b#p/qg=
aq — bp # 0, y por lo tanto |z — p/q| = |a/b— p/q| = |ag — bp|/blq| > 1/blg|. Luego,
si |v —p/al < 1/¢* = 1/blg] < 1/¢* = lg| < b,y asuvez [p| < |p — qz| + |gz| =
lz —p/qllq| + lgl|z] < 1/|q| + bla/b] < 1+ |al|, por lo que hay una cantidad finita de
soluciones. Esto ademas prueba que las fracciones continuas infinitas simples siempre
tienen valores irracionales, pues como vimos recién los convergentes me dan infinitas
soluciones al problema de aproximar el valor de la fraccién continua.

Estos resultados pueden generalizarse.

Teorema 33. Sean &,...,& € R, entonces Ipy,....,px € Z,q € N/ |& — pi/q| <
1/¢* VR ¥1 <i < k. Si alguno de los & ¢ Q, hay infinitas soluciones.

Demostracion. Dado Q € N, considero la funcién s : {0,1,...,Q*} — {0,1,...,Q—1}*,
s(l) = (|1Q{l&}], .., [Q{l&}]). Esta funcién estd bien definida, pues 0 < {I§;} <1 =
0< Q& < Q= |Q{I&)] €{0,1,...,Q—1} V1 <i < k. Ademds, #{0,1,...,Q%} =
QF +1y #({0,1,...,Q — 1}*) = Q*, por lo que s no puede ser inyectiva, es decir,
Ay, 1o €40,...,Q%} Iy < lyy s(ly) = s(ly). Sitomo g = ly—11 y p; = [12&] —|11&] V1 <
i <k, tengo que 0 < ¢ < QF y ¢& = & — L& = L& + {h&} — (L&) — {hé&) =
pi +{b&} — {h&} = o — pi = {b&G} — {L&} = Q& — pi) = Q{b&} — Q{L&} =
Q{6 +{Q{1&}H — |Q{U&H —{Q{L&i}} = s(l2) +{Q{L&}H —s(l) —{Q{L&}H} =
QL& —{Q{L&} ) = -1 < Qg6 —pi) < 1= |Q(¢&i —pi)| <1 =& —pi/q| <
1/Qq < 1/¢"tV/* V1 <i < k.

Para la segunda parte del teorema tengo que &; ¢ Q para algin 1 < i < k. Si hubiera
finitas soluciones, digamos que todas son pis,...,pks € Z,qs € N con [§; — pjs/qs| <
1/(q)"Y5 1 < s < Nysis#7,pjs/qs # pir/¢ paraalgin 1 < j < k, tendrfa entonces
que tomando Q € N/ |§—pis/qs| > 1/Q V1 < s < N, lo que se puede hacer pues &; ¢ Q,
por la construccién anterior, Ipy,...,px € Z,q € N/|& —p;/q| < 1/ V1 <5 <k

y & — pi/al <1/Qq < 1/Q, por lo que p;/q # pis/qs V1 < s < N, lo que es absurdo,
Por lo tanto hay infinitas soluciones. O]
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Observacion 29. La demostracién anterior ademés prueba que, dados &7, ...,& € R, Q €
N, entonces 3py,...,pr € Z,q € N/ ¢ < Q¥ y |& — pi/q| < 1/Qq V1 < i <k, y que si

alguno de los & ¢ Q, y no se pide que ¢ < Q*, entonces hay infinitas soluciones.

3.2. De la aproximacién de sistemas de afinacién

mediante temperamentos iguales

3.2.1. De los temperamentos iguales

Primeramente, queremos dar una nocién intuitiva de que es un temperamento igual.

Esto seria que "todas sus notas son iguales”.

Definicién 24. Sea S un sistema de afinacion. Se dice que es un temperamento igual
Si:

26-85 Va,meS

21

Observacion 30. Esto representa la idea intuitiva antes enunciada pues lo que hago es

rotar S para que zo tome el lugar antes ocupado por z;, y me sigue dando S.

Proposiciéon 34. Sea S un temperamento igual, z € S. Entonces S = zG,, donde
Gn,={se€C/s"=1} yn=#S.

Demostracion. Sea G = z71S. Estd claro que #G = n. Ademds G es un subgrupo de
C*. Sean z1,20 € S = (27121)(27 22) = 27(21/2) 22, pero como S es un temperamento
igual y 2, 21,22 € S, tenemos que (21/2)z € S, y por lo tanto z271(z1/2)2 € 2715 = G.
Ademds (z7'z;)7! = 2/2 = 271(2/21)2, y como S es un temperamento igual y z, z; € S,
tenemos que (z/z1)z € S = 271(2/21)z € 2715 = G. También, z € S = 1 =271z €
2718 = @. Luego G es un subgrupo de C* con n elementos, y por lo tanto debe ser

G, =S =z2G=:zG,,. O
Estos son siempre temperamentos iguales:

Proposicion 35. Sean € N, z € T. Entonces S = zG,, es un temperamento igual.
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Demostracion. Sea s € G, = |zs| = |z||s| = 1, por lo que S C T. Ademés, 1 € G,, =
z €S8, ycomo #G, =ny z#0, #S = #G, = n. Por lo tanto, S es un sistema de

afinacion.
Dados s,51,50 € Gn = ((252)/(251))2zs = 2(ss357"), pero como G, es un grupo,
ssy87" € Gy, = z(ss957") € 2G,, = S, por lo que S es un temperamento igual. O

3.2.2. De los generadores de un sistema de afinacion

Definicién 25. Sean ay, ..., a5 € Rogy S un sistema de afinacién. Si 3z € S/ 2715 C
Yo p({aq,...,ax)) se dice que S estd generado por aq, ..., q. En especial, si o; es el

1-ésimo primo V1 <1 < k, se dice que S estd basado en el ak—limiteﬂ.

Observacion 31. Si 3z € S/ 2715 C ¢ o ¢({ay, ..., az)), entonces vale para cualquier
s € Sques S Cyod({ay,...,ar)). Enefecto, como 2718 C og({(ay, ..., ax)), tengo
que s/z € Ypoop({ay,...,a)), es decir, s/z = op(alt - -a;*) conn; € ZV1 <i<k.
Dado w € S, tendria que w/z =1 o p(af™ --- ") con m; € Z V1 < j <k, por lo que
wfs = (w/2)/(5/2) = 60 GaT -+ Q)1 0 (o} -+ al¥) = 0 H(ah ™ -+ aPx )
puesto que ¢ y ¥ son morfismos de grupos. Por lo tanto, w/s € ¥ o ¢({ay, ..., ax)), es
decir s71S C Yo p({ay,...,ap)).

Observacion 32. Dado S un temperamento igual de n tonos, tengo que S esta generado
por 2'/". En efecto, si 2,5 € S, tengo que s/z € G,,, pues S = zG,, por lo que s/z =
e2mk/m = )(k/n) = 1 o ¢(2¥/™) = 1 0 #((2'/™)*), y en consecuencia s/z € ¥ o ¢({2/™)).
Por lo tanto, 2715 C v 0 ¢((2'/™)), es decir S estd generado por 2'/™.

3.2.3. Resultados sobre aproximacion

Un problema de la mayoria de los sistemas de afinacién es que estan armados para
que los intervalos melédicos suenen bien respecto de una nota fija. Si se quiere tocar una
obra compuesta en torno a otra nota, el sistema de afinacién no garantiza que los in-
tervalos tengan la misma consonancia. Para arreglar esto, actualmente se suele emplear
el temperamento igual de 12 tonos (12-TET). Por definicién, cualquier temperamento

igual va a permitir que la consonancia de los intervalos sea independiente de la nota

'Esta terminologfa fue introducida por Harry Partch. Véase [2].
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en torno a la cual se esta tocando. Pero aqui el problema resulta ser que los intervalos
son mas disonantes. Para solucionar este problema hay que elegir cuidadosamente la
cantidad de tonos del temperamento igual.

Planteamos entonces el problema de aproximar un sistema de afinacién S generado
por aq,...,q, € Ryp, mediante un temperamento igual que tenga al menos un ele-
mento en comun. Si fijamos z € S, un elemento cualquiera s € S cumplird que
s/z = 1o ¢(af"™---a;"™) mientras que el temperamento igual de n tonos que con-
tiene a z (2G,) tiene elementos de la forma ze*™/™. Si medimos la distancia entre
ambas notas, obtenemos d(s, 2e2™/™) = dsy(z - 1 o d(a™ - ™), 2 - P 0 $(29/M)) =
i (0 (e -~ o), 45 0 $(29/7)) = min{{logy(29/" - & - o)}, 1 — {log,(279/7
Q- )}} < {logy (27970 - )} = {—j/n+mi logy(ar)+- - +mylogy(a) .
Ahora, hablando heuristicamente, si log,(a;) ~ 7;/n V1 < [ < k, tendremos que
my logy(aq) + -+ -+ my logy(ag) = myji/n+ - +myje/n = (mij1 + - - - + mgjy) /n, por
lo que si tomo j = myj; +- - - +myjy tengo que my logy(ay) 4+ - - +my logy () = j/n =
—j/n+ mylogy(ar) + - -+ + mylogy(ay) & 0 = dp(s, 2¢>™/") ~ 0. El truco consiste
entonces en hallar un n € N con el que se pueda aproximar bien los valores log,(a;)

como multiplos de 1/n.

Lema 36. Sea x € R, entonces min{{z},1 — {z}} < |z|.

Demostracion. {z} < |z| & x — |z] < |z| & x < |z| + [z]. Si |x] > 0 esto es
obviamente cierto pues x < |z|. Por lo tanto, tenemos que si > 0 = |z] > 0 y vale la
desigualdad. Por otro lado, si < 0 tenemos que {z} < |z|] & 2 < —z + [z] & 2z <
||, pero sabemos que |z| > z — 1, por lo cual si tenemos 2z < z — 1 & = < —1,
se cumple la desigualdad. Nos falta ver que pasa si —1 < z < 0. En ese caso tenemos
lz] = =1 = {2} =2+ 1y |z] = —z, con lo cual {z} < |z| se traduce a = + 1 <
—r < 2r < -1 & 2z < —1/2, por lo que la desigualdad vale si —1 < x < —1/2. Si
—1/2 <z <0 tenemos que 1 —{z} =1 — (z+ 1) = —z = || por lo que también vale

lo que queriamos probar. O

Observacion 33. De la discusién anterior podemos sacar una cota para el error. Si

|logy () — ji/n| = &, tenemos que d[f](s,ze2”j/") < |log2(2*j/” oyt et =
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| =3/n+milogy(an) +- - - +mylogy(an)| < [mal[logy(an) = ji/n|+-- -+ [my|| logy (o) —

jk/n| = |m1|€1 + -+ ]mk\ek

Esto 1dltimo se traduce en un resultado de Liern[§], que aqui presentamos en otros

términos.

Lema 37. Dado T un temperamtento igual de n tonos conmn > 1, y z1 # 29 € T, se

tiene que dpg(z1,22) > 1/n.

Demostracién. Como T = zG,, tenemos que z; = ze?™mi/m

v my 7& M. Luego, d[f](21722> — d[f}(ze%iml/”,zeQmm?/”’) — d[f](e%iml/",e%im?/”) —

dig (¥ 0 ¢(2™/"), 4 0 ¢(22/")) = min{{log, (20" ~"2/")} 1 — {logy (20— m2)/")}} =
min{{(my; —ms)/n}, 1 —{(mi; —msy)/n}}. Suponemos sin pérdida de generalidad m; >

con 0 < m; <n-—1

ma, luego 0 <mi—my <my <n—-1=1<mj—my<n—-1=1/n<(m;—my)/n <
1—1/n < 1= {(m —my)/n} = (my —my)/n, por lo que {(m; —ms)/n} > 1/ny
1 —{(my —mg)/n} > 1/n. Luego, djs (21, 22) > 1/n. O

Observacion 34. Sea p : [0,1/2] — [0,1] continua y decreciente/ pu(0) =1y p # 1,y
sean 21 = (T, (1) v %2 = (T,I'.,(n)). Entonces comp(2, Z2) = p(dpp(21,22)/2) <
u(1/2n).

Proposicion 38. Dado un sistema de afinacion S y un temperamento igual T de n
tonos, si djp(s,T) < 1/2n Vs € S, tenemos que existe la transcripcion candnica T de S
a T, vale que 7(s) es el unico z € T/ dig(s,z) < 1/2n, y ®(7) > 1 — 1/n. Ademds, si

T es biyectiva, S y T son candnicamente intercambiables.

Demostracion. Si s € S, 21 # 20 € T/ dip(s,T) = dip(s,z1) = diy(s, 22), entonces
dif(z1,22) < dip(z1,8) + dig(s,22) < 1/2n 4+ 1/2n = 1/n, lo que es absurdo pues
dif)(z1, 22) > 1/n. Se deduce que hay un tnico z € T/ dy(s, 2) < 1/2n, y por lo tanto
debe ser el inico elemento donde se realiza la distancia de s a T. Ademds, si llamamos 7
a la transcripcién canénica de S a T, tenemos que dig (s, 7(s)) = di(s,T) < 1/2n Vs €
S = méxesd(s,7(s)) < 1/2n = &(7) = 1 — 2méx,es dip(s, 7(s)) > 1 = 1/n.

Si T es biyectiva, dados s € S,z € T, djy(z,s) < 1/2n & 2z = 7(s) & s = 7 (2), lo

1

que prueba que 77" es la transcripcion canoénica de T" a S, y por lo tanto S y T son

canonicamente intercambiables. O
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Observacion 35. Sea p : [0,1/2] — [0, 1] continua y decreciente/ pu(0) = 1y u # 1.
Entonces por la proposicién 20} tenemos que ®(F, (1)) = p((1 — ®(7))/4), pero ®(r) >
L= 1/n = 1/4n > (1— (r)/4 = p(1/4n) < p((1 - B(7)/4) = B(Fu(r)) > u(1/4n).

Proposiciéon 39. Sea S un sistema de afinacion y T un temperamento igual de n
tonos, tales que dip(s,T) < 1/2n Vs € S. Sea T la transcripcion candnica de S a
T, y sea p : [0,1/2] — [0,1] continua y decreciente/ 1(0) = 1 y pu # 1. Si existe
e > 0 tal que p es derivable y ' < 0 en (1/4n —e,1/4n), se tiene que F,(T) es la
transcripcion difusa candnica de F,(S) a F,(T). Ademds, si T es biyectiva, F,(S) y
F

w(T') son candnicamente intercambiables.

Demostracion. Seans € S,z € Ty § = (T,Is(n)), 2 = (T,T',(n)), entonces comp(s, 2) =
pi(dg (s, 2)/2). Tenemos ademds que Vyep iy comp(s,0) =V ep pldip(s,w)/2) =
A e dip(5,10)/2) = u(dig (5, 7)/2), por o que comp(, ) = Ve, ) comp(s, )
puldp (s, 2)/2) = uldip(s, 1) /2). Sidyp (s, 2) > 1/2n = dg (s, 2)/2 > 1/4n = p(djp (s, 2)/2) <
w(1/4n), pero diy(s,T) < 1/2n = diy(s,T)/2 < 1/4n, y si tomo un 6 > 0 tal
que 0 < €y 1/4n — 3§ > dip(s,T)/2, tengo que p(l/4n) — pu(l/dn —0) < 0 =
pu(1/4n) < w(1/4n — &) por el teorema fundamental del cdlculo, y u(1/4n — §) <
wldiy(5,T)/2) = p(1/An) < plds(s,T)/2) = pldi(s,2)/2) < pldin(s,T)/2). Por
lo tanto, comp(s, 2) = Vep, () comp(s, @) = dip(s,2) < 1/2n = 2 = 7(s) = Z =
F,(7)(8), y por lo tanto F,(7) es la transcripcién difusa candnica de F,(S) a F,(T).

Si 7 es biyectiva, dados s € S,z € T/ comp(8,2) > p(1/4n), si diy(s,z) > 1/2n =
dif(s,2)/2 > 1/4n = comp(3, Z2) = pu(d (s, 2)/2) < p(1/4n) lo que es absurdo, y por
lo tanto djp(s,z) < 1/2n < z = 7(s) & s = 7 *(z). Reciprocamente, df(s,z) <
1/2n = dip(s, 2)/2 < 1/4n = comp(3, Z2) = p(diy(s,2)/2) > pu(1/4n) como vimos an-
teriormente, lo que prueba que comp(s, 2) > u(1/4n) & s =7"1(2) & s = F,(771)(2).
Por lo tanto F,(771) = F,(7)"! es la transcripcién canénica de F,(T) a F,(S), y en

consecuencia F,(S) y F,(T) son canénicamente intercambiables. O
Proposicién 40. Sean A, fo € Rug, S = {10 oA fo)}?_, con #S =n+ 1, p € N,
q €ENyT = poop(Nfo)G, con 0 < j < n. Si|logy(N) —p/ql < 1/2gm donde
m = max{j,n—j}, tenemos que existe la transcripcion candnica T de S a Tj, estd dada
por T( 0 p(N* fo)) = P o (N fo)e™F=IPla 4y B(7) > 1 —1/q. En especial, si (p,q) =1

yq=mn+1 se tiene ademds que S y T; son candnicamente intercambiables.
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Demostracion. dip(1o ¢(N¥ fo), 1 0 ¢(N fo)e?™ B=P/0) = d; (1 0 p(N fo)1p 0 (A7), 1ho
SN fo) T =IPIG) = diy (¢ 0 GN), ¢ 0 p(24IP/9)) < |k — j||logy(N) — p/al < [k —
jl/2gm, pero0 <k <n= —j<k—j<n—j=|k—j <m= dyod\fo) o
PN fo)e? i k=0p/0) < m [2gm = 1/2q = diy (v 0 (N\* fy), T;) < 1/2q. Por la proposicién
tenemos entonces que existe la transcripcion canénica 7 de S a Tj, estd dada por
(¥ 0 ¢(N* fo)) = ¥ 0 4(N fo)e*™ P4y vale que (1) > 1—1/g.

Ahora, si (p,q) = 1y ¢ = n+ 1, tenemos que Tj = {1 o ¢(N fy)e>rith=ip/ayi—l —
#T;, =q=n+1=+#Sy 7 es sobreyectiva = 7 es biyectiva, y por lo tanto S y 7} son

candnicamente intercambiables. O

Observacion 36. Si p : [0,1/2] — [0,1] continua y decreciente/ pu(0) =1y u # 1,y
existe € > 0 tal que p es derivable y 1/ < 0 en (1/4¢ —¢€,1/4q), se tiene que F),(7) es
la transcripcién difusa candnica de F,(S) a F,(T;), y ®(F,(7)) > pu(1/4q). En especial,
si (p,q) = 1y q = n+1 se tiene ademas que F,(S) y F,(7;) son canénicamente

intercambiables.

Observacion 37. Si logy(A) ¢ Q y n > 0, usando el corolario 32 puedo encontrar
p € No,q € N/ |logy(N) —p/ql <1/ y ¢ > 2m = 1/¢* < 1/2mq. En especial, si la
fraccién continua de log, () tiene ¢ = n+1 para algin k, se tiene que |logy(A)—pr/qk| <
1/¢2 y (pr,qx) = 1 (por la proposicién ; si tomamos j = |[(n+ 1)/2] = m =
max{[(n + 1)/2],n — [(n + 1)/2]}, pero [(n+ 1)/2] < (n+1)/2y (n+1)/2 <
[(n+1)/2]+1= (n—1)/2 < [(n+1)/2] = n—|(n+1)/2] <n—(n—1)/2 = (n+1)/2,
porloque m < (n+1)/2=2m<n+1=g.

Estos resultados pueden generalizarse.

Proposicién 41. Sean oy, ..., o, fo € Rsg, J C ZF un subconjunto finito no vacio,
S = {ogal -al fo)tjes con #S = #J, p1,....pp € No, q € Ny Ty = 1o
G-l - )Gy con h € J. Si |logy(a;) — pi/q| < 1/2gm V1 < | < k donde
m = méx;e;{||j — h|l1}, tenemos que existe la transcripcion candnica T de S a Tj,
estd dada por T(op(adt - - alk- fo)) = hop(al -l fo)e2™U—IP/a 4 (1) > 1—-1/q.
En especial, si {(j —h)-p méd q}jes =1{0,...,¢—1} y g =#J se tiene ademds que

S y Ty, son candnicamente intercambiables.
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Demostracion. dpg (¢ o Pl - - fo), 1 o g(alr- h’“ - fo)e?mU=hP/a) = dpy (¢ o
plaft -+ ap - fo)v o cb(oa{l‘hl- 7 ’“w o ¢(af’ - hk  fo)e?m TP = dpgy (¢ o
Slaf ™" - g T") og(20h p/q>> < |<yl—h1>1og2<a1)+---+<jk—hk> logs(ak) — (1 —
hl)pl/q_"'_(]k_hk)pk/Q| < |ji—hal|logy (1) —p1/q| =+ -+ |jx—hil|[ loga (ar) —pr/q| <

17 — hlli/2gm < 1/2q = dipy( o ¢(af' -+~ ad* - fo),T) < 1/2q. Por la proposicién
tenemos entonces que existe la transcripci(’)n candénica 7 de S a T}, esta dada por
(o p(ad - aft - fy) = Yo p(alt - alk - fo)eFTTI/A, y vale que (r) > 1 1/q.
Ahora, si {(] —h) - p méd q}je; = {O,...,q — 1} v ¢ = #J, tenemos que T}, =
{o@(alt - alh . fo)e2mU=Mpla}, ;= 4T, = q=#J = #S y 7 es sobreyectiva = 7

es biyectiva, y por lo tanto S'y T} son canénicamente intercambiables. O]

Observacion 38. Si p : [0,1/2] — [0,1] continua y decreciente/ pu(0) = 1y u # 1,y
existe ¢ > 0 tal que p es derivable y 1/ < 0 en (1/4g — ¢, 1/4q), se tiene que F,(7) es la
transcripcién difusa canénica de F,(S) a F,(T},), y ©(F,.(7)) > p(1/4q). En especial, si
{(—h)-p mdd q}je; =10,...,¢— 1} y ¢ = #J se tiene ademéas que F,,(S) y F,.(Th)

son candnicamente intercambiables.

Observacion 39. La observacién 29| con () = 2m garantiza la existencia de py,...,pr ¥

g, con ¢ < (2m)*.

Los sistemas de afinacién que se suelen usar, cumplen que los «; son de la forma
(a;/b))"/* con ay, by, 1,5 € Ny (a,b) = (r;,5) = 1. Se tiene entonces que log,(q;) =
(ri/s1)logy(ai/br), luego logy(cu) € Q <« logy(ai/b)) € Q « logy(ai/bi) = p/q con
p € Z,q € N, pero en tal caso, a;/b; = 2P/ & al /bl = 2P < a = 2Pb!. Sip > 0, se
tiene que b = 1, pues (a;,b;) = 1, y por lo tanto af = 2P = a; = 2¥. Si en cambio
p < 0= 2"Pa] =] yporlo tanto q = 1 = 277 = b} = b, = 2*. En consecuencia,
silogy(aq) € Q= (a; =2y by =1) 0 (q = 1y b = 2%). Reciprocamente, si a; = 2F
yb =1= q = 28/ = 2kn/si = Nog, (o) = kry/s; € Q, ysiaqp =1y b =2F =
oy = (27F)y/st = 27kn/st = Nog,(oy) = —kry/s; € Q. Esto da un criterio para decidir de
forma inmediata, si los sistemas de afinacion usuales admiten infinitas aproximaciones

mediante temperamentos iguales.



Capitulo 4
Afinacion sin octavas

En este capitulo desarrollamos métodos de comparacién para sistemas de afinacién

que no respetan la octava.

4.1. Afinacidon clasica

Hasta ahora hemos trabajado con los elementos de T, pero hicimos esto porque las
frecuencias estaban relacionadas por la equivalencia de octava. Por esta razon, en este

capitulo trabajaremos directamente con las frecuencias.

Definicién 26. Un sistema de afinacion es una terna (S, a,b) donde a,b € Rog/a < b
y S es un subconjunto finito no vacio de [a, b). Haciendo un abuso de notacién se puede

referir a S como el sistema de afinacién. [a, b) es el rango de S.
Para comparar dos sistemas de afinaciéon pediremos que tengan el mismo rango.
Definicién 27. Sean S'y S’ dos sistemas de afinacién con rango [a, b). Una transcripcion

7 de S a S’ es una funcion 7 : S — S'. La fidelidad de T estd dada por:

max,es ds(z, 7(z))
log,(b/a)
Observacion 40. xz,7(x) € [a,b) Vo € S = o¢(z),o(r(x)) € [logy(a),log,(b)) Vo €

S = dy(x,7(x)) = |o(7(x)) — d(x)] < logy(b) — logy(a) = logy(b/a) Vo € S =
0 < df(z,7(z)) < logy(b/a) Vo € S = 0 < max,esds(z,7(z)) < logy(b/a) = 0 <

O(r)=1-—

23
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max,es dy(z, 7(x))/logy(b/a) <1=0< (1) <1
Ademas, (1) = 1 & 1 — maxges ds(z,7(x))/logy(b/a) = 1 & méx,esds(z, 7(z)) =
0 di(z,7(z)) =0Vre Ser="1(x)Vr es.

Proposicién 42. Sean S, S’ y S” tres sistemas de afinacién con rango [a,b), y trans-

cripciones 7 : S — S" y 7' S" — S”. Entonces:
O(r'oT) > O(7)+ (1) — 1

Demostracion. Dado x € S, d¢(x, 7" o 7(z)) < de(z,7(z)) + de(7(z), 7" o 7(x)) <
max,es df(z, 7(x)) + maxyes dr(y, 7' (y)), por lo que méx,es ds(x, 7" o 7(x))

< méxges df(x, 7(x)) + méx,es df(z, 7'(2)) & —méxzesde(x, 7’ o 7(x))/logy(b/a) >
—méxes dy(z, 7(x))/ logy(b/a)—méax,es df(z, 7'(x))/ logy(b/a) < 2—méx,es df(x, 7'0
7(x))/logy(b/a) > 1—méx,es df(x, 7(x))/logy(b/a)+1—méx,es df(x, 7'(2))/ logy(b/a) <
1+ ®("o7) > O(7") + @(1) & (7' o7) > (1) + O(7) — 1. O

Definicion 28. Sean S y S’ dos sistemas de afinaciéon con el mismo rango. Si Va €
S, Ay, € 8"/ ds(z,5") = dg(x,y,), se dice que existe la transcripcion candnica de S a
S" dada por 7(z) = Y.

Observacion 41. En caso de existir la transcripciéon canonica, esta tiene la méaxima
fidelidad. En efecto, si existe la transcripcién canénica 7 de S a S,y 7 : § — ¢
es una transcripcién cualquiera, ds(z,7(z)) = dy(z,5") < dy(z,7'(x)) Vo € S =
maxyes df(z, 7(2)) < méxzes de(x, 7'(2)) © —méx,es df(z, 7(2))/ logy(b/a)

> —méxges df(z, 7'(2))/logy(b/a) & 1 — méx,es df(x, 7(x))/ log,y(b/a)

> 1 —méax,es ds(x, 7' (x))/logy(b/a) < O(1) > O(7).

Definiciéon 29. Dos sistemas de afinacién, S y S’, se dicen candnicamente intercam-
biables si existen las transcripciones canoénicas de S a S’ y de S’ a S, y ambas son

inyectivas.

Observacion 42. Si S y S’ son dos sistemas de afinaciéon canénicamente intercambiables,
tienen el mismo cardinal. En efecto, #S < #.S5’ pues la transcripcion canénica de S a
S’ es inyectiva, y #5' < #S pues la transcripciéon canénica de S” a S es inyectiva, luego

#S = #45".
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Proposicion 43. Si S y S’ son dos sistemas de afinacion canénicamente intercambia-
bles, con transcripciones candnicas 7 : S — S" y 1’ . S" — S, entonces una es la inversa

de la otra.

Demostracion. Lo hacemos por induccién, con n = #S = #5’.

El caso n =1 es trivial. Supongamos que n > 2:

Considero x € S ey € 5/ dy(z,y) = ds(S,5") = 7(x) =y y 7'(y) = z, y como ambas
son inyectivas, tengo bien definidas 7 : S\{z} — S"\{y} v 7" : S"\{y} — S\{z}.

Dado o' € S\{z}, d(', S\{}) < dy(a,m(@) = dy(e!,S) < dyl(e, S\{y}) =
A, m(@)) = dy(a’, S\y}) = dy(a', S"), por lo que si ¥ € S\{y}/ dy(ay) =
de(2',S"\{y}) = v € Sy ds(2,y) = ds(2,5") = y = 7(«'). Por lo tanto, 7 :
S\{z} — S"\{y} es la transcripcién canénica y es inyectiva.

Anélogamente, 7' : S"\{y} — S\{z} es la transcripcién candnica y es inyectiva, y por
induccién tenemos que 7 o7 : S\{x} = S\{z} es ids\(z} y 7o 7" : S"\{y} = \{y} es
idgn (- Ademas, sabemos que 7' o 7(z) = 7'(y) = x y T o 7'(y) = 7(x) =y, por lo que

T'or:S—=SesidsyTor : 5 — 5 esidg. O

Proposicion 44. Dados S y S’ dos sistemas de afinacion con el mismo rango, y T una

transcripcion biyectiva de S a S’, entonces ®(1) = ®(771).
Demostracién. Es inmediato pues {(z,7(z)): z € S} ={(r"(y),y) : y€ 5} O

Definiciéon 30. Dado 0 < a < 1, dos sistemas de afinacién S y S’ candénicamente
intercambiables, con transcripcién canénica 7 : S — S’, se dicen a-similares si ®(7) >

Q.

Proposicion 45. Sean S, S" y S” tres sistemas de afinacion candnicamente intercam-
biables tomados de a dos, S y S" a-similares, S" y S” B-similares. Siyv=a+—12> 0,

entonces S y S” son y-similares.

Demostracion. Sean 7, 7" y 7" las transcripciones candnicas de S a S, de S’ a S”
y de S a S” respectivamente. Entonces, tenemos que ®(7) > oy ®(7') > g, y por
la observaciéon i1 ®(7”) > ®(7' o 7). Ademas, por la proposicién 42 tenemos que
Ot or) > P(1T)+P(r)—1>a+—-1=y=1>d(7") > . O
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4.1.1. Comparacion con la afinacién clasica con octavas

Dados a,b € R.o/ a < b, podemos considerar Tuny, ) la categoria cuyos objetos son
los sistemas de afinacién con rango [a, b) y cuyas flechas son las transcripciones. Ademas
podemos definir E, : Tun — Tuny, 54 como E,(S) = ((¢ 0 ¢)"1(S) N [a, 2a), a, 2a).

Si z,y € [a,2a)/ Yo ¢(x) = Yodly) = voo(x/y) =1 = z/y = 2F para algtin
ke€Z=x=2% Peroa <y <2a=2<z2<2ae=2a<2<2y
a<r<2a=k<lyO0<k+1=k=0= 2=y, esdecirpod:[a,2a) = T es

mit para algtin t € R, y si consideramos

inyectiva. Ahora, si tomamos z € T = z = e
2t-lt-los(a)] ¢ R tenemos que [t — logy(a)] < t —logy(a) < [t — logy(a)] + 1 <
logy(a) <t — [t —logy(a)] < logy(a) +1 & a < 2070l < 2¢ v ademds, 1 o
p(2t- 1t osa(@]) = o)(t — |t — logy(a)]) = €*™ = 2z, por lo que Y o ¢ : [a,2a) — T
es sobreyectiva. Luego, tenemos la biyeccién o, = 1 0 ¢|(4,24), que induce biyecciones
o (hod) 1(S)NJa,2a) — S, y dada una transcripcién 7 : S — S’ en Tun podemos
definir E,(7) : (o ¢)~1(S)N[a,2a) = (o)~ (S")N[a,2a) como E,(7) = o, oTo00,.
E, define un funtor: F,(idg) = o, oidg 0 0, = id(yop)-1(8)n[a2e) = idEa(s), ¥ Fal(') ©

! Yor'oro00,=E,(7" o7).

EJr)=o0, 07 00,00, o100, =0
Ademis, dados a € R.g,n € N, se puede definir £ : Tun — Tunj, oney como E7(S) =
(Yo @) H(S)N[a,2"a),a,2"a), y siT:S — S es una transcripcién en Tun, se puede
definir E'(7) : (Yo ¢)1(S)N[a,2"a) — (1o d)~'(S") Na,2"a) como EF(T)|jgkq2k+14) =
Eoro(7) YO < k < n. B} asi definido resulta un funtor: £ (idg)|jgrq 2t+10) = Eor,(ids) =
i) 1 (s)ni2razrtta) VO <k <= Eg(ids) = idwos)-1(s)nje2ma) = idep(s), v Eg (70
T)|jgra2rt1a) = Eora(T'07) = Eora(7') 0 Earo(T) = By (77)|j200,20+10) © By (T) |[260,25+10) VO <

k<n= E'1'or)=E})T")0oET).

Proposicion 46. Sean a € Rog,n € N, y consideremos 7 : S — S’ en Tun. Vale que:

< 1+ ;I)(T)

Demostracién. Tenemos que {(z, E,(7)(x)) : € (vop) 1 (S)N[a,2a)} C {(z, E(7)(z)) :

z € (Yop) H(S)N[a, 2"a)} pues EX(T)|ja2q) = Ea(T), y por lo tanto max,ep, (s) df(z, Eqo(7)(2)) <
MaxX,epn(s) df (@, B} (7)(x)). Pero si x € E7(S), tenemos que [logy(x/a)] < logy(z/a) <
[logy(z/a)] + 1 & 2le@/alg < 7 < 2les@/dltly o ¢ < 27Me@/dly < 24 v

0 G218/ z) = (logy(x) — [logy(w/a)]) = ¥(logy(x)) = ¥ 0 6() € S, por lo que

L—n(l = ®(E;(1))) = ®(Ea(T))
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2~ lesa(*/a)l 3 € (h o p)~1(S) N [a, 2a). Ademads, E,(7)(27el/0ly) = o-1(7(p o ¢(x))),
pero si llamamos k& = |log,(x/a)|, anteriormente vimos que = € [2Fa,2%"'a), por
lo que E"()(z) € [2%a,2"a) = Q*kE”( )(x) € [a,2a) y ¥ o p(27FE™(T)(x)) =
b (logy (7 (7)(2)) — k) = ¢(loga(05, (T(¥ 0 ¢(2))))) = 7(3 0 ¢(x)) = Ea(r)(27*2) =
27" Ey(7) (). Por ltimo, dp(27%2, 27" Eg (1) (x)) = [¢(2 " EZ(7)(2)) — ¢(2 1)

= |logy(Eq (7)(x)) —k—logy(z)+k| = |p(EL (7)(x)) —¢(x)| = df(x, E7(7)(x)), por lo que
MéXye g, (s) df (T, Ea(T) (7)) = mdxsepy(s) d(z, B (T)(x)) = mdxsep,(s) df(z, Ea(T)(2)) =
MAaXepn(s) df(x, B} (7)(x)), pero ®(E2 (7)) = 1 — maxX,epn(s) dy(x, EY (T)(a:))/n

© mixgepy(s) dr (v, £ (7)(x)) = n(l — (Eg(7))), por lo que ®(E,(7))

=1 —méxzep,(s) dy(z, Ea(7)(2)) = 1 = n(l — ®(E(7))).

Dado = € E,(S), tenemos que d¢(z, E,(7)(x)) > dg([z], [Ea(T)(2)]) = dipy (¥ 0 ¢(x), 9
P(Ea(7)(x))), pero ¥ o ¢(E,(7)(x)) = (¢ 0 ¢(z)), por lo que dy(z, Eo(7)(2)) > dipy(o
O(x), T(Yog(x))) = mixaep,(s) df (7, Ea(7) (7)) > méxsep,(s) dipy (Vo (x), T(Vod(x))) =
méxes diy(2,7(2)) = 1 = O(Ee(7)) = (1 = 0(7))/2 = O(Eu(7)) <1 - (1 - 0(7))/2 =
(1+®(1))/2.

@)

O

Proposicion 47. Sea a € Ry, si existe la transcripcion canonica de S a S’ en Tun,

entonces existe la transcripcion canénica de Eq(S) a E,(S") en Tun, a,.

Demostracion. Supongamos que no existe la transcripcion canénica de E,(S) a E,(5").
Entonces Jx € E,(5), v,z € E,(S")) y # 2z y ds(z,y) = ds(x,2) = ds(x, E,(5")) =
l6(y) — o(z)| = |p(2) — Pp(x)| = dg(x, E,(S")), lo que da dos posibilidades:

w O(y) — o(x) = ¢d(2) — d(x) = o(y) = ¢(2) = y = z, lo cual es absurdo.
= O(y) — d(x) = —8(2) + ¢(x) = 6(2) = 2¢(x) — d(y) = ¢(2?/y) = 2 = 2*/y

Sty=2=0=ds(z,y) =ds(z,2) = 2z =2 = y = 2, lo cual es absurdo. Por lo tanto,
y#x. Siy >z = yr>ar? =z >a?/y=z, porlo que podemos suponer sin pérdida de
generalidad que y < z = 2y < 2°> = x < 2?/y = 2. Tenemos entonces que a <y < x <
2 <2a= ¢(a) < oy) < o) < d(2) < ¢(2a) = 1+¢(a) = ¢(a)—d(z) < ¢(y)—(z) <
0 < ¢(z) = ¢(x) <1+ ¢(a) = d(x) = [o(y) — d(x)| = o(x) — d(y) < P(z) — P(a) ¥
6(2)—=d(x)| = ¢(2)—¢(x) < 14+¢(a)—¢(x), por lo que 2|¢(y) —(x)| = 2[¢(z) —d(x)| =
[0(y) — o(x)] + |p(2) — d(z)] < ¢(z) — d(a) + 1+ ¢(a) — ¢(z) =1 = |d(y) — P(z)| =
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[6(2) = ()] <1/2 =0 < ¢(x) —d(y) = d(2) —d(x) < 1/2 = dpy (o p(x), od(y)) =
o(x)=o(y) <1/2y dipy(Pod(x), Yod(z)) = ¢(2)—¢(x) < 1/2, por lo que djs(Yod(x),1po
oY) = dip(¥ 0 ¢(x), 1 0 ¢(2)) = dy(z, Eo(S")) con o d(x) € 5, Yo d(y),vod(z) €
S'/ Yo dy) # ¥ o ¢(2). Pero dy(x, E,(S) = dp(z, (¢ 0 ¢)7(S") N [a,2a)), y como
a<y<az<z<2atenemos que ds(z, (o @) H(S) N[a,2a)) = ds(z, (Yo ) () =
miyeyesy1 ) 4y (@,0), Y (600) (") = Uyes (409) 7 (5) = mite(posyrs dy (1) =

Mgy MiNye (pog)—1(s) df (T, 1) = mingeg dip (¢ o ¢(x),s) = dpy (v o ¢(x),S"), lo cual es
absurdo pues, por hipdtesis, existe la transcripcién canénica de S a S’. n

Observacion 43. Que 7 sea la transcripcién candnica de S a S’ en Tun, no implica
que E,(7) sea la transcripcién candnica de E,(S) a Eq(S’) en Tuny,s,). Por ejem-
plo, si tomamos S = {—i}, " = {1,i} y a = 1, se tiene que ¢ o ¢(1) = ¥(0) =
1,7 0 ¢(2Y4) = 9(1/4) = i,1p 0 ¢(2%/%) = ¥(3/4) = —i, y 1,2Y/4,23/% € [1,2), por lo
que E,(S) = {2%1} y E,(S") = {1,2Y4}. Luego, d;(2Y/4,2%/4) = |3/4 — 1/4] = 1/2
y ds(1,2%%) = [3/4 — 0| = 3/4, por lo que la transcripcién canénica de E,(S) a
E,(9") es aquella que asigna 2%* — 21/4. Sin embargo, d(1, —i) = dis(¢ o ¢(1),¢ o
6(294) = min{{logy(2/)}, 1 — {logy(@¥4)}} = min{3/4,1/4} = 1/4,dyy (i, —i) =

i ($o6(2/1), Yod(2/1)) = min{{log,(22)}, 1~ {log,(212)}} = min{1/2,1/2} = 1/2
por lo que 7(—i) = 1 = E,(7)(2%%) = 1.

Observacion 44. En general, que exista la transcripcion canénica de S a S’ en Tun,
no garantiza que exista la transcripcion canénica de E7(S) a E7(S") en Tung, ongy. Por
ejemplo, si tomamos S = {1} y S’ = {—1}, es obvio que existe la transcripcién canénica
de S a S’, pero si n > 2, se tiene que |—logy(a)] < —logy(a) < |—logy(a)] +1 =
logy(a) < —|—logy(a)] < 1 +logy(a) = logy(2a) = a < 271718 < 2¢ = 24 <
2i-lmlog)] < 4g vy op o p(2 7L les(@]) = (1 — |~log,(a)]) = 1, mientras que
11/2 — logy(a)] < 1/2 — logy(a) < [1/2 — logy(a)] + 1 = logy(a) — 1/2 < —[1/2 -
log,(a)] < 1/2+logy(a) = logy(a) < 1/2—11/2—logy(a)] < 1+logy(a) = log,y(2a) =
a < 212112 lgs(a)] < 94 = 2q < 23271127 lom(0)] < 4q, y o) o ¢(2/27 /27 leea(@)]) =
Y o ¢(23/2711/27esa(@)]y = 4)(1/2 — [1/2 — logy(a)]) = 9(1/2) = —1. Por tltimo,
4y (211 oste)] 91/2-121on@)) = [1/2 — [1/2 — logy(a)] — 1 + |~ logy(a)]| = | —
1/2 = [1/2 = logy(a)| + [~ logy(a) || y dy(2'~ 178l 2872712 leea(@]) = |3/2 — [ 1/2 —
logy(a)| — 14 |—logy(a)]| = 11/2 — |1/2 — logy(a)| + |—logy(a)]|. Si tomamos a €
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Roo/ [1/2 — logy(a)] = | loga(a)], por cjemplo a = 1= [1/2 — logy(1)] = [1/2] =0
y |—logy(1)] = [0] = 0, tenemos entonces que dy(2'~1~1e2()] 21/2=11/2-logs(a)]) =
df(glftflogz(aﬂ’23/2*L1/2*10g2(a)J) =1/2,y df(glftf Ing(a)J7Eg(S’)) = agf(glftflogz(a)J7 (o
¢)71(S") Na, 2a)) = dp(2'~ 78] (o g)TH(S)) = dp(2! 711 (Yog) (1)) =
dipy(1,—1) = 1/2, pues 21/2—[1/2-logs(a)] — 91/2—[~-logz(a)] 93/2—[1/2—logz(a)] — 93/2—[~logz(a)]
y a < 21/2-1Flom(a)] « gl-l-logs(a)]  23/2-[-log2(0)] < 44 < 27q. Luego, no existe la

transcripcién canénica de E7(S) a E(S').

Proposicion 48. Sea 7 la transcripcion candnica de S a S" en Tun y #5’ > 1, entonces
Ja € Roo/ E}(7) es la transcripcion canonica de E}(S) a EF(S") en Tunpgong) Vn € N,

y también:
1 —d(7)
2n

En caso de que S y S" sean candnicamente intercambiables, se puede elegir a de manera

(B () =1-

que E"(S) y E™(S") sean candnicamente intercambiables Vn € N.

Demostracion. Sea z € 7(S), y sea y € Ryg/ ¥ o ¢(y) = 2. Definimos a = min{t €
W/vV2,V2y)) o o(t) € 71 (z) U{e}} vy b = mix{t € [y/V2,V2y)/ Yo o(l) €
*1(2)U{z}}:>a§y§b<2a,puesy/\/§§a:>\/§y§2a:>b<\/§y<2a
Dado x € Ey,(S), se tiene que dy(x, Eoro(7)(x)) < 1/2. En efecto, sids(z, Eor, ( )(z)) =
1/2 = g0 9(a) 700 6a)) = 172y como 8 > 1% 35 € 5/ 5 7(0
o(x)) = dip(¥ o ¢(x),s) < 1/2 = diy(¥ o 6(), 7(¢ 0 ¢(x))) = (¢ ezﬁ(x)),
lo que es absurdo. Por otro lado, si ds(z, Egr,(7)(z)) > 1/2 = df](w o(z), (¢ o
$(x))) = 1 —dg(x, Epo(7)(2)), DUes , Eyo(7)(2) € [2%a, 25 a) = df(z, Earo(7)(2)) <
ds(2%a, 2" a) = 1, y aquf hay dos posibilidades:

L 2 < Eyo(7)(2) = dipj(Y o d(z), 7(¥ 0 ¢(7))) = 1 — ¢(Eara(7)(2)) + ¢() = d(z) —
d)(Ezk (7)(2)/2) = df(x, Eprg(T)(2)/2) ¥ Eoro(7)(2) < 28a = Eoko(7)(2)/2 <
Fa. Si 2by <z = dp(z,2%y) < dp(x, Egg(7)(2)/2) < 1/2 = dip(v o d(x),2) <
(z )

[f](¢ ¢(x), 7( o ¢(x))), lo cual es absurdo. Por lo tanto, Fa,(7)(x)/2 <
)

2"a < x < 2% = o(2%y) — ¢(2%a) = d(2%y,2%a) = dip(¢ 0 P(a),2) < dip(v o
¢(a), 7(Y 0 ¢(x))) = dy(2%a, Eara(7)(2)/2) = ¢(25a) — ¢p(Eara(7)(2)/2) v ¢(z) —
¢(E2ka(7)(x)/2) dp(z, Bgro(7)(2)/2) = dipj(¥ 0 ¢(x), (¢ 0 ¢())) < dip(v

$(x),2) = dy(z,2%y) = $(2%) — ¢(x) = &(x) — G(Eara(7)(2)/2) — $(2%a) <
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$(2%y) — d(x) — (2%a) < ¢(2"a) — G(Eara(7)(2)/2) — d(z) = 26(x) < 2¢(2"a)
< 2%a = 1 = 2Fa = Fyy(7)(x) = Epo(7)(2Fa) = 2%y = dj(z, Egro(7)(2))
ds(2%a, 2%y) < 1/2, lo cual es absurdo.

(.

2. Eoo(7)(2) < @ = dipg(¥ 0 ¢(2),7(¢ 0 ¢(2))) = 1 = ¢(x) + ¢(Earo(T)(2)) =
O(Eora(7)(2)) = d(2/2) = dy(2/2, Egro(7) (7)) y & < 2"*'a = /2 < 2%a. Aqui hay
dos posibilidades:

a) 2y < Ego(7)(x) = dp(x/2,2%y) < dp(2/2, Eora(7)(2)) < 1/2 = dipy(¢ o
$(x),2) < dip(Yod(x), T(Yo d())) = z = T(Yod(x)) = Eay(7)(x) = 2%.
Si 2412y < /2 = y/v/2 < 5/2 < ay 7(god(r/2)) = r(od(x)) =
lo que es absurdo por la definicién de a. Luego, z/2 < 2F12y = 2 <
2RH/Zy = oh 12y < kg < @ < 2Py =y /2 < m/2F < V2 y T(Yo
H(x)2%) = T(Y o P(x)) = 2 = x/2F < b= 2 < 2%b. Si 2Fa < 2 < 2Fy =
dy (2, By (T)(2)) = dp(z,2%y) < ds(2%a,2%) = dy(a,y) < dp(y/V2,y) =
1/2, mientras que si 2%y < x < 2Fb = d;(x, Eoro(7)(2)) = dy(z,2Fy) <
ds(2Fy, 28b) = ds(y,b) < ds(y, V2y) = 1/2, es decir, dg(z, Ego(7)(2)) < 1/2,

lo cual es absurdo.
b) Earo(T)(2) < 2%y = df(2%a, Byro(1)(2)) < dp(2%a,2%y) < 1/2 = dipy(¢ o
P(a), 7(¥ o P(x))) < diy (¥ o ¢(a), z), lo que es absurdo.

Luego, dy(x, Eoo(7)(2)) < 1/2 = d(x, Ego(7)(2)) = dip(v o ¢(x
dip(od(x),S") = ds(x, (bod)H(S) < ds(x, (o)~ (S)Nla, 2"a)) = dy(z, E”( ) <
dy (@, By (T)(x)) = dy(@, Egro(7)(2)) = dy(z, EZ(S")) = dipy(¢ 0 ¢(x),5") < 1/2. Si
w € EF(S")/ dp(z,w) = dp(z, E3(S") y w # Eao(7)(x) = d(x) — ¢(Eara(7)(2)) =
P(w) — d(x) = w = 2%/ Eaey(7)(x) = Y0 ¢()— o ¢p(x)? /(¢ o ¢()) y ds(w,w) =
¢(x),5") < 1/2 = dip(¢ 0 ¢(x), ¢ 0 d(w)) = dy(x,w) = dip(¥ © ¢(x),5") =
¢z
oz

);T(¢ 0 ¢(x))) =

f](¢ ; (
pod(w) = T(Pod(x)) = od(x)’/T(Yod(x)) = T(Yod(x)) = Yod(x)’ = T(od(x))*.
St og(x) = 7(dodr) = de(w,w) = dy(¢ ):S) = df(x, Egro(7)(2)) =
dip (w o), T(Yod(x))) =0=w =1 = Euy(7)(x), lo cual es absurdo, mientras que

); 1
0p(z) = T(YPod(z)) = Yo d(vV2r) = (1/2+d(2)) = —o () = T(Yo(w)), ¥
( 22) = (V22) — ¢(w) = 1/2 = dy(x, Eyra(7)(2)) = dip)(v 0 ¢(), 7(¥ 0 §(2))) =
dp(z,v2x) =

1/2, 1o que también es absurdo. Luego, E”(7) es la transcripcién canénica



4.1. AFINACION CLASICA 61

de E?(S) a E7(S'), y tenemos que d(x, Eor,(7)(x)) = dif) (¢ 0 d(x), 7(¢ 0 ¢(x))) YV €
E(S) = maxzepns) dp(x, Eoo(7)(2)) = méxeesdiy(s,7(s)) = n(l — ®(E}(1))) =
(1= 0(r)/2 = S(EX(r) = 1 — (1— B(r))/2n.

Por tltimo, si S y S’ son canénicamente intercambiables, se tiene que a = min{t €
[Y/V2,V2y) ) b o¢(t) € {z, 771 (2)}}. Sia=y/V2=di(a,y) = df(y/V2,y) =1/2 =
dij (Yo d(a), o d(y)) =1/2 = dip(t71(2),z) = 1/2, pero como #S5' > 1,3s € '/ s #
z = dig(17(2),s) < 1/2 = dipy(771(2),2) = s = 2, lo que es absurdo. Por lo tanto,
y/V2 < a<\2y=a/VvV2<y<+2ay delamisma forma b/v/2 < y < v/2b. Aqui hay
dos posibilidades:

ma <y = Yodp(a) =7 (2), pues Yo ¢ : [y/v2,v/2y) — T es una biyeccion,
y por lo tanto {t € [a/Vv/2,v/2a)/ ¥ o ¢(t) € {T71(2),7(r7(2))}} = {a,y}, pues
Yoo : [a/v/2,v/2a) — T es una biyeccién. Luego, min{t € [a/v/2,v/2a)/ o¢(t) €
{7742),7(771(2))}} = a, y E"(7!) es la transcripcién canénica de E"(S’) a
EM(S) ¥n € N.

ma =y = Yop) =7 (2), pues o ¢ : [y/v/2,v2y) — T es una biyeccion,
y por lo tanto {t € [b/v/2,v/2b)/ o ¢(t) € {771(2), (77 (2))}} = {y,b}, pues
Yo [b/v/2,v/2b) — T es una biyeccién. Luego, min{t € [b/v/2,v/2b)/ Yo d(t) €
{7742),7(771(2))}} =y = a, y E*(77') es la transcripcién canénica de E"(S’)

a EP(S) Vn e N.

2,}(1 O T 009, ¥ T es inyectiva, E”(7) es inyectiva:
si E2(7)(2) = EXMN7)(s) € [2a,28a) = 2,5 € [2%a,28a) y 0, o 7 0 op,(2) =

0o 0T 0 0gr,(s) = 2z = s. Andlogamente, E7(77!) es inyectiva, por lo que E?(S) y

Ademds, como E}(7)[jkaom+10) = O

E?(S’) resultan canénicamente intercambiables. O

Observacion 45. El ejemplo de la observacién anterior, muestra que esto ultimo no es
cierto si #5’ = 1. Dado = € R, se tiene que 1/24+z > x > |z| = [1/2+ x| > |z],y
ademds, 1/2+z < 1/2+1+|z] < 2+|z] = |1/24x] < 1+|z], porloque |1/24x]—|z]
es 1 0 0. Ya vimos que pasa si [1/2 —logy(a)| — | —logy(a)| es 0. En el caso en que sea
1, se tiene que d (2717 1os2(@)] 21/2=11/2=loex(A)]) = |1 /2 — |1/2—log,(a) | + | — log,(a) || =
[1/2=1] == 1/2| = 1/2y dp(27 17 loea(®)] 23271127 0ea@]) = |3/2 — | 1/2 —logy(a)] +
|~ logs(a)]| = [3/2 = 1] = [1/2] = 1/2, y dy(2 - o0, EX(S")) = dy(27L-omlo)), (3 o
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¢)"1(S") N [a,2"a)) = dy (27178 (o ¢)7(S)) = dp(27L 78] (0 ¢)71(—1)) =
dipy(1, —1) = 1/2, pues 21/2-11/2-Toma(@)] — 9-1/2-|=loga(@)] 93/2-11/2-loga(@)] — 91/2- |~ loga(a)]

y a < 27127 1Floa(a)]  9-l-loga(a)] < 91/2-[—loma(a)] < 44 < 27q.

Observacion 46. Si tengo S, S’,S” € Tun candénicamente intercambiables tomados de
a dos y con #S = #5 = #5” > 1, en general no existe a € R.q/ E” mande las
transcripciones canénicas en Tun a transcripciones canénicas en Tung, onqy. En efecto,
si consideramos S = {1, -1}, S = {e™/3, —™/3} y " = {e~™/3 —e~™/3} podemos

construir la siguiente tabla con valores de di:

S S’ S
1 -1 6m‘/3 _em‘/3 6—7ri/3 _e—7ri/3
1 0 [1/2]1/6 | 1/3 | 1/6 1/3
—1 |1/2] 0 | 1/3] 1/6 | 1/3 1/6
e 116 1/3] 0 1/2 | 1/3 1/6
—e™3 1 1/311/6 | 1/2 0 1/6 1/3
e™™/3 11/6 | 1/3] 1/3 | 1/6 0 1/2
—e ™31 1/311/6| 1/6 | 1/3 | 1/2 0

De esta tabla se deduce que S, S’ y S” son canénicamente intercambiables tomados de

a dos, las transcripciones candnicas estan dadas por:

S <+ S’ S <+ S” S’ — S
1 s 671'1'/3 1 (o e—m’/S ewi/3 \ _e—7ri/3
-1 - _671'1'/3 -1 L _efrri/?; _em'/S L 67771'/3

Si tomamos por ejemplo a € (2F,25+1/6] para algin k € Z = 28 < q < 2M1/6 =
2k+l < 2q < 2FHT/6 = g < 2FH1/6 < 9kl < 94 tenemos que E,(S) = {2F+1, 2F+1/2)
E,(S") = {2k+1/6 2k+2/31 v | (") = {2F+5/6 2k+1/3) 'y podemos construir la siguiente

tabla con valores de dy:
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Eq(S) Ea(5") Ea(5")
2k:+1 2k+1/2 2k+1/6 2k+2/3 2k+5/6 2k+1/3
okt 10 /2 | 5/6 | 1/3 | 1/6 | 2/3
2k+1/2:\ 1 /2 0 /3 | 1/6 | 1/3 | 1/6
2k+1/6 1 5/6 | 1/3 0 1/2 | 2/3 | 1/6
2k+2/3 1 1/3 | 1/6 | 1/2 0 1/6 | 1/3
2k+5/6 | 1/6 | 1/3 | 2/3 | 1/6 0 1/2

2k+1/3 1 9/3 | 1/6 | 1/6 | 1/3 | 1/2 0

Y de esta tabla se deduce que E,(S) y E,(S") no son ni siquiera canénicamente inter-

cambiables. Sus transcripciones candnicas estan dadas por:

E.,(S) — E.(9) E.,(S") — E.(5)
ok+1 s Qk+2/3 ok+1/6 | 9k+1/2
2k+1/2 — 2k+2/3 2k+2/3 — 2k+1/2

Por simetrfa, para los intervalos (2k+1/6’ 2k+1/3]7 (2k+1/3’ 2k+1/2}7 (2k:+1/2’ 2k+2/3]7 (2k+2/3’ 2k+5/6]
y (2F+5/6 2k+1] "hay argumentos andlogos, lo que prueba que fla € Ryy/ E, mande las

transcripciones canénicas en Tun a transcripciones canénicas en Tun, ).

4.2. Afinacion borrosa

Hemos visto una forma de comparar sistemas de afinacion que no respetan octavas.
Pero de la misma forma que en el capitulo [2| se formulé una teoria que enriquece a
la teorfa del capitulo [I], haciendo uso de los conceptos vistos de 16gica borrosa, puede
formularse una teoria de afinacién borrosa para sistemas de afinacién que no respetan

la octava.

4.2.1. De las notas musicales

Definicién 31. Dado = € R, una nota musical difusa asociada a x es un conjunto

difuso T = (Rso, p4z), donde pz cumple:

1. pz(z) = 1.
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2. gz es continudl]

3. Dados y,y" € Ruo/ dy(x,y) < dp(w,y") = pz(y) > puz(y').

Proposicién 49. Dada una nota musical difusa T/ pz % 1, puede recuperarse el valor

x € Ry al cual estd asociada.

Demostracion. Tenemos que Jxg € Ryg/ pz(ro) # 1, y como pz(z) = 1 = xy # x.
Sizg < = moxr < 2? = v < %[z y dy(x,2?/30) = d(a? /o) — ¢(x) = 2¢(x) —
¢(w0) — d(x) = d(x) — d(x0) = dy(w,20) = pz(a?/x0) = pz(wo) # 1. Andlogamente, si
r < xg= 2% xg < xy dp(x, 2 /x0) = dp(x,20) = pz(2?/z0) = pz(xe) # 1. Es decir
que se tiene x; < & < xa/ pz(r1) # 1y pz(r2) # 1. Ademas, siy < z1 = dy(x,y) >
di(x, 1) = pa(y) < pz(r1) < 1, por lo que p; ' (1) C (21, +00), y andlogamente se tiene
que 15 (1) € (0, 29) = puz (1) C (1, 72). Sean a = A pu; (1) y b=\ pu;*(1). Como pz
es continua, y; ‘(1) es cerrado, y por lo tanto a,b € pz'(1) = 2, < a < b < zy.

Sabemos entonces que ;' (1) C [a,0] = 2 € [a,b]. Si z < Vab = 2?/b < a, por lo
que puedo tomar 22/b < d’ < a = b/z* > 1/d’ > 1/a = 2?/a < 2*/d’ < b. Pero
a <z =ar <=1 <a2?a= di(r,2?/d) < dp(z,b) y d < x = ds(x,d) =
B(x) — B(a') = 20(z) — B(a) — 0(z) = Ha2/a) — B(x) = dy(w,22/a) < dy(,b) =
pz(a’) > pz(b) = 1= pz(a’) = 1, lo cual es absurdo pues @’ < a. Por lo tanto, = > v/ab,
y andlogamente z < vVab = = = Vab. O]

Observacion 47. Se tiene luego una funcién u : {/ ¥ es una nota musical difusa y u; #

1} — Ry donde u(Z) es el valor al cual Z esta asociada.

Proposicién 50. Dado x € R.y, se tiene que ', : {u : [0, +00) — [0, 1] continuas y decrecientes/
pu(0) =1} — {pz/ (Rso, pz) es una nota musical difusa asociada a x} dada porT,(u)(y) =
p(ds(z,y)), es biyectiva.

Demostracidn. Sea p : [0,4+00) — [0,1] continua y decreciente/ u(0) = 1. T'p(u)(z) =
u(ds(z,2)) = p(0) = 1 por lo que T'p(p) cumple [I] Ademds, y(p) = po dyp(z,-), y
como d¢(z,y) < df(x,y) +ds(v,y) & ds(z,y) — ds(x,y') < df(y,y), y andlogamente
de(z,y') —ds(z,y) < ds(y,y'), tenemos que |ds(z,y) — ds(z,y')| < ds(y,y'), y por lo

!La verificacién de esta propiedad es independiente de que se trabaje con la métrica canénica o con

dys, pues ¢ : (Rso,|-]) = (R,|-]) es un homeomorfismo, y se tiene la isometria ¢ : (Rso,dy) = (R,]-|).
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tanto dy(x, -) es continua, lo que implica que I';(¢) también lo es, pues p es continua. Fi-
nalmente, si dy(z,y) < d(z,y") = Do(pw)(y) = plds(2,y)) = pldy(2,y) = To(w)(¥),
pues p es decreciente. Luego, I', esta bien definida.

Ahora, consideremos (R, i) una nota musical difusa asociada a . Si Ju : [0, +00) —
[0, 1] continua y decreciente/ p1(0) = 1y Ty (p) = pz, dadot > 0, pz(2'2) = Tp(p)(2'2) =
w(ds(z,2'x)). Pero ds(x,2'z) = ¢(2'x) — ¢(x) = t = p(t) = puz(2'z). Esto prueba la
inyectividad de T'.

Para ver que I', es sobreyectiva, necesitamos ver que u(t) = pz(2'z) es continua y
decreciente, ;(0) = 1y I'z(u) = pz. p es continua por ser composicién de funciones
continuas, y p(0) = pz(z) = 1. Si 0 < t <t dp(z,2') =t < t' = ds(2,2'2) =
w(t) = pa(2t2) > pz(28x) = p(t'), es decir, p es decreciente. Por tltimo, I'y(u)(y) =
pdp(z,y)) = pe(24@W) y dp(e, 2% Vz) = di(e,y) = pa¥Ve) = p(y) =
La(u)(y) = pa(y) = Ta(p) = pz. O
Definicién 32. Dadas & = (R, pz) € § = (R, pt5) dos notas musicales difusas, la

compatibilidad entre ellas estd dada por:

comp(#, ) = Poss{i es 7} = \/ (au) A pig(w)

U€R>0
Ahora veamos algunos resultados que nos servirdan para hacer una observacién al

respecto.

Lema 51. Sea p: [0,400) — [0,1] continua y decreciente, ) # A C [0, +00). Vale:

= Veean(@) = p(AA)
» Si A estd acotado superiormente = N\ o, p(x) = p(\ A).

Demostracion. Primeramente, todo estd bien definido pues () # u(A) C [0, 1]. Proba-
remos que \/, ., p(z) = p(/\ A), el otro item es andlogo. v > NA Ve € A = p(z) <
NA) Ve € A=\, com(x) < p(A\A). Ademas, si tomo {x,}nen € A/ 2, = N\ A,
como /i es continua, pu(z,) — (A A), por lo que \/_ ., u(z) = (A A). O

Lema 52. Dados x,z € Ry, vale que:

N (ds(x,y) v ds(y. 2)) = ds(z.2) /2 (4.1)

yER>0
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Demostracion. Sea y € R, si dp(x,y) Vds(y, 2) < ds(z,2)/2 = ds(z, 2) < df(x,y) +
de(y,z) < ds(z,2)/2 + ds(z,2)/2 = df(x,2), y llegamos a un absurdo. Por lo tanto,
di(z,y) V ds(y,2) > ds(r,2)/2 Vy € Rog = A\ g, (dp(z,y) V ds(y,2)) > df(z, 2)/2.
Ademss, dy(z, /72) = |6(/T2)—6(2)| = [6(z) 2+ 6(z) /2—0(x)| = |6(2)/2—(x) /2] =
|6(2) — p(x)]/2 = df(x, 2)/2, y andlogamente ds(v/zz, 2) = ds(z, 2)/2 = df(x,V/22) V
di(Vxz,2) = ds(x,2)/2, por lo que A cg_ (df(z,y) V dy(y, 2)) = d(z, 2)/2. O

Finalmente, la observacion:

Observacion 48. Si fijamos p y trabajamos con pu; = I'y(p) y py = T'y(p), tenemos
comp(Z, §) = Vyep., (e (WA g (w) = Vyer, (1lds (2, 0))Ald (Y, w)) = V yep, (dg (2, 0)V
dy(y,u)) = p(Nuers, (dr (2, 0) V dp(y, u)) = pldp(z, ) /2).

4.2.2. Comentario: la eleccion de p

Tal como hicimos en el capitulo [2, podemos intentar elegir 1 de manera que se
adapte a los estudios de consonancia de Plomp y Levelt[10]. De hecho, en este caso es
en principio mas simple, pues no hay que preocuparse por las limitaciones que impone
la equivalencia de octava.

Dado = € Ry, quisieramos elegir una nota musical difusa asociada T que cumpla
pz(y) = cons(z,y) cuando z e y estén suficientemente cerca. Si x < y = 2? < xy =
2y < = dy(x,2?[y) = ¢(x) — ¢(2*/y) = d(z) — (20(x) — ¢(y)) = ¢(y) — d(x) =
d(z,y) = pz(y) = pz(2*/y) = cons(x,y) = cons(z, z?/y), lo que da lugar a la ecua-

ci6nPt
( y—a ) x—z?/y
c|l 20— ) =c| ——=
w(y/zy) w(y/2*/y)
Ademds, lim, ,,+(y — z)/w(y/zy) = 0 y lim, .+ (z — 2%/y)/w(y/23/y) = 0, y co-
mo c(t) = 1 —4dte!™ = J(t) = —4e!™# + 16te' ™ = 4(4t — 1)e!™*, se tiene que

2Todo esto puede evitarse si se cambia en la definicién de nota musical difusa la condicién [3| por
pedir que sea creciente en (0,z) y decreciente en (x,+00). Adicionalmente, para poder definir los
funtores Uly ), se deberd definir una nota musical difusa asociada a x, como un par (x,Z), donde Z
es un conjunto difuso que cumple las propiedades enumeradas. Esto es asi, porque al cambiar |3 deja
de valer la proposicién [49] La principal ventaja de este enfoque es que se pueden utilizar mejores

aproximaciones al ancho critico de banda.
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d(t)<0& 4t —-1<0«&t<1/4, porlo que, por el teorema del valor medio, c|jo1/4
es inyectiva. Luego, 3¢ > 0/0 <y —z < e = (y — 2)/w(\/2y), (x — 2*/y) Jw(\/23/y) €
0,1/4] = (5 - D)/w(/TD) = (@ — /u)/w(VBT) = aly — 2)/y(/FT5) =
w(oy/F/y) = vl /7Dy

Aqui podemos hacer el cambio de variables t = x/y y s = /xy, con lo que se tie-
nexr =ty = s =ty = y = s/\/t = = = /ts. Se tiene entonces la ecuacion
w(ts) =tw(s) & w(ts) —w(s) =tw(s) —w(s) = (t—1w(s) © w((t—1)s+s) —w(s) =
(t—Dw(s) & (w((t —1)s+s) —w(s))/s(t — 1) = w(s)/s. Traducimos la condicién
0<y—2<ecentéminosdetys: 0<s/\it—Vis<ee0<1/Vt—VE<
g/s & 0<1—t<evt/set<1y0<t+et/s— 1. Las raices del polinomio
22 tez/s—1son (—e/s++/e2/s2 +4)/2 y como (—¢/s — \/e2/s> +4)/2 < 0, se tiene
que 0 < t+evi/s—1 Vi > (—e/s+\/e2)s2+4)/2 &t > (—¢/s+/e2/s2 + 4)%/4,
pues e2/s? +4 > £2/s? = \/e2]s2+ 4 > ¢/s = —¢/s+/e2/s2+4 > 0 = (—¢/s+
VER[s24+4)/2 > 0.2 /2 +4 < 2 /s +4+4de s = (¢/s+2)? = /2 /2 + 4 < g/s+2 =
—e/s+ /22 +4<2= (—¢/s+ /2] +4)? <4 = (—¢/s+ /2] +4)?/4 < 1,
por lo que se puede hacer t — 17 = s(t — 1) — 0, y si suponemos que w es derivable
queda la ecuacién diferencial w'(s) = w(s)/s = w'(s)/w(s) = 1/s. Al integrar obtene-
mos In |w(s)| =In|s| + C = w(s) = as con a > 0 pues w : Ryy — Ry,.

Con esta forma de w, queremos elegir y de manera que p(ds(x,y)) = cons(z,y) = c((y—
2)/w(y7y)) = c((y—z)/ay/7y) = c((y/x—1)/a\/y/x) donde = < y, y haciendo el cam-
bio de variables t = ds(z,y) = ¢(y)—d(x) = ¢(y/x) = y/x = 2", obtenemos la ecuacién
p(t) = c((2t=1)/a2"?) = p'(t) = (2t —1)/a2"?)(a23"/? In 2—a2'/2(2! —1) In2/2) /a?2t,
por lo que z'(t) < 0 < ((28 —1)/a2"/?)(a2%/?In2 — a2¥/?(2! — 1)In2/2) < 0 y como
a2/2In2 — a2t2(2" — 1)In2/2 = a(2%/? — 24/2(2t — 1)/2)In2 = a(23/%F1 — 231/2 4
21/2)In2/2 = a(2%%/? 4 21/2)In2/2 > 0, se tiene que p'(t) < 0 < ¢((28 — 1)/a2t/?) <
0 (28 —1)/a2/? < 1/4 < 4.2 —a2/? — 4 < 0. El polinomio 422 — az — 4 tiene raices
(a£+/a% + 64)/8, y se tiene que (a++/a% 4+ 64)/8 > 0y a® < a®+64 = a < a2 + 64 =
(a — Va2 +64)/8 <0, por lo que 4-2! —a2¥/? —4 <0< 22 < (a+Va®+64)/8 &
t/2 <logy(a + Va2 + 64) — 3 < t < 2(log,(a + Va2 + 64) — 3).
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Por lo tanto, podemos elegir:
E) sit <2(logy(a+ Va? +64) — 3)

¢ (a 72
pu(t) = ?
0 si no

con ¢(z) = 1 — 4xe’™ y a > 0. Tal como antes, tenemos p; si consideramos a = 0,11,

y pg si consideramos a = 0,14.

4.2.3. De los sistemas de afinacion

Definicién 33. Dado un sistema de afinacién (S, a,b), un sistema de afinacion difuso
asociado a (S,a,b) es un conjunto S = {i},es donde & es una nota musical difusa

asociada a ©/ pz # 1. Ademds, diremos que S estd en el rango [a, b).

Observacion 49. Un sistema de afinacién difuso puede estar en mas de un rango. Si
por ejemplo, consideramos S = 5" = {1}, a = d = 1,b = 2, ¥ = 3 y definimos
o [0,400) = [0,1] como:
1—t sit<1
p(t) =
0 si no
Tenemos que S = {(Rso, (1))} es un sistema de afinacién difuso asociado a (S, a, b)

y a (5,d,b), y por lo tanto esta en los rangos [a,b) = [1,2) y [d’, V") = [1, 3).

Observacion 50. Por la proposicién , a partir de S puedo recuperar S. En espe-
cial, usando la notaciéon de la observacion , tenemos definida una funcién U,y :
{5/ S es un sistema de afinacién difuso en el rango [a,b)}

— {S/ S es un sistema de afinacién con rango [a,d)}, donde U p)(S) = {u(i)};c5 que

es el sistema de afinaciéon con rango [a, b) al cual S estéd asociado.

Definicién 34. Sean Sy S’ dos sitemas de afinacién difusos. Una transcripcion difusa

7 de S a S es una funcién 7 : S — S’. La fidelidad de 7 estd dada por:

O(7) = /\ comp(&, 7(Z))
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Observacion 51. 0 < ®(7) <1

Definicién 35. Sean S v S’ dos sistemas de afinacién difusos. Si Vz € S, 3Ng; €
S’/ comp(Z, Jz) = Vgeé' comp(Z, 7), se dice que existe la transcripcion difusa candnica
de S a S’ dada por 7(i) = .

Observacion 52. En caso de existir la transcripcion difusa candnica, esta tiene la maxi-
ma fidelidad. En efecto, si existe la transcripcién difusa canénica 7 de S a S, y
7 : S — S’ es una transcripcién difusa cualquiera, comp(, 7(2)) = Vjeg comp(Z,y) >

comp(Z,7'(Z)) VI € S = Nizegcomp(Z,7(T)) > N\;egcomp(z, 7' () & &(7) > O(7).

Definicién 36. Dos sistemas de afinacién difusos, S y S’, se dicen candénicamente
intercambiables si existen las transcripciones difusas candnicas de S a S" y de S" a S,

y ambas son inyectivas.

Observacion 53. Si S'y S" son dos sistemas de afinacién difusos canénicamente inter-

cambiables, tienen el mismo cardinal.

Proposicién 53. 5i S y S’ son dos sistemas de afinacion difusos candnicamente in-
tercambiables, con transcripciones difusas candonicas 7 : S — S" y 7 S" — S, entonces

una es la inversa de la otra.

Demostracién. Lo hacemos por induccién, con n = #5 = #5".

El caso n =1 es trivial. Supongamos que n > 2:

Considero # € S e § € §'/ comp(#,7) = Vg5 comp(3,8) = 7(&) = § y 7(§) = &, v
como ambas son inyectivas, tengo bien deﬁntiiisas 7o S\{z} = SN\{7} y 7 S"\{5} —
S\{z}.

Dado &' € S\{Z}, Va5 comp(@', @) > comp(Z',7(2')) = V;eg comp(@', @) >
Viesn g comp(@’, u) = comp(z', 7(2')) = V;eg comp(’, 1) = Vg 5y comp(Z', @),
porlo quesi g’ € S"\{y}/ comp(¥,7') = \/aeS'\{g} comp(Z',a) = ¢ € Sy comp(Z,7) =
Vaeg comp(Z',a) = 3 = 7(2'). Por lo tanto, 7 : S\{z} — S"\{y} es la transcripcién
difusa candnica y es inyectiva.

Anilogamente, 7 : S'\{§} — S\{Z} es la transcripcién difusa canénica y es inyectiva, y
por induccién tenemos que 7/ o7 : S\{#} — S\{Z} es idg\(zy Y TOT S\{7} — S"\{7}
es idg ;- Ademads, sabemos que 7' o 7(%) = 7'(§) =T y 7o 7(§) = 7(%) = ¥, por lo

que #o7: 5 = Sesidgy 7o S — 5 es idg. -
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Proposicién 54. Dados S y S’ dos sistemas de afinacion difusos, y T una transcripcion
difusa biyectiva de S a S', entonces ®(7) = ®(771).

Demostracion. Es inmediato pues {(Z,7(%)): # € S} = {(1%),9): 7€ 5} O

Definiciéon 37. Dado 0 < a < 1, dos sistemas de afinacion difusos S y S’ canénicamen-
te intercambiables, con transcripcion difusa candnica 7 : S — S , se dicen a-compatibles
si ®(7) > «

4.2.4. Comparacion con la afinacién clasica sin octavas

Podemos considerar Fuzzg_, la categoria cuyos objetos son los sistemas de afinacion
difusos, y cuyas flechas son las transcripciones difusas. Ademas, dados a,b € R/ a < b,
podemos considerar Fuzz,; C Fuzzg_, la subcategoria plena de sistemas de afinacién
difusos en el rango [a,b). Tal como en el caso de afinacién con octavas, dada una
transcripcién difusa 7 : S — S’ en Fuzzyy), se puede definir Upy)(7) : Uy (S) —
Ua)(S") como Upypy(7)(z) = u(7(2)) donde # € S es la nota musical difusa asociada
ar € Upgp (5) Se tiene entonces Upgp) : hom(Fuzzyp)) — hom(Tunp,p)). Ademads,
Ulay) (idg) ()

g0 7:S5 >S5y .S S ; Uy (T o T)(x) = w(7' o 7(2)) = w(7(7(2))) =
)

Ulap) (7)) (u(7())) = Ula) (7') (Ua) (7)(2)) = Ulap) (') 0 Ujay (7) (2), por 1o que Upa,p) (70
7) = Ulap)(7) 0 Upa,p) (7). Tenemos luego un funtor de olvido Upap) : Fuzzjep) — Tunpp).

(zd () = u() = =z, por lo que Uy (idg) = idU[a,b)(§)7 y si ten-

Ademds, si consideramos p : [0,4+00) — [0,1] continua y decreciente/ p(0) = 1
y i # 1, podemos definir Fl[fl’b) : ob(Tunyp) — ob(Fuzzy;) como F[ b)(S) =
{(Rs0,T'2(1))}zes que es un sistema de afinacién difuso asociado a S. Y si tene-
mos una transcripcion 7 : S — S’ en Tunyy), definimos la transcripcién difusa
FP(7) - FE(8) — FP(SY) como Ff*P(7)(Rso, Ta(i)) = (Rsg, Dray(12)). Tene-
mos entonces que F (zdg) id a0 gy ¥ que F[ )(7" oT) = F;[L‘“b) (1) o FL[La’b)(T), por
lo que tenemos funtores Flg : Tun[ayb) — Fuzz, ).

Por tltimo, U,z © Fi™” = idmung, ,: Uy © Fi” (1) (@) = Upay (F"" (7)) (2)

= u(F™ )( J(Rs0, T2 (1)) = w(Rso, Iy (1)) = 7(x). Y también vale que F™ es un
funtor pleno: sea 7 : F"P(S) — F™(5"), defino 7 : § — ' como T = U (T) =
(@) = Uiy (7)(@) = u(F(Rap, Ty (1)), tenemos entonces que Fi™(r)(Roo, u(k)) =
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(Rx0, Iray (1), v st T(Rso, Dalpt)) = (Rso, Uy(p)) con y € 5", u(F(Ruo, I'a(p))) =
u(Rao, Ty (1) =y = 7(2) = y = Fi"” (7)(Rop, (1) = (Roo, Ty (1) = 7(Roo, Ta(p)),
por lo que Fﬁ )( ) =T.

Proposicién 55. Sean S y S’ dos sistemas de afinacion con rango [a,b), y sea T :

S — S" una transcripcion. Sea p : [0,4+00) — [0,1] continua y decreciente/ 1(0) =1 y

w# 1. Vale que:
@(Flga’b)(T)) = u ((1 — (I)(T); 10g2<b/a)>

Demostracién. En efecto, ®(F" (1)) = /\~€F[a,b)(s) comp(&, F™ (1) (%)
&l

)
= Ases comp((Rag, To (), i (1) (Rog, Ta(1)) = Aes comp((Rog, (1)), (Rog, Tray (1)),
pero por la observaciénsabemos que comp((Rso, Iz (1)), (Rso, Iy (1)) = p(dy(z, 7(2))/2),
por 1o e B(EED(E) — A iy r(@)/2) — 1Y ey dy 7 (e))/2). A 51 ver,
(1) = 1= Vyeg ds(2,7(2))/10g5(b/a) < Vyeg dy(2, 7(x)) = (1 — (7)) logy(b/a), por
lo que @(Flﬁ“”’)(f)) = p((1 — ®(7))logy(b/a)/2), como queriamos probar. O

Proposicién 56. Sean S y S’ dos sistemas de afinacion con rango la,b), y sea p :
[0, 4+00) — [0, 1] continua y decreciente/ u(0) = 1 y u # 1. Si existe la transcripcion
difusa candnica T : F,Ea’b)(S) — F;E“”’)(S’), entonces Ujap) (T) : S — S es la transcripcion

canonica de S a S'.

Demostracion. Sea x € S. y, € S/ df(x,y,) = de(x,5") = /\yes' de(z,y) © y, €
S') di(%,92)/2 = Nyes dp(2,9)/2 = yo € S’/ p(ds(2,92)/2) = Vyes 1(ds(2,9)/2) &
ye € 5/ comp((Rxo, T (1)), (R0, Ty, (1) = Vyegr comp((Ro, Fa (), (R0, Ty (1))
(R, Ty () € Fi™(8")/ comp((Roo, Ta (1)), (Roo, Ty (1))

= Vyeron gy COMP((Rs0, Ta (1)), §) = (Rso, Ty, (1) = T(Ro0, T (1)) = v

= u(7(R>0,I'2(1))) = Upp)(7)(x), con lo cual queda probada la proposiciéon pues

d¢(z,S") se realiza por ser S un conjunto finito. O

Observacion 54. Sean S y S’ dos sistemas de afinacién con rango [a,b), v sea u :
[0, +00) — [0, 1] continua y decreciente/ u(0) = 1y p % 1. Si Fi*P(S) y F*P(5") son

canénicamente intercambiables, S y S’ son candénicamente intercambiables.

Proposicién 57. Sean S y S’ dos sistemas de afinacion con rango la,b), y sea p :
[0, +00) — [0,1] continua y decreciente/ u(0) = 1 y u £ 1. §i Fi*"(S) y FI*P(S)
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son a-compatibles, sea f € [0,1]/ p((1 — B)logy(b/a)/2) < «a, entonces S y S" son

B-similares.

Demostracién. Sy S’ son canénicamente intercambiables pues Fi*”(S) y Fi*(5") 1o
son. Si Sy S’ no fueran S-similares, (1) < § donde 7 : S — S’ es la transcripcién
canénica de S a S’. Si 7 : F,Ea’b)(S) — F,Ea’b)(S’ ) es la transcripcién difusa candnica de
F™(8) a Ff*Y(8"), vimos que F,Ea’b)(U[avb) (7)) = 7, pero también vimos que Ul p)(7)
es la transcripcién candnica de S a ', es decir 7. Por lo tanto, F}La’b) (1) = 7, y por
la proposicién tenemos que ®(7) = p((1 — ®(7))logy(b/a)/2), pero (1) < =
(1 = B(7)) logy(b/a)/2 > (1 — B)logy(bfa)/2 = p((1 — B(r))logy(b/a)/2) < p((1 —
B)log,(b/a)/2) < a = ®(7) < a lo cual es absurdo pues FI*”(S) y FI*"(5") son

a-compatibles. O

Proposicién 58 (La afinacién cldsica como caso particular de la borrosa). Si tomamos

[0, +00) — [0,1] definida como:

1 — 2 sit <log,(b/a)/2
[L(t) _ log, (b/a) = g2( / )/

0 8% no
vale lo siguiente:

1. Dados z,y € [a,b) = comp(Z,y) = 1—ds(z,y)/logy(b/a), donde & = (Rsq, ['y(11))
ey = (Rso,I'y(1)).

2. Dada una transcripcion 7 : S — 5" en Tuny, ) = o(FY (1)) = (7).

8.7 :8 = 5 es la transcripcion candnica en Tuny,) < F,Ea’b)(T) : F,[La’b)(S) —

b o L
Fl[ta’ )(S’) es la transcripcion difusa canonica.

4. S yS" son candnicamente intercambiables en Tuny,p) < F,[f’b)(S) Yy F,[f”’b)(S’) lo

son.
5.5 yS" son a-similares en Tuny, ) < F,Ea’b)(S) Y F,Ea’b)(S’) son a-compatibles.

Demostracion. 1. comp(z,9) = pu(ds(z,y)/2), y como ds(z,y) < log,(b) —logy(a) =
logy(b/a) = dy(x,y)/2 < logy(b/a)/2 = p(dy(x,y)/2) = 1-2ds(x,y)/(210g,(b/a)) =
1 —dg(x,y)/logy(b/a).
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2.0< (1) <16 0< (1-0r)logy(b/a)/2 < log,(b/a)/2 = B(F (7)) =
(1 = @(7)) logy(b/a)/2) = &(7)

3. dy(x,y) = dp(2,5) & dp(z,y) = N,eg ds(x,2) & 1 —ds(z,y)/logy(b/a) =
1= N.eg delx, 2)/10gy(b/a) = V g (1 = dg(x, 2)/logy(b/a)) < comp(Z, )
= \/2 cFloY) (5 comp(Z, Z). Si 7 es la transcripcién candnica, tenemos que § €
F*P(8) /) comp(Z, §) = Vs gy comp(E, 2) & dy(a,y) = dp(w,5) & y =
T(x) & g=F, [o-0) (17)(Z), mientras que si F, /Ea,b)(T) es la transcripcion difusa canéni-
ca, tenemos quey € S"/ d¢(z,y) = ds(z,S") & comp(Z,y) = \/%F[a,b)(s,) comp(Z, 2) <
a,b
= FMV(n)(E) & y = 1(2).

4. Hay que probar que 7 : S — S’ es inyectiva < F[ab (1) : ,Eab (S) — F[a b)(S’)
es inyectiva. Si 7 es inyectiva, F;[L )(T)(az) = Fl[f b)( )Y) = 1(z) =71(y) = = =
y = ¥ = §j, mientras que si F*?(r) es inyectiva, 7(z) = r(y) = F*?(r)(&) =
)@ = i=g= =y

5. Sale de los items anteriores.

4.2.5. Comparacion con la afinacion borrosa con octavas

Tal como hicimos con la afinacion clasica, dado a € Ry podemos definir un funtor
E‘ : Fuzz — Fuzz|,3,). Dado un sistema de afinacion difuso S e Fuzz, esta asociado
asS=U (S) € Tun, y tenemos el sistema de afinacién F,(S) € Tuny, o). Definiremos
E,(S) como un sistema de afinacién difuso asociado a E,(S).

Dada p : [0,1/2] — [0,1] continua y decreciente/ u(0) = 1y pu # 1, definimos 7 :
[0, +00) — [0, 1] como:

plt)  osit<1/2

u(1/2)  sino

I resulta entonces continua y decreciente, 11(0) = 1 y @ # 1. Definimos entonces:

E,(S) = { (R>o, I, (F;}(z) < «m:@))) }gﬁeEu(g)
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Nétese que S = {3},eq = {cra(x)} ) Dada una transcripcién difusa 7 : § — S en
zcE, (S

Fuzz, se define E,(7) : E,(S) — E,(S') en Fuzz, 2, como:

Ea(7) <R>O, I (Fajm ( 7)))) - (R>°’ Lo <le%<"’”> <’”‘T<753@>))>

donde 7 = U(7). E, resulta un funtor. Es obvio que E,(idg) = idg, (5), mientras que si

tenemos 7 : S" — S”:

B0 Eul7) (Ron T (01 (1) ) ) = Bol®) (Roan T (Pt (1) ) )
(R>07 FEa(T,)OEa(T)( ) (FT’}DTOUQ(x) ('uTlo:;:(x)>)>

R>O’FEa(T’OT)($) (FT_’iTOUa(I) <’MT’OTO%( ))))
—= Ea(%, @) %) (R>07 F <F_ (.Z‘) ('Lba'a($)>)

donde 7 = U(#) = 7' o1 = U(#) o U(F) = U(# o 7), por lo que E,(¥ o 7) =
EL(7) 0 E,(7).
También, dados a € R+, n € N, puede definirse Eg : Fuzz — Fuzz, on,) como E?}(S ) =

Z;(l) E’Qka(g), v si se tiene la transcripcién difusa 7 : S — S’ en Fuzz, se define
En(7) : En(S) — Er(S') en Fuzz, on,) como Eg(%)|E2ka(S) = Fyio(7). Esto estd bien
definido pues E7(S) = | [\Zg Eara(S) = Uz;é{j}ergka(S) donde Z es una nota musical
difusa asociada a x € Fa,(S), y como EI(S) = Z;é Eoy(S) = EMS) = {Z}acEnis),
por lo que E;‘(S ) es un sistema de afinacién difuso asociado a E7}(S) € Tuny,ong) =
E™(S) € Fuzzj, na. Por tiltimo, E” resulta ser un funtor: £7(idg )|E & = = FEy,(idg) =
idEQka(S) VO < k < n = Ep(idg) = idgug), v E;(7' o %)|E2ka(5) Eoio(7' 0 7) =
Eyo(7) 0 Exo(7) = E(F e, ° E(7) By, (8) = (Ep(7) o Eg(%))’EZkQ(S)VO <k<
n= E" 7' oT)= Eg( " OEQ( )

Proposicion 59. Sean a € Rog,n € N, y consideremos T : S — S en Fuzz. Vale que:
O(E7(7)) = ®(E4(7)) < O(F)

Demostracion. Tenemos que {(#, E,(7)(7)) : & € E,(9)} C {(&,Er7)(%) : & €
E7(S)} pues E(7)|5,3 = Ea(7), y por lo tanto Acz, (g comp(, E,(7)(7))
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> Niein(s) comp(Z, E™(7)(2)). Por otro lado, si # € E*(S) = = € E*(S) = = €
Epro(S) = 2ka <z < 2la = a < 2%z < 2a y o qb(2 Fr) = (logy(z) — k) =
Y(logy(z)) = o ¢(x) € S, por lo que 27%z € E,(S) = 2~ 2k € E,(S). Quisiéramos ver
que comp(2-Fz, F,(7)(2-Fz)) = comp(, E}(7)(%)).

Dado u € R, dp(27%2,27%u) = [logy(z) — k — (10g2< ) — k)| = |log,(x) — log,(u)| =
dy(z,u),y como 0,(27%2) = ogry(2) = p5 (27 Fu) = (2 ky ( o > dp (272,27 u)
0 o (1) (@) = pis(u). Ademis, @ € By, (S) = E3(7) (@) = Ezka<7><:c>
Eyo($') = 2ha < B2(7)(x) < 2¥1a = a < 27FEL(r)(2) < 20 y ¥ 0 (2B (7)(2) =
(logy (EG(T)(2)) — k) = v(logy(Eg(T)(2))) = ¢ 0 ¢(EG(T)(x)) = 7o Uzk (r) = 7o

0.(27F2) = 27FE™(7)(z) = FE,(7)(27%z). Andlogamente, ds(E,(7)(27%z),27"u) =

dp(27FEN(1)(x),27"u) = |logy(Ep(T)(x)) — k — (logy(u) — k)| = [logy(Ep(7)(x)) —
logy(u)| = dp(E™(7)(x),u), y como 0,(E.(T)(27%2)) = 70 0,(27%2) = 7 0 ogee(x) =

Oota(Epal(7)(2)) = 0 BL (1) (@) = 1y, o )<2 fu)
=T, eyt (o 5.5ty ) (A (Bal7)(2752), 2740)

= o ez (o i) UED @) =y @)

= e (A, S, (27M0) = () A (u) = comp(27Fa, By (7)(27Fx)) =

Vaeroo (Mg (WA, o () = Ve (g QT WAy, = (278 0) = Viep_ (Ra(w)A

i, (W) = comp(E, EZ(7)(E)), pues By(7)(27F2) = Eu(r)(2 ) y EX(F)(@) =

En(7)(x). Por lo tantf), Nacin () comp(Z, F,(7)(%)) = /\ozeEg(S) comp(&, E™(7)(Z)), es
decir, ®(E,(7)) = ®(EN(F)).

Por ltimo, queremos ver que Nief, (s comp(Z, E,(7) (%)) < N:egcomp(2,7(2)) &
Neera(s) comp(@, Eo(7)(Z)) < A,cgcomp(z,7(2)). Dado x € E,(S) = df(z,u) >
dipy (¢ 0 ¢(), 9 0 p(w)) y dy(Ea(T)(x), 1) = dipy(1p 0 ¢(Ea(7)(2)), 9 0 $(u)) = dipy((¢) 0

O(x)), wod(u)). Ademds, tenemos que T (uz) = T,y () = () =I5 (ua)(dy (2, ) =

oa(2)

r, 1@)( (x))<df< w) < T (s ) (i (oota), wod(u) = T,k (s ) (i (o
¢(x),pod(u))) = Ko (@/) ¢(u)), y andlogamente, piz, )z (w) < p (@b o(u)) =
pz(W)Apg, (%) (x)(u) = (@ZJ P(u))Ap Pt W P(u)) = \/ueR>o(H:c( )/\ME (T)(I)( u)) <

Voo Utz (100 0 i iy o 0l D) = Venlbms 1) A e ()

)
= comp(7, £a(7)(#)) < comp(0a(x), 7(0a(1)) = Asep,s) comp(i, Ba(7)(7))
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—_~

< /\era(S) comp(0,(z), 7(0a())) = A,eqcomp(Z,7(2)). Por lo tanto, (B, (7)) <
O(7). O

Lema 60. Sean z,y € Ryo/ x <y con notas musicales difusas asociadas T e §. Enton-

ces 3z € [w,y]/ pa(2)Apy(2) = comp(Z, §). Ademds, comp(%, g) < comp( 0 ¢(x), P 0 $(y))

ysi dyla,y) < 1/2 = oo (606(:) At o ($06(2) = comp(t o 9(2), 60 31y)) =
comp(Z,7y), donde:

Piodm) = T yona) (U7 (12)]0,1/2)

Piooty) — Fw0¢(y)(F;1(Nﬂ)|[0,1/2})

Demostracion. Siu < x = df(z,u) > ds(z,z) v d(y,u) > de(y,z) = pz(u) < pz(z)
y pg(w) < pg(x) = pa(u) A pg(u) < pz(z) A pg(x). Andlogamente, si u >y = pz(u) A
pg(w) < pz(y) A pg(y), por lo que Vg (1z(w) A pg(w)) = Ve, (Ha(w) A pg(u)) =
comp(Z,9) = V ey (1z(u) A pg(u)), y como [z,y] es compacto, 3z € [z,y]/ pa(z) A
15(2) = V ey (e (w) A pg(u)).
Sir € Rso = dipy(vod(x),oo(r)) <dp(z,r)ydyldo ¢( );¥od(r)) <dgs(y,r), por
) =
) =

lo que 1, (10 6(r)) = T (sl (i@ G(a), ¥ 0 6(r))) > 5 g1z (. )
pa(r), yanalogamente ioiiy Wo0(r)) 2 ug(r) = p e (Do d(r) Ap s (o d(r)

p (1) A g (7). Luego, Mg (Vod(2) At s (Wod(2)) 2> pal2) Apg(z )—comp(:v ) =
comp(Z,7) < comp(w (), o ¢(y)) Ademas, si dy(z,r) < 1/2y ds(y,r) < 1/2, se
tiene que dip)(¢ 0 ¢(x),9 0 ¢(r)) = dy(z,r) y dipy( 0 ¢(y), ¢ 0 ¢(r)) = ds(y,r) =
by (60 6() = 1a(r) ¥ s (80 6()) = piglr) = g1y (0 6()) A a o (10
50)) = 1) Asglr). St 5 € T o s (5) At o () > compld,§) = 3 € [z, 0] o
Ot) = s, v st dy(a,y) < 1/2 = ¢(y) — o(x) <1/2= 6(y) < 1/2+ d(2) =y < V2, y
aqui tenemos las siquientes posibilidades:

w t € [2,V22] = dp(z,t) < dp(2,V27) = 1/2 y di(y,t) < dp(z,v/22) = 1/2 =
b (60 90)) A a s (0 6(8)) = paa(t) A i) < comp(@.3) = g (5) A
’uwoqﬁ(y)( s) < comp(Z,7), 10 que es absurdo.

w1 € [V2y,27) = V2 <t <20 = y/V2<t)2 <z = d(n,t)2) < ds(y,y/V2) =
/2y dy(y.t/2) < dg(y,y/V2) = 1/2 = p 0 (o 6(t/2) A (Vo 6(1/2)) =
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pz(t/2) A pg(t/2) < comp(z,y) = “JOE(})(S) A Mw@@)(s) < comp(Z, 7), lo que es
absurdo.

w1 € (V22,V2y) = ds(t,22) < dp(\/21,22) = 1/2 = dip (1o o(t), v o p(2z)) =
dy(t,2x) = ¢(22) — ¢(t) = 1+ o(x) — &(t) = dip(¥ 0 ¢(x), 5) = 1+ o(x) — &(t) ¥
dp(t,y) < ds(V2y,y) = 1/2 = dip(y 0 6(t), ¥ 0 $y)) = ds(t.y) = () — 6(y) =
dip (¥ o ¢(y),s) = ¢(t) — @(y). Sir € [w,y], d(r,x) < 1+ () — o(t) & o(r) —
o(x) < 1+ o(x) = ¢(t) & ¢(r) < 1+2¢(x) —d(t) & r < 22°/t y d(r,y) <
o(t) — o(y) & o(y) — d(r) < o(t) — d(y) & 26(y) — o(t) < ¢(r) & y?/t <.
Pero v < 222/t & t < 21, Y/t <y & y < tey?/t < 2%t & y < 2z,
por lo que max{z,y*/t} < min{y,22*/t} = Ir € [max{x,y?/t}, min{y, 22%/t}].
Luego, dy(r,z) < di(v o ¢(x),s) < 1/2 = dig(vp o ¢(x),9 0 ¢(r)) < dipy(¥ o
$(w),5) = i (0 0(1)) = 1o (5) ¥ dy(ry) < dig 0 6(0), ) < 1/2 =
Al © B(),6 0 6(r)) < dip(¥ 0 6(1), ) = o (60 () = e (5) =
by (0 60)) A i (810 6()) = 5 (8) A st o (5) > comp(@. ), pero
esto es absurdo pues Hioita ¢($)(@/J o(r) = pz(r) y uw%)(w o ¢(r)) = py(r) =

b, (60 6(r)) A o (10 0(1)) = piz(r) A 1g(r) < comp(, 5).
Por lo tanto, comp(w/jb(/),z/z/oxqﬁ@)) = comp(Z,y) = pz(2) A pg(z) = ,uw%)(q/; o
BN A s (0 6(2)) 0

Observacion 55. z puede tomarse de manera que pz(2) = pz(2). En efecto, si pz(z) <

py(z) = pz(z) — py(z) < 0y como pz(x) — pg(x) = 1 — pg(x) = 0y pz — py es
continua, 3t € [x,z]|/ pz(t) — pz(t) = 0 = pz(t) = py(t). Ademds, como ds(t,z) <
A(2,2) = palt) = o) = () A pglt) = a2) A pig(z) = comp(E,5) = pualt) A
py(t) = comp(Z,y). Andlogamente, si pz(2) > py(2) = 3t € [2,y]/ pa(t) = py(t) =
pa(t) A pg(t) = comp(z, 7).

Lema 61. Sean S, S’ € Fuzz candnicamente intercambiables, y sea T la transcripcion

candnica de S a S'. Dados §€ S y 2 € S', se definen:
ls = \/ (T (1) (comp(5,7(3)))
l: = \/ (T (pz) " (comp(2,77(2)))

Entonces se tiene que 7(5) = Z < l; + 1z > dip (s, 2).
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Demostracion. Sea x € (1 o ¢)(s), sea y € (Y o @) Hz)/ de(z,y) = dip(s,2), ¥
supongamos sin pérdida de generalidad que x < y. Consideramos las notas musicales

difusas asociadas = e g con:
s = Lo (T77(s))

py =T, (Fz_1<,u£)>

Si 7(8) = Z, por el lema y la observaciéon anterior, 3t € [x,y]/ uz(t) = py(t) =
DU ) () 60) 1 6(0) = comp(s ) = comp( ). e, (s ) <
dig) (s, 0 d(t)) + dipy( 0 d(t), 2), T (ws)(diy (s, 0 (1)) = I (na) (dipy (s, ¥ 0 6(1))) =
D2 (42)(dg (2, ) = ia(t) = comp(, §) = comp(3, 2) = dm<s,¢ o(t)) < Is, v andlo-
gamente d(z,1 0 ¢(t)) < Iz = dp(s, z) < s+ 5.
Si en cambio 5 + I; > diy(s,2) = dg(z,y) = Iz > de(z,y) =1z, s > 0y Iz >
0 = ds(z,y) > de(z,y) — Iz = de(z,y) —1: VO < Iz ANds(z,y), luego puedo to-
mar d € [df(z,y) — Iz V 0,15 A ds(z,y)]. Si considero ¢ = 2%z, tengo que 0 < d
di(z,y) = ¢y) — é(x) = é(y/x) = 1 < 20 <yl = v <t <y, dy(tz) =
$(t/r) = 6(27) = d < Is = dig(¥ o ¢(t),s) < ls = ps(¥ o o(t)) > T (s)(ls) =
comp(3,7(3)) y dy(t,y) = dp(z,y) — ds(t,2) = dy(2,y) —d < Iz = dipy(P o d(t),2) <
I = (0 6(1) > T (us)(l2) = comp(z, 77 (2)) = ps(® 0 G(1) A (s 0 9(1)) >
comp(5,7(5)) A comp(z,771(2)) = comp(s,Z) > comp(s,7(5)) A comp(z,77(Z)). Si
comp(5,7(5)) < comp(Z,771(2)) = comp(s, 2) > comp(s,7(5)) = Z = 7(5), mien-
tras que si comp(s,7(5)) > comp(z,7 (%)) = comp(3,2) > comp(z,71(2)) = 5§ =
F1(2) = 2 = 7(5).

[

Lema 62. Sean S, S’ € Fuzzgr_, candnicamente intercambiables, y sea 7 la transcrip-

cién candnica de S a S'. Dados & € S y g e S, se definen:

Il

L= \/ (T, (2) ™" (comp(&, 7(7)))
i = \/ (T, (1))~ (comp(3, 77 (3)))
Entonces se tiene que 7(T) = § < lz + 1z > ds(z,y).

Demostracion. La demostracion es analoga a la del lema anterior. O]
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Lema 63. Sean S, S’ € Fuzz candnicamente intercambiables, y sea T la transcripcion
candnica de S a S'. Sean S = U(S), 8" = U(S") y 7 = U(%). Dado s € S, sea
v € (o) (s) ey € (Wod) L (r(s))/ dsle,y) = dig(s,
de generalidad que x <y, entonces (z,y] N (Y o @)"H(S) = [z,y) N (Y o )~ (S") = 0.

7(8)). Supongamos sin pérdida

Demostracién. Supongamos que 3t € (z,y] N (Yo @)~ (S) = Yod(t) =2 € S, y sea
€ (Yo )N (1(z))/ ds(t,r) = dis(z,7(z)). Luego, por el lema anterior tenemos las

desigualdades:
ls + lzs) 2> dipy(s,7(5)) = dy(z,y)
l: + ZT(Z) > dip(z,7(2)) = dg(t,7)
L + e < dipy(2,7(s5)) = dy(L,y)
ls + lzz) < dipy(s,7(2))

Si sumamos las primeras dos desigualdades obtenemos que df(z,y) + dg(t,r) < I3 +
lz(5) + 15+ l3(3), mientras que al sumar las dos tltimas, tenemos que Iz + Lz + 1z + 13z <
d(t,y)+dip(s,7(2)) = dy(x,y)+dp(t, 1) < ds(t,y) +dip(s,7(2)) = de(z,y)+ds(t,7)—
di(t,y) < digls,7(2)) = dylat) + dy(t,r) < dip(s,7(2)) = dy(a,r) < dig(s,7(2)) <
d¢(x,r), lo que es absurdo.

Anélogamente, si suponemos que 3t € [z,y) N (Y o ¢)71(S") = Yo d(t) = 2 € 5,
y tomamos r € (¢ o @) H(771(2))/ dy(t,r) = diy(z,77'(2)), tenemos las siguientes
desigualdades:

s+ lsgs) 2 diy(s,7(5)) = dy ()

lé“%*l(z) > dig (2,77 (2)) = dy(t,7)

Iz 4+ 15 < dipy(2,5) = dy(t, x)
(r7(2), 7(s))

l~—1(z —|—l ) < d[f

Y si sumamos tal como antes, obtenemos que dy(x, y)+ds(t,r) < ds(t,z)+di (77 (2),7(s)) =

dy(z,y)+de(t,r)—de(t,x) < dip(771(2), 7(s)) = ds(t,y)+de(t,r) < dig(77(2), 7(s)) =
ds(r,y) < dip(t71(2),7(s)) < dy(r,y), lo que es absurdo. O

Lema 64. Sean S, S’ € Fuzzr_, candnicamente intercambiables, y sea T la transcrip-
cidn candnica de S a S'. Sean S = U(S), 8" = U(S") y 7 = U(7). Dado z € S, suponga-
mos sin pérdida de generalidad que x < 7(x), entonces (z,7(x)|NS = [z, 7(x))NS" = (.
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Demostracion. La demostracion es andloga a la del lema anterior. O]

Proposicién 65. Sean S,S' € Fuzz candnicamente intercambiables tales que #S =
#5' > 1, y sea 7 la transcripcion candnica de S a S'. Entonces 3a € Ryy/ E™(7)
es la transcripcion candnica de E™(S) a E™(S') en Fuzz, on,), E™(S) y E*(S") son

canonicamente intercambiables Vn € N, y también:
O(E}(7)) = (7)

Demostracion. Sean S = U(S), &' = U(S") y 7 = U(7). Sea z € (¢ 0 ¢)"(5) =
Ypop(z)=s€ S, seay e (o) (r(s))/ de(z,y) = dip(s,7(s)), y sea a = min{z, y}.
Dado z € EI(S), df(z, EX7)(2)) < 1/2. En efecto, si ds(z, EX(7)(2)) > 1/2 =
(6 0 6(2),7(6 0 6(2)) = 1 — dy(z, EL(7)(2)), pues = € EN(S) = = € Eya(S) =
E™M(7)(2) = Eoro(7)(2) € Egrg(S') = 2%a < 2 < 2"l y 2%a < E™(7)(2) < 28a =
dy(2, By (7)(2)) < ds(28a, 2" a) = 1. Siz < EP(7)(2) = dy(z, Ef(7)(2)) = (B (T)(2))—
¢(2) = dip( o ¢(2),7(Y 0 §(2))) = 1 — ¢(E(7)(2)) + ¢(2) = ¢(2) — ¢(E;(7)(2)/2) =
di(z, E"(7)(2)/2) y E™(7)(2)/2 < 2¥a < 2. Si x < y = a = z, como sabemos que
(ER(7)(2)/2,2) 1 (60 6)1(S) = 0 = 240 = = = EN(r)(2) = 2y = dy(=, E2(7)(2)) =
ds(2%z,2%y) = dy(x,y) < 1/2, lo que es absurdo, mientras que si z > y = a = y,
lo que es absurdo pues (E*(7)(2)/2,2] N (¢ o ¢)71(S’) = 0. Anédlogamente, si z >
E()(2) = ds(z, Eg(7)(2)) = &(2) — ¢(EG(T)(2)) = dipn(¥ o ¢(2),7(¢) 0 ¢(2))) =
1= ¢(2) + ¢(EF(7)(2)) = ¢(Eg(T)(2)) — d(2/2) = dp(2/2, E3(7)(2)) v 2/2 < 2%a <
E™(1)(2). Siz <y = a=z,lo que es absurdo pues (z/2, E™(7)(z)] N (o ¢)~1(S) = 0,
mientras que si z >y = a =y, y como [2/2, E"(7)(2)) N (¢ 0 ¢)"1(S') = 0§ = 2Fy =
EM(7)(2) = 2kx = 2 = ds(z, EM(7)(2)) = ds(2Fz,2%y) = ds(z,y) < 1/2, lo que es
absurdo. Luego, ds(z, EX(7)(2)) < 1/2. - -

Por lo tanto, comp(Z, E*(7)(2)) = comp(¢) 0 ¢(2), 7(1) 0 ¢(2))) Vz € E(S) = ®(E* (7)) =
O(7). Si COEE(/Z,@)/Z_\CEIDP(%, E™(7)(Z)) con z € E(S) y w € E*(S")

= comp(¢/o\¢/(z), P o/(b(\@i)) > com%&) > comp/(@g(%)(i))

= comp(y) 0 ¢(2),7(Y 0 ¢(2))) = Yo p(w) = T(Y 0 §(2)) = Y o p(w) = T(Y 0 §(2)) =
Vo ¢(Eg(7)(2)) = w = 2"Ey(T)(2):

L Sik > 1,seas € (vod) H(S)N[EL(T)(2),2E(7)(2))/ hod(s) # hod(2) = s # .
Sis<z=sel[ENT)(2),2), pero d(z, EM(T)(2)) < 1/2 = ds(z, ElNT)(2)) =
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i 0 6(2), 7(6 0 6())) = [B2(r)(2), ) N (¥ 0 6)7(S) = b, o que es absurdo.
Luego, z < s < 2E"(7)(z). Si tomamos ¢t € (¢ 0 @) " H7(¢ 0 &(s)))/ ds(s,t) =
disj( 0 ¢(s), 7(¢ 0 ¢(s))), {,5},{w,t} € Fuzzg_, son canénicamente intercam-

biables pues:

comp(Z, 1) < comp(t) 0 6(=), 7(1) 0 6(s))) < comp(th o 6(2), 7(¢ 0 6(2))) = comp(Z, @)
comp(3, @) < comp(t) 0 6(s), 7(1) 0 6(2))) < comp(y 0 &(s), 7(¢ 0 6(s))) = comp(3
comp(Z,7) < comp(i) 0 6(2), 7(1) 0 6(s))) < comp(¥: 0 (), 7(1) 0 6(s))) = comp(3
comp(3, @) < comp(t) 0 §(s), (1) 0 6())) < comp( 0 G(=), 7(¢ 0 §(2))) = comp(Z, 1)

Se tiene entonces que s € (z,w] N {z, s}, que por el lema anterior es absurdo.

2. Sik < —1,seas € (od) " (S)N[EG(T)(2)/2, Bq(7)(2))/ ¥od(s) # od(z) = s #
2.5l s >z=s€ (2, EMN1)(2)], pero d¢(z, ED(1)(2)) < 1/2 = ds(z, EMNT)(2)) =
di( o ¢(2), (¢ 0 ¢(2))) = (2, EX1)(2)] N (¢ 0 ¢)~1(S) = 0, lo que es absurdo.
Luego, E"(7)(2)/2 < s < z. Si tomamos t € (¢ o ) (T(¢v o ¢(s)))/ dy(s,t) =
dipy (¢ o ¢(s), 7(1 0 ¢(s))), tal como en el ftem anterior {Z, 35}, {w,?} € Fuzzg_,
son candnicamente intercambiables y se tiene que s € [w, z) N {z, s}, que por el

lema anterior es absurdo.

Tenemos entonces que k = 0 = w = E*(7)(z) = @ = E™(%)(), por lo que E™(7) es la
transcripcién canénica de E7(S) a E*(S’) en Fuzz, onq). Del mismo modo, E*(77Y) es
la transcripcién canénica de E*(S") a E™(S) en Fuzz, nq), y como EM7)o EM71) =
Ep(7o77!) = En(idg) = idgy s, y andlogamente, E7(F71) o E7(7) = id g, (g, se tiene

que E™(S) y E™(S') son canénicamente intercambiables. O

Observacion 56. Esto no vale, ni siquiera para el caso n = 1, si no se pide que S

y S’ sean canénicamente intercambiables. Por ejemplo, si tomamos w = e>™/12 S =

{w, —w,w ™, —w™} vy §" = {1, —1}, tenemos los sistemas de afinacién difusos asociados
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Sy S con:

1—48t sit<1/48
0 si no
1-8t sit<1/8

0 sl no

1—16t/3 sit<3/16

I () = )
0 si no
(1 48t sit < 1/49
) 1/49 si1/49 < t < 7/24
i) =

8/49 — 24t/49  siT/24 <t <1/3

\0 si no

Si 3z € T/ pug(2) A pi(z) > 0 = pz(z) > 0y pi(z) > 0 = dy(z,w) < 1/48 y
dip(z,1) < 3/16 = dip(w,1) < dip(w,2) + dip(2,1) < 1/48 4+ 3/16 = 5/24, pero
dipj(w,1) = |5/24 — 0| = 5/24, por lo que comp(@,1) = 0. Ademss, dip(w,—1) =
15/24 — 1/2] = 7/24 = p~(w) = 1/49 = pg(w) A p~(w) = 1/49 = comp(@, —1) >
1/49 = comp(fuj) < comp(w, —Nl) Por simetria, se tiene un resultado idéntico para
w~h

dipy(—w™", e"/20) = |7/24=T/40| = 7/60 < 1/8 = p——= (e"/*°) = 1/15 y diy(1, e"/*°) =
7/40 — O] = 7/40 < 3/16 = pz(e™™/*) = 1/15 = p—= (e"™*) A pz(e"™/?0) =
1/15 = comp(jcu\*/l,i) > 1/15. Por otro lado, si 3z € T/ p—(2) A p=(z) >
1/49 = p—=(2) > 1/49y p=(z) > 1/49 =1 - 8dipy(—wt,z) > 1/49 y dipy(—1,2) <
1/49 = dg(—w™,2) < 6/49 y dipy(—1,2) < 1/49 = dipy(—w™', —1) < djpy(—w ™, 2) +
diy(z,—1) < 6/49 4+ 1/49 = 1/7, pero djpy(—w™', —1) = [1/2 — 7/24] = 5/24 > 1/7,
por lo que comp(fw\*/l, —Nl) <1/49 < 1/15 = comp(fw\*/l, —Nl) < comp(jF,T). Por
simetria, se tiene un resultado idéntico para —w.

De esto sale que existe la transcripcién difusa canénica 7 de S a S’ y esta dada por:
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S — g
w —  —1
wl — —1
ot s 1
"o o— 1

Si tomamos a € (2%, 255/24] para algiin k € Z, tenemos que E,(S)
— {2k+5/247 2k+7/247 2k+17/24’ 2k:+19/24}7 Ea(S') — {21~c—|-17 2k+1/2} y Ea(%> . a(S) N
E,(S") esta dada por:

E(S) — Eu(S)
ok+5/24 | 9k+1/2
9k+19/24 | 9k+1/2
Ok+7/24 |y 9k+1
Ok+17/24 |y Ok+1

S13t € Roo/ 77, (DA s (1) > 0= 557, (1) > 0 pgess (1) > 0 = dp (2547724, 8) <
1/8y dp(2FH1 1) < 3/16 = dp(28F7/24 2k+1) < @ (2K4T/24 1)1 (¢, 281) < 1/8+3/16 =
5/16, pero d(28+7/24 2k+1) = |1-7/24| = 17/24 > 5/16, por lo que comp(2k+7/24 2k+1) =

0 < comp(2k+7/24 2k+1/2) Por simetria, tampoco sirve tomar a € (2F19/24 2k+1]

Si tomamos a € (2k+5/24’ 2k+7/24]7 tenemos que EQ(S> — {2k+29/24’ 2k+7/247 2k+17/24’ 2k+19/24}’
E,(S") = {2k 2612} v [ (7) : E(S) = E,(S") esta dada por:
E,(S5) E,(5")

9k+29/24 9k+1/2

—_—

Qk+7/24

—_—

2k+1

-
—

2k+19/24 |y Ok+1/2
>
—

Qk+17/24 9k+1

Tal como en el caso anterior, tenemos que comp(2k+7/24 2k+1) = () < comp(2k+7/24 2k+1/2),

Por simetria, tampoco sirve tomar a € (2F+17/24 2k+19/24],

Si tomamos a € (25+7/24 26+1/2] tenemos que F,(S) = {2k+29/24 9k+31/24 ok+17/24 9k+19/24)

E,(S') = {2k 2612} v [ (7) : E,(S) = E,(S") esta dada por:
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B(8) — B(9)
Ok+29/24 _y  Qk+1/2
Ok+19/24 |y 9k+1/2
QRS2 gk
Ok+17/24 |y Ok+1

Si Jt € Ruo/ uzk:%v/m(t) A u2m2(t) >0 = uzkm%(t) >0y u2m2(t) >0 =
df(2k+29/24,t) < 1/48 y df(2k+1/27t) < 1/3 = df(2k+29/24’2k+1/2) < df(2k+29/24,t) +
dp(t, 2871/2) < 1/484+1/3 = 17/48, pero d(2k+29/24 2k+1/2) = |1/2 — 29 /24| = 17/24 >
17/48, por lo que comp(2k/:2§//24, 2/’“:/1/2) =0< comp(2m4, 2/’;/“) Por simetria, tam-

poco sirve tomar a € (28+1/2 2k+17/24]



Apéndice A

Comparacion de diversos sistemas

de afinacion

Aqui tomamos una serie de sistemas de afinacién tomados de [2] y los comparamos

entre ellos.

A.1. Notacion

Dado un sistema de afinacion S que respeta la octava, es decir, un subconjunto finito
no vacfo de T, como ¥o¢ es sobreyectiva, este puede expresarse como S = {o¢(f;) }_,,
donde f1,..., f, € Ry son frecuencias representantes del sistema de afinacion. Si toma-
mos una frecuencia cualquiera f; con 1 < k < n, y definimos r; = f;/ fi, podemos rees-
cribir S = {¢o¢(r; fx) -1, de manera que S estd determinado por fi,71,...,7, € Ry,
donde r, = 1. La forma usual de dar un sistema de afinacion es dar, en una forma u otra,
la lista de razones rq,...,7,, por lo que al elegir f; el sistema queda determinado. En lo
que sigue se asume que fp = 1 para todos los sistemas de afinacion, es decir que todos
los sistemas de afinacién tienen una nota en comun y tomamos unidades de frecuen-
cia de manera que esa nota valga 1 (se dividen todas las frecuencias por la frecuencia
de esa nota). Esto no altera el andlisis previo, pues dy(x,y) = |logy(z) — logy(y)| =

[ logy () — logy(fi) — logy(y) + logy (fi)| = [loga(x/ fr) — loga(y/ fi)| = dyp(z/ fr,y/ f)-

Esto sera asi, con la tunica excepcion de la afinacién de la gaita escocesa, donde se

85
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asumird que la nota marcada como A tiene valor 25/,
Directamente en esta forma, da Benson los temperamentos super justos y la Escala
Sruti, por lo que aqui también los damos asi. Para los otros temperamentos, Benson

combina la notacién de Eitz con una notaciéon usualmente atribuida a Hugo Riemann.

A.1.1. Notacion de Eitz

La notacion de Eitz puede definirse asignando las siguientes razones a las siguientes
letradl}

F C G D A E B
(3/2)7" | (3/2)" | (3/2)' | (3/2)* | (3/2)° | (3/2)* | (3/2)”

Ademas, se tienen las siguientes razones asignadas a los siguientes simbolos:

i b
(3/2)7 | (3/2)77

Las razones a representar se escriben entonces como una letra sola, una letra seguida

de uno o varios #, o una letra seguida de uno o varios b. Con los simbolos que definimos
hasta ahora, podemos representar cualquier razén del tipo (3/2)" con n € Z. Por
ejemplo, Fb, Cb, Gb, Db, Ab, Eb, Bb representan las razones de este tipo con —8 < n <
=2, I't,Ct, G, Dif, A, E, Bf representan las razones de este tipo con 6 < n < 12,
Fbb, Cbb, Gbb, Dbb, Abb, Ebb, Bbb representan las razones de este tipo con —15 < n < -9,
etc.

Para representar temperamentos justos, es necesario incluir de alguna forma la razon
5/4E] Esto se logra agregando un exponente m € Z que indica multiplicar el valor
obtenido por (81/80)™F] Si consideramos que (3/2)*(81/80)~* = 80/16 = 5 y que
por equivalencia de octava 5 ~ 5/4, la razén 5/4 queda incorporada: por ejemplo,
E~! representa la razén (3/2)%(81/80)"! = 5. Si ademds se permite que m € R no

sea necesariamente entero, la notacién resulta muy 1til para describir temperamentos

Ta razén 3/2 se conoce como el intervalo de quinta.
2La razén 5/4 se conoce como el intervalo de tercera mayor.
3La razén 81/80 se conoce como la coma sintdnica.
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mesotonicos e irregulares. Entre estos tultimos, a veces aparece en el exponente una p,
que tiene valor logg s5(531441/524288 )

A.1.2. Notacion de Riemann

C es un R-espacio vectorial. Ademaés, si a + bi = 0 con a,b € R = a = —bi, si
b#0= —a/b=1i= (a/b)? = —1, lo que es absurdo, por lo que b = 0 = a = 0, es de-
cir, {1,4} es base de C. Alternativamente, si consideramos a+be™? = 0 con a,b € R =
a+beos(m/3) + bsin(n/3)i = 0 = a + beos(n/3) = bsin(n/3) =0=b=0=a =0,
por lo que {1,e™/3} también es base.

Tenemos entonces bien definida p : C — Rsg, p(a + be™3) = (3/2)%(5/4)%, v p
resulta sobreyectiva pues p(logs (7)) = @ Vo € Rso. Si restringimos p al reticu-
lado de combinaciones enteras de 1 y €™/3, tenemos que p| (1,e7i/3), €S Inyectiva: si
(3/2)2(5/4)° = (3/2)¢(5/4)¢ con a,b,c,d € Z, tenemos que 274203950 = 27¢~2d3e5d =
gct2d—a=2bza—cgb=d — 1 v por el teorema fundamental de la aritmética, se tiene entonces
quea—c=b—d=0=a=cyb=d.

p en general no es inyectiva, pues (3/2)%4(5/4) = z < aln(3/2) + bIn(5/4) = In(z) &
b= (In(z)—aln(3/2))/In(5/4), es decir, la preimagen de z € R es la recta {a+(In(z)—
aln(3/2))e™3/In(5/4) : a € R}. Mas ain, por equivalencia de octavas, f; ~ 2'f; por
lo que se podria tener en lugar de r;, 2lrj y se estaria describiendo el mismo sistema de
afinacion.

La notacién de Riemann consiste en ubicar las razones que componen el sistema de
afinacién en lugares correspondientes, cercanos a los que le corresponden al reticulado
(1,e™/3)5. Esto es porque dado z € C, las frecuencias que representa el tridngulo z,
z+ €™/3 y 2 + 1 forman lo que se conoce como triada mayor (estdn en razén 4:5:6),
mientras que las frecuencias que representa el tridngulo z, z + e ™/3 y 2 + 1 forman lo
que se conoce como triada menor (estdn en razén 10:12:15), ambas de importancia en
teoria musical. Cuando se describe un temperamento justo, a cada una de las razones

que componen el sistema de afinacién se le suele asignar el tinico lugar que le correspon-

de en el reticulado (1,e™/3);, mientras que cuando se describen otros temperamentos,

4La razon 531441 /524288 se conoce como la coma pitagdrica, es decir, la p en el exponente reemplaza

la coma sinténica por la coma pitagérica.
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a algunas notas se le asignan dos lugares para mostrar la "espiralidad” del sistema de

afinacion.

A.1.3. Notaciéon para sistemas de afinacién que no respetan la

octava

La escalas de Wendy Carlos se presentan como subgrupos de (R, -). Para las escalas
de Bohlen-Pierce (que abreviaremos BP), se modifica la notacién de Eitz y la notacién
de Riemman. El primer detalle a tener en cuenta es que las escalas BP se construyen
aceptando no la equivalencia de octava, sino la equivalencia de BP-tritava: se considera
que f ~3f Vf € Ryy. La version BP de la notacién de Eitz puede definirse asignando

las siguientes razones a las siguientes letrag’}

D B J G E C A H F
(7/3)7> | (7/3)= | (7/3)7° | (7/3)7 | (7/3)7" | (7/3)° | (7/3)" | (7/3)* | (7/3)°
Ademas, se tienen las siguientes razones asignadas a los siguientes simboloﬁ

i b
(7/3)7° | (7/3)°

Para representar temperamentos BP-justos, es necesario incluir de alguna forma la

razén 5/ 3[] Esto se logra agregando un exponente m € Z que indica multiplicar el valor
obtenido por (245/243)™F| Si consideramos que (7/3)7%(245/243)' = 5/27 y que por
equivalencia de BP-tritava 5/27 ~ 5/3, la razoén 5/3 queda incorporada: por ejemplo,
G representa la razén (7/3)7%(245/243)! = 5/27.

Tal como antes, tenemos bien definida ¢ : C — Ryg, ((a + be™3) = (7/3)%(5/3)" y
ademds tenemos que (| .ri/s), es inyectiva: si (7/3)*(5/3)" = (7/3)¢(5/3)* con a, b, ¢, d €

®La razén 7/3 se conoce como el intervalo de BP-décima.
6Aqui hay una diferencia con lo anteriormente visto pues (7/3)° ~ 79/3¢ vy como log,(7°/316) ~

—0,06 = |log4(7?/3¢)] < 1/2, se considera que el efecto de multiplicar por (7/3)? es bajar un poco
el tono en consideracién. Anteriormente, se tenfa que (3/2)7 ~ 37/2!, y como log,(37/21) ~ 0,09 =
|log, (37/21)| < 1/2, se considera que el efecto de multiplicar por (3/2)7 es subir un poco el tono en

consideracién.
"La razén 5/3 se conoce como el intervalo de BP-sexta mayor.
8La razén 245/243 se conoce como la BP-diesis menor.
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Z, tenemos que 3~¢707e50 = 3-emdyend = getd-a—bya—cpb-d — 1y por el teorema
fundamental de la aritmética, se tiene entonces que a —c=b—d=0=a=cy b=d.
¢ en general no es inyectiva, pues (7/3)%(5/3)" = z < aln(7/3) + bIn(5/3) = In(x) &
b = (In(x) —aln(7/3))/1In(5/3), es decir, la preimagen de z € R-( es la recta {a +
(In(z) — aln(7/3))e™3/1n(5/3) : a € R}. Mas atin, por equivalencia de BP-tritavas,
fi ~ 3'f; por lo que se podria tener en lugar de r;, 3'r; y se estarfa describiendo el
mismo sistema de afinacion.

La versién BP de la notaciéon de Riemann también consiste en ubicar las razones que
componen el sistema de afinacién en lugares correspondientes, cercanos a los que le
corresponden al reticulado (1,e™/3);. Dado z € C, las frecuencias que representa el

/3 y 241 forman una BP-triada mayor (estdn en razén 3:5:7), mientras

—7i/3

triangulo z, z+e
que las frecuencias que representa el triangulo z, z + e y z + 1 forman una BP-
triada menor (estdn en razén 15:21:35). Cuando describamos un temperamento justo,
a cada una de las razones que componen el sistema de afinacién le asignaremos el unico
lugar que le corresponde en el reticulado (1,e™/3)z, mientras que cuando describamos
las afinaciones pitagoricas, a algunas notas le asignaremos dos lugares para mostrar la

"espiralidad” del sistema de afinacion.

A.2. Lectura de tablas

Las tablas presentadas tienen como filas y columnas distintos sistemas de afinacion.
Dados S y S’ dos sistemas de afinacion que respetan la octava, si existe la transcripcion
canénica 7: S = S, (1) = 1 — 2méx.cs djp(2,7(2)) = 1 — 2max.cs djp (2, S"). Como
vemos, este nimero puede calcularse sin la necesidad de que exista 7: la celda con fila
S y columna S’ contiene este nimero.

Para extender la definicién de este nuimero a sistemas de afinacién que no respetan la

octava, necesitamos la siguiente proposicion.

Proposicion 66. Sean S y S’ dos sistemas de afinacion que respetan la octava, y sea
[0, 400) — [0,1] definida como:
1—4t sit<1/4

u(t) =
0 St no
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Se tiene entonces que:

\/ comp(Z,y) =1 —2dj(¢ o ¢(x), ") Vo € (¢ o) H(S)
Y€ (o) ~1(S")

donde pz = Ty () Vr € Reg.

Demostracion. Dados z € (o) 1(S) ey € (o) H(S") = comp(Z,§) = p(ds(z,y)/2).
Sidp(x,y) < 1/2 = d(x,y)/2 < 1/4 = comp(Z,9) = 1 — 2dg(x,y) = 1 — 2dg (2 o
¢(x),¥ 0 ¢(y)), y como dipy(¢ 0 ¢(z), ¥ 0 ¢(y)) = dipy(¥ 0 ¢(x), ') = 1 — 2djp(¥ o
o(x), Yop(y)) < 1=2dip(vodp(x),S") = comp(Z, ) < 1—-2ds(op(x),S). Sien cambio
de(z,y) > 1/2 = ds(x,y)/2 > 1/4 = comp(z,y) = 0 < 1-2d5(og(x),S"), por lo que
Vye(wos)-1(sry cOmP(T, §) < 1—2d(p(Yod(x),5). Sea z € §'/ diy (o d(x), 2) = djpy (o
¢(x),5"), y sea y € (Yo ¢)"'(2)/ dy(w,y) = dip(¢ o ¢(x),2) < 1/2 = comp(Z,7)
plds(2,9)/2) = 1 = 2ds(z,y) = 1 = 2dip (¥ 0 §(2),5") = 1 = 2d5(¢ © ¢(x),5") <
Vyewos)-1(s) OmP(Z, §)- -

Luego, dado b > 2a > 0, E,(S) C (¢ o ¢)71(S) Na,b] C (o ¢)71(S) = vo
H(Ea(S)) S vod((Yod) ™ (S)Nla,b]) C vod((dod)™'(S)) €S = pod((og)~(S)N
[a,b]) = S, y por lo tanto:

/\ \/ comp(z,y) =1— Qmésx dip(z,5")
zZe
z€ (o) ~1(S)N[a,b] y&(hop)~1(S”)

lo que sugiere pensar los sistemas de afinacién como ternas (7,7,s)/ T C Ry es un

subconjunto no vacio y r < s. El nimero en la celda de fila (7,7, s) y columna (R, p, q)

/\ \/ comp(z, J)

z€TN[r,s] yeR

sera:

Usaremos el rango [27%,25] para todos los sistemas de afinacién. Si S es el conjunto
de frecuencias que aqui se presentan asociadas a un sistema de afinacién, el sistema de

afinacion es de la formas

» (S-(2),274 25), si se trata de un sistema de afinacién que respeta la octava.
» (5,271 25) si se trata de una de las escalas de Wendy Carlos.

» (S (3),271 25), si se trata de una de las escalas de Bohlen-Pierce.
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A.3. Sistemas de afinacion que respetan la octava

A.3.1. Afinacion Pitagorica

Escala Clasica (P)

E° B°
Y G° D° A° E°
F° cY
Escala Extendida (P&)
E° B Fio CtY G0
0 GY D° A° E°
EbY BbY F° Y
A.3.2. Temperamentos Justos
Escala Clasica (J)
A—l E—l B—l
FO CO GO DO
Monocordio de Ramis (JRa)
D! Al £ B Rt
AbO Eb° BbO F° C° G°
Monocordio de Erlangen (JEr)
E—l
Gh° Dby° Ap° Eb° BbhO FY Y
EbhH! BbhH
Monocordio de Erlangen, Revisado (JER)
E—l B—l Fﬂ_l Oﬁ_l
Eb° BbO F° P G° D° A°

GO

Gt
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Monocordio de Fogliano No. 1 (JF;)
Fﬁ_z C«ﬁ—2 ij_2
D! A? B! B!
BhO FO o8 G°

Monocordio de Fogliano No. 2 (J.F3)
Fy? g Gi™?
AL E-! B!
FY Y G° D°
Ebtl BpT!

Monocordio de Agricola (J.A)

Fy! cy Gy Dyt
BY? F° c? GY D° A° EY BY
Monocordio de De Caus (JDC)
Fy? cy? Gy Dg?
D! Al E-! B!
BbHO FO c? G°

Monocordio de Kepler No. 1 (JKe;)
E—l B—l FH—I Cﬂ_l Gﬁ_l
FO CO GO DO AO
Eh+l Bh+1

Monocordio de Kepler No. 2 (JKey)

Efl Bfl Fjjfl Cﬁfl
FY c? GY DY A°
Aptt Ebtt Bh+t
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Afinacién de Espineta de Mersenne No. 1 (JME)

D! At E-1 B!
Bb? F° Y GY
Gh*! Dbt ApTt Ebtt

Afinacién de Espineta de Mersenne No. 2 (JME5)

Py Cy? Gy Dg?
A E! B!
B F° o GO DO

Afinacién de Laud de Mersenne No. 1 (JML)

D1 At E-1 B!
FO CO GO
Ghtt Dbt ATt Ebtt Bht!

Afinacién de Laid de Mersenne No. 2 (JML5)

At E-1 B!
FO CO GO DO
Gb-ﬁ-l Db+l Ab'H Eb'H Bb+1

Monocordio de Marpurg No. 1 (J Mar;)

Cf2 G2
A E! B! gt
ja co GO D°
Ebtt Bhtt

93
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Monocordio de Marpurg No. Eﬂ (J Mars)

CHfQ Gﬁ*Z
E! B! Fi!
Bb? F° ox GY DO A°
Eb—i—l

Monocordio de Marpurg No. 4 (JMar,)

Py cy? Gi~?
Dfl Afl Efl Bfl
F° c? G°
Ebtt Bhtt

Monocordio de Malcolm (J Mal)
A E B! Fi!
BbhY F° Y GY D°
Dp*! ApTt Ebtt

Monocordio de Euler (JE&u)
Cp2 G2 D2 Af~2
A E B i
F° P G° DY

Monocordio de Montvallon (J.Mo)
A—l E—l B—l F]j_l C]j_l Gﬂ_l

Bb? F° cY GY D°
Ebtt

9Segiin [2], el monocordio de Marpurg No. 2 es el mismo que el monocordio de Kepler.
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Monocordio de Romieu (JRom)

Cp2 G2
A7t E~! B! Fgt
BbY F° c? GY D°
FEhHl
Kirnberger I (JKi)"
At E~! B!
Dy° Ap° Eb° Bb? F° Y GY

Monocordio de Rousseau (JRou)
Fﬂ_2 Cﬂ‘Q
A—l E—l B—l
FO OO GO DO
Ab+1 Eb+1 Bb+1

Escala Sruti (JS)

95

1:1, 256:243, 16:15, 10:9, 9:8, 32:27, 6:5, 5:4, 81:64, 4:3, 27:20, 45:32, 729:512, 3:2,

128:81, 8:5, 5:3, 27:16, 16:9, 9:5, 15:8, 243:128, (2:1)

A.3.3. Temperamentos Mesotoénicos

Escala Clasica (M)
B! B
o G Dz Ai E!
Fti o

0Este es el tinico temperamento justo de Kirnberger.
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Temperamento Mesoténico de Aaron (M.A)

E-1 B~i
ol G-
Ab+1 Eb+i

N
T
i

=
N[
7

Bh+s Fi

Monocordio de Gibelius para Temperamento Mesoténico (MG)
Gt Dy
E-! B~
O G~
Apt Eb*s

: Ft=3 Ct 1 G2

=
S
e
=
Y
9

Bb*z Fti co

Temperamento Mesoténico de a-coma (M,,)

Los valores més usuales de a son 1/7, 1/6, 1/5, 2/9, 1/4,2/7 y 1/3.

E—4a B—5a
(o G
Eb+3a Bb+2a

Fﬁ_GO‘ Cﬂ_%‘ Gﬁ_sa
D72a A73o< E74a
F+a CO

A.3.4. Temperamentos Irregulares (7)

Temperamento Mesotonico Mejorado de Mersenne No. 1 (I./\/le)E
EP Bir

o G- D-s?
Eptar Bhtar

Fi=ar Cpir G
A-ip EP

Frar o

Temperamento de Bendeler No. 1 (ZBe;)

Ft? CHP Gy

Eb° Bb°

HUEste es el tnico temperamento irregular de Mersenne.
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Temperamento de Bendeler No. 2 (ZBe,)
E-3p BiP Fi=ip cyr G
0 G3? D3P A3 E-3p
EbO Bb? FY Y

Temperamento de Bendeler No. 3 (ZBe;)
B3P B~ Ftiv Cy-ir Gy~ iv
Y G-ip D3P A—3P E-3P
EbO Bb? F° o

Werckmeister I (Z2W;)

E-iar B~iP Fi? Cctr Gt
o G~ar D3P A-ir ot
B B Fo o

Werckmeister IV (ZW;y)

B3P B FtP Cy-iv Gy~ i»
Y GsP D3P A-3p E-3p
EbO Bbtar FO o

Werckmeister V (ZWy)

Eap BzP F2? Ctiv Gt
o el DO A-iP F3P
Eb—s—%p Bb-i—ip Frip ol

Temperamento Circulante de Neidhardt No. 1 “fiir ein Dorf” (ZN;)

B3P B~ Ft v Cyer Gy~ev
Y G-op D3P A—3P E-3p
Eb° B Fo o

2Werckmeister I es J y Werckmeister 11 es M.
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Temperamento Circulante de Neidhardt No. 2 “fiir eine kleine Stadt” (ZN5)

E-a Bz Fyse cyr Gyer

Ebh+ep Bbter Ftisp ol

Temperamento Circulante de Neidhardt No. 3 “fiir eine grosse Stadt” (ZN3)
E~13P B3P Fy-3p Ccy-ir Gi—er
CY G-op D3P A-3P 1P
Ebts? By+iap Fo o

Kirnberger II (ZK;;)

E-1 B! Fi1
o GO DO A3 E-1
Ab© Eh° BhHO FO ol
Db0 AbO

Kirnberger II1 (ZK ;)

E—l B—l Fﬂ_l
co G i D2 A-i E!
AbY Eb° Bh° F° o
DbY ApY

Temperamento de :-coma de Lambert (ZL)

B B Fto» Cyv Gy~
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Temperamento I de Marpurg (IMa)E

E-sP B-s? Fiar Cysr
CO GU DO AO
Ebtsp Bhtsp FHip ol
Temperamento de ¢-coma de Barca (ZBa)
E5 B~s Pyt cy!
0 G % D3 A3
EbO BbhO FY Y
Temperamento de Young No. 1 (Z))
Ei Bé Fi 12 Ct
co G5 D5 Ais
Eb*s Bb*s Fis o

Temperamento de i-coma de Vallotti y Youn (ZvY)

L
E&p BaP P

o G oP D3P AP
B B FO

Reconstrucciéon de Bach de Kelletat (ZBKt)

E-¢p BP Fyp
Co G~ 1P D3P A-TaP
EbHO BbHO F°

Reconstrucciéon de Bach de Kellner (ZBKr)

E-5P B3P F
ol G~5P D—&p A-3p
EbO Bh° jal

13Este es el tinico temperamento irregular de Marpurg.
4Este es el temperamento de Young No. 2.

Ctr

CO
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Reconstrucciéon de Bach de Barnes (Z55)

B3 B Fyer Cf? Gy
c° Gov D3 AbP B3
Ep° By F° o

Reconstrucciéon de Bach de Lehman (ZBL)
E-5P B~sP Fse Cyar Gy~ir
CY G~oP D3P A—3P -3
Ebtep Bh+iap F+ep o
A.3.5. Temperamento Igual de n Tonos (&)

Los valores mas usuales de n son 12, 19, 24, 31, 43 y 53.

E,={2/":0<j<n}

A.3.6. Temperamentos Super Justos (S)
Temperamento Super Justo de Harry Partch (SPa)

1:1, 81:80, 33:32, 21:20, 16:15, 12:11, 11:10, 10:9, 9:8, 8:7, 7:6, 32:27, 6:5, 11:9, 5:4,
14:11, 9:7, 21:16, 4:3, 27:20, 11:8, 7:5, 10:7, 16:11, 40:27, 3:2, 32:21, 14:9, 11:7, 8:5, 18:11,
5:3, 27:16, 12:7, 7:4, 16:9, 9:5, 20:11, 11:6, 15:8, 40:21, 64:33, 160:81, (2:1)

Escala Lii (S£)

1:1, 18:17, 9:8, 6:5, 54:43, 4:3, 27:19, 3:2, 27:17, 27:16, 9:5, 36:19, (2:1)

Afinacién de la Gaita Escocesa (S€)

(7:8), 1:1 (A), 9:8, 5:4, 4:3, 3:2, 5:3, 7:4, (2:1)

Temperamento Super Justo de Wendy Carlos (SCa)

1:1, 17:16, 9:8, 6:5, 5:4, 4:3, 11:8, 3:2, 13:8, 5:3, 7:4, 15:8, (2:1)
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Escala Harmoénica de Wendy Carlos (SCaH)

1:1, 17:16, 9:8, 19:16, 5:4, 21:16, 11:8, 3:2, 13:8, 27:16, 7:4, 15:8, (2:1)

Temperamento Super Justo de Lou Harrison (SHL)

1:1, 16:15, 10:9, 8:7, 7:6, 6:5, 5:4, 4:3, 17:12, 3:2, 8:5, 5:3, 12:7, 7:4, 9:5, 15:8, (2:1)

Temperamento Super Justo de Wilfrid Perret (SPe)

1:1, 21:20, 35:32, 9:8, 7:6, 6:5, 5:4, 21:16, 4:3, 7:5, 35:24, 3:2, 63:40, 8:5, 5:3, 7:4, 9:5,
15:8, 63:32, (2:1)

Temperamento Super Justo de John Chalmers (SCh)

1:1, 21:20, 16:15, 9:8, 7:6, 6:5, 5:4, 21:16, 4:3, 7:5, 35:24, 3:2, 63:40, 8:5, 5:3, 7:4, 9:5,
28:15, 63:32, (2:1)

Temperamento Super Justo de Michael Harrison (SHM)

1:1, 28:27, 135:128, 16:15, 243:224, 9:8, 8:7, 7:6, 32:27, 6:5, 135:112, 5:4, 81:64, 9:7,
21:16, 4:3, 112:81, 45:32, 64:45, 81:56, 3:2, 32:21, 14:9, 128:81, 8:5, 224:135, 5:3, 27:16,
12:7, 7:4, 16:9, 15:8, 243:128, 27:14, (2:1)

Werckmeister VI (SWy )

1:1, 196:186, 196:176, 196:165, 196:156, 4:3, 196:139, 196:131, 196:124, 196:117,
196:110, 196:104, (2:1)
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A.4. Sistemas de afinacion que no respetan la octa-

va

A.4.1. Las Escalas de Wendy Carlos (C)

Escala o de Carlos (C,)

. — <¢_1 (910g2(3/2) +9521_0|_g;§51422+ 4log2(6/5))>

Escala o' de Carlos (C.)

/1 (910g,y(3/2) + 5log,(5/4) 4 41og,(6/5)
Cor = <¢ < 2(9% 4 5%+ 42) >>

Escala § de Carlos (Cp)

¢, — < o (11 log,(3/2) + 6logy(5/4) + 5log2(6/5)>>

112 4 6% + 52

Escala ' de Carlos (Cs)

oo { o1 (15108a(7/4) + 1110gy(3/2) + 6logy(5/4) + 5log2(6/5)>>
7=\ 152 4+ 112 + 62 + 52

Escala vy de Carlos (C,)

¢ = (s 2010g2(3/2)+1110g2(5/4)+910g2(6/5))>
T 202 + 112 + 92
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A.4.2. Las Escalas de Bohlen-Pierce (B)
Escala BP-Pitagoérica Clasica (BP)

DO BY JY
JO GO EO
EO CO AO HO
HO FO

Escala BP-Pitagérica Extendida (BPE)

Fio D" B° Jo
JO GO E°

E° Co A0 e
H° FO Db°

Db B JbY

Escala BP-Justa Clasica (BJ)
D+2 B+2
Jti G+
E° o A°
H1 Ft

Escala BP-Justa Extendida (BJE)

Fﬁ+2 D2 B2
Jti Gt
E° c? A°
H! F1
Db By~? Jh?

Escala BP-Igual (B¢)

BE ={3/¥:0<j <13}

103
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A.5. Tablas de comparacion

P PE J | JRa| JEr | TER | TF1 | TFs
P 1 1 0,964 | 0,964 | 0,964 | 0,964 | 0,964 | 0,964
PE | 0,85 1 0,846 | 0,961 | 0,961 | 0,964 | 0,928 | 0,928
J 10,964 | 0,964 1 0,964 | 0,967 | 0,964 | 0,964 1
JRa | 0,846 | 0,961 | 0,846 1 0,967 | 0,964 | 0,964 | 0,964
JEr | 0,85 | 0,961 | 0,846 | 0,967 1 0,997 | 0,964 | 0,964
JER | 0,846 | 0,964 | 0,846 | 0,964 | 0,997 1 0,964 | 0,964
JFi1 ]0,846 | 0,928 | 0,846 | 0,964 | 0,964 | 0,964 1 0,964
JF2 | 0,846 | 0,928 | 0,882 | 0,964 | 0,964 | 0,964 | 0,964 1

P PE J | JRa | JEr | TER | TF1 | TFo
JA | 0,846 | 0,964 | 0,846 | 0,964 | 0,964 | 0,964 | 0,964 | 0,964
JDC | 0,85 | 0,928 | 0,846 | 0,964 | 0,967 | 0,964 | 0,932 | 0,932
JKe, 10,846 | 0,064 | 0,846 | 0,964 | 0,964 | 0,964 | 0,964 | 0,964
JKes | 0,846 | 0,964 | 0,846 | 0,964 | 0,964 | 0,964 | 0,932 | 0,932
JME, | 0,846 | 0,964 | 0,846 | 0,964 | 0,964 | 0,964 | 0,932 | 0,932
TMEs | 0,85 | 0,928 | 0,846 | 0,964 | 0,967 | 0,964 | 0,932 | 0,932
JML; | 0,846 | 0,964 | 0,846 | 0,964 | 0,964 | 0,964 | 0,932 | 0,932
JTMLsy | 0,846 | 0,964 | 0,846 | 0,964 | 0,964 | 0,964 | 0,932 | 0,932
JMar, | 0,846 | 0,028 | 0,846 | 0,964 | 0,964 | 0,964 | 0,964 | 0,964

P PE J | JRa| Jér | TER | TF1 | TFs
JMars | 0,846 | 0,928 | 0,846 | 0,964 | 0,964 | 0,964 | 0,964 | 0,964
JMary | 0,846 | 0,928 | 0,882 | 0,964 | 0,964 | 0,964 | 0,964 | 0,964
JMal | 0,846 | 0,964 | 0,846 | 0,964 | 0,964 | 0,964 | 0,932 | 0,932
JEu | 0,846 | 0,928 | 0,846 | 0,964 | 0,967 | 0,964 | 0,932 | 0,932
JMo | 0,846 | 0,964 | 0,846 | 0,964 | 0,964 | 0,964 | 0,964 | 0,964
JRom | 0,846 | 0,928 | 0,846 | 0,964 | 0,964 | 0,964 | 0,964 | 0,964
JKi | 0,846 | 0,961 | 0,846 | 0,964 | 0,967 | 0,964 | 0,964 | 0,964
JRou | 0,846 | 0,928 | 0,882 | 0,964 | 0,964 | 0,964 | 0,932 | 0,932
JS 0,846 | 0,961 | 0,846 | 0,964 | 0,961 | 0,964 | 0,928 | 0,928
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P

PE

J

JRa

JEr

JER

JF1

T F2

0,955

0,955

0,982

0,982

0,976

0,973

0,982

0,982

MA

0,832

0,937

0,864

0,964

0,964

0,967

0,932

0,932

MG

0,832

0,928

0,864

0,958

0,958

0,958

0,923

0,923

M7

0,834

0,959

0,841

0,974

0,985

0,985

0,959

0,959

Mg

0,832

0,952

0,846

0,976

0,982

0,982

0,964

0,964

Mis

0,832

0,943

0,854

0,978

0,978

0,978

0,971

0,971

Moy

0,834

0,936

0,858

0,975

0,975

0,972

0,976

0,976

My

0,832

0,928

0,864

0,967

0,967

0,964

0,982

0,982

M7

0,831

0,918

0,867

0,957

0,957

0,954

0,98

0,98

M3

0,834

0,906

0,87

0,944

0,944

0,94

0,976

0,976

PE

JRa

JEr

JER

JF1

JF

IMe

0,84

0,922

0,856

0,961

0,961

0,958

0,974

0,974

IBel

0,85

0,961

0,846

0,987

0,977

0,974

0,964

0,964

IB€2

0,837

0,961

0,837

0,977

0,977

0,974

0,954

0,954

IBeg

0,84

0,971

0,84

0,084

0,084

0,98

0,958

0,958

IWIII

0,85

0,961

0,846

0,084

0,974

0,971

0,964

0,964

IWv

0,837

0,948

0,85

0,977

0,977

0,974

0,964

0,964

IWy

0,83

0,961

0,83

0,964

0,98

0,984

0,948

0,948

IN,

0,843

0,967

0,843

0,977

0,984

0,98

0,961

0,961

IN,

0,837

0,967

0,837

0,977

0,984

0,98

0,954

0,954

IN;

0,837

0,967

0,837

0,977

0,984

0,98

0,954

0,954
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P PE J |JRa| JEr | TER | TF1 | TFe
Ky | 0,846 | 0,961 | 0,846 | 0,964 | 0,985 | 0,982 | 0,964 | 0,964
TK;r | 0,846 | 0,961 | 0,846 | 0,082 | 0,976 | 0,973 | 0,964 | 0,964
IL 0,844 | 0,966 | 0,844 | 0,975 | 0,986 | 0,983 | 0,962 | 0,962
IMa | 0,837 | 0,974 | 0,837 | 0,964 | 0,074 | 0,977 | 0,941 | 0,941
ZBa | 0,846 | 0,964 | 0,846 | 0,976 | 0,985 | 0,982 | 0,964 | 0,964
7Y 10,843 | 0,967 | 0,843 | 0,978 | 0,983 | 0,98 | 0,961 | 0,961
VY | 0,85 | 0,961 | 0,846 | 0,977 | 0,984 | 0,98 | 0,964 | 0,964
IBKt | 0,85 | 0,961 | 0,846 | 0,977 | 0,98 | 0,977 | 0,964 | 0,964
IBKr | 0,85 | 0,961 | 0,846 | 0,98 | 0,98 | 0,977 | 0,964 | 0,964
IBB | 0,843 | 0,961 | 0,843 | 0,977 | 0,984 | 0,98 | 0,961 | 0,961
IBL | 0,837 | 0,971 | 0,837 | 0,977 | 0,984 | 0,98 | 0,954 | 0,954

P PE J | JRa| JEr | TER | TF:1 | TF2
12| 0,83 10,974 | 0,83 | 0,971 | 0,977 | 0,977 | 0,948 | 0,948
&9 10,835 | 0,907 | 0,87 | 0,907 | 0,907 | 0,907 | 0,895 | 0,895
€1 083 10007 | 083 [ 0913 ] 091 | 0907 | 0,801 | 0,801
£, 10832 091 | 0854|0017 | 0,013 | 091 | 0,916 | 0,916
€4 | 0832 ] 0,007 | 0,846 | 0,007 | 0,007 | 0,907 | 0,893 | 0,893
€55 | 0,848 | 0,024 | 0,847 | 0,024 | 0,924 | 0,924 | 0,839 | 0,889

P PE J | IJRa | JEr | TER | TF1 | TFo
SPa | 0,846 | 0,911 | 0,846 | 0,911 | 0,911 | 0,911 | 0,911 | 0,911
SL | 0,835 | 0,964 | 0,835 | 0,964 | 0,964 | 0,964 | 0,934 | 0,034
SE 10,843 10,922 | 0,853 | 0,961 | 0,961 | 0,958 | 0,971 | 0,971
SCa |0,835 | 0,911 | 0,835 | 0,927 | 0,919 | 0,923 | 0,927 | 0,919
SCaM | 0,835 | 0,011 | 0,835 | 0,027 | 0,919 | 0,923 | 0,927 | 0,919
SHL | 0,835 | 0,955 | 0,835 | 0,919 | 0,951 | 0,955 | 0,919 | 0,919
SPe | 0,846 | 0,931 | 0,859 | 0,919 | 0,919 | 0,919 | 0,919 | 0,919
SCh | 0,846 | 0,931 | 0,846 | 0,919 | 0,919 | 0,919 | 0,919 | 0,919
SHM | 0,846 | 0,915 | 0,846 | 0,919 | 0,915 | 0,919 | 0,895 | 0,895
SWyr | 0,839 | 0,962 | 0,839 | 0,985 | 0,974 | 0,971 | 0,956 | 0,956
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P | PE| T |JRa| JEr |TER | TFi | TFe
Co | 0,84 | 0,912 0,836 | 0,914 | 0,913 | 0,915 | 0,891 | 0,891
Cor | 0,831 | 0,905 | 0,832 | 0,907 | 0,906 | 0,907 | 0,891 | 0,891
Cy | 0,83 | 0,914 | 0,83 | 0,914 | 0,915 | 0,915 | 0,894 | 0,894
Cy | 0,831 |0,906 | 0,83 | 0,907 | 0,906 | 0,908 | 0,898 | 0,898
C, | 08330905 0,835 | 0,908 | 0,905 | 0,908 | 0,894 | 0,894
BP | 0,836 | 0,926 | 0,836 | 0,919 | 0,915 | 0,919 | 0,895 | 0,895
BPE | 0,836 | 0,926 | 0,835 | 0,919 | 0,915 | 0,919 | 0,894 | 0,894
BJ | 0,837 | 0,928 | 0,837 | 0,919 | 0,915 | 0,919 | 0,895 | 0,895
BJE | 0,837 | 0,928 | 0,837 | 0,908 | 0,915 | 0,919 | 0,895 | 0,895
BE | 0,85 | 0,907 | 0,844 | 0,91 | 0,907 | 0,907 | 0,901 | 0,901
JA | IDC | TKe | TKey | TME1 | TMEy | TMLy | TMLy | T Mary
P 1 0964|0964 | 0,964 | 0,964 | 0,964 | 0964 | 0,964 | 0,964
PE | 0,964 | 0,928 | 0,964 | 0,964 | 0,964 | 0,928 | 0,964 | 0964 | 0928
J | 0964|0964 | 0,964 | 0,964 | 0,964 1 0,964 1 1
JRa | 0,964 | 0,964 | 0,964 | 0,964 | 0,964 | 0964 | 0,964 | 0964 | 0,964
JEr | 0,964 | 0,967 | 0,964 | 0,964 | 0,964 | 0,967 | 0,964 | 0,964 | 0,964
JER | 0,964 | 0,964 | 0,964 | 0,964 | 0,964 | 0,964 | 0964 | 0,964 | 0,964
JFy | 0,964 | 0,932 | 0,964 | 0,932 | 0,932 | 0,932 | 0932 | 0,932 | 0,964
JFs | 0,964 | 0,932 | 0,964 | 0,932 | 0,932 | 0,932 | 0932 | 0,932 | 0,964
JA | IDC | TKey | TKey | TMEi | TME; | TMLy | TMLy | T Mary
JA 10964 | 0964 | 0,964 | 0,964 | 0,964 | 0,964 | 0,964 | 0,964
JDC 0,964 | 1 |0932]0932 | 0932 | 0964 | 0932 | 0932 | 0,932
JKer [0964]0932| 1 | 0967 | 0964 | 0932 | 0,964 | 0964 | 0,964
JKes 096409320967 | 1 | 0964 | 0,932 | 0,964 | 0,964 | 0932
JME, | 0964|0932 | 0,964 | 0,964 | 1 0,932 | 0964 | 0964 | 0,932
TME; | 0,964 | 0,964 | 0,932 | 0,932 | 0,932 1 0,932 | 0,932 | 0,932
JML; | 0,964 | 0,932 | 0,964 | 0,964 | 0964 | 0932 1 0,964 | 0,932
JML, | 0,964 | 0,932 | 0,964 | 0,964 | 0,964 | 0,932 | 0,964 1 0,932
JMary | 0,964 | 0,932 | 0,964 | 0,932 | 0932 | 0,932 | 0,932 | 0,932 1
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JA

JDC

JKey

JKes

T MEy

jMEZ jMﬁl

TMLy | T Mary

J Mars

0,964

0,932

0,964

0,932

0,932

0,932

0,932

0,932

0,964

J Mary

0,964

0,932

0,964

0,932

0,932

0,932

0,932

0,932

0,964

J Mal

0,964

0,932

0,964

0,964

0,964

0,932

0,964

0,964

0,932

JEu

0,964

0,964

0,932

0,932

0,932

0,964

0,932

0,932

0,932

J Mo

0,964

0,932

0,964

0,964

0,964

0,932

0,964

0,964

0,964

JRom

0,964

0,932

0,964

0,932

0,932

0,932

0,932

0,932

0,964

JKi

0,964

0,964

0,964

0,964

0,964

0,964

0,964

0,964

0,964

JRou

0,964

0,932

0,964

0,964

0,932

0,932

0,932

0,932

0,932

JS

0,964

0,928

0,964

0,964

0,964

0,928

0,964

0,964

0,932

JA

JDC

JKe;

jK:€2 jM(C:l

TME,

I MLy

T ML,

J Mary

0,955

0,982

0,973

0,973

0,982

0,982

0,982

0,982

0,982

MA

0,955

0,932

0,967

0,973

0,941

0,932

0,941

0,941

0,932

MG

0,955

0,932

0,923

0,923

0,923

0,932

0,923

0,923

0,923

Mz

0,974

0,952

0,974

0,962

0,962

0,952

0,962

0,962

0,964

M

0,97

0,949

0,976

0,955

0,955

0,949

0,955

0,955

0,97

Myys

0,964

0,946

0,978

0,946

0,946

0,946

0,946

0,946

0,978

Mg

0,96

0,944

0,972

0,94

0,94

0,944

0,94

0,94

0,98

My

0,955

0,941

0,964

0,932

0,932

0,941

0,932

0,932

0,982

Moz

0,949

0,937

0,954

0,921

0,921

0,937

0,921

0,921

0,974

Mz

0,94

0,932

0,94

0,908

0,908

0,932

0,908

0,908

0,964
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JA | IDC | TKey | TKey | TME, | TMEsy | TMLy | TMLy | T Mar,
IMe | 0,951 | 0,958 | 0,958 | 0,925 | 0,925 | 0,958 | 0,925 | 0,925 | 0,974
ZBe; | 0,974 0,967 | 0,964 | 0,964 | 0,964 | 0,967 | 0,964 | 00964 | 0,964
TBes | 0,974 | 0,954 | 0,964 | 0,964 | 0,964 | 0,954 | 0,964 | 0,964 | 0,964
IBe; | 0,971 0,958 | 0,964 | 0,964 | 0,964 | 0,958 | 0,964 | 0,964 | 0,958
IWirr | 0,971 | 0,967 | 0,964 | 0,964 | 0,964 | 0,967 | 0964 | 0,964 | 0,964
IWpy | 0,961 | 0,967 | 0,964 | 0,951 | 0,951 | 0,967 | 0,951 | 0,951 | 0,964
IWy | 0,98 | 0,948 | 0,974 | 0,964 | 0,964 | 0,948 | 0,964 | 0,964 | 0,958
IN, | 0,971 | 0,961 | 0,964 | 0,964 | 0,964 | 0,961 | 0,964 | 0964 | 0,961
IN, | 0,977 0,954 | 0,971 | 0,971 | 0,971 | 0,954 | 0,971 | 00971 | 0,958
IN, | 0,977 | 0,954 | 0,967 | 0,967 | 0,971 | 0,954 | 0,967 | 0,967 | 0,958

JA | IDC | JKey | TKes | TMEL | TMEs | TMLy | TMLy | T Mar,
IK; | 0,964 | 0,964 | 0,964 | 0,964 | 0,964 | 0,964 | 0964 | 0,964 | 0,964
K | 0,964 | 0,964 | 0,964 | 0,964 | 0,964 | 0,964 | 0,964 | 0,964 | 0,964
L 0,972 10962 | 097 | 097 | 097 | 0962 | 097 | 097 | 0,962
IMa | 0,977 | 0,941 | 0,977 | 0,977 | 0,964 | 00941 | 00964 | 0,964 | 0,941
ZBa | 0,97 | 0,964 | 0,964 | 0,964 | 0,964 | 0,964 | 0964 | 0,964 | 0,964
7Y | 0,97 [0961| 097 | 097 | 097 | 0961 | 097 | 097 | 0,961
VY | 0,967 | 0,967 | 0,964 | 0,964 | 0,964 | 0,967 | 00964 | 0,964 | 0,964
IBKt | 0,961 | 0,967 | 0,964 | 0,964 | 0,964 | 0,967 | 0,964 | 00964 | 0,964
IBKr | 0,969 | 0,967 | 0,964 | 0,964 | 0,964 | 0,967 | 0964 | 0,964 | 0,964
IBB | 0,967 | 0,961 | 0,964 | 0,964 | 0,964 | 0,961 | 0,964 | 00964 | 0,964
IBL | 0,974 | 0,954 | 0,967 | 0,967 | 0,971 | 0,954 | 0,967 | 00967 | 0,954
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JA | IDC | JKey | TKey | TME, | TMEy | TMLy | TMLy | T Mary
E12 10,984 | 0,948 | 0,971 | 0,971 | 0,971 0,948 0,971 0,971 0,951
E19 10,928 | 0,895 | 0,907 | 0,907 | 0,895 0,895 0,895 0,895 0,895
Eay 10,907 | 0,913 | 0,907 | 0,91 0,891 0,91 0,891 0,891 0,891
& | 091 10916 | 091 | 0,917 | 0,917 0,916 0,917 0,917 0,917
&3 10914 0,9 | 0,907 | 0,907 | 0,893 0,893 0,893 0,893 0,893
Es3 10,924 | 0,891 | 0,924 | 0,924 | 0,889 0,891 0,889 0,889 0,889
JA | IDC | JKer | TKey | TME, | TMEs | TMLy | TMLy | TMary
SPa | 0,911 ] 0,911 | 0,911 | 0,911 | 0,911 0,911 0,911 0,911 0,911
SL 1096410932 | 097 | 0,97 0,964 0,932 0,964 0,964 0,953
SE 10,958 | 0,961 | 0,958 | 0,925 | 0,925 0,961 0,925 0,925 0,971
SCa 10923 10,927 | 0,919 | 0,919 | 0,911 0,927 0,911 0,911 0,919
SCaH | 0,923 | 0,927 | 0,919 | 0,919 | 0,911 0,927 0,911 0,911 0,919
SHL | 0,951 | 0,919 | 0,919 | 0,919 | 0,919 0,919 0,919 0,919 0,919
SPe |0,919 | 0,919 | 0,919 | 0,919 | 0,919 0,919 0,919 0,919 0,919
SCh 10,919 0,919 | 0,919 | 0,919 | 0,919 0,919 0,919 0,919 0,919
SHM |0,919 | 0,895 | 0,919 | 0,919 | 0,919 0,895 0,919 0,919 0,895
SWyr | 0,971 | 0,956 | 0,971 | 0,965 | 0,965 0,956 0,965 0,965 0,967
JA | IDC | JKey | TKey | TME | TMEs | TMLy | TMLy | T Mary
Co 109131]0,892| 0,914 | 0,914 | 0,891 0,892 0,891 0,891 0,891
Cor 10,906 | 0,892 | 0,907 | 0,907 | 0,891 0,892 0,891 0,891 0,891
Cs |0,915 0,894 | 0,914 | 0,914 | 0,899 0,894 0,899 0,899 0,894
Cs 10,908 | 0,898 | 0,907 | 0,907 | 0,899 0,898 0,899 0,899 0,899
C, 10,905 0,894 | 0,908 | 0,908 | 0,894 0,894 0,894 0,894 0,894
BP 0,919 | 0,895 | 0,919 | 0,919 | 0,919 0,895 0,919 0,919 0,908
BPE | 0,919 | 0,894 | 0,919 | 0,919 | 0,919 0,894 0,919 0,919 0,908
BJ (0,919 | 0,895 | 0,919 | 0,919 | 0,919 0,895 0,919 0,919 0,919
BJE | 0,919 | 0,895 | 0,908 | 0,908 | 0,906 0,895 0,906 0,906 0,896
BE 10,907 | 0,901 | 0,907 | 0,91 0,91 0,901 0,91 0,91 0,904
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TIMars | TMary | TMal | TEuw | TMo | TRom | JKi | JRou | TS
P 0,964 0,964 0,964 | 0,964 | 0,964 | 0,964 | 0,964 | 0,964 1
PE | 0928 | 0928 | 0,964 | 0928 ] 0964 | 0,928 | 0961 0,928 | 0,997
J | 0964 | 0,964 1 1 1 1 1 1 1
JRa 0,964 0,964 0,964 | 0,964 | 0,964 | 0,964 | 0,964 | 0,964 | 0,997
JEr 0,964 0,964 0,964 | 0,967 | 0,964 | 0,964 | 0,967 | 0,964 | 0,997
JER | 0,964 0,964 0,964 | 0,964 | 0,964 | 0,964 | 0,964 | 0,964 | 0,997
JF1 0,964 0,964 0,932 | 0,932 | 0,964 | 0,964 | 0,964 | 0,932 | 0,964
JFy | 0,964 0,964 0,932 | 0,932 | 0,964 | 0,964 | 0,964 | 0,932 | 0,964
TIMars | TMary | TMal | JEu | TMo | JRom | JKi | TJRou | JS
JA 0,964 0,964 0,964 | 0,964 | 0,964 | 0,964 | 0,964 | 0,964 | 0,997
JDC 0,932 0,932 0,932 | 0,964 | 0,932 | 0,932 | 0,964 | 0,932 | 0,964
JKey 0,964 0,964 0,964 | 0,932 | 0,964 | 0,964 | 0,964 | 0,964 | 0,997
JKes 0,932 0,932 0,964 | 0,932 | 0,964 | 0,932 | 0,964 | 0,964 | 0,997
TJME 0,932 0,932 0,964 | 0,932 | 0,964 | 0,932 | 0,964 | 0,932 | 0,997
TME, 0,932 0,932 0,932 10,964 | 0,932 | 0,932 | 0,964 | 0,932 | 0,964
JML, | 0932 | 0932 | 0964 | 0932 0964 | 0932 | 0,964 0932 | 0997
TMLy | 0932 | 0932 | 0964 | 0932 0964 | 0932 | 0,964 0932 | 0,997
J Mar, 0,964 0,964 0,932 | 0,932 | 0,964 | 0,964 | 0,964 | 0,932 | 0,967
JMars | TMary | TMal | TEuw | TMo | TJRom | JKi | JRou | TS
J Mars 1 0,964 | 0932 |0,932] 0,964 | 0964 | 0964 0932 | 0,967
J Mary 0,964 1 0,932 10,932 | 0,964 | 0,964 | 0,964 | 0,932 | 0,964
J Mal 0,932 0,932 1 0,932 | 0,967 | 0,932 | 0,964 | 0,932 1
JEu 0,932 0,932 0,932 1 0,932 | 0,932 | 0,967 | 0,932 | 0,967
J Mo 0,964 0,964 0,967 | 0,932 1 0,964 | 0,964 | 0,964 | 0,997
JRom 0,964 0,964 0,932 | 0,932 | 0,964 1 0,964 | 0,932 | 0,967
JKi 0,964 0,964 0,964 | 0,967 | 0,964 | 0,964 1 0,964 1
JRou 0,932 0,932 0,932 | 0,932 | 0,964 | 0,932 | 0,964 1 0,964
JS 0,932 0,928 0,964 | 0,932 | 0,964 | 0,932 | 0,964 | 0,928 1
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TIMars | TMary | TMal | TEuw | TMo | TRom | JKi | JRou | TS
M | 0973 | 0982 | 0982 |0982] 0982 | 0982 [0982] 0982 | 0982
MA | 0932 | 0932 | 0941 [0932] 0,967 | 0,932 | 0964 | 0982 | 0,976
MG 0,923 0,923 0,923 | 0,932 | 0,923 | 0,923 | 0,958 | 0,923 | 0,958
Mz | 0,964 0,959 0,962 | 0,952 | 0,98 0,964 | 0,98 | 0,959 | 0,985
M 0,97 0,964 0,955 | 0,949 | 0,982 0,97 10,982 | 0,955 | 0,982
M5 | 0,978 0,971 0,946 | 0,946 | 0,978 | 0,978 | 0,978 | 0,946 | 0,982
Mas | 0,976 0,976 0,94 10944 | 0972 | 0,984 | 0975 | 0,94 | 0,975
My | 0,973 0,982 0,932 | 0,941 | 0,964 | 0,982 | 0,967 | 0,932 | 0,967
M7z | 0,969 0,985 0,921 | 0,937 | 0,954 | 0,974 | 0,957 | 0,921 | 0,957
M| 0,964 0,976 0,908 | 0,932 | 0,94 0,964 | 0,944 | 0,908 | 0,944
TIMars | TMary | TMal | TEuw | TMo | TRom | JKi | JRou | TS
IMe | 0971 0,974 0,925 | 0,958 | 0,958 | 0,974 | 0,961 | 0,925 | 0,961
TBe, | 0964 | 0964 | 0,964 | 0967 ] 0,964 | 0964 |0974 | 0,964 | 0,987
TBey | 0,964 | 0954 | 0,964 | 0,967 | 0,964 | 0,964 | 0,987 | 0,954 | 0,987
TBes | 0,958 | 0958 | 0,964 | 0,958 | 0,964 | 0,958 | 0,98 | 0,958 | 0,984
Wi | 0964 | 0964 | 0964 | 0967 | 0964 | 0964 | 098 | 0,964 | 0,984
IWrv 0,964 0,964 0,951 | 0,954 | 0,964 | 0,964 | 0,987 | 0,951 | 0,987
IWy 0,958 0,948 0,964 | 0,958 | 0,974 | 0,958 | 0,974 | 0,948 | 0,984
IN, 0,961 0,961 0,964 | 0,961 | 0,964 | 0,961 | 0,984 | 0,961 | 0,984
IN, 0,958 0,954 0,971 10,958 | 0,971 | 0,958 | 0,984 | 0,954 | 0,984
IN3 0,958 0,954 0,971 10,958 | 0,971 | 0,958 | 0,984 | 0,954 | 0,984
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TIMars | TMary | TMal | TEuw | TMo | TRom | JKi | JRou | TS
K | 0964 | 0964 | 0,964 | 0967 ] 0,964 | 0,964 | 0,982 0964 | 0,982
T | 0964 | 0964 | 0964 |0967 | 0964 | 0964 | 0982 0964 | 0,982
s 0,962 0,962 0,97 |0,962 | 0,97 0,962 | 0,981 | 0,962 | 0,983
IMa 0,941 0,941 0,964 | 0,941 | 0,964 | 0,941 | 0,964 | 0,941 | 0,987
IBa 0,964 0,964 0,964 | 0,964 | 0,964 | 0,964 | 0,982 | 0,964 | 0,982
zy 0,961 0,961 0,97 | 0,961 | 0,97 0,961 | 0,984 | 0,961 | 0,984
vy 0,964 0,964 0,964 | 0,967 | 0,964 | 0,964 | 0,984 | 0,964 | 0,984
IBKt | 0,964 0,964 0,964 | 0,967 | 0,964 | 0,964 | 0,987 | 0,964 | 0,987
IBKr | 0,964 0,964 0,964 | 0,967 | 0,964 | 0,964 | 0,984 | 0,964 | 0,984
IBB | 0964 | 0961 | 0964 | 0967 | 0964 | 0964 | 0,984 | 0961 | 0,984
IBL 0,954 0,954 0,971 10,954 | 0,971 | 0,954 | 0,984 | 0,954 | 0,984
TIMars | TMary | TMal | TEuw | TMo | TRom | JKi | JRou | TS
E2 | 0,951 0,948 0,974 | 0,951 | 0,974 | 0,951 | 0,974 | 0,948 | 0,984
9 | 0,907 0,895 0,907 | 0,907 | 0,907 | 0,907 | 0,907 | 0,895 | 0,931
Eay | 0,907 0,891 0,913 | 0,91 0,91 0,91 0,91 | 0,891 | 0,926
E31 0,91 0,916 0,926 | 0,918 | 0,918 | 0,918 | 0,918 | 0,916 | 0,927
3| 0,892 0,893 0,907 | 0,893 | 0,907 | 0,893 | 0,907 | 0,893 | 0,928
Esz | 0,891 0,889 0,924 | 0,891 | 0,924 | 0,891 | 0,924 | 0,889 | 0,925
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TIMars | TMary | TMal | TEuw | TMo | TRom | IJKi | JRou | JS
SPa 0,911 0,911 0,911 | 0,911 | 0,911 | 0,911 | 0,911 | 0,911 | 0,938
SLC 0,953 0,934 0,964 | 0,932 | 0,964 | 0,953 | 0,964 | 0,934 | 0,985
S& 0,971 0,971 0,925 | 0,961 | 0,958 | 0,971 | 0,961 | 0,925 | 0,961
SCa 0,891 0,919 0,935 | 0,927 | 0,927 | 0,927 | 0,927 | 0,919 | 0,947
SCaH 0,891 0,919 0,935 | 0,927 | 0,927 | 0,927 | 0,927 | 0,919 | 0,947
SHL 0,919 0,919 0,919 |0,928 | 0,919 | 0,919 | 0,919 | 0,919 | 0,955
SPe 0,919 0,919 0,919 0,919 | 0,919 | 0,919 | 0,919 | 0,919 | 0,931
SCh 0,919 0,919 0,919 | 0,919 | 0,919 | 0,919 | 0,919 | 0,919 | 0,931
SHM | 0,895 0,895 0,919 | 0,895 | 0,919 | 0,895 | 0,915 | 0,895 | 0,951
SWyr | 0,967 0,956 0,965 | 0,961 | 0,971 | 0,967 | 0,971 | 0,956 | 0,985
IMars | TMary | TMal | TEuw | TMo | TRom | JKi | JRou | TS
Ca 0,891 0,891 0,915 | 0,892 | 0,915 | 0,892 | 0,913 | 0,891 | 0,926
Cor 0,891 0,891 0,907 | 0,892 | 0,907 | 0,892 | 0,906 | 0,891 | 0,926
Cs 0,894 0,894 0,914 | 0,894 | 0,914 | 0,894 | 0,914 | 0,894 | 0,934
Cp 0,892 0,898 0,908 0,9 | 0,908 0,9 0,906 | 0,898 | 0,925
C, 0,894 0,894 0,908 | 0,894 | 0,908 | 0,894 | 0,905 | 0,894 | 0,927
BP 0,897 0,895 0,919 | 0,908 | 0,919 | 0,908 | 0,919 | 0,895 | 0,93
BPE | 0,897 0,894 0,919 | 0,908 | 0,919 | 0,908 | 0,919 | 0,894 | 0,93
BJ 0,919 0,895 0,919 | 0,919 | 0,919 | 0,919 | 0,919 | 0,895 | 0,955
BJE | 0,896 0,895 0,908 | 0,896 | 0,908 | 0,896 | 0,908 | 0,895 | 0,942
BE 0,904 0,901 0,91 ]0,904 | 0,91 0,904 | 0,907 | 0,901 | 0,942
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M | MA | MG | My | My | Mys | Majg | Mg | Moy | Myys
P 109550955 | 0,955 | 0974 | 0,97 | 0,964 | 0,96 | 0,955 | 0,949 | 0,94
PE | 0,846 | 0,937 | 0,937 | 0,959 | 0,952 | 0,943 | 0,936 | 0,928 | 0,918 | 0,904
J 0,982 | 0,982 | 0,982 | 0,98 | 0,982 | 0,986 | 0,984 | 0,982 | 0,98 | 0,976
JRa | 0,841 | 0,964 | 0,967 | 0,974 | 0,976 | 0,978 | 0,975 | 0,967 | 0,957 | 0,944
JEr | 0,841 1 0,964 | 0,967 | 0,985 | 0,982 | 0,978 | 0,975 | 0,967 | 0,957 | 0,944
JER | 0,841 | 0,967 | 0,967 | 0,985 | 0,982 | 0,978 | 0,972 | 0,964 | 0,954 | 0,94
JF1 10,855 0,932 0,982 | 0,959 | 0,964 | 0,971 | 0,976 | 0,982 | 0,98 | 0,976
JFo 10,873 10,932 (0,982 | 0,959 | 0,964 | 0,971 | 0,976 | 0,982 | 0,98 | 0,976
M | MA | MG | My | My | My | Maojg | Muys | Mayz | Myys
JA 084109550955 | 0,974 | 0,97 [ 0964 | 0,96 | 0,955 | 0,949 | 0,94
JDC 0,855 | 0,932 | 0,982 | 0,952 | 0,949 | 0,946 | 0,944 | 0,941 | 0,937 | 0,932
JKey | 0,841 | 0,967 | 0,967 | 0,974 | 0,976 | 0,978 | 0,972 | 0,964 | 0,954 | 0,94
JKey |0,846 | 0,973 | 0,973 | 0,962 | 0,955 | 0,946 | 0,94 | 0,932 | 0,921 | 0,908
JME; 10,855 | 0,941 | 0,941 | 0,962 | 0,955 | 0,946 | 0,94 | 0,932 | 0,921 | 0,908
TME5 10,855 (0,932 | 0,982 | 0,952 | 0,949 | 0,946 | 0,944 | 0,941 | 0,937 | 0,932
JIML; | 0,855 | 0,941 | 0,941 | 0,962 | 0,955 | 0,946 | 0,94 | 0,932 | 0,921 | 0,908
TIMLy | 0,855 | 0,941 | 0,941 | 0,962 | 0,955 | 0,946 | 0,94 | 0,932 | 0,921 | 0,908
JMarq | 0,855 10,932 | 0,982 | 0,964 | 0,97 | 0,978 | 0,98 | 0,982 | 0,974 | 0,964
M MA| MG | Mz | Mg | Mijs | Majg | Mujg | Maoyz | Mays
J Mars | 0,855 | 0,932 | 0,973 | 0,964 | 0,97 | 0,978 | 0,976 | 0,973 | 0,969 | 0,964
JMar, | 0873 ] 0,932 | 0,982 | 0,959 | 0,964 | 0,971 | 0,976 | 0,982 | 0,985 | 0,976
JMal | 0,855 | 0,941 | 0,941 | 0,962 | 0,955 | 0,946 | 0,94 | 0,932 | 0,921 | 0,908
JEu 0,855 | 0,932 | 0,949 | 0,952 | 0,949 | 0,946 | 0,944 | 0,941 | 0,937 | 0,932
JMo ]0,841 | 0,967 | 0,967 | 0,98 | 0,982 | 0,978 | 0,972 | 0,964 | 0,954 | 0,94
JRom | 0,855 | 0,932 | 0,982 | 0,964 | 0,97 | 0,978 | 0,984 | 0,982 | 0,974 | 0,964
J K 0,841 | 0,964 | 0,967 | 0,98 | 0,982 | 0,978 | 0,975 | 0,967 | 0,957 | 0,944
JRou | 0,873 0,982 | 0,982 | 0,959 | 0,955 | 0,946 | 0,94 | 0,932 | 0,921 | 0,908
JS 0,841 | 0,941 | 0,941 | 0,962 | 0,955 | 0,946 | 0,94 | 0,932 | 0,921 | 0,908
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M | MA| MG | My | My | Muys | Majg | Mujg | Moy | Myys
M 1 1 1 0,981 | 0,985 | 0,991 | 0,995 1 0,994 | 0,985
MA | 0,873 1 1 0,962 | 0,955 | 0,946 | 0,94 | 0,932 | 0,921 | 0,908
MG | 0,873 | 0,932 1 0,943 | 0,941 | 0,937 | 0,935 | 0,932 | 0,921 | 0,908
M7 0,843 | 0,962 | 0,969 1 0,993 | 0,984 | 0,977 | 0,969 | 0,959 | 0,945
M| 0,849 | 0,955 | 0,976 | 0,993 1 0,99 | 0,984 | 0,976 | 0,966 | 0,952
M| 0,859 | 0,946 | 0,986 | 0,984 | 0,99 1 0,994 | 0,986 | 0,975 | 0,962
My | 0,865 | 0,94 | 0,992 | 0,977 | 0,984 | 0,994 1 0,992 | 0,982 | 0,968
My | 0,873 | 0,932 1 0,969 | 0,976 | 0,986 | 0,992 1 0,99 | 0,976
Moz | 0,876 | 0,921 | 0,99 | 0,959 | 0,966 | 0,975 | 0,982 | 0,99 1 0,986
M 0,879 {0,908 | 0,976 | 0,945 | 0,952 | 0,962 | 0,968 | 0,976 | 0,986 1

IMe | 0,856 | 0,925 | 0,983 | 0,963 | 0,97 | 0,979 | 0,986 | 0,983 | 0,979 | 0,974
IBe; | 0,841 | 0,964 | 0,967 | 0,984 | 0,982 | 0,978 | 0,975 | 0,967 | 0,957 | 0,944
IBey | 0,841 | 0,964 | 0,967 | 0,985 | 0,982 | 0,978 | 0,975 | 0,967 | 0,957 | 0,944
IBes | 0,84 | 0,967 | 0,967 | 0,985 | 0,982 | 0,972 | 0,966 | 0,958 | 0,947 | 0,934
IWrirr | 0,841 | 0,964 | 0,967 | 0,985 | 0,982 | 0,978 | 0,975 | 0,967 | 0,957 | 0,944
IWry | 0,846 | 0,951 | 0,973 | 0,984 | 0,982 | 0,978 | 0,976 | 0,973 | 0,969 | 0,957
IWy | 0,839 | 0,964 | 0,966 | 0,989 | 0,984 | 0,977 | 0,972 | 0,966 | 0,957 | 0,944
IN; | 0,843 | 0,97 | 0,97 | 0,985 | 0,982 | 0,975 | 0,969 | 0,961 | 0,951 | 0,937
IN, | 0,84 | 0,967 | 0,967 | 0,991 | 0,985 | 0,975 | 0,969 | 0,961 | 0,951 | 0,937
IN3 | 0,84 | 0,967 | 0,967 | 0,991 | 0,985 | 0,975 | 0,969 | 0,961 | 0,951 | 0,937
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M | MA | MG | My | My | Muys | Majg | Mujg | Moy | Myys
C, 0,839 | 0,904 | 0,904 | 0,912 | 0,91 | 0,907 | 0,906 | 0,904 | 0,899 | 0,897
Cor 10,839 | 0,904 | 0,904 | 0,912 | 0,91 | 0,907 | 0,905 | 0,904 | 0,899 | 0,895
Cs 0,839 | 0,903 | 0,903 | 0,914 | 0,911 | 0,907 | 0,907 | 0,903 | 0,904 | 0,896
Cs | 0,839 | 0,907 | 0,907 | 0,913 | 0,91 | 0,907 | 0,906 | 0,906 | 0,9 | 0,895
C, 0,839 | 0,903 | 0,903 | 0,913 | 0,91 | 0,908 | 0,905 | 0,903 | 0,9 | 0,895
BP | 0,843 | 0,904 | 0,904 | 0,924 | 0,919 | 0,911 | 0,905 | 0,904 | 0,901 | 0,895
BPE | 0,843 | 0,904 | 0,904 | 0,924 | 0,919 | 0,911 | 0,905 | 0,904 | 0,901 | 0,895
BJ | 0,841 | 0,904 | 0,904 | 0,924 | 0,919 | 0,912 | 0,907 | 0,904 | 0,903 | 0,895
BJE | 0,841 | 0,904 | 0,904 | 0,924 | 0,919 | 0,91 | 0,906 | 0,904 | 0,903 | 0,895
BE 1084310903 ]0903 0914 | 091 | 0,909 | 0906 | 0,903 | 0,901 | 0897

IMe | IBey | ZBey | ZBes | Wit | IWrv | IWy | IN | INy | N3
P 0,951 0,974 1|0974 | 0971 | 0,971 | 0,961 | 0,98 | 0,971 | 0,977 | 0,977
PE 10,922 | 0,961 | 0,961 | 0,971 | 0,961 | 0,948 | 0,961 | 0,967 | 0,967 | 0,967
J | 098 10974]0087] 098 | 098 | 0,987 | 0974 | 0,984 | 0,984 | 0,984
JRa | 0,961 | 0,987 | 0,977 | 0,084 | 0,984 | 0977 | 0,964 | 0,977 | 0,977 | 0,977
JEr | 0,961 | 0,977 | 0,977 | 0,984 | 0,974 | 0977 | 0,98 | 0,984 | 0,984 | 0,984
JER | 0,958 | 0,974 [ 0974 | 0,98 | 0,971 | 0,974 | 0,984 | 0,98 | 0,98 | 0,98
JF1 10,974 | 0,964 | 0,954 | 0,958 | 0,964 | 0,964 | 0,948 | 0,961 | 0,954 | 0,954
JFo 10,974 10,964 | 0,954 | 0,958 | 0,964 | 0,964 | 0,948 | 0,961 | 0,954 | 0,954

IMe | IBe, | IBey | ZBes | IWiir | IWry | IWy | IN | INy | TN 3
JA 109510974 0974|0971 ] 0971 | 0961 | 0,98 | 0971 | 0,977 | 0,977
JDC 0,958 | 0,967 | 0,954 | 0,958 | 0,967 | 0,967 | 0,948 | 0,961 | 0,954 | 0,954
JKer |0,958 | 0,964 | 0,964 | 0,964 | 0,964 | 0,964 | 0,974 | 0,964 | 0,971 | 0,967
JKes |0,925 | 0,964 | 0,964 | 0,964 | 0,964 | 0,951 | 0,964 | 0,964 | 0,971 | 0,967
TJME, 10,925 | 0,964 | 0,964 | 0,964 | 0,964 | 0,951 | 0,964 | 0,964 | 0,971 | 0,971
TME5 10,958 | 0,967 | 0,954 | 0,958 | 0,967 | 0,967 | 0,948 | 0,961 | 0,954 | 0,954
TIML; | 0,925 | 0,964 | 0,964 | 0,964 | 0,964 | 0,951 | 0,964 | 0,964 | 0,971 | 0,967
JMLy | 0,925 | 0,964 | 0,964 | 0,964 | 0,964 | 0,951 | 0,964 | 0,964 | 0,971 | 0,967
JMary | 0,974 | 0,964 | 0,964 | 0,958 | 0,964 | 0,964 | 0,958 | 0,961 | 0,958 | 0,958
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0,978

0,977

0,975

0,975

0,975

Mg

0,986

0,975

0,975

0,966

0,975

0,976

0,972

0,969

0,969

0,969

M4

0,983

0,967

0,967

0,958

0,967

0,973

0,966

0,961

0,961

0,961

Mayz

0,979

0,957

0,957

0,947

0,957

0,969

0,957

0,951

0,951

0,951

Mz

0,974

0,944

0,944

0,934

0,944

0,957

0,944

0,937

0,937

0,937
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IM@ IBel 1.862 IB@g IW[][ IW[V IWV INl INQ INg

IMe 1 0,961 | 0,961 | 0,951 | 0,961 | 0,974 | 0,961 | 0,954 | 0,954 | 0,954

IBe; | 0,961 1 0,987 | 0,99 | 0,993 | 0,987 | 0,974 | 0,987 | 0,987 | 0,987

IBey | 0,961 | 0,987 1 0,99 | 0,987 | 0,987 | 0,984 | 0,993 | 0,99 | 0,99

IBes | 0,951 | 0,99 | 0,99 1 0,99 | 0,977 | 0,98 |0,993 | 0,993 | 0,993

IWrirr | 0,961 | 0,993 | 0,987 | 0,99 1 0,987 | 0,98 | 0,99 | 0,987 | 0,987

IWry | 0,974 | 0,987 | 0,987 | 0,977 | 0,987 1 0,977 | 0,98 | 0,977 | 0,977

IWy | 0,961 | 0,974 | 0,984 | 0,98 | 0,98 | 0,977 1 0,987 | 0,987 | 0,987

N7 | 0,954 | 0,987 | 0,993 | 0,993 | 0,99 0,98 | 0,987 1 0,993 | 0,993

N, | 0,954 | 0,987 | 0,99 | 0,993 | 0,987 | 0,977 | 0,987 | 0,993 1 0,997

IN5 | 0,954 (0,087 | 0,99 | 0,993 | 0,987 | 0,977 | 0,987 | 0,993 | 0,997 | 1

IMG IBel 2[562 IBeg IW]H IW]V IWV INl INQ INg

IK;r | 0,961 | 0,974 | 0,987 | 0,98 | 0,98 | 0,987 | 0,984 | 0,987 | 0,987 | 0,987

Ik | 0,961 | 0,99 | 0,99 | 0,984 | 0,993 | 0,987 | 0,982 | 0,99 | 0,987 | 0,987

ZL | 0,955 | 0,985 | 0,991 | 0,992 | 0,987 | 0,981 | 0,986 | 0,994 | 0,993 | 0,993

IMa | 0,945 | 0,974 | 0,974 | 0,98 | 0,971 | 0,961 | 0,984 | 0,98 | 0,98 | 0,98

ZBa | 0,958 | 0,986 | 0,99 | 0,992 | 0,989 | 0,984 | 0,984 | 0,997 | 0,99 | 0,99

7Y 0,955 0,987 10,993 | 0,993 | 0,991 | 0,981 | 0,987 | 0,994 | 0,993 | 0,993

vy {0,961 | 0,987 | 0,987 | 0,99 | 0,99 | 0,987 | 0,98 | 0,993 | 0,987 | 0,987

IBKt | 0,961 | 0,987 | 0,987 | 0,987 | 0,99 | 0,987 | 0,98 | 0,99 | 0,984 | 0,984

IBKr | 0,961 | 0,99 | 0,987 | 0,988 | 0,994 | 0,987 | 0,98 | 0,993 | 0,987 | 0,987

BB {0,961 | 0,987 0,993 | 0,99 | 0,99 | 0,987 | 0,987 | 0,993 | 0,99 | 0,99

IBL | 0,951 | 0,987 | 0,987 | 0,993 | 0,987 | 0,974 | 0,987 | 0,993 | 0,997 | 0,993
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IMe | IBe, | IBey | IBes | TWirr | TWry | Wy | N, | INo | TN
£ 10948 | 0,98 | 0,984 0087 | 0,98 | 0,971 | 0,987 | 0,987 | 0,99 | 0,99
S | 0,904 | 0,917 | 0,917 | 0,919 | 0,914 | 0,906 | 0,921 | 0,917 | 0,912 | 0,916
Ea | 0,91 0,917 0,917 | 0,917 | 0,917 | 0,91 | 0,91 | 0,917 | 0,917 | 0,017
Ex | 0,926 | 0,918 | 0,918 | 0,92 | 0,922 | 0,927 | 0,918 | 0,922 | 0,924 | 0,921
£ | 0,904 | 0,913 | 0,914 | 0,913 | 0,911 | 0,906 | 0,916 | 0,913 | 0,913 | 0,914
Es3 | 0,904 | 0,924 | 0,924 | 0,915 | 0,924 | 0,911 | 0,915 | 0,918 | 0,918 | 0,918

I/\/le IBel IBeQ 2863 IWU[ IW]V IWV INl INQ IN3

SPa | 0911|0912 0,912 | 0,911 | 0,911 | 0,911 | 0,911 | 0,911 | 0,916 | 0,916

SL 10,946 | 0,964 | 0,964 | 0,964 | 0,964 | 0,964 | 0,974 | 0,964 | 0,971 | 0,967

SE | 0,98 | 0,961 | 0,961 | 0,951 | 0,961 | 0,974 | 0,961 | 0,955 | 0,955 | 0,955

SCa | 0,92 10919 | 0,919 0,929 | 0,92 | 0,917 | 0,919 | 0,926 | 0,925 | 0,925

SCaH | 0,92 10,919 |0,919 | 0,929 | 0,92 | 0,917 | 0,919 | 0,926 | 0,925 | 0,925

SHL | 0,925 | 0,928 | 0,928 | 0,935 | 0,925 | 0,928 | 0,945 | 0,935 | 0,935 | 0,935

SPe | 0,925 {0,932 | 0,932 { 0,928 | 0,928 | 0,932 | 0,919 | 0,925 | 0,925 | 0,925

SCh 0,925 | 0,932 | 0,932 | 0,928 | 0,928 | 0,932 | 0,919 | 0,925 | 0,925 | 0,925

SHM | 0,905 | 0,915 | 0,915 | 0,925 | 0,915 | 0,908 | 0,925 | 0,922 | 0,925 | 0,925

SWyr | 0,96 | 0,989 (0,984 | 0,99 | 0,989 | 0,982 | 0,971 | 0,984 | 0,984 | 0,984

IMe | IBey | IBey | ZBes | IWyr | IWiv | IWy | IN: | INs | IN;
Co 1090209130913 0,916 | 0,913 | 0,906 | 0,912 | 0,919 | 0,915 | 0,916
Co 10,902 0,912 10,912 | 0,912 | 0,912 | 0,906 | 0,911 | 0,912 | 0,914 | 0,914
Cs 109030914 | 0,914 | 0,915 | 0,914 | 0,907 | 0,915 | 0,915 | 0,912 | 0,915
Cs 1090409120912 | 0,915 | 0,911 | 0,909 | 0,911 | 0,913 | 0,913 | 0,915
C, 10,901 10,913 0,915 | 0,912 | 0,912 | 0,905 | 0,911 | 0,912 | 0,913 | 0,915
BP | 0,901 | 0915 | 0,92 | 0,92 | 0,915 | 0,915 | 0,93 | 0,922 | 0,923 | 0,923

BPE | 0,901 | 0,915 | 0,92 | 0,92 | 0,915 | 0,915 | 0,93 | 0,922 | 0,923 | 0,923
BJ | 0,905 | 0,915 | 0,928 | 0,925 | 0,915 | 0,915 | 0,935 | 0,922 | 0,928 | 0,928

BJE | 0,902 | 0,915 | 0,916 | 0,922 | 0,912 | 0,915 | 0,928 | 0,922 | 0,922 | 0,922
BE 0901|0914 | 0917 | 0,916 | 0,911 | 0,907 | 0,914 | 0,913 | 0,917 | 0,917
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IK; | IKur | ZC | IMa | IBa | TV | TVY | IBKt | IBKr | IBB | IBL
P 0,964 | 0,964 | 0,972 | 0,087 | 0,97 | 0,97 | 0,967 | 0,961 | 0,969 | 0,967 | 0,974
PE | 0,961 | 0,961 | 0,966 | 0,974 | 0,964 | 0,967 | 0,961 | 0,961 | 0,961 | 0,961 | 0,971
J 10,982 0,982 | 0,981 | 0,964 | 0,982 | 0,984 | 0,984 | 0,987 | 0,984 | 0,984 | 0,984
JRa | 0,964 | 0,982 | 0,975 | 0,964 | 0,976 | 0,978 | 0,977 | 0,977 | 0,98 | 0,977 | 0,977
JEr 10,985 | 0,976 | 0,986 | 0,974 | 0,985 | 0,983 | 0,984 | 0,98 | 0,98 | 0,984 | 0,984
JER | 0,982 | 0,973 | 0,983 | 0,977 | 0,982 | 0,98 | 0,98 | 0,977 | 0,977 | 0,98 | 0,98
JF1 | 0,964 | 0,964 | 0,962 | 0,941 | 0,964 | 0,961 | 0,964 | 0,964 | 0,964 | 0,961 | 0,954
JF> | 0,964 | 0,964 | 0,962 | 0,941 | 0,964 | 0,961 | 0,964 | 0,964 | 0,964 | 0,961 | 0,954

IK | ZKu | Z2 | ZMa | ZBa | TV | TVY | ZBKt | IBKr | IBB | IBL
JA 0,964 | 0,964 | 0,972 | 0,977 | 0,97 | 0,97 | 0,967 | 0,961 | 0,969 | 0,967 | 0,974
JDC | 0,964 | 0,964 | 0,962 | 0,941 | 0,964 | 0,961 | 0,967 | 0,967 | 0,967 | 0,961 | 0,954
JKer 10,964 | 0,964 | 0,97 | 0,977 | 0,964 | 0,97 | 0,964 | 0,964 | 0,964 | 0,964 | 0,967
JKes 10,964 | 0,964 | 0,97 | 0,977 | 0,964 | 0,97 | 0,964 | 0,964 | 0,964 | 0,964 | 0,967
JME, | 0,964 | 0,964 | 0,97 | 0,964 | 0,964 | 0,97 | 0,964 | 0,964 | 0,964 | 0,964 | 0,971
TME5 | 0,964 | 0,964 | 0,962 | 0,941 | 0,964 | 0,961 | 0,967 | 0,967 | 0,967 | 0,961 | 0,954
JMLy | 0,964 | 0,964 | 0,97 | 0,964 | 0,964 | 0,97 | 0,964 | 0,964 | 0,964 | 0,964 | 0,967
JMLy | 0,964 | 0,964 | 0,97 | 0,964 | 0,964 | 0,97 | 0,964 | 0,964 | 0,964 | 0,964 | 0,967
JMar, | 0,964 | 0,964 | 0,962 | 0,941 | 0,964 | 0,961 | 0,964 | 0,964 | 0,964 | 0,964 | 0,954

IK; | IKur | Z2 | ZMa | ZBa | TV | TVY | ZBKt | IBKr | BB | IBL
JMars | 0,964 | 0,964 | 0,962 | 0,941 | 0,964 | 0,961 | 0,964 | 0,964 | 0,964 | 0,964 | 0,954
JMary | 0,964 | 0,964 | 0,962 | 0,941 | 0,964 | 0,961 | 0,964 | 0,964 | 0,964 | 0,961 | 0,954
JMal | 0,964 | 0,964 | 0,97 | 0,964 | 0,964 | 0,97 | 0,964 | 0,964 | 0,964 | 0,964 | 0,971
JEu | 0,967 | 0,967 | 0,962 | 0,941 | 0,964 | 0,961 | 0,967 | 0,967 | 0,967 | 0,967 | 0,954
JMo | 0,964 | 0,964 | 0,97 | 0,964 | 0,964 | 0,97 | 0,964 | 0,964 | 0,964 | 0,964 | 0,971
JRom | 0,964 | 0,964 | 0,962 | 0,941 | 0,964 | 0,961 | 0,964 | 0,964 | 0,964 | 0,964 | 0,954
JKi 10,982 | 0,082 | 0,981 | 0,964 | 0,982 | 0,984 | 0,984 | 0,987 | 0,984 | 0,984 | 0,984
JRou | 0,964 | 0,964 | 0,962 | 0,941 | 0,964 | 0,961 | 0,964 | 0,964 | 0,964 | 0,961 | 0,954
JS 10,964 | 0,964 | 0,966 | 0,964 | 0,964 | 0,967 | 0,961 | 0,961 | 0,961 | 0,964 | 0,967
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I]CH

Z.ICIII

L

IMa

IBa

1y

vy

IBKt

IBKr

BB

IBL

0,982

0,991

0,983

0,968

0,985

0,985

0,988

0,991

0,986

0,988

0,981

MA

0,964

0,964

0,97

0,95

0,967

0,97

0,964

0,964

0,964

0,964

0,963

MG

0,958

0,958

0,953

0,945

0,958

0,952

0,958

0,958

0,958

0,958

0,952

Mz

0,985

0,985

0,99

0,977

0,985

0,991

0,985

0,985

0,985

0,985

0,988

M

0,982

0,982

0,986

0,971

0,982

0,985

0,982

0,982

0,982

0,982

0,982

Mis

0,978

0,978

0,976

0,963

0,978

0,976

0,978

0,978

0,978

0,978

0,972

Mayg

0,975

0,975

0,97

0,957

0,972

0,969

0,975

0,975

0,975

0,975

0,966

My

0,967

0,967

0,962

0,95

0,964

0,961

0,967

0,967

0,967

0,967

0,958

Moz

0,957

0,957

0,952

0,941

0,954

0,951

0,957

0,957

0,957

0,957

0,947

M3

0,944

0,944

0,938

0,929

0,94

0,937

0,944

0,944

0,944

0,944

0,934

IK 1

IICIII

L

IMa

IBa

1y

vy

IBKt

IBKr

BB

IBL

IMe

0,961

0,961

0,955

0,945

0,958

0,955

0,961

0,961

0,961

0,961

0,951

ZBel

0,974

0,99

0,985

0,974

0,986

0,987

0,987

0,987

0,99

0,987

0,987

IB€2

0,987

0,99

0,991

0,974

0,99

0,993

0,987

0,987

0,987

0,993

0,087

IBeg

0,98

0,984

0,992

0,98

0,992

0,993

0,99

0,987

0,988

0,99

0,993

IWIII

0,98

0,993

0,987

0,971

0,989

0,991

0,99

0,99

0,994

0,99

0,987

IWv

0,987

0,987

0,981

0,961

0,984

0,981

0,987

0,987

0,987

0,987

0,974

IWy

0,984

0,982

0,986

0,984

0,984

0,987

0,98

0,98

0,98

0,987

0,987

IN,

0,987

0,99

0,994

0,98

0,997

0,994

0,993

0,99

0,993

0,993

0,993

IN,

0,987

0,987

0,993

0,98

0,99

0,993

0,987

0,984

0,987

0,99

0,997

IN;

0,987

0,987

0,993

0,98

0,99

0,993

0,987

0,984

0,987

0,99

0,993
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IKr

I]CIII

e

IMa

IBa

1y

vy

IBKt

IBKr

IBB | IBL

IK 1

1

0,982

0,986

0,974

0,988

0,987

0,987

0,987

0,984

0,987 | 0,987

IK:III

0,982

1

0,986

0,973

0,988

0,991

0,99

0,994

0,995

0,99 | 0,987

e

0,986

0,986

0,98

0,994

0,995

0,994

0,989

0,991

0,994 | 0,993

IMa

0,974

0,973

0,98

0,977

0,98

0,974

0,974

0,974

0,974 | 0,98

IBa

0,988

0,988

0,994

0,977

0,994

0,997

0,991

0,993

0,997 | 0,99

7Yy

0,987

0,991

0,995

0,98

0,994

0,994

0,991

0,994

0,994 | 0,993

vy

0,987

0,99

0,994

0,974

0,997

0,994

1

0,993

0,995

0,993 | 0,987

IBKt

0,987

0,994

0,989

0,974

0,991

0,991

0,993

0,992

0,993 | 0,987

IBKr

0,984

0,995

0,991

0,974

0,993

0,994

0,995

0,992

0,993 | 0,987

BB

0,987

0,99

0,994

0,974

0,997

0,994

0,993

0,993

0,993

1 {0,987

IBL

0,987

0,987

0,993

0,98

0,99

0,993

0,987

0,987

0,987

0,987 | 1

IK 1

I’CIII

L

IMa

IBa

1y

vy

IBKt

IBKr

BB

IBL

12

0,977

0,977

0,986

0,99

0,984

0,986

0,98

0,977

0,98

0,084

0,987

0,907

0,907

0,914

0,919

0,919

0,913

0,917

0,91

0,912

0,917

0,916

524

0,91

0,917

0,914

0,917

0,917

0,917

0,917

0,917

0,917

0,917

0,913

E31

0,918

0,927

0,923

0,914

0,922

0,924

0,925

0,927

0,924

0,925

0,921

Eus

0,907

0,907

0,913

0,917

0,913

0,911

0,91

0,907

0,911

0,91

0,909

553

0,924

0,924

0,919

0,912

0,922

0,919

0,924

0,924

0,924

0,924

0,918
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IKH

IICIII

e

IMa

IBa

1y

vy

IBKt

IBKr

BB

IBL

SPa

0,911

0,911

0,911

0,912

0,911

0,911

0,911

0,911

0,911

0,911

0,912

SC

0,964

0,964

0,97

0,977

0,964

0,97

0,964

0,964

0,964

0,964

0,967

S€E

0,961

0,961

0,955

0,948

0,958

0,955

0,961

0,961

0,961

0,961

0,951

SCa

0,919

0,919

0,925

0,924

0,923

0,926

0,919

0,919

0,919

0,919

0,925

SCaH

0,919

0,919

0,925

0,924

0,923

0,926

0,919

0,919

0,919

0,919

0,925

SHL

0,937

0,928

0,938

0,942

0,937

0,934

0,935

0,932

0,931

0,935

0,935

SPe

0,919

0,928

0,924

0,919

0,925

0,925

0,925

0,922

0,927

0,925

0,925

SCh

0,919

0,928

0,924

0,919

0,925

0,925

0,925

0,922

0,927

0,925

0,925

SHM

0,915

0,915

0,921

0,928

0,919

0,922

0,915

0,915

0,915

0,915

0,928

SWy

0,971

0,985

0,982

0,971

0,983

0,984

0,984

0,982

0,986

0,984

0,984

IK 1

I]CIII

e

IMa

IBa

7y

vy

IBKt

IBKr

BB

IBL

0,913

0,915

0,916

0,914

0,916

0,916

0,913

0,912

0,913

0,913

0,915

0,906

0,907

0,912

0,912

0,912

0,91

0,91

0,907

0,911

0,91

0,911

0,915

0,914

0,913

0,914

0,915

0,912

0,915

0,914

0,914

0,915

0,909

0,906

0,912

0,911

0,914

0,91

0,913

0,91

0,907

0,91

0,913

0,91

0,905

0,908

0,911

0,915

0,911

0,912

0,909

0,905

0,91

0,909

0,91

0,919

0,919

0,921

0,93

0,919

0,922

0,915

0,915

0,915

0,922

0,923

BPE

0,919

0,919

0,921

0,93

0,919

0,922

0,915

0,915

0,915

0,922

0,923

BJ

0,919

0,919

0,921

0,928

0,919

0,922

0,915

0,915

0,915

0,922

0,928

BJE

0,919

0,915

0,921

0,928

0,919

0,922

0,915

0,915

0,915

0,922

0,922

BE

0,907

0,91

0,912

0,917

0,91

0,913

0,909

0,907

0,909

0,913

0,92
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512 819 824 831 843 553
P 10,984 | 0,952 | 0,984 | 0,97 | 0,979 | 0,999
PE 0,974 | 0,952 | 0,974 | 0,97 | 0,979 | 0,999
J 10,974 | 0,976 | 0,974 | 0,983 | 0,986 | 0,998
JRa | 0,971 | 0,952 | 0,971 | 0,97 | 0,978 | 0,997
JEr 10,977 10,952 | 0,977 | 0,97 | 0,979 | 0,997
JER | 0,977 | 0,952 | 0,977 | 0,969 | 0,979 | 0,997
JFi | 0,948 | 0,975 | 0,962 | 0,98 | 0,978 | 0,995
JF> | 0,948 | 0,975 | 0,962 | 0,98 | 0,978 | 0,995

812 819 824 831 543 553
JA | 0,984 | 0,952 | 0,984 | 0,969 | 0,979 | 0,997
JDC 10,948 | 0,963 | 0,959 | 0,98 | 0,978 | 0,995
JKe, 10,971 10,952 | 0,971 | 0,969 | 0,978 | 0,097
JKe, 10,971 10,952 | 0,971 | 0,974 | 0,978 | 0,997
JME, | 0,971 | 0,964 | 0,971 | 0,981 | 0,978 | 0,997
TME, | 0,948 | 0,963 | 0,959 | 0,98 | 0,978 | 0,995
JML; | 0,971 | 0,964 | 0,971 | 0,081 | 0,978 | 0,997
JMLy | 0,971 | 0,964 | 0,971 | 0,081 | 0,978 | 0,997
JMar, | 0,951 | 0,964 | 0,962 | 0,081 | 0,978 | 0,995

812 819 824 831 543 553
JMars | 0,951 | 0,964 | 0,962 | 0,974 | 0,978 | 0,995
JMar, | 0,948 | 0,975 | 0,962 | 0,98 | 0,978 | 0,995
JMal | 0,974 | 0,964 | 0,974 | 0,983 | 0,986 | 0,997
JEu 095110951 |0,959 | 0,983 | 0,978 | 0,095
JMo | 0,974 | 0,952 | 0,974 | 0,969 | 0,979 | 0,997
JRom | 0,951 | 0,964 | 0,962 | 0,983 | 0,978 | 0,995
JKi 097410952 | 0,974 | 0,97 | 0,979 | 0,097
JRou | 0,948 | 0,976 | 0,966 | 0,98 | 0,978 | 0,995
JS 10,967 0,952 0,967 | 097 | 0,978 | 0,997
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512

E1g

En

843

0,971

0,985

0,971

0,998

0,991

0,982

MA

0,96

0,979

0,96

0,998

0,987

0,982

MG

0,949

0,972

0,96

0,997

0,984

0,982

M7

0,985

0,95

0,985

0,972

0,984

0,982

M

0,978

0,952

0,978

0,979

0,991

0,982

M5

0,969

0,961

0,969

0,988

0,981

Mg

0,962

0,967

0,962

0,995

0,993

0,983

My

0,954

0,975

0,96

0,997

0,985

0,982

My

0,944

0,986

0,959

0,987

0,978

0,983

M3

0,93

0,999

0,96

0,973

0,978

0,981

812

g

824

Es1

Eus

553

IMe

0,948

0,974

0,961

0,984

0,979

0,982

IBGl

0,98

0,952

0,98

0,97

0,979

0,987

IB€2

0,984

0,952

0,984

0,97

0,979

0,987

IB@g

0,987

0,95

0,987

0,969

0,979

0,981

IWIII

0,98

0,952

0,98

0,97

0,979

0,982

IWv

0,971

0,956

0,971

0,974

0,979

0,986

IWy

0,987

0,947

0,987

0,968

0,977

0,981

TN,

0,987

0,948

0,987

0,972

0,978

0,981

IN,

0,99

0,95

0,99

0,969

0,978

0,981

IN;

0,99

0,95

0,99

0,969

0,978

0,981
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&2 E1g E &3 Eus Ess
K | 0,977 | 0,952 | 0,977 | 0,97 | 0,979 | 0,982
K | 0,977 10,952 | 0,977 | 0,97 | 0,979 | 0,982
L | 0,986 | 0,949 | 0,986 | 0,971 | 0,977 | 0,984
IMa | 0,99 | 0,953 | 0,99 | 0,97 | 0,977 | 0,987
ZBa | 0,984 | 0,952 | 0,984 | 0,969 | 0,979 | 0,982
7Y 10,986 | 0,949 | 0,986 | 0,972 | 0,978 | 0,982
vy | 0,98 | 0,952 | 0,98 | 0,97 | 0,979 | 0,981
IBKt | 0,977 | 0,952 | 0,977 | 0,97 | 0,979 | 0,985
IBKr | 0,98 | 0,952 | 0,98 | 0,97 | 0,979 | 0,985
BB | 0,984 | 0,952 | 0,984 | 0,97 | 0,979 | 0,981
IBL | 0,987 | 0,953 | 0,987 | 0,97 | 0,977 | 0,981

&1 E19 Eau Es1 a3 Es3

E12 1 0,947 1 0,968 | 0,977 | 0,981
&9 | 0,921 1 0,961 | 0,969 | 0,978 | 0,982
Eay | 0,917 | 0,947 1 0,968 | 0,977 | 0,981
Es1 10,9191 0,949 | 0,96 1 0,977 | 0,982
Ei3 10,9191 0,949 | 0,959 | 0,968 1 0,982
Ess | 0,918 | 0,948 | 0,959 | 0,968 | 0,977 1

512 819 824 831 843 553
SPa | 0,918 | 0,947 | 0,964 | 0,971 | 0,978 | 0,983
SL | 0,971 | 0,949 | 0,971 | 0,971 | 0,978 | 0,984
SE 10,948 | 0,97 | 0,969 | 0,979 | 0,978 | 0,991
SCa | 0,919 | 0,964 | 0,969 | 0,981 | 0,986 | 0,986
SCa | 0,919 | 0,952 | 0,965 | 0,974 | 0,979 | 0,986
SHL | 0,945 | 0,952 | 0,969 | 0,973 | 0,978 | 0,986
SPe | 0,922 | 0,952 | 0,962 | 0,98 | 0,978 | 0,99
SCh | 0,922 | 0,952 | 0,962 | 0,98 | 0,978 | 0,99
SHM | 0,932 | 0,952 | 0,961 | 0,968 | 0,979 | 0,989
SWyr | 0,977 | 0,953 | 0,977 | 0,969 | 0,981 | 0,983
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512 519 824 831 543 553
C. |0,918 0,948 | 0,959 | 0,968 | 0,977 | 0,981
Co | 0,918 0,948 | 0,959 | 0,968 | 0,977 | 0,981
Cs | 0,918 | 0,948 | 0,959 | 0,968 | 0,977 | 0,981
Cy | 0,917 | 0,948 | 0,959 | 0,968 | 0,977 | 0,981
C, |0917 ] 0,95 | 0,959 | 0,968 | 0,977 | 0,981
BP | 0,926 | 0,953 | 0,959 | 0,968 | 0,977 | 0,983
BPE | 0,926 | 0,953 | 0,959 | 0,968 | 0,977 | 0,983
BJ |0,935 | 0,952 | 0,961 | 0,968 | 0,977 | 0,987
BJE | 0,932 ] 0,952 | 0,961 | 0,968 | 0,977 | 0,983
BE | 0,917 | 0,948 | 0,959 | 0,968 | 0,977 | 0,982
SPa | SL | SE | SCa | SCaH | SHL | SPe | SCh | SHM | SWy;
P 10,984 | 0,978 | 0,843 | 0,964 | 0,955 | 0,964 | 0,964 | 0,951 | 1 0,971
PE 0,984 | 0,964 | 0,843 | 0,899 | 0,899 | 0,964 | 0,951 | 0,951 | 0,997 | 0,962
J 1 0964|0807 | 1 |095 [0964] 1 |0987| 1 0,971
JRa | 0,984 | 0,964 | 0,807 | 0,919 | 0,919 | 0,964 | 0,964 | 0,964 | 0,964 | 0,985
JEr 10,984 0,964 | 0,84 | 0,919 | 0,919 | 0,964 | 0,964 | 0,964 | 0,997 | 0,974
JER | 0,981 | 0,964 | 0,843 | 0,923 | 0,923 | 0,964 | 0,964 | 0,964 | 0,997 | 0,971
JF1 0,977 10,934 | 0,807 | 0,887 | 0,887 | 0,932 | 0,964 | 0,964 | 0,964 | 0,956
JFs | 0,977 | 0,934 | 0,807 | 0,887 | 0,887 | 0,932 | 0,977 | 0,977 | 0,964 | 0,956
SPa | SCL | SE | SCa | SCaH | SHL | SPe | SCh | SHM | SWy,
JA 10981 | 0,964 | 0,843 | 0,923 | 0,923 | 0,964 | 0,964 | 0,951 | 0,997 | 0,971
JDC | 0,977 | 0,932 | 0,807 | 0,887 | 0,887 | 0,932 | 0,964 | 0,964 | 0,964 | 0,956
JKer |0,981 | 0,97 | 0,843 | 0,919 | 0,919 | 0,964 | 0,964 | 0,964 | 0,964 | 0,971
JTKes | 0,987 | 0,97 | 0,843 | 0,919 | 0,919 | 0,964 | 0,964 | 0,964 | 0,964 | 0,965
JME; | 0,987 | 0,964 | 0,807 | 0,903 | 0,903 | 0,964 | 0,955 | 0,955 | 0,964 | 0,965
TMEs 0,977 | 0,932 | 0,807 | 0,887 | 0,887 | 0,932 | 0,964 | 0,964 | 0,987 | 0,956
JML; | 0,987 | 0,964 | 0,807 | 0,903 | 0,903 | 0,989 | 0,955 | 0,955 | 0,964 | 0,965
JMLy | 0,987 | 0,964 | 0,807 | 0,903 | 0,903 | 0,964 | 0,955 | 0,955 | 0,964 | 0,965
JMary | 0,977 | 0,953 | 0,807 | 0,887 | 0,887 | 0,932 | 0,977 | 0,977 | 0,964 | 0,967
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SPa | SCL | SE | SCa | SCaH | SHL | SPe | SCh | SHM | SWy;
JMars | 0,977 | 0,953 | 0,843 | 0,887 | 0,887 | 0,932 | 0,964 | 0,964 | 0,987 | 0,967
JMary | 0,977 | 0,934 | 0,807 | 0,887 | 0,887 | 0,932 | 0,964 | 0,964 | 0,964 | 0,956
JMal | 0,987 | 0,964 | 0,807 | 0,935 | 0,935 | 0,964 | 0,955 | 0,964 | 1 | 0,965
JEu | 0,977 | 0,932 | 0,807 | 0,887 | 0,887 | 0,932 | 0,977 | 0,977 | 0,987 | 0,961
JMo | 0,981 | 0,964 | 0,807 | 0,923 | 0,923 | 0,964 | 0,964 | 0,964 | 0,997 | 0,971
JRom | 0,977 | 0,953 | 0,807 | 0,887 | 0,887 | 0,932 | 0,964 | 0,964 | 0,987 | 0,967
JKi | 0,984 0,964 | 0,807 | 0,919 | 0,919 | 0,964 | 0,964 | 0,964 | 0,997 | 0,971
JRou | 0,977 | 0,934 | 0,807 | 0,919 | 0,919 | 0,932 | 0,977 | 0,977 | 0,964 | 0,956
JS 0,984 [ 0,964 | 0,807 | 0,899 | 0,899 | 0,964 | 0,951 | 0,951 | 0,964 | 0,964

SPa | SL | SE | SCa | SCat | SHL | SPe | SCh | SHM | SWy;
M 0,982 0,961 | 0,816 | 0,982 | 0,946 | 0,982 | 0,982 | 0,982 | 0,982 | 0,976
MA | 0,982 | 0,952 | 0,816 | 0,937 | 0,937 | 0,941 | 0,982 | 0,982 | 0,978 | 0,965
MG | 0,982 | 0,923 | 0,816 | 0,887 | 0,887 | 0,932 | 0,977 | 0,977 | 0,978 | 0,952
M7 | 0,982 | 0,974 | 0,828 | 0,918 | 0,918 | 0,962 | 0,974 | 0,974 | 0,985 | 0,981
Mg | 0,982 | 0,97 | 0,825 | 0,911 | 0,911 | 0,955 | 0,976 | 0,976 | 0,982 | 0,983
M5 | 0,986 | 0,963 | 0,822 | 0,901 | 0,901 | 0,946 | 0,978 | 0,978 | 0,982 | 0,981
Mase | 0,984 | 0,958 | 0,819 | 0,895 | 0,895 | 0,94 | 0,98 | 0,98 | 0,979 | 0,975
My | 0,982 | 0,952 | 0,816 | 0,887 | 0,887 | 0,932 | 0,977 | 0,977 | 0,978 | 0,967
My7 | 0,977 [ 0,943 | 0,812 | 0,892 | 0,892 | 0,921 | 0,967 | 0,967 | 0,977 | 0,956
Mg | 0,976 | 0,929 | 0,807 | 0,906 | 0,906 | 0,908 | 0,953 | 0,953 | 0,976 | 0,943
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SPa | SL | SE | SCa | SCaH | SHL | SPe | SCh | SHM | SWy;
IMe | 0,98 | 0,946 | 0,814 | 0,889 | 0,889 | 0,925 | 0,97 | 0,97 | 0,977 | 0,96
TIBe; | 0,984 | 0,964 | 0,817 | 0,919 | 0,919 | 0,964 | 0,964 | 0,964 | 0,974 | 0,989
TIBes, | 0,977 | 0,964 | 0,817 | 0,919 | 0,919 | 0,964 | 0,964 | 0,964 | 0,987 | 0,984
TIBes | 0,974 | 0,964 | 0,824 | 0,929 | 0,929 | 0,964 | 0,964 | 0,964 | 0,98 | 0,99
IWirr | 0,984 | 0,964 | 0,814 | 0,919 | 0,919 | 0,964 | 0,964 | 0,964 | 0,98 | 0,989
IWyv | 0,987 | 0,964 | 0,817 | 0,906 | 0,906 | 0,951 | 0,964 | 0,964 | 0,984 | 0,982
IWy | 0,971 | 0,974 | 0,833 | 0,919 | 0,919 | 0,964 | 0,971 | 0,971 | 0,984 | 0,971
TN, | 0,977 10,964 | 0,824 | 0,926 | 0,926 | 0,964 | 0,964 | 0,964 | 0,984 | 0,984
TN, | 0,977 10,971 | 0,824 | 0,925 | 0,925 | 0,971 | 0,971 | 0,971 | 0,984 | 0,984
TIN5 | 0,977 | 0,967 | 0,824 | 0,925 | 0,925 | 0,967 | 0,967 | 0,967 | 0,984 | 0,984

SPa | SL | S | SCa | SCaH | SHL | SPe | SCh | SHM | SWy;
TK;r | 0,982 | 0,964 | 0,825 | 0,919 | 0,919 | 0,964 | 0,964 | 0,964 | 0,982 | 0,971
TK | 0,982 | 0,964 | 0,816 | 0,919 | 0,919 | 0,964 | 0,964 | 0,964 | 0,982 | 0,985
ZL 0978 | 0,97 | 0,826 | 0,925 | 0,925 | 0,97 | 0,97 | 0,97 | 0,983 | 0,982
IMa | 0,977 | 0,977 | 0,83 | 0,912 | 0,912 | 0,964 | 0,964 | 0,964 | 0,987 | 0,971
ZBa | 0,981 | 0,964 | 0,825 | 0,923 | 0,923 | 0,964 | 0,964 | 0,964 | 0,982 | 0,983
7Y 10,978 | 0,97 |0,823]0,926 | 0,926 | 0,97 | 0,97 | 0,97 | 0,984 | 0,984
VY |0,984 | 0,964 | 0,824 | 0,919 | 0,919 | 0,964 | 0,964 | 0,964 | 0,984 | 0,984
IBKt | 0,984 [ 0,964 | 0,82 | 0,919 | 0,919 | 0,964 | 0,964 | 0,964 | 0,987 | 0,982
IBKr | 0,984 | 0,964 | 0,82 | 0,919 | 0,919 | 0,964 | 0,964 | 0,964 | 0,984 | 0,986
IBB | 0,984 | 0,964 | 0,824 | 0,919 | 0,919 | 0,964 | 0,964 | 0,964 | 0,984 | 0,984
IBL | 0,974 | 0,967 | 0,824 | 0,925 | 0,925 | 0,967 | 0,967 | 0,967 | 0,984 | 0,984
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SPa | SL | SE | SCa | SCaH | SHL | SPe | SCh | SHM | SWy;
£ 109710971 | 0,83 | 0,919 | 0,919 | 0,971 | 0,971 | 0,968 | 0,984 | 0,977
E19 | 0,976 | 0,919 | 0,808 | 0,883 | 0,883 | 0,907 | 0,94 | 0,94 | 0,976 | 0,912
£ 0,971 0,913 | 0,83 | 0,913 | 0,913 | 0,913 | 0,939 | 0,936 | 0,936 | 0,917
£ | 0,976 | 0,915 | 0,817 | 0,887 | 0,887 | 0,927 | 0,932 | 0,028 | 0,928 | 0,922
£ 10,974 | 0,914 | 0,822 | 0,896 | 0,896 | 0,907 | 0,939 | 0,939 | 0,939 | 0,914
Es3 | 0,97 10,924 | 0,81 | 0,887 | 0,887 | 0,924 | 0,932 | 0,924 | 0,924 | 0,918

SPa | SL | SE | SCa | SCaH | SHL | SPe | SCh | SHM | SWy;
SPa | 1 [0911]0807| 0,89 | 0,89 | 0,911 | 0,941 | 0,935 | 0,935 | 0,917
SC 10979 1 |0,8370,905| 0,905 | 0,964 | 0,957 | 0,957 | 0,964 | 0,971
SE 109930947 1 |0,889 | 0,889 | 0,925 | 0,971 | 0,971 | 0,971 | 0,96
SCa | 0,98 |0,911 0807 | 1 | 0955 |0,914| 0,948 | 0,948 | 0,955 | 0,92
SCaH | 0,98 [0911]0,843 0955 | 1 10,914 0,948 | 0,948 | 0,955 | 0,92
SHL | 0,976 | 0,919 | 0,807 | 0,914 | 0,914 | 1 | 0,941 | 0,941 | 0,964 | 0,925
SPe | 0,99 10,919 0,807 | 0,91 | 0,91 |0919| 1 0,928 0,955 | 0,926
SCh | 0,987 | 0,919 | 0,807 | 0,91 | 0,91 |0,919|0,955| 1 | 0,955 | 0,926
SHM | 0,984 | 0,919 | 0,807 | 0,895 | 0,895 | 0,019 | 0,041 | 0,041 | 1 0,924
SWy; 10,979 | 0,971 [ 0,822 | 0,92 | 0,92 | 0,965 | 0,971 | 0,971 | 0,971 1

SPa | SL | SE | SCa | SCaH | SHL | SPe | SCh | SHM | SWy;
C., |0,9720,914 | 0,814 | 0,879 | 0,879 | 0,915 | 0,932 | 0,925 | 0,926 | 0,915
C. | 0,969 | 0,908 | 0,81 | 0,878 | 0,878 | 0,907 | 0,93 | 0,925 | 0,926 | 0,907
Cs | 0,971 (0,914 | 0,813 | 0,876 | 0,876 | 0,914 | 0,936 | 0,928 | 0,931 | 0,907
Csy | 0,968 | 0,907 | 0,814 | 0,879 | 0,879 | 0,916 | 0,93 | 0,93 | 0,931 | 0,914
C, 10,969 | 0,908 | 0,808 | 0,877 | 0,877 | 0,908 | 0,93 | 0,927 | 0,927 | 0,912
BP | 0,97 | 0,93 | 0,831 0,885 | 0,885 | 0,919 | 0,93 | 0,93 | 0,93 | 0,922
BPE | 0,97 | 0,93 | 0,831 | 0,884 | 0,884 | 0,919 | 0,93 | 0,93 | 0,93 | 0,922
BJ | 0,971 | 0,928 | 0,807 | 0,887 | 0,887 | 0,919 | 0,041 | 0,041 | 0,964 | 0,925
BJE | 0,971 | 0,908 | 0,807 | 0,882 | 0,882 | 0,919 | 0,932 | 0,928 | 0,928 | 0,912
BE 10,986 | 0,912 | 0,818 | 0,894 | 0,894 | 0,91 | 0,942 | 0,942 | 0,94 | 0,918
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Co | Cuo | Co | Cy | C, | BP | BPE| BT | BJE | BE
P 0941 | 0,97 | 0,956 | 0,947 | 0,975 | 0,685 | 0,776 | 0,709 | 0,823 | 0,899
PE | 0,94 | 0,968 | 0,955 | 0,947 | 0,972 | 0,646 | 0,776 | 0,67 | 0,823 | 0,896
J 10,937 10,969 | 0,951 | 0,947 | 0,974 | 0,685 | 0,776 | 0,696 | 0,823 | 0,891
JRa | 0,937 | 0,968 | 0,951 | 0,947 | 0,974 | 0,682 | 0,776 | 0,696 | 0,823 | 0,891
JEr 10,938 10,969 | 0,952 | 0,047 | 0,971 | 0,685 | 0,776 | 0,693 | 0,823 | 0,801
JER 0,938 | 0,968 | 0,952 | 0,947 | 0,974 | 0,682 | 0,776 | 0,696 | 0,823 | 0,891
JFi | 0,937 | 0,969 | 0,947 | 0,947 | 0,974 | 0,649 | 0,743 | 0,66 | 0,791 | 0,88
JF> | 0,937 | 0,969 | 0,947 | 0,947 | 0,974 | 0,649 | 0,743 | 0,66 | 0,791 | 0,88
Co | Co | Cs | Co | C, | BP | BPE| BT | BIE| BE
JA | 0,941 | 0,968 | 0,952 | 0,947 | 0,974 | 0,682 | 0,776 | 0,696 | 0,823 | 0,893
JDC 10,937 | 0,969 | 0,047 | 0,947 | 0,974 | 0,685 | 0,743 | 0,66 | 0,791 | 0,88
JKe, 10,937 10,968 | 0,951 | 0,047 | 0,974 | 0,649 | 0,776 | 0,673 | 0,823 | 0,801
JKes 10,937 10,968 | 0,951 | 0,047 | 0,974 | 0,649 | 0,776 | 0,673 | 0,823 | 0,801
JME, 0,937 ] 0,968 | 0,951 | 0,947 | 0,974 | 0,649 | 0,776 | 0,673 | 0,823 | 0,891
JTME5 0,937 | 0,969 | 0,947 | 0,947 | 0,974 | 0,685 | 0,743 | 0,66 | 0,791 | 0,88
JML; | 0,937 | 0,968 | 0,951 | 0,047 | 0,974 | 0,649 | 0,776 | 0,673 | 0,823 | 0,891
JTMLsy | 0,937 | 0,968 | 0,951 | 0,047 | 0,974 | 0,649 | 0,776 | 0,673 | 0,823 | 0,891
JMar, | 0,937 | 0,968 | 0,947 | 0,047 | 0,974 | 0,649 | 0,743 | 0,673 | 0,791 | 0,882
Co | Co | Cs | Co | C, | BP | BPE| BT | BIE| BE
JMars | 0,937 | 0,968 | 0,947 | 0,047 | 0,974 | 0,649 | 0,743 | 0,673 | 0,791 | 0,882
JMary | 0,937 | 0,969 | 0,947 | 0,047 | 0,974 | 0,649 | 0,743 | 0,66 | 0,791 | 0,88
JMal | 0,937 | 0,968 | 0,951 | 0,947 | 0,974 | 0,649 | 0,776 | 0,673 | 0,823 | 0,891
JEu | 0,937 | 0,968 | 0,947 | 0,947 | 0,974 | 0,682 | 0,743 | 0,696 | 0,791 | 0,882
JMo |0,937 0,968 | 0,951 | 0,947 | 0,974 | 0,649 | 0,776 | 0,673 | 0,823 | 0,891
JRom | 0,937 | 0,968 | 0,047 | 0,947 | 0,974 | 0,649 | 0,743 | 0,673 | 0,791 | 0,882
JKi | 0,937 | 0,968 | 0,951 | 0,947 | 0,974 | 0,682 | 0,776 | 0,696 | 0,823 | 0,891
JRou | 0,937 | 0,969 | 0,947 | 0,947 | 0,974 | 0,649 | 0,743 | 0,66 | 0,791 | 0,88
JS 0,936 | 0,968 | 0,951 | 0,947 | 0,974 | 0,646 | 0,776 | 0,67 | 0,823 | 0,891
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Co | Cuo | Co | Co | C, | BP | BPE| BT | BJE | BE
M | 0,935 | 0,969 | 0,948 | 0,947 | 0,971 | 0,676 | 0,785 | 0,687 | 0,832 | 0,881
MA | 0,935 | 0,969 | 0,948 | 0,947 | 0,971 | 0,649 | 0,752 | 0,673 | 0,8 | 0,881
MG | 0,935 | 0,960 | 0,947 | 0,947 | 0,971 | 0,649 | 0,735 | 0,673 | 0,782 | 0,881
M7 | 0,935 | 0,968 | 0,947 | 0,947 | 0,971 | 0,67 | 0,774 | 0,693 | 0,822 | 0,878
Mg | 0,937 | 0,968 | 0,947 | 0,947 | 0,971 | 0,667 | 0,767 | 0,691 | 0,815 | 0,879
My | 0,936 | 0,968 | 0,947 | 0,947 | 0,971 | 0,664 | 0,758 | 0,687 | 0,805 | 0,879
Mo | 0,936 | 0,968 | 0,948 | 0,947 | 0,971 | 0,661 | 0,751 | 0,684 | 0,799 | 0,879
My | 0,935 | 0,969 | 0,947 | 0,947 | 0,971 | 0,658 | 0,743 | 0,678 | 0,791 | 0,881
Mayz | 0,935 | 0,968 | 0,947 | 0,947 | 0,971 | 0,654 | 0,733 | 0,67 | 0,781 | 0,878
M5 | 0,936 | 0,968 | 0,948 | 0,947 | 0,973 | 0,649 | 0,732 | 0,66 | 0,767 | 0,879

Co | Co | C | Co | ¢, | BP |BPE| BT | Bge | Be
TMe | 0,935 | 0,968 | 0,947 | 0,947 | 0,971 | 0,675 | 0,737 | 0,673 | 0,784 | 0,879
TBe, | 0,937 | 0,968 | 0,949 | 0,947 | 0,972 | 0,685 | 0,776 | 0,693 | 0,823 | 0,881
TBe, | 0,937 | 0,968 | 0,949 | 0,947 | 0,973 | 0,672 | 0,776 | 0,696 | 0,823 | 0,881
TBes; | 0,936 | 0,968 | 0,947 | 0,947 | 0,971 | 0,675 | 0,776 | 0,699 | 0,823 | 0,879
TWir | 0,936 | 0,968 | 0,947 | 0,947 [ 0,971 | 0,685 | 0,776 | 0,693 | 0,823 | 0,879
TWrv | 0,935 | 0,968 | 0,948 | 0,946 | 0,972 | 0,672 | 0,763 | 0,693 | 0,81 | 0,881
TWy | 0,937 | 0,968 | 0,947 | 0,947 | 0,971 | 0,666 | 0,776 | 0,689 | 0,823 | 0,879
TN 0,937 [ 0,968 | 0,048 | 0,947 | 0,971 | 0,679 | 0,776 | 0,699 | 0,823 | 0,879
TN, |0,936 ] 0,968 | 0,947 | 0,947 | 0,971 | 0,672 | 0,779 | 0,696 | 0,827 | 0,879
TIN5 | 0,936 | 0,968 | 0,947 | 0,947 | 0,971 | 0,672 | 0,776 | 0,696 | 0,823 | 0,879
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Co | Cuw | Co | Co | C, | BP | BPE| BT | BJE| BE
K | 0,938 | 0,968 | 0,952 | 0,947 | 0,971 | 0,682 | 0,776 | 0,696 | 0,823 | 0,881
K | 0,935 | 0,968 | 0,048 | 0,047 | 0,971 | 0,682 | 0,776 | 0,696 | 0,823 | 0,881
IL | 0,936 | 0,968 | 0,948 | 0,947 | 0,972 | 0,68 | 0,782 | 0,698 | 0,829 | 0,879
IMa | 0,937 | 0,968 | 0,949 | 0,947 | 0,974 | 0,659 | 0,789 | 0,683 | 0,836 | 0,883
ZBa | 0,938 | 0,968 | 0,047 | 0,047 | 0,971 | 0,682 | 0,776 | 0,696 | 0,823 | 0,879
7Y 10,937 | 0,968 | 0,047 | 0,947 | 0,971 | 0,679 | 0,779 | 0,699 | 0,826 | 0,879
VY | 0,937 | 0,968 | 0,949 | 0,047 | 0,971 | 0,685 | 0,776 | 0,693 | 0,823 | 0,879
IBKt | 0,935 | 0,969 | 0,948 | 0,947 | 0,971 | 0,685 | 0,776 | 0,693 | 0,823 | 0,879
IBKr | 0,936 | 0,969 | 0,047 | 0,947 | 0,972 | 0,685 | 0,776 | 0,693 | 0,823 | 0,878
BB | 0,937 | 0,968 | 0,949 | 0,947 | 0,971 | 0,679 | 0,776 | 0,699 | 0,823 | 0,879
IBL | 0,937 | 0,968 | 0,947 | 0,947 | 0,971 | 0,672 | 0,779 | 0,696 | 0,827 | 0,879
Co | Co | Cs | Co | C, | BP | BPE| BT | BIE| BE
£ | 0,935 | 0,969 | 0,947 | 0,948 | 0,971 | 0,666 | 0,779 | 0,689 | 0,827 | 0,879
£ | 0,936 | 0,968 | 0,947 | 0,047 | 0,974 | 0,638 | 0,731 | 0,637 | 0,766 | 0,879
E4 | 0,935 | 0,968 | 0,947 | 0,947 | 0,971 | 0,666 | 0,749 | 0,629 | 0,773 | 0,879
£ | 0,935 | 0,968 | 0,947 | 0,947 | 0,971 | 0,641 | 0,732 | 0,627 | 0,767 | 0,879
E13 | 0,935 | 0,968 | 0,947 | 0,947 | 0,971 | 0,642 | 0,735 | 0,627 | 0,766 | 0,879
Es3 | 0,935 | 0,968 | 0,947 | 0,947 | 0,971 | 0,647 | 0,738 | 0,633 | 0,784 | 0,878
Co | Co | Cs | Co | C, | BP | BPE| BT | BIE| BE
SPa | 0,935 | 0,968 | 0,949 | 0,947 | 0,971 | 0,638 | 0,731 | 0,631 | 0,77 | 0,883
SL | 0,936 (0,968 | 0,95 | 0,947 | 0,972 | 0,649 | 0,776 | 0,673 | 0,823 | 0,879
SE 10,937 [ 0,968 | 0,949 | 0,948 | 0,971 | 0,679 | 0,737 | 0,702 | 0,784 | 0,881
SCa | 0,936 | 0,968 | 0,951 | 0,947 | 0,972 | 0,649 | 0,731 | 0,628 | 0,77 | 0,882
SCaH | 0,936 | 0,968 | 0,951 | 0,047 | 0,972 | 0,661 | 0,731 | 0,628 | 0,77 | 0,882
SHL | 0,937 | 0,968 | 0,951 | 0,947 | 0,974 | 0,649 | 0,731 | 0,673 | 0,778 | 0,882
SPe | 0,937 | 0,968 | 0,949 | 0,047 | 0,974 | 0,649 | 0,731 | 0,651 | 0,778 | 0,887
SCh | 0,937 | 0,968 | 0,949 | 0,947 | 0,973 | 0,649 | 0,731 | 0,651 | 0,778 | 0,887
SHM | 0,937 | 0,968 | 0,95 | 0,947 | 0,973 | 0,638 | 0,731 | 0,627 | 0,778 | 0,891
SWy; | 0,935 | 0,968 | 0,949 | 0,947 | 0,971 | 0,674 | 0,776 | 0,698 | 0,823 | 0,878
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Co | Cuo | Co | Co | C, | BP | BPE| BT | BJE | BE
Ca 1 1 ]0,047 | 0,947 | 0,971 | 0,647 | 0,734 | 0,628 | 0,775 | 0,878
Co 10935| 1 |0047 0,947 | 0,971 | 0,642 | 0,734 | 0,628 | 0,768 | 0,878
Cs | 0935|0968 | 1 0947|0971 | 0,644 | 0,733 | 0,627 | 0,774 | 0,88
Cs | 0935|0968 [ 0,947 | 1 | 0,971 | 0,648 | 0,733 | 0,629 | 0,774 | 0,879
C, 0935|0968 | 0,947 | 0947 | 1 |0,638 0,732 | 0,626 | 0,768 | 0,879

BP | 0,936 | 0,969 | 0,948 | 0,947 | 0,975 1 1 0,953 | 0,953 | 0,951
BPE | 0,936 | 0,969 | 0,948 | 0,947 | 0,975 | 0,814 1 0,766 | 0,953 | 0,951
BJ | 0,935 | 0,969 | 0,947 | 0,947 | 0,975 | 0,953 | 0,953 1 1 0,951

BJE | 0,935 | 0,969 | 0,947 | 0,947 | 0,975 | 0,766 | 0,953 | 0,719 1 0,951
BE |0,936 | 0,968 | 0,947 | 0,947 | 0,971 | 0,737 | 0,737 | 0,734 | 0,772 1
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