Universidad de Buenos Aires
Facultad de Ciencias Exactas y Naturales

Departamento de Matematica

Tesis de Licenciatura

Un estado del arte acerca de grafos perfectos y
algunas variaciones

Nina Pardal

Director: Dr. Guillermo A. Duran

Marzo de 2015



«Hay tres cosas por las que vale la pena vivir:
»el amor, el arte y el conocimiento.»
A. Baldn



Agradecimientos

Ante todo, sepan disculpar lo conciso del texto, y sepan comprender que, en mi
mente, el orden de los factores no altera el producto.

A mi amor incomparable, Guido. A mis mds cercanos amigos desde hace ya muy
lejanas épocas, Pablo, Mapi, Dani y German. A mi padre y madre. A mi director,
Willy. A los comparieros y grandes amigos que compartieron —y siguen compartiendo—
los mismos dolores, Sebastidn, Juan y Noelia. A mis comparfieros de andanzas en la
musica, dos personas muy raras como yo, Nacho y Sami. A los compafieros de largos
viajes, atados por una herencia completamente falsa, Diego, Sandra, Lau, Gabi, Ale,
Jesi y Nati.

El agradecimiento es el mismo para todos —salvo para Pablo porque sabe mucho
de LaTex—, a cada uno en la cantidad correspondiente.

Gracias por saber que mi habilidad de quejarme es infinita, equivalente a la pacien-
cia que me han tenido. Gracias por ayudarme a remar en contra de mi propia corriente,
tanto en las pequefias cosas como en los momentos mas dificiles. Gracias por entender
que con amor y por amor es como mejor puedo hacer las cosas. Y gracias por creer en
mi cuando yo no tenia la capacidad de hacerlo.






Indice general

7
L. Introduccionl 1
[2. Definiciones y notacion| 3
2.1. Definiciones generales| . . . . . ... ... ... ... . . . L. 3
2.2. Grafos perfectos|. . . . ... ... ... L 7
2.3. Grafos clique-perfectos|. . . . ... ... ... ... ... . 00 . 8
2.4. Grafos coordinados| . . . .. ... ... Lo 8
[2.5. Grafos vecindad-perfectos| . . . . ... ... ... 00 L. 8

[3. Grafos perfectos| 11
[3.1. Caracterizacion| . . . . . . . . . . .. L 11
[3.1.1. Teorema Débil|. . . . .. ... ... .. ... 11

[3.1.2. Teorema Fuerte| . . . . . ... ... ... oo 17

[3.2. Reconocimiento| . . . . . .. ... ... o L 25
4. Graftos clique-perfectos| 29
4.1. Otrasclasesdegrafos . . ... ......... ... ... . ........ 29
4.2. Algunas familias de grafos clique-pertectos |

| y clique-imperfectos| . . . ... ... ... ... L 000 33
4.3. Caracterizaciones parciales| . . ... ... .. ... .. ... ... ... 35
4.4. Grafos sindiamantes| . . . . . .. ... 36

[5. Gratos coordinados| 39
[5.1. Algunas definiciones| . . . . . ... ... ... oo 39
[5.2. Caracterizaciones parciales| . . ... ..................... 40
[5.3. Grafossinpaws| . . . . ... ... ... 42

[6. Gratfos vecindad-perfectos| 45
[6.1. Preliminares| . . . . . . . . . ... 45
6.2. Caracterizaciones parciales| . . . ... ... .. ... ... ... ... .. 48
6.3. Pa-tidy] . ... 50
6.4. Cogratos| . . . . . ... e 53




6.5. Arbol-cografos|. . . . .. .. ...

[7. Conclusiones y Problemas Abiertos|




Resumen

Los grafos perfectos fueron definidos por Berge en 1961. Un grafo se dice perfecto
cuando para todo subgrafo inducido coinciden el niimero cromético y el tamafio de
una clique maxima. Los grafos perfectos son de gran interés desde el punto de vis-
ta algoritmico ya que para esta clase los problemas clasicos de optimizacién pueden
resolverse en tiempo polinomial. A partir de esta clase se han definido y estudiado
una gran cantidad de variantes de los mismos, entre ellas algunas que también se de-
finen por la igualdad de 2 pardmetros, como ser los grafos clique-perfectos, los grafos
coordinados y los grafos vecindad-perfectos. Para estas clases una caracterizacién por
subgrafos inducidos prohibidos no es conocida y para algunas de ellas también se des-
conoce la complejidad de su reconocimiento. En este trabajo se realizé un completo
estado del arte de los grafos perfectos, que incluye las caracterizaciones estructurales
conocidas como Teorema Débil y Teorema Fuerte -ambas conjeturadas por Berge pero
demostradas en los afios 1972 y 2002 respectivamente-, y algoritmos de reconocimien-
to polinomiales para esta clase. Se estudiaron ademas los avances parciales realizados
en la misma direccién para las tres variaciones nombradas anteriormente.



Capitulo 1

Introduccion

En la Teoria de Grafos es muy stdndard centrarse en una clase en particular e
intentar hallar una caracterizacién estructural de la misma, ya sea por caracteristicas
prohibidas o suficientes. La razén por la cual interesa obtener caracterizaciones estruc-
turales es que éstas o bien permiten hallar algoritmos de reconocimiento polinomiales,
o bien nos dan una idea de la complejidad computacional que puede tener este pro-
blema. Asimismo, conocer la complejidad de reconocimiento es un recurso mas que
atil para —entre otras cosas— resolver problemas de Optimizacién Combinatoria, tales
como el TSP, k-coloreo, etc.

Este trabajo tiene como objetivo hacer un estado del arte sobre los resultados co-
nocidos para ciertas clases de grafos muy estudiadas a lo largo de los tltimos afios.

Nuestro paradigma son los Grafos Perfectos. Fueron definidos en los afios ‘60 por
Claude Berge, quien casi al mismo tiempo conjeturé dos propiedades estructurales
muy importantes —posteriormente llamadas Teorema Débil y Fuerte de los grafos
perfectos— que fueron demostradas luego de 10 y 40 afios respectivamente. Comenza-
remos hablando de estos Teoremas en el Capitulo 2, donde daremos una demostracion
del Teorema Débil, y posteriormente una idea de la demostracién del Teorema Fuerte.
Gracias a este ultimo y a nuevos avances estructurales, se pudieron hallar algoritmos
polinomiales de reconocimiento para esta clase de grafos. Terminamos entonces este
capitulo enumerando y dando una breve descripcién de los pasos a seguir para la im-
plementacién de uno de estos algoritmos, el cual tiene complejidad O(n?), como para
dar un panorama completo de nuestro paradigma.

A partir de los grafos perfectos, han surgido nuevas variaciones y sub-clases, usan-
do como idea principal en la definicién el tomar dos pardmetros relacionados por una
desigualdad min-max. De esta forma surgieron los grafos Clique-Perfectos, Coordina-
dos y Vecindad-perfectos, de los cuales se hablard en detalle en los Capitulos 3, 4 y 5
respectivamente. Para cualquiera de estas clases, y en contraposicién a los resultados
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obtenidos para grafos perfectos, atin no se conocen ni una caracterizacién general ni
algoritmos de reconocimiento polinomial. Los avances en estos casos se han realiza-
do de forma parcial, es decir, tomando restricciones a casos particulares de cada una
de estas clases. Presentaremos en cada capitulo las caracterizaciones parciales corres-
pondientes a cada una de estas clases y daremos la demostraciéon de algunas de las
mismas, y hablaremos —en caso de que se conozca algin resultado— de la complejidad
del problema de reconocimiento en los casos particulares estudiados.

Concluimos el trabajo hablando de la relacién existente entre todas las clases ya
nombradas, haciendo una breve resefia de los resultados conocidos enunciados a lo
largo de este trabajo, y hacia dénde se dirige la investigacién para cada una de estas
clases.



Capitulo 2

Definiciones y notacién

En este capitulo comenzaremos enunciando las definiciones bésicas de grafos, y
posteriormente daremos una breve introduccién a los grafos perfectos —que es la clase
central de grafos que se estudiard en este trabajo—y a las variaciones que estudiaremos
mas en profundidad en los tltimos capitulos.

2.1. Definiciones generales

Un grafo G es un par ordenado G = (V, E), donde V es un conjunto finito al que
llamaremos vértices o nodos del grafo, y E C V x V que contiene las denominadas
aristas del grafo. Dado e = (u,v) = (v,u) con u # v, llamamos a wu, v extremos de la
arista e. El cardinal de ambos conjuntos se representard por |V| y [E|, y el cardinal de
G se define como |V|. Diremos que dos vértices u,v en V son adyacentes, si y solo si
(u,v) € E.

Dado un grafo G = (V, E), definimos su complemento G = (V, E), tomando V =V,
yE={(uwv)eVxV|u#vy (uv) ¢ EL

Un grafo G se dice completo si y solo si todos sus nodos son adyacentes entre si, es
decir para todo par u,v € V, se tiene que (u,v) € E. Notamos por K, el grafo completo
de n vértices, y en particular, a K3 también lo llamaremos tridngulo.

Sea X un conjunto de vértices y v un vértice de G con v ¢ X. Se dice que v es
completo a X cuando v es adyacente a todos los vértices de X.

Se dice que v es anticompleto a X cuando v no es adyacente a ningtn vértice de X.
Sean X, Y dos conjuntos de vértices de G. Se dice que X es (anti)completo a Y cuando
todo vértice de X es (anti)completo a Y (notar que la relacién es simétrica).

Sea G = (V,E) un grafo. Diremos que H = (X, F) es un subgrafo de G si X C V,
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FCEyFC XxX. Sisecumple que F = {(u,v) € E | u,v € X} diremos que H es
un subgrafo inducido de G. El subgrafo inducido H serd notado G[X]. A lo largo de este
trabajo siempre nos referiremos a subgrafos inducidos, salvo que se aclare lo contrario.

Un grafo G se dice bipartito, si sus vértices se pueden separar en dos subconjuntos
disjuntos independientes A, B C V, es decir, si existen A,B C V tales que AUB =V
y ANB = © tales que siu € Ay uv € E, entonces v € B. Al grafo bipartito tal que
|IA] =n,|B] = m y todos los vértices de A son adyacentes a todos los vértices de B lo
llamamos grafo bipartito completo y lo notamos Ky 1.

Sean los grafos G = (V,E) y H = (X, F). Un isomorfismo de grafos es una funcién
f: V — Xtal que f es biyectiva y preserva la adyacencia, es decir que si (u,v) € E
entonces (f(u),f(v)) € Fy viceversa.

Un camino es un conjunto {v; ... v} de vértices tal que v; es adyacente a vi; para i
entre 1 y n — 1. Otra forma en la que nos podremos referir a caminos es como aquellos
subgrafos inducidos, aciclicos y conexos, tal que el grado de sus vértices es siempre
menor o igual que 2. Notamos P, al camino de longitud n.

Un n-ciclo es un camino de n vértices tal que v, = vi. Notamos al ciclo de n vértices
como C,, y su longitud es n.

Un hole (0 agujero) es un subgrafo inducido de G que es isomorfo a un n-ciclo C,,
conn > 4.

Se dice odd hole si su longitud es impar, y even hole si su longitud es par.

Un antihole (o anti-agujero): es un subgrafo inducido de G cuyo complemento es un
hole en G.

Figura 2.1: Ejemplos de ciclos, odd holes y antiholes.

Decimos que G es conexo si para todo u,v € V existe un camino de u a v y anti-
conexo cuando G es conexo. A los subgrafos (anti)conexos maximales los llamaremos
componentes (anti)conexas de G. Las componentes anticonexas son llamadas también
anticomponentes.

Decimos que G es un grafo completo multipartito si G no es anticonexo y todas sus
componentes son conjuntos independientes.

Decimos que G es co-conexo si tanto G como G son conexos.
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La distancia entre dos vértices se define como la longitud del camino mads corto
entre ambos. El didmetro de un grafo G se define como la maxima distancia entre todos
los pares de vértices de G.

Una clase de grafos C es hereditaria si para todo G € C, todo subgrafo inducido de
G también pertenece a C.

Dado G = (V, E) y un vértice u definimos:

La vecindad de un vértice u, denotado como N(u), estd dado por todos los vértices
adyacentes a u. Luego, el grado del vértice u serd el nimero de vecinos que tiene. Ob-
servemos que de acuerdo a la definicién, u ¢ N(u). En este caso decimos que N(u) es
la vecindad abierta de u, y definimos a la vecindad cerrada de w como N [u] = N(u) U{u}.

Una cligue en G es un subconjunto de vértices V' tal que para todo par de vértices
de V' existe una arista que las conecta. Esto equivale a decir que el subgrafo inducido
por V’ es un grafo completo. El tamafio de una clique es el namero de vértices que
contiene.

Sea v € V(G), decimos que v es universal si N(v) = V(G). Si N(G) = © entonces
decimos que v es aislado. Si v es adyacente a un solo vértice decimos que v es pendiente;
si su vecindario es una clique decimos que v es simplicial.

Un conjunto independiente V' es un subconjunto de vértices de V tal que ninguno de
sus vértices es adyacente a otro. En otras palabras, cada arista de G contiene a lo sumo
un vértice en V'. El tamafio de un conjunto independiente es el nimero de vértices que
contiene.

Observacion 2.1.1. Una clique es lo opuesto a un conjunto independiente, en el sentido
que a cada clique del grafo G le corresponde un conjunto independiente en G.

Consideremos una familia finita de conjuntos no vacios. El grafo interseccién de esta
familia se obtiene representando cada conjunto por un vértice, donde dos vértices son
adyacentes si y solo si los conjuntos correspondientes se intersecan.

El grafo clique de un grafo G, notado como K(G), es el grafo de interseccién de la
familia de cliques maximales de G.

Sean G = (V,E),H = (X,F) grafos. El grafo union de G y H es el grafo GUH =
(VUX,EUF).

Sean G, H grafos. Definimos el grafo join (y lo notamos GV H) como el grafo unién
de ambos con todas las aristas que conectan a G con H.

Sea G = (V, E) un grafo:

e w(G): es el tamafio de una clique de cardinal méximo.
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e X(G): es la minima cantidad de colores necesario para colorear los vértices, de
manera tal que no haya dos vértices adyacentes con el mismo color.

e «(G): es el tamafio de un conjunto independiente de cardinal méximo.
e k(G): es la minima cantidad de cliques necesaria para cubrir los vértices de G.

Observacién 2.1.2. Es fécil ver que: w(G) < x(G), «(G) < k(G), w(G) = «(G), x(G) =
k(G).

Antes de comenzar a hablar de grafos perfectos y de resultados de estructura mas
formalmente, recordemos las siguientes definiciones de complejidad computacional:

Un problema de decisién es un problema que especifica una cadena de caracteres de
datos de entrada y requiere como solucién una respuesta por el SI o por el NO.

Sean 11 (I1, Q1),m2(12, Q2) dos problemas de decisién. Decimos que f : 1y — m; es
una transformacion polinomial de 1y en 7, si f puede computarse en tiempo polinomial,
y para toda instancia D € Ij, D produce respuesta SI para 7t si y solo si f(D) produce
respuesta SI para ;.

Si, dado un problema de decisién, existe un algoritmo capaz de entregar la res-
puesta correcta para toda cadena de datos de longitud n en a lo sumo p(n) pasos
con p(n) un polinomio, entonces se dice que el problema puede ser resuelto en tiempo
polinomial , y lo clasificamos como perteneciente a la clase P. Intuitivamente, se consi-
dera los problemas contenidos en P como aquellos que pueden ser resueltos en forma
razonablemente répida.

Un problema de decisién es no-deterministico polinomial —se dice que pertenece a la
clase NP— cuando cualquier instancia que produce respuesta SI, posee una compro-
bacién de correctitud llamada certificado que puede verificarse en tiempo polinomial
en el tamafio de la instancia, es decir, puede verificarse en tiempo polinomial si la
instancia efectivamente resuelve el problema dado.

Un problema de decisién pertenece a la clase co-NP cuando cualquier instancia que
produce respuesta NO posee un certificado polinomial en el tamafio de la instancia.

Un problema de decisiéon 7t pertenece a la clase NP-completo cuando se satisfacen
las siguientes condiciones:

e Te NP

e Para todo problema 7y € NP, existe una transformacién polinomial de 7y en 7.
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Un problema de decision 7 pertenece a la clase NP-hard cuando se satisface la
siguiente condicién:

e Para todo problema 7y € NP, existe una transformacién polinomial de 7y en 7.

Observacion 2.1.3. P C NP. Sin embargo, atin no se conoce si esta inclusion es estricta:
uno de los principales problemas abiertos en teoria computacional es saber si P = NP.
Una prueba de que o bien es estricta o bien es una igualdad, tendria profundas im-
plicaciones para diversas ramas de la matemaética y la computacién como criptografia,
inteligencia artificial, teorfa de juegos, ademds de filosoffa, economia y muchos otros
campos.

2.2. Grafos perfectos
Los grafos perfectos fueron definidos por Berge en 1961 [3].

Definicién 2.2.1. Un grafo es perfecto si y solo si w(H) = x(H) para todo subgrafo
inducido H de G (también diremos en este caso que G es x-perfecto). Un grafo se dice
a-perfecto si «(H) = k(H) para todo subgrafo inducido H.

Definicién 2.2.2. Un grafo G se dice minimalmente imperfecto cuando G no es perfecto
pero todo subgrafo inducido propio de G es perfecto. Esta misma definicién se aplicara
de forma andloga a otras clases de grafos de las cuales hablaremos a lo largo de este
trabajo, por ej, grafos minimalmente clique-imperfectos, etc.

Hablaremos més en detalle sobre las caracterizaciones conocidas para la clase de
grafos perfectos en el proximo capitulo.

A partir de la nocién de grafo perfecto se han definido otras clases de grafos.
Dado que la desigualdad min-max utilizada para definir a los grafos perfectos se
cumple siempre para cualquier grafo, es claro que los grafos perfectos son aquellos que
se obtienen al restringirse s6lo a los grafos que cumplen la igualdad para cualquier
subgrafo inducido. Las clases de grafos que veremos en este trabajo han sido todas
definidas a partir de desigualdades min-max similares a la utilizada para definir a
los grafos perfectos, siempre con la idea de restringirnos a la clase de grafos que sé6lo
cumplen la igualdad para todo subgrafo inducido.

En las préximas secciones damos las nociones bésicas para definir las clases que
serdn de importancia para este trabajo y de las cuales se hablard més en detalle en los
altimos capitulos.
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2.3. Grafos clique-perfectos

Se denomina transversal de las cliques a un conjunto de vértices de G que interseca a
todas las cliques del grafo. Definimos entonces t.(G) como el tamafio de un conjunto
transversal de las cliques minimo en G.

Un conjunto independiente de cliques es un subconjunto de cliques disjuntas dos a
dos. Se define «.(G) como el tamafio de un conjunto independiente de cliques méximo
de G.

Notemos que para cualquier grafo G, se verifica &.(G) < 1.(G).

Definicién 2.3.1. Un grafo G se dice clique-perfecto si «.(H) = 1.(H) para todo subgrafo
inducido H de G [30].

2.4. Grafos coordinados

Un coloreo de cliques es una asignacién de colores para las cliques del grafo de
manera tal que para todo par de cliques que se intersequen en algtn vértice, se asignan
colores distintos a cada una.

Se define entonces F(G) como la cantidad minima de colores que son necesarios para
colorear a todas las cliques de G.

Por otro lado, se define M(G) como la cantidad mdxima de cliques de G que contienen
un mismo vértice en comiin, es decir, si definimos mg(v) como la cantidad de cliques de
G que contienen a v, entonces M(G) = max{mg(v) | v € G} .

Notemos que para cualquier grafo G, se verifica M(G) < F(G).

Definicién 2.4.1. Un grafo G se dice coordinado si M(H) = F(H) para todo subgrafo
inducido H de G [10].

Decimos que G es C-good cuando M(G) = F(G) aunque no necesariamente G sea
coordinado.

2.5. Grafos vecindad-perfectos

Notamos G [v] al subgrafo inducido por el conjunto N [v].

Este concepto de cubrimiento de vecindad fue introducido por Sampathkumar y
Neeralagi [42]
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Dado un grafo G, decimos que C C V(G) es un vecindad-cubrimiento, o simplemente
conjunto vecindad si cada arista y vértice de G pertenece a G [v] para algin v € C.
Definimos pn(G) como el tamafio del minimo vecindad-cubrimiento.

Diremos que un par de elementos de E(G) U V(G) es vecindad-independiente si no
existe ningtn vértice v € V(G) tal que ambos elementos pertenecen a G [v]. Luego,
un conjunto S C E(G) U V(G) se dice un conjunto vecindad-independiente si cada par de
elementos de S es vecindad-independiente.

Definimos o, (G) como el tamafio del maximo conjunto vecindad-independiente.

Dado que dos elementos distintos de un conjunto vecindad-independiente deben
ser cubiertos por distintos vértices de un conjunto vecindad, es claro que para cual-
quier grafo se verifica:

Pn(G) = an(G)

Definicién 2.5.1. Decimos que un grafo G es vecindad-perfecto si se cumple p,(H) =
an(H) para todo subgrafo inducido H [37].
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Capitulo 3

Grafos perfectos

3.1. Caracterizacion

En esta seccién nos dedicaremos a estudiar la caracterizaciéon de los grafos perfec-
tos.

La Teoria de grafos perfectos nacié con la introducciéon de esta clase de grafos por
parte de Claude Berge en 1961 [3], y fue desarrollada a partir de un resultado obtenido
en 1958 por Tibor Gallai [26]], el cual puede ser interpretado como que el complemento
de un grafo bipartito es perfecto. En sus trabajos, Berge unio el resultado de Gallai con
varios otros resultados similares, definiendo los grafos perfectos y conjeturando, entre
otras cosas, una caracterizacion de los mismos que luego fue probado como el Teorema
fuerte de los grafos perfectos.

Esta clase de grafos resulta interesante desde el punto de vista algoritmico ya que,
por ejemplo, hallar el tamafio de la clique maxima o hallar el nimero cromético son
problemas NP-completos para grafos en general, mientras que para grafos perfectos
ambos pueden ser resueltos en tiempo polinomial. Sin embargo, la caracterizaciéon de
los grafos perfectos fue un problema que llevé mucho tiempo resolver.

3.1.1. Teorema Débil

A continuacién daremos una demostracion del Teorema Débil de Grafos Perfectos.
Este teorema, que es la primera caracterizacion estructural que se dio de esta clase
de grafos, también fue enunciado como conjetura por Berge en 1961 [3] —aunque la
conjetura originalmente planteada por Berge era que un grafo es perfecto si y solo si su
complemento lo es-y posteriormente demostrado por Lévasz [38] en 1972, y Fulkerson
en el mismo afio, quien lo hizo utilizando Teoria Poliedral de manera independiente a
Lovész. Veremos a continuacién la demostracién propuesta por Lovasz, la cual utiliza

11



12 CAPITULO 3. GRAFOS PERFECTOS

teoria de grafos clasica.

Teorema 3.1.1. TEOREMA DEBIL DE GRAFOS PERFECTOS (Lovdsz, 1972)
Dado un grafo G, son equivalentes:

(1) w(H) = x(H) para todo subgrafo inducido H de G
(1) o(H) = k(H) para todo subgrafo inducido H de G

(i) w(H) - «(H) > [H| para todo subgrafo inducido H de G

Observacion 3.1.2. Observar que demostrar (i) siy solo si (II) es equivalente a probar
que G es perfecto si y solo si G es perfecto.

Observacion 3.1.3. Este teorema también es equivalente a decir que G es x-perfecto si
y solo si G es x-perfecto.

Preliminares

Definicién 3.1.4. Dados un grafo simple G = (V,E) y unv € V, decimos que el grafo
G o se obtiene mediante la multiplicacién del vértice v, agregando un nuevo vértice v/ que
se conecta a todos los vértices de la vecindad de v, es decir, N(v) = N(v/).

En el caso mds general, si V = {vi,...,vn} y tenemos un vector de enteros no

negativos h = (hy, ..., hy), construimos un nuevo grafo H = G o h sustituyendo cada v;
1

. . . A he S t
por un conjunto independiente de h; vértices v;,...,v;* tal que v{ y v; son adyacentes
en H si y solo si v; y v; son adyacentes en G. En este caso, decimos que H se obtiene

de G por la multiplicacién de vértices.

Observemos que por definicién h; puede ser cero. En ese caso H no contiene nin-
guna copia de v; y tampoco contiene a v;. Entonces todos los subgrafos inducidos de
G se pueden obtener por la multiplicacion de vértices de un vector formado por unos
y ceros.

G Gov

Figura 3.1: Ejemplo de multiplicacién por un vértice.
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Lema 3.1.5. Dado un vector de enteros no negativos h = (hy,...,hyn), si G = (V, E) cumple
(I) y (II) del teorema, entonces H = G o h también cumple (1) y (1I).

Demostracién. Si G estd formado por un solo vértice entonces el resultado es trivial.
Supongamos entonces que vale para todo grafo con menos vértices que G = (V, E).

Si algun h; = 0 entonces H = (G \v;) oh/, donde h/ = (hy, ..., hi_1, hit1,..., ha),
y si G satisface (I) y (II) también los satisface G \ vi. Luego H satisface (I) y (II) por
hipétesis inductiva.

Supongamos entonces que h; > 1 para todo i = 1,...,n. Como H se obtiene a
partir de una sucesién de operaciones del tipo G o v;, alcanza con probar el resultado
para este caso particular, es decir suponemos sin pérdida de generalidad que i = 1.

En primer lugar, veamos que H satisface (I). Sabemos por lo supuesto anterior-
mente que H se obtiene de G agregando un vértice v| que no es adyacente a v; y que
N(v{) = N(v;). Luego vale que w(H) = w(G). Ademds, como sabemos que G es w(G)-
coloreable, podemos colorear a H igual que G, asignandole a v; el mismo color que
a v1. Luego x(G) = w(G) = w(H) como queriamos probar -queda demostrado para
todo subgrafo inducido de H ya que se desprende del hecho de que todo subgrafo
inducido se puede obtener de H por multiplicacién de vértices.

En segundo lugar, supongamos que G satisface (II) y veamos que se cumple
a(H) = k(H). Sea K un cubrimiento por cliques de G tal que [K| = k(G) = «(G), y
sea Ky, la clique que contiene a v;. Tenemos dos casos posibles:

Caso 1: vy estd contenido en un conjunto independiende mdximo S | |S| = «(G).

En este caso, tomamos S’ = S U{v]}, que es un conjunto independiente de H y
entonces «(H) = «(G) + 1.

Luego, KU {v}} es un cubrimiento por cliques de H, y entonces vale que

Caso 2: Ningiin conjunto independiente mdximo de G contiene a vy.

En ese caso, vale que «(H) = «(G). Como |K| = «(G), y ademas, si dos vértices
pertenecen al mismo conjunto independiente no son adyacentes, entonces cada clique
de K interseca una tnica vez a todo conjunto maximal independiente.

En particular, si D = K,, \ {vi}, como v; no pertenece a ningtin conjunto indepen-
diente méximo, entonces:

kK(GIV\D]) =«(G[V\D]) =«(G)—1=a(H)—1

Luego, si tomamos un cubrimiento por cliques de G [V \ D] de cardinal «(H) — 1y le
unimos la clique D U{v1}, tenemos un cubrimiento de H, y entonces k(H) = «(H). Se



14 CAPITULO 3. GRAFOS PERFECTOS

utiliza el mismo argumento que en el lema anterior para ver que queda demostrado
para todo subgrafo inducido de H.
O

Lema 3.1.6. Sea un grafo G = (V, E) tal que todos sus subgrafos inducidos propios cumplen
(I1) del teoremal.1.1|en la pagina[12] y sea H un grafo obtenido por multiplicacién de vértices.
Luego, si G cumple (111) del teorema[3.1.1} entonces H también lo cumple.

Demostracién. Sea G un grafo que cumple (III) del teorema y sea H el minimo
grafo obtenido de G por multiplicacién de vértices que no cumple esta propiedad.
Luego

w(H) - a(H) < [X] (1)

donde |X]| es el conjunto de vértices de H, pero (III) se cumple para todo subgrafo
inducido de H.

Podemos suponer como en la demostracién anterior que cada vértice de G fue
multiplicado al menos por 1, y que existe un vértice u que fue multiplicado por un
h;y > 2. Suponemos entonces sin pérdida de generalidad que i = 1, y tomamos U =

1

{ul,...,u"} el conjunto formado por los vértices de H que correspondan a 1.

Por la minimalidad de H sabemos que (I1I) se cumple en H [X\ u'], luego

X|—1=X—u'] < wHX\u']) - a(HX\u']) (por iii)
< w(H) - «(H)
< IX|—1 (por 1)

Luego, podemos definir

p = w(H) = w(HX\ u")
q=a(H) = aHX\u'])

y entonces se cumple que

pq=IX—1 )

Por otro lado, dado que H[X\ U] se obtiene de G \ u por multiplicaciéon de vértices,
el lema implica que H[X \ U] satisface (II).

Luego, H[X \ U] puede ser cubierto por un conjunto de q cliques de H, digamos
Kj,...,Kq, y podemos asumir que los K; son disjuntos dos a dos y que [Kq| > ... > [Kq].
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Entonces es claro que:
q
D> Kil=X-U=X-h=pg—(h—T1) (por 2)
i=1

y como |Ki| < p, como maximo h — 1 de los K; no contribuyen p a la suma, luego,
Kil =[Kz| = ... = [Kgnp1l =p

Sea entonces H' el subgrafo de H inducido por el conjunto X" = Ky U...UKq_p41 U
{u'}. Entonces, por (2):

XT=pl@—h+1)+1<pq+1=[X (3)
luego, por la minimalidad de H y por (III),
w(H) - o(H) > [X] (4)

Sin embargo, sabemos que p = w(H) > w(H'), entonces

a(H') > X'|/p (por 4)
>q—h+1 (por 3)
Tomamos un conjunto independiente S’ de H’, tal que |S’| = q —h + 2. Sabemos

que w; € S’, pues si no fuera asi S’ contendria dos vértices de una misma clique (por
definicion de H').
Definimos entonces S = S’ UU. S es un conjunto independiente de H de q+ 1
vértices, contradiciendo la definicién de q.
O

Ahora si estamos listos para dar la demostracion del teorema

Demostracién. Podemos suponer que el teorema vale para todos los grafos con menos
vértices que G.

(I) = (III) Supongamos que podemos colorear G[A] con w(G[A]) colores. Como
hay a lo sumo «(G[A]) vértices de un mismo color, resulta que w(G[A]) - «(G[A]) > |A].

(ITI) = (I) Sea G = (V, E) que cumple (III). Por hipétesis inductiva, todo subgrafo
inducido propio de G satisface (I) — (III). Entonces alcanza con mostrar que w(G) =
x(G).
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Si existe un conjunto independiente S C G tal que w(G[V \ S]) < w(G), podemos
pintar a S de color verde y luego pintar G[V \ S] con w(G) — 1 otros colores. Luego
tendriamos que w(G) = x(G).

Supongamos ahora que, para cada subconjunto independiente S de G, G[V \ S]
tiene una clique K(S) de tamafio w(G), y sea K la coleccién de todos los subconjuntos
independiente de G. Observemos que SNK(S) = @.

Para cada x; € V, definimos h; como el ntimero de cliques K(S) que contienen a x;.
Sea entonces H = (X, F) el grafo obtenido de G por multiplicar a cada x; por h;. Por
un lado, sabemos por el lema

w(H)(H) > [X]

Por otro lado, usando argumentos combinatorios, se puede mostrar que:

XI=> N

xi €V

=Y [K(S) = w(G)IK|

SeK

lo cual se puede justificar considerando la matriz de incidencia cuyas filas estdn
indexadas por los vértices x;, ..., Xy y cuyas columnas corresponden a las cliques K(S)
para cada S € K, ya que en este caso los h; son iguales al nimero de coordenadas
positivas en la fila i, y [K(S)| es igual al nimero de coordenadas positivas en su corres-
pondiente columna, lo cual es por definicién igual a w(G).

Ademas, como a lo sumo una copia de cada vértice de G puede estar en una clique
de H, resulta que,

w(H) < w(G)

Observemos que si un subconjunto independiente méximo de H contiene alguna
copia de x; entonces contendrd todas las demds copias. Y ademds, si nos quedamos
con las filas de la matriz de incidencia mencionada anteriormente que corresponden a

elementos en T, tenemos

=max ) [TOK(S)|
Sek

— K|~ 1 (1)
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donde (1) vale pues [TNK(S)| <1y [TNK(T)=0.

Todo esto implica que:
w(H)a(H) < w(H)(IK=1]) < [X]|

lo cual es una contradiccion.

(II) & (III) Por todo lo demostrado anteriormente, tenemos las siguientes impli-
caciones:

G satisface (II) & G satisface (I) & G satisface (11I) & G satisface (III)

que nos da el resultado que buscdbamos. O

3.1.2. Teorema Fuerte

Definicién 3.1.7. Diremos que un grafo G es Berge si no contiene como subgrafo indu-
cido a C2k+1 nia C2k+1 para k > 2.

Definicién 3.1.8. Un grafo G es minimalmente imperfecto si no es perfecto, pero todos
sus subgrafos inducidos lo son.

Observacioén 3.1.9. Los grafos bipartitos y sus grafos de linea son dos ejemplos muy
caracteristicos de grafos perfectos. Por otro lado, los ciclos Cyy1 para (k > 2) no
son grafos perfectos, ya que «(C+1) = ky k(Cay1) = k+1 (o alternativamente,
w(Caky1) =2y X(Coky1) = 3). Sin embargo, cualquier subgrafo propio de Cyi1 es per-
fecto, es decir, Cyi1 es minimalmente imperfecto. Luego, por el Teorema débil de
su complemento Cyy;; también es minimalmente imperfecto.

Durante el segundo congreso internacional de Teoria de Grafos llevado a cabo en
Halle-on-Saal en marzo de 1960, Claude Berge planted el interrogante de si existen
otros grafos minimalmente imperfectos ademds de los ciclos impares y sus comple-
mentos.

Cabe notar que, como los ciclos impares y sus complementos no son perfectos,
es claro que si un grafo es perfecto entonces es necesariamente Berge. La propiedad
reciproca, conjeturada por Berge en 1962 [4], se conoce como Teorema Fuerte de los Grafos
Perfectos y tomo 40 afios demostrarla.

Teorema 3.1.10. (Chudnovsky, Robertson, Seymour, Thomas, 2002) [23] Un grafo es
perfecto si y solo si es Berge.
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Observacién 3.1.11. Como observamos anteriormente, este teorema es equivalente a
demostrar que los tinicos grafos minimalmente imperfectos son Cai+1 y Cax41 con k >
2).

Como muchos otros resultados obtenidos a partir de métodos estructurados, la
prueba de este teorema es larga y técnica y no se dard en este trabajo, aunque si se
dard una breve descripcién de la demostracién en un caso particular, y posteriormente,
las ideas principales de la demostracién para el caso general. Cabe destacarlo entre los
resultados conocidos de grafos perfectos ya que, ademds de ser una caracterizacion
estructural fundamental, este teorema ha permitido obtener importantes conclusiones
sobre la complejidad de ciertos problemas. A pesar de no utilizar la demostraciéon
misma del Teorema Fuerte, se ha podido gracias a éste y otros resultados estructurales,
demostrar que el problema de reconocimiento de grafos Berge es polinomial. Antes de
la prueba de este teorema, se habia podido ver que el problema de reconocer grafos
Berge es co-NP (Lovéasz 1983), pero no se sabia si tenia o no complejidad P.

Antes de llegar a la demostracion del Teorema general, se ha llegado a caracteriza-
ciones parciales, es decir restringiéndose siempre a alguna clase de grafos en particu-
lar. Algunas de estas clases son, por ejemplo, los grafos sin bulls [24], grafos sin paws
[40,132], grafos de linea [40], y en particular los grafos sin C4 [17], demostraciéon de la
cual hablaremos a continuacién ya que la misma di6 origen a la demostracién para el
caso general.

Comencemos dando algunas definiciones.

Definicién 3.1.12. Decimos que un subconjunto S C V(G) es un conjunto de corte de G
si G\ S tiene mds componentes conexas que G. Diremos que un subconjunto S C V(G)
es estrellado si existe un x tal que S = N [x].

Lema 3.1.13. [15] Un grafo minimalmente imperfecto no contiene un conjunto de corte estre-
llado.

Una generalizacion de la idea de join de dos grafos:

Definicién 3.1.14. Un grafo G es una 2-join si existe una particién (H;, H;) de V(G)
tales que existen A;, B; C H; para i = 1,2, que verifican:

1. Todos los vértices en Aj son adyacentes a todos los vértices de A;, y lo mismo
pasa entre B; y B,. Ademds, estos son los tinicos vértices relacionados entre H;

y Hz.

2. Sii=1,2, existe al menos un camino en H; que une a A; con B;. Si |[Ai| = [Bi| =1,
entonces el grafo inducido por H; no es un camino sin cuerdas.
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Lema 3.1.15. [19] Un grafo minimalmente imperfecto no contiene una 2-join.

Estos lemas nos dicen que tanto las 2-join como los conjuntos de corte estrellados
estdn prohibidos en todo grafo minimalmente imperfecto. Esto nos lleva a pesar equi-
valentemente que para que un grafo G sea perfecto es necesario que contenga a alguno
de estos grafos como subgrafo inducido.

El siguiente resultado nos da una caracterizaciéon para aquellos grafos Berge sin
Cs.

Teorema 3.1.16. [17] Si G es un grafo Berge sin Cy4, entonces o bien es bipartito, o es el grafo
de linea de un grafo bipartito, o tiene un conjunto de corte estrellado, o una 2-join.

Con este Teorema ahora es trivial demostrar la vuelta del Teorema Fuerte:
Teorema 3.1.17. Si G es un grafo Berge sin C4 entonces G es perfecto.

Demostracion. Vamos a suponer que existe un grafo G Berge sin C4 que ademds ve-
rifica que G no es perfecto. Luego, podemos afirmar que existe un subgrafo H de G
minimalmente imperfecto. Como ser Berge es hereditario, H es claramente Berge y no
contiene C4 como subgrafo inducido. Luego, por el Teorema H debe tener un
conjunto de corte estrellado o una 2-join, ya que los grafos bipartitos y sus grafos de
linea son perfectos. Sin embargo esto nos da un absurdo pues, por los lemas y
un grafo minimalmente imperfecto no puede contener ninguno de estos grafos
y entonces G es perfecto como queriamos demostrar. O

Con esto queda demostrada la caracterizacién para el caso de un grafo Berge sin
Cy.

Teniendo en mente los lemas y y el Teorema podemos observar

que parte de la idea detrds de la demostracién en este caso particular consiste en
tomar grafos prohibidos para los grafos minimalmente imperfectos. Esto es parte de
la idea para extender el Teorema al caso general. Basicamente la idea detras de
la demostracion del Teorema Fuerte consiste en mostrar que todo grafo Berge o bien
pertenece a alguna clase de grafos (perfectos) bien conocida, o bien admite alguna
caracteristica que un grafo minimalmente imperfecto no puede tener.

Para adentrarnos en estas ideas, introduciremos algunas modificaciones a las es-
tructuras definidas anteriormente y definiremos otras clases de grafos que nos ayuda-
ran a darle forma a la caracterizacion.

Definicién 3.1.18. Un grafo G se dice double split si dados n, m > 2 en Z, sus vértices
se particionan en cuatro conjuntos A = {ay,...,an}, B=1{by,...,bm}, C ={c1,...,cn}
y D ={dy,...,dn}, y sus aristas cumplen las siguientes condiciones:
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1. aib; € E(G) paratodo 1 <i<mycjdj € E(G) paratodo1 <j<mn

L d)

2. {aj, bi}y {ai’, bi’} no poseen aristas entre si para 1 < i< i <m, y{cj, dj}y {c], ;

poseen las 4 aristas correspondientes para 1 <j<j <n

3. Existen exactamente dos aristas entre {a;, bi} y {cj,dj} paratodo 1 < i < my
1 <j < n, y estas dos aristas son disjuntas.

El nombre proviene de que los grafos double split se pueden obtener de un split
duplicando cada vértice. Observemos también que si G es double split, su comple-
mento también lo es.

A B C D

Figura 3.2: Grafo double split.

Definicién 3.1.19. Un grafo G se dice bdsico si o bien G o G es bipartito, o es el grafo
de linea de un bipartito, o es un grafo double split.

Observemos que los grafos bésicos son perfectos. Esto vale pues para grafos bipar-
titos es trivial; para los grafos de linea de bipartitos es un teorema de Konig (Konig's
edge-coloring Theorem [33]); para sus complementos se desprende del Teorema Débil de-
mostrado por Lovdsz; y por tltimo, es facil ver que un grafo double split es perfecto,
y como observamos anteriormente, su complemento también serd double split.

Ahora vamos a definir las «caracteristicas» que se demostré existen en todo grafo
Berge no bésico. Primero damos la definicién de un caso especial de la 2-join definida
anteriormente, introducida por Cornuejols y Cunningham en [19].

Definicién 3.1.20. Decimos que una particién (X1, X;) de V(G) es una proper 2-join si
existen dos subconjuntos A;, Bi C X para i =1, 2 tales que:

e Todo vértice de A1 es adyacente a todo vértice de A;, y lo mismo para By, B,
e No existen otras aristas entre X; y X;

e Para i = 1,2, toda componente conexa del subgrafo G [Xi] interseca tanto a A;
como a Bj;
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e Parai=1,2,si|Ail =|Bil =1y G[Xi] es un camino que une los vértices de A; y
Bi entonces tiene longitud impar > 3

Se demostro el siguiente resultado en [19]

Teorema 3.1.21. Un grafo minimamente imperfecto no admite una proper 2-join.

Figura 3.3: Ejemplo de proper 2-join.

Ya definimos en el capitulo anterior qué significa que X sea (anti)completo a Y.
En este caso diremos que el par (X,Y) es (anti)completo. Utilizando esta nocién se
define una nueva posible descomposiciéon. En el paper original de Chudnovsky et
al. [23] se define proper homogeneous pair. Es inmediato viendo la definicién que un
proper homogeneous pair es equivalente a una M-join, que es lo que definiremos a
continuacion.

Posteriormente, Chudnovsky demostré en [16] como consecuencia de un Teorema
de descomposicién general para «trigafos Berge» que los M-join no son necesarios
para demostrar el Teorema Fuerte. Sin embargo nosotros seguiremos las ideas que
hay detras del primer paper para no ahondar en el concepto de trigafo ya que es una
generalizacion de un grafo y va més alld del alcance de este trabajo.

Definicién 3.1.22. Una M-join de un grafo G es una particién en seis subconjuntos no
vacios (A, B, C, D, E, F) tales que:

e Todo vértice de A tiene un vecino y un no-vecino en B, y viceversa
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e Los pares (C,A), (A, F), (F,B), (B, D) son completos

e Los pares (D,A), (A, E), (E,B), (B, C) son anticompletos

Figura 3.4: Ejemplo de M-join.
El siguiente resultado se debe a Chvatal y Sbihi, [24]

Teorema 3.1.23. Un grafo minimamente imperfecto no admite una M-join.

Anteriormente definimos lo que es un camino en la pagina |4 andlogamente defini-
mos anticamino como un subgrafo inducido tal que su complemento es un camino. Si
P es un camino notamos P* a aquellos vértices cuyo grado es igual a 2; estos seran los
vértices internos. La definiciéon para anticamino es andloga.

Diremos que un par de subconjuntos (A, B) de V(G) es balanceado si no existe un
camino de longitud impar entre dos vértices no adyacentes de B con interior en A, y no
hay un anticamino de longitud impar con interior en B entre dos vértices adyacentes
de A.

El tercer tipo de descomposiciéon que utiliza la demostracién fue definida por Ch-
vatal [15].

Definicién 3.1.24. Una skew partition de G es una particiéon (A, B) de V(G) tal que A
no es conexo y B no es anticonexo.

A pesar de su elegancia, las skew partitions tienen un problema que las 2-join y
M-join no poseen, y es que ningtn grafo minimamente imperfecto puede admitir una
skew partition. De hecho ésta fue una conjetura abierta por Chvatal en [15], demostra-
da posteriormente por Chudnovsky et al. en el mismo paper [23]. Sin embargo este fue
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un resultado obtenido a posteriori con respecto a la demostracién del Teorema Fuer-
te, y durante la primera prueba los autores resuelven este problema tomando skew
partitions balanceadas.

Definicién 3.1.25. Decimos que una skew partition (A, B) de G es loose si existe algtn
vértice en B que no tiene vecinos en alguna componente de A, o si algtn vértice de A
es completo respecto a alguna anticomponente de B.

Observacién 3.1.26. Se observa que todos los grafos double split no triviales admiten
una skew partition, por lo que si se consideraran tinicamente skew partitions sin pedir
que sean balanceadas, no deberiamos considerar los grafos double split como basicos.
Desafortunadamente, los grafos double split no triviales no admiten skew partitions
balanceadas, y como ya observamos antes, las skew partition generales no alcanzan
para demostrar el Teorema.

En la prueba principal, muchas de las skew partitions que se construyeron son
loose, por lo tanto el siguiente lema es muy ttil:

Lema 3.1.27. Si G es un grafo Berge y admite un loose skew partition, entonces admite una
skew partition balanceada.

En lineas generales, se van enunciado resultados que demuestran que bajo ciertas
condiciones un grafo Berge admite una skew partition balanceada. Todo esto se lleva
a cabo para poder afirmar que un grafo minimamente imperfecto no puede poser una
skew partition balanceada y luego con esto demostrar el resultado principal.

Teorema 3.1.28. Si G es un grafo minimamente imperfecto, entonces G no admite una skew
partition balanceada. Como consecuencia de esto, ninguna skew partition de G es loose.

El siguiente es el resultado principal del paper. Este tipo de resultados son muy
usuales en Teoria de Grafos. Estos Teoremas describen la estructura de una clase parti-
cular de grafos basicamente planteando que «si un grafo no contiene un objeto de tipo
X entonces cae dentro de una clase llamada basica o admite algtn tipo de descom-
posicién». Las demostraciones de estos teoremas siguen en general un mismo patrén;
consisten basicamente en una combinacién de los siguientes dos métodos:

1. Se elige de forma explicita un grafo H apropiado (es decir, se da una descripciéon
bien concisa de su estructura), que no contenga X como subgrafo inducido, y
que no sea basico. Luego se demuestra que posee alguna descomposicién y que
la misma puede extenderse a todo grafo que contenga a H. Esto demuestra el
teorema para todos los grafos sin X que contengan a H, y por lo tanto, luego de
este paso solo queda por demostrar que el teorema vale en aquellos grafos sin X
que no contengan a H.
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2. Se elige un grafo B bésico y «apropiadamente conectado» —donde el significado
de conectado dependera del contexto. Luego consideramos un grafo G sin X
pero que si contenga a B como subgrafo inducido. Luego extendemos B a un
subgrafo maximal K «apropiadamente conectado» y que sea bésico del mismo
tipo que B. Se puede asumir ademds que K # G ya que es claro que en caso
contrario el teorema quedaria demostrado. Por tltimo, se prueba haciendo uso
de la maximalidad de K que G\ K junto a K inducen una descomposicién de G,
y esto nos lleva a continuar la demostracién concentrandonos en aquellos grafos
G sin X que ademads no contengan a B.

El siguiente Teorema fue demostrado aplicando estas dos técnicas un total de 12
veces, definiendo unas clases de grafos Berge F7, ..., F11 tal que cada clase es subclase
de la anterior.

Teorema 3.1.29. Si G es un grafo Berge entonces vale alguna las siguientes afirmaciones:

1. G es bdsico
2. G o G admiten una proper 2-join
3. G admite una M-join

4. G admite una skew partition balanceada

Suponiendo verdadero este Teorema demostraremos a continuacién el Teorema

Fuerte

Demostracién del Teorema (=) es trivial, como ya se mencioné antes.

(&) Supongamos que G es Berge y minimamente imperfecto para llegar a un
absurdo.

En primer lugar, como todo grafo bésico es perfecto, luego G no puede ser basico.

Ademés, por el Teorema un grafo minimamente imperfecto no admite una
proper 2-join. De la misma forma, por el Teorema Débil G también es minima-
mente imperfecto y por la misma razén no admite un proper 2-join.

Por el Teorema se sabe que un grafo minimamente imperfecto no admite
una M-join.

Por ultimo, se demostré en [23] el Teorema y luego un grafo minimamente
imperfecto tampoco admite una skew partition balanceada.

Con todo esto, llegamos a una contradicciéon del Teorema y por lo tanto G
debe ser perfecto. O



CAPITULO 3. GRAFOS PERFECTOS 25

3.2. Reconocimiento

Como vimos en la seccioén anterior, gracias al Teorema Fuerte sabemos que
un grafo es perfecto si y solo si es Berge. En esta seccién daremos el esquema y las
ideas mas importantes detrds de un algoritmo polinomial que determina en O(n?) si
un grafo es Berge o no. Este algoritmo es el resultado del trabajo de dos grupos de
investigacion en paralelo. Primeramente existian dos algoritmos distintos polinomiales
de reconocimiento de grafos Berge. Posteriormente y dado que utilizaban ideas muy
similares, ambos grupos decidieron unificar conceptos en un solo algoritmo, el cual
fue publicado en el paper «Cleaning for Bergeness» (Cornuéjols, Chudnovsky, Liu, Seymour
and Vuskovic, 2005) [18].

Un algoritmo polinomial de reconocimiento de grafos Berge [18])

El algoritmo comienza recibiendo como input un grafo G, y decide o bien que G
es Berge, o bien que G no contiene ciclos impares. Luego, para detectar si G es Berge,
se aplica primero el algoritmo a G y luego a G.

Definicién 3.2.1. Sean G un grafo y C un shortest odd hole de G. Decimos quev € G\ C
es C-major si sus vecinos en C no pertenecen a ningtin camino de longitud dos en C.
Llamaremos clean a C si no contiene vértices C-major en G.
Por ultimo, si C es un ciclo impar en G, X C V(G) se dice un cleaner para C si X
contiene todos los vértices C-major y ademas X N V(C) estd incluido en un camino de
longitud dos en C.

Observacidn 3.2.2. Observemos que si X es un cleaner para C, C resulta clean en G\ X.

Si G no es Berge entonces sabemos que existe un odd hole (ciclo impar) en G; en
particular, existird un shortest odd hole C (un ciclo impar minimo). Si C es clean, existe
una forma polinomial de detectar odd holes en G —si existen. Sea M = {v € G\ C |
v es C-major}. Si conocemos M, podemos borrarlo y obtener un grafo clean corriendo
el algoritmo detector de clean odd holes en lo que queda de G. Basicamente éste serd el
primer paso del algoritmo.

Sin embargo, como no conocemos C, la idea es enumerar polinomialmente varios
conjuntos X C V tales que si existe C, necesariamente uno de estos conjuntos X nos
garantizara que M estd incluido en X y sera disjunto de C. En este caso, aplicamos
el detector de clean shortest odd holes en G \ X, para cada X. Luego, el segundo paso del
algoritmo sera reducir el problema al caso "clean".

Para comenzar, debemos eliminar dos configuraciones: pirdmides y joyas
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Definicién 3.2.3. Una pirdmide en un grafo G es un subgrafo inducido formado por la
unién de un tridngulo {byb;bs}, un cuarto vértice a y 3 caminos inducidos Py, P2, P3
que satisfacen:

e Parai=1,2,3,P; es un camino entre ay b;

e Paral <1i<j <3, aeselanico vértice en ambos caminos P; y P;, y (bi, bj) es la
Unica arista de G entre V(P;) \ {a} y V(P;) \ {a}

e a es adyacente a, como mucho, uno de los {b;}
Observacion 3.2.4. Toda pirdmide es una subdivisiéon de Kj.
Definicién 3.2.5. Una secuencia vy, ..., Vs, P se dice una joya en G si:
® Vi,...,Vs5 son vértices distintos
o (v1,Vv2),(v2,v3), (v3,v4), (Va,V5), (v5,v1) son aristas del grafo
e (v1,v3),(v2,v4) no son aristas de G

e P es un camino inducido de G entre v; y v4 tal que v, v3 y v5 no tienen vecinos
en comun con el interior de P.

Observacién 3.2.6. Todo grafo que contenga una pirdmide o una joya tiene un odd
hole.

Describiremos a continuacién las distintas subrutinas del algoritmo final, y dare-
mos algunas ideas detrds de la implementacién de las mismas.
Algoritmo para reconocer piraimides

e Input: un grafo G

e Output: O bien encuentra una pirdmide en G (y por lo tanto un odd hole), o
determina que G no contiene pirdmides.

e Tiempo de ejecucién: O(n’)

Algoritmo para reconocer joyas
e Input: un grafo G

e Output: O bien encuentra una joya en G (y por lo tanto un odd hole), o determina
que G no contiene joyas.

e Tiempo de ejecucién: O(n®)
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Detector de clean shortest odd holes

e Input: un grafo G que no contenga ni pirdmides ni joyas
e Output: Determina una de las siguientes posibilidades:

1. G contiene un odd hole

2. No existen shortest odd holes en G

e Tiempo de ejecucién: O(n?)

Idea del algoritmo:

1. Para todos los pares posibles de vértices distintos u,v en G, hallar un camino
minimo P(u,v) entre ellos, si existe.

2. Para todos los posibles u,v,w vértices distintos en G, chequear si existen los
caminos P(u,v), P(v,w), P(w,u) y si es asi, si su unién es un odd hole.

3. Si encontramos un odd hole: Output: G contiene un odd hole.

4. Sino, una vez testeadas todas las 3-uplas: Output: No existe un clean shortest odd
hole en G.

Algoritmo para Cleaning

Teorema 3.2.7. Existe un algoritmo polinomial de complejidad O(n®), que toma como input
un grafo G, y cuyo output es una alguna de las dos siguientes opciones:

e O bien genera O(n>) subconjuntos de V(G) tales que, si C es un shortest odd hole en G
y todo vértice C-major tiene al menos 4 vecinos en C, entonces alguno de estos subcon-
juntos es un cleaner para C,

o O bien determina que G no es Berge —pues encuentra un odd hole o un odd anti-hole.

Un algoritmo para determinar si G es Berge

e Input: un grafo G
e Output: determina si G es Berge o no.

e Tiempo de ejecucién: O(n’)



28

CAPITULO 3. GRAFOS PERFECTOS

Idea del algoritmo:

1.

Dado G, ejecuta los algoritmos para determinar si G posee pirdmides o joyas (en
caso de que si posea, Output: "G no es Berge”)

Ejecuta el Algoritmo para Cleaning, y supone que se obtienen O(n®) subconjuntos
X de vértices (caso contrario, Output: "G no es Berge”). Notar que la hipétesis del
algoritmo que pide que cada vértice C-major tiene al menos 4 vecinos en C vale
para cualquier shortest odd hole C ya que G no contiene pirdmides.

. Para cada subconjunto X, enumerar todos los Y C X tal que |Y| < 3, y aplicar el

algoritmo Detector de clean shortest odd holes para cada grafo G\ (X\Y)

Si G contiene un odd hole, entonces alguno de estos subgrafos tendra un clean
shortest hole C, y serd detectado por el algoritmo.

. Si luego de ejecutar este procedimiento no se encuentra un odd hole en G, ejecu-

tar de 1-4 de vuelta en G.

Si se detecta un odd hole en G, Output: "G no es Berge”. Caso contrario, Output:
"G es Berge”



Capitulo 4
Grafos clique-perfectos

Recordemos que, como se defini6 en un grafo es clique-perfecto si y solo si
ac(H) = 1.(H) para todo subgrafo inducido H. Aunque el nombre «clique-perfecto»
fue introducido en el afio 2000 por Guruswami y Pandu Rangan [30], 1a igualdad entre
. y Tc fue estudiada mucho antes por Berge en el contexto de hipergrafos balancea-
dos.

Es importante mencionar que los grafos clique-perfectos no son ni una subclase ni
una superclase de los grafos perfectos en general, aunque ambas clases tienen inter-
seccion no vacia —por ejemplo antiholes de longitud 6k + 3 son clique-perfectos pero
no perfectos, y antiholes de longitud 6k + 2 son perfectos pero no clique-perfectos, y
los antiholes de longitud 6k pertenecen a ambas. Otra cosa que vale la pena notar —
ademads de que esta clase de grafos no es cerrada por complementos— es que a veces la
igualdad «.(G) = 1.(G) vale para un grafo G pero no se mantiene para sus subgrafos
inducidos.

Contrariamente al caso de los grafos perfectos, no se conoce atin una caracteri-
zacion de los grafos clique-perfectos por subgrafos inducidos prohibidos minimales.
Sélo se conocen resultados para ciertas clases de grafos, algunos de los cuales seran
enunciados en la segunda seccién de este capitulo. Por otro lado, también es un pro-
blema abierto para esta clase el saber si existe o no un algoritmo de reconocimiento de
complejidad polinomial.

4.1. Otras clases de grafos

Comenzaremos esta secciéon dando definiciones que nos servirdn tanto para ejem-
plificar algunas clases de grafos clique-perfectos, como para las caracterizaciones par-
ciales que veremos en la tiltima seccién.

29
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Definicién 4.1.1. Un grafo G es un grafo de comparabilidad si existe un orden parcial en
V(G) tal que dos vértices de G son adyacentes si y solo si son comparables por ese
orden.

Definicién 4.1.2. Una cuerda de un ciclo es una arista cuyos extremos son dos vértices
no consecutivos del ciclo. Un grafo G se dice cordal si todo ciclo de longitud mayor o
igual que cuatro tiene una cuerda.

Definicién 4.1.3. Definimos un grafo como dualmente cordal si es el grafo clique de
algtn grafo cordal.

Definicién 4.1.4. Sin > 3, se define un n-sol como el grafo cuyo conjunto de vértices es
v, ooy wr, ., Wy}, de modo que {vy,...,vn} es completo, N(w;) = {vi, vi1}, para
i=1,...,k—=1,y N(wyp) = {v1,vn}. Un sol par es un sol tal que n es par. Andlogamente
se define sol impar.

A D
N/
n-sol

Definicién 4.1.5. Si v > 3 impar, un r-sol generalizado es un grafo compuesto por un
ciclo C, tal que si dos vértices consecutivos u,v € C, forman una clique con algtn otro
vértice w del ciclo, entonces existe un vértice z ¢ C, tal que N(z) = {u,v}. Ademads,
todo vértice del grafo o bien pertenece a C, o bien forma una clique con dos vértices
consecutivos de C (a estos se los denomina impropios).

Ejemplo. Cualquier odd hole es claramente un r-sol generalizado; cualquier sol impar
también.

Definicion 4.1.6. Sea k > 2:

e Un vikingo es un grafo G tal que V(G) = {aj,..., ax1,b1, b2}, k > 2, donde
ar,...,a+1 forman un ciclo con una tinica cuerda aya4, by es adyacente a a; y
as, by es adyacente a a3 y as, y esas son todas las aristas de G.

e Un 2-vikingo es un grafo G tal que V(G) ={ay, ..., ax1, b1, by, b3}, donde
ai,...,ax+1 forman un ciclo con sélo dos cuerdas a;as y azas, by es adyacente
a ay y a3, by es adyacente a a3 y a4, b3 es adyacente a a4 y as, y esas son todas
las aristas de G.
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Definicién 4.1.7. Sea k > 2:
e Definimos el grafo Sy como sigue:

* V(Sy) = {aj,...,axs1,b1,bs, b3}, donde {ay,..., ax 1} forma un ciclo con
una tinica cuerda azas

* by es adyacente a aj y az

* by es adyacente a a4 y as

* b3 es adyacente a aj, az, a3 y a,
y no hay otras aristas en Sy.
e Definimos Ty de la siguiente forma:

* V(Sy) ={ai, ..., ax.1,b1,b2,b3, by, bs}, donde {qay, ..., a1} forman un ci-
clo con dos cuerdas ayas y azas

by es adyacente a a; y a;

b, es adyacente a aj, a; y a3

b3 es adyacente a a;, ay, a3, as, by y by

b, es adyacente a a3, as y as

b . S

bs es adyacente a a4 y as,

y no hay otras aristas en Ty.

ZaNENPaN
/\\4}/} VA

Ss 2-vikingo vikingo

Definicién 4.1.8. Definimos el grafo Q, paran > 3 como sigue: V(Qn) ={uy,..., unjU
Vi,...,vn}, vi,..., v inducen Cy, y paratodo 1 <1i<mn, Ng, (u;) = V(Qn) \ {vi}.

Definicién 4.1.9. Decimos que una familia de conjuntos S satisface la propiedad de
Helly si cada subfamilia que consiste de conjuntos que se intersecan dos a dos, tiene
interseccion no vacia.

Definicién 4.1.10. Un grafo se dice arco-circular si es el grafo interseccion de alguna
familia finita de arcos de una circunferencia. Una representaciéon de un grafo arco-
circular es una coleccién de arcos, cada uno correspondiendo a un tnico vértice del
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grafo, tal que dos intervalos se intersecan si y solo si los correspondientes vértices son
adyacentes.

Un grafo arco-circular Helly (ACH) es un grafo arco-circular que admite una repre-
sentacién cuyos arcos satisfacen la propiedad de Helly. En particular, en una repre-
sentacion arco-circular Helly del grafo, para cada clique hay un punto en el circulo
que pertenece a los arcos correspondientes a los vértices de la clique y a ninguno mas.
Llamamos a este punto un ancla de la clique, y notamos que puede no ser tnico.

Definicién 4.1.11. Un grafo es clique-Helly (CH) si sus cliques satisfacen la propiedad
de Helly, y es clique-Helly hereditario (CHH) si H es clique-Helly para todo subgrafo
inducido H de G.

Definicién 4.1.12. Decimos que un grafo es K-perfecto si su grafo de cliques K(G) es
perfecto.

Definicién 4.1.13. Definimos las siguientes clases:

e Un diamante es un grafo isomorfo a K4 \ {e}, donde e es una arista de K4. Un grafo
se dice sin diamantes (o diamond—free) si no contiene un diamante.

e Un paw es un tridngulo con una hoja adyacente a uno de sus vértices. Un grafo
se dice paw-free si no contiene un paw.

e Un bull es un tridngulo con dos hojas adyacentes a distintos vértices del mismo.

e Un claw es un grafo isomorfo a K; 3. Un grafo se dice claw-free si no contiene un
claw.

e Una rueda (o wheel) Wj es un grafo de j + 1 vértices tal que j de ellos inducen un
C; y vértice restante es universal.

e Una gema (0 gem) es un grafo de cinco vértices tal que cuatro de ellos inducen
P4 y el quinto vértice es universal. Un grafo se dice gem—free si no contiene una
gema.

e Llamamos grafo de linea de G al grafo de interseccién de las aristas de G, y lo
notamos L(G). Un grafo F es un grafo de linea si existe un grafo H tal que L(H) = F.
Claramente los grafos de linea son una subclase de los grafos claw-free.

Intentando encontrar una caracterizacion de los grafos clique-perfectos por sub-
grafos minimales prohibidos, se han estudiado algunos casos particulares que se des-
prenden de las definiciones anteriores. De esta forma se han definido, entre otros, los
grafos arco-circulares sin gemas, o los grafos sin {gemas-Wy,bull }, grafos sin paws, P4-tidy,
y otras clases definidas a partir de subgrafos inducidos prohibidos, para las cuales hay
resultados parciales que se mencionardn mds adelante.
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Figura 4.1: Algunas clases de grafos.

4.2. Algunas familias de grafos clique-perfectos
y clique-imperfectos

Proposicion 4.2.1. [1] Los grafos de comparabilidad son grafos clique-perfectos.

Observacién 4.2.2. Los grafos dualmente cordales en general no son clique-
perfectos, pues la igualdad «:(G) = 1.(G) no se mantiene para todos sus subgrafos
inducidos. Por ejemplo, W5 es dualmente cordal y cumple la igualdad, pero contiene
a C5 como subgrafo inducido, y «.(Cs) = 2, mientras que t.(Cs) = 3.

Proposicion 4.2.3. [7] EI complemento de un grafo aciclico es clique-perfecto.

Demostracion. Sea G el complemento de un grafo aciclico. Si G contiene un vértice
universal v, entonces es claro que toda clique de G contiene a v. Luego podemos
afirmar que &.(G) =1.(G) = 1.

En el caso de que G no contenga un vértice universal, T.(G) > 1, y como G es
aciclico entonces contiene un vértice w de grado 1. Si z es el tinico vecino de w en G,
entonces toda clique de G que no contenga a z debe contener a w por maximalidad.
Luego T.(G) = 2. Por otro lado, toda componente conexa de G es un &rbol con al
menos dos vértices, luego podemos obtener dos conjuntos maximales independientes
disjuntos en G y entonces «.(G) = 2. Como la clase de los grafos aciclicos es heredita-
ria, la igualdad vale para todos los subgrafos inducidos de G. O

Proposicion 4.2.4. [30] [25] Un hole es clique-perfecto si y solo si es par.

Teorema 4.2.5. [11] Los grafos r-sol generalizado y los antiholes de longitud tcont = 1,2
mod 3,t > 5 no son clique-perfectos.

Observacion 4.2.6. Del teorema anterior se desprende que los grafos perfectos no son
una subfamilia de los clique-perfectos.

Cabe destacar que los odd holes y los antiholes cuyo ntimero de vértices no es mul-
tiplo de 3 son subgrafos inducidos prohibidos para la clase de grafos clique-perfectos.
De hecho, todos estos son subgrafos inducidos prohibidos minimales, y la clase de r-soles
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generalizados es una familia de subgrafos prohibidos para la clase de clique-perfectos
que contiene propiamente a los soles impares y odd holes, aunque desafortunadamen-
te, no todo r-sol generalizado es minimalmente clique-imperfecto —con respecto a sus
subgrafos inducidos. En la préxima seccién hablaremos més en detalle de estos y otros
grafos minimalmente clique-imperfectos.

Proposicion 4.2.7. [7] Los vikingos y 2-vikingos son grafos clique-imperfectos.

Demostracion. Es facil ver que los vikingos y 2-vikingos son 2k + 1-soles generalizados,
siendo el ciclo impar en ambos casos el formado por {ay, ..., a1}, y el conjunto de
vértices impropios es {by, by} y {b1, b, b3}, respectivamente. O]

Proposicion 4.2.8. Sea k > 2. Entonces Sy y Ty son clique-imperfectos.

Demostracion. Toda clique de Sy contiene al menos dos vértices de {ay, ..., ax1}, luego
ac(Sx) < k. Lo mismo vale para Ty. Por otro lado, consideramos en Sy la familia
de cliques {a1, az, b1}, {az, a3, b3}, {a3, as, b3}, {as, a5, b2} y, si k = 2,{as5, a1}, y si k >
2,{as, ag}, ..., {ax+1, ar}. Ningtn vértice de Sy pertenece a méas de dos de estas 2k + 1
cliques, luego t.(Sk) > k+ 1. Entonces se tiene a.(Sx) < k < k+1 < 71:(Sk), y entonces
Sk es clique-imperfecto.
Anélogamente, tomamos la siguiente familia de cliques en Ty:

{a1, az, b1}, {az, a3, b2, b3}, {a3, as, b3, bs}, {a4,as5,bs5} y, si k = 2, {as, a1}, y si k > 2,
{as, ag}, ..., {ax+1, ar}. Ningan vértice de Sy pertenece a mas de dos de estas 2k + 1
cliques y entonces t.(Tx) > k+ 1, y se sigue como en el caso de Sy. O

Observacion 4.2.9. [7] Los vikingos, 2-vikingos, Sy y Ty para k > 2 son minimalmente
clique-imperfectos.

Se ha caracterizado en [39] a aquellos grafos G tales que K(G) es completo (y por
lo tanto a(G) = T) y no existe ningtin vértice universal (es decir, 1.(G) > 1).

Teorema 4.2.10. [39] Si k > 1, &c(Qat1) = 1y Tc(Qoxs1) = 2. Mds aiin, si G es un grafo
tal que x.(G) =1y 1.(G) > 1, entonces G contiene algiin Q1 para algiin k > 1.

Como corolario de este teorema, podemos decir que Q41 no es clique-perfecto.

Mas atn, sin = 1,2 méd 3,n > 5, como Q, contiene a C,,, no sélo no es clique-
perfecto sino que tampoco es minimalmente clique-imperfecto.

Proposicién 4.2.11. [7] Sea k > 1. Entonces Qg es clique-perfecto, y Qex+3 es minimalmente
cliqgue-imperfecto.
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4.3. Caracterizaciones parciales

Como ya comentamos anteriormente, la lista de subgrafos minimales prohibidos
para la clase de grafos clique-perfectos no se conoce, sin embargo hay algunos re-
sultados parciales en esta direccién. Dedicaremos esta seccién a hablar de aquellos
resultados y demostraremos alguno de ellos.

Para algunas clases de grafos, es suficiente excluir a las familias de grafos clique—
imperfectos mostrados en la seccién |4.1] para garantizar que son clique—perfectos.

Teorema 4.3.1. [37] Sea G un grafo cordal. Entonces G es clique-perfecto si y solo si no
contiene ningiin sol impar como subgrafo inducido.

Teorema 4.3.2. [8] Sea G un grafo de linea. Entonces G es clique-perfecto si y solo si ningtin
subgrafo inducido de G es un odd hole o un 3-sol.

Teorema 4.3.3. [9] Sea G un grafo CHH sin claws. Luego G es clique-perfecto si y solo si
ningtin subgrafo inducido de G es un odd hole o un antihole de longitud 7.

Teorema 4.3.4. Sea G un grafo ACH, entnoces G es clique-perfecto si y solo si no contiene un
3-sol, un antihole de longitud 7, un odd hole, un vikingo, un 2-vikingo o alguno de los grdficos
Sk 0 Tk.

Teorema 4.3.5. [41] Sea G un grafo arco—circular sin gemas. Son equivalentes:
1. G es clique-perfecto
2. G es coordinado

. G es K-perfecto hereditario

W

4. G es perfecto

5. G no contiene odd holes

El siguiente resultado se demostrara en el préximo capitulo.
Teorema 4.3.6. [12] Sea G un grafo sin paws. Luego, son equivalentes:

1. G es clique-perfecto

2. G es coordinado

3. G es perfecto

Teorema 4.3.7. [7] Sea G un grafo libre de diamantes. Entonces G es clique-perfecto si y solo
si ninguin subgrafo inducido de G es un v-sol generalizado.
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4.4. Grafos sin diamantes

Daremos a continuacién la demostracion del teorema [4.3.7]

Preliminares
Lema 4.4.1. [11] Sea G un grafo. Entonces:
1. & (G) = «(K(G))
2. 7(G) > «k(K(G)). Mds aiin, si G es cliqgue-Helly entonces t.(G) = k(K(G))

Teorema 4.4.2. Un grafo G es clique-Helly hereditario si y solo si no contiene k-pirdmides,
parak =0,1,2,3.
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Figura 4.2: Pirdmides.

Corolario 4.4.3. Un grafo libre de diamantes es CHH.

Proposicién 4.4.4. Sea L una clase de grafos hereditaria, que es CHH y tal que todo grafo en
L es K-perfecto. Entonces todo grafo en L es clique-perfecto.

Demostracién. Sea G un grafo en £, y sea H un subgrafo inducido de G. Como L es
hereditaria entonecs H € £, entonces es K—perfecto. Como £ es una clase CHH, H es
clique-Helly y entonces por el lema ac(H) = «(K(H)) = k(K(G)) = 1c(H), luego
el resultado queda demostrado. O

Teorema 4.4.5. [7] Sea G un grafo libre de diamantes. Si G no contiene ningiin r-sol genera-
lizado entonces K(G) es perfecto.

Demostracion. Por el Teorema Fuerte de los grafos perfectos de la péagina (17, alcanza
con probar que K(G) no contiene odd holes ni odd antiholes. Por [21], que G sea libre
de diamantes implica que K(G) lo es, y entonces podemos afirmar que no contiene
ningtin antihole de longitud mayor o igual que 7 -pues un diamante induce un gra-
fo clique que contiene un subgrafo isomorfo a C;. Supongamos entonces que K(G)
contiene un odd hole kj...kyn41, donde ky, ..., ko1 son cliques de G. Entonecs G
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contiene un ciclo impar vy ...vn41vy, con v; € ki Mkiy1 y en ninguna otra clique k;.
Entonces como G no contiene ningtin r-sol generalizado, podemos supone que alguna
arista de este ciclo, digamos viv;, es en un tridngulo con otro vértice del ciclo, diga-
mos vi,. Observemos que vi,v; pertenecen a k; y vy no. Como k; es una clique, existe
un w € kz que no es vecino de vy, (pero si lo es de vi,v;) y entonces el conjunto
{v1,v2, vin, w} induce un diamante, lo cual es un absurdo. O

Demostracion del Teorema Por el teorema sabemos que si G es
clique-perfecto entonces ningtin subgrafo inducido de G es un r-sol generalizado.
Por el corolario directo de teorema sabemos que un grafo libre de diamantes
es CHH. Luego, como la clase de grafos libres de diamantes sin r-sol generalizados es
hereditaria, la vuelta queda demostrada por el Teorema |4.4| y la Proposicion O

Observacion 4.4.6. Esta caracterizacion no lleva a un algoritmo de reconocimiento po-
linomial para grafos clique-perfectos libres de diamantes. La complejidad del recono-
cimiento de r-sol generalizados atin no se conoce, atin para grafos libres de diamantes.
Sin embargo, hay otras caracterizaciones aqui mostradas que si conducen a algorit-
mos polinomiales para los problemas de reconocer si un grafo es clique-perfecto en
las clases respectivas, a saber, para grafos de linea, complementos de bosques, sin
{gemas-W;-bull} y grafos sin paws [41].
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Capitulo 5

Grafos coordinados

Los grafos coordinados y los grafos K-perfectos fueron definidos fueron definidos
en [10] mientras se buscaban caracterizaciones para grafos clique-perfectos; ciertamen-
te las tres clases estan fuertemente relacionadas [[11] [10]. De hecho, se demostré en
[10] que los grafos coordinados son una subclase de los grafos perfectos.

Recordemos entonces que de acuerdo a lo expuesto en la pédgina (8, se definen los
grafos coordinados como aquellos para los cuales se verifica F(G) = M(G) para todo
subgrafo inducido.

El problema de reconocimiento para grafos coordinados es NP-completo. Mds atin,
este problema es NP-completo atin restringido a la clase de los grafos {gem-W;-C4}-
free con M(G) < 3 [45].

Ejemplo. En [10] se demuestra que los ciclos pares son coordinados, y que los ciclos
impares Cyi1 con k > 2 no lo son, ya que M(Cax41) =2y F(Caxq1) =3 para k > 2.

Los grafos bipartitos son un ejemplo de grafos tanto clique-perfectos como coordi-
nados [33] [34]-

5.1. Algunas definiciones

Definicién 5.1.1. Definimos:
e 2P, al grafo formado por dos caminos P4 separados.

e Llamamos R al grafo compuesto por dos caminos P41 = {p11,P1.2 P13, P14},
P42 ={p21,P22,P23, P24} y una arista {e} que une pj, con pz>.

e Llamamos trinity al grafo con vértices {vi,v,,v3, w1, Wy, w3}, donde {vy,v,,v3} es
un tridngulo y w; es adyacente tinicamente a v; parai¢c 1,2,3.
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Definicién 5.1.2. Un drbol es un grafo aciclico conexo. Equivalentemente, un arbol T
es un grafo conexo con [V(T)| — 1 aristas, o un grafo aciclico de [V(T)| — 1 aristas.

Un bosque es un grafo aciclico, o equivalentemente, un bosque es un grafo donde
toda componente conexa es un arbol.

Definicién 5.1.3. Sea G un grafoy v,w € G. Decimos que v domina a w si N(w) C N(v).
Los vértices v y w se dicen mellizos cuando N(v) = N(w) en G y se dice que son
antimellizos cuando N(v) = N(w) en G.

Definicién 5.1.4. Decimos que un drbol T es un c-drbol si existe una raiz v tal que:
e Todo vértice distinto de v tiene grado a lo sumo 2.
e El didmetro de T es menor o igual a 7.
e Todo vértice esta a distancia menor a 5 de v.

e T no tiene antimellizos.

Definicién 5.1.5. Un c-bosque es un bosque donde toda componente conexa es un c-
arbol y existe a lo sumo una componente conexa con mds de 2 vértices.

Teorema 5.1.6. [10] Si G es coordinado entonces G no contiene odd holes ni antiholes de
longitud distinta a 4 o 6.

El siguiente es un corolario directo del Teorema Fuerte de los Grafos Perfectos
y del Teorema

Teorema 5.1.7. Si G es coordinado entonces G es perfecto.
Lema 5.1.8. [44] Sea G una clase de grafos hereditaria. Luego son equivalentes:

e Todo grafo de G es coordinado
o Todo grafo de G es C-good

5.2. Caracterizaciones parciales

Como en el caso de los grafos clique-perfectos, se desconoce atin una caracteri-
zacién por subgrafos prohibidos minimales de los grafos coordinados, sin embargo
se conocen resultados parciales restringidos a ciertas clases de grafos. En este seccion
enunciaremos estos resultados y posteriormente demostraremos alguno de ellos. To-
das las caracterizaciones de las que hablaremos a continuacién conducen a algoritmos
polinomiales para los problemas de reconocer si un grafo es coordinado en las clases
respectivas.
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Teorema 5.2.1. [44]] Sea G un grafo. Entonces L(G) es coordinado si y solo si L(G) es perfecto
y no contiene el grafo de linea de un trinity.

Observemos que el grafo de linea de un trinity es la piramide.

Ya que determinar si un grafo es perfecto puede resolverse en tiempo polinomial,
el siguiente resultado es consecuencia de ello y del teorema

Teorema 5.2.2. El problema de determinar si un grafo de linea es coordinado puede ser resuelto
en tiempo polinomial.

Teorema 5.2.3. [12] Sea G sin paws. Luego son equivalentes:
1. G es perfecto
2. G es clique-perfecto
3. G es coordinado
Teorema 5.2.4. [44] Sea G un bosque. Son equivalentes:
1. G es coordinado.
2. G no contiene ni un 2P4 ni un R.
3. El bosque G’ que se obtiene de identificar los antimellizos de G es un c-bosque.

Corolario 5.2.5. Sea G el complemento de un bosque. Entonces G es coordinado si y solo si
no contiene 2P4 ni R.

Corolario 5.2.6. Los grafos 2P4 y R son minimalmente no coordinados.

Teorema 5.2.7. [44]] EIl problema de determinar si el complemento de un bosque es coordinado
puede ser resuelto en tiempo lineal.

Teorema 5.2.8. [44] Sea G sin gems, Wy ni bulls. Entonces son equivalentes:
1. G es clique-perfecto.
2. G es coordinado.

3. G es perfecto.
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5.3. Grafos sin paws

En esta seccién, damos una caracterizacion por subgrafos prohibidos de los grafos
coordinados restringida a la clase de grafos sin paws, concretamente, demostraremos
el teorema Los grafos sin paws son interesantes de analizar pues contienen gra-
fos con un niimero exponencial de cliques, mientras que en la mayor parte de las clases
donde se conoce una caracterizacién por subgrafos prohibidos o un algoritmo de re-
conocimiento polinomial para grafos coordinados (o también para clique-perfectos) el
numero de cliques esta acotado polinomialmente. Ejemplos de esto serian la clase de
grafos cordales, los grafos sin diamantes, grafos de linea o grafos arco-circulares Helly
(ACH).

Lema 5.3.1. Si G es un grafo sin paws y G no es anticonexo, entonces las anticomponentes de
G son conjuntos independientes, es decir, G es un grafo completo multipartito.

Demostracién. Sea A una anticomponente de G, supongamos que A no es un conjunto
independiente. Si |A| = 1 no hay nada que demostrar. Supongamos entonces que
Al > 1, y que existen u,v € A tales que (u,v) es una arista de G. Observemos que
como A es una anticomponente de G, A debe ser una componente conexa de G, y por
lo tanto debe existir w € A\ {u, v}. Por otro lado, como G no es anticonexo sabemos que
entonces G no es conexo, y por lo tanto sabemos que existe z € G\ A, y que z pertenece
a otra componente conexa de G. Por lo tanto, podemos concluir que (u,z), (v, z), (w, z)
son aristas de G, luego se obtiene un absurdo ya que estas aristas junto con (u,Vv)
forman un paw un G. O

Lema 5.3.2. Sea G un grafo sin paws conexo y anticonexo. Entonces G no contiene tridngulos.

Demostracion. Observemos que G no puede ser K3 ya que en ese caso G no seria anti-
conexo. Supongamos entonces que existe un tridangulo, es decir, sea V' = {v;,v;,v3} tal
que el subgrafo inducido por V' es K3. Como G no es K3, existe al menos un u € G que
no pertenece a V'. Luego, si G es conexo existe un camino P entre u y —por ejemplo—-
V1 y entonces podemos hallar un paw en G, llegando a un absurdo. O

Proposicién 5.3.3. Sea G un grafo conexo. Son equivalentes:
1. G es perfecto, sin paws y tiene como mdximos dos componentes anticonexas
2. G es bipartito

Demostracion. (1) = (2) : Si G no es anticonexo, por el lema las anticomponentes
son conjuntos independientes. Como G posee como méximo dos anticomponentes,
luego G es bipartito. En el caso que G sea anticonexo, dado que G es conexo y sin
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paws, por el lema sabemos que G no contiene K3. Ademds, como G es perfecto,
no contiene odd holes, y por lo tanto no contiene ningtn ciclo impar. Luego podemos
afirmar que es bipartito.

(2) = (1) : Si G es bipartito entonces no contiene ciclos impares. En particular, no
contiene ningtn K3 como subgrafo inducido y entonces no puede tener paws. Ademas,
es claro que tiene como méaximo dos anticomponentes pues por el lema éstas
deben ser conjuntos independientes. O

Tenemos entonces este corolario trivial

Corolario 5.3.4. Sea G un grafo sin paws, conexo y anticonexo. Luego, G es perfecto si y solo
si G es bipartito.

Los grafos completos multipartitos son una subclase de los grafos distancia-here-
ditarios. En [35]] se demuestra que los grafos distancia-hereditarios son grafos clique-
perfectos, por lo tanto los grafos completos multipartitos son clique-perfectos.

Teorema 5.3.5. Si G es un grafo completo multipartito entonces G es coordinado.

Demostracién. Los grafos completos multipartitos son claramente una clase hereditaria.
Luego por el lema alcanza con probar que son C-good.

Sea G un grafo completo multipartito, y sean Aq,...,Ax(k > 1) sus anticompo-
nentes. Suponemos sin pérdida de generalidad que |A;| < ... < |Ay]. Sea b = |Ay], es
decir, el cardinal de la anticomponente mds grande.

Si b = 1 entonces G es completo y es trivialmente C-good. Suponemos entonces
que b > 1.

Cada clique tiene exactamente un vértice en cada anticomponente, luego m(v) =
1_[1(:1,1 4 |Ai| para todo v € Aj, para todo 1 < j < k. Y como A; es la anticomponente
maés pequeiia, resulta M(G) = H]'f:z |Ail.

Mas atin, existe una correspondencia biunivoca entre las cliques de G y las secuen-
ciasen A = {[lay,...,ai),con 0 < a; < |A;| —1}. Definimos la funciéon c : A — N,
como sigue:

k

c(0,az,...,ax) = Z a;b? (1)
i=2

cla,az, ..., ax) =c(0,r(az —ar, |Azl), ..., r(ak —ar, |Axl)) , sia; >0 (2)

donde r(x,y) denota el resto de la divisién entera a x/y. Usaremos ¢ como un
coloreo de cliques para G.
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La cantidad de secuencias en A tales que a; = 0 es H]'f:z |Ail, luego la funcién c
usard a lo sumo M(G) colores. Luego, si c es un coloreo valido entonces es claro que
M(G) = F(G) y entonces G sera C-good.

Veamos entonces que ¢ es un coloreo vélido para G. Sean a = [ay,..., a4, a’ =
[af,...,a;] tales que c(a) = c(a’). Vamos a probar que, o bien a = a’, o bien a no
interseca a a’, es decir, a; # a/ para todo 1 <1i <k.

Por definicién, usando (1) y (2):

K
c(a) =c(0,r(az —ay,|Azl),...,v(ax — a1, [Axl)) = ZT(ai —ay, JA{)b 2
i—2

y de la misma forma,

k

c(a’)=> r(af—ai,IA{)b"?
i=2

Como c(a) = c(a’), se tiene que:
k . k .
cla)=) rlai—a, AL 2= r(a{—af,JA)b" 2 =c(a’)
i=2 i=2

Observemos entonces que b > 1, y que 0 < r(a; — ay,|Ail), r(af — af, [Ai]) < [A{] <
b, para todo 1 entre 2 y k. Por la unicidad de la representacién de un niimero en base
b, resulta que r(a; — ai, |Ail) = r(a — af,|Ail),2 < i < k. Es decir, (a; —a1) = (af — aj)
mod |Ai] si 2 < i < k. Luego, a; = a/ mdd |A{| si y solo si a; = af mdd |A;i.
Pero como 0 < aj,af < [A{, y 0 < aj,af < |Ay] < |Ail, queda claro que: a1 =
ajsiysolosia; = aj mod |Ailsiysolosia; = afsiysolosia; = al méd |Ai]. Y
por lo tanto, si a; = af entonces a; = a{,2 < i < k. Y de la misma forma, a; # aj
entonces a; # a/,2 < i < k. Es decir, o bien a = a’, o bien las cliques que representa
cada uno no se intersecan.

O]
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Grafos vecindad-perfectos

La clase de los grafos vecindad-perfectos fue definida en 1986 por Lehel y Tuza [37].
Ellos observaron que los odd holes y odd antiholes no son vecindad-perfectos, y enton-
ces como consecuencia del Teorema Fuerte de los Grafos Perfectos visto en la secciéon
si un grafo es vecindad-perfecto entonces debe ser perfecto. Sin embargo, como
ya mencionamos antes, aunque atin no se conoce una caracterizacion por subgrafos
minimos prohibidos, se han hecho avances en direcciones parciales, es decir, restrin-
gidos a ciertas clases de grafos si se han encontrado caracterizaciones por subgrafos
minimos prohibidos para la clase de grafos vecindad-perfectos. Por otro lado, tampo-
co se conoce la complejidad computacional de un algoritmo de reconocimiento para
esta clase. De hecho, se sabe que hallar «(G) y pn(G) es un problema NP-completo
aun para grafos split con ciertas restricciones [20], aunque hay algunos algoritmos de
reconocimiento lineales para encontrarlos si nos restringimos a grafos de intervalos
[37], y més generalmente, para grafos fuertemente cordales [14].

Siguiendo la dindmica de los capitulos anteriores, primero daremos una seccién de
definiciones y resultados previos que necesitaremos, luego expondremos las caracteri-
zaciones parciales conocidas y por dltimo demostraremos algunas de ellas.

6.1. Preliminares

Definicién 6.1.1. Se define m(G) como el ntimero de cliques de G. Para cualquier grafo
siempre se cumple que x(G) < m(G).

Un grafo trivialmente perfecto es aquel tal que o«(H) = m(H) para todo subgrafo
inducido.

El nombre fue elegido pues resulta trivial que un grafo trivialmente perfecto es
perfecto. Golumbic demostro en [29] una caracterizacién —entre otras— de estos grafos
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como aquellos que no contienen Cy4 ni Py.

Definicién 6.1.2. Un cografo se define de recursivamente utilizando las siguientes re-
glas:

e Un solo vértice es un cografo
e Si G es un cografo, su complemento G también es un cografo

e Si G y H son cografos, también lo es su unién disjunta G U H

Se ha demostrado en [22] que esta clase de grafos son aquellos sin Pj.
Existe un resultado de Seinsche [43]] sobre cografos que serd utilizado mas adelante.

Teorema 6.1.3. [43] Para todo grafo G libre de P4 que tenga al menos dos vértices, o bien G
1o es conexo o bien G no lo es.

Las clases de grafos P, y drbol-cografos son superclases de cografos.

Definicién 6.1.4. Un grafo G es P4-tidy si para todo subconjunto A de 4 vértices que
induce un P4 en G, existe al menos un vértice v tal que G [A] U {v} es un grafo con dos
P4’s inducidos.

Definimos la clase de los grafos P4-sparse como la que consiste de aquellos grafos
G tales que todo subconjunto de cinco vértices induce al menos un P4 en G.

Hay un resultado que extiende el teorema enunciado por Seinsche para la clase
de los grafos P4-tidy. Antes de enunciarlo debemos definir algunas clases de grafos
llamadas urchins (erizos) y starfish (estrellas de mar).

Un grafo starfish es aquel tal que su conjunto de vértices puede descomponerse en
tres subconjuntos disjuntos S, C, R de forma que se cumplan las siguientes condiciones:

e S ={s1,...,8¢} es un conjunto independiente y C ={cj, ..., c¢} es una clique, con
t>2

e R puede ser vacio. En caso de no serlo, sus vértices son adyacentes a todos los
vértices de C y no son adyacentes a ningtn vértice de S

e s; es adyacente a ¢j siy solosii=j
Se define andlogamente un grafo urchin como un grafo cuyos vértices pueden par-

tirse en tres subconjuntos disjuntos S, C y R que cumplen las primeras dos condiciones
expuestas para grafos starfish pero en vez de la dltima debe satisfacer:
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e s; es adyacente a c¢; si y solo sii#j

Observacién 6.1.5. Es claro que un urchin es el complemento de un starfish, y vice-
versa.

Llamamos fat urchin (respectivamente fat starfish) a un tomar un urchin (resp. un
starfish) cuya particién es (S, C,R) y sustituir exactamente un vértice de S o C por K;
o por un 2Kj.

En ambos casos (urchin o starfish) llamamos a S ends de G, a C body de Gy a R
head de G.

Teorema 6.1.6. [28] Si G es un grafo P4-tidy entonces se cumple una de las dos condiciones
siguientes:

1. O bien G no es conexo 0 G no lo es
2. G es isomorfo a Cs, Ps, Ps, un starfish, un urchin, un fat starfish o un fat urchin

El Teorema anterior lleva a un algoritmo de reconocimiento en tiempo lineal para
la clase de grafos P4-tidy, asi como algoritmos polinomiales para muchos problemas
conocidos de optimizacién restringidos a esta clase [28].

Definicién 6.1.7. Un drbol-cografo se define de forma recursiva igual que un cografo,
pero utilizando como elemento base un arbol en vez de un vértice.

Definicién 6.1.8. Un conjunto dominante de un grafo G es un conjunto A C V(G) tal
que para cada v € V(G) o bien pertenece a A o bien es adyacente a algtin vértice de A.

Un conjunto totalmente dominante es un subconjunto A C V(G) tal que todo vértice
de V(G) es adyacente a al menos un vértice de A.

Un conjunto k-independiente de G es un conjunto de vértices tal que para todo par
de vértices en él no hay caminos en G de longitud k o menos que los conecten.

El niimero de dominacién y(G) es el tamafio del minimo conjunto dominante en G, y
el niimero de k-independencia xi(G) es el tamafo del mdximo conjunto k-independiente
de G.

Es fécil ver que la siguiente desigualdad vale para todo grafo G:
Y(G) = z(G)

Determinar y(G) es un problema NP-completo para grafos en general [27], y de-
terminar «,(G) es NP-completo incluso para grafos split [20].
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Estos pardmetros se relacionan con otros definidos anteriormente a través de las
siguientes desigualdades, que valen para todo grafo:

Y(G) < pn(G) < 7c(G),
2 (G) < an(G) < ac(G)

Definicién 6.1.9. Un conjunto A C V(G) es un cubrimiento por vértices de G si toda
arista e € E(G) incide en al menos un vértice perteneciente a A. Notamos T(G) al
tamafio de un cubrimiento por vértices minimo en cantidad de nodos.

Definicién 6.1.10. Un matching M de un grafo G es un conjunto de aristas de G dis-
juntas por los vértices, es decir, dos aristas distintas pertenecientes a M no comparten
vértices. Si M es un matching, decimos que M es maximal si es maximal respecto de
la inclusién, y decimos que es mdximo si es de tamafio maximo.

Llamamos v(G) al tamafio de un matching maximo para G, es decir, la cantidad
maéaxima de aristas independientes.

Definicién 6.1.11. Decimos que un grafo G es fuertemente vecindad-perfecto si oz(H) =
pn(H) para todo H subgrafo inducido de G.

Decimos que G es minimalmente no fuertemente vecindad-perfecto si no es fuertemente
vecindad-perfecto pero todo subgrafo inducido propio lo es.

Observacion 6.1.12. Claramente todo grafo fuertemente vecindad-perfecto es vecindad-§
perfecto, ya que valen las siguientes desigualdades para todo grafo G:

x2(G) < ¥(G) < on(G) < pn(G)

sumado a la igualdad que se utiliza para la definicién de grafo fuertemente vecindad-
perfecto se obtiene el resultado. Més atin, es cierto que si G es vecindad-perfecto en-
tonces es fuertemente vecindad-perfecto si y solo si a;(H) = o (H) para todo subgrafo
inducido H.

6.2. Caracterizaciones parciales

En esta seccion presentaremos las caracterizaciones por subgrafos inducidos prohi-
bidos para los grafos vecindad-perfectos conocidas para ciertas clases. Como ya diji-
mos anteriormente, Lehel y Tuza definieron en 1986 los grafos vecindad-perfectos y
demostraron en el mismo paper una caracterizacion para la clase de grafos cordales y
para los grafos sin tridngulos.
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Teorema 6.2.1. [6] [36] Todos los grafos balanceados son vecindad-perfectos
Teorema 6.2.2. [37] [46] Sea G un grafo cordal. Son equivalentes:

1. G es vecindad-perfecto

2. G es clique-perfecto

3. G es balanceado

4. G no contiene ningiin sol impar
Corolario 6.2.3. [37] Todos los grafos de intervalos son vecindad-perfectos.
Teorema 6.2.4. [46] Sea G un grafo sin paws. Luego son equivalentes:

1. G es vecindad-perfecto

2. G es perfectoy CHH

3. G es balanceado

4. G no contiene odd holes ni 3-pirdmides

5. Toda componente de G es o bien un grafo bipartito, o bien es el join de un grafo completo
bipartito con un grafo completo

Teorema 6.2.5. [37] Si G es un grafo sin tridngulos, entonces G es vecindad-perfecto si y solo
si es bipartito.

Lehel y Tuza definieron como primer ejemplo los grafos trivialmente vecindad-per-
fectos como aquellos para los cuales p,(H) = 1 para todo subgrafo inducido H.

Teorema 6.2.6. [37] La clase de los grafos trivialmente vecindad-perfectos coincide con la clase
de los grafos trivialmente perfectos.

En [31] los autores definen los grafos minimalmente no vecindad-perfectos y de-
muestran algunas caracterizaciones parciales. Decimos que un grafo G es minimalmente
no vecindad-perfectos si no es vecindad-perfecto pero todo subgrafo inducido si lo es.

Teorema 6.2.7. [31]] Si G es minimalmente no vecindad-perfecto y o, (G) = 1 entonces G es
una o-pirdmide o una 3-pirdmide (o lo que es igual, un 3-sol y 3K3).

Teorema 6.2.8. [31] Un cografo es vecindad-perfecto si y solo si no contiene a 3K, como
subgrafo inducido.
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Teorema 6.2.9. [31] Si G es bipartito, el grafo de linea L(G) es vecindad-perfecto.

Teorema 6.2.10. [46] Sea G un grafo P4-tidy. Luego G es vecindad-perfecto si y solo si no
contiene o-pirdmides, 3-pirdmides ni Cs.

Teorema 6.2.11. [46] Si G es un grafo dlrbol-cografo, G es vecindad-perfecto si y solo si no
contiene 3-pirdmides ni Pg \/ 3Kj.

Todas las demostraciones de las siguientes caracterizaciones se han dado en [46].
Las mismas estdn basadas en las caracterizaciones para grafos clique-perfectos restrin-
gidas a estas mismas clases que enunciamos en el capitulo anterior.

Teorema 6.2.12. Si G es un grafo ACH entonces G es vecindad-perfecto si y solo si es clique-
perfecto.

Teorema 6.2.13. Si G es un grafo sin gems arco-circular, entonces G es vecindad-perfecto si y
solo si no contiene ni odd holes ni 3-pirdmides como subgrafos inducidos.

Para dos subclases de los grafos CHH, los grafos sin diamantes y los grafos CHH
sin claws:

Teorema 6.2.14. Si G es un grafo sin diamantes entonces es vecindad perfecto si y solo si
ningtin subgrafo inducido de G es un r-sol generalizado o, equivalentemente, si G no contiene
ciclos impares propios.

Teorema 6.2.15. Si G es un grafo clique-Helly hereditario y sin claws, entonces G es vecindad-
perfecto si y solo si ningiin subgrafo inducido de G es un odd hole o un antihole de longitud

7-

6.3. P4-tidy

Daremos a continuacién algunos resultados que utilizaremos en la demostracién
del Teorema En [46] se da una caracterizaciéon de los grafos fuertemente vecin-
dad-perfectos por subgrafos inducidos prohibidos, ademas de un Teorema que carac-
teriza a los grafos minimalmente no vecindad-perfectos con complemento no conexo,
es decir, aquellos formados por el join de dos subgrafos no nulos.

Teorema 6.3.1. [46] Si G es un grafo, son equivalentes:
1. G es fuertemente vecindad-perfecto

2. G es vecindad-perfecto y no contiene C4, Cg ni Pg
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3. G no contiene ningiin sol impar y es Pg-free cordal

Teorema 6.3.2. [46] Los iinicos grafos minimalmente no vecindad-perfectos con complemento
no conexo son C4V 2Ky, CqV 3Ky y Pg V 3Kj.

Ahora si comenzaremos a demostrar la caracterizacion para esta clase, viendo pri-
mero qué valores toman los pardametros «»(G) y pn(G) para grafos P4-tidy conexos y
CO-CONEXOs:

Teorema 6.3.3. Si G es un grafo no trivial P4-tidy conexo y co-conexo, entonces vale alguna
de las siguientes:

1. G es isomorfo a Cs, luego pn(G) =3y on(G) =2

2. G es isomorfo a Ps o Ps, luego pn(G) = on(G) =2

3. G es un starfish con t ends o un fat starfish saliendo de un end y o«n(G) = pn(G) =t
4. G es un urchin o un fat urchin con al menos 3 ends, xn(G) =1, pn(G) =2

Demostraciéon. Como G es P4-tidy conexo y co-conexo, por el Teorema ?? sabemos que
G es isomorfo a Cs, P5, P5, un urchin, un starfish, un fat urchin o un fat starfish. Vamos
a ver los valores de o, (G) y pn(G) en cada caso.

Primero supongamos que G es un starfish cuya particién es (S, C,R) con [S| = t,
o un fat starfish que sale de sustituir un vértice ¢ € C por un K;, o por sustituir un
vértice s € S por K; o por un 2K;. En todos los casos existe un conjunto vecindad de
tamarfio t formado por tomar t vértices de C:

- Si G es un starfish sin sustitucion de vértices en C entonces tomamos todo C.

- Si G es un starfish tal que un vértice ¢ € C fue sustituido por K; o 2K;, tomamos
s6lo uno de los vértices por los cuales c fue sustituido.

- Si G es un fat starfish que surge de sustituir un vértice ¢ € C por 2K; entonces
C\{c}U{s} es un conjunto vecindad de tamarfio t para G —donde s era el tinico
vecino de c en S.

Luego pn(G) < t.

Ahora, en todos los casos previos, si tomamos t aristas que conecten S con C,
obtenemos un conjunto vecindad-independiente de tamafio t. En los casos en que un
vértice fue sustituido por K; o por 2K; elegimos s6lo una de las dos aristas de S a C que
genera esta sustitucion, y luego todas las demds aristas que conectan S con C. En el
caso de un starfish que no es fat, tomamos todas las aristas de S a C. Luego, en todos
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los casos hallamos un conjunto vecindad-independiente de tamafio t, por lo tanto
an(G) > t. Y como en general vale &, (G) < pn(G) tenemos que an(G) = pn(G) =t.

Observemos que tanto un urchin como un fat urchin que tienen menos de 3 ends,
son lo mismo que un starfish o un fat starfish. Luego podemos asumir sin pérdida de
generalidad que G no es un starfish y la tnica posibilidad que nos queda es que G sea
un urchin con al menos 3 ends.

Entonces, si G es un urchin con particién (S, C,R) tal que [S| =t > 3, queremos
ver que &n(G) =1y pn(G) = 2. Como ningtn vértice de G es universal es claro que
podemos afirmar que pn(G) > 2. Mas atn, si tomamos dos vértices de C cuidando
que ninguno de ellos provenga de la sustituciéon por K; o 2K; —en el caso que G sea un
fat urchin- claramente obtenemos un conjunto vecindad. Luego, pn(G) = 2.

Veamos ahora que efectivamente no puede existir un conjunto vecindad-indepen-
diente de tamafio 2. Si G es un urchin o un fat urchin, todos sus vértices y aristas
pertenecen a la vecindad formada por al menos t — 1 vértices de C. Esto vale pues
todas las aristas entre vértices de RU C estdn en la vecindad formada por los t vértices
de C, y todas las aristas entre vértices de S y C estdn en el vecindario de t — 1 vértices
de C.

Luego, si tomamos dos aristas o dos vértices cualesquiera, como t > 3, debe haber
al menos un vértice de C que incluye a ambos en su vecindad y entonces o, (G) = 1.

O

Teorema 6.3.4. Si G es un grafo Ps-tidy, G es vecindad-perfecto si y solo si no contiene
o-pirdmides, ni 3-pirdmides ni Cs.

Demostracién. Si G es vecindad-perfecto entonces no puede contener o-pirdmides, ni
3-pirdmides ni Cs como subgrafos inducidos ya que ninguno de estos grafos es vecin-
dad-perfecto y la clase de grafos vecindad-perfectos es hereditaria.

Veamos entonces que si G es P4-tidy y no contiene a ninguno de estos grafos en-
tonces debe ser vecindad-perfecto. Supongamos que no lo es. Luego, debe contener
algtn subgrafo inducido minimalmente no vecindad-perfecto; llamémoslo H. Como H
es minimal, debe ser conexo. Si H no es conexo, tenemos que H es un grafo minimal-
mente no vecindad-perfecto con complemento no conexo, lo que por el Teorema [6.3.2]
significa que entonces G es C4 V 2K; = 3-pirdmide, Cg V 3K; 0 Pg V 3K;. Por otro lado,
como la clase de grafos P4-tidy es hereditaria, entonces H debe ser P4-tidy, por lo cual
no puede ser ni C¢ V' 3K; ni PV 3K;. Esto es porque cualquiera de los dos grafos cum-
ple que existen conjuntos de 4 vértices tal que tienen al menos dos vértices adyacentes
—cualquier subconjunto de Cg, 0 los 4 vértices centrales de Pg— y esto induce dos Py4’s,
por lo tanto no seran Py4-tidy. Luego, si H no es conexo entonces H sélo puede ser una
3-pirdmide.
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Supongamos ahora que tanto H como H son conexos. Dado que H es minimal-
mente no vecindad-perfecto, o, (H) debe ser distinto de p,(H), lo cual significa —por el
Teorema que H debe ser Cs5 o bien un urchin o fat urchin con al menos 3 ends.
Ademads, en el caso que sea un urchin o fat urchin con al menos 3 ends, el mismo
Teorema nos dice que entonces x,(H) =1y pn(H) = 2. Sin embargo, por el Teorema
los tinicos grafos minimalmente no vecindad-perfectos con &, (H) = 1 son las 3-
piramides y las o-pirdmides, y el tinico de estos que ademds es urchin es la o-pirdmide.
Luego si H es conexo y co-conexo, debe ser C5 o o-pirdmide.

Finalmente, concluimos que H en cualquier caso debe ser isomorfo a Cs, 0 a una
3-pirdmide o a una o-pirdmide y esto demuestra el Teorema. O

Corolario 6.3.5. Si G es un grafo Ps-sparse, entonces es vecindad-perfecto si y solo si no
contiene ni 3-pirdmides ni o-pirdmides.

Demostracion. Como la clase de los grafos P4-sparse es una subclase de los grafos P4-
tidy, esta caracterizacion es una consecuencia directa del Teorema y del hecho
de que los tnicos subgrafos inducidos prohibidos de la clase de los grafos vecindad-
perfectos restringida a los grafos P4-tidy que ademads no son P4-sparse, es Cs. ]

6.4. Cografos

En esta seccién demostraremos la caracterizacién enunciada en el Teorema
Para esto usaremos el resultado enunciado por Seinsche en la pagina [46]anteriormente
y el Teorema

Teorema 6.4.1. Un cografo es vecindad-perfecto si y solo si no contiene a 3K, como subgrafo
inducido.

Demostracién. Es inmediato del Teorema que si G es vecindad-perfecto no puede
contener a 3K, pues éste es un grafo minimalmente no vecindad-perfecto.

Demostraremos la vuelta del Teorema por induccién en la cantidad de vértices n
del cografo G. La prueba es trivial si n < 4. Supongamos entonces que n > 5, y que el
resultado vale para todo cografo que tiene como maximo 4 vértices.

Si G no fuera conexo entonces alcanzaria con utilizar induccién y el hecho de que
tanto p, como «, son funciones aditivas sobre la coleccién de componentes de un
grafo para obtener p,(G) = xn(G).

Supongamos entonces que G es conexo . Luego, del Teorema vale que G no
es conexo. Sean entonces Gj, .. .,Gi), (p > 2) sus componentes tal que cada G; o bien
tiene un solo vértice, o bien es disconexo.
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En el caso que p > 3, podemos suponer que existe un G; compuesto de un tnico
vértice, ya que en caso contrario, podemos tomar dos vértices no adyacentes en cada
G1, G2, G3, y ver que estos 6 vértices nos inducen un 3K;. Por lo tanto, supongamos que
G3 posee un tnico vértice x. Luego x es universal en G y entonces pn(G) = an(G) = 1.

Ahora veamos qué sucede si p = 2. Sean A, B los conjuntos de vértices de Gy, G,
respectivamente. Si alguno de los dos contiene un tnico vértice entonces éste serd uni-
versal y podemos concluir lo mismo que en el caso anterior. Por lo tanto supongamos
que ambos contienen méas de un vértice. Ademds como tanto G como G, no son cone-
x0s, sean Aj,...,An y By, ..., B las conjuntos de vértices de las componentes conexas
de cada uno respectivamente, y suponemos que k > h > 2.

Observemos que cada Ga, —es decir, el subgrafo generado por A; en G- no puede
contener un C4 pues tomando los 4 vértices de un C4 en A; junto con un vértice de B
y otro vértice de B, induce un 3K;.

No es dificil ver que todo grafo conexo sin C4 ni P4 tiene un vértice universal:
supongamos que no lo tiene, entonces existen dos vértices u,v que no se conectan
mediante una arista. Es claro por hip6tesis que no hay un P, entre ellos. Ademas,
si existiera un camino de longitud igual a 2 entre u y v (de longitud 1 no puede ser
porque seria la arista uv), digamos u, w, v entonces como no existe un vértice universal
debe existir otro vértice z tal que w no se conecta a z. Sin embargo, existe un camino
desde u a z (o desde v a z) que nos lleva a tener un Py, y esto es un absurdo. Luego,
cada Ga, tiene un vértice universal a;.

Si elegimos un vértice arbitrario b; € B; para cada i = 1,...,h, y definimos
S ={ay,...,an} y M = {a1bs,..., anbn}, luego, es facil ver que S es un vecindad-
cubrimiento y M es un conjunto de aristas vecindad-independiente de G. Luego es
inmediato que an(G) = pn(G) =h. O

6.5. Arbol-cografos

Utilizaremos en la demostracién de la caracterizaciéon de los arbol-cografos un
resultado muy conocido, el Teorema de Konig-Egervary:

Teorema 6.5.1 (TEOREMA DE KONIG-EGERVARY). En un grafo bipartito el matching de mdxi-
mo tamafio equivale al minimo tamario de un cubrimiento por vértices, es decir, T(G) = v(G).

Teorema 6.5.2. Si G es un drbol-cografo conexo y co-conexo, entonces vale una de las siguien-
tes afirmaciones:

1. G es un drbol y pn(G) = oy (G) = v(G) =7(G)

2. G es un co-drbol conexo y pn = 2
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Demostracion. Por la definicién de arbol-cografo podemos decir que si G es conexo
y co-conexo entonces G debe ser un drbol con complemento conexo, o un co-arbol
conexo.

En el caso que G sea un arbol, sabemos que entonces es bipartito. Observamos en
[37,42] que cualquier grafo bipartito G cumple:

=
()
I

v(G)
T

el

=
()
Il

Luego el Teorema de Konig-Egervary implica que an(G) = v(G) = pn(G) =
T(G).

Por otro lado, si G es un co-arbol conexo, entonces G tiene el menos una hoja. Esta
hoja y su tinico vecino en G forman un conjunto vecindad de G de tamafio 2. Més atn,
como el complemento de G es conexo, no puede haber conjuntos vecindad de tamafio
1 porque esto implicarfa la existencia de un vértice universal y de un vértice aislado
en G. Con esto queda claro que p,(G) = 2. O

Corolario 6.5.3. No hay drbol-cografos conexos y co-conexos que sean minimalmente no
vecindad-perfectos.

Demostracion. Si un grafo G es conexo y co-conexo a la vez, entonces por el Teorema
G debe ser un arbol o un co-drbol. Més atin, un drbol no puede ser no vecindad-
perfecto. Si G en cambio es un co-arbol, entonces por el mismo Teorema debe ser
pn(G) = 2. Sin embargo por el Teorema los dnicos grafos minimalmente no
vecindad-perfectos con «,(G) = 1 son las o-pirdmides y las 3-pirdmides. Dado que
ninguno de ellos es un co-drbol, se deduce que si G es minimalmente no vecindad-
perfecto entonces G no puede ser un arbol-cografo conexo y co-conexo. O

Ahora si demostramos el Teorema

Demostracion del Teoremal6.2.11} La ida es clara dado que si G es vecindad-perfecto no
puede contener 3-pirdmides o Pg V' 3K; como subgrafos inducidos pues ambos son
grafos minimalmente no vecindad-perfectos.

Debemos ver entonces que si no contiene a ninguno de estos grafos como sub-
grafos inducidos entonces sera vecindad-perfecto. Supongamos entonces que G no es
vecindad-perfecto. Luego, G debe contener un subgrafo inducido H minimalmente no
vecindad-perfecto. Claramente, por minimalidad, H debe ser conexo.

En el caso que H no es conexo entonces H es un grafo minimalmente no vecindad-
perfecto con complemento no conexo, y entonces por el Teorema debe ser iso-
morfo a C4 V 2K; = 3-pirdmide, o C¢ V' 3K; o bien Pg V' 3K;. Sin embargo Cs V' 3Ky no
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es un arbol-cografo pues claramente no es un arbol ni un co-drbol, y tampoco es la
unién disjunta ni el join de dos arbol-cografos. Luego, si H no es conexo entonces H
debe ser una 3-pirdmide o bien Ps\V 3Kj.

En el caso que H si es conexo, entonces H serd un drbol-cografo conexo y co-conexo,
y entonces por el Corolario si H es minimalmente no vecindad-perfecto entonces
no puede ser un arbol-cografo conexo y co-conexo y luego este caso no puede suceder.

Por lo tanto H debe ser isomorfo a una 3-pirdmide o a PV 3Kj, y esto demuestra
el Teorema ya que supusimos que H era un subgrafo inducido de G. O



Capitulo 7

Conclusiones y Problemas Abiertos

Como bien establecimos durante todo este trabajo, los grafos clique-perfectos, coor-
dinados y vecindad-perfectos son clases de grafos que han sido definidos basdndose
en una idea similar a aquella que define a los grafos perfectos —es decir, tomando dos
pardmetros y definiendo una desigualdad de tipo min-max, para luego definir estas
clases como aquellas que cumplen la igualdad para todo subgrafo inducido. Sin em-
bargo, a pesar de haber sido definidas como variaciones de los mismos, los grafos
coordinados y los vecindad-perfectos resultan ser subclases de los grafos perfectos.
Esto no sucede con los grafos clique-perfectos.

Luego de que se demostrara el Teorema Fuerte de los Grafos Perfectos la ca-
racterizacién de los mismos por subgrafos inducidos prohibidos quedé cerrada. Como
explicamos en el capitulo dedicado a esta clase, este teorema junto con otros resulta-
dos estructurales dieron lugar a algoritmos de reconocimiento polinomiales. Como ya
mencionamos, los grafos perfectos son una clase interesante de estudiar pues los pro-
blemas cldsicos —k-coloreo, TSP, etc.— resultan polinomiales restringidos a esta clase.
Esto resulta del hecho de que el reconocimiento de los mismos es polinomial, y que
para la mayor parte de estos problemas se utiliza Programacién Lineal, que también
tiene complejidad polinomial. Por lo tanto, un problema abierto para esta clase de
grafos es saber si existen algoritmos combinatorios polinomiales para estos problemas
clasicos que se resuelven usualmente con PL —por ej, k-coloreo. Otro problema abierto
seria conocer una cota inferior de la complejidad algoritmica de reconocimiento, dado
que lo mejor que se tiene hasta el momento es un algoritmo de complejidad O(n?)
(descrito en el Capitulo 2, pagina [25).

Para las demds clases expuestas en este trabajo el panorama atn es incierto. La lista
de grafos minimalmente clique-impefectos atin no se conoce, lo mismo para los grafos
minimamente no coordinados, y para los grafos minimamente no vecindad-perfectos.
Esto sucede dado que la cantidad de grafos minimalmente no coordinados/clique-
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Figura 7.1: Relacién entre las clases de grafos estudiadas en este trabajo, y ejemplos. Observar
que no todos los grafos de ejemplo son minimales.

perfectos /vecindad-perfectos dificulta la tarea de encontrar caracterizaciones por sub-
grafos prohibidos minimales.

Adn no se conoce la complejidad del problema de reconocimiento tanto para grafos
clique-perfectos como para vecindad-perfectos. En el caso de los grafos coordinados,
el reconocimiento de esta clase es un problema NP-completo. Incluso, se demostré en
[44] que este problema es NP-completo restringiéndose al caso de grafos coordinados
tales que M = 3 (realizando una reduccién a 3-col). Ademds, dado un grafo G, se
desconoce la complejidad computacional de verificar la igualdad entre los pardme-
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tros M(G) y F(G). Para los grafos vecindad-perfectos, se analiz6 en distintos casos la
complejidad computacional del problema de hallar los pardmetros 6éptimos x,(G) y
pn(G), es decir, los problemas de hallar un minimo conjunto vecindad y un maximo
vecindad-cubrimiento. En algunos casos se han encontrado algoritmos lineales o po-
linomiales —es el caso de los cografos— aunque en otras clases se ha demostrado que
este problema es NP-completo, por ejemplo para grafos split.
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