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Introducción

A lo largo de este trabajo recorremos los procesos estocásticos desde las definiciones
más generales, para adentrarnos en las cadenas de Markov y en sistemas de partículas.
En función de buscar propiedades y demostrar resultados con respecto al sistema de
partículas en el que nos centramos, desarrollamos inicialmente un marco teórico sobre el
cual basarnos.

Los procesos estocásticos son familias de variables aleatorias que cambian a lo largo
del tiempo: para cada tiempo t se encuentran en un determinado estado. Si bien estudiar
un proceso estocástico puede dificultarse según las características del mismo, darle ciertas
condiciones de regularidad permite tener un mayor manejo. Es por eso que apelamos a
las cadenas de Markov, un caso particular de los procesos estocásticos que cumple una
propiedad que es útil e intuitiva. Su idea fundamental es que la distribución de lo que le
puede ocurrir en un futuro, condicionado al presente, es independiente del pasado.

La manera más gráfica de imaginarse una cadena de Markov la tenemos si tomamos
una a tiempo discreto, como si tuviésemos «pasos» indexados por los números naturales.
En cada paso conocemos las probabilidades para saber cuál va a ser el siguiente sólo
mirando dónde estamos parados, sin importar el recorrido hecho hasta ese momento.
Para el caso a tiempo continuo nos encontramos con que es una generalización de este
mismo concepto. De hecho, la construcción que damos en este trabajo consiste en tomar
una cadena a tiempo discreto, agregándole entre paso y paso tiempos de espera continuos
con variables aleatorias con «pérdida de memoria», como son las variables exponenciales.

Estudiar el comportamiento de una cadena de Markov en tiempos largos, y por lo
tanto, la existencia y unicidad de un comportamiento asintótico, tiene vital importancia.
Una condición que garantiza esta existencia y unicidad es la irreducibilidad, es decir, la
probabilidad no nula de llegar de un estado a cualquier otro, y la recurrencia positiva,
es decir, un tiempo esperado finito de retorno a cualquier estado. El comportamiento
asintótico está dado por la medida estacionaria, que a su vez es la única que cumple la
propiedad de que si la cadena comienza distribuida según ella, para todos los tiempos
siguientes la distribución del proceso está dada por ella misma.

Otro teorema que estudia el comportamiento asintótico es el de los promedios ergódi-
cos, o simplemente Teorema ergódico. Con él se demuestra cómo la proporción de tiempo
transcurrido en cada estado converge a una cantidad determinada, asociada a la medi-
da estacionaria. Este teorema y una generalización para casos recurrentes positivos que
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damos acá son de utilidad para las propiedades sobre las que trabajamos.

La motivación de nuestro trabajo la encontramos en un problema concreto estudiado
durante el siglo XX, donde se modela cómo se esparce un gen en una población a lo largo
del tiempo. El planteo original, hecho por Ronald Fisher, busca la función que describe este
proceso, y la escribe como solución a una determinada ecuación diferencial. Si bien dicha
solución no se puede escribir explícitamente, Fisher busca una solución en el equilibrio
que indique cómo «viaja» el gen, y ese es el rol que cumplen las «ondas viajeras». El
modelado en ese punto tiene un problema, que es la existencia de infinitos equilibrios,
determinados según con qué velocidad de propagación comienza el gen su esparcimiento
en el espacio. Para salvar esa discusión se propone un estudio microscópico en el frente de
propagación del gen, y ahí es donde toma sentido el trabajo con sistemas de partículas.

El tipo de sistemas de partículas con el que nosotros trabajamos es el conocido como
ramificación-selección. En particular le prestamos atención al estudio que hacen Durrett
y Remenik del sistema de Brunet-Derrida, que consiste en N partículas que se desplazan
en la recta real. Cada cierto tiempo alguna de ellas se ramifica o duplica, generando
una partícula nueva que ocupa un lugar en la recta elegido a partir de una distribución
determinada. Luego, de las N + 1 partículas que quedan se seleccionan N , de modo tal
de mantener constante la cantidad de partículas. En este caso seleccionamos las N de la
derecha o, equivalentemente, eliminamos la que está más a la izquierda.

En [8], Durrett y Remenik estudian la diferencia de velocidad entre el modelo con y sin
eliminación de partículas; prueban la convergencia de la medida empírica a una medida
de probabilidad determinística νt para todo t cuya densidad es solución de un problema
de frontera libre; demuestran que el proceso es ergódico, por lo que hay una velocidad
vN de la nube en equilibrio, y que estas velocidades convergen a la velocidad de la onda
viajera minimal cuando N →∞ (hecho conocido como Principio de selección).

Nosotros, mediante el análisis de un caso similar con herramientas nuevas, aportamos
a la elaboración de una introducción a estos temas, para facilitar su lectura a quienes
hayan alcanzado un nivel avanzado en la Licenciatura en Ciencias Matemáticas. El caso
similar consiste en una adaptación en Z del sistema recién descripto, cuya construcción
gráfica damos detalladamente. En esta adaptación, en cada paso alguna de las partículas
elige entre desplazarse, con probabilidad 1/2 a izquierda y 1/2 a derecha, y ramificarse,
generando una partícula nueva que se queda en el mismo lugar que la original.

Dado este sistema, estudiamos algunos resultados que nos ayudaron a describir su
comportamiento. Primero probamos la irreducibilidad, basándonos en que los desplaza-
mientos de las partículas pueden darse en cualquier sentido. Llamamos 0 al estado en que
todas las partículas se encuentran en la misma ubicación, y vimos que de cualquier estado
se puede llegar al 0, y del 0 se puede llegar a cualquier estado en una cantidad finita de
pasos. Luego probamos la recurrencia positiva, viendo que el tiempo esperado de retorno
al 0 tiene una esperanza finita, gracias al hecho de que si se repite N veces la ramificación
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de la partícula que se encuentra más a la derecha, las N que quedan se ubican todas
en la misma posición. De este hecho concluimos la existencia y unicidad de una medida
invariante. Finalmente probamos la existencia de una velocidad asintótica para la primera
partícula con un método de demostración distinto al utilizado por Durrett y Remenik,
basándonos fuertemente en el Teorema ergódico.

Para la demostración que realizamos para este último punto, escribimos a la velocidad
como un promedio de los saltos de la primera partícula, y luego categorizamos a esos
saltos según los tres distintos movimientos que puede tener. Para probar la convergencia,
nos definimos una sucesión de tiempos de parada (τn)n∈N, que sirve para distinguir cuándo
el sistema realiza ramificaciones y cuándo realiza desplazamientos.

Para cerrar la tesis, incluimos un último capítulo a modo de comentario, donde pone-
mos en discusión las motivaciones que encontró Fisher para estudiar este problema, y por
lo tanto, la motivación detrás de lo estudiado hasta el día de hoy en el área. Fisher realiza
el estudio de genes «ventajosos» en el contexto del auge de la eugenesia, una corrien-
te que busca explicar científicamente los contrastes sociales como diferencias biológicas
dentro de la especie. Esta corriente vino acompañada de teorías más generales (como el
conocido «darwinismo social»), y tuvo consecuencias muy fuertes en el aspecto político
con repercusiones mundialmente conocidas, como fueron los movimientos racistas de la
primera mitad del siglo XX.

Este aspecto no anula lo estudiado, y en esta tesis se deja en claro por qué el autor
cree que el estudio del modelo de Fisher es de gran utilidad, dado que sirve para otros
problemas reales que tienen una aplicación necesaria. Sin embargo, este eje es tomado
porque evidencia que las motivaciones científicas no son inocentes; por el contrario, se ve
que la ciencia defiende determinados intereses, como toda producción cultural, y es por
eso que no se la puede considerar neutral. Hecha esta observación, es tomada como pauta
para hacer una mirada crítica del sistema científico, y expresar la voluntad del autor de
que las investigaciones se orienten en búsqueda de una sociedad mas justa e igualitaria.

Con todo esto, la tesis está estructurada de la siguiente manera:
En el Capítulo 1 tratamos las nociones básicas de las cadenas de Markov, junto a las

definiciones y las propiedades que utilizamos.
En el Capítulo 2 describimos el problema que disparó el paper de Fisher, y las pre-

guntas que al día de hoy se intentan responder en los trabajos de Durrett y Remenik.
En el Capítulo 3 profundizamos en el caso estudiado por nosotros. Desarrollamos los

resultados de la irreducibilidad, de la existencia y unicidad de la medida invariante, y
demostramos la existencia de una velocidad asintótica para la primera partícula.

En el Capítulo 4 disertamos en torno a las investigaciones científicas, la motivación
social que tiene la eugenesia, y el rol al interior de cada sociedad.

En el Capítulo 5 proporcionamos un Apéndice con resultados necesarios pero no cen-
trales en el desarrollo de la tesis.
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Capítulo 1

Cadenas de Markov

En este capítulo vamos a dar el marco teórico que utilizamos a lo largo de la tesis, de
modo tal de tener una base clara para lo siguiente. Este marco cuenta con definiciones y
con resultados de vital importancia en el área; algunos de ellos los demostramos y otros
sólo los enunciamos, en ambos casos explicitando las referencias utilizadas.

En líneas generales, tomamos referencias de los libros Markov Chains and Mixing
Times, de D. Levin, Y. Peres y E. Wilmer ([18]), Markov Chains, de J. R. Norris ([22]),
y de la tesis de licenciatura Distribuciones cuasiestacionarias y procesos de ramificación
multitipo, de Analía Ferrari ([9]).

1.1. Un proceso aleatorio en el tiempo
Para comenzar introducimos a los procesos estocásticos:

Definición 1.1.1. Un proceso estocástico es una familia de variables aleatorias (Xt)t∈I
definidas todas sobre un mismo espacio de probabilidad (Ω,F ,P), e indexadas por un
parámetro t que representará al tiempo. Si Xt : Ω −→ S, S es el espacio de estados que
toma el proceso.

La utilización de dichos procesos es muy razonable en tanto nos permiten modelar
situaciones concretas que dependen de factores aleatorios y que varían a través del tiempo.
Si, por ejemplo, cada día hábil queremos ir a la Facultad de Ciencias Exactas y Naturales
de la UBA, y tenemos que elegir entre tomarnos la línea 107 cuyo recorrido termina ahí en
Ciudad Universitaria, o caminar desde nuestra casa, podemos tomar la decisión tirando
una moneda equilibrada, independientemente de qué pasó en los demás días. Así, tenemos
un proceso estocástico con el espacio de estados S = {107, caminar}, indexado por el
conjunto de tiempos I = {días hábiles}, y variables aleatorias independientes (Xn)n∈I
con

P(Xn = 107) = P(Xn = caminar) = 1/2 ∀n ∈ I.
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Es decir, Xn ∼ Be(1/2) ∀n ∈ I, y tenemos una familia de variables independientes e
idénticamente distribuidas (de ahora en más iid). En otros casos nos vamos a encontrar
variables que sí van a depender entre ellas. Por ejemplo, si queremos modelar el caso en
que después de tres días seguidos de esperar más de media hora el colectivo decidimos
ya ni tirar la moneda y caminar, el resultado de cada variable se verá afectado por la
información de variables anteriores.

Con esta definición amplia de proceso estocástico nos vamos a encontrar con muchas
variantes, donde el tiempo es discreto o continuo (I = N, I = [0,+∞), etc.), el espacio de
estados es un conjunto numérico o no, y también puede ser discreto o continuo (S = Z,
S = Zd = Z

dZ
, S = R, etc.).

1.2. Cadenas de Markov
Los procesos estocásticos son de muchos tipos distintos, y si no les ponemos restriccio-

nes resultan inmanejables. Nosotros vamos a restringir los espacios sobre los que vamos
a trabajar, y nos vamos a centrar en una clase de procesos que cumple con determinadas
propiedades que le dan una mayor flexibilidad para estudiarlos.

Antes de proceder a dar las definiciones correspondientes a la sección, vamos a hacer
algunas consideraciones previas.

Vamos a considerar, hasta que señalemos lo contrario, que S es un espacio finito o
numerable y que I es un conjunto de tiempos a lo sumo numerable y discreto. Así, a cada
elemento de I lo tomamos como un paso: a medida que recorremos los elementos de I,
el proceso (Xn)n∈I va saltando de un paso a otro. Por ejemplo, si I = {días hábiles} o
I = N0. Para hablar de un caso general vamos a usar I = N.

También vamos a ponerle un nombre al «comienzo del proceso»: nuestros procesos pue-
den empezar en un estado determinado, elegido arbitrariamente (es decir, si pedimos que
X0 = sj para algún sj ∈ S), o más en general, pueden estar determinados aleatoriamente
a partir de alguna distribución en S. Por eso definimos:

Definición 1.2.1. Sea (Xn)n≥0 un proceso estocástico en S = {s1, s2, . . . , sk, . . .} nume-
rable. Llamamos µ o µ(0) a la distribución inicial del proceso,

µ(0) = (µ(0)
1 , µ

(0)
2 , . . . , µ

(0)
k , . . .) = (P(X0 = s1), . . . ,P(X0 = sk), . . .).

Cuando elijamos empezar el proceso en un estado determinístico sj, la distribución
inicial va a ser δsj

:

µ(0) = δsj
:=

1 en la coordenada j
0 en las demás

(1.1)
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Denotamos como Pi y Ei a la probabilidad y a la esperanza inducidas por condicionar a
que X0 = si, respectivamente.

Ahora sí, una cadena de Markov es un proceso estocástico donde el estado en un
determinado paso nos da la información suficiente para saber cuáles son las probabilidades
para el siguiente paso. Es decir, como una propiedad de pérdida de memoria, no nos
importa cómo llegamos a un estado, qué pasó en los pasos anteriores, para saber qué es
lo que sigue. A esta propiedad la llamamos propiedad de Markov.
Más precisamente:

Definición 1.2.2. Sea (Xn)n∈N un proceso estocástico sobre el espacio de estados S.
Decimos que (Xn)n∈N es una cadena de Markov si

P(Xn+1 = sin+1|Xn = sin , . . . , X0 = si0) = P(Xn+1 = sin+1|Xn = sin)
∀n ∈ N,∀si0 , . . . , sin+1 ∈ S, tal que P(X0 = si0 , . . . , Xn = sin) > 0.

Entonces la probabilidad de que una cadena de Markov esté en un estado en el paso
n + 1 sólo depende del estado en que se encuentra en el paso n. Si además esas proba-
bilidades sólo dependen de dichos estados y no de quién es n decimos que la cadena es
homogénea.

Definición 1.2.3. Una cadena de Markov (Xn)n∈N es homogénea si para todo i, j ∈ N
existe un coeficiente pij que cumple que para todo n ∈ N y para toda tira de estados
si0 , . . . , sin−1 , si, sj ∈ S

P(Xn+1 = sj|Xn = si, . . . , X0 = si0) = P(Xn+1 = sj|Xn = si) =: pij. (1.2)

En general cuando hablemos de cadenas vamos a asumir que son cadenas homogéneas.
Por esta razón, a una cadena de Markov le asignamos los coeficientes (P )ij = pij como en
la definición anterior, siendo esta «la probabilidad de pasar del estado si al estado sj» en
un paso, y por eso definimos lo siguiente:

Definición 1.2.4. Sea J a lo sumo numerable, y P una matriz con entradas pij con
i, j ∈ J . P se dice matriz de transición si verifica:

pij ≥ 0 para todo i, j ∈ J .∑
j∈J pij = 1 para todo i ∈ J .

No es difícil ver que estas dos propiedades las cumplen los coeficientes pij de los que
hablamos en (1.2). Por lo tanto, si P es una matriz cuyas entradas pij cumplen que
P(Xn+1 = sj|Xn = si) = pij ∀n ∈ N, entonces P es una matriz de transición, y decimos
que P es la matriz de transición de la cadena (Xn)n∈N.
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Dada (Xn)n∈N una cadena de Markov con distribución inicial µ y matriz de transición
P , conocemos

P(X0 = si) = µi.

P(Xn+1 = sj|Xn = si) = pij.

y con esta información podemos dar dos caracterizaciones distintas para la cadena.

1. Podemos calcular la probabilidad de que la cadena pase por una determinada tira
de estados hasta el paso n, condicionando paso a paso:

P(X0 = si0 , . . . ., Xn = sin) = P(X0 = si0 , . . . ., Xn−1 = sin−1).pin−1in

...
= µ(0)(i0)pi0i1pi1i2 . . . pin−1in .

2. Para cada n llamemos µ(n) al siguiente vector:

µ(n) =
(
µ

(n)
1 , µ

(n)
2 , . . .

)
= (P(Xn = s1),P(Xn = s2), . . .) .

Este vector describe a la cadena a tiempo n, y también podemos calcular su dis-
tribución a partir de la distribución inicial y de la matriz de transición. Para eso,
veamos que

a) sabemos quién es cada uno de ellos si conocemos a la anterior y a la matriz de
transición:

µ(n) = µ(n−1)P.

Demostración.

µ
(n)
j = P(Xn = sj)

=
∑
i∈S

P(Xn = sj|Xn−1 = si)P(Xn−1 = si)

=
∑
i∈S

µ
(n−1)
i pij

= (µ(n−1)P )j.

b) Generalizando la fórmula anterior, sabemos quién es µ(n) sólo a partir de µ(0)

y la matriz de transición. Para cada n, la distribución µ(n) satisface

µ(n) = µ(0)P n.

16



Demostración. Veamos que la igualdad es cierta haciendo inducción en n.
Para n = 1 y sj ∈ S

µ
(1)
j = P(X1 = sj)

=
∑
i∈S

P(X1 = sj|X0 = si)P(X0 = si)

=
∑
i∈S

µ
(0)
i pij

= (µ(0)P )j.

De donde,
µ(1) = µ(0)P.

Supongamos que vale para n, veamos que es cierto para n+ 1
Por lo que afirmamos en (a)

µ(n+1) = µ(n)P.

Pero por la hipótesis inductiva, µ(n) = µ(0)P n, entonces

µ(n+1) = µ(0)P n+1.

Ejemplo 1.2.5. Un ejemplo clásico de cadena de Markov es un paseo al azar, donde
tenemos una partícula en algún espacio, que en cada paso pega un salto aleatorio hacia
una nueva ubicación.
Tomamos, por ejemplo, el espacio como Zd, Z0 una variable con alguna distribución en
Zd, la familia de variables aleatorias (ξi)i∈N iid y la variable Zn con

P(ξi = +1) = P(ξi = −1) = 1/2,

Zn = Z0 +
n∑
i=1

ξi

para n ≥ 1 (tomando la respectiva congruencia módulo n).
En las próximas líneas estudiamos Zn en detalle para ver que es una cadena de Markov

homogénea.
Sea j0, ..., jn ∈ Zd tales que P (Zn = jn, . . . , Z0 = j0) > 0. Entonces, utilizando la

independencia de las variables (ξi)i∈N,
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P (Zn = jn|Zn−1 = jn−1, . . . , Z0 = j0) = P (Zn = jn, . . . , Z0 = j0)
P (Zn−1 = jn−1, . . . , Z0 = j0)

= P (Zn−1 + ξn = jn, Zn−1 = jn−1, . . . , Z0 = j0)
P (Zn−1 = jn−1, . . . , Z0 = j0)

= P (ξn = jn − jn−1, Zn−1 = jn−1, . . . , Z0 = j0)
P (Zn−1 = jn−1, . . . , Z0 = j0)

= P (ξn = jn − jn−1) .P (Zn−1 = jn−1, . . . , Z0 = j0)
P (Zn−1 = jn−1, . . . , Z0 = j0)

= P (ξn = jn − jn−1)

= P (ξn = jn − jn−1) .P (Zn−1 = jn−1)
P(Zn−1 = jn−1)

= P (ξn = jn − jn−1, Zn−1 = jn−1)
P(Zn−1 = jn−1)

= P (Zn−1 + ξn = jn, Zn−1 = jn−1)
P(Zn−1 = jn−1)

= P (Zn−1 + ξn = jn|Zn−1 = jn−1)
= P (Zn = jn|Zn−1 = jn−1) .

Nótese que la independencia de las (ξi)i∈N la utilizamos en dos ocasiones. Como la
cuenta no depende de n, la cadena es homogénea. Además, en la demostración vimos que

P (Zn = jn|Zn−1 = jn−1) = P (ξn = jn − jn−1) ,

y ξn sólo puede ser 1 o −1 con probabilidad 1/2 cada uno. Entonces la matriz de transición
nos queda

ps(s+1) = P (Zn+1 = s+ 1|Zn = s) = 1/2
ps(s−1) = P (Zn+1 = s− 1|Zn = s) = 1/2

(∀s ∈ Zd).
En la Figura 1.1 mostramos el comportamiento del paseo.

1.3. Irreducibilidad y Aperiodicidad
En las cadenas de Markov nos va a interesar estudiar cómo se desplaza la cadena

entre los diferentes estados, la frecuencia con la que retorna a ellos, los caminos que puede
realizar, etc. En ese sentido, introducimos nuevos conceptos.

Definición 1.3.1. Una cadena de Markov (Xn)n∈N en S, con matriz de transición P se
dice irreducible si ∀si, sj ∈ S existe n ∈ N tal que (P n)ij > 0. Es decir, si hay probabilidad
positiva de llegar de un estado a cualquier otro en alguna cantidad finita de pasos.
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Figura 1.1: Paseo al azar en Zd

En [22] se considera una definición más amplia para la irreducibilidad. Allí el autor
define una relación → en el conjunto de espacios S × S:

i→ j si ∃n ∈ N0/(P n)ij > 0.

En palabras, i→ j si se puede llegar de si a sj en alguna cantidad finita de pasos. Luego
define i↔ j si también vale el recíproco de sj a si. De esta forma, el espacio de estados S
se puede particionar en clases de equivalencia, y la irreducibilidad se define para cuando
el espacio S tiene una única clase. A estas clases de equivalencia Norris las llama clases
de comunicación.

Esta definición es equivalente a la que dimos nosotros: tener una única clase significa
que todo par de estados si, sj ∈ S están comunicados: (i↔ j), que es lo mismo que decir
que siempre se puede llegar de un estado a otro en una cantidad finita de pasos.

Definición 1.3.2. El período de un estado si ∈ S es mcdT (i), donde mcd es el máximo
común divisor y

T (i) = {n ≥ 1/(P n)ii > 0} .

Definición 1.3.3. Si mcdT (i) = 1 ∀si decimos que la cadena es aperiódica.

Lema 1.3.4. Si la cadena (Xn)n∈N es irreducible, entonces

mcdT (i) = mcdT (j) ∀si, sj ∈ S.
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Demostración. Dados dos estados si y sj, por la irreducibilidad sabemos que hay dos
números naturales r y k tales que (P r)ij > 0 y (P k)ji > 0. Sea l = r + k, tenemos:

l ∈ T (i) y l ∈ T (j)

T (i) +m ⊆ T (j) o, lo que es equivalente, T (i) ⊆ T (j)− l. Veámoslo:

Sea t0 ∈ T (i): la cadena puede salir y volver del estado si en t0 pasos. Si la cadena empieza
en el estado sj, en k pasos llega al estado si, en t0 pasos vuelve al estado si, y en r pasos
más va del estado si al estado sj. Entonces k + t0 + r = t0 + l ∈ T (j).

Con estos dos puntos anteriores, el mcdT (j) divide a todos los elementos de T (i):

Sea t0 ∈ T (i). Por el último resultado, t0 = t1− l, con t1 ∈ T (j). Como también l ∈ T (j),
el mcdT (j) divide a la resta.
De esta forma concluimos que mcdT (j) ≤ mcdT (i). Análogamente mcdT (i) ≤ mcdT (j).

Este lema es muy útil, porque cada vez que tengamos una cadena irreducible, alcanza
con ver que mcdT (i) = 1 para algún estado si ∈ S para comprobar su aperiodicidad.

Ejemplo 1.3.5. Para entender cuándo una cadena es aperiódica y cuándo no, un buen
ejemplo es el paseo al azar en Zd con d un número par. Con las mismas definiciones que
en el Ejemplo 1.2.5, en el caso en que d es par Zn mantiene la paridad, es decir: Zn es par
para n par, y es impar para n impar.
Por eso mismo, para cualquier estado la cadena sólo puede retornar en tiempos pares y
por lo tanto mcdT (i) ≥ 2 para cualquir si ∈ S.

Como la aperiodicidad es una propiedad que queremos tener en las cadenas, para
solucionar estos casos se utiliza la siguiente modificación:

Definición 1.3.6. Dado un paseo al azar como explicamos en el Ejemplo 1.2.5, se le
llama paseo al azar «lazy» al paseo que en cada paso se queda en su lugar con probabiliad
1
2 .

Utilizando las mismas variables aleatorias, la distribución de las (ξi)i∈N quedaría P(ξi =
+1) = P(ξi = −1) = 1/4, y P(ξi = 0) = 1

2 . Notar que en este caso la cadena puede volver
a cualquier estado en 1 paso, y eso la hace aperiódica.

1.4. Medidas Invariantes
Dado que las cadenas de Markov modelan procesos que se extienden en el tiempo, se

vuelve interesante estudiar su comportamiento para tiempos grandes, y ver en ese sentido
qué tipo de convergencias nos podemos encontrar. Consideremos una cadena de Markov
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(Xn)n∈N que toma valores en S, con distribución inicial µ y matriz de transición P , y
tomemos S finito. Como dijimos anteriormente en esta sección, tenemos una forma de
describir a la distribución de la cadena en cada paso a partir de la distibución anterior:

µ(n) = µ(n−1)P

En caso de que exista un límite π para µ(n) cuando n → ∞, tomando límite de los dos
lados de la igualdad encontramos que tiene que cumplir que:

π = πP (1.3)

Como S es finito, la convergencia del producto del lado derecho se puede ver coorde-
nada a coordenada, dado que cada una de ellas es una suma finita.

Volvemos a considerar S a lo sumo numerable y extendemos esta noción.

Definición 1.4.1. Si tenemos una medida π que satisface (1.3), la llamamos medida
invariante o medida estacionaria. Si además π es una distribución (i.e. si ∑s∈S π(s) = 1),
la llamamos distribución invariante o distribución estacionaria.

¿Por qué ese nombre? Las distribuciones invariantes cumplen esencialmente dos pro-
piedades. La primera, que ya comentamos para el caso finito, es que son el límite para
las µ(n) cuando este existe. Pero además cumplen que si la cadena en algún paso es-
tá distribuida según alguna de ellas, la distribución para el paso siguiente es la misma,
porque

µ(n+1) = µ(n)P = πP = π.

Razonando inductivamente concluimos que si la cadena toma una distribución inva-
riante, se mantiene con esta para siempre.

En lo que sigue, estudiamos condiciones que resultan suficientes para que una cadena
de Markov tenga una única distribución invariante. Para eso estudiamos previamente los
llamados estados «recurrentes».

Consideremos un tiempo τi que cuente la cantidad de pasos que tarda la cadena en
volver al estado si si ella comenzó allí. Es decir,

τi = ı́nf {n ≥ 1 : Xn = si} .

Definición 1.4.2. El estado si ∈ S se dice recurrente si Pi(τi <∞) = 1.

La propiedad de recurrencia se mantiene para una clase de comunicación (como de-
finimos en la Sección 1.3): o todos los estados en una clase son recurrentes o ninguno lo
es. Por eso hablamos de si una clase es recurrente o no. Más aún, si una cadena Xn es
irreducible, recordemos que tiene una sola clase, y por eso podemos hablar de si la cadena
es o no recurrente.

Una demostración de esta afirmación se puede leer en [22, p. 24 a 27].
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Definición 1.4.3. Si un estado recurrente además cumple que mi = Ei(τi) <∞, decimos
que el estado es recurrente positivo.

Un estado recurrente positivo es recurrente, pero se puede ver que no vale la vuelta.
Sea ahora un estado sk ∈ S. Para él y para cada i, consideramos la cantidad de visitas

a si antes de volver a sk:

γki = Ek

τk−1∑
n=0

1{Xn=si}

 .
Notemos que si contamos la cantidad de visitas a todos los estados antes de volver a

sk, contamos exactamente el tiempo que tarda en volver a sk. Es decir,

∑
j∈J

γkj = mk.

Dadas las definiciones, vemos algunos resultados al respecto.

Proposición 1.4.4. Si la cadena Xn es irreducible y recurrente, entonces ∀k ∈ I

1. γkk = 1.

2. γk =
(
γki
)
i∈I

cumple que γkP = γk.

3. 0 < γki <∞.

Demostración. 1. Por definición, τk es el tiempo del primer retorno, por lo que la
cadena no pasa por k más que en el paso inicial.

2. Como el evento τk ≥ n depende de las variables X1, . . . , Xn−1, podemos usar la
propiedad de Markov para calcular la probabilidad del siguiente evento:

Pk (Xn−1 = si, Xn = sj y τk ≥ n) =
= Pk (Xn = sj|Xn−1 = si y τk ≥ n) · Pk (Xn−1 = si y τk ≥ n)
= Pk (Xn = sj|Xn−1 = si) · Pk (Xn−1 = si y τk ≥ n)
= Pk (Xn−1 = si y τk ≥ n) pij.

(1.4)

Como Xn es recurrente, Pk (τk <∞) = 1, y además Pk (X0 = Xτk
= sk) = 1, se
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sigue que si j 6= k:

γkj = Ek
(

τk∑
n=1

1{Xn=sj}

)
= Ek

( ∞∑
n=1

1{Xn=sj y τk≥n}

)

=
∞∑
n=1

Pk (Xn = sj y τk ≥ n)

=
∑
i∈I

∞∑
n=1

Pk (Xn−1 = si, Xn = sj y τk ≥ n)

=
∑
i∈I

pij
∞∑
n=1

Pk (Xn−1 = si y τk ≥ n)

=
∑
i∈I

pijEk
( ∞∑
m=0

1{Xm=si y τk−1≥m}

)

=
∑
i∈I

pijEk

τk−1∑
m=0

1{Xm=si}

 =
∑
i∈I

γki pij.

(1.5)

3. Como Xn es irreducible, existen n,m ≥ 0 que cumplen que p(n)
ik , p

(m)
ki > 0. Entonces

por (1) y por (2):

γki ≥ γkkp
(m)
ki = p

(m)
ki > 0.

γki p
(n)
ik ≤ γkk = 1 ⇒ γki <∞.

Notemos que de esta proposición concluimos que si una cadena es irreducible y recu-
rrente tiene una medida invariante, pero esta no necesariamente es una distribución. Esta
sutileza sólo la podremos salvar si la cadena es recurrente positiva, como veremos en las
próximas líneas.

Proposición 1.4.5. Si la cadena (Xn)n∈N es irreducible y π = (πi)i∈J es una medida
invariante con πk = 1 para algún k, entonces para cada i, πi ≥ γki . Si (Xn)n∈N es recurrente,
cada desigualdad es de hecho una igualdad, y por lo tanto π = γk.
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Demostración. π cumple la ecuación π = πP . Para cada j,

πj =
∑
i0∈J

πi0pi0j =
∑
i0 6=k

πi0pi0j + 1 · pkj

=
∑
i0 6=k

∑
i1∈J

πi1pi1i0

 pi0j + pkj

=
∑
i0 6=k

∑
i1 6=k

πi1pi1i0

 pi0j +
∑
i0 6=k

pki0pi0j + pkj

=
∑

i0,i1 6=k
πi1pi1i0pi0j +

pkj +
∑
i0 6=k

pki0pi0j


...

=
∑

i0,...,in 6=k
πinpinin−1 . . . pi0j

+
pkj +

∑
i0 6=k

pki0pi0j + . . .+
∑

i0,...,in−1 6=k
pkin−1 . . . pi0j


≥ Pk (X1 = j y τk ≥ 1) + Pk (X2 = j y τk ≥ 2)

+ . . .+ Pk (Xn = j y τk ≥ n)
−−−→
n→∞

γkj .

(1.6)

⇒ πj ≥ γkj .
En el caso en que (Xn)n∈N es recurrente, llamamos µ = π − γk, y tenemos que:

1. µ ≥ 0 por lo demostrado recién.

2. por la Proposición 1.4.4 γk es una medida invariante, y por lo tanto también lo es
µ.

3. µk = 1− 1 = 0.

Dado cualquier i ∈ J , como (Xn)n∈N es irreducible, existe un n tal que p(n)
ik > 0.

Como 0 = µk = ∑
j∈J µjp

(n)
jk ≥ µip

(n)
ik , µi = 0, y por lo tanto π = γk.

Proposición 1.4.6 (Existencia y unicidad de distribución invariante). Si el proceso Xn

es irreducible, las siguientes propiedades son equivalentes:

1. Todos los estados son recurrentes positivos.

2. Algún estado es recurrente positivo.
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3. La cadena tiene una distribución invariante π.

Cuando esto sucede, πi = 1
mi

, y de esto se deduce la unicidad.

Demostración. 1) ⇒ 2) es obvia.
2) ⇒ 3) Si i es recurrente positivo, en particular es recurrente, y por lo tanto (Xn)n∈N lo
es también. Por la Proposición 1.4.4, γi es una medida invariante. Pero además∑

j∈J
γij = mi <∞.

Entonces π = γi/mi es una distribución invariante.
3)⇒ 1) Fijemos un estado sk. Como π es una distribución invariante, hay algún i para el
cual πi > 0, y como P es irreducible hay un n tal que p(n)

ik > 0. Luego, πk = ∑
j∈J πjp

(n)
jk ≥

πip
(n)
ik > 0. Para cada i definimos λi = πi/πk, que es una medida invariante que cumple

que λk = 1. Por la Proposición 1.4.5, λi ≥ γki . Entonces

mk =
∑
i∈J

γki ≤
∑
i∈J

πi
πk

= 1
πk

<∞. (1.7)

y k es recurrente positivo.
Demostradas las equivalencias, para calcular explícitamente la distribución invariante

retomamos el argumento utilizado en 3) ⇒ 1). Como ya sabemos que dadas estas condi-
ciones (Xn)n∈N es recurrente, nuevamente por la Proposición 1.4.5 vale que λ = γk, y eso
implica que la desigualdad en (1.7) es en realidad una igualdad.

1.5. Teorema Ergódico
Además del estudio de las medidas invariantes, tenemos otras formas de estudiar las

propiedades asintóticas de las cadenas de Markov. Si bien acá no tenemos independencia
entre las variables aleatorias, sí tenemos en cambio otra propiedad que va en ese sentido:
que condicionando al paso n lo que sigue es independiente de lo que pasó. Por eso, para
estudiar límites de promedios de alguna función de la cadena en R tenemos que adaptar
la Ley de los Grandes Números a lo que esta última propiedad nos permite.

En el libro de Norris [22, p. 52] encontramos demostrado un teorema que estudia la
proporción de tiempo transcurrido en cada estado cuando n→∞, y esto se construye a
partir de los promedios de las indicadoras de dichos estados. En su demostración, la Ley
de los Grandes Números cumple un rol fundamental, y a su vez, este teorema se usa de
paso intermedio para demostrar una versión más general para el caso recurrente positivo,
que es el que acá citamos.

Definición 1.5.1. Dada (Xn)n∈N una cadena de Markov con distribución estacionaria π,
f : S → R se dice integrable con respecto a π si Eπ(f(X1)) = ∑

i∈I f(si)π(si) <∞.
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Teorema 1.5.2 (Teorema Ergódico). Sea (Xn)n∈N una cadena de Markov irreducible
y recurrente positiva con distribución estacionaria π, y sea f : S → R integrable con
respecto a π. Entonces, para cualquier distribución inicial de la cadena,

ĺım
n→∞

1
n

n−1∑
j=0

f(Xj) =
∑
i∈I

f(si)π(si) = Eπ(f(X1)).

El Teorema ergódico es una herramienta muy importante para los resultados que
exponemos en el Capítulo 3.

1.6. La versión en tiempo continuo
Retomando el hilo principal del capítulo, nos interesa estudiar cadenas de Markov

indexadas por un parámetro continuo. Vamos a continuar con espacios S finitos o nume-
rables, y por lo tanto la cadena todavía se va a manejar con «saltos» de un estado a otro.
La diferencia va a ser que aquellos tiempos en los que la cadena decida hacer esos saltos
(que los vamos a llamar tiempos de espera) van a ser elegidos aleatoriamente.

Para esto tomamos definiciones de la Sección 1.2, ahora con I = [0,+∞), donde I es
el conjunto de índices correspondiente al proceso (Xt)t∈I . Para hacer esta construcción
hay muchas alternativas conocidas, como la de Ferrari y Galves [10] con acoplamientos
de variables uniformes, la de Norris [22] con matrices de tazas Q o la de Seppalainen [24]
construida con tiempos exponenciales sobre cadenas a tiempo discreto, aunque son todas
equivalentes. Aquí vamos a desarrollar la última, que es la que más apropiada nos pareció
para los casos que vamos a trabajar.

Notemos que ante este nuevo panorama, dado un estado inicial, la descripción del pro-
ceso tiene que indicar (1) cuáles son las distribuciones de los tiempos de espera aleatorios,
y (2) cómo elegir el nuevo estado al que llega la cadena una vez que se realiza el salto.
Daremos una motivación de cómo determinar ambos aspectos, para poder entender de
dónde sale la definición que enunciaremos luego.

Nosotros queremos mantener la propiedad de Markov que dice que condicionando al
pasado sólo nos interesa el estado presente para determinar el futuro de la cadena, como
pasaba en la Definición 1.2.2. Por eso, los tiempos de los que hablamos en (1) sólo pueden
depender del estado si donde se encuentra la cadena en cada momento, y no del tiempo
ya transcurrido en si. Es decir, si la cadena está en un momento en si y T es el tiempo
restante que se va a quedar ahí, T tiene que cumplir

P(T > s+ t|X > t) = P(T > s) ∀s, t ∈ R≥0.

Esta propiedad se la conoce como propiedad de falta de memoria, y como mostramos
en el apéndice en el Teorema 5.1.1, las únicas variables continuas que cumplen con esto
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son las exponenciales. Entonces, en cada estado si ∈ S el tiempo de espera va a ser
una variable aleatoria con distribución exponencial y con esperanza c(si)−1 (es decir, con
parámetro c(si)).

Por otro lado, para definir lo comentado en (2) y mantener la misma propiedad de
Markov, necesitamos determinar probabilidades de llegar a cada estado sj sabiendo que
salimos de un estado si, y las vamos a llamar p(i, j). Este nombre ya lo utilizamos, y no
es casual: es la matriz de transición con la que describíamos los saltos de una cadenas a
tiempo discreto.

Con todas estas consideraciones, construimos una cadena (Xt)t∈R>0 a tiempo continuo
partiendo de lo siguiente: sea (Yn)n∈N0 una cadena de Markov a tiempo discreto, con
distribución inicial µ y matriz de transición P , (τn)n∈N0 una familia de variables aleatorias
iid con distribución exponencial de parámetro 1, e independiente de (Yn)n∈N, y c : S →
R>0 la función que va a determinar la esperanza de los tiempos de espera.

ComoXt va a visitar sucesivamente Y0, Y1, Y2, . . ., definimos los tiempos de espera Sn =
c(Yn)−1τn que son independientes de (Sk, Yk)0≤k≤n−1 y tienen distribución exponencial con
esperanza c(Yn)−1, como se puede concluir de la Proposición 5.1.6 del Apéndice. Luego,
definimos J0 = 0 y Jn = ∑n−1

k=0 Sk para n ≥ 1, y para n ∈ N0:

Xt = Yn para Jn ≤ t < Jn+1.

Esta definición sirve para todo t en R>0 en caso de que ĺımn→∞ Jn = ∑
n∈N Sn = ∞.

Si esto no sucediera, se dice que la cadena tiene explosión, y ahí podemos determinar que
la cadena está definida sólo hasta ese tiempo, o volver a hacer una construcción de este
estilo para los tiempos siguientes. Con algunas condiciones simples las cadenas no van a
tener explosión; si por ejemplo existe C ∈ R para el cual c(x) ≤ C, entonces para todo n
E(Sn) ≥ C−1 y por lo tanto E (∑n∈N Sn) = ∑

n∈N E(Sn) =∞ por convergencia monótona.
En principio vamos a considerar cadenas con explosión, pero por cómo las vamos a ir
construyendo, nos vamos a encontrar con que las más importantes que utilizamos en este
trabajo no van a tener.

Hacemos la observación de que cuando no hay explosión, la función que asigna t 7→ Xt

es continua a derecha y tiene límite a izquierda en todo t. Dentro de los procesos a
tiempo continuo, los que cumplen con esto tienen propiedades cómodas de estudiar, y son
conocidos como procesos cádlág (por su escritura en francés).

Teniendo ya una construcción apropiada, damos la definición correspondiente:

Definición 1.6.1. Sea (Xt)t∈I un proceso estocástico, con I ⊆ R>0 un intervalo real,
Xt : Ω −→ S, S finito o numerable. Decimos que (Xt)t∈I es una cadena de Markov a
tiempo continuo si existen c : S → R>0 y una cadena de Markov (Yn)n∈N0 tales que, si
definimos Sn = c(Yn)−1τn, J0 = 0 y Jn = ∑n−1

k=0 Sk para n ≥ 1, cumplen que

Xt = Yn para Jn ≤ t < Jn+1.
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A la cadena Yn se la conoce como cadena de saltos o esqueleto y a su matriz P como
la matriz de saltos. De nuestra construcción se deduce que Yn = XJn . Nos basaremos
fuertemente en ella para trabajar con cadenas a tiempo continuo.

Para finalizar la construcción, vamos a enunciar una propiedad de Markov equivalente
a la que dimos en la Definición 1.2.2. En ese sentido, definimos la probabilidad de transición
de si a sj en un tiempo t como pt(i, j) := Pi (Xt = sj), y en [23, Cap. 5] podemos encontrar
demostrado lo siguiente.
Proposición 1.6.2. Dada (Xt)t∈I una cadena de Markov, para toda tira de tiempos
0 = t0 < t1 < . . . < tn y estados si0 , . . . , sin vale que

P (Xt0 = si0 , . . . , Xtn = sin) = µ(i0)pt1−t0(i0, i1) . . . ptn−tn−1(in−1, in).

Corolario 1.6.3 (Propiedad de Markov). Bajo las mismas hipótesis,

P
(
Xtn = sin|Xtn−1 = sin−1 , . . . , Xt0 = si0

)
= ptn−tn−1(in−1, in).

En lo que sigue damos algunas definiciones y resultados para las cadenas en tiempo
continuo, notando que en su mayoría son directas adaptaciones del caso discreto.
Definición 1.6.4. La cadena (Xt)t∈R>0 tiene una distribución invariante π si esta cumple
que

Pπ (Xt = ·) = π (·) ∀t
No es difícil ver que una cadena de Markov a tiempo continuo tiene invariante si y

sólo si tiene su cadena de saltos.
Definición 1.6.5. Decimos que el estado i es recurrente si P(Ti <∞) = 1, donde

Ti = ı́nf {t ≥ J1(ω) : Xt(ω) = i} .

Definición 1.6.6. Si un estado recurrente además cumple que mi = Ei(Ti) <∞, decimos
que el estado es recurrente positivo.
Proposición 1.6.7. Un estado recurrente positivo para Xt si y sólo si lo es para la cadena
de saltos Yn
Definición 1.6.8. Una cadena de Markov (Xt)t∈R>0 es irreducible si para todos si, sj ∈ S

Pi (Xt = j para algún t > 0) > 0.

Proposición 1.6.9. Si la cadena Xt es irreducible, las siguientes propiedades son equi-
valentes:
a) Todos los estados son positivos recurrentes.
b) Algún estado es recurrente positivo.
c) la cadena no tiene explosión y tiene una distribución invariante µ.

Se pueden encontrar las demostraciones de estos resultados en [22, Cap. 3].
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1.7. Procesos de Poisson
El ejemplo más usual de cadenas de Markov a tiempo continuo son los procesos de

Poisson, que consisten en «tomar nota» cada vez que pasa un tiempo exponencial (con
tiempos que tienen siempre el mismo parámetro λ). Es un proceso que sirve para mo-
delar muchos problemas usuales, como la cola en un banco o la llegada de paquetes de
información a un servidor. Más precisamente,

Definición 1.7.1. Un proceso estocástico (Xt)t≥0 es un proceso de Poisson de parámetro
λ si los tiempos de espera S1, S2, . . . son variables aleatorias exponenciales de parámetro
λ, y la cadena de saltos asociada es XJn = n (es decir, el proceso en cada salto suma 1).
Vamos a notar (Xt)t≥0 ∼ PP (λ).

Una propiedad muy importante que tienen los procesos de Poisson es que dado un t
fijo, Xt ∼ P (λt) (es decir, tiene distribución de Poisson con parámetro λt).

Estas cadenas se suelen utilizar también como herramienta accesoria para construir
otras cadenas a tiempo continuo de la siguiente manera: cada vez que en un proceso de
Poisson ω aparece una marca, definimos Xt entre esa marca y la siguiente, como hicimos
antes con los tiempos Sn. Esta construcción la vamos a utilizar para nuestro sistema de
partículas en el Capítulo 3.

1.8. Tiempos de parada
Retomemos por un momento el ejemplo que comentamos en la sección 1.1, del proceso

en que elegimos cómo llegar a la Facultad a partir de tirar una moneda cada día hábil,
y modifiquémoslo para que sea una cadena de Markov. Supongamos que tenemos una
moneda no equilibrada que sale cara con probabilidad 3/4, y que cada vez que el resultado
es cara, tomamos la misma acción que habíamos tomado el día anterior. Así nos queda
una cadena homogénea con matriz de transición de tamaño 2×2, con los siguientes valores
para cualquier n:

P (Xn+1 = 107|Xn = 107) = P (Xn+1 = caminar|Xn = caminar) = 3/4

P (Xn+1 = caminar|Xn = 107) = P (Xn+1 = 107|Xn = caminar) = 1/4.

En general, a una cadena de Markov la tenemos definida en todo el espacio de tiempos
I asociado a ella, pero en algunas ocasiones nos va a resultar más interesante (o más útil)
mirarla sólo en algunos de estos tiempos, que pueden ser determinísticos o aleatorios.

Si en nuestro ejemplo nos interesa determinar a) cuándo viajamos tres días seguidos en
107 por primera vez, o b) en qué momento se da la mayor seguidilla de caminatas seguidas,
tenemos dos tiempos aleatorios que son esencialmente distintos. Al primero lo podemos
determinar observando la cadena paso a paso y deteniéndola cuando ocurre dicho evento,
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y por eso lo vamos a llamar tiempo de parada. En el otro caso, en cambio, es imposible dar
información repitiendo el mismo algoritmo: para afirmar que tuvimos la mayor seguidilla
es necesario saber que las que vinieron después fueron más cortas.

Esta construcción intuitiva la tomamos de un ejemplo equivalente hecho con el valor
de una acción en [18, Sección 6.2.1].

Formalizamos los conceptos:

Definición 1.8.1. Sea (Xt)t∈I una cadena de Markov en el espacio (Ω,F ,P), siendo I = N
o I = R.

Un tiempo aleatorio T es una variable aleatoria, con valores en I ∪ {+∞}.

Un tiempo aleatorio τ se dice tiempo de parada de la cadena de Markov si {τ ≤ t} ∈
Ft, donde Ft denota a la σ-álgebra generada por {Xs : s ≤ t}.

Los tiempos de parada de las cadenas de Markov cumplen que si «reiniciamos» la
cadena cuando suceden, el proceso resultante es de nuevo una cadena de Markov con la
misma cadena de saltos. Se trata de una propiedad fundamental conocida como Propiedad
de Markov fuerte, cuya demostración no vamos a dar en esta tesis. La misma se puede
encontrar en [22, p. 227].

Proposición 1.8.2 (Propiedad de Markov fuerte). Dada una cadena de Markov (Xt)t∈I
con distribución inicial µ y matriz de saltos P , y un tiempo de parada τ , si τ < ∞ y
Xτ = si, entonces (Xτ+t)t∈I es una cadena de Markov con distribución inicial δi y cadena
de saltos P , independiente de (Xs : s ≤ τ).

Hasta acá nos quedan explicados con suficiente precisión todos los conceptos que uti-
lizamos para el trabajo central desarrollado durante la tesis, que vamos a retomar en el
Capítulo 3.
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Capítulo 2

La ecuación F-KPP

2.1. El problema planteado por Fisher, Kolmogorov,
Petrovskii y Piskunov

En el año 1937, R. A. Fisher publicó un artículo titulado «The way of advance of
advantageous genes» [12], en donde proponía un modelo para estudiar el comportamiento
de una mutación de un gen en una determinada población. Este artículo fue ampliamente
citado a lo largo del siglo XX, y es al día de hoy que muchos trabajos científicos se
siguen realizando en torno a los resultados obtenidos, y a los interrogantes que desde ese
momento se abrieron. Cabe destacar que en disciplinas muy variadas interesa lo estudiado
al respecto, con aplicaciones que van desde lo biológico hasta los campos de la probabilidad
y las ecuaciones diferenciales en matemática. En paralelo a Fisher, y en otro polo del
mundo de entreguerras, Kolmogorov, Petrovskii y Piskunov llegaban a conclusiones muy
similares. Pasemos entonces a estudiar el modelo por ellos planteados y los resultados
obtenidos.

Consideremos una población distribuida uniformemente a lo largo de un espacio que
modelamos con la recta real, donde en un determinado momento se da una mutación
genética ventajosa para la supervivencia de la población en el medio. Siguiendo la teoría
desarrollada por Darwin en «El Origen de las Especies» ([4]), podemos esperar que con
el paso del tiempo la selección natural dé lugar a la reproducción de ese gen, que se
va reproduciendo y expandiendo en la población. Así, la proporción de individuos que
cuentan con ese gen va aumentando y desplazándose en el espacio, acorde al rango de
alcance que tiene el gen al reproducirse.

Llamemos p a la proporción con la que encontramos este gen ventajoso, y q = 1− p al
gen que previamente ocupaba ese lugar, que asumimos que era el único. A p lo pensamos
como una función que depende de la coordenada espacial x y la coordenada temporal t.
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Sea m la intensidad con la que se selecciona el nuevo gen, que suponemos independiente
de p, y notemos que por cómo lo definimos, 0 ≤ p ≤ 1.

Identificamos dos movimientos por los cuales se expande la proporción de este nuevo
gen. Por un lado vamos a tener una difusión del mismo, de los lugares donde está más
concentrado a donde está menos, y por otro vamos a ver su crecimiento puntual acorde
a la proporción presente en cada punto. Supongamos por un momento que modelamos
cada proceso por separado, para estudiarlos así y después ver qué sucede cuando ocurren
en simultáneo, siendo p1 y p2 las funciones que los modelan respectivamente.

Asumimos que al rango de difusión del gen podemos exprersarlo como −k∂p1

∂x
, donde

k es el coeficiente de difusión (como el utilizado para estudiar la difusión del calor). Es
de destacar que el signo negativo lo tenemos porque la concentración sube de izquierda a
derecha sólo si la concentración a izquierda es mayor que a derecha (pues la propagación
del gen se da desde los lugares donde está mayormente concentrado). Es decir, en términos
analíticos, si a la izquierda de un punto x0 la concentración p es mayor que a la derecha,
tenemos que ∂p1

∂x
(x0, t) es negativa, y en ese sentido el signo menos es el que hace que su

difusión sea positiva.
El crecimiento puntual lo pensamos proporcional a la cantidad que hay en dicho punto,

pero con el limitante de la capacidad máxima que deja crecer el medio.

Veamos que bajo estas hipótesis, p satisface la siguiente ecuación diferencial:

∂p

∂t
= k

∂2p

∂x2 +mp(1− p). (2.1)

1) Difusión del gen
Consideremos x0 < x1 ∈ R, y seaG la función que mide la cantidad de genes ventajosos

en la región (x0, x1). G es una función que depende de t, y se la puede expresar como

G(t) =
∫ x1

x0
p1(x, t)dx.

Por lo tanto, por la regla de Leibniz para derivar con respecto a t,

dG

dt
(t) =

∫ x1

x0

∂p1

∂t
(x, t)dx. (2.2)

Por otro lado, la velocidad de cambio deG(t), dada por dG
dt

(t), se mide por la diferencia
de la cantidad de genes que entran en x0 con la cantidad que sale por x1, y eso ya asumimos
que en un punto x se expresa como −k∂p1

∂x
(x, t). Entonces
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dG

dt
(t) = −k∂p1

∂x
(x0, t)−

(
−k∂p1

∂x
(x1, t)

)

= k

(
∂p1

∂x
(x1, t)−

∂p1

∂x
(x0, t)

)

= k ·
∫ x1

x0

∂2p1

∂x2 (x, t)dx.

(2.3)

(en la última igualdad usamos el Teorema Fundamental del Cálculo para la función
∂2p1

∂x2 (x, t)).
Si igualamos (2.2) y (2.3):

∫ x1

x0

∂p1

∂t
(x, t)dx = k ·

∫ x1

x0

∂2p1

∂x2 (x, t)dx.

Derivando a ambos lados de la igualdad con respecto a x, nos queda la primera parte
de la ecuación deseada.

∂p1

∂t
= k

∂2p1

∂x2

2) Crecimiento puntual
El crecimiento puntual responde, como dijimos, a un crecimiento proporcional a la

cantidad presente de genes nuevos (mp2), pero está condicionada por la cantidad que
resta por crecer: cuanto menos queda, más difícil se hace su difusión. Como la proporción
de p puede llegar a ser 1, la expresión anterior también es proporcional a 1 − p2. Así, el
crecimiento infinitesimal ∂p2

∂t
(x, t) queda modelado como

∂p2

∂t
= mp2(1− p2)

Esta ecuación es conocida como la ecuación logística, que es una versión más precisa
del modelo de crecimiento exponencial.

Ahora, para juntar ambos movimientos, retomamos la fórmula de Trotter, que la
encontramos enunciada y demostrada en [20, p. 117]. La misma sirve para observar qué
sucede en el límite cuando ocurren sucesivamente dos procesos en intervalos de tiempo
1/n.

Teorema 2.1.1. Sean L1, L2 y L generadores de los semigrupos S1, S2 y S respectiva-
mente. Si L = L1 + L2, entonces para cada f

S(t)f = ĺım
n→∞

[
S1

(
t

n

)
S2

(
t

n

)]n
f.
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Figura 2.1: Onda viajera con velocidad c

(Para una explicación más completa, leer el capítulo sobre los procesos de Feller en
[20, cap. 3])

Aplicando este teorema en nuestro caso, tenemos que si S1 y S2 son los espacios de
soluciones asociados a p1 y p2 respectivamente, la suma de los generadores genera, a su
vez, el espacio de soluciones asociado al límite de pequeños intervalos de ambos procesos.
Por lo tanto, podemos resumir el problema en

∂p

∂t
= k

∂2p

∂x2 +mp(1− p). (2.4)

2.2. Resolución del problema y ambigüedad en el re-
sultado

Como señalan Brunet y Derrida en [3], la ecuación (2.1) es una ecuación diferencial
parcial no lineal y no hay forma de escribir una expresión explícita para p(x, t). Sin
embargo, si uno quiere llegar a una solución en el equilibrio, es razonable esperar que se
mueva con el tiempo y no que sea una función estática, como se ve en la Figura 2.2. A
este tipo de funciones las llamamos «ondas viajeras» (en inglés «traveling wave»).

Analíticamente, las ondas viajeras son funciones asociadas a una velocidad c dada, y
que dependen de una sola variable. Llamémoslas wc:

p(x, t) = wc(x− ct). (2.5)

(Si pensamos a w como función de w(y), con el cambio de variable x−ct, podemos ver
que dado un x fijo, a medida que avanza el tiempo t, el gráfico de la función se desplaza
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hacia la derecha, modelando el hecho de que los genes se difunden apareciendo en lugares
donde antes no estaban).

Así definida w, escribimos relaciones entre su derivada y las de p.

∂p

∂t
= −cw′c

∂2p

∂x2 = w
′′
c .

Y luego reescribimos (2.1) como una ecuación de una sola variable:

kw
′′

c + cw
′

c +mwc(1− wc) = 0. (2.6)

Para aproximar las soluciones se puede hacer lo siguiente:
1) Plantear w

′
c = z

kz
′ = −cz −mwc(1− wc)

2) Resolver el sistema homogéneo0 = z

0 = −cz −mwc(1− wc)
(2.7)

De (2.7) sale que w ≡ 0 y w ≡ 1 son soluciones en el equilibrio. Para obtener el
diagrama de fases se puede linealizar la ecuación, pero ni mediante este método podemos
llegar a una fórmula explícita para w.

En su paper [12, p. 356], Fisher busca ondas viajeras directamente planteando

∂p

∂t
= −c∂p

∂x
(2.8)

condición que en nuestro caso se puede deducir de (2.5). A él también le queda para
resolver (2.6), y sin encontrar la solución explícita, demuestra que sólo hay solución para
velocidades de propagación c que cumplan

c ≥ 2
√
km

Lo impactante de esta respuesta que contempla infinitas soluciones, es que el problema
tiene infinitos equilibrios. En palabras del mismo Fisher [12, p. 359], el comportamiento
del sistema sería muy distinto si uno lo fuerza a empezar con un gradiente de propagación
bajo (correspondiente a una velocidad de propagación alta) que si se lo hace con un
gradiente alto (correspondiente a una velocidad baja). (Fisher llama gradiente a −px

pt
,
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que a partir de (2.8) se deduce que es igual a 1/c). Comenzando con un c grande la
mutación se va a extender con una velocidad mayor que si comenzamos con un c chico,
y esa diferencia de velocidades se va a mantener dado que ya desde el inicio tenemos las
condiciones invariantes que les pedimos a las ondas viajeras.

En las antípodas de esta conclusión, el modelado físico esperaría que a la larga la
velocidad de propagación se ajuste de modo tal que no dependa de las condiciones iniciales,
tales como la magnitud del gradiente con las que se comienza.

2.3. Frente de propagación: falla en lo microscópico.
El sistema de Brunet-Derrida

Para dar respuesta a esta situación, el mismo Fisher conjetura que el modelo es apro-
piado para estudiar qué sucede donde la densidad de genes (nuevos y viejos) es alta, pero
no así en el frente y en la parte de atrás de la onda viajera, donde la presencia de estos
genes es mucho más chica. El comportamiento de un conjunto finito de partículas no po-
dría llevarse tan simplemente al límite, como asumimos que pasa si sólo nos dedicamos a
estudiar las soluciones de (2.1).

Una vez planteada esta conjetura, muchos estudios se realizaron para ver qué sucede en
esa región, donde lo microscópico parece tener un comportamiento distinto de lo macros-
cópico. En este trabajo nosotros le prestamos especial atención a una de las propuestas
de Brunet y Derrida.

Para estudiar el comportamiento de los genes nuevos en el frente de propagación, los
pensamos como partículas, y proponemos un sistema con una cantidad finita de ellas
(digamos N) que interactúan entre sí en R. Al movimiento de la difusión lo vamos a
modelar con un paseo al azar, y al crecimiento puntual lo construimos como un proceso
de ramificación-selección.

¿A qué llamamos ramificación? Consiste básicamente en una multiplicación de par-
tículas, como si alguna de ellas en un momento determinado tuviese hijos. En función
de la posición de la partícula que tiene hijos y de alguna variable aleatoria que quera-
mos utilizar, le asignamos una posición a la(s) nueva(s) partícula(s) que surgen con este
procedimiento.

Finalmente, como identificamos una capacidad total del medio que no puede ser su-
perada mediante el crecimiento puntual, tenemos que plasmarla en el modelado de los
sistemas de N partículas. Es por eso que hacemos una selección de partículas: cada vez
que la cantidad total de ellas aumenta a causa de una ramificación, nos quedamos con un
subconjunto de modo tal que la cantidad se mantenga en N . El criterio de esta selección
lo hacemos acorde al movimiento que toma la onda viajera. Por ejemplo, si en la rami-
ficación una partícula se duplicó, de las N + 1 totales podemos seleccionar las N que se
encuentran más a la derecha.

36



Se publicaron muchos trabajos en el área a lo largo del siglo XX para poder caracteri-
zar el fenómeno que describimos acá, como por ejemplo en [2, 3]. Durrett y Remenik ([8])
demuestran, entre otras cosas, que el proceso visto desde la partícula que está más a la
izquierda es ergódico, lo que implica la existencia de una velocidad vN a la cual viaja la
nube de partículas en equilibrio. También demuestran que estas velocidades convergen en
forma creciente a la velocidad de la onda viajera minimal. Este proceso es interpretado
como un Principio de selección: el sistema microscópico tiene una única velocidad para
cada N , y estas velocidades “seleccionan” la velocidad minimal cuando N →∞. Contras-
tando con la ecuación límite del caso macroscópico, esto permitiría dar una respuesta al
problema descripto. De todas maneras, varios de los modelos propuestos tienen al día de
hoy preguntas abiertas cuyas respuestas son de interés en distintas disciplinas.
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Capítulo 3

El sistema de Brunet-Derrida en los
enteros

A partir del problema planteado por Fisher ([12]), Brunet y Derrida ([2]) primero, y
Durrett y Remenik adaptándolo después ([8]), estudiaron los sistemas de partículas de
ramificación y selección de los que ya hablamos en el capítulo anterior. En este capítulo
nosotros tomamos aquel que estudiaron Durrett y Remenik y lo llevamos a Z para a partir
de ahí analizar su comportamiento.

Consideremos un conjunto de N partículas distribuidas aleatoriamente en Z según una
distribución inicial. Cada partícula va a tener asociados dos procesos de Poisson, que los
vamos a pensar como dos relojes que suenan en repetidas ocasiones, según una distribución
exponencial. Cuando el primero de los relojes de una partícula suene, la partícula se
desplazará a izquierda o a derecha con probabilidad 1/2. Cuando el segundo suene, la
partícula se «ramificará», generando una nueva partícula que ocupará su mismo lugar.
En este último caso, para poder mantener la cantidad de partículas en N , nos quedaremos
con las N que se encuentren más a la derecha, o lo que es equivalente, eliminaremos aquella
que se encuentre más a la izquierda.

Para formalizar la definición del sistema realizamos la construcción gráfica de Harris,
que consiste en construir al sistema como una función determinística de una familia de
procesos de Poisson. Tomamos como modelo la construcción de sistemas similares en
[11, 13, 19].

3.1. Construcción Gráfica
Vamos a construir el sistema con la familia {ηt, t ≥ 0}, que nos va a indicar a tiempo t

la ubicación de cada una de las partículas, ordenadas de menor a mayor. Es decir, ηt ∈ S,
donde

S =
{

(x1, . . . , xN) ∈ ZN/ x1 ≤ . . . ≤ xN
}
.
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Para cada partícula 1 ≤ i ≤ N , sean ω(i) =
(
ωD(i), ωR(i)

)
Procesos de Poisson

independientes de tasa λ/2, con λ ∈ R>0: para cada i tenemos dos procesos, y por lo
tanto tenemos 2N en total, siendo ωD el que nos indicará los desplazamientos y ωR las
ramificaciones.

También para cada i consideramos luego una sucesión de variables (Ai,k)k∈N iid, con
distribución Be (1/2). Si Ai,k = −1 el k-ésimo desplazamiento de la partícula i será a la
izquierda y si Ai,k = 1 será a la derecha, eligiendo uno u otro con probabilidad 1/2.

Sea ω =
((
ωD(i), ωR(i)

)
, i ∈ {1, . . . , N}

)
la secuencia iid de procesos marcados aso-

ciados a las N partículas, y w [0, t] la proyección de las marcas en el período de tiempo
[0, t].

Con estas herramientas, construimos el proceso {ηt, t ≥ 0} de manera tal que ηt es
función de una configuración inicial η0 y las marcas en w [0, t], t ≥ 0. Fijemos entonces
una distribución inicial η0 ∈ S y un tiempo t > 0. Los procesos de Poisson observados en
un intervalo [0, t] son una variable aleatoria con distribución de Poisson, y por lo tanto
la cantidad de marcas es finita casi seguramente. Si K es la cantidad de marcas que
tiene ω en [0, t], consideramos {bk, k ≤ K} las marcas ordenadas y construimos el proceso
inductivamente a partir de ellas.

A tiempo 0 la configuración es la de η0.

Supongamos ηbk
ya definido. Para t ∈ [bk, bk+1) definimos ηt = ηbk

, y para ηbk+1 :

• Si bk+1 es una marca de ωD(i) sumamos Ai,k+1 a una determinada partícula de
ηbk

(que puede ser restar o sumar 1, según cuánto vale Ai,k+1). Notemos que
no podemos sumar Ai,k+1 directamente a la partícula i, porque ηbk+1 tiene que
tener sus coordenadas ordenadas. Este problema surge cuando hay más de una
partícula en la misma posición que la i-ésima. Para solucionarlo indicamos que
◦ si Ai,k+1 = 1, sea i0 = máx {j : ηbk

(j) = ηbk
(i)}, y definimos ηbk+1(i0) =

ηbk
(i) + Ai,k+1. Es decir, de todas las partículas que están en el mismo

lugar que la i-ésima, sumamos 1 a la que tiene mayor índice.
Para j 6= i0, las partículas quedan en su lugar: ηbk+1(j) = ηbk

(j).
◦ si Ai,k+1 = −1, sea i0 = mı́n {j : ηbk

(j) = ηbk
(i)}, y definimos ηbk+1(i0) =

ηbk
(i) + Ai,k+1. Es decir, ahora restamos 1 a la que tiene menor índice.

Para j 6= i0, las partículas quedan en su lugar: ηbk+1(j) = ηbk
(j).

• Si bk+1 es una marca de ωR(i), en ηbk+1 hacemos que todas las partículas salten
a la posición de la partícula con índice inmediato superior, hasta la i-ésima que
hace nacer una nueva. Es decir:

ηbk+1(j) = ηbk
(j + 1) para j < i

ηbk+1(j) = ηbk
(j) para j ≥ i.

Notar que ηbk+1(i−1) = ηbk+1(i) = ηbk
(i), que sería la partícula que se ramificó.

40



Así definido ηt queda siempre en el espacio de estados S, y por construcción nos queda
una cadena de Markov.

La cadena de Markov que vamos a estudiar es una modificación de ηt:
∆t = (∆t(1), . . . ,∆t(N))

∆t(j) = ηt(j)− ηt(1).
Notar que ∆t indica la ubicación de cada partícula vista desde la que se encuentra más a
la izquierda, y que ∆t(1) = 0, ∀t. No es difícil ver que es una cadena de Markov, basándose
en el hecho de que ηt lo es, y de que en cada marca del proceso de Poisson sólo una de las
partículas se ramifica o se desplaza, ya sea la primera o alguna de las siguientes.
Observación 3.1.1. Un enfoque equivalente para ver los 2N procesos de Poisson que
conforman ω es verlos en simultáneo.

Como los ωD(i) y los ωR(i) son procesos de Poisson, unirlos (es decir, ver las marcas
de todos ellos juntos) nos da un proceso de Poisson con la suma de los parámetros, como
se puede deducir de la definición. De esta manera nos queda un proceso de Poisson de
parámetro Nλ, y si llamamos S̄j a los tiempos que espera este proceso, estos tienen
distribución ε (Nλ).
Observación 3.1.2. Para la construcción que dimos la distribución de los tiempos que
espera la cadena para dar un salto es siempre la misma. Esto hace que su comportamiento
sea análogo al de una cadena a tiempo discreto. En particular, es de destacar que la cadena
no tiene explosión, como conclusión de que sus tiempos de espera no son sumables (ver
en la Sección 1.6).

3.2. El caso de dos partículas
Tomando el caso N = 2 tenemos un ejemplo gráfico, que nos deja a simple vista

algunas de las propiedades del sistema, y nos permite hacer algunas cuentas que son
complicadas cuando N > 2.

Como ∆t(1) = 0, la única coordenada que nos interesa estudiar es ∆t(2) = ηt(2)−ηt(1).
Incluso si llamamos αt(i) a cada partícula durante todo el proceso, sin reordenarlas en
cada paso, tenemos que ∆t(2) = |αt(1)− αt(2)|; a esta variable aleatoria la llamamos Zt,
y vamos a estudiar directamente la cadena de saltos ZJn . Para eso, calculamos su matriz
de transición P .

Empecemos por el caso en que las dos partículas se encuentran juntas, es decir, cuando
ZJn = 0. Allí si se da una ramificación ZJn se mantiene en 0. En caso de un desplazamiento,
pasa a 1.

P (0, 0) = 1
2

P (0, 1) = 1
2
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Figura 3.1: Desplazamiento de dos partículas

Por otro lado, en un estado i ≥ 1, con un desplazamiento ZJn sólo puede variar en 1
como se puede ver en la Figura 3.1: si la partícula de la izquierda se mueve a la izquierda,
o si la de la derecha se mueve a la derecha, ZJn aumenta en 1, y en los otros dos casos
(la de la izquierda a la derecha, o la de la derecha a la izquierda), ZJn disminuye en 1. Si
llamamos

GD
k =

{
Jk es una marca de ωD

}
Entonces

P(ZJn+1 = i+ 1, GD
k+1|ZJn = i) =

(1
2

)3
+
(1

2

)3
= 1

4
P(ZJn+1 = i− 1, GD

k+1|ZJn = i) = 1
4

Si se da una ramificación, recordemos que luego se hace la selección de las dos que se
encuentran a la derecha. Por lo tanto si se ramifica la partícula que está más a la izquierda
el sistema vuelve al mismo estado, y si se ramifica la de la derecha, automáticamente
ZJn+1 = 0. Ambos eventos se pueden apreciar en la Figura 3.2. Si llamamos

GR
k =

{
Jk es una marca de ωR

}
,

entonces

P(ZJn+1 = i, GR
k+1|ZJn = i) = 1

2
1
2 = 1

4
P(ZJn+1 = 0, GR

k+1|ZJn = i) = 1
2

1
2 = 1

4
Es decir, si juntamos, toda la matriz nos queda para cada i:

P (i, i) = 1
4 P (i, i− 1) = 1

4
P (i, 0) = 1

4 P (i, i+ 1) = 1
4
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Figura 3.2: Ramificación de dos partículas

Notemos que desde cualquier estado hay probabilidad 1/4 de volver al estado 0. Esto
nos dice que de alguna manera la variable aleatoria τ0 que cuenta la cantidad de pasos
que tarda el esqueleto en volver al 0 está acotada por una geométrica de parámetro 1/4.

τ0 ≤ G con G ∼ Ge (1/4)

Luego, como E (G) = 4 < ∞, E (τ0) < ∞, y eso nos dice que la cadena es recurrente
positiva.

Vamos a generalizar y formalizar esta idea en las dos siguientes secciones.

3.3. Irreducibilidad
Volviendo al caso de N partículas, vamos a ver algunas de las propiedades más im-

portantes que podemos encontrar en las cadenas de Markov; todas las definiciones que
usemos las fuimos enumerando en el Capítulo 1.

Lema 3.3.1. El esqueleto de la cadena puede pasar de cualquier estado si0 ∈ S al estado
0 = (0, . . . , 0) en una cantidad finita pasos; es decir, si ∆Ji

= (0,∆Ji
(2), . . . ,∆Ji

(N)) = si0
para algún i ∈ N, entonces existe un n ∈ N tal que

P
(
∆Ji+n

= 0
)
> 0.

Equivalentemente, por la homogeneidad de la cadena, si Pij es la matriz de transición
del esqueleto, entonces para cada i0 existe un n ∈ N tal que

P
(n)
i00 > 0.
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Demostración. Como nuestra cadena es homogénea, podemos asumir sin pérdida de ge-
neralidad que empezamos en si0 , es decir, que ∆0 = si0 .

Vamos a construir un algoritmo por el cual la cadena se mueve paso a paso, y en una
cantidad finita cada coordenada llega al 0. Recordemos que η como lo definimos en la
Sección 3.1 es un vector ordenado, i.e. si i < j, η(i) ≤ η(j), y por lo tanto ∆(i) ≤ ∆(j)
también. Empezamos por ∆0(2) ∈ Z, y suponemos que la segunda partícula se desplaza
∆0(2) veces a la izquierda. Si se da esta secuencia de pasos, la segunda coordenada llega
al 0 (∆J∆0(2) = 0).

En términos de las marcas de los procesos de Poisson, sería encontrarse con ∆0(2)
marcas seguidas del tipo ωD(2) con A2,k = −1. Como el tiempo exponencial esperado por
cada marca es el mismo, y como P(A2,k = −1) = 1/2, la probabilidad de que cualquier
marca sea ωD(2) con A2,k = −1 es 1

2N . Además las marcas entre ellas son independientes,
por lo que

P
(
Ji sea una marca de ωD(2) ∀1 ≤ i ≤ ∆0(2)

)
=

∆0(2)∏
i=1

P
(
Ji sea una marca de ωR(N)

)

=
∆0(2)∏
i=1

1
2N =

( 1
2N

)∆0(2)
> 0.

(3.1)

Si repetimos este procedimiento para cada 3 ≤ j ≤ N , cada ∆(j) en ∆0(j) pasos llega
al 0. Entonces toda la cadena en una cantida de pasos igual a ∑N

j=2 ∆0(j) llega al estado
0 = (0, . . . , 0).

Teorema 3.3.2. La cadena ∆t es irreducible.

Demostración. Citando la construcción de Norris, en [22, p. 111] encontramos que el
teorema se puede demostrar directamente sobre el esqueleto.

Sean dos estados si0 y si1 en S. Por el Lema 3.3, el esqueleto llega al 0 en finitos pasos.
Luego, también en finitos pasos la cadena puede ir del 0 a cualquier estado: existe un

n(i1) ∈ N tal que P (n)
0i1 > 0. La demostración es totalmente análoga al Lema 3.3, tomando

desplazamientos hacia la derecha (ωD(j) con Ai,k = 1) en cada salto. De esta manera se
llega de si0 a si1 , y por lo tanto la cadena es irreducible.

3.4. Existencia y unicidad de medida invariante
Teorema 3.4.1. a) Para la cadena de Markov ∆t, el estado 0 := (0, . . . , 0) cumple que
E(τ0) <∞, donde τ0 := ı́nf {t ≥ 0 : ∆t = 0}.
b) La cadena ∆t tiene una única medida estacionaria π.

Demostración. a) Si comenzamos mirando la cadena en el esqueleto ∆Jn donde Jn son las
marcas ordenadas del proceso ω, podemos notar que en N pasos ∆Jn tiene probabilidad
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positiva de llegar al estado 0, independientemente del estado inicial. Esto sucede si, por
ejemplo, se dan N ramificaciones seguidas sobre la última partícula. Lo que vamos a
demostrar es que la cantidad de pasos que hay que esperar para que suceda esto tiene
esperanza finita, y por lo tanto, τ0 también. Separamos dicha demostración en varios
pasos, de modo tal que podamos definir las variables aleatorias necesarias para acotar τ0,
y así pasar del esqueleto a la cadena en tiempo continuo.

Paso I: el esqueleto puede llegar al estado 0 en un bloque de N pasos
consecutivos.
Sea ∆0 un estado inicial arbitrario. Supongamos que en el proceso ω encontramos N
marcas consecutivas correspondientes a ωR(N): esto indica que en N pasos seguidos la
última partícula se ramifica. En cada uno de estos pasos, el proceso elimina a la partícula
que se encuentra más a la izquierda, y en su lugar agrega una nueva partícula en la
posición de la última, es decir, en η0(N). Al repetir N veces, nos quedan las N partículas
acumuladas en ese último lugar, y por lo tanto ∆JN

= 0.
La probabilidad de este evento es positiva:

P(∆JN
= 0) ≥ P

(
Ji sea una marca de ωR(N) ∀1 ≤ i ≤ N

)
=

N∏
i=1

P
(
Ji sea una marca de ωR(N)

)

=
N∏
i=1

1
2N =

( 1
2N

)N
> 0

(3.2)

Paso II: contamos cuántos bloques de N pasos consecutivos pasan hasta
que el esqueleto realiza esta acción

Consideremos los eventos

Gn ={todas las marcas de ω entre la ((n− 1)N + 1) -ésima y la
nN -ésima son marcas de ωR(N)}.

(3.3)

Es decir, Gn nos indica si hubo N ramificaciones seguidas entre las marcas ahí indica-
das. Notar que miramos cada N marcas, dividiéndolas así en bloques disjuntos de tamaño
N . Gracias a esto afirmamos que la familia de eventos (Gn)n∈N son todos independientes
entre sí. Además, por lo que demostramos en el Paso I, P (Gn) =

(
1

2N

)N
∀n ∈ N.

Definimos ahora la variable aleatoria G como suma de indicadoras de conjuntos dis-
juntos:

G =
∞∑
j=1

j1{⋂j−1
i=1 (Gi)c.∩Gj}

(3.4)

G es la variable aleatoria que nos permitirá acotar la cantidad de pasos que demora el
esqueleto en llegar al 0. Veamos primero que G es una variable aleatoria con distribución
geométrica de parámetro p = (1/2N)N .
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Lema 3.4.2. G ∼ Ge(p)

Demostración. Sea υ ∈ Ω

{G = k} ⇐⇒
k−1⋂
i=1

(Gi)c ∩ Gk. (3.5)

Por lo tanto, y utilizando la independencia y la probabilidad ya calculada de los Gn,

P(G = k) = P(
k−1⋂
i=1

(Gi)c ∩ Gk)

=
(
k−1∏
i=1

P(Gi)
)
P(Gk)

=
(

1−
( 1

2N

)N)k−1

·
( 1

2N

)N
= (1− p)k−1 · p.

(3.6)

=⇒ G ∼ Ge(p)

Caracterizada G, notemos que G = k sii Gk es el primero de los eventos (Gn)n∈N que
sucedió, es decir, si recién entre las marcas ((k − 1)N + 1)-ésima y la kN -ésima encon-
tramos N ramificaciones seguidas. Por lo tanto si G = k, el esqueleto se demoró a lo
sumo Nk pasos en completar la acción descripta al principio (decimos «a lo sumo» por
la salvedad que hacemos de separar las marcas de a N para utilizar la independencia, y
por los otros caminos por los que la cadena puede llegar al 0).

Paso III: contamos el tiempo que demora el proceso, en su versión con-
tinua, en realizar esta misma acción. A este tiempo lo llamamos Z.
Recordemos que en la Observación 3.1.1 definimos los S̄j como cada uno de los tiempos es-
perados por el proceso ω. Como en el Paso II dividimos las marcas de aN , consideremos los
tiempos que quedan de sumar de a N los S̄j: más precisamente, sean Γi = ∑N

j=1 S̄j+(i−1)N .
Por el Teorema 5.1.2 del apéndice, Γi ∼ Γ(N, λ) ∀i.

Sea Z =
G∑
i=1

Γi.

Z efectivamente acota el tiempo que demora el proceso en realizar las N ramificaciones
seguidas, porque suma de a N exponenciales hasta que sucede dicho evento. Damos más
precisiones al respecto en el siguiente paso.

Paso IV: τ0 ≤ Z casi seguramente
Para eso notemos primero que

∞⋃
k=1
{G = k} = Ω.
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Luego

{τ0 ≤ Z} = {τ0 ≤ Z} ∩
∞⋃
k=1
{G = k}

=
∞⋃
k=1
{τ0 ≤ Z} ∩ {G = k}

=
∞⋃
k=1

{
τ0 ≤

G∑
i=1

Γi
}
∩ {G = k}

=
∞⋃
k=1

{
τ0 ≤

k∑
i=1

Γi
}
∩ {G = k}

∗=
∞⋃
k=1
{G = k}

= Ω.

(3.7)

Veamos que ∗ es válido a partir del siguiente lema:

Lema 3.4.3. {G = k} ⊆
{
τ0 ≤

∑k
i=1 Γi

}
.

Demostración del lema. Llamamos τ̄0 = mı́n {n ≥ 1 : ∆Jn = 0}, y con él caracterizamos
a τ0:

τ0 =
τ̄0∑
i=1

S̄i

Supongamos que {G = k}. Por lo que comentamos al final del paso II, sabemos que
hay N marcas seguidas del tipo ωR(N) antes del paso kN , y por cómo elegimos esta
secuencia de eventos, eso implica que τ̄0 ≤ kN .

Luego:

τ0 =
τ̄0∑
i=1

S̄i ≤
kN∑
i=1

S̄i

=
k∑
i=1

N∑
j=1

S̄j+(i−1)N

=
k∑
i=1

Γi

(3.8)

=⇒ {G = k} ⊆
{
τ0 ≤

∑k
i=1 Γi

}

Paso V: E(τ0) <∞.
En el paso anterior demostramos que τ0 < Z, y por lo tanto, E(τ0) < E(Z). Pero recorde-
mos que Z = ∑G

i=1 Γi. Por la Proposición 5.1.4 del apéndice E(Z) <∞, y eso demuestra
que E(τ0) <∞ también.
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b) Como ya enunciamos en la Proposición 1.6.9, cuando una cadena de Markov irre-
ducible tiene un estado recurrente positivo, la cadena tiene una única medida invariante.

Demostración Alternativa de a). Podemos pensar una demostración alternativa sin pa-
sar por el esqueleto. Si consideramos el proceso que evoluciona a partir de las variables
aleatorias exponenciales, podemos demostrar que en un tiempo finito, digamos 1, con la
misma idea el proceso puede llegar al estado 0. Sea Ai, 1 ≤ i ≤ N , el evento que indica
que para S̄i, la marca que corresponde es ωR(N) . Es decir, ramificamos la partícula que
se encuentra más a la derecha hasta que, gracias a la selección que hacemos salto a salto,
se superponen todas. Entonces, nos interesa calcular

P(A1, . . . , AN , JN ≤ 1), (3.9)

y ver que la misma es positiva. Como los Aj son independientes de los saltos Ji, y además
son independientes entre sí, tenemos que la ecuación (3.9) es igual a

P(A1) . . .P(AN)P(JN ≤ 1). (3.10)

Como explicamos en la primera demostración, P(Ai) = ( 1
2N )N , mientras que para calcular

los tiempos de saltos tenemos de nuevo dos formas: por un lado JN = ∑N
i=1 S̄i, es decir,

JN ∼ Γ(N, λ). Por otro lado podemos pensarlo como un proceso de Poisson de parámetro
Nλ, donde nosotros queremos tener N éxitos en un tiempo t = 1. Utilizando esta segunda
idea, si w [0, t] cuenta las marcas de todo el proceso, w [0, 1] ∼ P (λ), y entonces

P(JN ≤ 1) ≥ P(Z1 = N) = eN−λ.
(Nλ)N

N ! .

Luego,

P(∆t = 0 para algún t ≤ 1) ≥ P(A1, . . . , AN , JN ≤ 1)

= P(A1) . . .P(AN) · P(JN ≤ 1) ≥ ( 1
2N )N · eN−λ · (Nλ)N

N ! > 0.

Llamamos Fn al evento en que ∆t = 0 para algún n < t ≤ n + 1. Como la cadena es
homogénea y para el razonamiento anterior no usamos cuál era el estado inicial, los Fn
son todos independientes y con la misma probabilidad p de que ocurran, que es mayor a

p′ = ( 1
2N )N · eN−λ · (Nλ)N

N ! . Definimos F = ∑
n∈N 1{Fn}.

Con razonamientos equivalentes a los utilizados en la primera demostración, F es una
geométrica de parámetro p y ahora τ0 ≤ F ⇒ E(τ0) ≤ 1/p′ <∞.
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3.5. Velocidad Asintótica
En esta sección vamos a demostrar que la primera partícula de la cadena alcanza una

velocidad asintótica en el siguiente teorema:

Teorema 3.5.1. Existe un aN ∈ R tal que

ηt(1)
t
−−−→
t→∞

aN .

En [8] se demuestra un resultado análogo, pero con la utilización de resultados distintos
a los que usamos acá. En dicho paper, se cita una versión del Teorema Ergódico Subaditivo,
que Durrett ya había utilizado y demostrado en [7]. La demostración cierra el problema,
pero utiliza argumentos que exceden al caso particular que estamos tratando. Con el
objetivo de tomar un camino acorde a este trabajo y de proponer nuevos métodos de
demostración, tomamos caminos que se basan directamente sobre el comportamiento de
la cadena.

Nuestro objetivo es describir el comportamiento de ηt(1) en función de nuestra cadena
∆t, para así poder estudiar su velocidad y ver que en el infinito converge. Vamos a ir
reduciendo el problema, siendo el primer paso estudiarlo en su esqueleto: recordemos que
Jn es el tiempo correspondiente al n-ésimo salto de la cadena. Más adelante vamos a
necesitar una segunda reducción.

La dinámica particular que tiene la cadena (donde renombramos siempre que se reor-
denan las partículas, y tenemos el hecho de eliminar en determinados pasos a la primera
partícula) nos hace detenernos en sus detalles para poder hacer dicha descripción. Los
saltos de la partícula se dan en tres casos distintos:
Posibles casos

1. cuando hay ramificación, dado que en realidad la primera partícula se elimina, y la
«nueva» primera pasa a ser la que era la segunda. En el caso en que se ramifique la
primera partícula no hay ningún salto.

2. cuando la primera partícula se desplaza a la izquierda. Si hay más de una en la
primera posición, cualquiera de ellas que se mueva a la izquierda hace que «la
primera» se desplace.

3. cuando la primera se mueve a la derecha. Esta va a importar cuando haya sólo una en
la primera posición, porque sino otra pasa a ser la primera y no hay desplazamiento
real de ηt(1).

Descripción del desplazamiento en cada uno de ellos
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1. Empecemos definiendo la sucesión (τk)k∈N0

τ0 = 0
τk+1 = mı́n {t ≥ τk/ la partícula i se ramifica a tiempo t, con 2 ≤ i ≤ N − 1}

(3.11)
Notemos que τ1 tiene una distribución exponencial, con parámetro (N−1)λ

2 . Sucesiva-
mente, τk+1−τk también, y son independientes entre sí. Por eso τn = ∑n

k=1 τk − τk−1
es una suma de exponenciales, y por el Teorema 5.1.2

τn ∼ Γ
(
n,

(N − 1)λ
2

)
.

Esta sucesión sirve tanto para probar la convergencia del primer término, como para
definir de alguna manera el resto de los movimientos.
Con lo anterior, definimos Yk = ∆τk

, y como dijimos cuando describimos el punto
1, sabemos que si hay ramificación, la primera partícula pasa a la posición de la
segunda. Es decir, en un paso n tenemos que el efecto que se produce a partir de
este primer caso se describe como

n∑
k=1

∆τk
(2) (3.12)

2. Definamos An = # de desplazamientos de la primera partícula hacia la izquierda
antes de τn. Como sucede que cada vez que tenemos un desplazamiento a la izquierda,
la posición se disminuye sólo en 1, restando An describimos los efectos de este
movimiento hasta el tiempo τn.

3. Análogamente, definimos Bn = # de desplazamientos de la primera partícula hacia
la derecha antes de τn. A diferencia del caso anterior, acá tenemos que sumar Bn.

Tomando como referencia (3.12), y los puntos 2 y 3 nos queda descripto el movimiento
de la primera partícula en estos tiempos de parada:

ητn(1) =
n∑
k=1

∆τk
(2)− An +Bn (3.13)

Y así es que hacemos la nueva reducción, concentrándonos en demostrar la siguiente
proposición.

Proposición 3.5.2. La sucesión

ητn(1)
n

= 1
n

n∑
k=1

∆τk
(2)− An

n
+ Bn

n
(3.14)

converge casi seguramente a un número determinístico, que llamamos ãN .
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Demostración. Probamos la convergencia término a término.

1. Primer término. Como queremos utilizar el Teorema 1.5.2, el Teorema Ergódico
que enunciamos en la Sección 1.5, utilizamos el siguiente resultado.
Proposición 3.5.3. El proceso estocástico Yk = ∆τk

cumple que

a) es una cadena de Markov.
b) es recurrente positiva.

Demostración. a) Sean y1, . . . , yk+1 ∈ S.

P (Yk+1 = yk+1|Y0 = y0, . . . , Yk = yk) =

=
∫
t0<...<tk

P (Yk+1 = yk+1|Y0 = y0, . . . , τ1 = t1, . . . , τk = tk) · dP (τ1 = t1, . . .)

=
∫
t0<...<tk

P (Xtk+τ̃ = yk+1|X0 = y0, . . . , τ1 = t1, . . . , τk = tk) · dP (τ1 = t1, . . .)
(3.15)

Notemos que τ̃ = τk+1 − τk que en distribución es igual a τ1. Por otro lado,
como el esqueleto es una cadena de Markov, y dado que todos los eventos por
los que condicionamos son Fk medibles por la propiedad fuerte de Markov nos
queda:

=
∫
t0<...<tk

P (Xtk+τ̃ = yk+1|Xtk = yk) · dP (τ1 = t1, . . . , τk = tk)

=
∫
t0<...<tk

P (Xτ1 = yk+1|X0 = yk) · dP (τ1 = t1, . . . , τk = tk)

= P (Xτ1 = yk+1|X0 = yk) ·
∫
t0<...<tk

dP (τ1 = t1, . . . , τk = tk)

= P (Xτ1 = yk+1|X0 = yk) = P (Yk+1 = yk+1|Yk = yk) .

(3.16)

b) Como hicimos en el Teorema 3.4.1, y de hecho con una demostración análoga,
veamos que el tiempo de retorno de Yk al 0 = (0, . . . , 0) tiene esperanza finita.
Sea τ0 := ı́nf {k ≥ 0 : ∆τk

= 0}. Si miramos N ramificaciones, y estas se dan
sobre la última partícula, la cadena vuelve al 0. En este caso, como cada paso
es una ramificación, la probabilidad de que en el paso N se hayan dado N
ramificaciones de la última partícula es (1/N)N .
Sea G ∼ Ge

(
(1/N)N

)
. Partimos los números naturales en bloques de N pasos,

y miramos en cada bloque si la geométrica da un éxito: de esta manera, N ·G
indica en qué paso se dio el éxito de la geométrica, y el tiempo de retorno al 0
es menor que esa cantidad de pasos. Como E(NG) = N ·NN <∞, nos queda
que E(τ0) <∞.
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Corolario 3.5.4. La cadena Yk tiene una medida invariante, que la llamamos µ̂.

Con el Corolario 3.5.4 tenemos las hipótesis que pide el Teorema Ergódico para la
cadena. Por eso, sólo resta que la función elegida sea integrable con respecto a la
invariante. Pero, ¿quién es f?
Nosotros tenemos la suma de los ∆τk

(2), y queremos que ∆τk
(2) = Yk(2) = f(Yk).

Entonces, f es simplemente la proyección en la segunda coordenada:

f : Zd → R

f(x) = x2.

Lema 3.5.5. La función f así definida es integrable respecto a la medida invariante
µ̂; es decir, ∑

i∈I
f(si)µ̂(si) <∞.

Demostración. En [18, p.13] se da la siguiente caracterización para la medida inva-
riante µ̂, que es una generalización de la que nosotros dimos en 1.4.6. Sea z ∈ S fijo
y sea Tz = mı́n {n ≥ 1 : Yn = z}. Si Y0 = z, a Tz se lo llama tiempo de retorno. Sea

˜̂µ(si) = Ez (# visitas a si antes de volver a z) = Ez

∑
n≥0

1{Yn=si,Tz>n}

 .

Entonces µ̂(si) =
˜̂µ(si)
Ez(Tz)

. Si bien se cambia la notación que veníamos usando, los

elementos son iguales a los definidos en la Sección 1.4: ˜̂µ(si) = γzi y Ez(Tz) = mz.
De hecho, decimos que es una generalización de la caracterización que habíamos
dado, porque en el caso particular en que si es el estado z, como γzz = 1, nos queda
µ̂(sz) = 1

mz

como antes.

Elegimos z = (0, . . . , 0), por ser un estado al que la cadena puede retornar en
N pasos desde cualquier otro estado, como ya vimos en la Sección 3.4. Con esta
caracterización tenemos que

∑
i∈I

f(si)µ̂(si) =
∑
i∈I

f(si)˜̂µ(si)
E0(T0) . (3.17)

La cadena es recurrente positiva, y por lo tanto su esqueleto también lo es. Eso
nos permite afirmar, entonces, que que E0(T0) < ∞. Además T0 ≥ 1, por lo que
E0(T0) > 0. Continuamos sin el denominador, y al numerador lo desarrollamos:
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∑
i∈I

f(si)˜̂µ(si) =
∑
i∈I

f(si)E0

∑
n≥0

1{Yn=si,T0>n}

 =

= E0

∑
i∈I

f(si)
∑
n≥0

1{Yn=si,T0>n}

 .
(3.18)

En cada i-ésimo término de la sumatoria aparece f(si) multiplicado por la cantidad
de veces que la cadena pasa por ese estado si antes de volver al estado 0. Eso mismo
se puede expresar como evaluar f en la cadena y sumarlo cada vez que se repite el
estado si. Pero como además sumamos en todos los estados posibles, terminamos
teniendo f sobre la cadena, hasta que retornamos al estado 0. Esto se puede ver
reacomodando un poco los elementos de ambas sumas.

= E0

∑
n≥0

∑
i∈I

f(Yn)1{Yn=si}1{T0>n}

 = E0

∑
n≥0

f(Yn)1{T0>n}
∑
i∈I

1{Yn=si}


= E0

∑
n≥0

f(Yn)1{T0>n}

 = E0

 T0∑
n=0

f(Yn)
 .

(3.19)

Por un lado tenemos que f(Yn) = Yn(2) = ∆τn(2) ≤ ∆τn(N). Por otro, como
la cadena empieza en el 0, sabemos que en el paso correspondiente al tiempo τn
(llamémoslo k(n)), los extremos de la cadena no pudieron separarse más que k(n)

(puesto que la única manera de que aumente ∆(N) es cuando hay un desplazamiento
del extremo izquierdo a la izquierda, o del derecho a la derecha). Además la sucesión
de los (k(n))n∈N es estrictamente creciente, y T0 ≤ k(T0). Entonces:

≤ E0

 T0∑
n=0

k(n)

 ≤ E0
(
T0k

(T0)
)
≤ E0

((
k(T0)

)2
)
. (3.20)

Y esta variable aleatoria tiene esperanza finita, como vemos en el siguiente lema.

Lema 3.5.6. Existe G una variable aleatoria con G ∼ Ge((1/2N)N), que cumple
que k(T0) ≤ N ·G.

Demostración. k(T0) cuenta cuántos pasos tarda en volver la cadena al 0, y recorde-
mos que desde cualquier estado en N pasos la cadena tiene probabilidad mayor a
(1/2N)N de volver al estado 0.
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Retomando la demostración del Teorema 3.4.1, definimos G análogamente a como
está definido en el paso II, ahora definiendo los Gn para la cadena ∆τn . Como expli-
camos al final del paso II, y como reproducimos en el lema 3.4.3, si G = k entonces
k(T0) ≤ Nk con probabilidad 1.

Con este lema nos queda, entonces, siguiendo desde (3.20), que

E0

 T0∑
n=0

k(n)

 ≤ E0
(
N2G2

)
= N2 · E0

(
G2
)
<∞. (3.21)

Como la f es integrable respecto de la medida invariante, afirmamos, mediante el
teorema ergódico, que el primer término converge:

1
n

n∑
k=1

∆τk
(2) −−−→

t→∞

∑
i∈I

f(si)µ̂(si) c.s. (3.22)

2. Segundo término. La descripción del movimiento de la cadena para esta parte se
torna complicada. Cuando describimos el caso hicimos la siguiente salvedad: saber
si en un paso de la cadena la primera partícula se desplaza a la izquierda, depende
de hechos tales como cuántas partículas hay en la primera posición. En caso de
que haya más de una, cualquiera que se desplace hace que la «primera» se despla-
ce, y esto pasa porque nosotros renombramos a las partículas cuando hay alguna
alteración en su orden. Entonces, no es cuestión de mirar sólo cuándo es que una
determinada partícula se desplaza, sino que siempre dependemos de la configuración
de la totalidad de ellas.

Sin embargo, tenemos una manera más práctica de describir el movimiento. Recor-
demos que

∆t = (∆t(1), . . . ,∆t(N)) = (ηt(1)− ηt(1), . . . , ηt(N)− ηt(1))
= (0, ηt(2)− ηt(1), . . . , ηt(N)− ηt(1)) .

Si la primera partícula se desplaza a la izquierda en el paso n, tenemos que ηJn+1(1) =
ηJn(1)− 1, por lo que se suma 1 en todas las coordenadas de ∆Jn+1 exceptuando la
primera. De esta manera describimos siempre que se da este movimiento, incluso si
hay más de una en la primera posición: en ese caso tenemos varios 0 en las primeras

54



D(2)=D(3)=0

D(2)=D(3)=11

Figura 3.3: Desplazamiento de la primera partícula hacia la izquierda

coordenadas de ∆t, pero cuando alguna de ellas se va a la izquierda, todas estas
coordenadas pasan a ser un 1, como se ve en la Figura 2.
Por esto, entonces, sabemos que An suma de a uno cada vez que se ve esa transición
antes de τn:

(0, x2, . . . , xN) −→ (0, x2 + 1, . . . , xN + 1)

donde x2, . . . , xN ∈ Z, y x2 ≤ . . . ≤ xN . Nos definimos los siguientes elementos:

a) Sea x = (0, x2, . . . , xN) ∈ S. Dado que en la primera coordenada los elementos
de S tienen un 0, llamamos

x+ 1 = (0, x2 + 1, . . . , xN + 1) .

b) Definimos la nueva cadena

Zn =
(
∆Jn ,∆Jn+1

)
,

que nos sirve para contar cuántas veces se da esta transición
c) Sea A = {(x, x+ 1) / x ∈ S} ⊂ S × S.

Con estas definiciones, nos queda que An = ∑k(n)−1
j=0 1{Zj∈A}. Para seguir trabajan-

do con estos elementos citamos la siguiente Proposición, que se puede encontrar
demostrada en [14].

Proposición 3.5.7. El proceso estocástico Zn =
(
∆Jn ,∆Jn+1

)
cumple que
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a) es una cadena de Markov.
b) tiene una medida invariante µ̃(x, y) = µ(x) · P (x, y), donde µ y P son respec-

tivamente la medida invariante y la matriz de transición de la cadena ∆Jn .

Si bien la convergencia de An
n

no la podemos ver directamente, la hacemos en varios
pasos.
Observación 3.5.8. Notemos que la función g : S×S → R que hace g(ω) = 1{ω∈A}
es una función acotada, y por lo tanto integrable con respecto a cualquier medida
de probabilidad, en particular la medida µ̃. Entonces podemos usar el Teorema
Ergódico sobre g(Zj): por el Teorema 1.5.2 la sucesión

(
1
n

∑n
j=1 1{Zj∈A}

)
n∈N

converge,
y de hecho

ĺım
n→∞

1
n

n∑
j=1

1{Zj∈A} =
∑
i∈I

1{si∈A}µ̃(si). (3.23)

Ahora, para ver qué pasa en k(n), empecemos por caracterizarlos. Recordemos que
k(n) es el paso correspondiente al tiempo τn, y por lo tanto k(n) cuenta cuántos pasos
fueron necesarios que pasen hasta que se dé la n-ésima ramificación. Como en cada
paso hay probabilidad N − 1

2N de que sea una ramificación, k(n) es una suma de n
geométricas con dicho parámetro. Es decir,

k(n) =
n∑
j=1

Gj con (Gj)j∈N iid , y Gj ∼ Ge
(
N − 1

2N

)
.

Notemos que k(n) ≥ n ∀n y, además, con esta descripción vemos que k(n) es creciente
en n. Por lo tanto k(n) −−−→

n→∞
∞.

Entonces la sucesión
(

1
k(n)

∑k(n)

j=1 1{Zj∈A}
)
n∈N

es subsucesión de la que vimos que
convergía en (3.23), y en consecuencia converge al mismo límite.

Por otro lado, por la Ley de los Grandes Números,

k(n)

n
=
∑n
j=1Gj

n
−−−→
n→∞

E(G1) = 2N
N − 1 . (3.24)

Finalmente, basándonos en la convergencia de la subsucesión y (3.24), tenemos:

An
n

=
∑k(n)−1
j=0 1{Zj∈A}

n
= k(n)

k(n) ·
∑k(n)−1
j=0 1{Zj∈A}

n

= k(n)

n
·
∑k(n)−1
j=0 1{Zj∈A}

k(n) −−−→
n→∞

2N
N − 1 ·

∑
i∈I

1{si∈A}µ̃(si).
(3.25)
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Llamemos
α = 2N

N − 1 ·
∑
i∈I

1{si∈A}µ̃(si). (3.26)

Nos queda así demostrado que An
n

converge, y

ĺım
n→∞

An
n

= α.

3. Tercer término. Para estudiar Bn el razonamiento en líneas generales es similar al
de An. Ahora tenemos que sumar 1 cada vez que la primera partícula se desplaza
a la derecha, y notemos que este evento se puede dar sólo cuando en la primera
posición hay una sola partícula. Si hubiese más de una en esa posición, aunque
alguna de ellas se mueva a la derecha, la «primera» (que la definimos como la que
está más a la izquierda) sigue estando en el mismo lugar. Con An no importaba si
había más de una en el primer lugar, pero como sí ocurría ahí, es necesario mirar el
comportamiento de toda la cadena para describir el movimiento.

Por eso necesitamos ver qué sucede con las transiciones de la cadena. El desplaza-
miento a la derecha en la primera partícula se da si ηJn+1(1) = ηJn(1) + 1, y por lo
tanto, restamos 1 en cada una de las coordenadas de ∆Jn+1 exceptuando la primera.
Utilizando las mismas definiciones que en An, agregamos:

Definición 3.5.9. B = {(x, x− 1) / x ∈ S} .

De esta manera, y con razonamientos análogos, nos queda que

Bn = ∑k(n)−1
j=0 1{Zj∈B}.

la sucesión
(

1
n

∑n
j=1 1{Zj∈B}

)
n∈N

converge, con

ĺım
n→∞

1
n

n∑
j=1

1{Zj∈B} =
∑
i∈I

1{si∈B}µ̃(si).

La sucesión
(

1
k(n)

∑k(n)

j=1 1{Zj∈B}
)
n∈N

es subsucesión y converge al mismo límite.

Bn

n
= k(n)

n
·
∑k(n)−1
j=0 1{Zj∈B}

k(n) −−−→
n→∞

2N
N − 1 ·

∑
i∈I

1{si∈B}µ̃(si) =: β
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=⇒ Bn

n
converge, y ĺım

n→∞

Bn

n
= β. (3.27)

Probada la convergencia término a término en (3.22), (3.26) y (3.27), nos queda que

ĺım
n→∞

ητn(1)
n

= ĺım
n→∞

1
n

n∑
k=1

∆τk
(2)− An

n
+ Bn

n

=
∑
i∈I

f(si)µ̂(si)− α + β = ãN .
(3.28)

donde f era la proyección en la segunda coordenada.

Demostrada ya la convergencia en los tiempos de parada τn, veamos la convergencia
en todo el esqueleto.

Proposición 3.5.10.

ĺım
k→∞

ηJk
(1)
k

= ãN
N − 1

2N c.s.

Demostración. Dado un k, llamamos n(k) al paso en que se realizó la última ramificación
antes de k. Es decir, n(k) = sup {n ≤ k : Jn = τn0 para algún n0}. A su vez, llamamos
m(k) al primero después de k: m(k) = ı́nf {m > k : Jm = τn0 para algún n0}, y así nos
queda que n(k) ≤ k ≤ m(k). Llamamos además n0(k) al número de ramificación en que
se produce la última ramificación antes de k: al n0 que cumple que τn0 = Jn(k). Notar que
n0(k) ≤ n(k). Tenemos

∣∣∣∣∣ηJk
(1)
k
− ãN

N − 1
2N

∣∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣∣ηJk

(1)− ηJn(k)(1)
k

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣ηJn(k)(1)

k
− ãN

N − 1
2N

∣∣∣∣∣
≤

∣∣∣ηJk
(1)− ηJn(k)(1)

∣∣∣
k

+
∣∣∣∣∣ητn0(k)(1)

k
− ãN

N − 1
2N

∣∣∣∣∣ .
(3.29)

Veamos el comportamiento de cada término.

|ηJk
(1)− ηJn(k)(1)| ≤ supn(k)≤l≤m(k)

{
|ηJl

(1)− ηJn(k)(1)|
}

=: Xk

Xk es la variable aleatoria que indica la mayor distancia que llega a tomar la ca-
dena después de una ramificación n0(k). Entre un τj y τj+1 la cadena sólo puede
desplazarse o ramificar la primera partícula, por lo que en cada paso sólo puede,
a lo sumo, sumar o restar 1. En consecuencia, Xk está acotada por la cantidad de
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Jkt =Jn n(k)
tn -1

0 0

tn -2
0

tn +1
0

t

P(Nl)

P((N-1)l/2)

P((N+1)l/2)

t

t

tn 
0

Jk

Figura 3.4: Marcas separadas

pasos que realiza la cadena entre el τ anterior y el siguiente a k. Gráficamente ten-
dríamos los tiempos de los relojes divididos en dos conjuntos, como marcas pintadas
de dos colores distintos en ω (el proceso de Poisson general), como se puede ver en
la Figura 3.5. Un color corresponde a los τj que ya habíamos definido antes, y el
otro a los pasos entre un τj y el siguiente, obteniendo así dos procesos de Poisson
independientes.

Llamemos L(k) a la variable que cuenta la cantidad de marcas entre τn0 = Jn(k) y
τn0+1, y por lo ya explicado Xk ≤ L(k). Trabajar con L(k) es más fácil, debido a que
esta tiene una distribución conocida: supongamos que nos paramos en τn0 y desde ahí
miramos el tiempo que tarda cada uno de los dos procesos de Poisson en tener una
marca nueva. Si aparece primero en el de los τ lo consideramos un éxito, y sino un
fracaso, y repetimos el experimento contando la cantidad de fracasos totales hasta
el primer éxito. Basados en la independencia de los dos procesos, y en la pérdida
de memoria de la variable exponencial que cuenta el tiempo correspondiente a que
aparezca un nuevo τ , podemos afirmar que L(k) tiene distribución geométrica (con
soporte desde 0). Formalicemos este razonamiento:

Si Lt es el proceso de Poisson que de todas las marcas, se queda con aquellas que
no están incluidas entre los τj, su intensidad es

Nλ− (N − 1)λ
2 = (N + 1)λ

2 .
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Por lo tanto

L(k)|τn0+1−τn0
= Lτn0+1 − Lτn0

|τn0+1−τn0
∼ P

(
(N + 1)λ

2 (τn0+1 − τn0)
)

Además ya sabíamos que τn0+1 − τn0 ∼ ε

(
(N − 1)λ

2

)
, y como demostramos en la

Proposición 5.1.5 del Apéndice, estas dos últimas afirmaciones implican que

L(k) ∼ Ge

(
(N − 1)λ

2 /

(
(N − 1)λ

2 + (N + 1)λ
2

))
.

o, simplificando,
L(k) ∼ Ge

(
N − 1

2N

)

Veamos que L
(k)

k
converge a 0 casi seguramente. Para eso planteamos lo siguiente,

a partir de las desigualdades de Tchebychev y la varianza de la geométrica:

P
(
L(k)

k
> ε

)
= P

(L(k)

k

)2

> (ε)2

 ≤ E
((
L(k)/k

)2
)

(ε)2

=
E
((
L(k)

)2
)

(kε)2 = 2− p
p2 (kε)2 = C

1
k2 .

Entonces
∑
k∈N

P
(
L(k)

k
> ε

)
≤
∑
k∈N

C
1
k2 <∞.

Como los L(k) son independientes, por el Teorema de Borel-Cantelli esto último nos

dice que P
(
L(k)

k
> ε para infinitos k’s

)
= 0 o lo que es lo mismo

P
(
L(k)

k
−−−→
k→∞

0
)

= 1.

Y así queda demostrado que el primer término de (3.29) converge a 0.

Para el segundo término vamos a ver directamente que

ĺım
k→∞

ητn0(k)(1)
k

= N − 1
2N ãN .
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En ese sentido reescribimos la sucesión:

ητn0(k)(1)
k

= n0(k)
n0(k)

ητn0(k)(1)
k

= n0(k)
k

ητn0(k)(1)
n0(k) .

n0(k) es el número de la última ramificación antes del paso k, por lo que para
calcularlo podemos contar la cantidad de veces que en un paso de la cadena se
dio una ramificación. Así, nos queda expresado como n0(k) = ∑k

i=1Bi con Bi ∼
Be ((N − 1)/2N) y la familia de (Bi)i∈N iid.
Apelando nuevamente a a la Ley de los Grandes Números,

n0(k)
k

=
∑k
i=1Bi

k
−−−→
k→∞

E(B1) = N − 1
2N .

Por otro lado, notemos que la sucesión n0(k) es creciente, y la afirmación siguiente:

Lema 3.5.11.
n0(k) −−−→

k→∞
∞.

Es decir que, a medida que k crece, el número de la última ramificación anterior al
paso k también crece tanto como queramos.

Demostración del Lema. La idea detrás de esta afirmación es que las ramificaciones
siempre se siguen realizando, y por lo tanto aunque miremos al esqueleto en un
paso muy grande, alguna ramificación cercana se va a dar. Hacemos esta aclaración
porque con la notación se hace difícil entender qué estamos demostrando.

Sea M ∈ N y consideramos el paso en el esqueleto correspondiente a la M -ésima
ramificación (que en el Teorema 3.5.5 lo llamamos k(M)). Hagamos la aclaración
(que no hicimos en ese momento) de que P(k(M) <∞) = 1 para cualquier M . Esto
sucede porque

k(M) =
M∑
j=1

Gj,

donde Gj son geométricas iid con Gj ∼ Ge ((N − 1)/2N) .

Entonces E(k(M)) = ME(Gj) = M
2N
N − 1 <∞.

Por lo tanto, si k0 = k(M), ∀k ≥ k0, n0(k) ≥ n0(k0) = n0(k(M)) = M
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De esta manera tenemos que
(
ητn0(k)(1)
n0(k)

)
k∈N

es subsucesión de utilizada en la Pro-

posición 3.5.2, y por eso, por lo demostrado en dicho Teorema,

ĺım
k→∞

ητn0(k)(1)
n0(k) = ĺım

n→∞

ητn(1)
n

= ãN

Entonces
ĺım
k→∞

ητn0(k)(1)
k

= ĺım
k→∞

n0(k)
k

ητn0(k)(1)
n0(k) = N − 1

2N ãN

A partir de la cota que dimos en (3.29), y con la convergencia de ambos ítems en el

paso anterior, concluimos que ĺımk→∞
ηJk

(1)
k

= ãN
N − 1

2N casi seguramente.

Corolario 3.5.12. La sucesión

ηJk
(1)
Jk

converge casi seguramente a aN = ãN
N − 1

2N
λ

2 = ãN
N − 1λ
N4 .

Demostración. Como Jk = ∑k
j=1 Sj con Sj ∼ ε (λ/2) e iid, por la Ley de los Grandes

Números tenemos
Jk
k

= 1
k

k∑
j=1

Sj −−−→
n→∞

E (S1) = 2
λ
.

Por lo tanto, y por la Proposición 3.5.10

ĺım
n→∞

ηJk
(1)
Jk

= ĺım
n→∞

ηJk
(1)
k

k

Jk
= ãN

N − 1
2N

λ

2 = aN . (3.30)

Como corolario tenemos la velocidad asintótica de la primera partícula en tiempo
continuo, como enunciamos en el Teorema 3.5.1:

Corolario 3.5.13. Existe un aN ∈ R tal que

ĺım
t→∞

ηt(1)
t

= aN .

Demostración. Utilizamos el siguiente lema, que vale en general para funciones con do-
minio real.
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Lema 3.5.14. Sea f : R→ Z. Sea (xn)n∈N una sucesión de números reales positivos que
cumple que

1. es estrictamente creciente

2. ĺımn→∞ xn =∞

3. f(t) = f(xn) ∀xn ≤ t < xn+1. Es decir, la función es «constante a trozos», dando
los saltos sólo en la sucesión xn.

4.
ĺım
n→∞

f(xn) = a, con a ∈ R (3.31)

Entonces ĺımt→∞ f(t) = a

Demostración del lema. Sea ε > 0. Como tenemos el límite en (3.31), sabemos que

∃n0 / ∀n ≥ n0 |f(xn)− a| < ε (3.32)

Tomamos t0 = xn0 , y veamos que este t0 nos sirve para ver la convergencia del límite
cuando t→∞.
Sea t ≥ t0. Por (2) sabemos que

∃m / ∀n ≥ m xn > t

Sin pérdida de generalidad, suponemos quem es el mínimo que cumple eso. De esa manera,
t ∈ [xm−1, xm), y por (3) tenemos que f(t) = f(xm−1). Como t ≥ t0 = xn0 , m − 1 ≥ n0.
Por 3.32

|f(t)− a| = |f(xm−1)− a| < ε

El corolario es consecuencia directa del lema. Sea f la siguiente función:

f : R→ Z

t 7−→ ηt(1)
t

Consideramos la sucesión (Jn)n∈N de los tiempos de los saltos en la cadena original.
La misma cumple las hipótesis del lema:

1. es estrictamente creciente.
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2. ĺımn→∞ Jn = ∞. Esto es lo que se llama que la cadena no tenga «explosión». Si
la suma de los tiempos de espera de los relojes no converge, la cadena no tiene
explosión, y en este caso pasa porque los tiempos de los relojes los definimos para
que se mantengan constantes.

3. f(t) = f(Jn) ∀Jn ≤ t < Jn+1 por la definición de los (Jn)

Como tenemos en el primer corolario del teorema, en la ecuación (3.30):

ĺım
n→∞

f(Jn) = ĺım
n→∞

ηJn(1)
Jn

= aN , con aN ∈ R

Entonces, por el lema tenemos que

ĺım
t→∞

ηt(1)
t

= aN

Aquí concluimos con los resultados que obtuvimos durante el desarrollo de la tesis. Los
mismos responden a las primeras propiedades que buscamos en este sistema de partículas.
Si bien por cuestiones de tiempo y extensión no ahondamos en más propiedades, sí tenemos
una orientación para continuar este trabajo, por ejemplo en el marco de un doctorado.

Primero, queremos mostrar que a medida que crece la cantidad de partículas, el com-
portamiento de cada una de ellas tiende a ser independiente del de las demás. Para ser
más precisos, definimos la medida empírica dada por una configuración ηt ∈ ZN como

m (ηt) :=
∑
x∈Z

∑N
i=1 1{ηt(i)=x} · δx
N

y notamos mx(ηt) a m(ηt)(x). Luego, nuestro objetivo es demostrar la siguiente pro-
posición:

Proposición 3.5.15. Dados x, y ∈ Z, tenemos una función K(N, t) que satisface

1. ĺımN→∞K(N, t) = 0, para cualquier t > 0 fijo.

2. Para cada N y t > 0,

sup
ηt∈ZN

∣∣∣ENη [mx (ηt)my (ηt)]− ENη [mx (ηt)]ENη [my (ηt)]
∣∣∣ ≤ K(N, t).

Como corolario de esta proposición se deduce que la correlación de la medida empírica
en dos sitios cualesquiera converge a cero cuando N tiende a infinito. Podemos encontrar
un resultado similar en [1, p.3]. A este tipo de resultados se los conoce como Propagación
del Caos, del que tenemos referencia en [15, 26].
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También nos interesa llegar a resultados análogos a los alcanzados en [8] por Durrett
y Remenik para el sistema en R. En su caso, también se trata de N partículas que se
ramifican; cuando se da nacimiento a una nueva, su posición es elegida a partir de la
ubicación de la original, usando una determinada distribución ρ sobre R.

Los autores prueban que la medida empírica del sistema converge a una medida de
probabilidad determinística νt para todo t. Dicha medida es absolutamente continua, con
densidad u(t, ·), solución del siguiente problema de frontera libre

∂u

∂t
(t, x) =

∫ ∞
−∞

u(t, y)ρ(x− y) dy ∀x > γ(t),∫ ∞
γ(t)

u(t, y) dy = 1, u(t, x) = 0, ∀x ≤ γ(t),
u(0, x) = u0(x).

(3.33)

Asímismo, como comentamos al final del capítulo anterior, los autores demuestran que
las velocidades vN de la nube en el equilibrio convergen a la velocidad de la onda viajera
minimal, otro punto a analizar para nuestro caso en Z.
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Capítulo 4

Sobre el contexto histórico

El artículo de Fisher ([12]) fue publicado en una revista llamada «Annals of Eugenics»,
que se editó sólo entre el 1925 y el 1952. El hecho de que la revista no se editase más nos
hizo buscar información al respecto, llegando así a conocer el interesante y cuestionable
contexto en que estas investigaciones se desarrollaron.

4.1. Estadística entre 1850 y 1950. Eugenesia y Dar-
winismo Social.

Como explica el sociólogo Donald Mackenzie ([21]), el crecimiento que la estadísti-
ca vivió en Inglaterra desde los aportes de Sir Francis Galton (1822-1911) en adelante
estuvo atravesado directamente por una ideología preponderante en los exponentes que
caracterizaron esta época. Galton, primo de Darwin, estaba fuertemente interesado en
el «progreso» del ser humano, las características de su reproducción y su futuro como
especie. La herencia genética era un tema central para poder entender qué depararían las
siguientes generaciones humanas, y un estudio estadístico de ella permitiría confirmar o
refutar hipótesis y conjeturas planteadas en ese momento histórico.

En este contexto surgió la eugenesia: una corriente filosófica que pregonaba la mejora
de los rasgos hereditarios del ser humano mediante la apliación de políticas directas, la
selección de genes «beneficiosos» y la intervención sobre la reproducción, basándose en
conocimientos de distintas disciplinas como eran la biología y la estadística. Galton fue
uno de los pioneros en este campo, ya desde 1865 defendiendo la necesidad concreta de
hacer una selección artificial de seres humanos, controlando la reproducción de manera
positiva (fomentando la reproducción de los más aptos) o negativa (limitando la de los
menos aptos). Cabe destacar que la eugenesia surgió a principios de siglo XX como una
disciplina científica, siguiendo el método científico aceptado para la época, y fue tratada
como tal por lo menos hasta el fin de la Segunda Guerra Mundial.
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Figura 4.1: Sir Francis Galton y Sir Ronald Fisher. Estadísticos del siglo XIX y XX, y
pensadores de la eugenesia.

En términos de los eugenecistas, los individuos más aptos son aquellos que mejor se
adaptan a su sociedad, los que mejor posicionados se encuentran, los que más recursos
tienen para subsistir. Los ricos, los inteligentes son los sujetos sociales que cuadran con esta
descripción. Por el contrario, los no aptos son los pobres, los enfermos, los discapacitados,
los delincuentes. En fin, se trata de un discurso que le adjudica una ventaja natural a las
clases acomodadas y dominantes dentro de la especie humana.

Una disciplina emparentada con la eugenesia, que fue contemporánea y tuvo más
repercusión, fue el llamado darwinismo social. Como su nombre lo indica, consistía en
aplicar las leyes que Darwin mismo describió ([4]) a las sociedades humanas. Dentro de
una especie aparecen nuevos rasgos genéticos de forma aleatoria, siendo algunos más
propensos que otros a la adaptación de la especie al medio ambiente donde vive. Los
individuos que poseen esos rasgos mejor adaptados son los que están más capacitados
para reproducirse, reproduciendo así los rasgos nuevos, y haciendo que perduren en las
siguientes generaciones frente a los rasgos viejos. A este fenómeno se lo conoce como
selección natural. Spencer ([25]), que escribió en simultáneo a Darwin, fue el primero en
utilizar el mismo razonamiento para la especie humana, concluyendo que por cuestiones
hereditarias había individuos mejor preparados para la reproducción, siendo ellos los que
mayor y mejor descendencia podían dejar. Hilando fino en sus postulados, el darwinismo
social difería de la eugenesia en ver este desarrollo humano como una cuestión natural;
por eso no compartía con la eugenesia la idea de tomar políticas de estado que estimulen
su evolución, tales como el control de la reproducción.

No es necesario profundizar ampliamente en la historia del siglo XX para imaginarse
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la relación entre estas filosofías, y las expresiones políticas con bases racistas, tales como
el nazismo en la Alemania del Tercer Reich. En [17] se desarrolla dicho vínculo en detalle.

En [21] hay una explicación más detallada de los trabajos de los estadísticos de prin-
cipios de siglo XX relacionados con la eugenesia. Pearson, socialista utópico y tecnócrata,
dirigió el «Department of Applied Statistics» en la University College of London, y ganó el
cargo «Galton Professor of Eugenics». Fisher se involucró en la fundación de la Sociedad
de Eugenesia de la Universidad de Cambridge en 1911, como también se puede ver en
[6]. En conferencias de la Sociedad Fisher hizo públicos sus estudios extracurriculares de
estadística para aplicar a la herencia genética. Finalmente, Mackenzie también en [21] da
un ejemplo comparativo de por qué la estadística desarrollada por Pearson era funcional
a los postulados que busca justificar la eugenesia, frente a la estadística que en simultáneo
desarrolló Yule.

4.2. Fisher y los genes ventajosos
En el Capítulo 2 comentamos el problema que Fisher abrió a partir de [12], donde

planteaba una ecuación que modelaba la dispersión de genes ventajosos a lo largo del
tiempo y espacio. Reconsiderando su artículo en este contexto concluimos que los genes
a los que se refiere podrían ser genes humanos.

Quiero escribir ahora hablando a título personal, al menos en esta sección, para explici-
tar que no veo apropiado el direccionamiento de la ciencia hacia el estudio de determinados
genes ventajosos y el potencial fomento de su reproducción.

Por un lado, sin haber profundizado en estudios de genética, no creo que los principios
de la selección natural se puedan aplicar al género humano al igual que se aplican a
otras especies. La razón es que el hombre en sociedad generó un medio ambiente propio,
artificial, ampliamente modificado con respecto a la naturaleza previamente predominante.
Esto hace que la capacidad de reproducción y supervivencia que tienen los individuos se
vean muy afectadas por la posición social que les tocó vivir por razones históricas y sociales
(la propiedad de los medios de producción, las políticas de estado, las luchas culturales,
etc.). La selección natural afecta de manera mucho más lenta a las especies, quedando así
diluido su efecto en los humanos.

Por otro lado, si bien me parece acertado que la ciencia se direccione en función
de necesidades sociales, el sentido debe ser exactamente el opuesto al buscado por la
eugenesia. El conocimiento producido, sobre todo por las universidades públicas, tiene que
ser popular y emancipador, pensado en función de los intereses de las clases excluidas. La
socialización de los medios de producción, la urbanización de las villas en las ciudades, la
reforma agraria son tareas que tenemos pendientes como sociedad y donde la estadística,
así como otras áreas de la matemática y otras disciplinas científicas, tienen mucho que
aportar.
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De todas maneras, no cuestiono que el problema que planteó Fisher y sus derivados se
sigan estudiando al día de hoy, dado que el modelo abarca situaciones reales muy diversas
y distintas de la correspondiente a los genes ventajosos. Como enumeran Brunet y Derrida
[3], con la misma ecuación se puede modelar la dinámica de individuos enfermos en una
población durante una epidemia, la proporción de gases quemados en una combustión
[16], la concentración de especies en una reacción química, la distribución de polímeros
dirigidos en un medio aleatorio [5] e incluso la disperción de un rumor en un grupo social.

4.3. La ciencia como producción social y cultural
«Cuando se trata de grupos humanos foráneos, por otro aparte, se nos hace

perceptible con bastante facilidad el condicionamiento práctico de los sistemas
de conocimientos. (...) Por muy orgullosos que estemos de nuestra propia “cien-
cia”, por muy convencidos que estemos de su trascendencia, hagamos pues un
esfuerzo para verla también a ella como una empresa con raíces terrestres.
Y preguntémonos: ¿Cuál puede ser el proyecto fundamental encarnado (entre
otros) en la llamada “ciencia moderna”?»

Pierre Thuillier, La Trastienda del Sabio, Editorial Hachette, Barcelona 1983

A partir de las polémicas que abren estas investigaciones, y como conclusión, es per-
tinente prestar atención a determinados asuntos de corte más epistemológico. Como se
trata de una producción de carácter social y cultural, la ciencia está atravesada por in-
tereses y pujas que se ven expuestos de forma cotidiana en distintos ámbitos dentro de
una sociedad. La eugenesia es una muestra muy gráfica al respecto, dado que su estudio
y enseñanza se realizó formalmente en universidades muy prestigiosas dentro del ámbito
científico (como es la Universidad de Cambridge), hasta que por determinados aconte-
cimientos históricos se dejó de lado, al punto de ya no ser considerada una disciplina
científica. Estos acontecimientos fueron y son conocidos en todo el mundo, y tuvieron
efectos sobre la vida de millones de personas.

Citamos dos simples ejemplos que grafican esta relación estrecha: en 1939, año en que
comienza la Segunda Guerra Mundial, se cierra la cátedra de eugenesia de la Universidad
de Cambridge de la que Fisher era el titular. En 1952, unos años después de consumado
el Holocausto, y con las investigaciones respectivas en curso, se deja de publicar la revista
Annals of Eugenics.

Es interesante notar cómo aquello que se considera una verdad científica no está atado
únicamente a la validez de preceptos lógicos, sino que está influenciado por la fuerza con
la que se imponen ciertos discursos, y su origen en las entrañas de la sociedad y de la
historia.

Para profundizar en estas discusiones y estudiar cómo se plasman en la política cien-
tífica de la Argentina, recomendamos fuertemente la lectura del libro [27], que escribió
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en 1969 Oscar Varsavsky, quien fue doctor en Química y profesor del Departamento de
Matemática de la Facultad de Ciencias Exactas y Naturales de la UBA.

Por todo esto, y por muchos ejemplos más, queda claro que la ciencia no tiene una
posición neutral en cada sociedad, sino que por el contrario es una trinchera más desde
la cual se encuentran los intereses de clase, como ya mencionamos en la sección anterior.
Hacemos énfasis en este aspecto, porque creemos que no es menor para pensarnos como
científicos críticos en este lugar y en este momento histórico.
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Capítulo 5

Apéndice

5.1. Exponenciales
En este apéndice vamos a comentar algunas propiedades de las variables aleatorias de

distribución exponencial. Las mismas fueron usadas en distintos momentos del trabajo.

Teorema 5.1.1 (Propiedad de la Falta de Memoria). Sea X ∼ ε(λ), entonces

P(X > s+ t|X > t) = P(X > s) ∀s, t ∈ R≥0.

Demostración.

P(X > s+ t|X > t) = P(X > s+ t,X > t)
P(X > t) = P(X > s+ t)

P(X > t) =

= 1− F (s+ t)
1− F (t) = es+t

et
= es = P(X > s).

En palabras, este teorema dice que la distribución de una exponencial es la misma si la
observamos desde el principio, o si sabemos que es mayor que un tiempo t y la observamos
desde ahí.

Es importante destacar que también vale el recíproco: si una variable aleatoria continua
cumple esta propiedad, entonces es exponencial, como se puede ver en [22, p. 71].

Teorema 5.1.2. Sean X1, . . . , Xn variables aleatorias iid con Xi ∼ ε(λ) ∀1 ≤ i ≤ n, y
sea Z = ∑n

i=1Xi. Entonces Z ∼ Γ(N, λ).

Teorema 5.1.3. Sean S1, . . . , SN variables aleatorias iid con Si ∼ ε(λi). Entonces la
variable aleatoria S = mı́n1≤i≤n Si tiene distribución exponencial de parámetro ∑N

i=1 λi, y
P(S = Si) = λi/

∑N
j=1 λj ∀ 1 ≤ i ≤ N .
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Demostración.
P(S ≤ x) = P(Si ≤ x para algún i)

= 1− P(Si ≥ x ∀i) = 1− P(S1 > x) . . .P(SN > x)
= 1−

[
1−

(
1− e−λ1x

)]
. . .
[
1−

(
1− e−λNx

)]
= 1− e−λ1x . . . e−λNx = 1− e−

∑N

i=1 λix.

⇒ S ∼ ε(∑N
i=1 λi).

Proposición 5.1.4. Sea G una variable aleatoria con G ∼ Ge(p), (Xi)i≥1 variables alea-
torias iid, y sea Z = ∑G

i=1Xi. Entonces E(Z) = E(Xi)E(G). En particular, si E(Xi) <
∞⇒ E(Z) <∞.
Enunciamos este resultado para (Xi)i≥1 cualesquiera, dado que durante el trabajo lo usa-
mos tanto para exponenciales como para gammas.

Demostración.

E(Z) = E(
G∑
i=1

Xi) =
∑
n∈N

E(
G∑
i=1

Xi|G = n) · P(G = n)

=
∑
n∈N

E(
n∑
i=1

Xi) · P(G = n) =
∑
n∈N

n · E(Xi) · P(G = n)

= E(Xi) ·
∑
n∈N

n · P(G = n) = E(Xi) · E(G).

Proposición 5.1.5. Sean X y τ variables aleatorias tales que

τ ∼ ε (λ′) y X|τ ∼ P (λτ) .

Entonces X ∼ Ge

(
λ′

λ+ λ′

)
.

Demostración. Llamamos f a la función de densidad de τ

f(x) = λ′e−λ
′t

Entonces, teniendo en cuenta que X|τ ∼ P (λτ),

P (X = k) =
∫ ∞

0
P (Xk|τ = t) f(t)dt =

∫ ∞
0

e−λt (λt)k

k! λ′e−λ
′tdt

= λ′λk
∫ ∞

0

e−(λ+λ′)ttk

k! dt

(5.1)

Para continuar, utilizamos el hecho de que si tenemos S una variable aleatoria con
distribución Γ(k, λ), su función de densidad cumple que:
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1.
fS(t) = λe−λt

(λt)k−1

Γ(k)

2. ∫ ∞
0

fS(t)dt = 1

Siguiendo desde (5.1):

P (X = k) = λ′λk
∫ ∞

0

e−(λ+λ′)ttk

k!
(λ+ λ′)k+1

(λ+ λ′)k+1dt

= λ′λk

(λ+ λ′)k+1

∫ ∞
0

(λ+ λ′) e−(λ+λ′)t [(λ+ λ′) t]k

Γ (k + 1) dt

= λ′λk

(λ+ λ′)k+1

=
(

λ

λ+ λ′

)k
λ′

λ+ λ′

=
(
λ+ λ′ − λ′

λ+ λ′

)k
λ′

λ+ λ′

=
(

1− λ′

λ+ λ′

)k
λ′

λ+ λ′

= (1− p)k p

(5.2)

Proposición 5.1.6. Si X es una variable aleatoria exponencial de parámtro λ, y a es
una variable aleatoria real, entonces

aX ∼ ε (λ/a) .
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