UNIVERSIDAD DE BUENOS AIRES
Facultad de Ciencias Exactas y Naturales

Departamento de Matematica

Tesis de Licenciatura

Control 6ptimo para ecuaciones de Schrodinger no
lineales

Carolina Gisele Naudeau

Director: Constanza Sanchez de la Vega

11 de abril de 2017



Agradecimientos

Agradezco a la educacion publica que me permitié formarme y hoy com-
pletar una licenciatura. Al tiempo que tarde en licenciarme, que me dio la
posibilidad de tener como directora a una excelente persona y profesional.
Gracias Constanza por aceptar el arduo trabajo de dirigirme a distancia,
por tu compromiso, predisposicién, dedicacién, amabilidad y buena volun-
tad. Por ser un ejemplo de mujer a seguir en la vida y en esta institucion.
Gracias totales.

A los docentes que pusieron su granito de arena para que este proyecto
de ser licenciada no caduque a lo largo de los anos, por orden de aparicion, a
Ezequiel Martin, Constanza, Pablo Solernd, Norberto Fava, Maria Angélica
Cueto, Pablo de Napoli, Victoria Pernostro y Tico.

A mi familia, a Juli, por tu paciencia infinita, por bancarme, por ayudar-
me y recordarme que debo disfrutar de lo que hago, por ensenarme a ver el
mundo desde otro angulo, por ser mi equipo favorito y el amor de mi vida,
gracias por acompafnarme en estos tultimos anos. A Viole, por ser lo mas lindo
que acurrio en el preceso de este trabajo y el motor que me empuja dia a dia.

A mi hermana, por su incondicionalidad infinita, por su amistad, y su
compania a lo largo de todos estos afios. A Alex, por bancarse todos mis
“ahora la tia no puede, esta estudiando”. A mis viejos y mi hermano, por
bancarme en los comienzos de este proyecto.

A la banda gigantezca de gente hermosa que me regalo esta carrera: A las
chicas, Magali, Anita, Paula, Georgi, Flopa, Laura, Irina, Solange, que siem-
pre estuvieron ahi en todos los momentos, por los mates, por la comilonas,
por las charlas, por bancar mis ausencias y acompanarme siempre. Gracias
totales. A Carla, Gaby, Santiago, Adrian y Mariela.

A Alicia Scarfiello y Patricia Folino, por su confianza, por su apoyo y
carino.

A Paz, Vito, Mocho, Silvana y Fabidn, por bancarme y por estar ahi sin
importar las distancias. Gracias!

Y a todos los que aportaron su granito de arena de alguna manera para
que este proyecto sea un hecho. GRACIAS.



Indice general

(1. Introduccionl 5
2 Prelim l 9
[2.1. Espacios de Sobolev{. . . . . . . . ... ... L. 9
[2.2. Compacidad| . . . . . ... ... ... 19
[2.3. Estimaciones . . . . . . . . . ... 25
2.4. Existencia de soluciénen H-l. . . . . ... ... ... .. ... 27
2.5. Estimaciones de Strichartz . . . . . . ... ... 0L 32
(3. _Buen Planteol 37
[3.1. Conservacion de masa y variacion de la energiaj . . . . . . . . 37
[3.2. Existencia globall . . . . . ... ... o000 39
L Ex = d Fmol 45
[5. Condiciones necesarias de primer orden| 63
[5.1. Derivada y analisis de la ecuacion adjunta] . . . . . . . . . .. 63
[5.2.  Lipschitz continuidad con respecto al control| . . . . . . . . .. 67
[Referencias Bibliograficas| 83




INDICE GENERAL



Capitulo 1

Introduccion

Los problemas de control éptimo pueden describirse a partir de un modelo
matematico que describe el sistema en consideracion a través de la ecuacion
de estado

(1.1) A(u) = f(9).

Aqui, ¢ es el control que podemos elegir libremente en un conjunto de con-
troles admisibles para actuar sobre el sistema y la variable u, solucion de la
ecuacion describe el estado del sistema dependiendo de ¢. Esta ecuacion
de estado en la préactica puede ser un sistema algebraico o funcional. En mu-
chos problemas, se busca optimizar un funcional de costo que depende tanto
del estado como del control. En estos casos, es natural analizar existencia de
control éptimo e intentar dar una caracterizacion del mismo.

El estudio de problemas de control 6ptimo para sistemas descriptos por
una ecuacion diferencial ordinaria, se remonta a la década del 60, con los
trabajos de Pontryagin-Boltyanskii-Gramkrelidze-Mischenko [11] y Hestenes
[14] sobre la condiciones necesarias que debe satisfacer un control 6ptimo. En
esos mismo anos comenzo el estudio de problemas de control éptimo cuando
la ecuacién de estado (1.1)) es una ecuacién en derivadas parciales, por J.L.
Lions [13].

Desde entonces se ha profundizado la investigacion de sistemas de control
6ptimo donde el estado es descripto por una ecuacién diferencial en deriavdas
parciales, especialmente los problemas de control cuantico descriptos por la
ecuacion de Schrodinger. En esta tesis estudiaremos un problema de control
optimo bilineal para la siguiente ecuacién de Schrodinger no lineal,

iug + Au+ Mul*u+ o(t)V(z)u=0 , (t,z) € [0,00) x RY
(1.2) { u(0,x) = ug(x)

donde ¢ es el control y u el estado.
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Los problemas de control cuantico son un ejemplo especifico de problemas
de control 6ptimo, que consiste en la minimizacién de la funciéon de costo en
funcion de la solucion de la ecuacién de estado y del control y caracterizar el
minimo del funcional por una condicién de optimalidad.

El problemas de control para la ecuacién de Schrodinger que trabajaremos
se aplica en la teoria de condensados de Bose-Einstein y también en muchos
problemas fisicos. Basicamente lo que haremos es optimizar un sistema que
evoluciona con el tiempo y que es influenciado por fuerzas externas. Encontrar
un control 6ptimo nos da un camino de comportamiento para las variables
de control, nos indica como llevar el sistema de un estado inicial dado en un
intervalo de tiempo acotado a uno final de forma 6ptima.

Esta tesis se basa en el trabajo de Feng-Zhao-Chen [12] que mejora los
resultados obtenidos por Hintermiiller-Marahrens-Markowich-Sparber en el
trabajo [10] utilizando la misma funcién de costo que utiliza Hintermiiller
para analizar nuestro problema. La diferencia entre ambos trabajos radi-
ca en emplear un método completamente diferente para generalizar resul-
tados dada la falta de compacidad al trabajar en todo RY. Hintermiiller
prueba la existencia de un control 6ptimo usando la inclusién compacta del
espacio de energia en L*(RY) y en nuestra situacién, dado que la inclusién
HY(RY) — L2(RY) no es compacta, el método que utiliza Hintermiiller falla.
Pero utilizando resultados de compacidad, Lema y podemos derivar
la compacidad de la sucesién minimizante.

Nuestro problema sera considerar el funcional objetivo,

(13) F(u,0) = (u(T,.); Au(T}.)) 1 +%/O (E'(t))ther/o (@/(t))dt

donde u es soluciéon de la ecuacion de estado,¢ el parametro de control,
A+ H' — L? un operador lineal acotado, E la energia correspondiente a
la ecuacion de estado y 71 > 0,72 > 0 pardmetros dados. Pensemos este
funcional definido en algin espacio, A(0,7) que por ahora no definiré. El
problema de minimizacién que queremos resolver sera

F, = inf F(u, ¢).
(u,0)eA(0,T) ( ¢)

En primer lugar probaremos buen planteo de la ecuacién de estado (|1.2))
para los controles en H'(0,7'). Esto nos permitird considerar cada variable
de estado u = u(¢). Luego, estudiaremos la existencia de un minimizador
para el problema anterior. Esto lo mostraremos en el Teoremal[4.1]y gracias al
buen planteo global de nuestra ecuacién para cualquier dato inicial en H*(R)
podemos definir un funcional F(¢) para el cual analizaremos diferencialidad y



obtendremos el primer orden de optimalidad del sistema, esto lo mostraremos
en el Teorema .11

A continuacién, hacemos una descripcién breve de cada capitulo.

En el Capitulo 2, recordaremos definiciones, resultados conocidos de los
espacios de Sobolev, probaremos algunos resultados de compacidad que nos
garantizaran la existencia de una sucesiéon minimizante y por ultimo veremos
algunas estimaciones y resultados clasicos de la ecuacién de Schrodinger que
ultizaremos a lo largo de este trabajo.

En el Capitulo 3, veremos el buen planteo local de nuestro problema de
control que nos garantizard existencia de solucién global.

En el Capitulo 4, estudiaremos la existencia de un minimizador para
nuestro problema de control éptimo demostrando el Teorema [4.1]

En el Capitulo 5, estudiaremos la derivada y analisis de lo que llamaremos
ecuacion adjunta y luego la Lipschitz continuidad con respecto al control, lo
que nos permitira establecer condiciones necesarias de primer orden.
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Capitulo 2

Preliminares

2.1. Espacios de Sobolev

En esta seccion recordaremos definiciones y resultados conocidos de los
espacios de Sobolev que utilizaremos a lo largo de este trabajo. Todas las
definiciones podemos encontrarlas en [1], [2] y [4].

En lo que sigue consideraremos €2 un dominio en R¥ .

Definicién 2.1. Notamos con LP(€2) al espacio de funciones medibles a va-
lores complejos, cuya norma es finita. Es decir,

LP(QQ) = {u : 2 — C medibles, tal que (/ Hu(x)dex)% < oo} sip € [1,00)
0

y en el caso p = oo

lullr ) = essupq||ul]

Teorema 2.1. LP(2) es un espacio de Banach y L*(Q)) es un espacio de
Hilbert real cuando equipamos el espacio con el producto escalar

(.0} ey = e ([ atotaras

Podemos encontrar una demostracién de este teorema en [2] Theorem
2.16 y Corollary 2.18 .

Notamos C2°(€2) al conjunto de todas las funciones ¢ : 2 — R infinita-
mente diferenciables con soporte compacto en 2.

9
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Definicién 2.2. Sean u,v € L}, (). Decimos que v es la derivada débil de
u respecto de z; si

/Qu&vigbdx: —/quﬁdx

Observaciéon 2.1. Si existe una derivada bébil de u respecto de x;, entonces
es Unica. Y en tal caso notamos v = 0,,u.

para toda ¢ € C°(Q).

Definicién 2.3. El espacio de Sobolev W™?(Q) se define por
Wm™P(Q) ={u e LP(Q) : Du € LP(Q), |a] < m}.

Para u € WP(Q), notamos \yu = (0u, dau, ..., dyu) al gradiente de u en
el sentido débil.
El espacio W™P(Q) esta dotado de la norma:

lullwmo@ = Y 1D%ul|rey
|ar|=0

Cuando p = 2 notaremos con H™(Q)) = W™2(Q) y equipamos este espacio
con la norma equivalente:

N
o 1
lull iy = (O 1D 7202

|a|=0
Teorema 2.2. El espacio W™P(Q) es un espacio de Banach para1l < p < occ.
Podemos ver una demostracién de este teorema en [2] Theorem 3.3.
Observacién 2.2. H?(Q) podemos equiparlo con la norma equivalente
ull 20 = llullL2@) + | AullL2()-

Observacién 2.3. Cuando p = 2, H*(Q2) = W2(Q) es un espacio de Hilbert
con el producto interno:

N
(u, U>H1(Q) = <’LL, U)LQ(Q) + Z(aﬂb, aﬂ)>L2(Q)

i=1

con la norma asociada

N

1

lall e = (lullzzg) + Y 10ullze)?.
i=1
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Definicién 2.4. Sea F un espacio de Banach. Definimos el espacio dual de
E como:
E*={p:FE—R:¢ eslineal y continua}

Dada ¢ € E*, notamos (¢, z) g« g = ¢(x) para cada v € E

Definicién 2.5. Sea E un espacio de Banach. Decimos que E es reflexivo
si J(E) = E* donde J : E — E** es la inyeccién canénica J(x)(p) = p(x)
para toda ¢ € E*, que también notamos

(Jz,0)p~r = (P, T) g~ E-

Definicién 2.6. Diremos que un espacio normado (E,|.||z) es separable,
cuando exite un subconjunto H C F numerable, de manera que H resulte
denso en F.

Proposicién 2.1. El espacio W'(Q) es un espacio reflexivo paral < p < oo
y separable para 1 < p < o0.

Podemos encontrar una demostracién de este resultado en [2] Corollary
2.40 y Theorem 2.21 .

Corolario 2.1. El espacio H'(Q) es un espacio de Hilbert separable.

Definicién 2.7. Definimos el espacio Hj () = C’go(Q)”'HHl(Q).
Observacién 2.4. El espacio Hj () es un espacio de Hilbert y reflexivo.

Proposicién 2.2. Las funciones C2(RY) son densas en H(RY) entonces
H}(RY) = HYRY).
Podemos encontrar una demostraciéon de esta proposicién en [2] Theorem

3.22 y Corollary 3.23 .

Teorema 2.3 (Inmersiones de Sobolev). Sea Q un dominio en RY con fron-
tera Lipschitz continua, entonces:

1. H}(Q2) < L) para todo q € [2, %) con N > 2.

2. Si N =2, entonces Hy(Q2) — L%(Q) para q € [2,00).
3. H?(Q) < L*>(Q), N < 3.

Una demostracién de este teorema se puede encontrar en [2] Theorem
4.12, para el item 1 y 3, parte I, caso C, con pardmetros j =0, m =1, p =2
,caso Bcon j =0, m =1, p =2y para el item 3 basta con usar parte 1,
caso Aconm=2,p=2yq=o0.
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Definicién 2.8. Definimos el espacio H~1(Q) = (H}(Q))*, el espacio dual
de Hy(2). Es decir, f € HY(Q) si f: H}(Q) — R es lineal y continua.

Notaremos (, ) -1 g1 al par dual entre H~(Q) y Hg(Q).
El espacio H~1(2) esta dotado de la norma:

||f||H*1(Q) = sup (f, u>H*1,Hé'
ueH&(Q):HUHHé(Q)Sl

Definicién 2.9. Sean X e Y dos espacios de Banach, X C Y diremos que la
inclusion es continua, cuando el operador inclusiéon lo sea. Es decir, siempre
que:

|lz|ly < Cl|z||x (x € X) para alguna constante C.

Definicién 2.10. Sean X e Y dos espacios de Banach, X C Y. Decimos
que X estd compactamente contenido en Y y lo notaremos como X CC Y.
Cuando el operador inclusién sea un operador continuo y compacto. Es decir,
si se verifica:

i) ||lz]ly < C|lz|]|x (z € X) para alguna constante C.

ii)Cada sucesién en X es precompacta en Y.

Observaciéon 2.5. Equivalentemente podemos decir que X esta compacta-
mente contenido en Y si para toda sucesion acotada en X existe una subsu-
cesion convergente en Y.

Proposicién 2.3. Las siguiente inclusiones son continuas:
HYRY) ¢ L2(RY) ¢ HTYRY).
Haremos una breve demostracién de este corolario.

Demostracién. Es facil ver que H'(RY) c L%(R") continuamente.
En efecto, dada u € H*(R")

N
lulFaery < lullfagny + D 10wulze = llullz.
i=1
Ahora para ver que L?*(RY) ¢ H'(RY) continuamente. Sea u € L?(R")
consideremos T, : H' — R dada por T, (v) = (u, v) 2.
Asi, por abuso de notacién decimos

lullg— = Tulla— = sup  [(u,0)p2|.
v€H1:||v||H6:1
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Entonces, por Cauchy -Schwarz

Jullz-+ < sup  (Jull2flollz) < sup (fullzellolla) = [lull 2.

vEleHvHHézl UGHl:HvHHé:I

Observacién 2.6. Algunas propiedades ttiles del espacio H () :

1. De la inclusién densa de C°(Q) < HJ(2) deducimos que H () es
un espacio de distribuciones. Ademaés se sigue de la inclusion densa
H}(Q) — L*(Q) que L*(Q) — H'(Q) y entonces es densa también.
En particular C2°(Q) es denso en H~(Q).

2. Dado ¢ para el cual H}(Q) <= L9(Q) resulta que L (Q) — H'(Q) y
la inclusién es densa (ver teorema de inmersiones [2.3)).

3. Aunque H}(Q) es un espacio de Hilbert, en general no se identifica
H=Y(Q) con H}(Q). Se identifica en vez, L*(2) con su dual.

Hy () = L*(Q) ~ (L*(Q))" = H™(Q).

De modo que, H~(£2) se convierte en un subespacio de (C°(Q))* que
contiene a L?(Q).

En particular, si u € H3(Q) y v € L*(£2) entonces

(v, 411 = Re ( / u(x)mdx) — (0, u) 0.

Esto muestra que

(2.1) |ul|Z2 < Cllullga|ull -+ para toda u € HY(Q)
Veamos (2.1)). Sea v € H}(2) u # 0, si consideramos v = m, tene-
mos que [[v|| gz = 1. Luego por definicién de norma:
u
lullg— =" sup  (u,0)g-1pg > (U, 7)1
vEH o]y =1 HUHH(}
2
u u
—u, Ty = 1l
[l g [l g

= lulla-sllullmg > [lull7:

y si u = 0 la desigualdad es trivial.
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4. Veamos que se tiene la identificacion (LP(2)) ~ L¥'(Q) para 1 < p < oo

con p’ tal que %—k}%: 1.

Consideremos para cada elemento, v € L () el funcional T, en LP(f2)
dado por

T,(u) = /u(a:)v(a:)da:, u € LP(Q).

Por la desigualdad de Hélder tenemos que |T,(u)| < ||lull,||v],, por lo
que T, € (LP(Q))* y es claro que || T,|| < ||v||y-

Veamos que este operador es una isometria, es decir, que la desigualdad
anterior es una igualdad.

Para 1 < p < oo consideramos
u(r) = ’U(iﬂ)fp/_%(x) si v(z) # 0y u(x) = 0 en otro caso

Es facil ver que u € LP(Q2) y que T, (u) = ||ul|,||v||,-

Parap =1y p = oo si [[v]|y = 0 = u(x) = 0. En otro caso, sea
0 <€ < ||v]|oo ¥ A un subconjunto medible de 2 tal que 0 < u(A) < 0o
y |v(x)| > ||v]] — € en A. Sea u(x) = % en Ay u(zx) = 0 fuera de A.
Entonces u € L'(Q) y T,(u) > |ulli(|v]ls — €).

Esto muestra que ||T,|| = ||v||,s es decir, el operador L : v +— T,, es una
isometria de LP'(Q) en (LP())*.

Resta ver que es un isomorfismo. Es decir, queremos probar que cada
funcional lineal en (LP(2))" es de la forma T, para algin v € LP'(Q)
con 1 < p < oco. En efecto, si p = 2 es una consecuencia inmediata del
Teorema de Representacion de Riez y para p general podemos basarnos
en una prueba de Radon-Nykodym en [7], Theorem 6.16.

. Més generalmente, sea p tal que H}(Q2) € LP(Q) (ver Teorema de in-

mensién [2.3). Por el item 2, ¥ ~ (L?) ¢ H™".

Luego, dado v € H-Y(Q) , si u € L”(Q), el producto de dualidad
(u, v}H_1,H5 se puede pensar como el producto de dualidad de (u, v) sy, L

y usando la identificacién LP ~ (L)’ se tiene

<U7U>H—1,H3 = (u,v)(u,/)’m = (U, v) 2

Donde, en esta tltima desigualdad identificamos @ € L? con u = T} en

(LP),
Ti(v) = Re (/ m) = (i1, v) 2.
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Teorema 2.4 (Desigualdad de Gagliardo - Niremberg). Sean 1 < p,q,r < o0
y sean j,m dos enteros, tal que 0 < j < m. Si

1 j+ (1 m)+1—a
- = 2 al— — —
p N r N q
para a € [L.1] (a < 1 sir >1ym—j— =0) entonces existe

C(N,m, j,a,q,7) tal que

D D%l < CCY 1D ullar)ull "
|| =5 lo|=m

para toda u € C*(RY).

Ver [4] Theorem 1.3.7.
Usaremos repetidamente las siguientes desigualdades.

Corolario 2.2. Pama:% con p > % yp=>1,r =2, qu,ﬁszTp,
J=0,m=1 tenemos:

) N 2p-N
(2.2) lell” 2o < Cllullgallull " -
Pama:% conoc>0yNo<2,r=2,q=2,p=20+4+2,7=0,m=1
tenemos:
(2.3) lull7552 < Cllull g lull75 "

Corolario 2.3. Para los escalares como en el Corolario [2.9 se deduce facil-
mente que
[ull L2o+2 < Cllul .

Teorema 2.5 (Desigualdad de Young). Sean a,b >0, p, ¢ > 1,
entonces

D=

a? b
ab < — + —.
p q

Podemos encontrar una demostracién de esta desigualdad en [I] Appen-
dice B2.c.

Teorema 2.6 (Desigualdad de Holder generalizado). Dadas f; € LPi con
pi, >0, 1 <1<k st

entonces

[ faeFelle < WA llpull F2llpn oo [ il
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También en [I] Appendice B2.g podemos encontrar una demostracién de
este teorema.

Definicién 2.11. Sean M, N espacios métricos y E el conjunto de aplica-
ciones f : M — N. El conjunto E se dice equicontinuo en el punto a € M
cuando, para todo € > 0 existe un § > 0 tal que d(x,a) < ¢ implique que
d(f(z), f(a)) < € para cada f € E.

Si E es equicontinua en todo punto de M diremos que E es equicontinua
en M.

Teorema 2.7 (Arzela- Ascoli). Sean M, N espacios métricos, con M sepa-
rable, y N completo. Sea E C C(M,N) una familia equicontinua tal que
para cada © € M, {f(z)|f € E} es compacto en N. Entonces toda suce-
sion (f,) C E tiene una subsucesion (f,,) que converge puntualmente a
f€C(M,N) y la convergencia es uniforme en cada compacto de M.

Podemos encontrar una demostracién en [6] Appendice A5.

Definicién 2.12. Sea E un espacio de Banach y E* su espacio dual. Sea
(n)nen una sucesién en E, notaremos por x, — z la convergencia de z,, a =
en la topologia débil o(FE, E*), es decir, diremos que

x, = xsiysolosi (f,xn)pr — (f,2)p B
para toda f € E* donde, como antes (f,z)p- p = f(2).
Teorema 2.8 (Banach - Alaoglu). Sea E un espacio normado y
Bg ={fe€ E":|If| <1}
Entonces B+ es compacta en la topologia débil.

Podemos encontrar una demostraciéon de este teorema en [3] Teorema
3.16.

Teorema 2.9 (Rellich - Krondrachov).
H'(0,T) < L*(0,T) es compacta.

Una desmostracion de este teorema se puede encontrar en [2] Theorem 6.3
parte I, con j =0, k=1, m=1,p=2,n=1,1<¢q < 0.

Consideremos ahora un intervalo abierto I € R y un espacio de Banach
X equipado con su norma ||.|.
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Definicién 2.13. Definimos por C,(I, X) al conjunto de funciones u : I — X
continuas con soporte compacto. Dotado de la norma:

lulloarx) = méx flu(?)]|x.

Definicién 2.14. Definimos el espacio LP(1, X') como el cunjunto de funcio-
nes medibles u : I — X tal que la funcién

t — ||u(t)|| pertenece a LP(I)

Asi, el espacio LP(I, X) queda dotado de la norma

i,
fullir = ([ IOy sip < o
I

[l r,x) = esssuprer|[u(t)]|x-
En adelante trabajaremos con I = [0, T].

Definicién 2.15. Andlogamente definimos el espacio de Sobolev W1 (I, X)
como el conjunto de todas las funciones u € LP(I, X) tal que v’ existe en
sentido débil y pertenece a LP(I, X).

Dotado de la norma

lullwrex) = [Jullera.x) + 1@ erx) si 1 < p < oo
Observacién 2.7. Escribimos asi H'(I, X) = Wh?(I, X).

Teorema 2.10. Sea u € WHP(0,T; X) para algin 1 < p < oo Entonces:
iJu € C([0,T]; X) (eventualmente, después de ser redefinido en un con-
Junto de medida cero).
i) u(t) = u(s) + fst ' (T)dT para todo 0 < s <t <T.
iii) Ademds, se tiene la siguiente estimacion:

i [u®)llx < Cllullwspr

y la constante C' solo depende de T.

Se puede ver una demostracion de este teorema en [1] Seccién 5.2.9 Teo-
rema 2.
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Teorema 2.11. Supongamos queu € L*(0,T; H}(U)) conu' € L*(0,T; H*(U)).
i) Entonces

u € C([0,T); LA(U))
(eventualmente, después de ser redefinido en un conjunto de medida cero).
it) La funcion
t = Ju)z2w)
es absolutamente continua, con

%Hu(t)n%z(m = 20/ (#), u(t))

para casi todo t € [0,T].
i11) Ademds tenemos la siguiente estimacion

féx ut)llzzw) < Clllull 2oy + 14l z00m-1wp)
con C' una constante que depende sélo de T.

Podemos ver una demostracion de este teorema en [I] Seccién 5.9.2 Teo-
rema 3.

Definicién 2.16. Definimos los siguientes espacios de Banach

C’bﬁu(f, X) = {u : I — X uniformemente continua y acotada con la topologia uniforme}

Cy (I, X) ={u: T — X, cuya derivada de orden j pertenece a Cy, (I, X)
para todo 0 < j < m}.

Este espacio estd equipado con la norma de W ([, X).

C™(I,X) ={ue Cy, (I, X) tal que
fullne = a4+ supt = 5| () = ()} < oo
Corolario 2.4. Se desprende facilmente del Teorema[2.10 que:
WH(IL, X) < Cyu(I, X)
y que st p > 1 entonces
W, X) — C%*(I, X)

p—1

con o = —=.
p
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Proposicién 2.4. Asumimos X reflexivo y sea f € LP(I,X). Resulta que
feWlP(I,X) siy solo si existe o € LP(I) y un conjunto N de medida cero
tal que

1) — F(s)] < | / o(o)do| ¥ st €1~ N,

En ese caso,
Hf/HLP(I,X) < ||90||Lp([).

Ver [4] Proposition 1.3.12.

Observacién 2.8. Aplicando la Proposicién se puede mostrar los si-
guientes resultados:
i) Sea X reflexivo, y f : I — X Lipchitz continua y acotada. Resulta que

feWt (LX) y [|f'le,x)-

ii) Sea X reflexivo y que 1 < p < oo. Sea (fn)nen Una sucesién acotada
de WHP(I, X) y sea

f:Il—X:f,(t)— f(t) en X si n— o0
para casi todo t € I. Resulta que:

FEWMLX) v | flwroqrxy < Hminf | fllwose ).

iii) Sea X reflexivo y que 1 <p < ooy sea f € LP(I,X). Si existe K tal
que para todo J CC I y todo |h| < d(J,0I) tal que

1FC+h) = FOllrx) < KRl

Entonces
FewW (L, X)y |f lrax) < K.

Ver [4] Remark 1.3.13.

2.2. Compacidad

En esta secciéon demostraremos algunos resultados que nos permitiran
probar resultados de compacidad en ciertos espacios de funciones.

Proposiciéon 2.5. Sean X — Y dos espacios de Banach. Consideremos
x € X yuna sucesion (Tn)ney C X. Six, — x en X, entonces x, — x enY.
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Demostracion. Probemos algo més general:

Sean X,Y dos espacios de Banach. A € L(X,Y). Si (z,) C X, z, = =
en X. Entonces Az, — Az en Y.

Seay € Y* ¢y : Y — K lineal. Entonces 3 0 A : X — K lineal, es
decir, yo A € X*.
Por definiciéon de convergencia débil, tenemos que:

(Z/;Axr)y*y = <y’ oA, l‘n>X*X — <3/ © A7x>X*X = <Z/,A13>Y*Y
por lo tanto Ax,, — Ax en Y.

En particular, si A =1 la inclusién canoénica 2 : X — Y tenemos que si
r, — x en X entonces r,, — x en Y. Lo que demuestra nuestra Proposicién.
O

Proposicién 2.6. Sean X — Y dos espacios de Banach. X reflexivo. Sea
yeY, (x,) C X una sucesion acotada. Si x, — y en Y, entonces y € X y
T, =y en X.

Demostraciéon. Veamos primero que y = x € X:

X es reflexivo y (z,,) C X acotada, por lo tanto admite una subsucesién
débilmente convergente.

Es decir, existen z € X y (z,,) C X tal que z,, — = en X cuando
k — oo

En particular, por la Proposicién 2.5 se tiene que x,, — x enY.
Por hipétesis sabemos que z,, = y en Y, por lo tanto z,,, = yenY y
por unicidad de limite débil tenemos que = = y.

Resta ver que z,, = y en X:

Sea ' € X* , como X < Y por Hahn Banach, sabemos que 2’ se puede
prolongar a una aplicacién lineal y continua de Y en R, es decir, 2’ € Y*.
Ademés, (z,) C X CY.

Luego:

(@ ) xox = (@, xp)yy — (2 y)y~y = (&', y)x~x pues hemos visto
que y € X.
]
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Proposicion 2.7. Sean X — Y dos espacios de Banach y sea I C R abierto
y acotado. Sea v : I — Y débil continua. Si X es reflexivo y existe un
subconjunto denso E de I tal que u(t) € X Vt € E ysup{||u(t)||x,t € E} =
K < oo entoncesu(t) e X Vtel yu: I — X es débil continua.

Demostracién. Seat € I (en particular t € E) y (t,)neny C E tal que
t, —ten I CI.

Como u : I — Y es débil continua, se tiene u(t,) — u(t) en Y.

Si x, = u(t,), como t, € E para todo n € N resulta que z,, € X para
todon € Ny u(t) € Y.

Luego, por ser X es reflexivo, se deduce de la Proposicién 2.6, que u(t,) —
u(t) en X y u(t) € X.

Ademés, para todo t € I, ||Ju(t)||x < liminf [Ju(t,)||x < K.

Luego, sup{||u(t)|x,t € I} < K.

Hemos visto que u : I — X y sup{||lu(t)||x,t € [} < K.
Veamos finalmente que u es débil continua en X para todo t € I:

Sea (s,),s € I tal que s, — s, como u es débil continua en Y tenemos
que:

u(s,) = u(s) enY y al ser X reflexivo, por la Proposicién 2.6, concluimos
que:

u(sp) — u(s) en X y u(s) € X.
[

Lema 2.1. Sean X — Y dos espacios de Banach y sea I un intervalo abierto
y acotado de R. Sea (uy,)nen una sucesion acotada en C(I1,Y). Asumimos que
un(t) € X para todo (n,t) € Nx I y que Sup{||u,(t)|],(n,t) e NxI} =K <
00. Asumimos ademds que (u,) es uniformemente equicontinua en Y.

(i.e¥ € >0 existe 6 > 0 tal que ¥ n,s,t € NxI XTI ||u,(t)—u,(s)||y <e
si|t—s|<d).

Si X es reflexivo, entonces existe una funcion u € C(I,Y) débilmente
continua de I — X y una subsucesion u,, tal que u,, (t) — u(t) en X si
k—oo V tel

Demostracién. Como X es reflexivo y (u,(t)) es una sucesién acotada en
X para todo t € I. Existe un funcional v : ] — X y una subsucesién
(un, (t)) tal que uy,, (t) — u(t) en X.

Consideremos (t,)nen una numeraciéon de Q N I y veamos que existe una
subsucesién, tal que u,, (t;) = u(t;) (k - o00)en X Vjconu: QNI — X.
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E =QnN I es un denso numerable de I.

Como u,(t) € X V (n,t). En particular para t; € F,u,(t;) € X para
todo n € N y es una sucesion acotada en X reflexivo. Por lo que existe una
subsucesion débilmente convergente, que llamaremos (uy, ;(t1));.

Para ty € E, (un,;(t2)); también resulta acotada y por lo tanto admite
una subsucesién débilmente convergente, que llamaremos (uy,;(t2));-

Notemos que la sucesién (un,;(t1)); también converge débil por ser una
subsucesion de (uy, ;(t1));-

Luego, siguiendo este procedimiento, construimos sucesiones para todo
k € N tal que (un,+1;(t1)); es subsucesion de (u,,;(t)); ¥y que (un,;(t)); es
subsucesién de (un,;(t1)); V k,l € N.

Definimos la sucesién diagonal u,(t;) = (un,;(t;)); la cual verifica que:

Unk(t;) =~ u(t;)en X V jeNconu: B — X.

Como X — Y son Banach, por la Proposicién , se tiene que up(t;) —
u(t;) en Y.

Veamos que u se puede extender a una funcién continua de I — Y:

Sea t € I, por densidad existe (t,;) C E tal que t,; — t. Veamos que
u(t,;) converge:

s(u(tn;)) C Y completo. Si vemos que es una sucesién de Cauchy, tendra
limite y tal limite caera en Y.

Sea € > 0 por la equicontinuidad uniforme de las (u,) existe § > 0 tal que
S |tk — tnj| < 0 se tiene que ||ung(tnk) — Unk(tnj)|ly < €.

Luego [[u(tur) — w(tng)lly < Uminf ||wnr(tnr) — wnk(tnj) |y < e

Por lo tanto u(t,;) converge en Y y asi podemos definir U : I — Y de
forma continua de la siguiente forma:

u(t) si teE
v = { im0 u(ty;) con t,; —tsino

Veamos que U estd bien definida y que efectivamente es continua.
Buena definicién:

Seat € Iy (tn)), (sn;) C E tal que t,; =ty s,; — t cuando j — 0.

Por la equicontinuidad uniforme de las (u, ) sabemos que existen los limi-
tes de (u(tn;) ¥ (u(sny)):

Sea U(t) = lim;_,o u(t,;) y veamos que es el mismo limite de la sucesion
U(Sp;j)-

Dado € > 0 podemos suponer que existe d > 0 tal que
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tn; — Snjls [tnj — t|, |snj — t| < 0 para j suficientemente grande.

[ulsns) = U@)lly = l[ulsn;) = ultn;) + ultn;) = U#)lly

< lulsng) = wltng)ly + [Jultng) = U @)y

< Hinf {[ung (n5) = wnk (tng) ||y + lu(tng) = U]y
<e€/2+¢/2=¢.

N

Luego
U(t) = im u(t,;) = lHm u(s,;).
J*)OO ]‘)OO
Ahora veamos que U es continua:

Como u : F — X es continua para todo s € E. Se tiene que para todo
sel

limu(t) = U(s).

t—s
Dados s € I y € > 0 existe d > 0 tal que, para t € E, |t —s| <6
= ||lu(t) = U(s)|ly < €/2.
Veamos que para todo 5 € I con |5 — s| < § tenemos que
IU(S) = U(s)lly <e
Sea (Sp)nen C E tal que s, — 3. Sin pérdida de generalidad podemos

admitir que

|sp —s] <dVneN.

Por lo tanto
|U(s) —u(sp)lly <€/2V n.

Luego, como
U(s) =limu(t),= lim u(s,)

t—s n—o00

se sigue que:

|UE) — U(s)|ly < liminf ||u(s,) —U(s)|ly < €/2 <e.

Por abuso de notacién llamaremos a U como u.
Luego u € C (1,Y) y estd bien definida. En particular, u es débilmente
continua de / — Y es decir, si t,, — t = u(t,) — u(t) en Y.
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Como X es reflexivo, por la Proposicién se tiene que, u(t) € X y
u(t,) = u(t) en X es decir, u es débilmente continua de I — X y ademads

Vitel, |lul)|x <lminf||u(t,)|x < K.

Resta ver que para todo ¢ € I la sucesion (u,;(t)); converge débil a u(t) en

X:

Para cada t € I existe (t;) C E tal que t; — t cuando j — oc.
Seay € Y*,e>0

| <y g (t)—ut) >yey | < | <Y Unk(t)—tunk(t;) Syey |+ <Y ult)—ult;) >y-y

+ ’ < y’,unk(tj) — u(t]) >yry ‘
Por la equicontinuidad uniforme de las (u,) y la continuidad de u, el
primer y segundo término del lado derecho en la desigualdad anterior es

menor o igual que €¢/3 para j suficientemente grande; y el tercer término,
como

Unk(tj) = u(t;) en Y para todo j
también serd menor que €/3 para j suficientemente grande.
Luego
| <9 unp(t) —u(t) >ywy | — 0 si k — o0
ie up(t) — u(t) en Y y por la Proposicién 2.6 w,x(t) — u(t) en X.
O

Lema 2.2. Sea I un intervalo acotado en R y (u,)nen una sucesion acotada
en L=(1, Hy)NW>(I, H™"). Entonces, evisteu € L>®(I, Hy)NW>(I, H™")
y una subsucesion (un, )ken tal que para cada t € I, ui(t) — u(t) en Hy.

Demostracién. Aplicaremos el Lema con X =H'eY =H"'
Veamos que estamos bajo las hipotesis del lema:

X — Y, pues H — H~! por el Teorema [2.3|y H! es reflexivo. Ademés
I = [0,T] y por el Corolario tenemos que Whe(I, H=) c C(I,H™),
lo que implica que (u,)ney € C(I, H™') y es acotada por hipétesis. Resta
ver que es uniformemnte equicontinua en H~!. En efecto, Como u, € es
una sucesion acotada en L*°(I, H}) N Wh=(I, H™!), existe C' > 0 tal que
|(wn)e]| -1 < C uniformemente en n y t. Si s < t, sabemos que

Un(t) — up(s) = / (wp)¢(r)dr



2.3. ESTIMACIONES 25

= [lun(t) = un(s)|a—1 < / [(n)e ()| -1dr < Cls =],

Luego, dado € > 0 alcanza con tomar 0 < 5.

En consecuencia, por el Lema . Existe una u € C’(T, H™1), que es
débilmente continua de I — H; y una subsucesion (uy, )ren tal que para
cada t € I, uni(t) — u(t) en X = H' cuando k — oo.

Por la Observacién al estar (u,) acotada en W>(I, H ) y u: T —
H™! tal que u,(t) ~u(t)en H ' = ue WH(I,H ) y

el a2y < T gl 1.2y < 0.

Asi, u,(t) = u(t) en H' y w e LI, H')NWhH>=(I, H™') lo que termina
la demostracion.

]

2.3. Estimaciones

A continuacién definimos A como un operador lineal de H! en H~ !y
probaremos algunas estimaciones que usaremos a lo largo de este trabajo.

Observacién 2.9. Definimos A : H' — H~! como un operador lineal y
continuo. Notemos que para v € H*(RY) queda definida la forma lineal,
Tay : HYRY) — R por

Tau(0) = (B, o)1 = ~Fe [ GuTo

Sin olvidar que podemos escribirla asf porque estamos usando : (Hj)* = H !
y HY(BY) = H'(RY).

Con esta definicion y por abuso de notacién tenemos que:

Para v € H', Au € H !,

lAull g = [ Taullas = sup (A, 0) i1 ],
vEH(RN)/[[o]l 1 vy =1

Veamos que efectivamente es continuo:
Para ello probaremos que [|Aul|g-1 < ||u||g:
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Sean u,v € H*

(Au,v) -1 = —Re/vu% = —(Vu, Jv) 2

< I ullzz@my | 7 oll 2@y < llulla ol g

Entonces tomando supremo sobre v € H! tal que ||v||z: = 1 tenemos que

(2.4) |Au|| -1 = sup (A, v) g1 1| < ||| g

'UEleH'UHlel
Lo que muestra que A € L(H*, H™').

Observacién 2.10. Parau € L>(0,T; HY)NWH>=(0,T; H™'). Se tiene que:

(2.5) lu(t) —u(s)||z < Ct — s]% para todo t,s € (0,7).
Demostracion. Veamos (12.5)): Usando ({2.1))

lut) — () 32 < flu(t) = w(s) s u(t) — () -
< 2lfu oomym ult) —u(s)[l-1 < 200t — 5|

Esta tltima desigualdad es por la inclusion W1 «— C%! ya que

[[u(t) — u(s)lla—

|t = s

S HUHCU«l((O,T),Hl) S Huuwl,oo((()’T)’H—l) para tOdO t ;é S

Entonces,
Ju(t) = u(s)|z-+ < CJt — 5]

y por lo tanto
lu(t) —u(s)||z < C|t — 5]% para todo t,s € (0,7).
[

Probaremos a continuacion una acotacion que nos permitira trabajar con
la no linealidad |u|?*"u.

Observaciéon 2.11. Para todo z,w € C se tiene que:

12172 = [w[*"w] < C(|z[*" + [w]*)|z — w].
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En efecto:

|2aw| — “Z|2crz o ]z|2“w + |Z|2aw o |w|2aw’

< ||2[*72 = [2[*w| + ||2[*7w — [w[*w|

= [2[*7]z — w| + Jwl [[2[*" = Jw]*] .

12172 = |w

Por Lagrange tenemos que si x,y € R
|27 —y*7| = 2067z —y)| < 20/¢* o —y| < 20(méx(|z], [y]))* e —y]

con ¢ € int(x,y).
Luego si z = |z| e y = |w| tenemos que:

21272 — wl*w| < |2|* |z — w| + |w|||z|* = |w|*
2| |w| <
< 2% |z — w| + |w|20(max(|z], |w]))? Y| |z] — |w]|

< 27z — w| + [w]20 (méx(|z], [w]))* |z — w].

Podemos suponer que |w| > |z| ya que el problema es simétrico en el caso
contrario. Asi tenemos:

2|7z — lw|*"w Z z—w|+ |w|2c|w|”” Tz —w
21772 — w7 w| < [2]*7] | + |[w]20]w[* | |
= |z — w|(|2]* + |w|*20)

< méx(1,20)|z — w|(|z[* + [w]*).

2.4. Existencia de solucién en H!

A continuacién daremos algunas definiciones y resultados de existencia
de soluciéon de la ecuacién no lineal de Schrodinger que se pueden encontrar
en el capitulo 3 de [4].

Sea 2 C R¥Y abierto.

Definicién 2.17. Dada ¢ una no linealidad, consideramos el problema a
valores iniciales

iug + Au+g(u) =0 , (t,z) €[0,00) x Q

(2.6) u|39 =0
u(0,x) = up(x)

Consideramos g € C(HL(Q), H (), up € H}(Q) y un intervalo I tal que
0el.
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Decimos que u es una solucién débil en H} de (2.6) en I si u verifica (2.6))
en H1(Q) para casi todot € I'y

we L%(I, HY(Q)) N Wh=(I, H~Y(Q)).

Y decimos que u es una solucién fuerte en Hj(Q) de (2.6) en I si u verifica
[2.6) en H71(Q2) para todot € Iy

uwe C(IL,Hy(Q))NCHI, H1(Q)).

En nuestro caso, la no linealidad es g(u) = |u|*’u + ¢(t)Vu, con V =

Vi+ Vo, Vi€ LP, Vo€ L™

Observacién 2.12. = Siu € L®(I, Hy(Q))NWh(I, H™') entonces u €
C(I, L*(Q)) y asf tiene sentido la condicién u(0) = uy.

» Sea u € L>(I,H}(R)). Si g(u) € L*(I,H(Q)) (o si g: HI(Q) —
H1() es acotado en subconjuntos acotados) entonces Au + g(u) €
L>(I,H(Q)) por lo tanto, si u satisface iu; + Au + g(u) = 0 en
sentido distribucional, entonces u € Wt (I, H~1(Q)). Ademds si u €
C(I, H}(2)) satisface ju; + Au + g(u) = 0 en sentido distribucional,
entonces u € C'(I, H1()).

Definicion 2.18. Diremos que u continua en I con 0 € I es una mild solu-
tion del problema a valores iniciales ([2.6) cuando es solucién de la ecuacién
integral

u(t) = U(t)ug +i/0t U(t — s)g(u(s))ds para todo te€ .

donde U es el grupo de isometrias generado por iA en H!.

Proposicién 2.8 (Férmula de Duhamel). Sea I un intervalo tal que 0 €
I, g€ C(HNQ),H () yuy € H}(Q). Si g es acotada en subconjuntos
acotados y u € L>®(I, H}(Q)). Entonces, u es una solucién débil en Hj(§2)
de (2.6) en I siy solo si

(2.7) u(t) = U(t)ug + 1 /Ot Ut —s)g(u(s))ds ctp tel.

La funcion w € C(I,H}(Q)) es una soluciodn fuerte en Hy(S) para (2.6)
en I si y sélo si satisface (2.7) para todo t € I, donde U es el grupo de
isometrias generado por iA.
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Definicién 2.19 (Unicidad en H'). Consideramos g € C(H}(2), H'(Q2))
decimos que hay unicidad en H'(Q) para el problema si dada cual-
quier ug € Hy(Q) y cualquier intervalo I tal que 0 € I, si cualesquiera dos
soluciones débiles en H} de (2.6]) coinciden en 1.

Definicién 2.20 (Buen planteo local en Hj). Consideramos g € C'(HJ(2), H1(Q)),
decimos que el problema a valores iniciales ([2.6]) estd localmente bien plan-
teado en H} (1) si valen las siguiente propiedades:

» Hay unicidad en H'(Q) para el problema (2.6)).

» Para cada ug € H}(Q) existe una solucién fuerte en H} () que se define
en un intervalo maximal (=T nin, Tinaz) con Thae = Tinax (o) € (0, 00]
y Tmzn = Tmm(u()) € (07 OO]

= Se tiene la alternativa blow-up: si T},.. < 00 entonces

M [u()]| 1 = +oo.

(respectivamente si T},,;,, < 00, entonces limy 7, . [|u(t)|| g = +00)

= La solucién depende continuamente del dato inicial, es decir, si u? — g
en HY(Q) y si I C (—Tomin, Trnaz) €s un intervalo cerrado, entonces la
solucién maximal u, de con condicién inicial u,(0) = u? estd
definida en I para n suficientemente grande y satisface que u,, — u en
C(I, Hy ().

Observacién 2.13. » La propiedad que (—Tnin, Tmaz) €s el intervalo
maximal de existencia, significa que si I es un intervalo tal que 0 € [ y
existe solucién fuerte en H} de (2.6) en I, entonces I C (—Trnin, Trnaz)-

n Si Thae < 00 (respectivamente T,,;, < 00) entonces por la alternativa
blow-up

lim ||u(t = +oo ( respectivamente lim ||u(t = +00).
JJin Ju@) i = +o0 (respectivamente lin [u(t) i = +o0)
En este caso se dice que la solucién u explota en T}, (respectivamente
—Tnin)- Si Thae = 00 se dice que la solucién es positivamente global.
En este caso, la alternativa blow-up no dice nada sobre la limitacion de
||u|| g1 cuando t — oo.

= La propiedad de la dependencia continua implica que las funciones 7,
¥ Tonin son semicontinuas inferior de Hj () en (0, oo].
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Concluimos que la nociéon de buen planteo requerida es bastante fuerte,
dado que se requiere, unicidad, la alternativa blow-up y la continua depen-
dencia.

En nuestro problema consideraremos 2 = RY donde también valen los
resultados del capitulo 3 de [4].

Teorema 2.12. Consideremos A un operador C-lineal, autoadjunto, < 0 en
L*(Q) con dominio en H*(Q) y A la extension de A a H=2(2). Sea 7(t) el
grupo de isometrias generado en H=2(Q2), H~Y(Q), L3(Q), H'(Q) o H*()
por el operador iA. Asumimos que g : L*(Q2) — L*(Q) es Lipschitz continua
en subconjuntos acotados de L*(Q) y que eriste G € C*(HY(Q),R) tal que
G'(z) = g(x) para todo x € H*(Y). Asumimos también que

1. {g(z),ix)2(q) = 0 para todo = € L*(Q).

2. Para cada x € H'(Q), sea

1 1
E(z) = (l2llh @ = #i2) — Gl@) = =5 (A, 2)120) — G(2)

tal que E € CY(H'(Q),R) y E'(z) = — Az — g(x) € H1(Q).
Entonces para cada x € L*(Q) existe una tnica solucidn u del problema

ue C(R,L3(Q))NCYR, H2(Q))
(2.8) iuy + Au+ g(u) =0 , teR
u(0) ==z

y ademads valen las siquientes propiedades:
o ||u(t)| 22 = |12l L2 para todo t € R (conservacion de carga).

» Sixz € H' entonces u € C(R, H'(Q)) N CY R, H () y E(u(t)) =
E(z) para todo t € R (conservacion de energia).

» Six € H? entonces u € C(R, H*(Q)) N CY(R, L*()).

El teorema anterior no se puede aplicar a nolinealidades como la nuestra,
ya que no es Lipschitz en acotados de L?, por eso enunciaremos el siguiente
teorema mas general.

Teorema 2.13. Sea g = g1 + .... + gi donde cada g; satisface las siguientes
propiedades para algunos exponentes r;, p;:

1. g =G para alguna G € C*(H}(RY),R). En particular g € C(HE(RY), H (RY)).
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2. Existenr,p € 2, 2%) (r,p € [2,00] si N = 1) tal que g € C(H{(RN), L' (RN)).

3. Para cada M < oo existe C(M) < oo tal que
lg(v) — g(u)|| .y < C(M)|jv—ullzr para todo u,v € HE(RY)
tal que [Jullg + ||vllm < M.
4. Para cada w € HY(RY), Im (g(u)u) = 0 a.e en RY.

Sea G =Gi1+..+Gy y E = E1+...+ Ey. Para cada M > 0, existe T(M) > 0
con la siguiente propiedad. Para cada o € H}(RYN) tal que ||¢||m < M existe
u solucién débil en H} de

(2.9) { iug + Au+g(u) =0

u(0) = o(x)

en [ = (-T(M),T(M)) Ademds ||UHL°°(—T(M),T(M)),H1) S 2M 5 ||u(t)HL2 =
lellzz, E(u(t)) < E(p) para todo t € (=T(M),T(M)).

Observemos que el teorema anterior nos da existencia pero no unicidad de
solucién. A continuaciéon enunciaremos un resultado por el cual, asumiendo
unicidad de solucién, tendremos buen planteo local en H*.

Observacién 2.14. El operador A representa un observable fisico, con spec(A) C
R. Un ejemplo serfa A = P, — 1 donde P, denota la proyeccién ortogonal
sobre p € L{RN). Asf

<U(T, '); AU(T, '))LZ(RN) = |<U<T7 ')7 (10(')>L2(]RN)‘2 — 1
Usando el hecho que |[u(T,0)| 2@~y = 1.

Teorema 2.14. Sea g = g1 + .... + gi donde cada g; satisface las siguientes
propiedades para algunos exponentes r;, p;:

1. g =G para alguna G € C*(H}(RN),R). En particular g € C(HY(RY), H-H(RY)).
2. Ezistenr,p € [2,255) (r,p € [2,00] si N = 1) tal que g € C(H}(RN), L (RY)).
3. Para cada M < oo existe C(M) < oo tal que
lg(v) = gl < C(M)llv = ullz  para todo u,v € Hy(R™)
tal que Jull + o]l < M.

4. Para cada v € H}(Q), Im (g(u)u) =0 a.e en RY.
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ysea G=G1+..+Gyy E=FE+..+4+ E,. Asumimos ademds que tenemos
unicidad para el problema

iug + Au+ g(u) =0
2.10
(210 TR
Entonces (2.10) estd localmente bien planteada en H}(RY) y que se tiene
conservacion de carga y energia. Es decir, |[u(t)||2 = |l¢ll2 v E(u(t)) =

E() para todo t € (—Tonin, Tinaz) donde u es la solucion de (2.10) con valor
inicial p € HY(RY).

Observemos que para tener buen planteo en H*(RY) necesitamos probar
unicidad. Las técnicas para probar unicidad dependen de las nolinealidades.
En nuestro caso necesitaremos de las estimaciones de Strichartz que descri-
biremos en la préxima seccién.

2.5. Estimaciones de Strichartz

A continuacién daremos algunas definiciones y resultados de estimaciones
de Strichartz y existencia y unicidad de soluciéon que se pueden encontrar en
los capitulos 2 y 4 de [4].

Definicién 2.21. Diremos que un par (g,7) es admisible, si 2 = N(% ~- by
q r
2<r<—]3]_\[2,donde2<r<oosiN——1,y2<7"<oosiN——2.

Observacién 2.15. Si el par (¢,7) es admisible, entonces 2 < ¢ < oo. El

par (00,2) es siempre admisible. El par (2, %) es admisible si N > 3.

Consideremos U (t) el grupo de isometrias generado por iA.

Proposicién 2.9. Sea p € [2,00] y t # 0. Entonces U(t) es una funcion
continua de LP (RN) a LP(RY) y

N1
U Loy < Arlt)) ™= |l ol| o vy
para toda ¢ € LY (RV).

Teorema 2.15. [Estimaciones de Strichartz] Valen las siguientes propieda-
des:

1. Para cada p € L*(RY), la funciént — U(t)p pertenece a LY(R, L™ (RY))N
C(R, L2(RY)) para cada par admisible (q,r). Ademds existe una cons-
tante C tal que ||U ()@l ra r@yy) < [[@ll 2@y para cada ¢ € L*(RY).
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2. Sea I un intervalo de R (no necesariamente acotado), J =1 yty € J.
Si (7, p) es un par admisible y f € LV (I, L7 (RVY)).

Entonces para cada par (q,r) admisible la funcion

t—= ¢r(t) :/tU(t—s)f(s)ds, tel

to

pertenece a LY(I, L™ (RY))NC(J, L*(RY)). Ademds existe una constante
C independiente de I tal que

@sllLar.ory < Cl g 1,00
para cada f € LV (I, L7 (RVY)).

Proposicién 2.10. [Unicidad] Consideremos gy, ..., g € C(HY(RY), H-1(RY))
y sea g = g1 + ... + gr. Asumimos que cada g; satisface:
Eziste Cj tal que
lgj(w) = g; ()|l oy < C5(M)]lu = vl| s

i
para exponentes r; , p; € [2,%), (r;,p; € [2,00] si N = 1) y para toda
u,v € HYRYN) tal que ||ul|gr, ||v)|m < M. Si o € HY(RY) y uy, ug son dos
soluciones débiles en H' de

{ iug + Au+ g(u) =0
u(0) = ¢(x)

en algun intervalo I tal que 0 € I, entonces uy = us.

(2.11)

Los siguientes resultados serdn necesarios para probar buen planteo en
L*(RY) de la ecuacién adjunta.

Teorema 2.16. Asumimos que valen las siguiente hipdtesis
(2.12)

/ N
g: PRMNALY(RY) — L™ (RYN) para algin r € [2, )(r €[2,00] si N=1).

2N
N-2

Ademads, que existe

a > 0 tal que para cada M > 0 existe K (M) < oo tal que
(2.13) lg(v) = gl < KM)(lullzr + vz llv — ullzr
para u,v € L*(RY) N L"(RY) tal que ||ul|z2, ||v]|2 < M
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2 ol

q 2 r
tal que (q,7) es un par admisible. Si a+2 < q entonces para cada ¢ € L*(RY),
existe Trnaz, Trin € (0,00] y una tinica solucion mazimal

u € C((=Tomin, Tmaz ), LA (RY)) N LY

loc

((_Tmim Tmaw)a LT(RN))

del problema

(2.14) { iug + Au+g(u) =0

u(0) = ()
Ademds se tienen las siguientes propiedades.

1. (Alternativa Blow-up) Si Thnax < 00 (respectivamente si T, < 00) en-
tonces ||u(t)| 2@y — 00 sit 7 Tae (respectivamente sit ™\, —Tinin ).
2. u € L} ((=Toins Tynaz ), LP(RY)) para cada par admisible (v, p).

loc

3. u depende continuamente de ¢ en el siguiente sentido, las funciones
© = Trnins Trnae s0M semicontinuas inferiores de L*(RY) — (0, 00]. Si
©n — @ en L? y si u, denota la solucion de con dato incial
©n entonces u, — u en LY((=S,T), L*(RY)) para cada par admisible
(7, 0) Y —Trin < =5 <0< T < Thop-

4. Sig(w),iw)) 1 = 0 para toda w € L*(RN)NL"(RY) entonces Tpin =
Tmax = +o00 Yy ||u(t)HL2 = ||90HL2 para todo t € R.

Teorema 2.17. Sea g = g1 + .... + gr. donde cada g; satisface (2.12), (2.13))

para algunos exponentes r;, ;. Sea f = N(% — Ti) y sea r = max{ry, ...,y },
J J
q = min{q,...,qx}. Si 2+ o; < g para j = 1,..,k entonces se verifican las

conclusiones del teorema[2.10.

A continuacién daremos un lema previo que permite probar buen planteo
local de soluciones de la ecuacién no lineal de Schrodinger en H?, siguiendo el
método de Kato (ver seccién 4.8 de [4]) y también enunciaremos el resultado
de buen planteo local en H?. La existencia de solucién de la ecuacién de
estado en H? serd necesaria para tener bien planteada la ecuacién adjunta
en la cual potencias del estado u intervienen como potenciales.

Lema 2.3. Sea J un intervalo acotado, tal que 0 € J , (v, p) un par admi-
sible. Consideremos f € L>(J, L?) tal que f, € LV (J,L*). Si

v(t):i/OtU(t—s)f(s)ds vV teld
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Entonces

ve L®(J,H)NCY(J, L) nWhe(J, L)

para cada par admisible (a,b) y

1AV Lo L2y < N fllzeeazzy + 1F Oz + Clfell v ooy
donde C' es independiente de J y de f.

Teorema 2.18. Sea g = g1+...+gi. donde cada g; satisfacen: g; : H*(RY) —
L2(RY), asumimos que existe 0 < s; <2 y2 < rj,p; < 225 (2 < rj,p; <
oo si N = 1) tal que g; € C(H*(R?),L*(RY)) es acotada en subconjuntos
acotados y

lg;(w) = g; ()l < Li(M)llu— ||, para todo  u,v € H*(RY)

/.
J

tal que ||ul| g, ||vllg=s < M para algunos exponentes s;,rj, p; y alguna fun-
cion L;i(M) para cada ¢ € H*(RY) existe Trnaw, Tinin > 0 y una tinica solu-
cion maximal

RS C((_Tmzna Tmam); HQ(RN)) N Ol((_Tmin7 Tmax)7 LQ(RN))
de (2.14). Ademds valen las siguientes propiedades:

n u € WoI(=Tomin Tonaz ), L' (RY)) para cada par admisible (q,r)

loc

» (Alternativa Blow-up) St T < oo (respectivamente si Ty, < 00)
entonces ||u(t)||gz — oo cuando t  Thax (respectivamente cuando

t e —Tonin)-
= u depende continuamente de ¢ en el siguiente sentido:

Ezite T > 0 dependiendo de |||y tal que si o, — ¢ en H*(RY) y si
u, es la correspondiente solucion de (2.14)) entonces u, estd definida
en [=T,T] para n suficientemente grande y ||un || Lo ((—1.1),12)-

» i (g(w),iw) 2 = 0 para todo w € H*(RN) entonces se tiene conserva-
cion de carga.

= Sipara cada j existe G; € C'(H?*(RY,R)) tal que g; = G'; entonces se
tiene conservacion de energia.
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Capitulo 3

Buen Planteo

3.1. Conservaciéon de masa y variacion de la
energia

En este trabajo estudiaremos un sistema de control en donde la ecuacion
de estado viene dada por la ecuacion de Schrédinger no lineal:

(3.1) { iug + Au+ Mu*u+ o(t)V(z)u=0 , (t,z) €[0,00) x RY
' u(0,z) = ug(x)
Donde uy € H*(RY), ¢(t) denota el pardmetro de control y V(x) un potencial
dado, con ¢(t) y V(z) funciones a valores reales.
Para simplificar, notaremos con L? a LP(RY), con L>® a L>=(R") y con H!
a HY(RY) , en cualquier otro caso, haremos la especificacién correspondiente.
Definimos FE(t), el candidato natural para la energia correspondiente a

1)

E(t) := E/RN |svult, )| *do— /RN ]u(t,x)|20+2dx—@ /RN V(z)|u(t, v)|*dz

2 20 + 2

Veamos que en esta ecuacion tenemos conservacion de masa, es decir :
|lu(t, =)||zz = |Juo||z2 para todo t € R.
Consideremos G(u(t)) = [|u(t, —)||%. y veamos que LG(u(t)) = 0.

G(u(t)) = Re ( /R ult. ), x)dm) = (ut); u(t))

y usando el hecho de que u es solucién de la ecuacién (3.1) se tiene que,

37
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S G ) = (w(t);ul)) r2 + (ult); w(t)) o2
— 20u(t): uy(1)) 12 — 2Re ( / u(t)ﬂt(t)dx>
= 2Re (/ w(Au + Nul?ou + gb(t)V(m)u)@)

= —2Re (/ uAm'dx) — 2Re (/ u)\|u|2"m'dm>

Vuzd:z)

(f#

( \VARV, uzdm) — 2Re ( / )\\u|2"+2z’dx>
- ZRe( ulo(t Vz'da;)

(

(

= 2Re /\ \V/ u|2zdcc> — 2Re </)\|u\2"+21dx)

lul?p(t V@'dm) =0

Por ser cada término un imaginario puro.

= G(u(t)) = cte para todo t € R y al ser u(0,z) = up, conluimos que
llu(t, =)||zz = ||uol|z2 como queriamos ver. Veamos también que no tenemos
conservacién de energia y que,

(3.3) %ﬁ” = —1/24/(t) / V() |ult, z)|dz.

En efecto, podemos reescribir (3.2]) de la siguiente manera,
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B(t) = (0w g — 5 s (s — Ay
= B(0) = 5((u)s Vs + 5 (95 (Tulhis — 5[l u)i )
+ (JulTu;ug) 2] — @(Vu; u)r2 — @[(Vut; u)rz + (Vusug) 2]

— _Re (/RN Aaut) - 201 [2Re (/RN a|u|2"ﬂut)
+ 2Re (/RN |u|2aﬂut)] — #(t)Re (/RN th) - ¢/ét) /RN Vuu

— _Re (/RN(Aﬂ+ Mul|*a + ¢(t)Vﬂ)ut) — %(t) /RN Vul?

= —Re (/RN (Au + Mul?>u + ¢(t)Vu)(Au + Mu|*u + ¢(t)Vu)i)

"0

— / Viul
e

= /]RN V|ul?.

Pues, Re ((a—l—bi)(a—l—bi)i) = Re((a®> +?)i) = 0 por ser imaginario
puro.

3.2. Existencia global

Lema 3.1. Sea ug € H' yV € L» + L™, p > 1, p > Y. Asumimos que

2
sz’)\<0,0<0<%ysi)\>0,0<0<%. Dados cualquier T > 0,
¢ € H(0,T) existe una tinica solucién v € C([0,T], H') del problema (3.1))
donde ug € H'(RY), ¢(t) el pardmetro de control y V(x) el potencial dado.

Ademdads

(3.4) |l oo 0,7:1) < C(T, |uol| a1, (|9l 10,7y ) -

Demostracion. Procederemos como es standard en los problemas de exis-
tencia global de solucion. Primero probaremos existencia local y luego usando
las estimaciones para la energia probaremos que ||u||g esta acotada, con lo
cual por tener buen planteo, podremos deducir la existencia global.
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Para probar esto analizaremos los resultados de existencia dados en [4]
en el caso ¢(t) = cte. En el Teorema tenemos resultados de existencia
para no linealidad Lipschitz continua en acotados de L2. El autor prueba este
hecho en varios pasos. Primero, muestra que si el dato inicial ug € L? existe
una tnica solucién maximal u € C(Ty,Ty; L?) con Ty < 0 < Ty y ademds si
ug € H? se tiene u € C(Ty, Ty; H*) N CY(Ty, Ty; L?) y que u depende conti-
nuamente de dato inicial en L? uniformemente sobre subconjuntos compactos
del intervalo maximal de existencia.

Segundo, prueba que si uy € H? se tiene conservacién de carga y energia.
En nuestro caso, tenemos

B(0) = 500) [ V(@lult,a) e

Tercero, muestra que por el paso anterior y la dependencia continua,
se tiene conservacién de masa para u, € L2. Entonces la solucién u €
C(Ty, Ty, L?) estd acotado en L? para todo t en el intervalo maximal de
existencia y asi por la alternativa Blow-up la solucién debe existir en todo
[0,T7.

Asf tenemos que u € C'(0,T; L?) y ademas si uy € H? la solucién es mas
regular, es decir, u € C(0,T; H*) N CY(0,T; L?).

Cuarto, prueba que si ug € H' como H? es denso en H' existe una
sucesion (x,)neny C H? tal que x, — ug en H'. Siendo u, soluciones con
dato inicial x,, tenemos por lo anterior que u, € C(0,T; H*) N C'(0,T; L?)
entonces (u,); € C(0,T;L?). Ademds se obtiene que las u, son acotadas
uniformemente en L>(0,T; H') y como la ecuacién vale para (u,); en L? se
puede ver que (uy,); son acotadas uniformemente en L>(0,7; H™'). Lue-
go como u,(t) — wu(t) en L? y u,(t) — u(t) en H' se tiene que u €
L0, T; HY)Y nWhe(0,T; H1).

Finalmente, muestra que u € C(0,T; H') N C'(0,T; H~') usando la con-
tinuidad de la funcién ¢ — |lu(t)||3: v el hecho que u : [0,T] — H*' es débil
continua.

El problema con el Teorema[2.12]es que funciona solo para no linealidades
Lipschitz continuas en acotados de L? y la no linealidad |u|**u no lo es,
aunque sf en acotados de H'. Es por esto que en el Teorema usando
aproximaciones de la no linealidad, prueba un resultado de existencia en H*
para no linealidades del tipo |u|?’u y el buen planteo local en el Teorema
2.14] asumiendo unicidad. Por ultimo, gracias a la unicidad probada en la
Proposicién deduce el buen planteo del problema.

La pregunta es por qué en nuestro caso podremos reproducir los pasos
anteriores para g = g1 + g2 = Alu|*?u + ¢(t)Vu. El punto clave de este
hecho consiste en observar que como ¢ € H'(0,T) < L>(0,7) podemos
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conseguir cotas uniformes en t para ¢(t). Esto nos permitira en un principio
probar el primer paso del Teorema [2.12| para g; una no linealidad Lipschitz
continua en acotados de L? y g» = ¢(t)Vu pudiendo acotar uniformemente
¢(t). Los siguientes pasos se prueban en forma totalmentente anédloga a lo
hecho por el autor para ¢ constante, con la tinica diferencia en que al no tener
conservacién de la energia, tendremos que acotar ||u(t)|| g1 como lo haremos
en la segunda parte de esta demostracion. Estas mismas acotaciones son las
que nos permitirdn estimar la norma H' de las aproximaciones u™, solucién
de los problemas con las regularizaciones de las nolinealidades, que se utilizan
en la demostracién del Teorema 2.13]

Finalmente, extendiendo de manera analoga el Teorema [2.14] y la Pro-
posicion m para nuestro caso, podremos reproducir los resultados de [4]
descriptos anteriormente y probar asi existencia local y buen planteo de so-
lucién para el problema .

A continuacién probaremos existencia global de solucién. Para ello, su-
pongamos que u existe en [0,7] C [0,7]. Si vemos que ||u(t)||g1 < C para
todo ¢ € [0, 7] por la alternativa blow up, u(t) existird en [0,7], donde tam-
bién esta definida ¢.

Por lo tanto, para demostrar este lema, nos queda mostrar que:

[u(®) [l < C(T luollars 1ol ro.y)

para todo ¢ en donde existe la solucién u(t).
Recordemos que V€ [P+ L>®, V. =V + Vo con V; € LP y Vo, € L*™.
Comenzaremos por probar que,

(3:5)  NE 201y < Cle Nl 2.0y VAl o flul® A+ [[Vallze lluoll72).
L°°(0,T;LPT)

Para ver esto, llamaremos
o) = [ IV(@llutt. ) de.
Asi, de la expresién (3.3)) tenemos

T T
3.6 E'(H)|%dt < C (1)]? 2dt.
(3.6) /0' (1)t < /0|¢<t>| ()Pt
Veamos que

(3.7) 912y < Vil |lul® o [[Vallze< [luolZ:-
Loe(0,T;LP—1)

Sea t € [0, T fijo,
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o) = [ IValo)+ Vo)t )Pde < [ WiGe)lfutt, o) P+ [ [VaGo)llutt, o) P

Como V5 € L™, se tiene que

/IVQ(SC)HU(t,x)Ide < [V = / Ju(t, 2)Pdz < ||Val| o lu(t, —)IIZ2 = [[Vallze luollZ,

por conservacion de la carga.

Y como Vi € L? se tiene que, por Holder:

/|V1(x)||u(t,x)|2dx < [Vallpllu(t, =)l

donde % + 1% = 1.
Donde esta ultima norma podemos reescribirla de la siguiente manera

uwfy[(/mame)grma>@yuwn},

Luego, de las acotaciones (3.6]) y (3.7) se obtiene (3.5).
Asi, como E'(t) € L? se tiene de Cauchy Schwarz y de (3.5) que,

t
E(t) = E(0) +/ E'(s)ds < E(0) + T1/2||E’||L2(O,T)
0

< B(0) + TY2CN ¢/l 2 (Iallpllult, -) 2+ | ValloollolI3)-

2
HLOO(O,T;LP* )

Podemos reescribir la expresion de la energia vista en (3.2))de la siguiente
manera,

A
20 + 2

izt - %2 [ vt

E(t) = %H v u(t)|l72 — 2

Cuando A <0, como ¢ € H*(0,T) — L>(0,T) se tiene que:
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I @)l < CE®) + Cllimon [ Vio)lutt.)do
< CE(O) + CTY6 oy (VA (O, + Vel ol

+ €l [ Vi@lult,o) Pz
< CE©) + CT 6oy IVl () s, + 1Vl ol
4l IVl ), + 1Vl ol

= CE(0) + Cl|Val < luoll2(T2 16/ | z207) + 10l (0m)
+ [z Villo(CT2 16" 201) + Cll Il o,m)-

Usando que H'(0,7) < L*(0,T) continuamente y la desigualdad de
Gagliardo-Nirenberg ([2.2)

|7 w(@)] < O, ollm, Julzz) (lu(t) P, + 1)

SCUWMmN%MﬂGNMM%WMMH’+Q

sip> %
Notemos C' = C(T', [l a, [|uol[z2) = CC(T, [|6]m, [Juol| =)
Por conservacion de masa y la desigualdad de Young, tenemos que

) N1 2p-N
I u)llz < €+ (Cellu®)l 7) (w2 ")
N 2p=N
C t pl « 1 P
<C+ (Cellu®ll )" (7||U(0)||3 )
Q € Q
Para o = %, o = 2psz donde é—l— é =1.

exC|u(t)|2 N |u(0)]13
[0}

= | vuB<C+ i

1

e of

< O+ ()3 + 117 u(t)) + o ()3

Si elegimos € > 0 tal que # < 1 obtenemos
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eC™

(1-

7 u®lz < C(T 16l 0m), luollz2)-

Tomando supremo para ¢ € [0, 7] tenemos que

«

sup || 7 u(t)llz < C(T, 6]l 0,1, lluoll)

te(0,7]

= sup lu(®) |7 < C(T, 19]l 1 0.9 lwoll )
te|0,7

En el caso que A > 0, usando el mismo argumento tenemos que

|7 u@®)l; < CE(0) + CT1/2||¢/||L2(O,T)(HV1Hp”u(t)Hi?% + [[Valloc|[uoI2)
+ Clidll= o (Villpllu()l 2, + [Vallolluolly) + Cllult) 257

Y por las desigualdades de Gagliardo-Nirenberg (2.2)) y (2.3) , junto con la

: Coes CveY _ 2
desigualdad de Young para € > 0 tal que == + =< 1 con o = ¥ como

antes y v = % tal que % + % — 1y C la constante de la desigualdad (2.3)
(No < 2) tomando supremo para t € [0, 7] obtenemos que:

sup [[ullzn < C(|@llm, T, |uolla)-
tel0,7]

Luego, se tiene que u estd definida en [0, 7] y vale (3.4) O

A continuacién daremos un resultado de existencia de solucién de
en H?, que serd necesario para la tltima parte de esta tesis.

No haremos una demostraciéon de la misma ya que se escapa a la teoria que
desarrollamos en este trabajo. Los detalles de esta teoria se pueden encontrar
en el capitulo de regularidad en H? de soluciones de la ecuacién de Scrodinger
no lineal en el capitulo 5, seccién 3 de [4]. Para probar el lema alcanza con
usar los Teoremas 5.3.1 y 5.3.4 de [4], ver Remark 5.3.3 y Remark 5.3.5.
Notamos que los Teoremas 5.3.1 y 5.3.4 se basan en el teorema de existencia
en H? enunciado en preliminares.

Lema 3.2. Sea ug € H> ¢ € Wh(0,T) y V,yV € LP + L*> para p >
2, pZ%. Asumimosque0§0<ﬁsi/\<000§0<%si/\>0.
Entonces la mild solution de (3.1)) satisface u € L>(0,T; H?).



Capitulo 4

Existencia de minimo

En esta seccién estudiaremos la existencia de un minimizador para el
problema de control éptimo bilineal Nuestro objetivo consiste en la
minimizacion de la funcién de costo, dependiendo de la solucién de la ecuacion
de estado.

Consideramos: V' € W'P(RY) + W(RY) con p > 2, p > &. Dado

un 7' > 0 fijo, H'(0,T) seré el espacio vectorial real para el pardmetro de
control ¢,

X(0,T) := L*(0,T; H) N W20, T; H™)
el espacio para el estado u y los conjuntos
By ={ug € H' : |Juollm < M} v Ba={¢y € R: || < Mo}

para M; > 0y My > 0 dados.
Definimos el conjunto de los pares (u, ¢) admisible como

A(0,T) == {(u,¢) € X(0,T) x H'(0,T) : (u,®) satisfacen la ecuacién (3.1)
conu(0) € By y ¢(0) € By}

En virtud del préximo lema el conjunto A(0,7") es no vacio. En conse-
cuencia, definimos el funcional objetivo

(4.1) F(u,¢) = (u(T,.); Au(T; )32 + 71/0 (E'(t))*dt + 72/0 (¢/(t))dt

donde los pardmetros v;,7v2 > 0, A : H* — L? es un operador lineal
acotado, esencialmente autoadjunto y localizado en L?. Es decir, existe R > 0
tal que para toda ¢ € H', Supp,cpn (A (z)) C B(R).

45
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Asi, definimos el problema de minimizacion:

4.2 F, = inf Fl(u,
( ) (u,9)eA(0,T) ( ¢)

y nos encargaremos de probar la existencia de un minimizador para el pro-

blema anterior en el Teorema [4.1]
A continuacion probaremos existencia de minimo.

2 . 2
msz/\<000<a<ﬁsz

A>0. Sea V€ LP + L™ para alginp > 1, p > % Entonces, para cualquier
T >0, My >0, My >0, v >0y~ >0 el problema de control optimo
F. = infy gyeno,r) F(u, @) tiene un minimizador (u., ¢.) € A(0,T).

Teorema 4.1. Asumiendo que 0 < o <

Demostracién. Vamos a hacer la prueba en tres etapas. Primero probare-
mos que el funcional es acotado inferiormente y el conjunto de admisibles
A(0,T) es no vacio. Con lo cual, podemos asegurar la existencia de una suce-
sién minimizante. Luego probaremos que esta sucesion tiene limite en algin
sentido y por ultimo veremos que este limite es admisible, por lo tanto sera
un minimo.

Etapa 1: Estimaciones de (u,, @5 )nen-

Dados T' > 0, My, My > 0,y > 0,7 >0, uy € By y ¢ € H'(0,T) tal
que ¢(0) € Bs.

Como ¢ € H*(0,T) por el lema existe una tnica solucién suave u €
C([0,T7], H') del problema (3.1)).

Y despejando de la ecuacién (B.1)), es facil ver que w, € L*(0,T, H™),
como veremos en la pagina 45, ecuacién para (u,);. Por lo tanto u €
X(0,T) y resulta que el conjunto A(0,7") es no vacio y al ser F' > 0, es
decir, acotada inferiormente, se tiene que existe un infimo. Luego existe una
sucesion minimizante (tp, ¢n)nen € A(0,77) tal que

lim F(uy, ¢,) = Fi.

n—oo

Como la sucesion (F'(uy,, ¢,))nen converge, es acotada, por lo tanto existe
C tal que

Fup, ¢n) < C < o0

para todo n € N, y como v, > 0 resulta que
¢nlIZ207 < € < 0.

Usando que H'(0,T) — C[0,T] y que ¢,,(0) € By, donde
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By = {¢o € R/|po| < My}

tenemos por Cauchy Schwarz que:

onlt) = 0+ [ (s)ds < My + (T [ @t <o

para todo t € [0, T]. Esto implica que la sucesion (¢, )nen estd acotada unifor-
memente en L>°(0,T'), por lo tanto, estd acotada uniformemente en L*(0,T')
y en consecuencia, en H'(0,T), pues ||¢,]/3, < C'y ||¢nl3. < C.

Es decir, ¢, resulta uniformemente acotada en H'(0,7'). Luego, por el
Teorema [2.8|existira una subsucesion, que también llamaremos ¢,, y un limite
b, € H'(0,T) tal que ¢, — ¢, en H'(0,T) si n — oo.

Por el corolario 2.9 del Teorema de Rellich Kondrachov existird también
¥, € L*(0,T) y una subsucesién que seguiremos llamando ¢,, tal que ¢,, — 1,
en L?(0,T) si n — oo. Claramente, ¢, = .. En efecto, como ¢, — .
en L*(0,T) tenemos que ¢, — v, en L*(0,T), ya que convergencia fuerte,
implica convergencia débil. Pero también por la Proposicion tenemos que
¢n — ¢. en L*(0,T) y por unicidad del limite, resulta que ¢, = v,.

Concluimos entonces que existe una subsucesién ¢, y limite ¢, en H'(0,T')
tal que ¢, — ¢, en H(0,T) y ademds ¢, — ¢, en L*(0,T).

Observemos que como (U, ¢,) € A(0,T) para todo n € N, entonces
(un, ¢,) satisface la ecuacién (3.1), con ¢, € H*(0,T) y u, € L*(0,T; H') N
W20, T; H™'). Luego satisface la desigualdad

1B |20y < Cll 20 (VAo lunll? 2+ [[Vallpe[lugl72)-
L°°(0,T,LP—1)

Vamos a probar que

u, € L®0,T; H)YnWh*(0,T; H ') C L*(0,T; H') n W20, T; H™).
Usando el mismo argumento que en el Lema|3.1|y que u,(0) € By, donde
By = {ug € H/|Jup|| s < M} se tiene de (3.4):
(4.3) [l oo 0.7, 11y < €

Pues, ||u,(t)||lgr < C(T, [|ug ||l g1, ||¢nllzr) para todo t € [0,T] , ||pnl|g: con
cota uniforme y ||ug|| g1 estd en By.

Combinando esta estimacién y el hecho que w, es solucién de (3.1]) vere-
mos que

(4.4) 1 (wn)ill oo (0,7, 1-1) < C.
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En efecto, despejando de la ecuacién (3.1)) tenemos que
(Un)r = 1(Aty + Mt |* up + 60 () V (2)uy,)

Veamos entonces que para cada t € [0,T] el lado derecho estd acotado
uniformemente en ¢ y en n en norma H~}(RY).
Para el primer término:

Por la desigualdad (2.4)) tenemos que, como u,, € L>=(0,T, H')

[Aun (@)1 < [Jun ()| < C(T, lug]lar, | @nll )

por lo que, tenemos una cota uniforme en t y n como queremos.
Para el segundo término:

(4.5) () n ()] -1 = sup [{tn (01 2n (), v) 11,11 -

Ve HF®Y)/ ol 3 v =1

Como u,(t) € HY(RY), por la desigualdad de Gagliardo Niremberg (2.3)
tenemos que u,(t) € L?**T2(RY). Este hecho implica que |u,(t)[*u,(t) €
LP(RY) con p = 222 y por el Corolario 2.3 se tiene:

20+1

(4.6) un@F un @l e = llun (@) I7572 < Cllun@®]7 <

Luego por la observacion item 4, podemos reescribir el producto de dua-
lidad de la siguiente manera:

[t (017 2n (8), v) 1,0 | = [{[ttn (8) "7 (£), v) 1014

20+2
2041 Y

a0 0). )15 < R (| [ inl70n001) < / un(8) P+ o]
<(/ |un<t>|<2<’+1>p)” (/ |v|q)
(o) ()

= llun ()l 7537 0] 22

donde p = q tal que %—l—% = 1. Asi, como p > 1 por Holder tenemos
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Como ||uy,(t)||z20+2 esta acotada por la norma ||u,(t)|| 71 uniforme en ¢ y
n por el Corolario usando la misma desigualdad para la norma [|v||p20+2,
al ser ||v||g1 = 1 desaparece y asi obtenemos que:

et ()27t ()| -1 < C(T [lug 221, |80l 1)

para todo t y n es decir, tenemos cota uniforme como queremos.
Para el tercer término:

(4.7)
[0 (1) (Vi Va)un(t) || -1 = sup [(&n(6)(VitVa)un(t), v) g1 m|

Ve HY RN/ ol g v =1

Veamos los dos términos por separado:

Primero (¢, Vauy, v)g-1 g1.

Como V, € L® y ¢, € H' C L* y por , u, € L***? se tiene que
OnVau,(t) € L*+2. En efecto,

2 2T1+2 2 Qﬁ
(/ |¢nv2un|“+) snsbnumn%nm(/ |un|“+) <o

Luego por la observacion [2.6|item 4, podemos pensar el producto de dualidad
de la siguente manera,

(<Z5nv2un7 U>H—1,H1 = <¢n‘/2un7 U>Lz>,Lq

con p = 20 + 2 donde ¢ es tal que % —I—éz 1. Asi,

‘<¢n‘/2unav>Lp,Lq’ S Re (/ ’¢n‘/2un6’> S /’Qﬁn%unﬁy
< [lénlle / Vo] < lénllocllValloo / ]

< l@nlloollValloollunll z2o+2 [ 0]l a

Analogamente a lo hecho anteriormente es claro que esta acotado unifor-
memente en ¢ y n.

Para el otro término (¢, Viu,, v)g-1 g
Observemos que por la desigualdad de Gagliardo Niremberg (2.2)) y el

Corolario como u,(t) € H' se tiene que u,(t) € L%, lo que implica que
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o Viu, € L7 con r = }%.En efecto, por Holder para o = £ con é + é =1

se tiene que,

( / r¢nv1unv)’“ < Iéulm ( / wwnr)’“
4.8 ’ N o
(48) < lnllom (/v) (/|u|)

= ||¢n||L°°||‘/1||LP||Un||% < 0.

Luego podemos reescribir el producto de dualidad de la siguiente manera,

<¢nV1Un,U>H—1H1 = <¢n‘/1unav>LT,Lq

dondeq:p%ply%—f—%:l.Asi,

(Vi 0)1r 14| < Re ( / |¢nv1unw|) < / 6aVitnT

<(/ wnvaunrf (/ |v|q);

= [lenVitn| e [[v]| o

< M@l Vallzollunll 2 [[v]lza-

Por (4.8) y acotando ||v||z« por Gagliardo Niremberg (2.2) queda acotado
uniformemente en t y n.
Luego, hemos visto (4.4]).

Etapa 2: Pasando al limite.
Aplicando las cotas (4.3) y (4.4) se tiene que

u, € L=((0,T), H) "W ((0,T), H™)

y estan acotadas uniformemente para todo n € N . Luego por el lema [2.2
deducimos que existe

u, € L((0,7), H ) nWh>((0,T),H ) C X(0,T)

y una subsucesién que seguimos denotanto por (u,),en tal que para todo
t € 10,77,
Un(t) = u.(t) en H' sin — oo
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Como u, € L>((0,T),H') N Wh>((0,T), H™) por la observacién [2.10]

se tiene que,
||ts(t) — us(s)|| 2 < CJt — s\% para todo t,s € (0,7).

Veamos que |u,|**u, es acotada en C%2(0,T;L") para algin a > 0y
r’ > 1 que nos permitird usar el lema[2.1} Para eso probaremos la desigualdad,
een (8)*71n(t) = | (8)[*7un ()] 1 < CJt — s]2
_ _ 1 1
donder=20+2ya=1-N(5— 575)
En efecto,

Veamos primero que:

(4.10)
et ()20 (8) =1 () 7t ()| 1o < C[Jttn (77 ()27 [0 () =0 (8) | 0

(4.9)

Por la observacion tenemos que
[ () *7 2 (t) = [t (8)[*7un($) |00 < Cll(lun(®)*7 + [un(s)]*7) [un(t) — wa(s)[[70
<C (Hlun(t)lk’lun(t) = un(s)|[I 7

()27 1tn (8) = wa(5)] )

Usando el Teorema [2.6] (desigualdad de Holder generalizado) para el pri-
mer término del lado derecho de la iltima desigualdad tenemos que:

7,,/

et ()27 [ (8) = () e < MO [} Nl (t) = a3l

con 41 =21
p g T , : ,
Anélogamente tratamos el segundo término, obteniendo asi:

(4.11)
e (827t (1) =1 ()27t () 10 < Cllten () = ()1 ([ (8)*7 17 | 1 ()71

Siendo r = 20 + 2, tendremos 1’ = % pero ademas

1 1 1 2+1 1

1
—t === = - -
+ r’ q 2042 p

p q
:ié%:mesdecir,q:ﬂajtl):r.

Como queremos que 20p =1, p
Por lo tanto

/

un PN, = lun@l" = llun ()17
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luego si elevamos a la % la desigualdad (4.11)) probamos la desigualdad (4.10))
que queriamos ver.
En segundo lugar, veamos que :

(412)  Jlun(®) = ()l (O + [lun($)[177) < Cllun(t) — ua(s)]13

con a = 1—N(%— 201+2)

En principio podemos acotar por el corolario n 2.3y . de la siguiente
manera,

e (£) = wn () o (a7 + Nun($)177) < 2lutnl|75 (0,79, 1) 1 (E) = ()]
< Cllun(t) = un(s)]lr

y luego usando la desigualdad de Gagliardo Niremberg ([2.3]) con r = 20+2
v (3.4) se tiene que

() = (5l < Cllun() = wa(s) 57 l[un(t) = un(s)[1357>7) 752

—No

2042-No
< Ollun(t) = un(s)l 2" = Cllun(t) — un(s)|72
Esta ultima igualdad es cierta , ya que:

20+2— No 1 No _1 No

2w4+2 0 2042 r

y

1 1 2 N N
a=1-—N|{=— —1-N[—2% Y- 27 42
2 20+2 2(20 +2) 20 + 2 r

lo que prueba la desigualdad (4.12]).
Luego, usando consecutivamente (4.10)), (4.12)), y finalmente por (2.5))

obtenemos la desigualdad (4.9)) como queriamos probar.

Esto implica que (|t,|* t,)nen es acotada en C%2([0,T], L"), y por la
definicién [2.16 de la norma en este espacio , (|u,|[*?un), N resulta unifor-
memente equicontinua en L”. Tomando X = Y = L, como L" es un

espacio reflexivo, estamos en condiciones de aplicar el lema [2.1) de lo que
se deduce que existe una subsucesiéon que seguimos notando (|u, >ty )nen v
f € 0%2([0,T), L") tal que para todo t € [0,T], |u,(t)[*un(t) — f(t) en L™
sin — oo.

Resta ver que f(t) = |u.(t)|*u,(t) para casi todo t € [0,T] y q
satisface la ecuacién (B.1]), para obtener asi que (¢, u.) € A(0,T) .

Se sigue de (uy, ¢,) € A(0,T) que para cada w € C>(RY), multiplicando
la ecuacién por w € C®(RY) tenemos

ue (s, u.)
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(i (un (1)), W) g1 g1+ (At (£) + Mty ()27 () 4 G0 () Vtun (), w)g-11 = 0
y luego multiplicando por n € C*°(0,7T") tenemos:

(i (n (1)), W) g1 g1 () (AU (1) F Nt ()27 (8) F 0 () Vun (), w) g1 1m(t) = 0
entonces,

%(@'un(t), w) =1 )0()+ (Dt (8)+ A (8) 270 () +6 (6) Ve (t), w) -1 11m(t) = 0.

Luego integrando la igualdad y haciendo partes en el primer término, se

obtiene:

/0 [—(iun(t), w>H*1H1n/(t)+<Aun(t)+/\|un(t)|20un(t)+¢n(t)vun(t)v w) -1 (t)]dt = 0

pues 7(t) {iu, (t), w)|F =0 ya que n € C>=(0,T)
Aplicando que:
1. ¢ — ¢uen HY(0,T), ¢, = &s en L*(0,T) si n — oo.
2. up(t) — wk(t) en H' sin — oo.
3. un(V)P7un(t) = f(t) en L' sin — oo.

y el Teorema de Convergencia Mayorada, deducimos que se puede pasar
al limite en la ecuacién anterior. Es decir, probaremos que vale la igualdad

/0 [ (s (£), )y (£) + (Aus(t) + Af + ¢u()Vus(t), win(t)]dt = 0

para todo n € C°(0,T), w € C.
Probemos esta convergencia término a término:

Para

/0 (—zun(t), ’LU>H—1H177/(t)dt
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tenemos que para cada t € [0, 7], u,(t) — u.(t) en H', por lo tanto también
un(t) = u.(t) en L*(0,T), y como H' < H~! tiene sentido pensar en este
producto de dualidad de la siguiente manera

(un (t); W) -1 = (Up(t); W) 2 = (us(t); w)p2 = (us(t); W) g1

cuando n — 0.
Luego como:

a0 0hnl 0] = [Re ([ e opmtarion o)

< Nun @)l 2wl 2217 (2)]
< lun ()| ]l 2]’ (2)]
< Nl oo lwllzzln' (8)] € L0, T).

Por convergencia mayorada, tenemos que:
T T
/ (—iun (t); W) g-1mn (t)dt — / (—iu.(t); w) -1’ (t)dt cuando n — oo
0 0

Para el segundo término:

/0 (B (8); ) ().

De la definicién de A, y haciendo partes, ya que u, —u, € H' y w € C*(RY)
obtenemos

(Aun(t),w>H_1yH1 — (Au*(t),w>H_1,H1 = <A(un(t) — u*(t)),w)H_l,m
= =V (un = u)(t), Vw) 2
= ((up — uy)(t), Aw)pz — 0

porque u,(t) — u.(t) en L%
Y para usar convergencia mayorada observamos que:

(A (8), w) =1 (8] < || At (8] -1 |w]| 2 [0 (1))
< lun () ez [z [(2)]
< Nl o, 1wl e [n(8)] € L0, T)
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Por lo tanto

T T
/ (A, (t); w) g-1(t)dt —>/ (Au,(t); w)g-1gn(t)dt cuando n — oo

0 0
Para el tercer término:
T
| G OF e w)m
0

Como [ty ()]*7u, (t) — f(t) en L™, y w € C por lo que w € L”. Tenemos

(tn () un(t), w) g 1 = (F (), 0) 1o

y por la observacién [2.6[item 4, podemos ver el producto (, ) » = (,)g-1. m
por lo que, podemos decir que

{un ()27 (), w) g1 — (f, w151

Finalmente para usar convergencia mayorada, acotamos la sucesion de la
. 2042

siguente manera. Como |u,(t)|*?u,(t) € L2e+1, que w € C° usando los
mismos argumentos que utilizamos para acotar (4.5)), tenemos

et ()7t ()| 111 < C(T g a1, |60l 1)

para todo t y n es decir, esta acotado uniformemente. De esta manera,
[{Jun (O un(t), w) -1 ()] < [||un ()P wn (@) -1 ]Jw] ()]
< Cln(t)| € L'(0,T).
Por lo que
T T
| P unter )t [ (505wt
0 0
Y para el dltimo término,

/0 <¢n<t)vun<t>§ w>H—1H1?7(t)dt.

Usando argumentos analogos a los que venimos utilizando y por tener la
convergencia ¢, (t) — @.(t) en L? se tiene que ¢, (t) — ¢.(1) a.e.
Sea t € [0, 7
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sw)g—1m — (0« (H)Vu(t); w) -1 |

[(Dn(O)Vun(t); w) p-1m1 — (9 () Vtn(b); w) -1+

Hou OV un(t); 0 g-1a — (6 () Vat(t); w) 1111

< @n(t) = ()| (Vun(t), w) g1 + |0 (8) (V (1 () — 1a(t)), w) 11

[{0n () V uun (2);

El primer término de esta ultima desigualdad podemos acotarlo de la
siguiente manera:

[Pn(t) — D(O)(Vun(t), w) g1 = |n(t) — du(O)|((Viun(t), w) g1
+(Vaun(t), w) g-141)
< 9n(t) = e OIUVillzo [lun (@] 2o, [[w]] 2o

+ 1Vl oo [[un (@) || 2042 |l w]] )

con ¢ tal que %31 + % = 1y r tal que m —i— = = 1, andlogamente a

lo hecho en la demostracién del Teorema [4.1] y como hemos visto repetidas
veces, estas cotas son iniformes en n y t. Por lo tanto, se tiene que

[6n(t) = S OI(Villeo [lun N 2oy wllzo + ([ Vallow [un (@) l] 242 [[e0]] ) = 0

cuando n — o0
Por 1ultimo, para ver que

(D (t)V (2)un(t);w) g1 — (D4 (t)V (2)us(t); w) g1

usamos las cuentas hechas para (4.7)) que nos permiten ver el producto dual
anterior de la siguiente manera

(4.13)
(@(OV (@) (un(t) — us(t)); w171 =
|0 (0] ((Vi(un(t) = w(t));w) pr g + (Va(un(t) — ua(t)); w)rrra)
< [@ull ((Vilun(t) — ualt)); w) e + (Va(tn(t) — walt)); w) pora)

Conr/:%yrtalque%—l—%:l ,p:2a+2yqtalque%+%:1 JASi7
del hecho que u, (t) — u.(t) en H' y Vi y V4 son reales, tenemos que los dos
términos anteriores tienden a cero cuando n — oo. Luego, hemos visto que

la sucesion (¢, (t)Vun(t); w) -1 — (Pu(t)Vuu(t); w) g—1m
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Ademas como ||un(t)HL2jp V |[un(t)]|p20+2 estéan acotadas por ||, (t)||
=

uniforme en ¢, gracias a los corolarios de Gagliardo Niremberg (2.2)), (2.3), y
se tiene

[(DnV (@)un(t); W) -1 (8)] < | dnllzoe ([[Vill o lln () || 11 [[w]] 2o
+ [Vall oo lun @) L [l wl] ) In(2)]
<N nll=CUVillzelwllze + [[Vallzoe lw]£-) 1n(t)]
€ L'(0,T)

y finalmente por convergencia mayorada tenemos:

/0 6V () (8); w0} - m(£)dt — / 62V (@)1 () 0) 1)

Esto implica que u, satisface la ecuacion:

d
zﬁu* + Au, + Af + ¢.(t)Vu, =0 para casi todo t € [0,T]

en sentido distribucional.
Lo préximo a mostrar es que:

(L, 2)[*u, (t, 2) = f(t,x) para casi todo (t,z) € [0,T] x RN

. ,r,/ . .
como funciones en L". Para ello, alcanza con ver que son iguales como dis-
tribuciones. Es decir, que para cualquier ¢ € [0,T] se tiene que

(4.14)
/RN |, (2, 2) |2 u, (t, 2)p(z)dr = . f(t,z)p(z)dr para ¢ € C(RY).

Probaremos esta igualdad por el absurdo:

Si no fuera cierta, existirfa ¢y € C°(RY) tal que

[ et 0Pt ayads £ [ ftappala)da

Y como |u,(t)[*u, (t) — f(t) en L si n — oo se tendria que

[ttt on@de > [ feaaede s 0o
RN RN



58 CAPITULO 4. EXISTENCIA DE MINIMO

Por otro lado, se deduce de que u,(t) — u.(t) en H' que existe una
subsucesién, que seguiremos notando (u,(t))nen tal que w,(t) — wu.(t) en
L} (RY) y por %agliardo Niremberg en L7"*(RY) y por lo tanto |u,(t)[* —

(RY).

20+2
[ (£)[27 en L,

Luego combinando: ||t e(o.1),m1) < C, que u,(t) = u(t) en H' y
usando el teorema (desigualdad de Holder generalizado) se tiene:

[ttt alante)dn = [ o) k(o

RN

< [ et 0) Pt a)in(o) = a6 )70 0,2
+ b, )70 (1, 2)0 () — s (8 2) P 8, 2) o)

< [ Jualt ) lun(t,2) = t,2) (o)

 [[un (6, 2) 7 = Jua (& 2) || (¢, )] |0 () d
< (8135020 |t (£) = ()| o2y |00 | 20200
+ |||un(t)|2” _ |u*(t)|20||L2(,;L2 (Q)||u*(t)||Lza+2||(,00||L2a+2(Q)

s

donde en esta ultima desigualdad estamos usando para el primer y segundo
término, Holder con p; = 2222 py, = 204+ 2, p3 =20 +2y r = 1, con

20 7
el soporte compacto de g. Asi obtenemos que cuando n — oo estos dos

términos tienden a cero. Lo que contradice el hecho de que:

| P ayle)ds £ [ fayenla)ds

y asi, hemos visto (4.14]).
En resumen, u, € L>((0,T), H')NW1*((0,T), H!) y satisface la ecua-

cién:

z%u* + Aty + M |*7us + ¢4(t)V (2)u, = 0 para casi todo t € [0, T
en sentido distribucional. Luego, usando el cldsico argumento basado en las
estimaciones de Strichartz, podemos obtener la unicidad de la solucion débil
u, de .

Argumentando como en la prueba del Teorema de [4] para nuestro
caso, como hemos hecho en el analisis de buen planteo en el capitulo 3, resulta
que u, es una solucion suave de vy u, € C((0,T), H)YNnC*((0,T), H™).
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Etapa 3: Conclusion.
De etapa 2 concluimos que existe un par (u., ¢.) € A(0,T) que es limite
de la sucesiéon minimizante (u,,¢,) en el sentido y [3| de la péagina 51.
Para concluir que el par (u,, ¢,) es un minimizador del problema de control
optimo:
B = oo Flu.9)

Necesitamos mostrar que:

n—oo

Recordemos la definicién de nuestro funcional objetivo (4.1))

Flu, 8) = (u(T,.); Au(T; )Y, + 7 / (E/(t))2dt + / (¢/(t))%dt.

De la suposicién del operador A : H' — L? acotado, existe R > 0 tal
que para todo n € N supp,crn (Au, (T, z)) € B(R) por lo que deducimos de
un(T) = us(T) en L7, que Au,(T) — Au,(T) en L*. En efecto, sea v € L?
(4.15)

(Aun(T), v) = (Au(T),v) 12 = (A(un(T) = u(T)), v) 12

= Re (/ A(un(T) — us (T))Tjdx) por ser A localizado
B(R)

= (A(un(T) = u(T)), v) 2(B(R))-

Por densidad de H' en L? existe una sucesién (v;) C H' tal que v; — v
en L? Asi, se tiene que

(Aun(T),v) = (Au(T),v) 2 = (Alun(T) — uu(T)), v = v;) L2(B(R))
(A(un(T) = ua(T)), v)) 2(B(R))-

+

Para el primer término de la igualdad anterior, se tiene que

(Aun(T) = ue(T)), v — vi) 2wy < |AUA(T) — (D)) | 22BRY IV — Vil L2(B(R))
< Ollun(T) = we(D)| 1 flv — vj 22
< O([Jun(T) 1 + (D)) lo — vl 22
< O(fun(T)ar + (D)l ) [l = vl 2
— 0 cuando 3 — o0
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Para el segundo término, para j fijo conveniente, como v; € H' tenemos
que

(A(un(T) = ua(T)), v5) L2B(r)) = (Un(T) = uu(T), Avj) L2(B(R))
— 0 cuando n — oo

va que Uy, (T) — u.(T) en L?

loc*

Usando este hecho, veamos la convergencia del primer término del fun-
cional F"

(4.16)
[ (un(T), At (T)) — (uu(T), Au.(T))]

(tn ), A

(un(T) = w(T), Aun(T)) L2(B(R))

(ua(T), Alun(T) = ua(T))) L2 (B(ry)

[t (T') — el D)l L2 ((8)) Cllun(T)| L2 (B(r))
( ) = ue(T))) 12(B(R))
Cllunllzos om0 [un(T) — w(T) | L2 ((R))
(ua(T), A(un(T) = ua(T))) L2((R)) — 0

sin — 00.

Para el término que acompana a 7;, queremos probar que

T T
tminf [ & (£)2wn(t)2dt > / o (1) 2w, (1) 2t
0 0

n—oo

donde llamamos
wy(t) = / V(x}|un(t,x)|2dx y wi(t) = / V(:p)|u*(t,x)|2dx.
RN RN

Sumando y restando
T
JRCACREORE
0

se tiene que;
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T T

lminf [ ¢ (t)*w,(t)*dt = liminf [ (¢! (t)*w,(t)*
+¢() (1) = ¢, (1) w. (t)*)dt
(4.17) > lim inf / oL (t) 2w, (t)2dt

n—oo

+ liminf / o ()2 (wn(£)? — w.(£)2) .
0
Para el primer término de esta ultima desigualdad, recordemos que
w. ()] < [VilleoC(T NJuollars (|01 1) + [[Val| oe ol 72
independiente de t. Veamos que
¢ w, — ¢Lw, en L?
En efecto, como ¢, — ¢. en H' y ¢, — ¢, en L?, por el Lemma 8.2 de [3]

tenemos que ¢/, — ¢, en L? y en consecuencia que ¢/ w, — ¢, w, en L.
Luego de la observacion (ii) se tiene que

i in [, (£ (]2 > 6 (6. (8) 2
(4.18) T T
imint | (60 P02 > [ (0100

n—o0

Para el segundo término de (4.17)). Es facil ver que vale la siguiente de-
sigualdad

(4.19) lim inf w? (t) > w?(t)

n—oo

y de las desigualdades (4.18) y (4.19)) por el lema de Fatou se tiene

lim inf / (61, (8)) 2 (1)t > / (61(6) P (1)t
+ /0 lim inf(¢), (¢))?. lim inf (w2 (t) — w?(t))dt

n—oo n—o0

> [ oreoa
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Para el término que involucra a ~s:

Usando otra vez el hecho de que al tener ¢, — ¢, en H' y ¢, — ¢, en L? se
tiene que ¢/, — ¢’ en L?. De la observacién (ii), se desprende

n—oo

(4.20) lim inf /0 (6. (1)) 2dt > /0 (6.(1))2dt

Luego de (4.16)), (4.18)) y (4.20) se deriva que:

F, = liminf F(uy,, ¢n) > F(us, ¢x)

n—oo

y como la otra desigualdad es obvia, porque (u.,®,) € A(0,T), se tiene
queF, = F(uy, ¢x) con (uy, ¢.) € A(0,T) que resuelve nuestro problema, lo
que completa la prueba.

]



Capitulo 5

Condiciones necesarias de
primer orden

Con el fin de obtener una caracterizacién rigurosa del minimizador (u., ¢.) €
A(0,T) tenemos que derivar las condiciones de optimalidad para nuestro pro-
blema de control 6ptimo. Para ello, en primer lugar calculamos formalmente
la derivada de la funcién objetivo F'(u, ¢) y analizamos el resultado del pro-
blema adjunto en la siguiente subseccion.

5.1. Derivada y analisis de la ecuacién adjun-
ta

Queremos derivar el funcional objetivo F'(u, ¢).

Siendo u solucién del problema (3.1)) y ¢ el control correspondiente. He-
mos visto en el Lema que dada ¢ € H'(0,T) tal que ¢(0) € By existe u
solucién tal que u € X(0,7T), u(0) € By. Esto define para cada ¢ € H*(0,7)
la siguente funcién:

u: HY(0,T) = X(0,T), ¢+ u(¢)

donde
X(0,7) := L2(O,T, H&) N W1’2(0,T, Hﬁl)

que introduce un funcional
JHY0,T) =R, ¢ J(¢) = F(u(¢),9)

con

F(u, )=<U(T,-);AU(T,-)>i2+%/O (E’(t))th+72/o (¢'(£))dt.

63
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Para caracterizar los puntos criticos tenemos que calcular la derivada de 7.
Para ello, en virtud de la derivada Gateaux , que podemos recordar una de-
finicién en [9], consideramos d, € H(0,T") con d4(0) = 0 un control posible.
Recordemos que H'(0,7) < C(0,T) y por lo tanto tiene sentido evaluar
dp(t) ent = 0.
Observemos que:

J: HY(0,T) =R

J' HY0,T) — (H'(0,T)) = H'(0,T)

J(¢): H'(0,T) — R.

Por definicién
! !/ d
(T(®),06) 101,101 = T (6)(g) = %j(ﬁb + €dg)le=0

es la derivada de J respecto a ¢ en la direccién de d4. Haciendo regla de la
cadena obtenemos:

(5.1)
d d
(T (), O¢) H-1(0,1),H(0,T) ‘= %‘7@5 + €0p)|e=0 = %F(UW + €04); ¢ + €0g)|e=0
OF ,
= (5, ((9), 9):w(9)-05)) x 0.1 x(07)
oF
+ (5= (u(9), ) 0¢)) -1 (0,1, 11 (0,1)

%
con X (0,7)* el dual de X (0,7).

Observemos que:

% o(6), ) =ty PO I00) = F(0(0).0)

h—0t h

que se define para v € X(0,7) y si existe el limite nos da un valor real, por
lo que 8E(u(¢), ) € X(0,T)* y

(@] = lim UOTI) @)

h—0t h

Como u : H'(0,T) — X(0,T) el limite anterior si existe, pertenece a X (0,7,
es decir
u'(9)]04] € X(0,7) si ¢,0, € H'(0,T)

con 64(0) = 0 para que (¢ + hdy)(0) = ¢(0) y asi verifique ||¢(0)] < Ms.

Escribimos la ecuacion en una forma mas abstracta:

ie P(u,d) = ius + Au+ Nu|* u+ ¢(t)V(x)u =0
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siendo u = u(¢). La diferenciacién con respecto a ¢ formalmente queda:
dp
de
Calculemos 0, P (u, ¢):

(5-2) (u(9), ¢) = uP(u(9), ¢).u' () + I P(u(9), ¢) = 0.

oP

(53) (5

0,85 (6)8) = -+ el (9)6: )| o

Dado ¢ € X(0,T) calculamos 22 (u, ¢)[¢]. Asi,

e—0 €

Alu+ €67 (u + €§) — Au[*u
- :

= i& + AL+ 9(H)V ()€ + 1
La dificultad de este limite radica en calcular la derivada de la funcién
f:C—C, f(z)=1z*=.

Haremos esté calculo con cuidado: Una forma equivalente de pensar a la
funcién f serfa:

R =R fzy) = (2, y)(2,y) = (2°+y*)7(2,y) = ((z°+y*)72; (2°+5°)7y)
cuya matriz diferencial viene dada por:

Df(x ) B O'(ZL‘Z + y2)0712x2 + (ZL‘2 ‘l’ y2)0' 0'(172 + y2>0712yx
Y) = U($2+y2)"’12y$ U($2+y2)”*12y2—|—($2+y2)”

Luego si (u,v) es la direccion, tenemos:

Df(z,y)(u,v) = o(x* +y?)7! (2:1:2 2y:v> (u) + (2* 4+ y*)° <u>

2ux 2y? ) \w v

Asi podemos escribir a la derivada direccional como:

oo (22%u + 2yzv . (u
Df ) () =ale= (ot T2 ) o e (1)

donde z = x + 1y y la direccion w = u + iv.

Veamos que:
20 + 2yxv
2yzu + 2y%v



66 CAPITULO 5. CONDICIONES NECESARIAS DE PRIMER ORDEN

representa al nimero complejo (w.zZ 4+ w.z).z

(WZ+w.2).z2 = (u+w).(x+ 1) + (z +iy)(u + iv)
= (2ux + 2vy).(z + iy) = 22%u + 2yzv + i(2yzu + 2y*0).

Luego podemos decir que la derivada direccional viene dada por
f'(Dw] = olz)* 22(wz +w.2) + |2]*w

Asi finalmente hemos calculado:

0 _
(50 (0,0):€) = i + A+ SV ()6 + Molul€ + olu 2w + uf)

— i& + AL+ OOV (2)E + Mo + D)|ul>€ + Aoju|?2u?E

con & € X(0,7).

Consideraremos a continuacién la ecuacion adjunta. Sin mucho detalle
justificaremos existencia de solucién en la Proposicién lo cual nos per-
mitird junto con la Lipschitz continuidad que probaremos en la Proposicién

justificar la diferenciabilidad de F.
Sea ¢ solucién de la siguiente ecuacion adjunta

ipe + Dptp(t)V (2)p + Mo + 1)[ul* ¢ + Ao|ul* *u’p
(t

WV
= 4y (¢ () w(t)V (z)ut, z)
p(T) = i4(u(T), Au(T)) 2 Au(T)

En la siguiente proposicién vamos a analizar la existencia de solucién de (5.4])

)
(5.4) ¢’

Proposicién 5.1. Sea N < 3,uy € H? , ¢ € W>°(0,T) yV, vV € LP+L>®
para p > 2. Asumimos que 0 < o = S ]
Entonces, para cada T > 0 la ecuacion (5.4)) admite una inica mild solution

o € C([0,T],L?).

Demostracion. Como V es un potencial ilimitado, no puede ser tratado por
el argumento de perturbacién como en la Proposicién 3.6 [10]. Bajo nuestras
suposiciones en V, ug, N, v A deducimos de H? < L* y el Lema que
|U|2U, |u|2072u2 c Loo’

471 (¢ (1) *w(t)V (w)ult, x) € L0, T; L) | id(u(T), Au(T)) 12 Au(T) € L2.
Observemos que en nuestro caso al ser

g1(9) = oV,  ga(p) = Mo+ D]ul*¢, g5 = Aolul” *u’p
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lineales, es facil verificar las hipdtesis (2.12) y (2.13)) del Teorema [2.17} En

consecuencia, aplicado el teorema podemos obtener el buen planteo local. La
existencia global se puede derivar por el argumento clasico para la ecuacion
de Schrodinger y la desigualdad de Gronwall. Pero no desarrollaremos esto

ultimo en esta tesis por ser similar a lo hecho para la existencia global de u.
O

5.2. Lipschitz continuidad con respecto al con-
trol

Esta seccion se dedica a probar que la solucién depende en forma
Lipschitz continua del parametro de control ¢.

Para empezar, estudiamos la dependencia continua de la solucion v =
u(¢) con respecto al control.

Proposicién 5.2. Sea N <3, V,yV € LP + L*® y V € L* para p > 2.
Asumimos que 0 < o < N2_2 siA <000 <0< %sz’)\>0. Sean
u, @ € L=(0,T; H?) dos mild solution de[3.1] con mismo dato inicial ug € H?
correspondiendo a los parametros de control ¢,<5 € Wht>(0,T) respectiva-

mente. Dado M > 0 constante, si

|Pllwreor) 5 [|ollwreor » |u@)llzoerm2y s UE)] L 0rm2) < M

Entonces, eziste T = 7(M) > 0 y una constante C' = C (M) tal que

lw = @l oo sy < C([Ju(t) — @)= + (|6 = a}HHlut))
< C(lfu(t) — @)= + ¢ = Sllwreq,)

donde I := [t,t+7]N[0,T] En particular la solucion u(¢) depende continua-
mente en el pardmetro control ¢ € Wh>(0,T).

(5.5)

Demostracion. Para simplificar notacién, asumimos que ¢t + 7 < T. Apli-
cando el lema [3.1] existe un 7 > 0 dependiendo solamente de M tal que uly,
es un punto fijo del operador

O(u) :=U(. — t)u(t) +i / U(. — s)(Mu(s)*7u(s) + ¢(s)Vu(s))ds

t

que mapea el espacio de Banach

Y ={ue L>(I;; H?), |lullze(m2) <2M}, en si mismo,
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con U el grupo de isometrias en H'.
Lo mismo vale para % en consecuencia obtenemos:

u(s)—u(s) = U(s—t)(a(t)—u(t))+i /ts U(S—T)(A[|ﬂ]2"ﬁ—|u]20u]+V(€ng~5—u¢))(7’)dr

donde s € [t,t + 7).

En lo que sigue establecemos r = 20 +2 y p = pszl tomando ¢q y 7y tal
que (q,7) y (7, p) son dos pares admisibles como se define en [2.21] Aplicando
estimaciones de Strichartz (Teorema [2.15)) para (5.6, los teoremas de inclu-
sién , TeoremaR.3| ¢, ¢ € H'(0,T) — L°°(O T)ya(t,.),u(t,.) € HX(RY)
L (RN ) donde N < 3, la desigualdad de Holder y - ) Veremos:

(5.7) % — ul| oo 1522y < Cllaft) — u(t)||z2 + CT || — wl| Lo (1,,m2)

o .
+ O || — ull oo 12y + Clld = bl

Utilizando los resultados de Strichartz vistos en [2.15] y siendo (00, 2) , (¢/,7")

y (7, p') pares admisibles se tiene

(5.8)
it = ulloe ) < U (s = £)((E) = w(®)) | oz

+ ||i/ U(s — )IN[al* @ — |ul*u) + V(¢ — ud)](r)dr| oo 1,2
t
< Olla(t) —u®)llrz + Cll fille g,y + Cllfoll v 1,20
con f1 = |a>a — [u|*uy fo = V(i — ud).

Veamos HfluL‘ll(ImLT/):

(5.9) uﬁmﬂmlr:=(/nuﬂf |m%uwrﬁ)

y usando la desigualdad de la Observacion [2.11
(5.10)

1
7

/

a
q ~ 2cr~ 20 r’/ "
= (\|U| — |u**u))

< ([ e sy i)

a7 @ — fuf*"u

/

?\‘m

/

R

( [ jakra D”+hﬁ“ﬂa—uw)

<o [ ara-uy) o ([ - )

~

[}
R
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Veamos con més detalle el segundo término de esta tltima desigualdad. Usan-
(110 H(ljlder para a = 7, siendo r = 20 + 2 y 1’ tal que % + % =1y o tal que
<+ - = 1 se tiene

/ / /

(5.11)

7 ? DtT‘/
([ wia=ur)” < ([ ) ([ gamur)
RN RN o
<</ | ’r)wwm(/ (i Dr)wffffiiém
>~ u i—u
RN RN

/
= llull 22 |@ = u]{.

Anélogamente podemos tratar el primer término de (5.10]) y asi obtenemos

1
o

2 2 o\ 9
1illwia oy < ( / OllalZ it - ull?, + Cllul®? [l — u||qr)

(5.12) N
/ q
< € (filersin + lalgan) ([ 2= ull)
t
haciendo Holder con las funciones hy = 1y hy = ||a — u||qL/T para a = %
tenemos que
(5.13)
1

. o Z 5\

il < € (s + ) (f 3=l ? [ 1)
t t

~ 1120 20 ~ %
<c (Hu||m,m o el ) (1 = g ory 1177 )
donde |It|a 7 =ra . Asf

~ 1
Wil oy < € (Nl + Nl 1) (18 = 0l iey 77 )

Para f, = V(ﬂgz; —u@), si sumamos y restamos u¢ por desigualdad triangular
tenemos que

1 fall o oty < WV O =l g g, 2oy + VUuld = ) 1 1,00

Veamos el primer término:

(5.14) IV (i — )l 1, oy = (/ IV o(a )

U=
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haciendo Holder para o = § y o tal que é + é =1 se tiene

V(i —u)l}, = ( IR “)')p)

<16 ([ ve-wp)”

(5.15)
/ pl'y/

<tare ([ e )" (] a-ar)”

~ oy ’
< ol zee IVIZo 12 — ullz,-

/

b\‘Q

Para el segundo término :

IVald — )l gy = ( [ vuG- ¢>Hz;,)

on o tal que é + é = 1 tenemos que

1
57

Haciendo Holder para o = § ¢
(5.16)

Vu(d - o)}, = (/RN(Wu(qB - ¢)|)rf) v (16— o) </RN(|V“D’)/> ’

!

<o ((f W [ wey)”

= (16— ) IV, el -

i
7

Luego
(5.17)
1

~ ’ ’ - / ’Y/ ~ ’ 2 ’
Vel iy < ( / ||¢Hzoo||w|zp||u—uuzp) ; ( [ 16—y ||vr|zp|\uuzp)
t t

= 10l = 1Vl zall@ = wll o 1 10y + 1V ]| o (/1 (16— cbl)”’llﬂlllp)

= 1@l lVllzella = wll g g, Loy + 1V IIzolld = Al 1y 1l 2o

2

~

Asi podemos escribir (5.8) de la siguiente manera

(5.18)
it = ull a2y < Clli(t) — ()] 2

~ ag ag -~ %
o+ C (Nl ry + Nl i) (1 = llzagrery 77 )

H ol IV llzella = wll g, oy + 1V Lo |6 = Dl o 1y 1l o
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El segundo y tercer término de esta ultima desigualdad se puede escribir
como sigue

L = C (il iy + N3 1) (18 = wllzagrny 77 )
Loo(Iy,L7) Lo (Iy,L7) La(1,L")

1

a—q’ ~ 5 q
<Cra C la — ul[Z,
I

(5.19) —d a
<or' ([ a-uly)
I
a=q 1
< O 9 ||t — ul| poo(r,,m2)| I¢| @
1o~
= 07"1/ ”U — UHLOO(ImHZ)'
El cuarto término
7 ~ ~ %
Ly = (@l e[|V [ eo @ = wll g g, 2oy < Clli = ull oo 1y, m2)7>
y el quinto, usando la inclusién de H'(0,T) < L>(0,T) tenemos que

VIlzellé = &l gy lullzo < Cllé = Sl

y asi podemos concluir que

_ _ 1
(5.20) @ = ul|zoo(z,,22) < Clla(t) —u(t)|lrz + CT9 |G — ul| oo (1,12
. ) R i
+ Ol — ul| oo, 5277 + Cllo — S| a1 (1)

como queriamos ver. .

Sea fi(t) = M|a|*@ — |[ul*u)(t) y fo(t) = V(ud — ue)(t), se deduce del
Lema [2.3| que
(5.21)
[A(E = w)l[ oo, L2y < N AGA(E) = u(®)ll2 + ClAE) + f(Oll2 + 1 + follLe L2

+ CIl () ell o 1,1y + CNU el L 1,10

Estimamos estos términos por argumentos similares a lo usado en (5.7)) ob-
tenemos

(5.22) i
A1) + fa(®)ll 22 < CUaP + [u*) (8) (@ — ) (8) | 22 + [V A(E) (@ — u)(t)] 2
+ [Vu(t)(é — ¢)(t)] 2
< Clla(t) = u(®)z + SOV IIell (@ = w) (@] 2,
+1(6— D) DIIVult)l.2
< Clla(t) = u(t)| 2 + Clla(t) — u(®) | + Cllé — dllm
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Donde 2 < p < 00, 2 < % < 00 deducimos de la desigualdad
2p—N

lull | 2, <C’||U|| g

y la desigualdad de Young que

(5.23)
1fi + follzoe(rizzy < ClPT + [uf*7) (@ = w)|[zoo(rrz) + 1VO(@ = )l o ri22)

+ [Vu(s - ®) || oo 1,:2)

< Clla = ullpmgaan + IV lslla =l o,

+ ¢ = Ol [Vl o vl oo 1, 1r2)
< Ol — ullpe ey + €lle = ull e imzy + Cll¢ = Gl
Cuando p = 2 por argumentos similares al anterior, tenemos:

IVé(a —u)l|porszey < |V all@(@ — )| oo s, 0

(5.24) I -
< OHU — UHLOO(It;Lz) + EHU — ’LL“Loo(It;HZ).

Cuando p = o0

(5.25) V(@ —ull oz < IVl 9(a — w)ll oo 1,,22)-

Después de algunos calculos con argumentos similares a los hechos en

(5.7) obtenemos

(5.26)
H(fl)tHLq'(It;L’“’) < Ol|al*a; — ’u‘zoutHLq’(h ;L)
+ a2 aa? — ul* ™ a®|| (Ii;L™)
< Ol — utHqu(It 2t |||U|20 2“2(Ut — )| (Is;L")
+HI(al e — a2 el o g,
< COlltde — well o (1,22 + Cll@ = w)(@l* =" + Jul* )il o g,
< Ol = will g gy + 77—l oo,
donde
(5.27)

[ utHLQ'(It;L?) < CllA(a - U)HL‘Z'(Q;L?) + OHV(@?Z~5 - u¢)||LQ'(It;L2)

+ Cllla*a — Jul*ull o (7,5z2)

1 . 1
< CO79 |t — ul| poor;m2) + Cllo — Ol gy + 79 ||t — | oo (1522)-
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Similarmente,
(5.28) 3 R
H(V(ﬂqﬁ - u¢))t’|LW'(It,LP') < ||V(q§/ - @b/)a”m’(h,m’) + Hqu'(ﬁ - u)HL'Y'(It,LP')
H V(@ = d)iell g, 1oy + 1V S (= )| L 1, 1)

277/

< COllé = @llmay + 72" 1¢'llr2l@ — ull oo, 2y
FVllzzrll¢ = bl + VIl 2vlld = will g 1,12

Notar que las estimaciones ((5.7)) - (5.28) se mantiene para V € L.
Combinando (5.7) - (5.28), usando la equivalencia de normas para H>
vista en la Observacién 2.2 obtenemos

ER
it = tll gy < Cla(E) = w(®)lli + C77 i = ] ey
1 -
(529) +C7—7/HU_UHL°°(I“H2) +CH¢_¢HH1(Q)
2=y B
+ 727 || — | poo (1 m2) + €T — ul| oo 1,12

Por lo tanto, la estimacion se mantiene para una eleccion de 7 y € sufi-
cientemente pequena. Debido a que @(0) = u(0) deducimos por argumentos
de continuidad y de que el mapeo:

¢ — u(¢) es continuo con respecto a ¢ € WhH>(0,T). O

Ahora estamos en condiciones de mostrar la Lipschitz continuidad de la
solucién u(¢) con respecto a ¢ € WH>(0, T). Con la estimacién (5.5)) a mano,
la prueba es andloga a la Proposicién 4.5 de [10].

Proposicién 5.3. Sea N < 3 V,\yV € ILP +L>® 4y V € L* para p >
2. Asumimos que 0 < 0 < ﬁsi)\<000<a< %sz’/\>0. Sea
¢ € Wh(0,T), y u = u(¢) € L>(0,T; H?) solucion de (3.1)). Dados 6, €
H(0,T) con 64(0) =0, para todo € € [—1,1], sea i = u(¢+ €dy) solucidn de
con control ¢ + €dy y el mismo dato inicial u(¢). Entonces existe una

constante C' > 0 tal que:

18— ull =12y < Cllé = Sllmory < Cllé = Sllwro.r) = Clellldollwreo,)-

Demostracién. Como podemos encontrar una cota uniforme en € con |e| <
1 para (;3, obtenemos que el valor de 7 que determina la longitud del intervalo
en donde vale la estimacion es uniforme en €, depende solo de la cota
M. En consecuencia, gracias al buen planteo de la ecuacién que determina
la solucién u y dado que u(0) = @(0), sumas finitas de la estimacion en
intervalos de la forma [n7, (n + 1)7] nos dan el resultado deseado. O
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Teorema 5.1. Sea N < 3, ug € H?, ¢ € WHe°(0,T), V,yV € LP + L™ y
V € L? para p > 2. Asumimosque%<a<ﬁsi/\<00%<0<%si
A > 0. Entonces la solucion de satisface u € L>(0,T; H?) y el funcional
F(¢p) es Gateaux diferenciable para todo t € [0,T] con

o(t, 2)V ()u(t, ﬂf)df”) — 25 (@) +mw(®)?)

(5.30) F(¢) = Re (/R 4

N

en sentido distribucional, donde w(t) esta definida por:

(5.31) w(t) = /R V@lu(t,2)dr

y @ € C([0,T]; L?) es la solucién de la ecuacién adjunta
(5.32)
ior+Ap+ o)V (@) + Mo+ Dul* o+ Aalul® 0B = 71(¢ (1)) w(t)V (2)u

sujeto a las condiciones iniciales de Cauchy: o(T) = 4i{u(T); Au(T)) 2 Au(T)

Demostracion. En virtud de la definicién de derivada Gateaux.
Sea u = u(¢), & = u(¢) con ¢ = ¢ + edy. Vamos a calcular la derivada
direccional en la direccién de d4 es decir, calcularemos

F'(9)[0s] = lim,_o w. Necesitamos probar que ese limite existe

y que se satisface la ecuacién (5.30). Para ello, sea: u = u, @ = u(¢) con

¢ = ¢ + €d4 que satisface las hipétesis de la Proposicién y por lo tanto
@,u € L0, T; H?) — L>(0,T;RY).
Consideremos la diferencia de las funcionales objetivo correspondiente:

F(¢), F(¢). Esta diferencia la podemos escribir como suma de tres términos:

F(@)=F(o) =N+ T+ Ts

Fom [ @R[ V@litalra - [ @2 vieueopr.

La estrategia general sera utilizar la Lipchitz continuidad establecida en
la Proposicion y reescribir los términos 7, J2, J3 de tal manera que

F(¢) — F(¢) = término lineal en(é — o)+ O(H(; - ¢“?{g)
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Dado que ¢ = ¢+ ¢d, v por lo tanto O(||¢ — ¢||2,1) = O(?) el limites cuando
t
¢ — 0 nos dard la derivada funcional que buscamos.
En lo que sigue usaremos repetidamente la siguiente identidad:

(5.33) a® —b* = 2b(a — b) + (a — b)*.

Empecemos con el primer término J;:
Podemos reescribirlo en la forma:

((T), Au(T)) 15 — (u(T), Au(T))is
2((u(T), Au(T)) £2) ((a(T), ﬁ(T)> — (u(T), Au(T)) r2)
+ (a(T), Ad(T)) s — (u(T), Au(T))r2)*.

Usando el hecho de que A es esencialmente autoadjunta, los términos entre
paréntesis los podemos reescribir asi:

(@(T), Au(T)) 1z — (u(T), Au(T))

(5.34)

Usando la cota que nos da la Proposicion obtenemos que:
{(@(T)~u(T); AT)~u(T))) 2] < [ Allecre, o) |4(T) —u(T) |7 < C1d4]l7
y por lo tanto

(@(T), AU(T)) 12— (u(T), Au(T)) 2 = 2a(T)~u(T); Au(T)) 2 +O(|9—0| 7).

(5:35) = 4u(T), Au(T))zz (a(T) — u(T); Au(T))zz + O(e)

Ahora consideramos, J5, que podemos escribirlo asi, en virtud de la identidad
(15.33)

T = 27, / S0 () — &(1))dt + 72 / (@) — &(t))%dt
(5.36) 0 0
— 2, / (O (t) — (D)t + O().

Finalmente para el tercer término J3, por la definicién de

w(t) = /RN V(z)|u(t, )|*dx,
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podemos escribir a J3 asi:
Ti= / (1) — (&/(6)) (w(t))dt

e [ (] et - wo?)

Gracias a la cota de la Proposicién [5.3| cualquier error cuadratico || —u|| g2

es acotado por O(|l¢ — ¢||3,,). Veamos que podemos obtener la siguiente
t

escritura para J3:

I [ wwrame ([ (G -nvieo)s

271/0 (¢'(t) = &' (1))@ () (w(t)*dt + O(e).

Notemos por
u?(t)—/ V(z)|u(t, z)|*dw.
RN

Usando la identidad ([5.33) podemos escribir el primer término de [J3 como
sigue:

I = 71/0 ((6'(1))* = (¢'(1)*) (w(t))*dt
(5.39) =m /O [26'(1)(9(1) — ¢ (1) + (¢'(t) — &' (1)) (w(1))*dt

— oy [ [FO@E () — &) wt)?dt + O(e).

0

Para el segundo término de J3, usando la identidad (/5.33)) tenemos que,

I, = 71/ (@'(1)*((@(t))* = (w(t))*)dt
(5.40) 0

= /0 (¢'(0)*[2w(®)(@(t) — w(t)) + (@(t) — w(t))]dt.

Usando el hecho que |a(t, z)|* — |u(t, z)]* es O(€) tenemos que (w(t) —
w(t))? es O(€?) y ademds de la identidad ([5.33)) tenemos que

(¢'(1)) = (&/(1)* + 26/ (1) (&' () — &/()) + (&'(t) — & (1))* = (¢'(1))” + O(e).
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De esta manera, el término Ir queda
T
L=m2 [ (@) (@) - u®)
0
y de la identidad
|a|* = |b]* = —|a — b* + 2Re (a(a — b))
se tiene que
o)~ w(t) = [ Vie) (falt.) - fult,a)) ds
RN
= [ Vi) (“latt.) - ut.0) + 2Re (a(t, )@ 0) — att. o))
RN
= 2Re (/ V(z)u(t,z)(a(t, z) — u(t,x))dx) + O(€?).
RN

Por lo tanto el segundo término queda de la forma que queriamos:

I, = 471/0 (¢'())*w(t)[Re (/RN((H)Vu)(t, x)dx)]dt + O(é%).
Luego, hemos visto que
T+ To+ Tz = 4{u(T), Au(T))Lg (@(T) —uw(T); Au(T)) 2

29 / ot & (1)t

(5.41) +471/0 (¢'(£))*w(t)[Re (/RN((H)Vu)(t, x)da:)]dt

Loy, / (&(t) — & ()6 (Bw(t)?dt + O(e2).

Estos cuatro términos son O(€) y por eso relevantes para el cédlculo del limite

F'(0)[0g] = lim F(p+edy) — F(9) _ . w

e—0t € e—0t €

Si tomamos limite en el segundo y cuarto término en sentido distribucional,
notemos este limite por

Fo(0)[0] + Fu(h)[0g]
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tenemos que

d

Fo(@)0s] + Fi(9)[0g] = =2 (¢ () (2 + m(w(1))?)) [0]

. / 2/ (1) (32 + 7 (w(t))2)[(8,)' (£)]dt.

Resta ver el limite del primer y tercer término, que notaremos por

F1(0)[04] + F5(0)[6s]-
Para ello, consideremos ¢ solucién de la ecuacién adjunta .
El tercer término de J; + J2> + J3 lo podemos reescribir de la siguiente
manera

(5.42)

o [ worume ([ @ v

= (4 (¢ (1) Pw(t)V (x)ult, x); a(t, ©) — u(t, x)) 1212
notando &y, = u(t,z) — u(t,x) y de la ecuacién (5.4) podemos escribir el
producto interno anterior como
(ior + A 4 dvo + Ao + 1)|ul* up + Ao |ul*” 2u*p; Ou) 122
=(itpr; 0u) 212 + (Ap + oV + Ao + D) |ul*7ugp + Ao|ul* *u?p; Ou) 1212
haciendo partes en ¢t y en x queda
—(isp;(8u)e) r2r2 + (105 6u) 121
+{p; Ay + OV 6, + Ao + 1) |u*us, + )\0|u|2”_2u25)L%L%

y usando que dy,0) = 0 que —(ip; (6u)¢) 212 = (5 1(0u)t) 212 ¥ de la expresion
de 0, P(u, ¢)(0,) tenemos que el tercer término queda igual a
(£:0uP(u, @)(0u)) r2102 + (i0(T); 0u(T)) 12 =
(03 0uP(u, 9)(0u)) 22 — Hu(T), Au(T)) 2 Oucr), Au(T)) L2
Asi, la suma del primer y tercer término queda solo
Calculemos explicitamente 9, P(u, ¢), donde 0,P(u,®) es la derivada de P
calculada en . Como @ y u resuelven (|3.1) podemos escribir:
(5.43)
OuP(u, 9)(8u) = (@ — w)e + Al — u) + OV (2) (@ — u) + Ao + 1u** (@ — u)
+ Ao |u*2u? (i — u)
= i(@ —u) + A@ —u) + V(@) (@(t)a — d(t)u) + V(z)a(o(t) — (1))
+ Mal*7 @ — Nul* u + o(i, u)
= V(@)u(o(t) = 6(t)) + o(t, u)



5.2. LIPSCHITZ CONTINUIDAD CON RESPECTO AL CONTROL 79

donde o(@,u) estd dado por:

o(t, u) = No|ul* ?u* (@ — 1) — [a|* @+ [u* u+ [u]* (@ — u) + ou* (i — u))

Por hipétesis ||| pee o, [[uf| e e < Cte y como H*(RY) < L>(RY) el resto
puede ser acotado por:

lo(@, )| < Cte(|al*” " + [ul*~")|d — ul”.

Ademas como ¢ € C([0,T); L?) y H*(RY) — L*(R") tenemos que:
/RN ot @)llalt, ) — ult, 2)Pde < |l@llrprz i — ullfe s < Ol = dll),

y del hecho de que (¢(t) — ¢(t))V (x)i en (5.43) es igual a

(@(t) — o)V (2)u+ (6(t) — o))V (x)(a — u)

donde este tltimo término puede ser estimado por O(||¢ — ¢|2,1) como antes,
t
obtenemos que la suma del primer y tercer término queda

Fi(@)0+ Fyolsd = | ne ( / a(t,x>v<w>u<t,m>dx) (8) (1),

N

En resumen, juntando todas las expresiones obtenidas para Ji, J2 v J3
y tomando limite cuando € — 0 hemos mostrado que F(¢) es Gateaux dife-
renciable con derivada F'(¢) dada por la féormula lo que concluye la
prueba del teorema. O

En el siguiente corolario derivamos la caracterizacién precisa para los
puntos criticos ¢, € H'(0,T) del funcional F

Corolario 5.1. Sea u, la solucién de (3.1)) con control ¢. y . la solucion
correspondiente a la ecuacion adjunta

Entonces, ¢. € C*(0,T) es solucién cldsica de la ecuacién diferencial
ordinaria siguiente:

54 LEO0s et = gRe ([

it et w)V(w)u*(t,x)dx)

N

sujeto al dato inicial ¢.(0) = ¢ y ¢'.(T) =0
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Demostracién. Sea p € C'2°(0,7) una funcion test con soporte compacto
en (0,7). Por los teoremas y tenemos que existe ¢, € H'(0,T) tal
que F'(¢,) = 0 satisfaciendo (5.30)) en el sentido distribucional.

Es decir,

/ PL ()W (8) (Yo +rrw(8)?)dt = —Re (/ /RN )@ (t, )V (x )u*(t,x)dxdt)

donde hemos usado el hecho que los términos de borde en t = 0y t =T
desaparecen, ya que u(t) es de soporte compacto.

Mostraremos que la solucion débil ¢, es tinica. Consideremos dos solucio-
nes diferenctes ¢L(t) y ¢2(t) satisfaciendo ¢L(0) = ¢2(0) = ¢y

Denotaremos su diferencia por 1, = ¢! — ¢2. Asi, 1, resuelve

/¢ D + ()t =0 ¥ e C2(0,T)

como e > 0y vy > 0, se tiene que ¥, (t) = 0 en sentido distribucional y como

L ¢? e HY(0,T) — C(0,T) concluimos que 1, € C[0,T] y que ¢,(t) = cte
para todo t € [0,T]. Dado que 1,(0) = 0 por hipétesis, obtenemos la unicidad
de solucién débil, es decir ¢.(t) es la tinica solucién.

Por otro lado, argumentos conocidos implican que admite una so-
lucién clasica ¢, € C?(0,T), siempre que w, € C1(0,T) y el lado derecho es
continuo en el tiempo. Esto iltimo es claramente cierto gracias a que el u, es
mild solution de y la Proposicion Ademaés, como V, 7V € LP + L™
deducimos que para toda u(t) € X(0,7") se cumple que V(z)u(t) € X(0,7T)
y también se cumple que

w.(t) = 2Re ( [t :p)V(:p)de)

= (V(2)u(t), u, (1)) x 0,1, x (0,7) < 00

(5.45)

Asi, w(t) € C1(0,T) dando lugar a la existencia de una tnica solucién
cldsica ¢, € C%(0,T). Por lo tanto, conclimos que la tnica solucién débil
¢, obtenida es una solucién clésica satisfaciendo (5.44)) sujeto a ¢.(0) = ¢y,

¢(T) =
En conclusién, hemos probado el siguiente teorema

Teorema 5.2. Si (uy, ¢.) minimiza el problema

5.46 min  F(u,
(5.46) ot (u, 9)
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donde

A0,T) == {(u,¢) € X(0,T) x H'(0,T) : (u,®) satisfacen la ecuacion (3.1)
con u(0) € By y ¢(0) € By},
para
X(0,T) = L*0,T, H) n W0, T, H™),
By = {ug € H'/|uo|lm < M1} y Ba = {¢o € R/|¢po| < Mo}

uy satisface la ecuacion

{ iug + Au+ Mu*u + o)V (z)u=0 , (t,z) €[0,00) x RN
u(0,x) = ug(x)

con control ¢.. Entonces existe @, solucion del problema adjunto

Ao+ Du* o + Ao|u*u’p
Yw(t)V (z)u(t, )

T), Au(T)) 12 Au(T)

) = uo(x)

ior + Ap + o)V () +
= 471(45'( )
p(T) = E(

y se satisface

GG 0N = g ([ w0V (@)oo

sujeto al dato inicial ¢.(0) = ¢o y ¢.(T) = 0. Es decir, se satisfacen las
condiciones necesarias de primer orden.
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