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Introduccion

El objetivo de esta tesis es estudiar los distintos métodos para la seleccion de modelos graficos
no-dirigidos en el contexto de alta dimension. Introducimos a continuaciéon qué significa cada uno
de estos conceptos por separado y cémo se conectan entre si.

Los modelos graficos son modelos estadisticos multivariados que nos permiten visualizar
facilmente relaciones entre distintas variables aleatorias a partir de un grafo como el de la Figura
en donde cada nodo representa una variable y las aristas representan sus dependencias condicionales.
Estos modelos nos proporcionan la libertad de dejar de lado las caracteristicas paramétricas de las
distribuciones a la hora de intentar responder ciertas preguntas con respecto a las relaciones entre
variables: ;Son a y b independientes conociendo el valor de ¢? ;Es a una variable importante? ; Hay
grupos establecidos de variables? Ademas de utilizarse como una herramienta de visualizacién, son
utilizados principalmente para abordar problemas clésicos del ambito del aprendizaje estadistico,
siendo uno de estos el problema de clasificacién. El marco tedrico de los modelos graficos combina
conceptos de probabilidades y de teoria de grafos, haciendo uso de las herramientas de ambos
campos. Se utilizan, por ejemplo, la verosimilitud como método de estimacién y algoritmos de
grafos como los que buscan el arbol minimo generador y el flujo maximo.

En general los modelos estadisticos surgen del analisis de muestras aleatorias finitas almacenadas
en bases de datos. El contexto de alta dimension refiere a que la cantidad de variables p que
tienen estos conjuntos de datos tiene un tamano comparable o mayor que el tamano de la muestra n.
Muchos de los métodos clasicos asumen que p < n, lo que no permite aplicarlos en dicho contexto.
Tomando como ejemplo el problema cldsico de regresién lineal en el que tenemos una variable
respuesta a predecir y variables explicativas, si la cantidad de co-variables es mayor que la cantidad
de datos disponibles, el clasico método de cuadrados minimos utilizado para resolverlo en datos de
baja dimensién no estd bien definido. En respuesta a esto, surge la idea de que al haber muchas
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Figura 1: Ejemplo de grafo no dirigido
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variables es probable que no todas sean tutiles en la prediccion de la variable respuesta y por ello,
algunos métodos buscaran seleccionar un subconjunto de las variables originales. En particular,
en el caso de los modelos graficos en alta dimension, se presenta el desafio de la computabilidad
y de lograr encontrar modelos explicativos e interpretables esperando grafos relativamente ralos
(con pocas aristas) para lograr este objetivo. Teniendo en cuenta que un grafo con p nodos tiene
% posibles aristas y por lo tanto existen 2(%) posibles grafos con esa cantidad de nodos,
los métodos exhaustivos pasan a ser intratables ya en el caso de valores medianos de p (un valor
de referencia podria ser p = 10).

Las dos principales clases de modelos graficos, aunque existen muchas mas, son las redes baye-
sianas (dirigidos) y las redes de Markov (no-dirigidos). Sus aplicaciones son muy variadas, se usan
en distintos ambitos tales como: genética (dirigidos y no-dirigidos, Wille et al. (2004))), procesa-
miento de lenguaje natural (Smith (2011))), reconocimiento de imagenes (no-dirigidos, Blake et al.
(2011))) y reconocimiento del habla (modelos de markov ocultos, Gales y Young (2007)), entre otros.
A veces la estructura gréafica del modelo es conocida o supuesta, como en el caso del procesado de
imdagenes, en el que una imagen se modela como una grilla no-dirigida en la que cada nodo es un
pixel. Otras veces, se desconoce. Nos enfocaremos en este tltimo caso y usaremos distintos métodos
para estimar la estructura del grafo subyacente. A este proceso de estimacién se lo llama seleccion
del modelo grafico.

En este trabajo hacemos una revisén biblografica de algunos de los métodos existentes para la
seleccién de modelos graficos no-dirigidos en el contexto de alta dimension, incluyendo simulaciones
comparativas y aplicaciones a datos reales. La organizacién de esta tesis es la siguiente:

En el Capitulo [1] realizamos una introducciéon a los modelos graficos dirigidos y no-dirigidos
poniendo énfasis en las propiedades de Markov que se codifican en los grafos.

En el Capitulo [2| nos centramos en los modelos no-dirigidos en los que se representan norma-
les multivariadas, estudiados en profundidad por sus propiedades particulares. Presentamos tres
métodos para estimar los grafos: Graphical Lasso (basado en el método lasso para regresién lineal),
Nodewise Regression y Stability Selection. Se presentan aplicaciones a datos genéticos y simulacio-
nes para el estudio de la consistencia con los distintos métodos y del desempeno en la estimacién
de matrices de covarianza.

En el Capitulo (3| nos centramos en el caso discreto, en particular el caso en el que las va-
riables representadas son binarias. Presentamos tres métodos para la seleccién de modelos de este
tipo: Nodewise logistic Regression, algoritmo Chow-Liu y un método no paramétrico demandante
computacionalmente pero con condiciones débiles para la consistencia. Al final de este capitulo
se presentan aplicaciones a datos reales y simulaciones para el estudio de la consistencia con los
distintos métodos al estimar la estructura de grafos binarios.

Dejamos para el Capitulo [4] algunos comentarios finales y el posible trabajo a futuro.

En el Apéndice [A] probamos los principales resultados sobre las distribuciones normales mul-
tivariadas.

Por 1ltimo, en el Apéndice [B] presentamos una lista de los cédigos escritos en el lenguaje R
usados para los andlisis de datos de este trabajo. Estos archivos se encuentran, junto con las bases
de datos analizadas, en https://github.com/violetr/tesis.


https://github.com/violetr/tesis

Capitulo 1

Introduccién a los modelos graficos

En este capitulo empezamos repasando las definiciones basicas de teoria de grafos y de pro-
babilidades necesarias para manejar el lenguaje de los modelos graficos. Luego nos enfocamos en
las propiedades de independencia condicional que pueden decodificarse de los modelos no-dirigidos
y por ultimo enunciamos los principales resultados para modelos dirigidos. La mayor parte del
material de este capitulo fue extraida de los libros Lauritzen (1996) y Koller y N. Friedman (2009).

1.1. Definiciones basicas

Grafos

Un grafo es un par G = (V, E) donde V' es un conjunto finito de vértices y el conjunto de
aristas F es un subconjunto de V' x V. Si E es un conjunto de pares no-ordenados de vértices
distintos diremos que el grafo es no-dirigido, en cambio si los pares son ordenados diremos que es
dirigido y las aristas se representaran con flechas.

Dos vértices i y j son adyacentes si (i,j) € F, lo notamos ¢ ~ j. Una secuencia de vértices
(1,12, ..,9p) es un camino si ix_; ~ i para cada 2 < k < p. Si A, B y C son tres conjuntos
disjuntos de elementos de V', decimos que C' separa a A de B si todo camino entre un vértice de
A y otro de B pasa por un vértice de C. En el ejemplo de la Figura el conjunto de vértices
C ={3,2} separa a A = {1} de B = {4, 5}.

Llamamos vecindario de un vértice v a todos los vértices adyacentes a v en G y lo notamos
N (v).

Un subconjunto ¥V’ C V' de vértices junto con un subconjunto £ C (V' x V'NE) es un subgrafo
G' = (V',E') de G. Dado un subconjunto V' C V, llamamos subgrafo inducido por V' al subgrafo
que tiene como aristas a todos los pares (i,7) en E tales que i y j pertenecen a V', lo notamos Gy
Un grafo es completo si todo par de vértices es adyacente. Llamamos clique a un subgrafo G’
completo de G que es maximal en el sentido de la inclusidn, es decir, G’ no estd contenido en ningin
subgrafo completo de G con mayor cantidad de vértices. En la Figura tenemos tres cliques, una
de tamano 3 y las otras de 2 vértices.

Modelos Graficos

Un modelo gréafico es un modelo probabilistico multivariado que se representa a través de
un grafo. En este grafo G = (V, E) cada vértice i € V representa a una variable aleatoria X; y
las aristas codifican de alguna forma las independencias condicionales entre las variables. Estas
variables aleatorias estdn definidas en espacios (2; con {2 = X,y §2; un espacio de probabilidad
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Figura 1.1: Ejemplo de grafo con sus cliques.

(12, F,P) y tienen una distibucién conjunta X = (X1, ..., Xp) ~ D. Formalmente un modelo gréfico
serd un par (G, D).

Nuestro principal reto sera la determinacién de la estructura del grafo subyacente a la distribu-
cién de un vector aleatorio X a partir de la observaciéon de una muestra aleatoria finita del vector.
Particularmente nos centraremos en los modelos que tengan mas parametros a estimar que tamano
de muestra (alta dimensién).

Los tipos de modelos més estudiados son los dirigidos y los no-dirigidos. Algunas variantes de
estas dos clases de modelos graficos son los modelos bi-dirigidos, los modelos graficos condicionales

(CGM) y los modelos factoriales (FGM).
Independencia condicional

El concepto de independencia condicional es central en este trabajo. Ilustramos la idea
intuitiva de independencia condicional entre dos eventos en el siguiente ejemplo:

Ejemplo 1. Cuando llueve vemos muchos pilotos de lluvia por la calle y hay un aumento
en los accidentes de trdnsito. A pesar de esto, sabemos que los pilotos de lluvia no causan
accidentes de trafico. Estos dos eventos estdn correlacionados sélo porque ambos estan in-
ducidos por la lluvia. Esto representa una independencia condicional: el niumero de pilotos
usados es independiente de los accidentes de trdnsito condicional a que esté lloviendo.

A partir de esta idea intuitiva definimos formalmente el concepto:

Definicién 1.1. Un evento A es condicionalmente independiente de otro evento B dado C (con
respecto a IP) si P(A|B N C) = P(A|C) o, equivalentemente, si P(AN B|C) = P(A|C)P(B|C). Lo
notamos A L B|C.

Generalizamos ahora la independencia condicional a variables aleatorias. Dadas X, Y y Z va-
riables aleatorias, si las tres variables son discretas con funcion de probabilidad puntual p definimos

X1Y|Z < p(z,y|z) = p(z|z)p(y|2). (L.1)
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En base a la definicién dada tenemos una forma intuitiva de verificar si dos variables X y Y son
condicionalmente independientes dada otra variable aleatoria Z. Suponiendo que dado el valor de Z
queremos adivinar el valor de X, jnos ayudaria conocer el valor de Y7 En caso negativo tendremos
que X L Y|Z.

Si las variables aleatorias son continuas y tienen una funcién de densidad definimos

X1Y|Z <= f(x,y|z) = f(x|2)f(y|z) en casi todo punto. (1.2)

Equivalentemente vale que
X1Y|Z < 3f,h >0 tales que f(x,y|z) = h(z,2)k(y,z) en casi todo punto. (1.3)

A esta 1til caracterizacion la llamamos criterio de factorizacion.

Algunos de los resultados que usaremos sélo valdran para distribuciones estrictamente positivas,
es decir que tengan una densidad o una probabilidad puntual estrictamente positiva. El Ejemplo
de la Sub-seccién [1.2.1] es un ejemplo de distribucién discreta no-estrictamente positiva.

Proposicién 1.2. Sea (£2,F,P) un espacio de probabilidad y X,Y, Z variables aleatorias definidas
en este espacio. Entonces se cumplen las siguientes propiedades:

1) Simetria: X LY|Z =Y L X|Z.

3

(1)

(2) Descomposicion: X L (Y, W)|Z = X LY|Z.
(3) Union débil: X L (Y,W)|Z = X LY|(Z,W).
(4)

4

Interseccion: Si la distribucion conjunta de (X,Y,Z) es estrictamente positiva entonces
X1Y|(ZW)yX LW|(Z)Y)= X L (Y,W)|Z.

1.2. Modelos no dirigidos

Los modelos no dirigidos, también llamados modelos de campos de Markov (MRF), representan
relaciones de independencia condicional entre variables. Con ellos se modelan relaciones simétricas
entre variables como se ve en la Figura Si no existe una arista entre dos variables en el grafo
diremos que estas son condicionalmente independientes dadas las demds variables del grafo.

1.2.1. Propiedades de Markov

Sea V un conjunto de variables aleatorias con distribucién D, si construimos un grafo completo
con una variable aleatoria por cada vértice y sacamos las aristas entre cada par de variables con-
dicionalmente independiente dadas las demds variables entonces tenemos el grafo de Markov de a
pares. Este grafo codifica el conjunto de relaciones de independencias condicionales de a pares.

Ademsds de la propiedad de Markov de a pares existen las propiedades més generales que defi-
nimos a continuacion.

Definicién 1.3. Dado un modelo grifico (G, D) con un conjunto de variables aleatorias {X;}; como
vértices, decimos que D cumple:

(P) Propiedad de Markov de a pares con respecto a G si para todo par (i,j) de vértices no
adyacentes vale que

Xi L X1 X iy (1.4)
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(L) Propiedad de Markov local con respecto a G si para todo vértice i € V' wvale que

Xi L Xv\wn | Xnve)- (1.5)
(G) Propiedad de Markov global con respecto a G si para A, B, C' conjuntos disjuntos de vértices
de V tales que C separa a A de B en G entonces

X4 L Xp|Xc. (1.6)

Los siguientes ejemplos, extraidos del libro Lauritzen (1996|) ilustran las diferencias entre las
distintas propiedades.

Ejemplo 2. Sean U, W, X,Y,Z wvariables binarias tales que U y Z son independientes y
representan a una moneda equilibrada, W =U,Y = Z y X = WY . La distribucién conjunta
satisface (L) pero no (G) para el siguiente grafo:

Se cumple la propiedad local pero no vale que W L Y|X.

Ejemplo 3. Sean las variables binarias X,Y y Z tales que X =Y = Z y que representan
una moneda equilibrada. Un grafo que satisface la propiedad (P) pero no (L) es el siguiente:

® O—O©

Se cumple que X L Y|Z y que X L Z|Y pero no vale que X LY, Z.

Veamos ahora algunos resultados que relacionan estas propiedades de Markov definidas.

Proposicion 1.4. Para cualquier distribucion D definida en {2 valen las siguientes implicaciones:
(G) = (L) = (P).

Demostracion. Veamos primero que si D cumple la propiedad (L) entonces cumple (P):
Sean i,j € V no adyacentes, entonces j € N (i) y como vale
Xi L Xvwin i X
entonces
Xi L (X5, Xvawan i) [ X

Finalmente por la propiedad de unién débil tenemos que

Xi L XG1(Xnr(ays XvAn (@ ij})-

es decir X; L X;| Xy -
Para probar (G) = (L) sélo es necesario observar que dado i € V, entonces C' = N (i) separa
aA={i} de B=V \N(i)\ {i} y reemplazar esos conjuntos en (G).
O

Teorema 1.5. Sea un modelo grdfico no dirigido (G,D) con G = (V,E) y D una distribucion
estrictamente positiva, si D cumple (P) entonces cumple (G).
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Demostracion. Queremos ver que para A, B y C disjuntos tales que C separa a A y B vale que
X 4 es independiente de X g condicional a X . Vamos a probar esto por induccién descendiente en
el tamano k de C.

Caso k = n — 2: necesariamente debe ser C' = V' \ {7,j} con i y j un par de vértices de V, es
decir que estamos en el caso (P).

Supongamos ahora que vale para conjuntos A, B y C disjuntos con |C| =k con k <n—2y
veamos que vale para conjuntos A, By C con |C| =k — 1. Estudiamos dos casos por separado:

En en primer caso consideramos A, B y C disjuntos con |C| = k—1 y tales que AUBUC =V.
Entonces, como |C| < n — 3, necesariamente A o B tienen més de un vértice. Supongamos sin
pérdida de generalidad que |B| > 2, entonces sea b € B consideremos B’ = B\ b. C sigue separando
a Ay B’ en Gy también separa a A y {b} en G. Esto implica también que C' U {b} separa a Ay
B’ y que por otro lado C' U B’ separa a A y {b}. Ambos conjuntos “separadores”tienen cardinal
estrictamente mayor a k — 1, por lo tanto si aplicamos la hipétesis inductiva tenemos que

Xa L Xp/|Xoup
y que

Xa L Xp|Xoup

Al ser D positiva podemos aplicar la propiedad de interseccién y obtenemos que X4 L Xp/, Xp| X
equivalente a X4 L Xp|X¢, es decir, D cumple (G).

En el segundo caso consideramos A, B y C disjuntos con |C| = k — 1 y tales que no son una
particion de V. Ahora existe la posibilidad de que ambos A y B tengan s6lo un vértice. Si no
pasa esto, la demostracion es igual que para el caso anterior. Veamos qué pasa en caso contrario.
Consideramos entonces los conjuntos disjuntos A = {i}, B = {j}, Cy D = (V\{i,j} \ C). Como
C separa a {i} de {j}, no puede haber un camino entre ellos que pase sélo por vértices de D. En
particular existe un vértice [ € D que no tiene caminos en D hacia ambos {i} y {j}. Supongamos
sin pérdida de generalidad que en D no hay un camino de [ a i, entonces C' U {j} separa a [ de i.
Observemos que C' U {j} tiene cardinal mayor estricto que k — 1. Por otro lado como C separa a
Ay B entonces C U {l} (también con cardinal mayor estricto que k — 1) separaa A y B . Si
aplicamos la hipétesis inductiva obtenemos

Xa L XplXcuq

Xa 1l X/ Xcus.

Aplicando la propiedad de interseccién obtenemos X4 | Xp, X;|X¢. Finalmente usamos la pro-

piedad de descomposicién para ver que X4 L Xp|Xc.
O

Tenemos entonces que para modelos con distribucién D positiva todas las propiedades de Markov
definidas son equivalentes. Este teorema nos permite construir el grafo de manera simple de a pares
y a partir del grafo ya construido deducir otras independencias condicionales usando la propiedad
global de Markov.
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1.2.2. Factorizacion

Definimos ahora el concepto de factorizacién que estd directamente emparentado con las
relaciones de independencia condicional en un modelo grafico y que bajo ciertas condiciones resulta
ser un enfoque equivalente al de separacion.

Definicién 1.6. Decimos que p (en el caso de distribuciones discretas la funcion de probabilidad
puntual y en el de absolutamente continuas la funcion de densidad) se factoriza con respecto a G
(o que cumple la propiedad (F) con respecto a G) si

pla) = 1T oal22).

A : G4 subgrafo completo de G

donde Z es la constante de normalizacion también llamada funcion de particion y ¢4 son funcio-
nes positivas que dependen solo de las variables X 4. A estas funciones se las llama potenciales o
factores.

Vale aclarar que esta representacion no es unica. Como cada subgrafo completo estd incluido en
una clique (puede ser él mismo), podemos escribir siempre a p en funcién de factores dependientes
de las variables de cliques maximales.

Proposicién 1.7. Para cualquier distribucion D definida en §2 vale la siguiente implicacion: (F)

= (G).

Demostracion. Sean A, B y C' conjuntos disjuntos de vértices de G = (V, E) tales que C separa a
A de B consideremos Gy ¢ el subgrafo inducido por V'\ C. Ay B estan en distintas componentes
conexas de Gy ¢, consideremos entonces V4 el conjunto de componentes conexas en Gy\¢ que
contienen a los vértices de A. V4, C y V' \ (C UVy) son disjuntos y ademas valen las siguientes
inclusiones: A C Vy y B C V \ (CUVy). Un subgrafo completo inducido por D C V' puede estar
incluido en los subgrafos inducidos por V4 UC o por V' \ V4 ya que en otro caso existiria un camino
entre Ay B en Gy\¢. Vamos a escribir la factorizacién de la funcién de probabilidad (densidad o
probabilidad puntual) separando en estos dos conjuntos:

= I eneo= II o= II o500

D:D completo DCV, Ul DCV\V4;DgC

Podemos reescribir el producto de la siguiente forma:

1
P(X1, ., Xp) = — f(Xvy, Xo)g (X ouva), Xo)-

De esta ecuacién se deduce por el criterio de factorizacion que V4 L V'\ (CUVy)|C. A partir de esta

independencia podemos concluir que A 1 B|C aplicando dos veces la propiedad de descomposicién.
O

Probamos ahora que vale la vuelta para probabilidades continuas positivas aunque la demos-
tracién puede adaptarse a distribuciones discretas. Para eso probamos que bajo la condiciéon de
positividad (P) implica (F) y por lo tanto todas las propiedades de Markov definidas son equiva-
lentes a (F). Usamos el siguiente lema.

Lema 1.8. (Inversion de Mobius) Sean & y ¥ funciones reales definidas en un conjunto de sub-
conjuntos de V finito. Entonces son equivalentes:
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(1) Para todo ACV:W(A)= > . &(B).
B:BCA

(2) Paratodo ACV:P(A)= S (=1)MBly(B).
B:BCA

Demostracion. Veamos que (2) implica (1), la otra implicacién es andloga. Partimos de la definicién
de ¥(A):

B:BCA B:BCAC:CCB
- Yo ¥ e
C:.CCA B:CCBCA
- Y ouo ¥ ey
C:CCA H:HCA\C

Como cualquier conjunto no vacio tiene la misma cantidad de conjuntos pares e impares entonces
la suma entre paréntesis de la ltima expresién sélo es distinta de cero en el caso en el que A\ C
es el conjunto vacio. Teniendo esto en cuenta solo queda el término en el que C' = A obteniendo lo

que queriamos probar.
O

Teorema 1.9. (Hammersley-Clifford) Sea un modelo grdfico (G, D) no-dirigido con G = (V, E)
y D una distribucion continua con densidad f estrictamente positiva. Si D cumple (P) entonces
cumple (F).

Demostracion. Queremos ver que la distribucién conjunta puede escribirse como un producto de
factores que dependen de las variables de los subgrafos completos de G. Como f es estrictamente
positiva vamos a tomar logaritmo para trabajar con sumas en lugar de productos.

Sea X un elemento fijado arbitrariamente del espacio de probabilidad y A C V definimos

Hy = IOg(f(XAviV\A))a

donde (x4, )“(V\A) es el elemento y(y,) que tiene como coordenadas y,) = X(,) sl v € A e y(,) = X(y)
si v € A. Al estar fijado X tenemos que H4 depende sélo de x4. También definimos para cada
subconjunto A C V

ax)= 3 (—)MBIHp(x).

B:BCA

Con esta definicién también ¢4 depende tnicamente de x 4. Aplicando el lema anterior obtenemos

log(f(x)) = Hv(x) = Y ¢a(x).

A:ACV
Por lo tanto para ver que se cumple (F) falta ver que para todo subconjunto ACv cuyo subgrafo
inducido no es completo ¢ 7 es 0.
Sea A un subconjunto de V' cuyo subgrafo inducido G ; no es completo, sean o y 3 dos vértices

no adyacentes de Gy y C = A\ {a, 8}. Entonces, teniendo en cuenta las cuatro posibilidades (a
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saber: que B no contenga ni a « ni a 3, que contenga a alguna de ellas o que contenga a ambas)
reescribimos ¢ 3

.
¢ 7(x) = 2: (—1)INUHE = Hp 1y = Hpogsy + Hpoga,m)- (1.7)
B:BCC

Veamos ahora que ¢ 3 es 0. Sea D =V \ {a, B} tenemos las siguientes igualdades:

Héu{a,ﬂ}(x) — HBU{Q}(X) = log (

XE,XQ,XIg,X ~)

= Hp 5 (x) — Hz(x).

Bu{s}
En la primera igualdad simplemente usamos las definicién de H ), en la segunda usamos la definicién
de probabilidad condicional y usamos que la distribucién de nuestro modelo cumple (P) y que «
y B no son adyacentes. De esta forma obtenemos en el numerador y en el denominador el mismo
factor y lo que hacemos para obtener la siguiente expresion es cancelar para luego multiplicar y
dividir por una expresién conveniente. Asi, en la cuarta igualdad, volvemos a razonar de la misma
forma que en la segunda para obtener la ultima expresion.

Por dltimo, usando esta igualdad en queda ¢ 7 = 0 para subgrafo inducidos por A no
completo.
O

1.3. Modelos dirigidos

En esta seccién sélo enunciamos los principales resultados de modelos dirigidos para completar
la introduccién a modelos graficos.

Un modelo dirigido, también usualmente llamado modelo de red bayesiano, se representa con un
grafo dirigido como los de las Figuras y Es un par G = (V, E) que consiste en un conjunto
V' de vértices y E un conjunto de pares ordenados de V. Si (i,7) € E entonces hay una flecha
apuntando de 7 hacia j.

Dos vértices i y j son adyacentes si estan unidos con una flecha en algin sentido. Si hay una
flecha de 7 hacia j entonces i es padre de j y j es hijo de i. El conjunto de padres de i se nota pa(i).
Un camino dirigido entre ¢ y j es un conjunto de flechas, todas apuntando en el mismo sentido,
uniendo ambas variables. ¢ es un antecesor de j si existe un camino dirigido que va de 7 hacia j.
Decimos también que j es descendiente de i. Un camino dirigido que empieza y termina en la
misma variable es un ciclo dirigido. Un grafo dirigido es aciclico si no tiene ciclos dirigidos. Decimos
que el grafo es dirigido y aciclico o que es un DAG. Por lo general, es este tipo de grafo dirigido
el mas estudiado.

Definamos la propiedad de Markov que se deduce de un modelo grafico dirigido.
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Definicién 1.10. Si D es la distribucion de X con una funcion de densidad f, decimos que D
cumple Markov con respecto a G si

k
f(ZL’) = Hf(fné‘wpa(i)>v (18)
=1

donde pa(i) son los padres de X;. Al conjunto de distribuciones representados por G lo llamamos

M(G).

El siguiente resultado nos permite deducir independencias condicionales entre pares de variables
conociendo a los padres de alguno de ellos. Es la generalizacién de las propiedades de las cadenas
de Markov.

Teorema 1.11. D € M(G) si y sdlo si para toda variable i en G vale que:

X L X5 X pa(iy» (1.9)
donde j es cualquier variable de G que no sea padre ni descendiente de 1.

Con el objetivo de encontrar una condicién grafica méas general que la de este teorema para leer
independencias condicionales de los modelos dirigidos se considera la d-separacion. Para definir
este concepto grafico necesitamos introducir las definiciones que siguen.

Un camino entre ¢ y j es una secuencia de distintos vértices adyacentes, por ejemplo: i —
h < [ < m — j. Decimos que un vértice [ de un camino entre ¢ y j es un colisionador si el
camino es de la forma i -+ — [ < - - -j. Si no se tiene esta disposicién de flechas decimos que es un
no-colisionador.

En el grafo dirigido de la Figura[l.2] vemos que hay una colisiéon en Y, por lo tanto el vértice Y
es un colisionador. Hay que tener en cuenta que la definicién de colisionador es siempre en relacién a
un camino en particular ya que un vértice puede ser colisionador en un camino pero no-colisionador
en otro. Por este motivo siempre diremos que un vértice es colisionador con respecto a un cierto
camino.

) @

0

Figura 1.2: Ejemplo de una colisién en Y.

Decimos que un camino 7 d-conecta incondicionalmente a ¢ con j si ¢ y j son los extremos de
7 vy no hay colisionadores en 7. Si no existe un camino d-conectando a ¢ con j entonces ¢ y j estan
(incondicionalmente) d-separados.

Lema 1.12. Dada cualquier distribucion D que se factoriza con respecto a un grafo G, si i y j
estdan incondicionalmente d-separados entonces X; 1 Xj;.
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Definimos ahora formalmente el concepto general de separacién dirigida:

Definicion 1.13. Sea G un grafo dirigido decimos que un camino ™ d-conecta a i con j condicio-
nalmente a un conjunto C' de vértices que no los contiene si ambos son los extremos del camino y
ademds:

(1) Todo no-colisionador en 7 no pertenece a C y
(2) Todo colisionador en 7 es un antecesor de C' o pertenece a C.

Si no existe ningun camino que d-conecte i con j condicionalmente al conjunto C entonces i y
j estan d-separados dado C.

Sean A y B conjuntos no vacios de vértices, estos estdn d-separados dado C si para todo i € A
yjJEB,iyj estin d-separados dado C'.

El siguiente ejemplo ilustra este concepto:

Ejemplo 4. En el DAG de la Figura[1.3 vemos que:

» 4 y 6 estin d-conectados dado C ={7} por el camino © =(4,5,6) ya que el inico
vértice interior de w es § y es un colisionador en w que es antecesor de C.

» 1 y 6 estin d-conectados dado C ={7} ya que de los dos caminos posibles
™ =(1,3,4,5,6) y ma =(1,4,5,6), w3 los d-conecta dado C.

» 1y 6 estin d-separados dado C ={4,7} ya que ninguno de los dos caminos posibles
los d-conecta dado C'.

Figura 1.3: Ejemplo de grafo dirigido.

. J

Una vez definido formalmente el concepto de d-separacién enunciamos el siguiente teorema que
relaciona directamente las independencias condicionales de un grafo dirigido con las d-separaciones
en él.

Teorema 1.14. Sean A, B y C conjuntos disjuntos de vértices. Si A y B estin d-separados por C
entonces X4 L Xp|Xc.

A partir de este resultado sabemos que lo que se deduzca del grafo con el concepto gréafico de
d-separacion serd lo méas general que se pueda decodificar de un grafo dirigido con respecto a las
independencias condicionales.
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Figura 1.4: Proceso de moralizacién de un grafo. En la figura (a) vemos el grafo dirigido original
con linea sélida y las conexiones que van a ser agregadas por ser entre padres de un hijo en comun
con linea punteada. En la figura (b) vemos el resultado final del proceso en el que agregamos las
aristas necesarias y convertimos las flechas en aristas no dirigidas.

Existen algoritmos eficientes para determinar la d-separacién entre dos vértices para los cuales
no es necesario considerar enteros todos los caminos posibles entre ambos vértices.

Por tdltimo introducimos el concepto de moralizacién que relaciona los grafos dirigidos con
los no-dirigidos. Es una transformacion de un grafo dirigido en uno no-dirigido que consiste en dos
pasos que se ven en la Figura primero conectar entre si a todos los vértices que tengan un
hijo en comin y después considerar a todas las flechas como aristas no dirigidas. Si G es un grafo
dirigido notamos G al grafo que resulta de moralizar G y lo llamamos el grafo moral de G.

Sea A un conjunto de vértices notamos an(A) al conjunto que resulta de unir los conjuntos de
ancestros cada uno de los vértices que pertenecen a A. En base a esto definimos al grafo ancestral
de A como el subgrafo inducido por an(A).

Finalmente el siguiente resultado relaciona la d-separacién con la separacion en el grafo mora-
lizado.

Teorema 1.15. Sean A, B y C conjuntos disjuntos de vértices de un grafo dirigido G. Entonces
Ay B estdn d-separados dado C en G si y sélo si estdn separados por C' en (Gan(aupuc))™-

A partir de este resultado tenemos un algoritmo para testear d-separacién comprobando sepa-
racion en grafos no-dirigidos.

1.4. Poder expresivo de los modelos graficos dirigidos y no-dirigidos

Surge la pregunta de si alguna de las dos clases de modelo presentadas es més expresiva con
respecto a las independencias condicionales que codifica que la otra. Es decir, si consideramos a D
y U como los conjuntos de las relaciones de independencia condicional entre variables que pueden
describirse con los DAGs y las redes de Markov respectivamente, nos gustaria saber si hay una
relacion de inclusion entre ellos. La respuesta es que ambos conjuntos tienen interseccién pero no
hay inclusién de ninguna de las dos partes. A continuacién mostramos ejemplos.



CAPITULO 1. INTRODUCCION A LOS MODELOS GRAFICOS 14

Figura 1.5: Ejemplo de grafo no dirigido con forma de diamante.

Cualquier grafo sin inmoralidades puede representarse tanto con DAGs como con redes de
Markov.

Ningin DAG puede representar exactamente todas las (in)depencias de un grafo como el de la
Figura|l.5

Ningun modelo de Markov puede expresar exactamente las relaciones de independencia condi-
cional del grafo de la Figura (1.2



Capitulo 2

Modelo Gaussiano

Uno de los casos de modelos graficos més estudiados es el que representa un vector aleatorio
normal multivariado. Esto se debe a la relacién directa que hay entre las independencias condicio-
nales de las distribuciones marginales y la inversa de la matriz de covarianza de esta distribucién
en particular. Seguimos el Capitulo 13 de Biithlmann y Van de Geer (2011)) para presentar distintos
métodos para la estimacién del grafo subyacente para esta distribuciéon en el contexto de altas
dimensiones. Los métodos presentados son Graphical Lasso (J. Friedman, Trevor et al. (2008)),
Nodewise regression (Meinshausen y Bithlmann (2006)) y Stability Selection (Meinshausen y Biihl-
mann (2010))). El primero es un método con una penalizaciéon andloga a la del método lasso para
regresion lineal, el segundo se basa en realizar numerosas regresiones lineales con el método lasso y
el tercero es un método que se basa en el resampleo para lograr estimaciones estables. Al final del
capitulo presentamos algunas comparaciones empiricas de los métodos presentados.

2.1. Propiedades

En el modelo gaussiano la distribucién conjunta de las variables representadas en el grafo es
la de una normal multivariada. Podemos identificar a una normal multivariada X = (X1,..,Xp) ~
N(p, X) por su media p y su matriz de covarianza . A la inversa de X' la llamaremos matriz de
precision.

La propiedad de Markov de a pares es en este caso equivalente a la propiedad global de Markov
por la Proposicién debido a que la distribucion gaussiana es estrictamente positiva.

Esta distribucién tiene la propiedad de que en la matriz de precisién X! los ceros codifican las
independencias condicionales entre las variables. Por lo tanto la idea sera poner una arista entre la
variable ¢ y la j en el grafo si X L' 0. La demostracién de esta propiedad y de otros resultados
tedricos sobre la normal que se usardn en este capitulo se encuentran desarrolladas en el Apéndice
La Figura[2.1]ilustra esta relacién estrecha entre los ceros de la matriz X! y el grafo del modelo
correspondiente.

El método Graphical Lasso es un método de estimacién para modelos graficos no dirigidos en
el caso de altas dimensiones que esta basado directamente en la penalizacién lasso utilizada en el
caso de regresién con altas dimensiones que introducimos a continuacion.

2.2. Regresion lineal con lasso

Tengamos en cuenta el siguiente problema: dadas las variables x e y y n datos observados
{(z®, y(z))}?zl nos gustaria poder explicar los valores de la variable y con los valores de x. También

15



CAPITULO 2. MODELO GAUSSIANO 16

(a) (b)

Figura 2.1: (a) Modelo grafico gaussiano de 5 variables. (b) Patrén de ceros (representado por las
casillas blancas) de la matriz de precisién correspondiente al vector aleatorio de los vértices de (a).

nos gustaria dado un nuevo valor de x poder predecir el valor de la variable y. Con esto en mente
pensaremos que y es una funcién de x con una componente aleatoria aparte que no podremos
controlar, en particular resulta simple pensar que la funcién es lineal. Buscaremos entonces la recta
que mejor se ajuste a los puntos como se muestra en la Figura

Este es el problema de regresion lineal simple, X e Y son dos variables aleatorias tales que
Y = B+ 51X +e. A X la llamamos variable explicativa, a Y variable respuesta y a ¢ el error.
Nuestro objetivo sera estimar los coeficientes 8; y una vez calculados podremos predecir facilmente
a'Y conociendo un nuevo valor z*) de X con la siguiente férmula:

y*) = By + Bra®, (2.1)

con BAO y 31 las estimaciones de los coeficientes correspondientes.

El problema de regresién lineal simple se generaliza al problema de regresiéon lineal multiple
donde hay muchas variables explicativas representadas en el vector aleatorio X. Tradicionalmente,
para resolver este problema se eligen los coeficientes (3; que minimizan el error cuadratico medio:

2
n

C e 1 (@) _ . z (1) q.
mméﬁrélolzar o ; Yy 5o j;a:j Bj ) (2.2)
con 3 el vector (indexado desde 1) tal que sus i-ésima componente es 3;.

Cuando p < n se pueden obtener los coeficientes a partir de las ecuaciones normales y son
tnicos. En cambio con p > n la minimizacién de cuadrados minimos no da un tnico 6ptimo.

Al estar en el contexto de altas dimensiones estamos en peligro de sobreajuste, esto significa

que dado mi conjunto de datos ajuste los coeficientes considerando todas las variables que tengo
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Figura 2.2: Ejemplo un conjunto de puntos en el plano ajustado a una recta con el método de
cuadrados minimos.

alcanzando un error muy pequeno pero que este ajuste prediga con mucho error a la variable
respuesta en un conjunto nuevo de datos {w(*’i)}g’ll. Vamos a querer identificar un conjunto mas
pequeno de variables explicativas que tengan una mayor capacidad predictiva a la hora de intentar
predecir la variable respuesta.

Basandose en esto, en Tibshirani (1996) se introduce el método lasso (least absolute shrinkage
and selection operator) que consiste en combinar la pérdida de minimos cuadrados con una restric-
cién para la norma l; del vector de coeficientes 3:

2
n

e . i (i) _ . & (1) a. .
mlné%olzar 5 ; Yy Bo ]Z:;wj B; sujeto a [|B]1 < t. (2.3)
Esta restriccién tiene el efecto de reducir el valor absoluto de los coeficientes, hasta incluso volver
cero algunos, dejando de lado al término independiente que no penalizaremos. Este método intro-
duce un sesgo en la estimacion B de los coeficientes, que el tradicional no tenia, pero a cambio de
eso gana en precisién y en interpretabilidad del resultado obtenido (ver Sub-seccién . Esta
caracteristica nos da ademads un criterio de seleccién de variables explicativas.

Otra forma conveniente y equivalente de escribir el método lasso es sumandole al error cuadrati-
co medio una penalizacién de la forma

2
n

o Z, .
minimizar § o3 (g9~ fo = 3265 | +AIBI o (2.4)
’ i=1 =1

para algin A > 0. Estas dos formas de plantear el problema tienen una correspondencia uno a uno:
para cada A existe un t tal que los dos problemas tienen la misma solucién y viceversa.
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Este es un problema convexo y por lo tanto relativamente facil de optimizar con distintos
métodos. Los algoritmos méas usados para resolverlo son: el llamado algoritmo de “descenso coordi-
nado” (propuesto por Hastie y Tibshirani) y el método LARS que calcula la optimizacién para un
camino de valores de A y estima por interpolacién lineal a los As intermedios.

2.2.1. ; Por qué norma 1 ?

Existen otros métodos de regularizacién similares a lasso como los propuestos por Frank y
Friedman (1993) usando una penalizacién de la norma [, con cualquier ¢; el método ridge que
usa una penalizacién de la norma Iy al cuadrado o elastic net (J. Friedman et al. (2010)) que es
una combinacién convexa entre lasso y ridge. El método ridge en su planteo es andlogo a lasso
usando la norma ls al cuadrado en lugar de la norma ;. Esta diferencia en apariegcia menor lleva a
grandes diferencias en su funcionamiento: ridge estima todas las componentes de 3 distintas de cero
mientras que lasso estima a lo sumo n componentes de 3 distintas de cero. Una idea geométrica
de por qué lasso es mejor que ridge para anular coeficientes consiste en pensar en el planteo de
minimizacién en el cual queremos minimizar una funcién

2
n

p .
FB.50) = 55 |49~ 60— a8
i=1

1=1

con la variable sujeta a la restriccién de que su norma 1 sea menor que ¢ (o en el caso ridge norma
2 al cuadrado menor que t). Para que sea més intuitivo tomamos el caso p = 2 y sin término
independiente By que se ve en la Figura tomada del libro Biihlmann y Van de Geer (2011).
Analicemos primero el caso del método lasso : dado un ¢ > 0 la regién en donde minimizo a f
queda restringida a un rombo. Sea 3 un minimo de f(3) sin restricciones en las variables, que serfa
lo que obtendriamos al hacer cuadrados minimos tradicional, veamos que bajo ciertas condiciones
las curvas de nivel de f son elipses centradas en 3 que se van expandiendo a medida que f toma
valores mas altos. La ecuacién implicita general de una cénica cualquiera es

ax® 4 2hay + by? + 292 + 2fy + ¢ =0,

si se cumple que h? < ab y que el invariante ctibico A es estrictamente mayor que 0 (el determinante
de cierta matriz de 3 x 3 formada por los seis constantes a, b, h, g, f,c) entonces se trata de una
elipse. Desarrollamos la curva de f(81,32) para el valor k:

0 = Z (y(i) _ ($§i),81 + :I:g),@Q))Q — Ik

i=1
= ZCE )B; + 2 Zﬂif) ( )B182 + Zaz )33 + Z Z (i)$§i))ﬁj + Z(y(i))2 — 2nk,
=1 =1 =1

y vemos que efectivamente bajo ciertas condiciones de los datos sus curvas de nivel son elipses
tomando a = ) mgl), b= > a:g’) y h = Z a:gz)mg). Usando la desigualdad de Cauchy-Schwarz

=1 =1
sabemos que h? < ab. Si A < 0 y ademds no ex1ste q real tal que cc( ) qwg) para todo i = 1,.

entonces las curvas son elipses. Estan centradas en el minimo 5 pues es el tnico minimo (Vale en
el contexto de bajas dimensiones y como p = 2 se aplica) y se expanden a medida que el valor k
aumenta.
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Bzf B, 4

Figura 2.3: Idea geométrica de regresion con lasso y con ridge para el caso p = 2. Esta imagen fue
extraida del libro Bithlmann y Van de Geer (2011)).

Salvo que uno de los ejes de las elipses quede justo paralelo a uno de los lados del rombo, las
elipses van a encontrarse con el rombo en alguno de los vértices y estos corresponden a que alguno
de los coeficientes de B sea nulo. En cambio, en el caso de ridge la region factible del problema
de optimizacién es un circulo con el cual en contadas excepciones las elipses curvas de nivel van a
encontrarse cuando alguna de los coeficientes de 3 se anule. Esta idea intuitiva se traslada al caso
con mas dimensiones a pesar de que no pueda justificarse estos mismos argumentos.

2.2.2. Eleccién del parametro \

Cuando estamos en un contexto de aprendizaje en el cual tenemos varias opciones de modelos
vamos a querer elegir al mejor modelo. Segiin cudl sea nuestro objetivo hay muchos criterios que
podemos tener en cuanto a qué significa “ser mejor”. El mejor puede ser por ejemplo el que sea
mas preciso, el mas exacto o el que tenga mayor interpretabilidad. En general, vamos a querer un
balance entre estas cosas. La forma més comun de medir la bondad de un ajuste en general de cierto
modelo con una variable respuesta numérica continua es con el error cuadratico medio (MSE) que
corresponde a la definicién

m
—

1
MSE = — (y® —y)?, (2.5)
k=1

donde {y(k’)}’,;"”:1 son los datos de la variable respuesta e {y(k)}’,;"zl son las correspondientes predic-

—

ciones. En el caso de regresién lineal multiple las predicciones corresponden a la férmula y(*) =

~  m ~
Bo+ > ,Bj:cg-k) donde los coeficientes 8; son calculados en base a un conjunto de datos que llama-
j=1

remos conjunto de entrenamiento.

Esta cantidad, como medida de calidad, tiene sentido calcularla para un nuevo conjunto de datos
que no sea el conjunto de entrenamiento usado para estimar los coeficientes, en otro caso estaremos
sobreajustando el modelo. Algunas veces tenemos datos suficientes para separar una porcién del
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conjunto de datos original para usar de conjunto de validacion y por ejemplo dejaremos de lado al
30 % de los datos con este fin. Otras, tenemos un tamafno de muestra muy limitado y no podemos
permitirnos esto. Para estos casos podemos usar el método validaciéon cruzada con k grupos
(k-fold CV).

El método de validacion cruzada se basa en la division del conjunto de datos en k grupos, con
k algin nimero arbitrario entre 1 y el tamano de la muestra n. Dado un modelo que estemos
considerando para explicar la naturaleza de nuestros datos, realizaremos k iteraciones en las que en
cada una de ellas el conjunto i-ésimo de los k actida como conjunto de validacion y los demas k — 1
grupos actiian en conjunto como datos de entrenamiento. En cada iteraciéon ajustamos el modelo
con el conjunto transitorio de entrenamiento y calculamos su calidad (en el caso de regresion lineal
por ejemplo con MSE) en el de validacién. Al finalizar las k iteraciones tendremos k medidas de
error por lo que promediaremos estos errores para tener una idea de como se comporta ese modelo en
particular en el conjunto de datos. Repetiremos este procedimiento para cada modelo que tengamos
en consideracion, asi, al finalizar, compararemos los promedios de errores y eligiremos el modelo
cuyo valor sea el menor. Este método introduce la decisién del pardmetro k que en general se lo toma
como 5 0 10. Ademss, este método tiene como ventajas que no desperdicia datos de entrenamiento y
que estabiliza el valor del error cuadratico medio (en comparacién con el método del tinico conjunto
de validacién) pero como desventaja que aumenta la cantidad de cémputos necesarios para realizar
la misma tarea (elegir el modelo ganador).

El método de validacion cruzada puede aplicarse no sélo para la eleccion entre distintos métodos,
sino también cuando tenemos un sélo modelo pero un parametro a elegir como en el caso de A en
el método lasso. En este caso, como tengo infinitas posibilidades de elecciéon para A tendremos que
seleccionar un conjunto finito de opciones en un rango conveniente a eleccion. En general elegiremos
un Apmax (uno que fuerce al vector 3 a ser el vector nulo) y en base a este elegiremos un camino de
valores de )\ descendientes.

Otros métodos cominmente usados para la eleccion de este pardmetro son los métodos AIC y
BIC. Ambos maximizan la funcién de verosimilitud penalizando la cantidad de pardmetros estima-
dos para evitar sobreajuste.

2.2.3. Comparacion de cuadrados minimos y lasso

Dadas x, e y. realizaciones de XeY respectivamente. Sea f la funcién que describe la relacion
entre X e Y de la forma Y = f ()Z' )+ ey sea f la funcién que dado un valor de x devuelve
su prediccién correspondiente al modelo ajustado. Usando que para X una variable aleatoria con
segundo momento se cumple V[X]|=E[X?]-E[X]? deducimos

o~ ~ ~

E[(y — f(2:))?] = sesgo?(f(z.)) + V(f(+)) + V(e), (2.6)

donde el sesgo de un estimador se define como la esperanza de la diferencia entre el pardmetro
estimado y el estimador.

Esto nos indica que entre el sesgo y la varianza hay un balance. Salvo que la esperanza del error
sea 0 (es decir que tengamos un estimador perfecto) cuando tengamos muy bajo sesgo seguramente
tendremos alta varianza y viceversa.

Veamos ahora empiricamente, con una simulacién, el balance entre el sesgo y la varianza para
distintos valores de A. Para eso generamos 100 veces un conjunto de datos en el cual las variables
explicativas {X <i>}}g{0 son normales estandar independientes y la variable respuesta responde a la
ecuacion Y = 2.X1+ Xy90+0.5X34¢, con £ también con distribucién normal estandar independiente.
Elegimos ademas un conjunto de valores de A, los valores pequenios representaran més flexibilidad
mientras que los valores méas grandes representaran menor flexibilidad debido a que valores mas
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Figura 2.4: Gréfico del error cuadratico medio (en turquesa), sesgo al cuadrado (en lila) y
varianza (en naranja) en funcién del valor de A usado como penalizacién en el método lasso. El
valor de A con menor error cuadratico medio se encuentra senalado con una cruz.

altos de A se traducen en mayor cantidad de coeficientes estimados como 0. Para cada uno de
los conjuntos de datos generados y para cada A ajustamos el modelo con el método lasso y luego
estimamos la variable respuesta para un valor x, escogido al azar y estimamos las medidas de
la ecuacion . Con las estimaciones para cada A realizamos la Figura en la que se puede
ver la forma caracteristica de U del error cuadratico medio, el sesgo creciente con respecto a Ay
la varianza decreciente con respecto a A. Observamos entonces al valor particular de A = 0 que
corresponde a cuadrados minimos tradicional en contraposicion con los deméas valores de A. En el
caso de cuadrados minimos vemos el menor sesgo pero también la mayor varianza que es lo que
habfamos adelantado en la Seccién [2.2} el método lasso introduce un sesgo en la estimacién de los
coeficientes a cambio de una disminucién en la varianza con respecto a cuadrados minimos.

2.2.4. Consistencia en la seleccién de variables

Mas alla del problema de la estimacién de los coeficientes de regresién para la prediccion, en el
area de modelos graficos nos va a interesar particularmente el problema de seleccién de variables.
Este problema consiste en recuperar el conjunto S, de variables cuyo coeficiente real [, de la
regresion es distinto de cero:

Se ={j € {1,....p}(B))« # 0}, (2.7)

y dejar de lado las demds. En el contexto de alta dimensién el problema de seleccién de variables
es de gran relevancia ya que existen 2P posibles subconjuntos de variables, que con p grande son
muchas variables, demasiadas. Ademé&s de esto tenemos la complicaciéon de que en los estudios
asintoticos a medida que n aumenta, p también puede hacerlo.

Una forma de hacer la seleccién de variables es sumar a la funcién de minimos cuadrados
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P

una penalizacién proporcional a la cantidad de coeficientes no nulos (3 I(8; # 0)). Este método
i=1

penaliza la cantidad alta de variables seleccionadas pero tiene la desventaja de no resultar una

funcién convexa en 3 y por lo tanto resulta una funcién dificil de optimizar cuando p es grande.
Segun la bibliografia usar lasso para la seleccién de variables en altas dimensiones es 1til pero en
general se sobreestima a Sk, es decir que no se cumple en general la consistencia definida de la
siguiente forma. Sea S la estimacién S, decimos que el método es consistente si

P(S =5,) — 1(n — o0). (2.8)

De todos modos se definen las (restrictivas) condiciones equivalentes neighborhood stability (Meins-
hausen y Bithlmann (2006)) y irrepresentable condition que se piden para mostrar consistencia.

La condicién de irrepresentabilidad fue introducida en Zou (1996]) y en Zhao y Yu (2006)). Sea
Sy = {1, ..., 8.} el conjunto de variables explicativas relevantes (las reordenamos), S su estimador
y Y la matriz empirica de covarianza. Dividimos en bloques a Y dela siguiente forma:

2ia Y2

= = ,

o1 Yoo
donde X ; tiene dimensién s, X sy, X192 = Egl y XYoo tiene dimensién (p — s«) X (p — s4). La
condicién de irrepresentabilidad de define como:

HELQS;,;sign((ﬁl)*, s (Bsn))s)lloo < 0 para algin 0< 6 < 1, (2.9)

donde sign((B1)«;, -+, (B(s.))«) = (sign((B1)+); ---, sign((Bys,))«))- Es una condicién suficiente y “esen-
cialmente” necesaria para probar “Esencialmente”se refiere a que para la condicién necesaria
se usa en la ecuacion la condicién 8 < 1 mientras que para la condicién suficiente se usa la
desigualdad estricta 6 < 1.

Por otro lado las variaciones que a continuacién presentamos logran un mejor resultado a la
hora de la seleccién de variables.

2.2.5. Variaciones del método lasso

Motivados por diversas razones como por ejemplo reducir el sesgo, mejorar la complejidad
algoritmica y mejorar la selecciéon de variables existen muchas variaciones del método lasso. Dos
ejemplos que vamos a usar de estas variaciones son lasso adaptable (adaptive lasso) y lasso truncado

(thresholded lasso).

Adaptive lasso

El método adaptive propuesto en Zou (1996) consiste en realizar la regresién en dos pasos de los
cuales el primero es lasso tradicional. Ya contando con los coeficientes ,B;i it estimados del primer
paso, procedemos a aplicar el método lasso nuevamente pero agregando penalidades 1/ ],é;init] a
los coeficientes B;imt distintos de 0 y una penalidad grande (por ejemplo mayor al maximo de las
penalidades ya definidas) a los que ya eran 0. En particular, el método agrega una penalidad muy
grande a los coeficientes inicialmente estimados que eran casi cero y logra tener menos sesgo que
lasso. El planteo del segundo paso del método es

1 2 ~ |8
minimizar — B — X + A E ) , 2.10
5.5 2n“3’ Bo B2 o ( )
7j=1 Jinit
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donde X es la matriz de datos que contiene a las p variables como columnas, y es el vector de
valores respuesta y G3;. .. son las componentes de 3 estimados en el primer paso del método.
Resumiendo, este método tiene la siguiente propiedad:

Bjini = 0= 'Bjadapt =0 para todo j =1, ...,p. (2.11)

El método reduce el nimero de falsos positivos (variables seleccionadas que no son relevantes).
Esta propiedad es buena ya que sabemos que el método lasso tiene la propiedad de que el conjunto
seleccionado de variables incluye a las variables relevantes originales con alta probabilidad.

Podemos convertir el planteo de en un problema lasso para aplicar el algoritmo lasso
tradicional de la siguiente forma:

- _ - B
X; = 1Bjiul Xjs B = ="
‘Bjinit‘
La funcion a minimizar resulta ser
1 - - -
%Hy—ﬁo—XﬁHng\HﬁH(l)- (2.12)

Luego reconstruimos los coeficientes:
’Bjadapt = [Bj,is|B; para todo j=1,..,p.

Thresholded lasso

El método truncado consiste en fijar un umbral critico 7 para determinar el valor de los coefi-
cientes. Si un coeficiente calculado con lasso tiene valor absoluto menor que 7 entonces este método
lo determina como cero con la siguiente férmula:

Bithwes = Biinitd (Bjiniel > 7)- (2.13)
Las variables seleccionadas serdn Sihres = {7; Bjihres 7 0} pero haremos un reajuste en los coeficien-
tes estimando con el método de cuadrados minimos tradicional tomando en cuenta solo las variables
cuyo coeficiente supera al umbral 7 (notar que como lasso selecciona a lo sumo n variables entonces
podemos usar las ecuaciones normales para resolver):

B\thres-reﬁt = (XI Xg ) -1 }(I

Sthres Sthres Sthres

donde X es la matriz de datos que contiene a las p variables como columnas y para un subconjunto
S CA1,...,p}, Xg es la matriz formada por las columnas en S de X.

Para la seleccion del pardmetro 7 procedemos secuencialmente, primero con validacion cruzada
seleccionamos el valor de A y luego con este parametro fijo seleccionamos con CV el valor de 7.

A pesar de su simplicidad, este método obtiene iguales o mejores resultados que adaptive lasso
para la seleccion de variables predictoras.

2.3. Graphical Lasso

En el caso de modelos graficos gaussianos el objetivo serd, como dijimos antes, estimar X!

para luego colocar la arista (7, 7) del grafo por cada Ei; L2o.
Dada la funcién de densidad de la normal multivariada
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) _ 1 1 T o1
fla;p, X) = WGXP <—2(33—H) > ($—H)>7 (2.14)
y sea {w(i)}?zl un conjunto de realizaciones z(9) = (ccgl) yes zcl(f)) del vector aleatorio X, planteamos

la funcién de verosimilitud. Tomando logaritmo y sacando constantes obtenemos

1~ 4 .
(g, 252D, a™) = —nlog(det(5/2)) — 0 3@ — )5 @ — ).
i=1
Para condensar un poco la expresién llamamos © = X! a la matriz de precisién y usamos propie-
dades de la funcién traza. Usamos que tr(ABC) = tr(CAB) = tr(BC A) y que para una constante c

n .
vale tr(c) = c. Estimando ademés a p por su estimador de méxima verosimilitud gy = 1 5 2@
i=1

(ver cuenta en el Apéndice , la funcién de verosimilitud queda

n 1

n
(D) (n)y — = _n - G _ g @) _ 5 T
(O; 21, 2™ = T log(det(©)) — Sur (n > = e~ fan) @)) -
Sacando las constantes y agregando el término de regularizacién lasso con una penalizacion de la

norma [; queda la expresion
In©; M, . x™) =log(det(0)) — tr(SO) — A||O]|1, (2.15)

con S =n"13"" (2% —fipy) (2 — fipn)T la matriz empirica de covarianza y la norma [|6]]; =
> |Oj| sin incluir a los valores de la diagonal.
j<k

El método Graphical Lasso (GLasso) consiste en maximizar la funcién sobre el espacio
de matrices simétricas definidas positivas.

El valor de A representa qué tanto regularizamos el modelo. En el caso de A pequeno estamos
cerca del caso sin penalizacién en el cual el grafo estimado tendrd muchas aristas. Por el contrario, en
el caso de X\ muy grande, estamos ante un modelo bastante forzado en el que quizas muchas aristas
importantes son desechadas. Podemos elegir el valor de este pardmetro, al igual que en el caso de
regresién, mediante un proceso de k-fold cross-validation para el cual se divide al conjunto de datos
en k conjuntos de similar tamafo y se hacen k iteraciones. Consideramos un conjunto de valores de A
a elegir en algiin rango que sea conveniente. En la iteracién k-ésima el subconjunto k pasa a cumplir
el papel de conjunto de validacion y el resto de los datos es el conjunto de entrenamiento. Para
cada iteracion se calcula, para cada A considerado, la matriz simétrica positiva @ que maximiza
la ecuacion en los datos de entrenamiento y se calcula el valor de la log-verosimilitud sin
penalizar para el conjunto k de validacion:

log(det(Btrain)) — t1(SvalOtram), (2.16)

con 9/tr; la matriz que maximiza para los datos de entrenamiento y Sy, la matriz empirica
de covarianza calculada en los datos de validacién. Al finalizar el proceso tendremos k valores de
log-verosimilitud para cada posible valor \. Para cada A tomamos el promedio de esas k medidas
de ajuste y nos quedamos con el parametro que tenga el mayor de estos promedios.

Una vez ya elegido el valor de A\, vamos a estimar el conjunto F de aristas del grafo de la
siguiente forma sin hacer ningun test de significacion:

E={(j,k) €V x V; I, £0}. (2.17)
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Este estimador es razonablemente calculable en altas dimensiones y consistente si se piden ciertas
condiciones (restrictivas) (Ver Seccién [2.6). Asumiendo algunas condiciones como una dispersién
suficientemente grande en la matriz de precisién (cantidad de ceros en ©,) y una limitacién en sus
autovalores tenemos que se cumple:

E,CE. (2.18)

Es decir que en general esta estimacién resulta por encima del conjunto real de aristas. Para
resolver esto se propone el método adaptive GLasso inspirado directamente en el adaptive lasso. Se

usa como X! inicial a uno obtenido con GLasso que llamaremos X~ 1,;; v se efectiia la siguiente
minimizacion:

1= argmin | —log(det(X 1)) +tr(SX1) + A Z Wik ’ (219)
»-1%0 i<k

/\

con wji =1/ |Emlt y |- El objetivo de esta segunda etapa es la de volver cero algunos de los valores

de la matriz Z‘lmt que en el primer paso quedaron con valor absoluto chico pero sin ser cero.

Medidas de ajuste de la estimacion de 51

Una vez ya estimada (27!), y estando en el caso de una simulacién (en donde conocemos
el valor real de X¥~!) podemos medir qué tan buena es la estimacién con alguna de las medidas
siguientes:

—

» divergencia Kullback-Leibler: prr (21, (271),) = tr(2.2 1) — log| 2, 51| — p,

= Norma Frobenius: |51 — (£71)./|r = S (5~ — (£7).) )%

Jk

= norma-ly.

2.4. Meétodo de estimacién Nodewise Regression

Ante el problema de estimar el modelo grafico correspondiente a una normal multivariada tene-
mos otro método basado en realizar sucesivas regresiones lineales. Este método llamado Nodewise
Regression es presentado en Meinshausen y Biithlmann (2006) y se basa en el siguiente resultado

demostrado en el Apéndice cada coeficiente ,Bl(f ) correspondiente a la regresién lineal de X
con las variables explicativas {X}}revx+; tiene una correspondencia a menos de una constante

estrictamente positiva con el valor @ de la matriz de precisién de X.
Sea j tal que 1 < j < p entonces

O.
X;=-— Z —Jka + €5, (2.20)
keV\{j}
donde E[e;]= 0y ¢; es independiente de {X™);r € V'\ {j}}.
Luego el vecindario de un nodo del modelo grafico en el caso normal multivariado corresponde
a las siguientes definiciones:

N(j):{/{EV\{j}:@jk#O}:{kEV\{j}:5’9)#Oyﬂ§k)#0}'
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En el método anterior estimdbamos la matriz de precision © y luego estimamos el vecindario
con O de la forma

N(@G) ={k e V\{j}: O # 0},
en este método hacemos una regresién lineal con el método lasso de cada una de las p variables
del modelo en funcién de las restantes p — 1 la cual resulta razonable en un contexto de altas

dimensiones y con una cantidad limitada de coeficientes 3; distintos de 0. Estimamos el vecindario
de cada nodo de la siguiente forma

NG) = (ke v\ {5} : 89 £ 0},

El detalle en esta estimacién es que en un grafo sucede que si k € N(j) entonces j € N (k)

—

mientras que los conjuntos estimados con este método N (j) y N (k) no cumplen necesariamente
esta propiedad. Para solucionar esto surgen la regla “AND” y la “OR”. Dada la regresion en la
que tenemos a la variable X; como variable respuesta y a las demds variables del modelo como

variables explicativas con ﬂ,g,j ) el coeficiente correspondiente a la variable explicativa X} la regla

—

“OR” consiste en poner una arista si alguno de los dos coeficientes ﬁ,(j Vo ,Bj(k) es distinto de 0. Por
otro lado la regla “AND”, méas conservadora, consiste en poner una arista si ambos coeficientes
son distintos de 0. Notemos que estas reglas no son necesarias en el caso de la estimacién del grafo
con Graphical Lasso ya que se realiza una optimizacion sobre el espacio de las matrices simétricas.
Resaltamos que una gran ventaja de este método es la capacidad de paralelizacion de su cémputo.
Presentamos a continuacién el algoritmo que lo resume:

Algoritmo 1: Regresion basada en el vecindario para distribuciones gaussianas

1 para cada i € {1,...,p} hacer

2 Estimar los coeficientes 3 de la regresion lineal de X; en funcién de Xy ;1) con el
método lasso ;
3 Considerar la estimacién N (i) = soporte(3) del vecindario de i ;

4 fin

—

5 Combinar las estimaciones {N(s),s € V} con la regla “AND” o “OR” para obtener el grafo
estimado Q\ ;

Las condiciones que plantean Meinshausen y Biihlmann para la consistencia de este método son
las siguientes:

1) la cantidad de variables p puede crecer como potencia de n,

2) la matriz de covarianza debe cumplir ciertas condiciones de regularidad,

(1)
(2)
(3) condiciones de dispersién (cantidad de ceros) de la matriz de precision,
(4)

4) los valores distintos de cero de la matriz de precisiéon deben tener un valor absoluto acotado

por abajo y
(5) condicién de estabilidad de los vecindarios: debe existir un valor pequeno de A distinto

de cero tal que para un nodo i la estimacién N (i) (sin penalizacién ly) coincida con la

estimacién Nm) (con penalizacién ).
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Por ltimo notamos que como lo que importa en cada regresion es la seleccién de variables,
podemos remplazar al método lasso por alguna de sus variaciones.

2.5. Estimacion de la matriz de covarianza a partir del grafo

Suponiendo que conocemos el grafo no-dirigido G subyacente en una distribucién normal mul-
tivariada, podemos estimar la matriz Y de covarianza haciendo una estimacién de maxima vero-
similitud con restricciones. Vamos a maximizar el logaritmo de la funcién de verosimilitud sobre
todas las matrices simétricas y definidas positivas que tengan un cero en todos los lugares (X *1)@-
con %, j vértices tales que no estén unidos en G. Nos queda este problema

—

y-1= argmax  log(det(X 1)) —tr(SX 1), (2.21)
2-1-0;,0(X-140)

donde notamos a esta restriccién de ajuste al grafo C(X 1, G). Luego, invirtiendo 51 obtendremos
el estimador para .

En caso de no tener la estructura del grafo G podemos usar un método mixto en el que primero
estimamos el grafo con algiin método de los vistos en las secciones anteriores (GLasso o Nodewise
regression) y con esta estimacion del grafo G realizamos la maximizacién de . A la combinacién
de estos métodos los llamamos métodos hibridos. La ventaja de usar NodewiseRegression-MYV,
en comparacién con GLasso-MV, es que el método Nodewise Regression es consistente para la
estimacién de un grafo pidiendo restricciones mas relajadas que GLasso. En Zhou et al. (2011]) se
introduce un método hibrido llamado Gelato (Graph estimation with lasso and thresholding))
que es del tipo NodewiseRegression-MV pero realiza regresiones con lasso truncado. En general
este método mejora la performance de GLasso-MV para estimaciones de la matriz de covarianza
en el caso en que tenemos matrices ralas y con los valores distintos de cero con alto valor absoluto.

Existen otros métodos propuestos para estimar la matriz de covarianza directamente sin recurrir
a estimar el grafo primero algunos ejemplos son el método CLIME y el que usa una penalizacién
del tipo SCAD.

2.6. Condiciones para la consistencia en la estimacién del grafo

Por un lado, en relacién a las condiciones bajo las cuales el método Nodewise Regression es
consistente en la estimacién del grafo subyacente en el caso de modelos gaussianos no dirigidos,
en Meinshausen y Bithlmann (2006) se especifican varias restricciones (ver Seccién entre las
que se encuentra la condicién de estabilidad de los vecindarios. En Zhao y Yu (2006)) se presenta
la condicién de irrepresentabilidad (ver Sub-seccién para la consistencia en la seleccién de
variables del método lasso, ademas en este trabajo se realiza un andlisis sobre la influencia de
esta condicién en la consistencia y otro sobre la fuerza de la condicién. Segun el libro Bithlmann
y Van de Geer (2011) estas condiciones introducidas son equivalentes y por lo tanto, al estudiar la
consistencia del método basado en los vecindarios, podremos considerar la segunda condicién que
resulta mds intuitiva y facil de calcular.

Pasando al método GLasso, en Meinshausen (2008) se presenta un ejemplo sencillo de un grafo
para el cual su estimacion con el método GLasso no es consistente. En Ravikumar, Raskutti et
al. (2008) se presentan condiciones para la consistencia del método en la estimacién del grafo
subyacente en el caso de normales multivariadas. Las dos condiciones son:

(1) condicién de incoherencia:
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Sea I, el Hessiano con respecto a © de la funcién a maximizar en la ecuacion (2.15)) evaluada
en la verdadera matriz de precision @, del modelo. Puede demostrarse que I, = O, ® O, con
® el producto Kronecker de matrices. Sean S = {(¢,7)|(Oi;)« # 0} y 8¢ = {(i,7)[(O«)i; = 0}

entonces la condicién es

1T 5e5(Te55) oo < 1. (2.22)

(2) deben existir contantes K7 y K3 que controlen las normas de la covarianza y del Hessiano:
[Zulloe < K1y [Tl < Ko

Ademas, en el trabajo de Ravikumar, se estudia bajo qué condiciones el ejemplo base de Mein-
hausen resulta consistente en la estimacién con los métodos Nodewise Regression y Glasso.

2.7. Stability Selection

Ya sabemos que la estimacién de una estructura discreta como variables seleccionadas en re-
gresion o la estimacién de grafos en modelos graficos resulta una tarea complicada, sobretodo en
modelos de altas dimensiones. En las secciones anteriores se indican algunas condiciones para lo-
grar la consistencia de los distintos métodos propuestos. El método Stability Selection presentado
en Meinshausen y Biithlmann (2010]) consiste en utilizar el submuestreo o el método bootstrap pa-
ra obtener estimaciones més estables. Ademads, este método fija una tolerancia méxima de falsos
positivos esperados.

La diferencia entre el método subsampling y el bootstrap consiste en que en general el primero
tiene un tamano de sub-muestra menor que n (en nuestro caso [n/2]) y las muestras se obtienen
sin reposicién. El método bootstrap toma muestras de tamafio n pero con reposicién.

2.7.1. En regresion lineal

El problema consiste en estimar S, el conjunto de variables explicativas cuyo coeficiente (real)
(Bj)« es distinto de cero. Para esto se toman /1, ..., Ip sub-muestras de los datos sin reposicién y
de tamano |[n/2]. Para cada sub-muestra I; se estima con lasso la variable respuesta y se considera
el conjunto:

Si(A) = {j; (Bj)i # 0}

Luego, simplemente calculamos 1I ;(X) como la frecuencia relativa de j en los conjuntos §l()\), Sea
Tinres €l limite de corte elegido, el método seleccionard todas las variables j que cumplan con la
condicion de que la frecuencia relativa IT;(\) sea mayor o igual que este limite. Luego, tendremos

Stable — £5- TT5 > Tiures }- (2.23)

Seleccionamos entonces las variables con alta probabilidad de selecciéon con lasso, con la dificultad
agregada de seleccionar un valor adecuado de corte para mpyes.

Existe ademas un teorema para controlar, bajo ciertas condiciones, el valor esperado de la
cantidad de falsos positivos en el proceso de seleccion.
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2.7.2. En modelos graficos

El método Stability Selection para seleccionar modelos graficos es andlogo al método para re-
gresion. Para cada submuestra I; se estima con GLasso la matriz de precisién X ~1. Conservamos
los ¢ valores que tengan mayor valor absoluto del triangulo superior de X—1; (por la simetria de la
matriz de precisién). Sintetizamos el método en el siguiente algoritmo.

Algoritmo 2: Método Stability Selection para la seleccion de modelos graficos

1 Seleccionar el conjunto de pardmetros de regularizacién A, el valor limite s v €l nimero
de sub-muestras B ;
2 para cada A € A hacer
3 para cada [ € {1, ..., B} hacer
4 Generar una sub-muestra I; tomada sin reposicién del conjunto original de datos y de
tamano [n/2] ;

5 Estimar el conjunto de aristas §l(A) con el método GLasso con pardmetro de
penalizacion A ;
6 fin
7 para cada i € {1,...,p} hacer
~ B ~
8 Calcular IT;(\) = £ Y I(i € Si(\));
=1
9 fin
10 fin

11 Finalmente estimar Sstable = { 7 Ij\né/}lcﬂ i(A) > wthres};

2.8. Simulaciones y analisis de datos

2.8.1. Problema de regresiéon: lasso, ridge, adaptive lasso y thresholded lasso

Realizamos una simulacién de regresién en altas dimensiones (n < p) en la cual tenemos
p = 1000 covariables normales estandar independientes y n = 50 realizaciones de cada una. Creamos
una variable respuesta que es una funcién lineal de las variables 1, 3 y 400 con un ruido normal
con 0 = 0.5 (S, = {1,3,400}, (B1)x = 2, (B3)x = 0.7 y (Baoo)« = 1). El objetivo es comparar
el desempeiio de los métodos lasso, ridge, adaptive lasso y thresholded lasso en el problema de
prediccién y de seleccién de variables. El andlisis fue realizado con la biblioteca glmnet (J. Friedman
et al. (2010)) en R en la que estd implementado el método elastic net (combinacién convexa entre
lasso y ridge). Para los métodos lasso, adaptive lasso y ridge elegimos el valor de penalizacién A con
el método de validacién cruzada usando el error cuadratico medio (MSE) como funcién de pérdida.
Para el método thresholded lasso primero elegimos el valor de A con validaciéon cruzada y luego
para ese valor fijo elegimos el valor de 7 con validacién cruzada también. Realizamos este proceso
nrep = 100 veces y en cada una de estas corridas calculamos para la estimacién de un conjunto de
test el error cuadratico medio, la cantidad de variables seleccionadas y si estas variables incluyen a
las verdaderas 1, 3 y 400. Calculamos los promedios de estas medidas y los volcamos en el Cuadro
Para la primera corrida también graficamos los coeficientes estimados con cada método en las
Figuras y

Observando el Cuadro [2.1] vemos que el menor error cuadratico medio se obtiene con el método
lasso adaptable seguido por lasso truncado y que el método con peores resultados es el ridge. Vemos



CAPITULO 2. MODELO GAUSSIANO 30

ademas que el método ridge es el peor en cuanto a interpretabilidad del modelo ajustado, mientras
que el método adaptable es el que mejor selecciona variables en cuanto a falsos positivos. En cuanto
a falsos negativos es el que més falla con el 5% de los casos aunque la diferencia no es grande.

MSE Variables seleccionadas Incluye a S,

lasso 0.55 11.78 0.99

ridge 5.68 1000.00 1.00
adaptive lasso 0.37 3.01 0.95
thresholded lasso  0.42 10.29 0.99

Cuadro 2.1: Comparacién de los métodos lasso, ridge, adaptive lasso y thresholded lasso para
regresion lineal en altas dimensiones

En las imagenes vemos que los cuatro métodos estiman con 3; distinto de 0 a los coeficientes
de las variables utilizadas para generar la variable respuesta (1, 3 y 400). Comparando la Figura
(a)| con los graficos de la Figura 2.6 vemos el efecto selector del método lasso en contraposicién
al método ridge. Por un lado lasso selecciona variables y por el otro ridge no anula ninguno de
los coeficientes estimados, quedando todos distintos que cero pero muy pequenos. Al comparar
los métodos de las Figuras y observamos que tanto el método lasso adaptable como el
lasso truncado anulan algunos coeficientes que el método original no habia anulado, manteniendo
seleccionadas las variables que realmente son las relevantes.

Este ejemplo no implica que siempre el método lasso sea mas adecuado que ridge para seleccionar
variables, se pueden crear ejemplos en los que sea mejor usar ridge que lasso. Por ejemplo, sabiendo
que el método lasso selecciona como méximo n (el tamano de la muestra) de las p variables, podemos
generar un ejemplo con m > n variables relevantes y en este caso lo més probable es que sea mas
conveniente usar el método ridge para no perder informacién. Al querer hacer una regresién lineal
en datos reales no sabemos a priori si el niimero de variables relevantes es mayor o menor que n,
por lo tanto una técnica como validacién cruzada nos serd 1til para determinar cual de los modelos
utilizar para un conjunto de datos en particular.

Por dltimo en la Figura [2.§] podemos apreciar la diferencia entre los caminos de coeficientes
dibujados en funcién del logaritmo de A para los métodos lasso y ridge. Mientras que para cualquier
valor de A el método ridge estima todos los coeficientes como distintos de cero como puede verse
en la escala superior del grafico, vemos que a medida que A\ aumenta cada vez més coeficientes son
estimados como cero en el método lasso.

2.8.2. Consistencia de GLasso en la estimacion de Y

Realizamos una simulacién para estudiar la consistencia del método GLasso en la estimacién
de la matriz de presicién para tres valores distintos de p fijos. Tenemos en cuenta que en el pro-
blema de estimacién GLasso estima aproximadamente Z% parametros por la simetria de la matriz
de precisiéon y por lo tanto tomaremos valores de n comparables con este valor para quedarnos
enmarcados en el contexto de altas dimensiones.

Para cada valor p € {64,120,350} generamos n realizaciones de una normal multivariada con
la matriz de precisién de la forma

1 sii=j
(6.)i =13 02 sili—j=1 (2.24)

0 si no
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Figura 2.5: (a) Coeficientes 3 estimados por método lasso. Nro de variables seleccionadas= 19.
(b) Coeficientes 3 estimados por método adaptive lasso. Nro de variables seleccionadas= 3. En
ambos graficos se representan en negro estimaciones y en rojo coeficientes reales distintos de cero.
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Figura 2.6: (a) Coeficientes 3; estimados por método ridge. Se representan en negro estimaciones

Ampliacién de (a).

y en rojo coeficientes reales distintos de cero. Nro de variables seleccionadas= 1000. (b)
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Figura 2.7: Coeficientes 3; estimados por método thresholded lasso. Se representan en negro
estimaciones y en rojo coeficientes reales distintos de cero. Nro de variables seleccionadas= 13.
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Figura 2.8: (a) Caminos de los coeficientes B; estimados por método lasso en funcién de los
distintos valores de A. (b) Caminos de los coeficientes B; estimados por método ridge en funcién
de los distintos valores de A\. En (a) y (b) se indican en el eje horizontal inferior los distintos
valores del logaritmo de \ mientras que en el eje superior se indica cantidad de variables
explicativas con coeficiente beta distinto de cero para cada valor de A representado.
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, tomamos A\ = 24/log(p)/n como se sugiere en el Teorema 1 del trabajo Ravikumar, Wainwright
et al. (2011) para estimar la matriz de precisién ©, y medimos el error con la norma matricial
2. Repetimos el procedimiento nrep = 50 veces y tomamos el error promedio. Los resultados
obtenidos son los de la Figura|2.9 en la que observamos que el valor del error disminuye tendiendo
a 0 a medida que el tamafnio n de la muestra aumenta para todos los valores de p escogidos. Debido
a que cuanto mayor es p la cantidad de parametros a estimar aumenta cuadraticamente vemos una
clara diferencia entre los errores para p € {64,120} y para p = 350.
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Figura 2.9: Error promedio medido con la norma matricial 2 de la estimacién de la matriz de
precision @, en funcion del tamano de la muestra n para tres valores distintos de p.

2.8.3. Estimacién de la matriz de precision de arabidopsis thaliana

Analizamos la base de datos con p = 39 variables y tamano de muestra n = 118 extraida del
vinculo |gene expression - arabidopsis thalianal(2004)) que contiene la expresién de 39 genes
en la sintesis de isoprenoides en el caso de la especie arabidopsis thaliana. Con el objetivo de conocer
sobre las relaciones entre los genes estudiamos el modelo grafico no-dirigido estimando el grafo por
el método GLasso, por el método Adaptive GLasso y por otro lado la estimacién de la matriz
de covarianza por maxima verosimilitud a partir del grafo estimado con Nodewise Regression con
thresholded lasso (Gelato). Para las estimaciones usamos los paquetes de R glmnet (J. Friedman
et al. (2010)) y glasso (J. Friedman et al. (2014))).

La Figura es una réplica de la Figura 13.3 del libro Bithlmann y Van de Geer (2011) con
el agregado de un método adicional. La Figura representa los graficos de la funcién de pérdida
negativa del logaritmo de la verosimilitud en funcién de la medida de regularizacién (representada
por el nimero de valores de la matriz de precisién estimada distintos de cero) para los distintos
métodos utilizados. Mirando la figura vemos que el método GLasso es el que toma el menor valor de
la funcién de pérdida igualado practicamente por el método Adaptive GLasso. Al hacer un anélisis
en funcién de la dispersiéon de la matriz @ vemos que en el caso de matrices menos ralas, con el
método GLasso se alcanza el menor valor con una diferencia significativa con respecto al método
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Figura 2.10: Graficos de la funcién de pérdida en funcién del logaritmo de la cantidad de valores
de la matriz estimada @ del conjunto de datos riboflavin para los métodos GLasso, Adaptive
GLasso y el método hibrido Gelato con distintos valores de 7. El gréfico (a) corresponde al uso
de la regla “OR” para la estimacién del grafo G con Nodewise Regression y el (b) al uso de la
regla “AND” .

hibrido para los distintos valores del parametro 7. Por otro lado, para estimaciones mas ralas el
método Gelato parece ser un mejor estimador. El método Adaptive GLasso es el que mejor se
comporta para las estimaciones con grados de libertad intermedios. La diferencia entre el grafico de
la izquierda y el de la derecha consiste en la regla usada para la estimacién del grafo con el método
Nodewise Regression: el de la izquierda usa la regla “AND” y el de la derecha usa la regla “OR”.
En este aspecto ambos graficos resultan ser muy similares.

Como no sabemos si la distribuciéon de esta muestra es la de una normal multivariada ni si se
aproxima, decidimos hacer una simulacién con una muestra con esta distribucién. Para generar la
matriz de precision @, generamos al azar una matriz de p X p simétrica definida positiva, a la que
luego agregamos ceros para tener una dispersién tal que el logaritmo del numero de lugares distinto
de cero fuera aproximadamente 6 (en nuestro caso 6.2). Con esta matriz generamos una muestra
normal multivariada de tamano n = 180 y media 0.

Los resultados se muestran en la Figura De nuevo, GLasso y Adaptive GLasso son los
métodos que minimizan la funcién de pérdida. Pero por un lado el minimo alcanzado por Adaptive
GLasso es con 6.1 cantidad de lugares distintos de cero en la matriz estimada que se acerca mucho
mas al valor real que los 6.7 de GLasso. El método Gelato se comporta de manera similar al caso
analizado anteriormente, sin grandes variaciones entre las dos distintas reglas.

2.8.4. Seleccién del modelo para riboflavin: Glasso y Stability Selection

Dado el conjunto de datos riboflavin ubicado en el paquete hdi (Dezeure et al. (2015)) de R
con p = 160 y n = 71 que contiene las expresiones de genes en la sintesis de la proteina riboflavin
estimamos el grafo no dirigido subyacente con los métodos GLasso y Stability Selection replicando
los resultados del trabajo Meinshausen y Biithlmann (2010) correspondientes a la Figura 13.2 de
Biithlmann y Van de Geer (2011).
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Figura 2.11: Graficos de la funcién de pérdida en funcién del logaritmo de la cantidad de valores
de la matriz estimada @ de la muestra normal generada sintéticamente para los métodos GLasso,
Adaptive GLasso y el método hibrido Gelato con distintos valores de 7. El gréfico (a)
corresponde al uso de la regla “OR” para la estimacién del grafo G con Nodewise Regression y el
(b) al uso de la regla “AND” .

Ademsds de estimar el grafo para este conjunto de datos generamos a partir de este mismo
dataset un nuevo conjunto de datos permutando al azar todas las filas. Asi generamos un conjunto
de datos con todas las variables independientes y por lo tanto con grafo subyacente vacio.

En el primer caso vemos en la Figura[2.12] que mientras que las estimaciones con GLasso varfan
bastante en cantidad de grafos entre el menor y el mayor de los valores de A, las estimaciones de
Stability Selection son mucho més similares en cuanto a ntimero de aristas y aristas seleccionadas
mas alld del parametro A del método base.

En el caso del dataset permutado vemos en la Figura que mientras GLasso sobreestima
muchisimo la cantidad de aristas del grafo con variaciones importantes entre los distintos valores
de ), las estimaciones de Stability Selection develan que todos las aristas estimadas por GLasso son
muy inestables quedando en todas las estimaciones grafos vacios.
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Figura 2.12: Comparacién de la estimacién del grafo para el conjunto de datos riboflavin
GLasso vs Stability Selection con distintos valores del pardmetro A
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Figura 2.13: Comparacién de la estimacién del grafo para el conjunto de datos riboflavin
permutado para que las variables queden independientes con los métodos GLasso vs Stability
Selection con distintos valores del pardametro A



Capitulo 3

Modelos discretos

Aparte de los modelos gaussianos, otra clase de modelos graficos muy estudiada es la constituida
por sistemas donde todas las variables son discretas, en particular los mas populares son los que
tienen todas las variables binarias. En estadistica clasica los modelos discretos son estudiados con
el nombre de modelos de Poisson log-lineales (Lauritzen (1996), Wasserman (2004)) mientras que
en la literatura de aprendizaje automatico los modelos gréaficos no-dirigidos binarios que permiten
nodos ocultos se llaman “Boltzmann machines”.

En el caso de modelos discretos, la computabilidad pasa a ser una limitacién importante a la hora
de estimar un modelo gréfico ya que la evaluaciéon de la funcién de verosimilitud es muy demandante
computacionalmente. En este capitulo presentamos distintos métodos para la estimacién del grafo
subyacente para estas distribuciones en el contexto de altas dimensiones. Los métodos presentados
son Nodewise logistic regression (Wainwright et al. (2006))) para el caso particular de variables
binarias y para variables discretas en general presentamos brevemente el método Chow-Liu (Chow
y C. Liu (2006)) para arboles y un método basado en una pseudo-verosimilitud (Frondana (2016]))
no eficientemente computable en altas dimensiones pero no-paramétrico y con condiciones para la
consistencia menos restrictivas que las de los anteriores métodos.

Existen en la literatura otros métodos con enfoques distintos a los que desarrollaremos, men-
cionamos algunos de ellos a continuacién. En Jalali et al. (2011)) se presenta un método greedy
eficientemente computable que mejora las cotas de error de Nodewise logistic Regression y relaja
las condiciones. En Loh y Wainwright (2013) se realiza un estudio sobre la relacién entre el soporte
de la inversa de una generalizaciéon de la matriz de covarianza y la estructura de grafos discretos,
inspirandose en la propiedad de los modelos gaussianos. Este trabajo encuentra una clase de grafos
(que incluye a los grafos cadena) para los cuales la estimacién del grafo con el método Glasso es
consistente. En Wasserman et al. (2014]) se aborda la estimacién no paramétrica de este tipo de
grafos con test multiples, aunque la demostracién de la consistencia del método se restringe a bajas
dimensiones.

3.1. Propiedades del modelo Ising

Dentro de los modelos binarios el mas utilizado es el Ising. Es un modelo que proviene de la
fisica estadistica que modela un sistema de p particulas fijas con un spin positivo o negativo (1 o
0 en nuestro caso) que interactian bajo el efecto de un campo magnético. Este modelo fue usado
no sélo en el &mbito de la fisica, sino también por ejemplo en reconocimiento de imagenes (Blake
et al. (2011)), en psicologia (Van Borkulo et al. (2014)) y en el modelado de redes sociales (Banerjee
et al. (2008)).

37
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En el modelo Ising la funciéon de probabilidad puntual es

p(x,0) = exp Z O;x; + Z Opx;x, — P(O)| para x € ¥, (3.1)
jev (j.k)EE

con x = {0,1}? y #(O), generalmente llamada funcién de particién, el factor de normalizacién que
hace que la suma de todas las probabilidades resulte 1:

B(O)=logy exp | > Oixj+ > Opxjxy | . (3.2)

xeX JjEV (J,k)eE

Dados j y k en V, el pardmetro ©j;, es la fuerza del vinculo entre X; y X}, y ©; es el potencial para
el nodo j. Si ©;; es positivo resulta mas probable que ambas variables X; y X}, valgan 1 ya que
en este caso se aporta un término @, al exponente de la probabilidad, mientras que si es negativo
esta disposicién resulta menos probable que las otras. Por otro lado, si el pardametro ©; es positivo
hay una afinidad de X; por ser 1y si es negativo vale lo contrario.

Este modelo, que sdlo tiene potenciales de a pares, puede extenderse agregando interacciones de
mayor orden en la factorizacién, por ejemplo agregando términos en los que interactiien 3 variables
J»k,l con nuevos pardmetros ©jy;.

De deducimos por el criterio de factorizacion (ver ) que para el modelo Ising vale que

Xj L Xl X\gjky <= Okj #0y Oy #0. (3.3)

Teniendo esto en cuenta, parece una opcién razonable estimar a estos parametros ©;; para todo
(j,k) € V x V como los que maximizan la verosimilitud y a partir de esto reconstruir el grafo con
los parametros que queden distintos de cero. El problema de este método es que es intratable en
altas dimensiones ya que la funcién de particién es una suma de |x| = 2P términos. Por lo tanto,
el desafio de este problema es encontrar métodos que preferentemente no usen esta funcién en la
estimacién, para conseguir algoritmos eficientes.

Por ultimo notamos, también a partir de , que como para cualquier elemento x € x la
probabilidad es estrictamente positiva entonces por Hammersley-Clifford (ver Teorema pode-
mos estimar el grafo usando la propiedad de Markov de a pares y luego sacar conclusiones con la
propiedad global.

3.2. Meétodo basado en los vecindarios para modelos binarios

Aligual que en el caso gaussiano, el método basado en los vecindarios Nodewise logistic regression
se basa en estimar paralelamente el vecindario para cada una de las variables a partir de regresiones.
En este caso, las regresiones son logisticas por tratarse la variable respuesta de una variable binaria.
Presentamos a continuacién el método de regresion logistica como método de clasificacién en general
v la regresiéon logistica con penalizacién para el caso de alta dimension.

3.2.1. Clasificacion con regresion logistica con penalizacion

El modelo de regresién lineal, presentado en la Seccién asume que la variable respuesta es
cuantitativa. Pero existen muchas situaciones en las cuales la variable respuesta no es cuantitativa
sino cualitativa, es decir, toma valores entre una cantidad finita de categorias. Por ejemplo, el color
de ojos de una persona es una variable cualitativa: puede clasificarse en las categorias verde, azul o
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marréon. El problema de predecir variables categoricas se llama clasificacién. Un ejemplo sencillo
de clasificacion es el problema de clasificar a un mail en spam o no spam (variable respuesta) segin
sus caracteristicas como palabras incluidas, destinatarios, emisor, archivos incluidos, etc. (variables
explicativas). Existen numerosos métodos conocidos para clasificar entre los que se encuentran
andlisis de discriminacién lineal (LDA), andlisis de discriminacién cuadratico (QDA), regresién
logistica, k-vecinos més cercanos, arboles de decision , etc. En muchos casos, inspirados en la regla
de Bayes, estos métodos usados para clasificar predicen la probabilidad de pertenecer a cada una
de las categorias posibles y clasifican en base a cudl es la mayor probabilidad.

Uno de estos métodos de clasificacion que resulta de una generalizacién de la regresion lineal
es el método de regresion logistica. En general este método se utiliza para variables respuesta
dicotémicas (con dos categorias posibles). Continuamos con la notacién anteriormente usada para
regresién notando X al vector aleatorio de co-variables e Y € {0,1} a la variable respuesta. Como
sabemos que el modelo de regresiéon lineal modela a la variable respuesta en el conjunto de los
reales R, a la hora de predecir una probabilidad 0 < p < 1, haremos una transformaciéon de los
nimeros reales al conjunto (0, 1). A esta transformacion la llamaremos funcién logistica y aplicada
a la funcién lineal en funcién de X la interpretaremos como la probabilidad de que la variable
respuesta tome el valor 1:

- eﬁo+ﬁlxl+-~~+ﬁpxp

P(X) = I aax, = LA =11X), (3-4)

de donde facilmente podemos comprobar que la imagen se encuentra en el intervalo deseado. Una
vez estimados los coeficientes (5,3) podremos estimar la probabilidad de que Y valga 1 evaluando
la ecuacién 1.D en las estimaciones (BO,B) Con esta probabilidad estimada, podremos predecir la
categorfa de una nueva observacién x*) como 1 si p(x(*)) > 0.5 y como 0 en caso contrario. Con
un poco de manipulacién en (3.4]), tenemos

—

1 —p(X)

y por ultimo tomando logaritmo a ambos lados obtenemos

p(X) PPN B X,

X
log L)_, = ﬁo + ,61X1 4+ ...+ ﬂpo, (35)
1—p(X)
donde al primer miembro de la ecuacién lo llamaremos logit(p(X)).
Para estimar a p(X) debemos calcular el vector de coeficientes 8. Sean {(x(), 5D} las obser-
vaciones del conjunto de entrenamiento queremos que se cumpla que para los y(* = 1 la probabilidad

estimada p(x() sea cercana a 1y para los y® = 0 p(x(?)) sea cercana a 0. Con este objetivo usa-
remos la funcién de verosimilitud de una distribucién binomial con p(x) la probabilidad de éxito y
la maximizaremos sobre 3:

L(Go.B) = [] »x? [T @ -pxD)=T]eED)" @ -px@) =" (3.6)

y(=1 y(H=0 i=1

Tomando logaritmo nos queda finalmente la funcién a maximizar

1(Bo, B Z yPog(p(x")) + (1 — y@)log(1 — p(x?)). (3.7)
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El método que describimos hasta ahora es el de regresiéon logistica clasico. En el contexto de
alta dimensién usaremos una penalizacién de la norma 1 del vector de coeficientes 3 (dejando de
lado el coeficiente correspondiente a la ordenada al origen) en la funcién de verosimilitud (3.7)):

(B0, B) = Y yMog(p(x™)) + (1 — y)log(1 — p(x)) = A |8l (3.8)
=1

con A > 0 y w un valor positivo. Suele tomarse r = 1 (penalizacién 1) o r = 2 (penalizacién ls).

Ejemplo de clasificacién

Analizamos los datos spls: :prostate en R[] que corresponden a la expresién de 6033 genes
obtenidas de 102 muestras de la préstata de pacientes operados. El objetivo es clasificar
a estas muestras como tumores o no tumores siendo que en el conjunto de datos hay 52
muestras de prostatas con tumores y 50 muestras de préstatas normales. Para realizar la
clasificacion, los datos fueron divididos al azar en 2 subconjuntos: entrenamiento (75 %) y
validacién (25 %).

Los resultados obtenidos son:

Porcentaje de acierto Variables seleccionadas
penalizacién [y 84 % 23
penalizacion [y 92 % todas

Cuadro 3.1: Resultados obtenidos en la clasificacion con penalizacion l1 y o

Analizando el porcentaje de acierto se ve que con la penalizacién ls obtenemos una mejor
clasificaciéon que con la penalizacion [;. Por otro lado vemos que el modelo ajustado con la
penalizacion l; es mucho maés interpretable ya que selecciona sélo 23 de las 6033 variables
del conjunto de datos.

“Este dataset es una modificacién del usado originalmente en Prostate cancer data set (Singh et al. 2002)

3.2.2. Meétodo Nodewsise logistic regression

En Wainwright et al. se plantea el método basado en los vecindarios en el que, andloga-
mente al caso gaussiano (ver Seccién, se estima la estructura del grafo con regresiones logisticas.
Para la seleccion del modelo nos basamos en la propiedad del modelo Ising que nos permite
estimar la estructura del modelo gréfico a partir de encontrar los (j,k) € V x V cuyo coeficien-
te ©j, es distinto que cero. Si para j € V calculamos logit(P[X; = 1|X(y\;)]) (recordemos que

logit(p) = log(p/(1 — p)) para 0 < p < 1) a partir de (3.1)) obtenemos

logit(P1X; = 1|X1\j]) = €; + > O Xy (3.9)
k#j
Es decir que si estimamos los coeficientes 3U) = (ﬁéj ),,ng ), ,ng ), - J(J_) 1> ,83(-]_21, - ,Bl(gj )) de una re-

gresion logistica con X; como variable respuesta y las variables restantes como variables explicativas
estaremos estimando los pardmetros ©;; de nuestro modelo y por lo tanto la estructura del grafo
de nuestro modelo:

ﬁ§k) = O}, y entonces B§k) #0 < O; #0. (3.10)
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Al estar en el contexto de altas dimensiones agregamos una penalizacién [ a las regresiones logisticas
y estimaremos el vecindario de cada nodo, al igual que en el caso gaussiano, de la siguiente forma:

MG = (ke VA7) : B0 () #0).

Nuevamente el detalle en esta estimacién es que en un grafo sucede que si k € N(j) entonces

—

j € N(k) mientras que los conjuntos estimados con este método Ny(j) y Nx(k) no cumplen nece-

sariamente esta propiedad. Para solucionar esto podemos usar al igual que en el caso gaussiano la
regla “OR”:

(J, k) € E\“()R” — ke N)\(]) o jE€ N,\(k?), (3.11)
o la versiéon més conservadora “AND”:
(j,k) € Bsanpr <= ke Ny(j) v J € Na(k). (3.12)

El algoritmo es equivalente al Algoritmo [l|cambiando en el segundo paso la funcién a maximizar
por (B3).

Existen distintos criterios para seleccionar el parametro de penalizacién A. Cabe aclarar que,
por lo mencionado anteriormente sobre la intratabilidad de la evaluacién de la funcién de particion,
no usaremos la funcién de verosimilitud total deducible de para medir la bondad del ajuste. En
su lugar, lo que haremos sera usar algin criterio de eleccién de )\ para cada una de las regresiones
logisticas por separado. Algunos de estos criterios, de los cuales hablamos en el caso de regresiones
lineales en alta dimensién en el capitulo [2] son validacién cruzada, stability selection, AIC, BIC y
EBIC. Los ultimos tres son criterios de informacién usualmente usados para seleccionar modelos y
se basan en maximizar la verosimilitud con una penalizacién a los grados de libertad del modelo
para evitar el sobreajuste. Su filosofia es lograr un balance entre bondad de ajuste y simplicidad.

En particular, el criterio EBIC (Extended Bayesian Informaton Criterion) sugerido por Van
Borkulo et al. (2014) y Barber y Drton (2015|) para aplicar a este método de sucesivas regresiones
tiene, para cada regresiéon logistica de una variable X;, con j € V, en funcién de las demds variables
XV\{]'}, la férmula

BIC; ,(A) = —21(B0) (X)) + | 7| log(n) + 24|.7| log(p — 1), (3.13)

—

donde 1(BU)(N)) es la verosimilitud logarftmica de la regresién logistica con penalizaciéon A
evaluada en la estimacién de BU)()), |J| es el nimero de vecinos seleccionados en la regresién
logistica, p — 1 es el numero de variables explicativas de la regresion y v es un hiperparametro
positivo que regula la penalizacién del dltimo término y cuyo valor fijaremos arbitrariamente. Si ~y
vale cero estamos en el caso del criterio BIC tradicional. Definida esta formula, el método consistira
en elegir para cada j € V el A € A que minimice BIC;,(\). De esta forma quedaran determinados
los vecindarios para cada variable.

3.3. Meétodos para variables discretas en general

3.3.1. Algoritmo Chow-Liu

Con el fin de contar con un método con el cual comparar el método basado en los vecindarios
introducimos el algoritmo de Chow-Liu (Chow y C. Liu (2006])). Para la descripcién de este método
necesitamos las siguientes definiciones de la teorfa de grafos.
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Un grafo es conexo si dado cualquier par de vértices del grafo existe un camino que los une.
Un arbol es un grafo conexo y sin ciclos. Un arbol generador de un grafo G = (V, E) es un
subgrafo G’ = (V, E') (E' C E) que es un arbol. Notemos que si G no es conexo entonces no tiene
arbol generador. Por tltimo, si tenemos un grafo G = (V, E,w) con pesos en las aristas (es decir
que tenemos una funcién w : E +— R) entonces el arbol generador méximo de G es el arbol
generador de G que maximiza la suma de los pesos de sus aristas.

El método Chow-Liu es muy eficiente pero su uso se reserva para el caso en el que el verdadero
grafo subyacente es un arbol. Puede probarse que los modelos que se representan con arboles se
factorizan de la siguiente forma:

x)= 169 (%6 X5)
p(x) ie]_‘[/pz( Z)(i,j)eEpi(Xi)pj(ij (3.14)

donde, para cada i,j en V, p;; es la distribucién conjunta de (X;, X;) v pi, pj son las distribu-
ciones marginales de X; y X, respectivamente. En Tan et al. (2011)) se muestra que maximizar la
verosimilitud de la muestra sobre el conjunto de distribuciones que se factorizan como en
es equivalente a minimizar la divergencia de Kullback-Leiber D(P|Q) sobre el mismo conjunto
de distribuciones, donde P es la distribucién empirica de la muestra y ) pertenece al conjunto de
distribuciones que satisfacen . Ademds, se prueba que la estructura del grafo de la distribucién
que minimiza esta divergencia se obtiene buscando el drbol generador maximo en un grafo completo
en el cual cada arista tiene como peso el nimero de informacién mutua I;; entre las marginales
empiricas de ambos extremos de la arista. El nimero de informaciéon mutua entre dos distribuciones
se define de la siguiente forma:

pii(Xi, X
Il'j = I(Xi,Xj) = Z pij(XZ‘,Xj) log E;()Z (;())
(x4,%5)€x> Pili )Py
En cuanto a la eficiencia del método, sabemos que el problema de buscar el arbol generador maximo
cuando todas las aristas son positivas puede ser resuelto con el algoritmo Kruskal en tiempo O(p X

log(p)). Esquematizamos a continuacion el algoritmo descripto.

Algoritmo 3: Algoritmo Chow-Liu para encontrar el arbol subyacente

1 para cada i € V hacer

2 Calcular la marginal empirica p;(x;) ;

3 para cada j € V hacer

4 Calcular p;;(x;,x;) ;

5 Calcular el niimero de informacién mutua fl; ;
6 fin

7 fin

8 Buscar con el algoritmo Kruskal el arbol generador maximo del grafo completo con los

o~

vértices V' y para cada arista (i, j) el peso w;; = I;j ;

Para finalizar la descripcién de este método mencionamos que puede generalizarse a distribu-
ciones cuyo grafo subyacente sea un bosque (conjunto de arboles).

"Recordamos la definicién de la divergencia de Kullback-Leiber: D(P|Q) = Y. P(x)log £&

xenp Q(x)
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3.3.2. Algoritmo basado en la pseudo-verosimilitud

Presentamos el método general no-paramétrico para variables discretas con un diccionario A
finito propuesto en Frondana (2016). Inspirado en la intratabilidad de la evaluacién de la funcién de
particién de los métodos de verosimilitud para variables discretas en altas dimensiones, se propone
un método de pseudo-verosimilitud que consiste en maximizar el producto de las probabilidades
condicionales (que no implican la evaluacién de una funcién de particién). Este método utiliza un
criterio similar a AIC y BIC que penaliza los grados de libertad de la estimacién.

Definimos para un vértice j y un conjunto W C V' \ {j} la pseudo-verosimilitud condicional:

Lw = [[ 2. (3.15)
=1

Estimamos esta cantidad a partir de estimar no-paramétricamente las probabilidades condicionales
necesarias para el calculo y notamos [; a la estimacion.
Luego, estimaremos el vecindario de cada variable en forma exhaustiva maximizando la pseudo-

verosimilitud penalizada sobre los 2!V1=! conjuntos posibles de vecindarios del nodo j:
N(G) = argmax {log(l;w) — ¢ A" gy 4 n}, (3.16)
WcVA{5}

donde ¢ es un parametro a eleccién que regula el peso de la penalizacién a la complejidad del
modelo.

Usamos una regla “AND” u “OR” para resolver la falta de simetria en la estimacion de
los vecindarios al igual que en los otros métodos basados en los vecindarios. Se prueba que esta
estimacién de los vecindarios es consistente.

El codigo en C que implementa este método se encuentra disponible en http://github.com/
yoshiomori/neighborhoods.gitl

3.4. Simulaciones y analisis de datos reales

3.4.1. Estimacion del grafo: red de palabras

El objetivo de este andlisis es generar un grafo que sea una especie de red de campos léxicos
de palabras y que cumpla las propiedades de un modelo grafico no dirigido. Para eso usamos un
subconjunto del conjunto de datos news| (2008|) que es una matriz binaria en la cual encontramos
la medicion de las apariciones de p = 100 palabras en un conjunto de n = 1000 noticias. Para
cada noticia [, la columna j vale 1 si la palabra j aparece en la noticia [ y 0 en caso contrario.
Como siempre en la estimacion de grafos, recordemos que el contexto de alta dimensién viene de
la necesidad de la estimacién de M{” + p parametros que en este caso son 5050.

Para estimar la estructura del grafo aplicamos el método Nodewise logistic Regression usan-
do distintos criterios para seleccionar el valor de penalizacién A. Los criterios utilizados fueron:
validacién cruzada, stability selection y el criterio EBIC .

Una cosa a tener en cuenta es que podemos encontrar aristas poco intuitivas en algunos de los
grafos estimados, esto puede deberse en parte a que la independencia condicional se interpreta en
el sentido de la afinidad de dos variables a ser iguales pero también en el sentido de la afinidad a
ser distintas. Esto se refleja en el signo de los pardmetros ©;;.

Tomamos por ejemplo la Figura [3.1] y damos ejemplos de cémo interpretar el grafo usando la
propiedad global de Markov. Por un lado tenemos componentes conexas aisladas de la gran masa

de nodos, por ejemplo la relacionada con juegos (games, team, players, etc.) y las duplas israel-jews


http://github.com/yoshiomori/neighborhoods.git
http://github.com/yoshiomori/neighborhoods.git
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Figura 3.1: Estimacion a partir del método Nodewise logistic regression de la estructura del grafo
para el modelo de apariciéon de palabras en un cuerpo de noticias. La regularizacion fue elegida
con el criterio EBIC.

y research-university. Por otro lado tenemos también reconocibles grupos (sin llegar a ser cliques)
que se unen con otros a través de algunos pocos nodos: usando la propiedad global de Markov
deducimos que la aparicién del grupo de palabras relacionados con el espacio (space, shuttle, nasa,
etc.) es condicionalmente independiente de la aparicién del de tecnologia (files, program, etc.) y del
de autos (car, dealer, etc.) dada la aparicién de la palabra software. También vemos que la aparicién

de la palabra food es condicionalmente independiente de la palabra insurance dada la aparicion de
health.

3.4.2. Estimacion del grafo: caAmara de diputados

El objetivo de este andlisis es encontrar un grafo de diputados segin sus votos pasados al
estilo del trabajo Banerjee et al. (2008). Para esto utilizamos los conjuntos de datos diputados,
asuntos-diputados, bloques-diputados y votaciones-diputados disponibles en la pagina/decada
votadal (2016)) para generar una matriz de datos con las votaciones de los diputados en asuntos
seleccionados entre 2013 y 2015. Seleccionamos asuntos entre estos dos anos para intentar que el
cuerpo de diputados no cambiara mucho por el recambio legislativo habitual, ademés eliminamos
a los diputados con muchas ausencias imputadas. El conjunto de datos tiene tamano de muestra
n = 290 (asuntos tratados) y p = 130 variables (diputados seleccionando sélo los partidos més
representativos: FPV, PRO, UCR, Nuevo Encuentro, ARI). Los votos negativos, abstenciones y
ausencias fueron computados como una misma clase. Observando la Figura vemos una clara
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Figura 3.2: Estimacion a partir del método Nodewise logistic regression de la estructura del grafo
para el modelo de aparicién de palabras en un cuerpo de noticias. La regularizacién fue elegida
con el criterio de validacién cruzada.
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Figura 3.3: Estimacion a partir del método Nodewise logistic regression + Stability Selection de la
estructura del grafo para el modelo de aparicién de palabras en un cuerpo de noticias.
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Figura 3.4: Estimacion a partir del método Nodewise logistic regression con criterio EBIC de la
estructura del grafo para el modelo de los votos de los diputados argentinos entre 2013 y 2015. El
color de cada nodo representa el bloque de cada diputado: Rojo= UCR/ARI, Amarillo=PRO,
Azul=FPV y Celeste=Nuevo Encuentro.

separacion entre los distintos partidos (con UCR cercano a PRO y ARI y Nuevo Encuentro cercano
a FPV) con pocas relaciones inter-partidos.

3.4.3. Simulacién de estimacién de grafos

El objetivo es hacer una simulacién para comparar el desempeno de los distintos métodos presen-
tados. Queremos comparar los métodos Nodewise logistic regression con los criterios de seleccién de
regularizacién CV y EBIC, Chow-Liu y el basado en pseudo-verosimilitud. Con este fin, realizamos
un analisis similar al de Ravikumar, Wainwright et al. utilizando grafos de p = 64 variables.
Las clases de grafos que utilizamos fueron los grafos tipo grilla con 4 vecinos y los conjuntos de
estrellas que se aprecian en la Figura

El primer tipo de grafos es muy utilizado para modelar imédgenes, cada nodo representa un pixel.
Como no es un arbol, el método Chow-Liu no recupera nunca la estructura original. El segundo
tipo de grafo es un bosque (conjunto de arboles) por lo que el método Chow-Liu podra estimar la
estructura del grafo.

Para ambos tipos de grafos generamos la matriz de pardmetros de un modelo Ising para luego,
con el paquete IsingSample de R, generar nrep = 20 muestras de tamano variable. Estimamos
la estructura del grafo para tamanos de muestra n = {500, 1000, 5000,10000} para calcular el
porcentaje de acierto.
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Figura 3.5: Grafos utilizados para la simulacién. En (a) vemos una grilla del estilo 4 vecinos con
64 variables y en (b) un grafo del tipo conjunto de estrellas con una estrella de grado 4.

Para estimar con el método Chow-Liu utilizamos la funcién minForest del paquete gRapHD de R.
Para estimar con el método Nodewise Logistic Regression con el criterio EBIC utilizamos la funcién
IsingFit del paquete IsingFit de R y para estimar con el criterio de validacién cruzada y con
el criterio stability selection utilizamos la funcién disponible en https://github.com/violetr/
tesisl.

Para medir la bondad de las estimaciones realizadas utilizamos el porcentaje de acierto del grafo
completo para cada uno de los tamanos de muestra y las medidas Precision y Recall. Dada una
estimacion de un conjunto de variables binarias, definimos TP como la cantidad de verdaderos que
se estiman como verdaderos, FP como la cantidad de falsos que fueron estimados como verdaderos
y FIN como la cantidad de positivos clasificados como falsos. En el caso de la estimacién del grafo,
cada variable binaria que se estima representa la existencia de cada una de las posibles aristas del
grafo. Precision es un valor entre 0 y 1 que se define con la férmula

TP
TP + FP’
Representa la proporcién de los positivos correctamente identificados. Por otro lado, Recall se define
con la féormula

Precision =

TP
TP +FN’

Representa la proporcién de positivos que fue detectada. Estas medidas fueron volcadas en los
Cuadros y

De estos cuadros concluimos que el método Nodewise Logistic Regression con el método de
validacion cruzada se comporta muy mal con ambos tipos de grafos, sobreestimando siempre en
cantidad al conjunto de aristas. Esto se debe a la sobreestimacion de conjunto de variables en
el proceso de predicion. Es por esto que el criterio stability selection mejora notablemente los
resultados. Observando el comportamiento del método EBIC, vemos que, para muestras de tamano
pequeno, el criterio tiende a sub-estimar el conjunto de aristas. Esto se ve reflejado en los valores

Recall =


https://github.com/violetr/tesis
https://github.com/violetr/tesis
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método — n 500 1000 5000 10000
Chow-Liu  0.04309829 0.14273217 0.5075068 0.6063413
NLR - EBIC NaN NaN 1 1

NLR - CV  0.02723124 0.05919155 0.1396104 0.1485191
NLR -SS  0.04761905 NaN 0.7092328 0.7007781

Cuadro 3.2: Valores promedio de Precision en la estimacion de la estructura de un grafo del tipo
estrella con 64 vértices y grado 7. Los valores se muestran segin el método de seleccién de modelo
y segun el tamano de la muestra.

método — n 500 1000 5000 10000
Chow - Liu  0.17142857 0.3785714 0.9714286 1
NLR - EBIC 0 0 0.7428571

1
NLR - CV  0.17857143 0.3642857 0.9714286 1
NLR - SS  0.02142857 0.1571429 0.9642857 1

Cuadro 3.3: Valores promedio de Recall en la estimacion de la estructura de un grafo del tipo
estrella con 64 vértices y grado 7. Los valores se muestran segin el método de seleccion de modelo
y segin el tamano de la muestra.

método —n 500 1000 5000 10000
NLR - EBIC NaN NaN 0.99 0.98
NLR-CV  0.28 031 0.38 0.39
NLR - SS 045 0.60 094 0.96

Cuadro 3.4: Valores promedio de Precision en la estimacién de la estructura de un grafo del tipo
grilla con 64 vértices. Los valores se muestran segiin el método de seleccién de modelo y segin el
tamano de la muestra.

método —n 500 1000 5000 10000
NLR - EBIC 0.03 0.03 0.34 0.69
NLR-CV 025 029 082 093
NLR - SS 0.06 0.08 049 0.75

Cuadro 3.5: Valores promedio de Recall en la estimacion de la estructura de un grafo del tipo
grilla con 64 vértices. Los valores se muestran segin el método de seleccién de modelo y segin el
tamafo de la muestra.
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NaN de Precision que provienen del hecho de que el denominador de la fraccién que la define es 0
pues el método estima el grafo vacio. Por el contrario, para muestras de mayor tamano el criterio
EBIC se comporta muy bien, estimando al grafo correctamente en la mayoria de los casos. Por otro
lado, al estudiar los porcentajes de acierto obtenidos, observamos que estos no se condicen con los
correspondientes en el trabajo Ravikumar, Wainwright et al. (2011)). Queda como trabajo futuro,
detectar las causas de las diferencias en los resultados.

Por el tiempo que tarda en correr el algoritmo basado en pseudo-verosimilitud, debido al caracter
exponencial de su complejidad, decidimos finalmente no incluirlo en la comparacion. De todos
modos, realizamos estimaciones de grafos con un niimero menor de variables (n = 10,n = 20) que
resultaron diferir en muy poco del grafo real.



Capitulo 4

Comentarios finales y trabajo a futuro

Para concluir, a lo largo de este trabajo realizamos un recorrido por algunos de los diferentes
métodos para la seleccién de modelos gréaficos no-dirigidos, abarcando asimismo los problemas de
regresion lineal y logistica en altas dimensiones.

Gracias a las simulaciones, verificamos empiricamente la consistencia en la seleccién de los grafos
no-dirigidos bajo ciertas condiciones y pudimos comparar el desempeno de los distintos métodos
entre si. Vimos que la eleccién del parametro A de penalizacion es clave en la seleccion del modelo
y que el método stability selection sirve para disminuir esta dependencia tan fuerte del parametro.
Por otra parte, aplicamos los métodos presentados a distintos conjuntos de datos reales, pudiendo
utilizar la estructura seleccionada para la visualizacién de las relaciones de interdependencia entre
las variables y su interpretacion.

Los tipos de modelos estudiados a lo largo del trabajo fueron el modelo normal multivariado y
los modelos con variables exclusivamente discretas. Como trabajo a futuro, queda pendiente indagar
sobre las diferentes clases de modelos que quedaron afuera. Una de ellas es aquella en la que las
variables tienen la condicién de ser continuas pero, sin embargo, no aparentan tener una distribucién
gaussiana (H. Liu et al. (2009))). Otro es el caso que corresponde a los modelos en los cuales hay
variables discretas y continuas simultdneamente, cominmente llamados modelos mixtos (Fan et al.
(2017)). Existen también métodos que contemplan conjuntos de datos con datos faltantes. Por
ultimo, un caso interesante es el de los modelos que tienen variables ocultas (no observadas). Un
ejemplo concreto de aplicacién de esta clase de modelos es el problema de segmentacién de una
imagen en primer plano y fondo en donde las variables observadas son los pixeles y por cada pixel
hay una variable binaria oculta que clasifica con su valor al pixel correspondiente en “primer plano”
o “fondo”.

Figura 4.1: Estructura del modelo grafico con variables ocultas utilizado para segmentar una
imagen en fondo y figura principal.
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Apéndice A
Normal Multivariada

Un vector aleatorio X=(Xj,..,X,) tiene una distribucién normal multivariada con media p y
matriz de covarianza Y, con X simétrica y positiva, si su funcién de densidad es :

f(xsp, X) :WQXP (—Q(X—M) 2 (X—H>>7 (A1)
lo notamos X ~ N(u, X).

Al igual que la distribucién gaussiana en una variable, la normal multivariada de 2 dimensiones
tiene un grafico en forma de campana tridimensional. Esta campana estd centrada en la media u
y su forma estd dada por su matriz de covarianza como se ve en el ejemplo de la Figura
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Figura A.1: Gréfico de la densidad de una distribucién normal multivariada en 2 dimensiones con
(0 o 10
F=Vo)Y=" o 3 )
A continuacién resumimos los principales resultados de esta distribucidn:

= la suma de gaussianas independientes es gaussiana,

= una transformacién afin de una gaussiana resulta una gaussiana,
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= sus distribuciones marginales son normales,
» sus distribucion condicional resulta también normal y

= las independencias condicionales se encuentran codificadas en los ceros de la matriz de preci-
sién.

Lema A.l. Sean X ~ N(p,X) con X € RP*P simétrica y definida positiva, [ la funcion de
densidad de X, C € RP*P jnversible y b € RP. Entonces el vector aleatorio Y = CX + b ~
N(Cu+b,CECT) con CXCT = 0.

Demostracion. Como C es inversible entonces (CXCT)™1 = (CT)"1X71C~! existe y sea y =
(Cx+b) podemos escribir x = C~1(y —b). Luego, podemos escribir a g(y), la funcién de densidad
de C'x + b, de la siguiente forma por el teorema de cambio de variables:

9(y) = f(CTHy —Db))ldet(C)]

= G H“C “y—b)—w) T H(C Ty —b) - mﬂ [det(C7)].

Sabemos que det(C~1) = 1/det(C) > 0, luego (det(X))~/?| det(C~1)| = (det(CTXC))~1/2. Usan-
do esto y reordenando el exponente de la exponencial queda

1 1
9(y) = G et (55)) 172 exp <—2(y — )T (y - Hy)) (A.2)

con Xy = ctxcCy ty = Cp + b. Reconocemos la distribucién normal multivariada con esta
funcién de densidad.
O

Consideramos la normal estandar multivariada Zp definida como N(0,1d,). Su densidad es

1
(27)P/2

—_

exp —§Z(zj)2 , (A.3)

Jj=1

f(2) =

de donde concluimos que las componentes del vector aleatorio Z, son normales estdndar (univaria-
das) independientes.

Usando que dada ¥ una matriz simétrica y definida positiva existe C inversible tal que CCT = X
en tenemos que

X ~N(p, %) <= 3C inversible tal que CCT =% y X ~ CZ,+ . (A4)

Para probar algunas propiedades usaremos la funcién caracteristica del vector aleatorio X de-
finida de la siguiente formaz: ) ¢(t) = E[e’**].
Calculamos la funcién caracteristica de la normal estdndar multivariada:
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p
S i3 tZ;
wz,p — E e’Lth:| = E e j=1 Y (A..5)
B p
i3 4% p
= Ele™ | =E HethXj (A.6)
L ]:1
p ) p
_ B[] = HWW) (A7)
j=1 j=1
= e 2t't, (A.8)

donde usamos la independencia de las componentes y en la iltima igualdad la formula de la funcién
caracteristica de una normal estdndar univariada.

A partir de este célculo y de la caracterizacion es facil ver que la funcién caracteristica
de una distribucién X ~ N(p, X) es Y = eit n—3tT It

Para probar los siguientes resultados usaremos que podemos reconocer univocamente a una

e, ., L o L > X
distribucién por su funcién caracteristica y el siguiente hecho facil de probar. Sea X = < XA )
B

con funcién caracteristica 9 ¢ (t) entonces la funcién caracteristica de X4 es 1y, (ta) = 1 ¢(ta,0p).

Lema A.2. Sean X ~ N(pg,Yg) e Y ~ N(pg,Xy) dos vectores aleatorios independientes con

medias y matrices de covarianza de igual tamano respectivamente. Entonces X+Y ~ N(pg +
By, ZX: + E?).

Demostracion. Se prueba calculando la funcién caracteristica de la suma y usando que la esperanza
del producto es el producto de las esperanzas por ser vectores independientes:

¢2+?(t) - E [eit.()?+17)} - E [ez‘t.)@rit.?} _E [eit.)?} E [eit.?] .

Lema A.3. Sean A y B dos subconjuntos disjuntos de {1,...,p} y un vector aleatorio X =

( ;,(A ) ~ N(wp,X). Sea p = < ZA ) y la matriz de covarianza 3 separada por bloques de
B B

la siguiente forma:
S < 2aA 2aB >
Ypa Xpp )
Entonces las distribucidones marginales son normales y vale que Xa ~ N(pa,Xa4) v Xp ~

N(pup,XBB).

Demostracion. Calculamos la funcién caracteristica de X 4:

VYx,(ta) =Y 3(ta,0p) = eithra—gzta" Tanta

de donde concluimos directamente X4 ~ N(pa, X'44). El resultado para Xp se demuestra andlo-
gamente.

O]
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Lema A.4. Sean A y B dos subconjuntos disjuntos de {1,...,p} y un vector aleatorio X =

( ;,(A ) ~ N(0,X). Sea © = X! la matriz de precision de X separada por blogques de la si-
B

guiente forma:

o ( Oaa Oap )
Opa OB )’

Entonces la distribucion condicional de X4 dada Xp es una gaussiana con distribucion
N(—QZ}L;QABXB’ 92%) Equivalentemente vale que X 4 = —Q,ZAQABXB‘FEA dondee s ~ N (0, (92114)
es independiente de Xp.

Demostracion. Sean g(x4,%xp) vy g(xp) las densidades de las distribuciones conjunta y marginal de
Xp respectivamente, calculamos la densidad condicional

9(x4,XB) | ¥pp|'/? 1 1 _
g(xalxp) = 2(xp) = )2 ]2 exp —ixg@AAxA - XZ;@ABXB — Exﬁ(QBB — EBE)XB ,

con Ypp la matriz de covarianza de Xp por el lema anterior y k el cardinal del conjunto A. Usando
que Eg}g = O — @BA@;&@AB y |X| = |XaallXBB — Z’EZBEZ;ZAM por propiedades de la
multiplicaciéon de matrices por bloques tenemos

_ 1 1 -1 T 1
g(XA|XB) = (27r)k/2|EAA|1/2 exp [ 2(XA + @AAQABXB) @AA(XA + QAAQABXB)] .

Y reconocemos que esta es la densidad de una gaussiana N (—92}48 ABXB, 8;&1).

[
Corolario A.5. Para cualquier a € {1,...,p} vale que
Xo=— >, %Xb + €4 donde €, ~ N(0,0,}) es independiente de { Xy : b # a}.
bibta ¢
Demostracién. Aplicamos el lema anterior con A = {a} y B = A°. O

Veamos ahora que la matriz de precision codifica las independencias condicionales de las nor-
males multivariadas.

Proposicién A.6. Sea X ~ N(0,%) con X € RP*P simélrica y definida positiva entonces para
cada pari,j € V ={1,...,p} se cumple

X; L Xj’XV\{i,j} — Qij =0y @j' =0, (Ag)
con © = X1,

Demostracion. Por el criterio de factorizaciéon tenemos que dados i,5 € V = {1,...,p} entonces
Xi L Xj| Xy 5y sty sélosi f(x) admite una factorizacién de la forma

f(x) = g(xv\ i3> X)) (X (3 gy X5)-

Si escribimos a la forma cuadrética xX ©x de la forma
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p P
x'Ox = Z Z OrXpX], (A.10)

k=1 I=1
tenemos que si y sélo si ©;; = 0y ©;; = 0 podemos escribir la densidad de x de la forma

1 1 2 P 1 2 P
f(X;ﬂaE):WGXP ) Z Z OrXiX; | exp b Z Z OpixpX

k=1ks#] 1=1,l#] k=1,k#il=1,l#i

Luego, probamos lo que queriamos ver. ]

Proposicién A.7. Dado un vector aleatorio X = (X1, vy Xp) ~ N(u,X), si tenemos {aD}7_,
(p < n) realizaciones del vector, entonces el estimador de mdzima verosimilitud de (p,X) es

(ﬂMV;S) donde /:I’MV = Z (1) Yy S=n" IZ ( HMV)( () —ﬂMV)T .
i=1

Demostracion. A partir de la expresién (A.1) planteamos la funcién de verosimilitud:
1 A A
5 2 () = w)TZ D — ).

=1

Z(II/)E;le '-7X(n)) = —nlog(det(ﬂ)l/Q) -

Para condensar un poco la expresién usamos propiedades de la funcién traza. Usando que tr(ABC) =
tr(CAB) = tr(BCA) y que para una constante podemos usar tr(c) = ¢ obtenemos

n n 1 n . .
W, X%, ..,x"™) = Zlog(det(Z~1)) — —tr [ — xO — ) (x® — p)Tx1) .
(1, 231, x ) = 2 log(det(£71)) QrH;( p)(x" — p)
Para encontrar los estimadores de méxima verosimilitud buscamos los valores de p y de X' que
maximizan la verosimilitud. Para esto, derivamos e igualamos a 0 para buscar extremos locales.
Usamos las siguientes identidades para derivar con respecto a matrices: % = BT, BI%QAH =

AT con A y B matrices y por ltimo 835 ¢ =g con x y a vectores.
Usando las propiedades anteriores tenemos: axaT Ao — 8“% AxA] z27)" = 22T
Finalmente nos quedan las ecuaciones
l(p, X) | 1N
e Ut B AP 3 -y @) — o
o 2n M+ 5 ; .4
y
oMp,X) _n 5T 1 T
vt 2t T Z X -wt=o
de las que despejamos:
1 20
fiary = — Y _ X0 (A.11)
n
Yy
~ 1 & . ,
v =8=— > (XD — oy ) (XD = fupy)T (A.12)
i=1



Apéndice B
Guia de cdédigos y datos

Todos los cédigos propios utilizados en las simulaciones y en los anélisis de datos junto con las
bases de datos analizadas se encuentran en https://github.com/violetr/tesis. A continuacién
describimos los archivos.

Cddigo de los métodos utilizados

A continuacién damos los nombres de las funciones usadas. Si no se especifica el paquete de R
entonces el c6digo es propio salvo para el caso del método pseudo-likelihood (Frondana (2016)) que
se encuentra implementado en el lenguaje C en la direccién especificada. Los archivos se encuentran
en la carpeta metodos.

Regresion lineal
= lasso, ridge: glmnet: :glmnet/cv.glmnet
» stability selection: hdi::stability
En el archivo regresion_lineal.R se encuentran las siguientes funciones:

» adaptive lasso cv: cv.adaptive.lasso

» thresholded lasso cv: cv.tau.threslasso

Regresion logistica

= regresion logistica con penalizacion: glmnet: :glmnet/cv.glmnet
Estimacion del grafo normal
= (G Lasso: glasso: :glasso
En el archivo seleccion modelo normal.R se encuentran las siguientes funciones:

= Adaptive GLasso: adaptive.glasso
» (Adaptive)GLasso CV: cv.glasso

= Nodewise regression: nodewisereg
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» Stability Selection: stability.selection.grafico

» Gelato (nodewise+threshold): cv.Gelato

Estimacion del grafo discreto
» Chow-Liu: gRapHD: :minForest

= pseudo-likelihood: http://github.com/yoshiomori/neighborhoods.git.
En el archivo seleccion modelo_binario.R se encuentran las siguientes funciones:

» Nodewise Logistic Regression: nodewiselogreg (con criterio EBIC, CV, stability selection)

Simulaciones y andlisis de datos

Los archivos se encuentran en la carpeta analisis.

Modelo normal

m 321 3 tradeoff.R: grafico error, sesgo y varianza vs. A para el método lasso.
= 3.7_1_reg.R: simulacién regresion lineal con lasso, adaptive, thresholded y ridge.

= 3.7_2 _consistencia.R: grafico de la consistencia en la estimacién de la matriz de precisién
para normal simulada.

= 3_7_3_grafperdida.R: grafico de la pérdida con GLasso, Adaptive GLasso y Gelato para|gene
expression - arabidopsis thaliana (2004) y normal simulada.

= 3.7 4 ribo.R: seleccién de modelo para hdi: :riboflavin con Stability Selection.

Modelos discretos

= 4 2 1 prostate.R: clasificacién de los datos spls: :prostate.
» 4 4 1 palabras.R: seleccién de modelo para datos news| (2008)).
» 4 4 2 dipus.R: seleccién de modelo para datos de diputados en |[decada votada (2016).

m 4_4_3 bin.R: simulacion de seleccién de modelo para datos binarios.

Bases de datos

Las bases de datos se encuentran en la carpeta datos.


http://github.com/yoshiomori/neighborhoods.git
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